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Abstract

In this thesis we study a priori bounds for positive solutions of a class of nonlinear
elliptic equations. More precisely, we establish a priori bounds for positive solutions
of the problem:

—Au = g(z,u,Du) , z €
u = 0 , T € of

where Q ¢ RV, N > 3, is a bounded smooth domain.
The technique used in this work was developed by Brezis and Turner (|[BT]).
We also provide existence of priori bounds of positive solutions for semilinear elliptic

systems and polyharmonic problems.

In this work, the main tool used is the Hardy-Sobolev inequality to estimate the L*>*-norm

of positive solutions.



Resumo

Neste trabalho, estudamos a obtencao de estimativas a priori de solugoes positivas para
um tipo de equacoes elipticas nao lineares. Mais especificamente, garantimos a existéncia

de estimativas a priori de solugoes positivas para o problema:

—Au = g(z,u,Du) , z €S
u = 0 , x €0

em que ) C RY, N > 3, é um aberto limitado com fronteira suave.
A técnica utilizada neste trabalho é devido a Brezis Turner ([BT]).
Também garantimos a existéncia de estimativas a priori de solucoes positivas para sistemas

elipticos semilineares e problemas de tipo poliharménico.

A ferramenta principal utilizada para estimar as solugoes positivas nas normas L™ é

a desigualdade de Hardy-Sobolev.
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Capitulo 1

Introducao

Estimativas a priori de solugoes positivas na norma de L*° ¢é de fundamental
importancia para resultados de existéncia de solucoes de problemas elipticos superlineares

especialmente quando o problema em consideracao nao é do tipo variacional.

Um método para demonstrar a existéncia de estimativas a priori de solugoes positivas
de equacoes escalares elipticas de segunda ordem foi proposto em 1977 por Brézis e Turner
(|BT]). Tal método combina as desigualdades de Hardy e Sobolev via interpolacao e é

muito poderoso, ainda quando o problema em consideracao nao ¢ do tipo variacional.

Mais especificamente, no artigo de Brézis e Turner (|BT]) se demonstra a existéncia
de estimativas a priori para um problema eliptico, a qual pode ser usada para demonstrar

a existéncia de uma solugao positiva do problema de tipo eliptico superlinear:

—Au = g(z,u,Du) , € } (1.1)

u = 0 , x €0

em que Q@ C RY ¢ um aberto, limitado e suave de RV, N > 3 e g é uma funcio nao

negativa que, com respeito a varidvel u, satisfaz as seguintes trés condig¢oes de crescimento

(utilizados por Brézis e Turner (|[BT|) para demonstrar a existéncia de uma solucao

positiva do problema : Se A; é o primeiro autovalor de —A, u'g(z,u,p) tem que

ser menor do que A; para u perto do zero e maior do que A\; para u perto do oo; e se
N+1

B =51 u Pg(z,u,p) tende a zero quando u — +oo. (Por exemplo g = u?, 1 <y < 3

satisfaz as trés condigoes).

O objetivo desta dissertacao é usar o mesmo método de Brézis e Turner para encontrar
estimativas a priori para solucoes positivas de sistemas elipticos semilineares e problemas
poliharmonicos, e tal resultado foi feito no trabalho de Clément, Figueiredo e Mitidieri



Este trabalho é organizado como segue.

No Capitulo [2| enunciamos e demonstramos a desigualdade de Hardy-Sobolev como na
tese de Kavian (|K]), a qual afirma que combinando as desigualdades de Hardy e de
Sobolev via interpolagao, se tem uma desigualdade que é valida para 1 < p < N; mais
ainda Kavian demonstra que o resultado é valido para o caso em que p = N usando um
argumento mais complicado que para o caso 1 < p < N.

No Capitulo 3| usamos a desigualdade de Hardy-Sobolev (para o caso em que p = 2 ¢
N > 2) para demonstrar a existéncia de estimativas a priori do problema , como foi
feito no artigo de Brézis e Turner ([BT]).

Finalmente no capitulo {4| aplicamos o mesmo método usado por Brézis e Turner para

encontrar estimativas a priori do sistema:

—Au = f(z,u,v,Du,Dv) , em Q CRY,
—~Av = g(z,u,v,Du,Dv) , em Q CRY, (1.2)
u = v=0>0 ,  sobre 0f).

e para equacoes do tipo poliharmoénicas com m > 1:

(1.3)

(=A™ = h(z,u,Au,..,A™ ) | em Q CRY,
v = Au=..=A""ty=0 , sobre 9.

em que ¢ um dominio aberto, limitado e suave de RY com N > 3 e f, g e h sao
fungbes dadas (que especificaremos adiante), seguindo o trabalho de Clément, Figueiredo
e Mitidieri (JCFM]).

Assim podemos ver que o método de Brézis e Turner é muito poderoso para encontrar
estimativas a priori para os problemas mencionados anteriormente. Mas também pode

ser usado para encontrar estimativas a priori para os seguintes dois problemas:

—Au = Mu+ ()P + f(z) , em(, (1.4)
u = 0 , sobre 0f). '
em que 2 ¢ limitado aberto e suaveem RV, N >3, 1 <p < %, A1 é o primeiro autovalor

de —Ae f # 0 é uma funcio tal que f € L"(Q) para algum r > N e [, f¢1 < 0 (estudado
por Cuesta, Figueiredo e Srikanth no artigo ([CES])).
E também o problema (estudado por Kannan e Otega no artigo ([KO]))

Au+Mu+g(z,u) = f(z) , emQ,
u = 0 , sobre Of).



em que ) é aberto limitado e com fronteira suave de RY com N > 2 e \; é o primeiro

autovalor de —A e a funcdo ndo linear ¢ : Q x R — R satisfaz as seguintes condigdes:

e g ¢ localmente Lipschitziana em u (uniformemente em x) e a-Holder continua em

x.

e lim g(z,u) = oo, uniformemente em = € €.
|u|—o0

e lim [g(x,u) + A\u] = oo, uniformemente em z € ).
uU——00

e Existem 7,3 € L®(£2) com =, > 0 tais que

9(2, w)| < y(w)u” + B(z),

N+1
para z € Qe u <0, em que 0 < 7.



Capitulo 2

A Desigualdade de Hardy-Sobolev

Neste capitulo vamos a demonstrar a Desigualdade de Hardy-Sobolev. Para enunciar o
resultado principal vamos supor que N > 2 e que 2 C RY ¢ um subconjunto aberto e
limitado com a sua fronteira 0 de classe C*.

Para cada z € Q denotamos por 6 (z) = d(x,0), a distancia de x & fronteira 9.

Se 1 < p < 400, denotamos por p' = p%l o seu conjugado, 1" = 400 e +00’ = 1.

Se 1 < p < N, denotamos por p, = NN_—IZ o seu conjugado de Sobolev.

Denotamos por Rﬂ\: o conjunto Rﬂ\: ={z = (21,29,...,75) € RN /2y > 0}.

Neste trabalho C' denotard uma constante que nao depende de u. E como primeiro
resultado vamos lembrar a Desigualdade de Nirenberg-Sobolev e a Desigualdade basica

de Hardy enunciando os dois Lemas seguintes.

Lema 2.1 (Desigualdade de Nirenberg-Sobolev). Se 1 < p < N entao para toda fun¢ao
u € C(Q) se tem que

p(N —1)
e (Q) < ——————||Dul|1r(0)- 2.1
Demonstragao. Para a demonstragao ver |[N| (p. 1-48). O

Lema 2.2 (Desigualdade basica de Hardy). Seja g € LP(0,+00), 1 <p < o0 e se

1 €T
G(z) = —./ g(t)dt, Vo > 0,
T Jo
entao
Gl Le(0,400) < P19l 200,400)- (2.2)

Demonstragao. Para a demonstragao ver |F] pag. 195. O
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O seguinte resultado é uma generalizacao da desigualdade anterior e é enunciado num

comentario no trabalho de Kavian [K].

Lema 2.3 (Desigualdade de Hardy-Sobolev). Se Q ¢ limitado, aberto e de classe C', e
1 < p < oo. Entio existe uma constante C > 0 tal que Yu € W, (Q),

u
15| <cliDulg - (23

Lr(Q)

Demonstragdo. Basta demonstrar este resultado para u € C! (Q2), pois C! (Q) é denso em
Wy (Q). E como Q & de classe C! e limitado podemos pegar mapas locais e o resultado
se reduz ao caso em que () = Rf. Por isso mostraremos o resultado para este caso, onde

d (x) = zn e temos que

[y = (Lo 5 o)
5 Lp(Rﬁ) RN-1 Jo
+o0o 1 TN t p 1
= ( / / Mdt dedx’>
RN-1 0 0 3t
+oo / p ?
S ( / ’M dmNdx'>
RN-1 0 drn
< 7. ‘DUHLPRN)

onde para a primeira desigualdade usamos o Lema[2.2] e assim fica demostrado o resultado.
O

Finalmente enunciaremos e demonstraremos o resultado principal deste capitulo que

foi feito por Kavian em [K].
1 (1-71)

1
Teorema 2.4. Sejal <p< N, — = - —
q p N

Entéo existe uma constante C (1,p) tal que Yu € WP (Q), se tem

Demonstracao. Faremos em dois casos de acordo com p e vamos supor que 7 < 1, porque

,0< 7 <1

u

57_ S C (7‘, p) ||Du||Lp(Q). (24)

La(Q)

se T = 1 o resultado segue do Lema

Casol : 1<p< N

1 1
Como — = —
q p N
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Caso 2

e assim
1 1

(%) ()

Aplicando a desigualdade de Holder e os Lemas [2.1] e [2.3] obtemos

=1

q q

Y dx

07 llLa(q)

u

u|ra Ju| ) dye

q.(1—7)

Q
< (/ d:c)p ( |u\‘1(1 n)e= d;r) "
q.(1—7)

_ (/’5‘ dx) (q/Qup*dx) "

el e

5.

B Lr(2)

1— 7'
< CDull7 o) 1Dul| S
= C‘“DUHLP(Q)

e assim o resultado fica demostrado, onde se ) = Rf, se tem que a constante C' é

1
dada por C' = (% pp1> * a qual diverge para 400, quando p se aproxima a

N. Por isso faremos o caso p = N por separado.

:p=N

Como no lema anterior é suficiente mostrar que se v € CHRY) e §(z) = zy,
Q = RY, entdo

U
— < C.||Du
|51, 2 < ClIDUlre
Primeiro vamos provar que para g > N’, onde N’ = N1 se tem que
| i Jul]*N

|u|£

De fato, se define ¢ = o qual pertence a C}(Q), pois u pertence a C(Q) e 3
pertence a C*(Q).

Além disso, como % — 1> 0 se tem que

dp 2. ou a0 1 0
oxr; N’ g0| I~ 81"2» b Ox; (F) € Ce(%).
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E assim ¢ € C}(), agora aplicando o Lema apcomp=1el*= N’ obtemos

1
lellyey = - IDele)

. Dp(x)
= —. —=1d =1,2,...,N. 2.6
2NZ/ e L S R (26)
Mas da definicao de ¢, se tem que
Op(z) lu|3 1 | Ou qa | 0 1
der < C(q,N). |=1d Tl | =—||d
/Q z | TS C@N): | g T e g, (v ) |4
Onde se 1 < N 9 .
sei1 =N
q 0 1 ¢« N—1
/|u|N’ — (ﬁ) dr = |u| V7. dx
0 Ozn \ Ty Q TN
0 q 1
= [ = (|jul™ d
/anN ('“’N> gN—1
lu|7 1 | du
< = dz.
B Q oN-1 8ZEN v
Agora usando estas estimativas em ((2.6)), temos que
Clg,N) <= [ |u|¥ " |ou [ ¥~ | Ou
Ielovey = =952 | v g | S v B |
L N a _q
Jul? N u[ > | Ou

i=1

N _N =+ N ~
|9V N / ou
< C(g,N). d . d
< >;(Q o) ([ 5e] a
uq—N’ %
< Cla NPl [ )

onde para a terceira desigualdade usamos a desigualdade de Hoélder; e assim (2.5
fica demonstrado. .

Agora fazendo du = (5—Nda:, temos que [, fdu = [, f.swdz, para qualquer fun¢ao
f — p integravel. E vamos denotar por ¢ = g e go = N + N’, para assim considerar

dois casos ao respeito de q e qq:

i) Se ¢ > qo, entdo definindo r = g — N’, temos que ¢ > r > N e portanto existe

1 1-—
um « € [0, 1] tal que — = e + ( a)) e aplicando a desigualdade de Holder,
r q

N
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i)

temos que
lullzruy < Iullag-lull - (2.7)
E pelo Lema temos que
U !
lullovgn = |5 g < VIDUIN @) (2.8)
: N ! 1
Agora aplicamos o resultado (2.5) para ¢ = = > N’, lembrando que du = 5N
e logo usando (2.7) e (2.8), se tem que
lulfay < Cla N)IDullTrgy-llullye
r(l—a
< (g, N)Dul P oy 75 el 8 )
< C(q, N)-|IDull x5 - (N = Dul 1 o)
"+r.(l—a) )
— Cla. M) DUl s,
E assim, temos que
ro N+T‘ 11—«
el 4o < Cla, N)- | Dullpniey ™, (2.9)

mas como ¢ = N’ 4 r, entdao ¢ — ra = N’ 4+ r(1 — ). Substituindo em ((2.9) e

cancelando exponentes, temos que
[ul| Loy < C(7, N). [ Dull v (). (2.10)
Notemos que

u

u|? i
il = ( ‘51’V dx) B (/ o
Q Q

57’

u

¢ \s
dx) :‘—

2.11
07 llLa(q) ( )

para finalmente substituindo 2.11] em [2.10] temos

|

com o qual fica demonstrado o teorema para este caso.

u

or il

) < CO(r, N)'HDUHLN(Q)7

Se ¢ < qp, entdo N < g < qp, e assim existe A € [0, 1] tal que é = ]%, + 122 e

por Holder, temos que

lull ooy < Mull 2yl o (2.12)
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Agora aplicando para go = N + N’ > N’, e o Lema [2.3] se tem

Jul™

%y < C’(qo,N).HDu||JLVfV(Q).(/95—N :r)

N/ U N
= Clao, MIDul ey |5,
< C'HDUHJLVN(Q)'HDUHgN(Q)
= CDulY,

e como gy = N' 4+ N, temos
[ull zoo(uy < C-|| Dull v oy, (2.13)
Finalmente substituindo 2.8 e 2.13] em 2.12

lullzogny < C N[ D}y I Dullii

2;0 w) 0(7_7 N)HDUHLN(,M)v

e por [2.11] se tem que

il
57’

|

com o qual o resultado é demonstrado para este ultimo caso e assim o Teorema

N SCO(r N)'HDUHLN(Q)a
L7 (Q)

fica demonstrado.
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Capitulo 3

Estimativa a priori de uma classe de

Problemas Elipticos Superlineares

Neste capitulo usaremos a desigualdade de Hardy-Sobolev para encontrar uma estimativa
a priori para solucoes de um problema eliptico. E este resultado é utilizado no artigo de
Brezis e Turner para estudar a existéncia de uma solucao positiva do problema de tipo

eliptico superlinear (O qual nao faremos neste trabalho):

“Au = glwu) , 20 } (3.1)

u = 0 , T € 0N

onde g é uma funcao nao negativa e com respeito a varidvel u satisfaz as seguintes trés
condigoes de crescimento: Se A\; é o primeiro autovalor de —A, u~'g(z,u) tem que ser
menor do que A\ para u perto do zero e maior do que A\; para u perto do oo; e se § = %,
uPg(z,u) tende a zero quando u — +oo. (Por exemplo g = u?, 1 < v < f3 satisfaz as

trés condigoes).

Para enunciar o teorema principal deste capitulo continuamos supondo que Q C RY &

um aberto limitado de RY, N > 2, com fronteira 09 de classe C'.

Vamos usar a desigualdade de Hardy-Sobolev para o caso p = 2 (pois p =2 < N) ,
isto é, existe uma constante C'(7) tal que para todav € H}(Q) e 0 <7< 1

|

Finalmente vamos denotar por ¢ a primeira autofungao que satisfaz

v
57’

11 (1-1)
< C(7).|D - == — . 3.2
Ly S (7)1 Dol 22(02) i I (3.2)

-Ap = My , €
v = 0 , ze€0

onde A; é o menor autovalor de —A e ¢ é normalizado tal que [[¢[[11q) = 1.
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Do principio de maximo (Lema de Hopf (JGT])) segue que ¢ pode ser escolhido tal que
e(x) >0 e @(x) > C.H(x) em  para uma constante C' > 0.

Com estas consideracoes enunciaremos o teorema principal deste capitulo sobre a

estimativas a priori, a qual foi feito no artigo de Brezis e Turner (|BT]).

Teorema 3.1. Seja f(x,u) uma fung¢io continua ndo negativa sobre Q x [0, +00), N > 3

e satisfaz:
T, u _ o
(i) lim fz,u) > A1 uniformemente para x € )
Uu——400 u
T, u _ .
(ZZ) lim f< ) =0 unzfo’r’memente para x € Q7 ﬁ = —%ti

Uu—400 uﬁ

Entao existe uma constante K > 0, tal que se u € HL(Q) é nao negativa e satisfaz

(3.4)

—Au = f(z,u)+te , xe
u = 0 , T € 0N

se tem u € L™ e ||ul|p~ < K, onde K > 0 € independente det > 0 e de u.

Demonstracao. Primeiro provaremos dois Lemas:

Lema 3.2. Suponhamos que f satisfaz a hipdtese (i) do Teorema . Entao existe
uma constante Ky tal que se u satisfaz para um t > 0, temos que t < K,

/ 0(x).f(x,u)de < Ky e [u.pdr < K.
Q

T, .
Demonstragao. De (i), temos que se m = lim I ), como m > A, existe k tal que
u—-+o00 Uu
B . flz,u)
m >k > A\ e se tomamos € = m — k, existe ug tal que se u > uy, —m| <m-—k,
u

e assim f(x,u) > u.k, Yu > ug. E como f(z,u) — kwu & continua, entdo existe uma
constante C' < 0, tal que Yu € [0,ug], Vo € Q, f(z,u) — ku > C.

E assim temos que existe uma constante C' > 0, tal que
flx,u) > ku—C, Yu >0, Vxe. (3.5)

Agora se u(x) é solugao de (3.4), multiplicamos por ¢ em (3.4]), integramos e aplicamos
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(13.5]) para obter

(—Au)pdr = /Qf(x,u)gpdx—i-/gtg02da:

u(—Ap)dr = /Qf(:)s,u)gpd:v—i-t/gzapzda:

Al/ugodx = /f(:c,u)@d:c—i-t/(dex
Q Q Q
> k:/ugpdx—C’/godx—Ft/chdm
Q Q Q

= k/ugoda:—C—i—t/gozdx.
Q Q

Cz(k—)\l)/

Q

J
J

E assim

ugpdx—i—t/gfda:, (3.6)
0

e como ambos termos do lado direito de 1) sao nao negativos, (k—A;) > 0e / ©* dr >
Q

0, temos uma cota superior para t e fQ up dx.

E limitando [, up dz em

Al/ugodx—/f(x,u)godx—l—/t<,02d:r,
Q Q Q

temos uma cota superior para [, f(z,u)p dz; mas como ¢ > C.0(x) e a f(x,u) é nao

negativa, obtemos uma cota também para fQ f(z,u)ddz. E assim existe uma cota K,
tal que t < K7 e / d(z)f(x,u)dr < K,
Q
m

Lema 3.3. Com as hipdteses do teorema, existe uma constante Ky > 0 tal que ||ul| 1) <
K, para toda solug¢io nao negativa u(z) de (3.4).

Demonstra¢ao. Multiplicando (3.4) por u e integrando, temos que

/Q|Du|2:/Q(—Au)udx:/Qf(x,u)ud:z:—kt/ggpudx.

Pelo lema anterior ¢ e / pudx sao limitados por uma constante. E assim temos que
Q

HDUH%Q(Q)Z/Q|Du|2§/9f(3:,u)udx+0. (3.7)

Com a finalidade de limitar HDUH%Q(Q), vamos limitar [, f(z,u).udz. E para isso seja o

tal que 0 < a < 1, aplicando a Desigualdade de Holder com os exponentes é e ﬁ
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usando o Lema (3.2)) obtemos que

/Qf(x,u).udx - /Q(é.f)a.(fl‘a.é%)dx

< ( [ o). sw) dx)“. < [ oy dx)
= </ﬂf§ dx) 1_a’ (3.8)

Mas da hipoteses (i) do teorema, para cada € > 0 existe uma constante C. > 0 tal que
f(z,u) < e’ + C.. Aplicando esta desigualdade em (3.8)) obtemos que

S us 1o
/f(x,u).udx < K} e/ — dm—l—C’E/—adx
0 Q 51*(1 951,(1
ﬁ‘*'%a 11—« %a 11—«
< Kooi-e e/“ S Ce/ula dz
0 51*& Q(slfa

E assim temos que para cada ¢ > 0 podemos encontrar um C, > 0 tal que

1 l—a 1 11—«
uﬁ-i'm ui-a
/f(x,u).udxge. / — dx + C.. / — dx . (3.9)
Q QO 517(1 Q (51*@

1 2
Escolhendo a0 = NLH temos que 0 < o < 1. Da definicao de (3 segue que S+ 7 =1
—« —«
e substituindo em (3.9) o valor de « temos que
2 l-a 1 l-a
-« 1-a
/f(x,u).uda: < e / ui dx + C.. / ui dx
0 [¢) 51—a Q 51—@
2 U
= €= e || — : 1
e N5z e+ 5 (3.10)
Agora vamos aplicar a desigualdade (3.2) com 7 = § e 7 = a e assim obter
U 1 1 1-%
— < C.||Du onde = — z 3.11
|52 iy = DUl =3 (3.11)
isto é ¢ = ﬁ
. 1 1 1
u -«
— <C.||D d -—=——
‘ o ll gy = [ Dul|r2(0) onde s N
N+1 2N(N +1
e das defini¢oes de a e r, vemos que _ ot er = M E assim temos

l—-a N-1 N2 —-N+2
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1

que

< r e portanto
u
I5:] o < clpuli,. (3.12)

Finalmente usamos as desigualdades (3.11]) e (3.12)) em (3.10]) para obter

/Qf(x,u).u dr < eC||Du||%2(Q) + C¢||Dul| 2(e)»
e assim junto com a desigualdade (3.7
HDUH%%Q) < €C||DUH%2(Q) + Ce||Dul| 20y + C,

escolhendo € suficientemente pequeno e aplicando a desigualdade de Young com e

concluimos que para alguma constante C' > 0, se tem

O resultado deste Lema segue da desigualdade anterior e da desigualdade de Poincaré. [

Prova do Teorema : Suponhamos que u € L*(2), e como & solucao de (3.4) se

tem que

N
lullz=@) < C.lf(2,u) + tpllon) + Cllulme, — Vp> <

(ver [ADN]).
E assim usando os Lemas e 3.3l

lul|zoo ) < C f(z,u)||zr) + K1-|@ll o) + C. K>

Denotando por C' uma constante geral independente de u e usando que para € > 0 existe

uma constante C, > 0 tal que f(z,u) < e.u” + C. temos que

ul| o) < e]lu’| o) + Ce

1
= e </ up.u(ﬁ_l)‘p>p + C.,
Q

T (B-1)

(B=1).p

< EH'U,HLoo(Q) (/ U(ﬁl)'p> + CE
Q

1
= e.||u||Loo(Q)-||U||i(ﬁ—1)-p(n) +Ce

2N
Além disso como N > 3 e 2* = N3 da definigao de [ segue que N(f — 1) < 2%, de

*

modo que existe um p > 1 tal que N <p < B-1)

Escolhendo este p na desigualdade anterior, observando que (5 —1).p < 2* e aplicando os
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Lemas e 3.3 se tem

IN

-1
l|w|| Lo (o) €~||U||L°°(Q)-||“||/z2*(m +Ce
< eCllull ooy |1 Dull fa gy + Ce

< e C.KY | ullpe () + Ce

Finalmente fazendo € suficientemente pequeno, temos que existe uma constante C' > 0 tal
que

[ull =) < C,

e assim fica demonstrado o teorema.

Finalmente o fato de que u € L* pode ser facilmente obtida de um argumento de

bootstrap, e assim fica demonstrado o resultado principal deste Capitulo. O



21

Capitulo 4

Estimativa a priori para solucoes
positivas de Sistemas Elipticos

Semilineares usando a desigualdade de
Hardy-Sobolev

O objetivo de este capitulo é estabelecer estimativas a priori para solugoes positivas de

sistemas do tipo:

—Au = f(x,u,v,Du,Dv) , em Q CR¥Y,
—~Av = g(z,u,v,Du,Dv) , em Q CRY, (4.1)
u = v=_0 ,  sobre 0f2.

e para equacoes do tipo poliharmoénicas com m > 1:

(=A™ = h(z,u,Au,...,A™ ) | em Q CRY,
u = Au=..=A""1ty=0 , sobre 9.

onde (—A)™ é a composigao do (—A) com ele mesmo m vezes.

4.1 Desigualdades de Hardy-Sobolev.

Seja  um dominio suave e limitado de RY com N > 3 e ¢ a autofuncio principal de
(—A; H3(9)), normalizada por / wdr=1, com seu correspondente autovalor A\; > 0.

Q
Como sempre usaremos C' para denotar uma constante que independe de wu.

Do Lema e do fato que existe uma constante C' > 0 tal que ¢ > C.6(x), temos
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que

< C.||Dul| ), Vg >1eVYue W), (4.3)

La(Q)

em que a constante C' > 0 depende s6 de N e q.
Os resultados deste Capitulo foram obtidos no trabalho de Clément, de Figueiredo e
Mitidieri [CEM]. Agora vamos usar (4.3) para estabelecer a seguinte desigualdade de

interpolacao. No que segue, vamos fazer a convencao de que 0= Q.

Lema 4.1. Seja 1o € (1,400], 7, € [1,+00) e u € L™(Q)NWy"™. Entio para cada

T € [0,1] temos que
u

— e L' (),
o (€2)
onde . .
-
Z=(1=7)= 4+ . 4.4
r ( T)ro + r1 (4:4)
Além disso,
u —T T
— < Cllull oy lull e (4.5)
L () 0

onde a constante C' > 0 depende so de 7, ro e ry.

Demonstracao. A desigualdade é trivial se 7 = 0 e se 7 = 1 a desigualdade se reduz a

E3).

Vamos supor que 7 € (0,1). Temos que

u ||" r, _—Tr Tr, —TT —7)r
e I e e A i (10
P llLr @) Q Q
entao se g < 00, por 1} podemos aplicar a desigualdade de Holder com p = n e
rT
P = (1i—07)r em 1) e assim
r - r=7) rT
U —1\r 1 r "o u r(l—7
2 < (foaertyae) ™ ([rarar) =2 g @
¥l @) Q Q Pl @)
Das desigualdades (4.3)) e (4.7) se tem que
U " rT r(l—-7
Sl < CIDull gl @), (18)
Lr(Q)

E o resultado em (4.5]) segue de (4.8).
Se ro = 400, (4.6) implica que

u

()OT

u

<l ( A
L7 (Q) O ale

h d:v) , (4.9)
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e usando de novo a desigualdade (4.3) em (4.9) obtemos ({4.5)). O

Usando o Lema anterior enunciaremos e demonstraremos um resultado que serd usado

na demonstragao do teorema sobre estimativas a priori para o sistema (4.1J).

Corolario 4.2. Seja u € W&’S(Q) NW?2s, onde 1 < s < 4+00. Além disso suponhamos

que
I 1 (2—1) <N
ro s N 5e s 2
ou
1>7' N
-> — se §= —
T N 2
ou 1 1 1 N
=72 = — <s<N
. 7'(8 ) se o <s
ou

Vr>1, Vrel0,1]se N <s.
Entao existe uma constante C' = C(7,s, N) tal que

u

907_ S CHUHW?,S .

Lr(©)

Demonstracao. Faremos a demostracao por casos

. N
a) Seja s < —, tomemos 7 e 71 tal que
(a) Sej <2 t tal

1
N To T1 N

Entao das Imersoes de Sobolev (|B| pag. 285)

W2s5(Q) c Wh(Q)

W2 ¢ L1(Q).

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Aplicando o Lema [4.1] com ry e 71 como em (4.15)), temos a desigualdade (4.14)).

N
(b) Seja s = 5 © 71 como em 4.15). Entao W25(Q) Cc WHY(Q) e aplicando a imersao

de Sobolev temos que para qualquer p tal que 1 < p < oo

W25(Q) C LP(Q).
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E assim escolhendo 7y > 1, o resultado segue do Lema [4.1

N
(c) Seja s tal que 5 <s< N. Neste caso temos que

W25(Q) c Wh(Q),

W (Q) c C°(Q),
Ns

em que 1| =

—s
E usando o Lema [4.1] com este r; e vy = 0o segue o resultado.

(d) (i) Seja N < s. Pela Imersao de Sobolev, temos que para algum a > 0
W25(Q) c Ch*(Q).
Como consequéncia
W25(Q) ¢ W (Q) para qualquer 7, > 1.

Da aplicacao do Lema [1.1] com este arbitrario r; e rg = oo concluimos o

resultado.

(ii) Seja s = N, temos que

W25(Q) c WH(Q) para qualquer r; > 1,

W25(Q) C CO(Q).

-
O resultado segue aplicando o Lema com — = —. Observamos que se 7 > 0

r T1
podemos escolher qualquer » > 1 e se 7 = 0 a desigualdade [4.14] é trivial.
O]

Usando o mesmo método de demonstracao como no Corolario anterior obtemos o
seguinte resultado, o qual sera usado para demonstrar o Teorema de existéncia de

estimativas a priori do Problema Poliharmoénico (4.2]).

Corolario 4.3. Sejou € Wy (Q)NWS™(Q), onde 1 < s < 0o, m>1 et €[0,1]. Além

disso suponhamos que

1
e Sl < — 4.16
. se 5 <5 (4.16)
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ou
1 T N
s = 4.1
. > N se s Gy (4.17)
. 1 1 1 N
Z (- = - N 4.1
. T(S N) se 5 <s< (4.18)
ou
Vr>1, Vrel0,1]se N <s. (4.19)
Entao ezxiste uma constante C' = C(7,s, N) tal que
u
_7_ S CH'U,HWQm,s . (420)
Pl

4.2 Estimativas a Priori para Solucoes Positivas do

Sistema (4.1

Nesta secao estudaremos a existéncia de estimativas a priori de solucoes positivas do
sistema eliptico onde  é um dominio limitado suave de RY com N > 3. Assumiremos

também que as funcoes nao lineares f e g satisfazem:

(f) f: OxR xR xRY x RY — R é continua.
(f2)

lim inf
t——+o0

(f3) Existe p>1e o > 0 tal que

f(l" S’ t? 5’ n)
t

> \; uniformemente em (z,s,&,1) € Q@ x R x RY x RY.

|f(l',5,t,£,77)‘ S C<|t’p + ‘S|pg) + 1’

para qualquer (z,s,t,&,7) € QA x R x R x RN x RV,

Similarmente assumimos que
(1) 9: QxR xR xRY x RN — R ¢ continua.

(92)

t
]iminf g($787 757”)
t—4o00 S

(g93) Existe ¢ > 1 e o’ > 0 tal que

> A, uniformemente em (x,t,£,1) € 2 x R x RY x RY,

g, 5,8, & m)| < C(ls|* 4 [ + 1,
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para qualquer (z,s,t,&,7) € A x R x R x RN x RY.

O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema, o qual diz que sob algumas

condicOes sobre p, existe uma estimativa a priori do sistema (4.1)).

Teorema 4.4. Seja Q um dominio limitado e suave de RN com N > 4. Assumamos que

se cumprem as condicoes (f1), (f2), (f3), (g1), (92), (g3) e que

1 N-1 1 N -1

. > 4.21
p+1+N+1q+1 N+1’ (421)
1 N-1 1 N —1
. > 4.22
p+1N+1+q+1 N+1’ (4.22)
‘ L K
_ - 4.23
? max(L, K) 7 max(L, K) (4.23)
onde também supomos que
p 2 q
=———=>0 L=———-——>0
p+1 N ¢ g+1 N

Seja (u,v) uma solugdao positiva de . Entao existe uma constante C' > 0 independente
de (u,v) tal que
|ul|l L < C) ||v]|e < C. (4.24)

Demonstracao. Vamos fazer a prova em trés passos. No primeiro passo provaremos que f

e g sao uniformemente limitados em L; (£2). No segundo passo obtemos uma estimativa,

loc
+1 +1
uniforme das componentes da solucio (u, v) respectivamente em W>'5 (Q) e W0 ().

Finalmente no tltimo passo aplicamos o processo de bootstrap.

i) Sejam [; e [, tal que
f =ty
f(x7 S? t? 67 77)
t

A1 < ly < liminf
t—o00

t
M < Iy < liminf &5 LEN)

§—00 S
Das hipoteses (f1), (f2), (g1) e (g2) segue que existe uma constante C' > 0 tal que
para todo s,t > 0e (z,£,n) € Q x RY x RY temos que

flz,s,t,&n) > 1t —C, (4.25)

g(ZE, 8,1, 5) 77) > lgS -C. (426)
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Multiplicando as equagdes em (4.1 por ¢ e integrando, obtemos

/—Aug&dx:/fgodx,
Q Q
/—Avgodx:/ggpdx,
Q Q

e assim aplicando (4.25)) e (4.26) segue que

Al/ugoda::/fgodmzlf/vgpda:—C/gpd:L', (4.27)
Q Q Q Q

Alfvwdm—/ggodmzlg/ugpdx—C/cpdx, (4.28)
0 Q 0 Q
e entdo somando (4.27) e (4.28)) obtemos que

2C’2(lf—>\1)/mpdx—l—(lg—)\l)/ugodx
Q Q

e assim (para alguma constante ¢ > 0)

/ugpd:z:ﬁ C, /vapdeC’, (4.29)
Q

Q

o qual implica por (4.27), (4.28), (4.29) e da continuidade das fungoes f e g que

/fsoda:é C, /gwdst
Q Q

e assim | f| e |g| sdo uniformemente limitados em L}, ().

Tomando a norma L%(Q) da primeira equacio de 1} obtemos

ptl ptl a o —a+l g,
J1au S de = [ 115 de = [ (o1 e (@30)
Q Q Q

em que 0 < a < 1 ¢ um parametro a ser tomado. Usando a desigualdade de Holder

em (4.30) obtemos que

o -«
/|Au|p:1 dr < (/ |f]g0dx) (/ |f\1+%ﬁ @ Ta dx) : (4.31)
Q Q Q

Usando a hipoteses (f3) podemos estimar a segunda integral de (4.31)) por I1 +Ir+C,

onde
[1:/\1)]“1—1&@_13(1 dx (4.32)
Q
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e
I, = / |u| 7)o T d (4.33)
Q

Agora para estimar (4.32)) e (4.33) usamos a primeira parte do Corolario 4.2| (com
5 = %1 e notando que da definicao de L se tem s < %) como segue. Para [,

escolhemos r e 7 tal que

« 1 q 2—7

_ o e 207 4.34
" p+1—a " l—a r gqg+1 N ( )

Estas equacoes determinam «. De fato, fazendo contas

N(1 - L - pL)
_ , 4.35
T AN _pLN (4.35)

E de (4.21) e (4.22) segue que o > 0. Usando o fato que L > 0 também temos que
a < 1. Da segunda equacgao de (4.34) segue que 7 > 0 e o fato que 7 < 1 segue
imediatamente da sua expressao

N( - L —pL)

_ , 4.36
’ 1+p+ N (4.36)

Entao usando o Corolario obtemos

L Ol s, (437)
e por temos que
r(l—a)=p(l—a)+1=p(l- ]Y(i;]L_;[Z[\;))—Fl, (4.38)
e por concluimos que
O :=r(1l—a)< % (4.39)
Agora vamos estimar I,. Escolhendo 7 e 7 tal que
1 _
olp+ 1—oz) =T (4.40)
e
3 - — =77 (4.41)

Do fato que o = e da definicao de «, segue que 7 > 1. Agora usando

max (L, K)
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(4.21)) e (4.22)) temos que

(07

<1 4.42
o (4.42)

Com o qual usando (4.40) e (4.41)) se segue que

0<7<1. (4.43)
Seguindo definimos s por
1 S 2—-7
- = — 4.44
r o os+1 N ( )
Assim
s 1 2-7 1,1 T 2 1 2 2
= =—(-——=)+—==-L+—== LK)+ — 4.45
71 TN LGty Tty T mal )4 (449)

e entdo s = max(p, q).

Agora aplicamos de novo o Corolario [£.2] e obtemos que

b < Ol (4.46)
e por (4.39)
1
F(l—a)=o(p(l—a)+1) < oL, (4.47)
Mas como | !
(o) <
q p
concluimos que
1
0y i=7(1 —a) < P2 (4.48)
p
1 1 1
E do fato que s = max(p, q) segue que SR min(]i, &)
§ p q
Agora usando o passo 1, (4.37) e (4.46) em (4.31)) temos que
A5 de < C(lol]” gy + ul®, s +1). (4.49)
o w2l w2
Analogamente se tem que
AT d < O(Jull®, o + 0]*, s + 1), (4.50)
Q W wh

1 1
emque(93<]i694<&.
p

Agora vamos usar a desigugldade de Calderon-Zygmund que é um resultado da
teoria de regularidade em Equacgoes Diferenciais Elipticas e pode ser encontrada no
livro [GT]:

lullwas < CllAullge, (4.51)
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para toda u € Wy (Q) N W?2H(Q), com t > 1.

E assim obtemos que

p+1 p+1 q+1
> N g 2
ull 7, per S C(ull 7, o + [0 7, 50 +1), (4.52)
W= »p W= »p W= a
atl Pl Ty
o]l %, enr < Clull ?, prr + 0]l 7, o0 +1), (4.53)
g W p W «q

em que 0 < v, < 1,7 =1,...,4. Assim aplicando a desigualdade de Cauchy com

epsilon nos termos com ~; concluimos que

[ull) ot <C o] am < C. (4.54)

(iii) Finalmente utilizando o processo de bootstrap, fica demonstrado o teorema.

4.3 Estimativas a Priori para Solucoes Positivas do
Problema Poliharmoénico

Nesta secao demonstraremos a existéncia de estimativas a priori de solucoes positivas do

problema poliharmonico (4.2) onde 2 é um dominio aberto e limitado de RY com fronteira

1 1
suave e N > 2m + 2m—|—1—5em>1.

Assumiremos também que h satisfaz:

(h1) h: Q x R™ — R é continua.
(h2)
h(z,s,t1, .. tm—1) m

lim inf > AT,
s§—400 S

uniformemente em (z,ty,...,t,_1) € 2 x R™7L,

(hs) Existe p > 1e C > 0 tal que
\h(x, 8, t1, oy tm—1)| < C(1+|s]P),

para qualquer (x, 8,1, ...,t;m—1) € Q@ x R™.

Vamos demonstrar o resultado principal desta secao.
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Teorema 4.5. Seja Q um dominio aberto, limitado e suave de RN com N > 2m +

1 1
\/2m + i gem> 1. Assumamos que se cumprem as condicoes (hy), (he) e (hs) e que

2m e N+1
N_—om “PSNomxit1

Seja u uma solucao positiva de . Entao existe uma constante C' > 0 independente

(4.55)

de u tal que

|lul| L < C. (4.56)

Demonstragao. Primeiro note que a condicao N > 2m + 4/2m —l—% — 1, implica que
2m - N+1

N-2m N-2m+1

[\

e com isto a condicao (4.55) tem sentido.

Agora como na prova do teorema (4.4), faremos trés passos.

(i) Seja I, tal que

h(@, 8, t1, oo b
N < 1y < liminf 828 bnt)

S§—00 S

Das hipdteses (h1) e (h2) se segue que existe uma constante C' > 0 tal que para todo
s>0e (z,t1, ., tm_1) € Q x R™! temos que

h(z,s,t1,..c;tm1) > lps — C. (4.57)
Multiplicando a equa¢io em (4.2)) por ¢ e integrando, obtemos
/(—Au)mapdac = / hodzx. (4.58)
Q Q
Aplicando (4.57) e a igualdade
(/\l)m/ updr = / u(=A)"pdr = /(—A)mugpdm
Q Q Q

na equacao (4.58), temos que

(Al)m/ugod:c:/hgodelh/wpdx—C/god:U,
Q ) ) Q

/ugpdw < C,
Q

/ |h| pdx < C. (4.59)
0

e assim

a qual implica que
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(ii) Tomando a norma LP%(Q) na equagao 1) obtemos

/|Amu|p? dx:/|h|”21 dz:/mr’f dx+/ B[ d, (4.60)
Q Q A B

A={zxeQ:u(z) <1}

onde

B={x€Q:u(x)>1}.

Usando a condicao (h3) temos que

/ h| dx < C.
A

E a integral
[ de = [ bt do
B B

em que 0 < a < 1 é um parametro a ser escolhido depois. Substituindo estos
resultados na equagao (4.60) se tem que

/Q|Amu|pif dr < 0+/ (B[00 B[ o (4.61)
B

Usando um resultado de regularidade eliptica (ver [ADN])

p+1

Jull 7 e < [ A" d,

junto com ({4.61) e usando a desigualdade de Holder obtemos

p+1
[l 7,
w

<O 0.(/ e dg;)a</ B[ o da)le, (4.62)
TP B B

Pela hipoteses (h3) se tem que para z € B e (ty,...,t,_1) € R™™!

|h(x, u(z), t1, oy tim1)| < C(1 4+ u(z)?) < Cu(z)P.

Aplicando esta desigualdade para poder estimar a segunda integral de (4.62)), segue

que esta integral pode estimada por I, onde
I= / ]u\pJ“ﬁ(p_ﬁ dzx.
Q

Para estimar esta integral vamos aplicar o Corolario com a condicao (4.16[). Para
+1

p

isto pegamos s = b e notamos que a primeira desigualdade na condicao (4.55
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N N . :
implica que s < 2 E assim definimos L > 0 por
m
P 2m
L=—0 ——. 4.63
p+1 N ( )
B 1 1 2
o [ m—T
p—t g -_—= —_— 4.64
p+1—oz L p+1 N (4.64)
Com estas equacoes podemos determinar as constantes o, 7 e r:
N —-NL—-pNL N —-NL—-pNL 1+N+p
fd s T = s T = . (465)
1+N—-pNL 1+N+»p 1+ NL

(i)

Vamos verificar que de fato 0 < a <1, 0<7<ler > 1.
Claramente 1+ NL >0e 14+ N +p > 0.

Afirmamos que 1 + N — NLp > 0, ou equivalentemente que 1 + N > NLp. Pela
NL(N +1)

N-2m+1’

condicao (4.55)), é suficiente verificar que 1 + N > a qual é verdadeira

usando a definicao de L.

Para verificar que 1 — L — Lp > 0, notamos que ¢ equivalente a verificar que
N +2m M d ifi N +1 - N +2m
——— . Mas podemos verificar que

N —2m P TN om+1 S Noom’

I N +2
condicao em (4.55]), temos que p < —m.
N —2m
Assim temos que a, 7 > 0. E é facil verificar que o, 7 < 1 e de (4.64) segue que r > 1.

p < e assim pela

Agora aplicando o Corolario (4.4) estimamos I, como segue:

1<Clul (4.66)

2m,pTT1 .

Observamos que ¢ = (1 — «) = p(1 — a) + 1 por (4.64) e usando a condigao (4.55)

+1
segue que 0 < pT =

p
Usando (4.59)), (4.62) e (4.66]) temos que

p+1

e

2m,

w1 + 1), (4.67)

2m,

1
Como 0 < pt 2 podemos usar a desigualdade de Young com e > 0 suficientemente
p

pequeno para obter que
lull o 222 < C. (4.68)

Neste passo usamos um argumento de bootstrap como no teorema (|4.5)).

Isto completa a prova do Teorema.
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