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Resumo

Estudamos, neste trabalho, a estabilidade orbital de solugoes especiais do tipo “stan-
ding wave” para sistemas hamiltonianos em um espaco de Hilbert real e invariante sob
a acao de especifico grupo de isometrias em tal espaco. A estabilidade investigada para
este perfil de solugoes considera perturbacoes ocorrentes na condicao inicial pré-fixada.
Inicialmente, abordamos a técnica abstratamente para a obtencao da estabilidade orbital

e, posteriormente, apresentamos uma aplicacao do método discutido.
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Abstract

This work is concerned with the orbital stability of special solutions called “standing
waves” for Hamiltonian systems in a real and invariant Hilbert space under the action
of a specific group of isometries in such space. The stability investigated is orbital in
the usual sense for a dynamical system and is with respect to perturbations of the initial
condition. Initially we approach the problem in an abstract manner and then we show an

application of the discussed method.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos um método recente, desenvolvido por C. A. Stuart [18],
para a obtencao de estabilidade orbital de solucoes do tipo “standing wave” para sistemas

hamiltonianos de primeira ordem e da forma
Ju' (t) = VH(u(t)),

em um espaco de Hilbert X infinito-dimensional. Aqui, consideramos o funcional hamil-
toniano H : X — R de classe C? e invariante sob a agio do grupo I' = {4 | t € R}
de isometrias, em que o operador limitado A : X — X ¢ anti-simétrico e comuta com
o operador J € B(X, X), ou seja, AJ = JA. Além disso, exigimos que J?> = —I e que
<1H' (v), Av> =0, Vv € X. O grupo I" tem a propriedade de preservar a forma simplética,
a saber, w(etv, et12) = w(v, 2), Yv,2 € X et € R, sendo w uma forma bilinear de X x X
em R.

Uma “standing wave” é uma solucio da forma u(t) = eM4¢ para algum A € R e
¢ € X tais que AJAE = VH(E). Estudamos a estabilidade destas solugdes relativamente
a perturbagoes do dado inicial u(0) = £. Utilizamos técnicas variacionais para a obtengao
de tais solugoes, ou seja, como consequéncia da I'-invariancia de JH, observamos que
u(t) = eMA¢ é uma “standing wave” se, e somente se, o par (), ) satisfaz a equacio
estacionaria

I (€) — AQ(€) =0,

em que Q(v) = 1(JAv,v), sendo (.,.) produto interno no espago de Hilbert H que,
juntamente com X, integra uma tripla variacional, isto é, satisfaz a relacao X C H =
H* C X* em que as inclusoes sao densas e continuas, X* e H* denotam, respectivamente,
o espaco dual de X e H, e H esta identificado com o seu dual via isomorfismo de Riesz. De

outro modo, u(t) é uma “satanding wave” se, e somente se, é ponto critico do hamiltoniano

aumentado Gy : X — R, definido por G (v) = H(v) — AQ(v), Yv € X.



Para qualquer v € X,
O(v) = {v | t € R}

corresponde a Orbita de v sob a acao do grupo de isometrias I'. Se &, € X é um ponto

critico de G e ©(&)) é sua érbita, entdo uy(t) = eMAEy, solugio do PVI

d * /
E(‘J’u) = J*H'(u)
w(0) = w ,

(1)

em que T denota o isomorfismo de Riesz de X com o seu dual X*, é orbitalmente estavel
se Ve > 0, 30 > 0 tal que para toda condi¢ao inicial £ € X com ||{\ — €||x < §, o PVI
acima, com condi¢ao inicial £, tem uma tnica solugdo maximal u(t), isto é, definida V¢ > 0

e tal que

d(u(t), 0(6,)) = inf{llu(t) — "&\[[x] 0 € R} <,

em que ||.||y denota a norma induzida pelo produto interno em X. A estabilidade orbital
de uma “standing wave” requer, portanto, que o PVI (1) seja globalmente bem colocado
em uma vizinhanca desta solucao, isto é, V¢ € X, existam b,,b_ > 0 e uma unica
funcdo u € C((—b_,bs), X) com Tu € C*((—b_,by), X*) tal que u(0) = £ e L(Tu(t)) =
J*H'(u(t)) é satisfeita em (—b_, b, ) e exista uma vizinhanga aberta Q de £ em X tal que
by (ug) = 00, Yug € Q, em que (—b_(£),b;(§)) denota o intervalo maximal de existéncia
da solucao com condicao inicial £. Obtemos esta estabilidade, através da construgao de
uma funcéo de Lyapunov V : O(§), — R, em que O(¢), = {v € X| d(v,0(§)) < p} =
U B.(T(0)¢).

R
Juntamente com o exposto acima, supondo MAE, # 0 para a garantia de existéncia de

solucdes nao estaciondrias para o PVI (1), a “standing wave” uy(t) = eMA¢,, gerada por

&y, tem oOrbita estavel desde que: 39 > 0 tal que,
(D3,GA(6N)z, 2) 2 0|25, V2 € {A&, RT'B&) (2)

em que {A&, RIBEY = {2z € X ; (2, A&)x = (2, R71B&)) x = 0}

Afim de garantirmos condigoes suficientes para a hipdtese (2) deste método de estabili-
dade, utilizamos um importante resultado de representacao, a saber, o Primeiro Teorema
de Representacio em Kato [15], que garante a existéncia de um operador auto-adjunto
que é fundamental para o desenvolvimento deste trabalho.

Encerramos, apresentando uma aplicacao do método a equagao diferencial parcial
nao-linear de Schrodinger. Outros importantes métodos para a obtencao de estabilidade

orbital podem ser consultados em [3], [11], [12] e [20]. Todos esses outros métodos possuem



como hipotese fundamental, a condicao de Vahkitov-Kolokolov

206 <0

para a qual necessita-se de estarmos com a “standing wave” mergulhada em uma familia
suave no parametro A, diferentemente do exposto aqui.

Assim como o critério de G-S-S nao se aplica a KdV, o método que discutimos aqui
igualmente nao inclui esta equagao, ja que, neste caso, J = 0, nao é limitado. A demons-
tragdo da estabilidade para solitons desta equacdo estd provada em [4] e para ondas
viajantes periédicas em [2].

O texto também apresenta um apéndice onde citamos alguns resultados sobre a teoria
dos operadores adjuntos e o conceito de forma quadratica utilizado neste trabalho, bem

como resultados da teoria espectral de tais operadores.



Notacao

B(X) = B(X, X)

C(X,Y)
CY(X,Y)

C2(X,Y)

Espacos de Hilbert
Dual topolégico de X
Bidual topologico de X
Produto interno em H
Produto interno em X
Produto interno em X*
Norma em H

Norma em X

Norma em X*

Norma em LP

Parte real de A € C
Parte imaginaria de A € C
Dominio do operador L
Imagem do operador L
Grafico do operador T’

Espaco dos operadores lineares de X em Y

Espaco dos operadores lineares e continuos de X

em Y

Espaco das fungoes continuas de X em Y
Espago das fungoes de X em Y, com derivada de
1° ordem continua

Espaco das funcoes de X em Y, com derivada de

2° ordem continua



Ix Operador identidade em X

r Grupo de isometrias

ST Adjunto de Hilbert de S

R Isomorfismo (isométrico) de Riesz em X

T Operador de X em X* definido por
(Tu,v) = (u,v)

d Injecao canodnica de X em X*

L* Operador dual de X* em X*, definido por
L*=RLTR™!

L] = Llsexyy = sup [[L(2)[ly

x
[zl x <1



CAPITULO 1

Preliminares

O objetivo central deste capitulo é estabelecer alguns resultados basicos, bem como

notacgoes, que utilizaremos no decorrer deste trabalho.

1.1 Elementos de Analise Funcional

Apresentamos, nesta secao, alguns resultados acerca da teoria de Anélise Funcional,
enquanto ferramentas ao estudo das equagoes diferenciais parciais (EDP’s). Comegaremos
considerando (X, ||-||x) e (Y,]|-||y-) espagos vetoriais normados e 7" uma aplicacao de X

em Y. Desta forma, dizemos que T' é uma isometria, se
T (@)lly = llxl[x, Vo e X
Também, T sera dita antilinear, se Vx,y € X e Va € C tivermos,
T(x+ay)=T(z)+al(y).

Com estes conceitos devidamente estabelecidos, podemos enunciar um resultado im-

portante em espacos de Hilbert, a saber:

Teorema 1.1.1 (Representagao de Riesz). Sejam (H,(.,.)) um espago de Hilbert e H*
seu dual. A aplicagio Ry - H — H*, Ry(u) = f., para cada uw € H, dada por

(Ru(u), v) e g = fu(v) = (u,v), Vv € H,

¢ uma isometria antilinear e sobrejetora em H*.
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Demonstragao. Veja [16], Teorema 19.1, pagina 135. ]

Agora, vamos considerar F e E5 espacos vetoriais normados sobre o corpo dos niimeros
reais e definir o grdfico de um operador linear T : D(T) C Ey — FE3 como sendo
o subespago vetorial G(T') = {(z,T(z)) | + € Ei} de E; x Ey. Consequentemente,
diremos que T : Ey — FE3 é um operador fechado se para toda sequéncia {x,}nen C
D(T) convergente, digamos x,, — x € Fy, com {T(x,)}nen C Es também convergente,
T(x,) — y, tivermos z € D(T') e y = T'(x). Em outras palavras, T" sera fechado se G(T)
for um subespaco vetorial fechado de E; x Ejs.

Neste contexto, podemos enunciar um teorema que estabelece uma relagdo entre a

continuidade do operador T' e o seu gréfico.

Teorema 1.1.2 (Teorema do Gréfico Fechado). Suponha que Ei e Es sao espagos de
Banach. Se T : £y — FE5 é um operador linear, entao T' € continuo se, e somente se, T

¢ fechado.
Demonstragao. Veja [16], Teorema 9.9, pagina 64. ]

A seguir, vejamos o Teorema de Hahn-Banach na sua forma analitica e geométrica,
bem como algumas de suas aplicagbes que constituem importantes resultados da Anélise

Funcional. Para maiores detalhes sobre o assunto, sugerimos a leitura de [6] e [16].

Teorema 1.1.3 (Forma analitica do teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaco

vetorial sobre R e p: E — R uma func¢ao que satisfaz:
(1) p(Az) = Ap(z), Yo € E e VA > 0;

(ii) p(z +y) < p(z) + ply), Y,y € E.

Além disso, considere G C E um subespaco vetorial e g : G — R um funcional linear
tal que g(z) < p(x), Yo € G. Entao eziste um funcional f : E — R, extensdo linear de
g, tal que f(x) <p(x), Vo € E.

Demonstragao. Veja [6], Teorema 1.1, pdgina 1. ]

Considerando (E, ||.||) um espago vetorial normado sobre R e (E*,||.||5.) seu dual

topoldgico, isto é, E* = {f : E — R | f é linear e continuo}, em que

in

g = sup [f(2)],
z€EE

[lzf|<1

apresentamos algumas aplicagoes importantes do teorema de Hahn-Banach na forma

analitica.
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Corolario 1.1.1. Sejam G C E um subespaco vetorial e g : G — R um funcional linear

continuo. Entao 3f € E* extensao linear de g, tal que

I fllge = sup |g(z)| = [lg]lg- -
zeG
llzl|<1
Demonstracao. Veja [6], Corolario 1.2, pagina 3. ]

Corolario 1.1.2. Para cada xo € E, 3fy € E* tal que

2
g = llzoll e folxo) = [ol|”-

1 fol

Demonstragao. Veja [6], Corolario 1.3, pagina 3. ]

Corolario 1.1.3. Para cada v € E, temos

|zl = sup |f(z)] = max |f(z)].
feE* feEE
£l g* <1 fll =<1
Demonstragao. Veja [6], Corolario 1.4, pagina 4. ]

Agora, com o objetivo de estabelecer as formas geométricas de Hahn-Banach, dizemos
que um hiperplano afim é um subconjunto P de E da forma P = {x € E | f(z) = a},
em que f é um funcional linear nao nulo em F e o € R uma constante dada. Em geral,
escrevemos P = [f = a] e dizemos que f = « € a equagdo de P.

Além disso, tomando A e B como subconjuntos de E, dizemos que o hiperplano P =

[f = a] separa A e B se
flz)<a, VxeA e f(x)>a, Vo€ B,
e ainda, se existir uma constante ¢ > 0 tal que
flz)<a—¢e, VzeA e f(r)>a+e VreB,

dizemos que P = [f = o] separa A e B estritamente ou de modo estrito. Cabe observar
que se o hiperplano P = [f = a] separa A e B de modo estrito ele também separa A e B.

Dali, temos:

Teorema 1.1.4 (1* Forma geométrica do teorema de Hahn-Banach). Sejam A C E e
B C E nao vazios, convexos e tais que AN B = (. Suponhamos que um deles € aberto.

Entao existe um hiperplano fechado que separa A e B.

Demonstragao. Veja [6], Teorema 1.6, pdgina 5. ]



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

Teorema 1.1.5 (2* Forma geométrica do teorema de Hahn-Banach). Sejam A C E e
B C FE ndo vazios, convexos e tais que AN B = (). Suponhamos que A € fechado e B ¢

compacto. Entdao existe um hiperplano fechado que separa extritamente A e B.
Demonstragao. Veja [6], Teorema 1.7, pdgina 7. ]

Por fim, como aplicagao da segunda forma geométrica de Hahn-Banach, apresentamos
um resultado que estabelece um método eficiente para verificarmos se um subespago é

denso em FE.

Corolario 1.1.4. Seja F C E um subespaco vetorial tal que F # E. FEntdo, 3f € E*
com f # 0 de modo que f(x) =0, Vax € F.

Demonstrag¢ao. Veja [6], Corolario 1.8, pagina 8. ]

1.2 Calculo em espacos de Banach

Nesta secao, apresentamos alguns resultados do Calculo em espacos de Banach, rela-
cionados aos conceitos de diferenciabilidade e integrabilidade que sao fundamentais em
nosso trabalho.

Considerendo (X, ||.||x) e (Y.]].]|y-) espagos de Banach, t € R e A € £(X), definimos

a exponencial do operador tA como o elemento e dado por

et = k; (t?!) . (1.1)

Proposicao 1.2.1. Dados operadores A, B € L(X) et € R temos as sequintes proprie-
dades:

(1°) tA+B) = et4etB o AB = BA; em particular, e 4ed = eA ™4 =ede 4 =0 = Ix, o

A

que implica que e € sempre um isomorfismo (sobrejetor) de X ;

(2°) AB = BA = eMB = Be; em particular, todo operador A comuta com sua

exponencial e?;

(3°) (e = e, em que (e)T e AT denotam os operadores adjuntos de Hilbert (veja

Apéndice) de et e A, respectivamente;

Demonstragao. Ttens (1°) e (2°) veja [14], Proposigao 6.2.2, pagina 112.

Para demonstrar o item (3°) considere u,v € X. Entao,
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ey = (

k=0 k=0
. tk k . tk TNk
= Jim 3 (A v) = lim y g (A7) )
k=0 k=0
B —~ (tAT)ko\ =L (tAT )Ry
- JEE‘O<“’Z n ) Slel
k=0 X k=0 X
= <u,etATU .
X

duas defini¢oes naturais sao as de derivada Fréchet e Gateaux,

Agora, passamos a ver algumas definic¢oes e resultados de diferenciabilidade em espacos
de Banach como, por exemplo, duas defini¢coes naturais que sao as de derivada segundo
Fréchet e Gateaux, por estenderem os conceitos do célculo de diferenciabilidade e de
derivada direcional, respectivamente. Consideramos f : U — Y, em que U C X é um
aberto, e x € U. Assim, dizemos que f € Fréchet-diferencidvel em x se existe um elemento
A e B(X,Y) tal que se

r(z,h) = f(xr+h) — f(z) — Ah, (1.2)

entao
1

[1Allx

Quando isso ocorrer, A sera chamado de derivada de Fréchet de f em x, e serd

||7(x, h)|ly, — 0, quando h — 0. (1.3)

denotado por A = f'(z) = Df(x). Além disso, diremos que f é Fréchet-diferencidvel,
quando f for Fréchet-diferenciavel em z, Vo € X. Observamos que a notacao para esta
derivada se dara das duas formas apresentadas acima, sendo que o uso de uma ou de
outra dependerd da capacidade das mesmas em facilitar a compreensao dos calculos que
estiverem sendo abordados. Sendo assim, um resultado que comumente vale, quando

tratamos de uma aplicacao diferenciavel, é o seguinte:

Proposigao 1.2.2. Se f € Fréchet-diferencidvel em x, entao D f(x) € unica e f € continua

em .
Demonstracao. Veja [1], Proposigao 7.1, pagina 192. O]

A definicao de derivada de Gateaux, embora mais fraca que a de Fréchet, demonstra
ser, na pratica, mais util que a primeira para muitos dos calculos que faremos neste
trabalho. Com efeito, esta tltima nos fornece um candidato a derivada de Fréchet, que

em todas as situagoes aqui presentes coincidird com a mesma, devido sempre estarmos
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nas condicoes da Proposicao 1.2.4. Neste contexto, supondo f: X — Y, dizemos que f
¢ Gateauz-diferencidvel em x na dire¢cao h € X se existe A € B(X,Y) tal que

1
n || f(xz+th) — f(x) — tAh|l, — 0, quando t — 0,

e a derivada de Gateauzr serd denotada por A = Dy f(x). Além disso, dizemos que f é
Gateaux-diferencidvel em x se é Gateaux-diferenciavel em z na direcao h € X, e sera dita
Gateaux-diferencidvel quando for Gateaux-diferenciavel em x, Vo € X.

Como se vé facilmente, temos valido o seguinte resultado,
Proposicao 1.2.3. Se f ¢ Fréchet-diferencidvel, entao f € Gateauz-diferencidvel.
Demonstracao. Veja [1], Proposigao 7.2, pagina 194. O
Outros resultados classicos do Calculo que também sao validos sao os seguintes,

Teorema 1.2.1 (Regra da Cadeia). Sejam X,Y e Z espacos de Banach, U C X aberto,
V. CY aberto, f :U —Y eg:V — Z. Sejax € U ey = f(x) € V. Supo-
nha g Fréchet-diferencidvel em y e f Gateauz-diferencidvel (respectivamente, Fréchet-
diferencidvel) em x. Entao g o f é Gateauz-diferencidvel (respectivamente, Fréchet-

diferencidvel) em x e
D(go f)(x) = Dg(y) o Df(x).
Demonstracao. Veja [1], Teorema 7.3, pagina 194. ]

Teorema 1.2.2 (Desigualdade do Valor Médio). Sejam X e Y espacos vetoriais (sobre
R ou C) normados, U C X um aberto e a,b € U tais que o segmento que os une [a,b] :=
{a+t(b—a)|te[0,1] € R} estd contido em U. Além disso, considere f: U — Y uma
aplicagao continua em |a,b] e Fréchet-diferencidvel em (a,b) := {a+t(b—a) |t € (0,1) €

R}. Entdo vale a desigualdade do valor médio:

1/(0) = f(@lly < sup | ()] ||b—allx

z€(a,b)
Demonstragao. Veja [13], Teorema 2.1.2, pagina 69. O]

Corolario 1.2.1. Sejam X e Y espagos vetoriais (sobre R ou C) normados, U C X um
aberto conexo e f: U — Y uma aplicacio Fréchet-diferencidvel tal que f (x) =0, Va €

U. Entao f ¢é constante em U.
Demonstragao. Veja [13], Corolario 2.1.3, pagina 71. ]

Teorema 1.2.3 (Férmula de Taylor). Sejam X, Y espacos de Banach, U C X aberto e
suponha f:U —'Y com n derivadas em U. Entao para h pequeno,

J(€+h) = J€) = DI+ 3D h) + ..+ 2D F()(hy .. 1) + (6, )
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e
(& h
M — 0, quando h — 0.
[1Al[x
Demonstragao. Ver [1], Teorema 7.22, pagina 210. O]

Vale lembrar, que a igualdade no Teorema 1.2.2 nem sempre se verifica, como obser-

vamos através do exemplo abaixo.

Exemplo 1.2.1. Considere f : [0,27] — R? dada por f(t) = (cos(t),sin(t)). Entéo, por
um lado, temos que

f(2m) = f(0) = (1,0) = (1,0) = (0,0).

Ja por outro,

!

f(t) = (—sin(t), cos(t)) # (0,0), Vt € [0, 2],
o que implica que néo existe ¢ € [0, 27] tal que 0 = f(27) — £(0) seja igual a f'(c).(27 —0).

Além desses resultados, podemos estabelecer uma espécie de reciproca para a Pro-

posicao 1.2.3, a saber,

Proposicao 1.2.4. Sejam X e Y espagos de Banach e suponha que existe Dy f(x) para
todo © em uma vizinhanca U C X de um ponto a € X. Se a aplicacio v € X ——
Dy f(z) € L(X,Y) € continua em a, entao [ é Fréchet-diferencidvel no ponto a e (D f(a), h) =
Dy f(a).

Demonstragao. Veja [8], Proposigao 3.2.15, pagina 123. ]

Agora, vamos considerar £ = X & Y um espaco vetorial normado real que possa
ser escrito como soma direta de dois outros, X e Y. Com isso queremos dizer que E é
isomorfo (como espago vetorial normado real) ao espago produto X x Y. Cada elemento
v € E é escrito de maneira tnica como v = (z,y) em que ¢ € X e y € Y. Também, a
partir de agora, U C E designard um aberto e Z um outro espago vetorial normado.

Com isso, dada uma aplica¢ao (ndo necessariamente continua) f : U C (X@Y) — Z,
as derivadas parciais (se existirem) de f em (a,b) € U fixado, sao aplicagoes lineares,
O f(a,b): X — Z e Oaf(a,b) : Y — Z tais que:

fla+hb) = f(a.b) + Ouf(a, )+ ri(R), com Tim % _
X X
fla,b+ k)= f(a,b) + 02f(a,b).k + ro(k), com lim M = 0.

Iklly =0 [|E[ly

Podemos observar, que uma derivada parcial pode ser vista como uma familia de
derivadas. Por exemplo, fixado b € Y tal que exista (a,b) € U, considere V, := {z €
X | (z,b) € U}. Entdo para todo z € V,, 01 f(2,b) = g,(z), onde g, : V; € X —> Z
dada por

go(x) == f(x,b).
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Isso é importante, pois significa que todos os teoremas de derivada, como a regra
da cadeia (Teorema 1.2.1), podem ser aplicados as derivadas parciais de f via g,. Isso

também implica na unicidade de 0, f(a,b). Além disso, valem os seguintes resultados:

Proposicao 1.2.5. Suponha que f : U — Z seja diferencidavel. Entao,

F(x,y)- (hk) =01f(z,y) b+ 0of(z,y) k.

Demonstragao. Veja [13], Observacao 2.2.3, pagina 78. ]

Teorema 1.2.4. Seja f : U C X &Y — Z uma aplicagao entre espagos vetoriais

normados reais (ou complexos). Entao,

feCt & emistem e sao continuas as aplicagoes
ohf:U—L(X,2) onf:U—LY,Z)
e
(a,b) — 01 f(a,b) (a,b) — 0af (a,b).

Demonstragao. Veja [13], Teorema 2.2.4, pdgina 78. ]

Por fim, apresentamos o Teorema Fundamental do Calculo em espagos de Banach, em

duas versoes.

Teorema 1.2.5 (I - Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — E, E um
espago de Banach, f continua. Se F(x) := / f(t) dt, entdo F'(x) = f(x), Va € [a,b].

Demonstragao. Veja [13], Proposigao 4.1.1, pagina 107. ]

Teorema 1.2.6 (II - Teorema Fundamental do Célculo). Seja F': [a,b] — E, E espago
de Banach, e seja f : [a,b] — E continua tal que F € continua em [a,b] e derivdvel em
(a,b), com F'(t) = f(t), Vt € (a,b). Entdo,

b
F(b) = F(a) + / £(4) dt.

Demonstragao. Veja [13], Teorema 4.1.2, pdgina 107. ]

1.3 Mais ferramentas de EDP’s

Nesta secao, definimos o espacos LP e WP, 1 < p < oo, bem como algumas de suas
propriedades. Para tal, apresentamos inicialmente, alguns fatos da Teoria da Medida que
se farao necessarios para as definicoes que desejamos estabelecer. Sendo assim, conside-

ramos (2, M, u) um espago mensurdvel, isto é, 2 um conjunto e,

(1) M é uma o-dlgebra em €, isto é, M é uma colecao de subconjuntos de 2 tal que:
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(a) D eM;
(b)) Ae M= A° e M,

() U A, € M sempre que A,, € M Vn.

n=1

(17) p é uma medida, isto é, p: M — [0, oo] satisfazendo

(b) w (U An> = U 1(A,) sempre que {A,} for uma familia enumeravel disjunta
n=1 n=1

de elementos de M.

Os elementos de M sao chamados de conjuntos mensurdveis. NOs vamos supor

também, mesmo que nao seja essencial, que

(i13) Q é o-finito, isto é, existe uma familia {Q2,,} em M tal que Q = U Q, e u(2,) < 0o
n=1

Vn.

Portanto, denotamos por L'(£2, i), ou simplesmente L'(2) (ou ainda, L'), o espago

das fungoes integrdveis de Q@ em R. Escreveremos [ f, ou fQ f du, e usaremos a notacgao

||f||L1=||f||1=/Q|f| du:/m.

Como de costume, identificando duas fungoes que coincidem gq.t.p. (em quase todo

ponto), seguem alguns fatos bastante relevantes:

Teorema 1.3.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f,} uma

sequéncia de funcoes em L' que satisfaz:
(a) fulz) — f(x) g.t.p. em Q;
(b) existe uma funcao g € L tal que para todo n, | f,(z)| < g(x) q.t.p. em Q.
Entao, f € L* e||fu— fll; = 0
Demonstragao. Veja [9], Teorema 2.24, pagina 54. ]

Agora, se (1, My, p1) e (22, Ma, 1) sdo dois espagos mensuraveis o-finitos, podemos
definir, de uma maneira padrao, a estrutura do espago mensuravel (€2, M, ) sobre o

produto cartesiano €2 = €2y x )5, a fim de obtermos os seguintes teoremas:

Teorema 1.3.2 (Tonelli). Seja F(x,y) : Q1 x Qs — R uma fungdo mensurdvel satisfa-

zendo,
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(a) |F(z,y)| dus < 00 q.t.p. em x € Qy;
Qo

(b) / diiy |F(x,y)| dus < 00.
o Qs
Entao F € Ll(Ql X Qg)
Demonstracao. Veja [9], Teorema 2.37, pagina 67. ]

Teorema 1.3.3 (Fubini). Assuma que F € L'(Qy x Q). Entio para q.t.p. = € €,
F(r,y) € Ly(Q) e [, F( y) dpa € LL(Qy). Similarmente, para q.t.p. y € Qo
F(r,y) € Ly() e [o, F(z,y) dun € Ly(Qs). Além disso,

/ dul/ F(z,y) duzz/ dﬂz/ F(z,y) dun :// F(z,y) dpidps.
Q1 Qo Qo (971 Q1 xQs

Demonstracao. Veja [9], Teorema 2.37, pagina 67. ]

Finalmente, sejam € C RY um conjunto aberto e p € R com 1 < p < oo. Entao
definimos
LP(Q)={f:Q — R | f é mensurdvel e |f|? € L'(Q)},

1 llgoiey = 11711, = { [ du} ”

Além disso, denotamos

coml a norma

LOO(Q):{f:Q—ﬂR]

f é mensuravel e existe uma constante C'
tal que [f(z)| < C q.t.p. em Q ’

com a norma
1Al ooy = [[fllo = nf{C € R [f(2)] < C q.t.p. em O}

Agora, vejamos duas desigualdades que sao constantemente utilizadas no contexto dos

espagos LP’s.

Proposicao 1.3.1 (Desigualdade de Young). Dados a,b > 0, p > 1 e ¢ > 1 tais que
1 1
-+ — =1, temos
P q
ab? bl
ab < — 4+ —
p q

Demonstragao. Veja [6], Demonstracao do Teorema 4.6, pagina 92. O
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1 1
Teorema 1.3.4 (Desigualdade de Holder). Seja 1 < p < oo tal que —+—=1. Se f eg
p q

sao funcoes mensurdveis em €Y, entao

1 Fglly < 11, Hall, -

Demonstragao. Veja [6], Teorema 4.6, pagina 92. ]

Ainda no contexto dos espagos LP’s, denotando C,(RY) como o espaco das funcoes

continuas com suporte compacto, isto é,
C.RY) = {f € O(RY) | f(z) =0 Ve € RV\K, em que K é compacto},

obtemos o seguinte teorema de densidade:
Teorema 1.3.5. O espaco C.(RY) é denso em LP(RYN) para 1 < p < oco.
Demonstracao. Veja [6], Teorema 4.12, pagina 97. O

Finalizando o que haviamos nos proposto a destacar nesta se¢ao, definimos o espaco
de Sobolev WP(2) por

g1, 92, -+ ,gn € LP(Q) tal que

Wie(Q) = c LP(Q 7
(Q) = ue L7(Q) /ung_/w Vp e OX(Q), Vi=1,2,--- N
Q T Q

em que H'(Q) serd denotado pelo espaco WH?(Q).

Para u € WP(Q) definimos £% = g; e escrevemos
7

Vu:gradu:(au Ou au).

8ZE17 (’*)902’ ’ 8ZEN

O espago W1P(Q) é equipado com a norma

)
p

1
P P

)
p

8l’i

‘8’&

N
el lyiney = lull, + >
=1

ou, equivalentemente,

N
HUHWLP(Q) - (HUHz + Z
i=1

ou
8.%1‘

se 1 <p < o0.
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Além disso, no espaco H'(Q) definimos o seguinte produto escalar

N ou o N 9u ow
(u, U)Hl(Q) = (u, U)Lz(Q) + ; (a_xz’ %)LQ(Q) - /qu + Zzl Ox; Ox;’

com norma associada
1
2\ 2
)
2

Agora, para obtermos algumas propriedades referentes ao espaco de Sobolev, conside-

ou
&’ci

N

2
el g1 ) = (Hunz +)
=1

equivalente a norma definida em W12((Q).

ramos E um espago de Banach e J : E — E** a injecao canonica de E em E** definida
por
J: X— X
r—Jr: X*— R (1.4)
fo— (82, f) = (f.x).

Note que J ¢ linear e continua pois, dados x,y € X e A € R temos que Vf € X* vale

Az +Ay), [) = {frz+ Xy) = (f,2) + X {f,y) = {dz, [) + Ay, f) = (Jz + Ay, [) |
(1.5)
e, pelo Corolério (1.1.3),

13z][g.. = sup | (dz, )| = sup [({f.2)]=||z[|p (1.6)
fEE* feE*
Il =<1 17l px <1

Desta forma, dizemos que o espaco E é reflerivo se a aplicacao J é sobrejetiva, isto é,
J(E) = E*.

A partir disso, segue que:
Proposicao 1.3.2. Todo espaco de Hilbert é um espacgo reflexivo.
Demonstracao. Veja [6], pagina 137. O]

Além disso, chamamos E de separdvel se existe um subconjunto D C E enumeravel e
denso.

Dai seguem os seguintes resultados:

Proposigao 1.3.3. WP(Q) é um espago de Banach para cada 1 < p < co. WP(Q) ¢
reflezivo para 1 < p < oo, e € separdvel para 1 < p < oco. H*(Q)) é um espaco de Hilbert

separdvel.

Demonstragao. Veja [6], Proposigao 9.1, pagina 264. ]
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Teorema 1.3.6 (Friedrichs). Seja u € WIP(RY) com 1 < p < co. Entdo existe uma
sequéncia {u,} de C=(RY) tal que

u, — u em LP(RY), (1.7)

e
Vu, — Vu em LP(RY), (1.8)
Demonstracao. Veja [6], Teorema 9.2, pagina 265. O]

1.4 Conceitos adicionais e resultados auxiliares

Nesta secao, definimos um sistema hamiltoniano de modo a abranger como casos
particulares algumas equacoes diferenciais parciais de evolugao, tais como a equacao de
Schrodinger. Tal sistema consiste de equagoes em um espago de Hilbert que sao invarian-
tes sob a acao de um grupo de isometrias. “Standing waves”sao solugoes destas equagoes,
para as quais investigamos estabilidade do tipo orbital relativamente a perturbacgoes do
dado inicial. Finalizamos discutindo a boa colocagao do PVI (1.12) para sistemas hamil-

tonianos.

1.4.1 Tripla Variacional
Sejam (H, (.,.)) e (X, (.,.)y) espacos de Hilbert reais, cujos duais sao H* e X*, com
||| e [].]|x suas respectivas normas induzidas.

Definicao 1.4.1. Diz-se que H e X fazem parte de uma tripla variacional quando, iden-

tificando H com H* via seu isomorfismo de Riesz (Teorema 1.1.1), tivermos
XCH=H"CX",

em que as inclusoes sao densas e continuas.

De agora em diante, supomos que X e H fazem parte de uma tripla variacional, sendo

as normas ||.|| e ||.||x equivalentes em X.

Notacao 1.4.1. Denotaremos a dualidade entre X* e X por
<f7u>X*’X = f(u), Vf S X eu c X.

Além disso, o isomorfismo (isométrico) de Riesz em X (Teorema 1.1.1) serd denotado
por R, em que
R:X—X"
u+—Ru: X —R
v — (Ru,v) = (u,v) 5.
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Exemplo 1.4.1. Se (X, (.,.)y) é um espaco de Hilbert de dimensao finita, obtemos uma

tripla variacional com H = X e R = Ix.

Exemplo 1.4.2. Com a notacao usual de espaco de Sobolev, HY(RY) c L*RY) c
H~'(RY) formam uma tripla variacional com R = —A+1, j& que (u,v) &y = Jpn VU
Vo dz + [pn uv de = (—Au+u,v).

Proposigao 1.4.1. (X*,(.,.),), com norma induzida denotada por ||.||,, € um espaco de

Hilbert real, sendo

(f.9).=(R'f,R'g), VfgeX"

Demonstragao. Primeiramente, vamos verificar que a aplicacao (.,.), : X* x X* — R é
um produto interno.

Note que (.,.), estd bem definido pois (.,.)y é bem definido e R é um isomorfismo.
Além disso Vf,g,h € X* e VA € R valem:

(1°) (f, ), =(R'f,R'f)x >0, pois {.,.)x é um produto interno.
2°) {(f, [),=0=(R'f,R'f)y=0&R'f=0<« f=0, pois R ¢ isomorfismo.
(3°) (f,9). = (R'f.R'g)x = (R'g, R f)x = (g, f).

(4°) (f+g,h),=(R(f+g),R'h)x =(R'f+R'g,R"h)y
= <R‘1f, R‘%}X + (R‘lg, R‘1h>X

= (f; ), + {9, 1),
R 9)x

(AR
MRS, RH9))x
AT 9).

(5°) (Afi9). = (RTIA), B (9))x

Portanto, (.,.). ¢ um produto interno.

Agora, verificaremos que (X, (.,.)y) é um espaco de Hilbert. Para tanto, note que
Vf e X* vale

1L, = (U P2 = (RS R M2 = [[R7F (1.9)

e considere { f,},cr uma sequéncia de Cauchy em X*.
Por (1.9), como { f, }ner é Cauchy em X*, temos que { R f,, },er é uma sequéncia de

Cauchy em X, que é um espaco de Hilbert. Entao 3¢ € X tal que

R'f, — ¢, quando n — oo.
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Seja f = R(&).
Logo,

fo = fIl = IR7H(fu = Dllx = IR fu = R fllx

=||R'F, —¢||y — 0, quando n — oo .

Portanto, f, — f em X* quando n — oo e assim X* é um espacgo de Hilbert.
O

Definicao 1.4.2. Para cada L € B(X), definimos o operador dual L* : X* — X* por
L* = RLTR™' em que LT : X — X representa o adjunto de Hilbert (veja Apéndice) do

operador L.

Note que L* estd bem definido e ¢ linear, pois é composicao de operadores lineares
bem definidos. Além disso, L* € B(X*) ja que Vf € X* temos

I (A, = ||RETR(A)]], = [|[RRITRS||,
— ||Z"R ()| |y < IL7Is00 IRy, pois LT € B(X)
= L7 NIFILL

Proposicao 1.4.2. Existe uma inclusao natural T € B(X, X*) tal que
(Tu,vy = (u,v), Yu,v € X.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.1.1 (de Riesz), 3 T € L(X, X*) inversivel e tal que
(Tu,v) = (u,v), Yu,v € X.

Além disso, como |[|.|| e ||.|| x sdo equivalentes em X, existe uma constante C' > 0 para
a qual
l|lul| < Cllully Yue X. (1.10)

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e (1.10), juntamente com as defini¢oes

dos operadores R e T, temos que Vu € X

|Tull? = ||R'Tull% = (R"'Tu, R'Tu) , = (Tu, R-'Tu)
= (u, R7'Tu) <|luf| [|[R7'Tul| < C*ullx [|R™'Tull (1.11)
= C?lullx [[Tull,.
Agora, se u = 0 em X, obviamente ||Tul|, = ||u||x.

Por outro lado, se u # 0 em X, entao ||Tul|. # 0, pois T é injetivo, e pelo que vimos
em (1.11), concluimos que
[|Tull, < C*Jullx -
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Logo, T é continuo. m

Observacao 1.4.1. Durante o transcorrer deste trabalho usaremos, sem maiores preo-

cupacoes e justificativas, a seguinte relacao entre os dois produtos escalares em X
(u,v) = (Tu,v) = <R_1‘Iu,v>X, Yu,v € X.

Além disso, em alguns momentos, serd mais conveniente denotarmos S = R~17. Dessa
forma, obtemos que S € B(X, X), ST =5 e (Su,u)y, >0 Vu € X\{0}, pois Yu,v € X

1Sully = [|RTul| ¢ = [|Tull, < C*lullx,

(Su,v)y = (R 'Tu,v)y = (u,v) = (v,u) = (R'Tv,u) = (u, R1Tv) = (u, Sv)y,

(Su,u)y = (R Tu,u),, = (Ju,u) = (u,u).
Exemplo 1.4.3. No exemplo (1.4.2), temos que S = (—A +1)~%.

Isto sera usado mais tarde quando tratarmos da equacao de Schrodinger.

1.4.2 Sistema Hamiltoniano

Sejam J e H satisfazendo
(H1) J € B(X,X) com J'' =J ' =—JeXH e C*X,R).
Um problema de valor inicial (PVI) do tipo

d * !
a(ﬂ'u) = J*H'(u)
u(0) = ug

(1.12)

com uy € X, J*: X* — X* operador dual de J como na defini¢ao 1.4.2 e H'(¢) € X*
denotando a derivada de Fréchet de H em £ € X, define um sistema hamiltoniano em
(X, (.,.)x)- Neste caso, I sera chamado de operador hamiltoniano.

Além disso, uma solugao do PVI (1.12) é uma func@o definida em um intervalo [0, b)

para algum b > 0 tal que
u € C([0,b),X) e Tu € C'((0,b), X*),
com u(0) = ug € X e verificando

d eyt
—H(Tu(t)) =TI (u(?), (1.13)
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vt € (0,b).

1.4.3 Invariancia do Hamiltoniano

Nesta secao, observaremos a invariancia do operador H sob a a¢ao de um grupo gerado

a partir de um operador A com as seguintes propriedades
(H2) A€ B(X) com AT = —A e tal que AJ = JA e <J—C/(v),Av> —0 YveX,

em que J é como em (H1).
Primeiramente, denotando I' = {T'(d) | 6§ € R}, em que T": R — B(X) é definido

por
T(0) = e, (1.14)

temos, diretamente da Proposi¢ao 1.2.1 e de (H2), que
T'(0) = AT(0) = T(0)A, T(0) =T(0)" =T(=0) e T(0)J = JT(H), (1.15)

Portanto, obtemos que I' é um grupo de isometrias com a operacao usual de com-

posicao, pois T satisfaz a Proposicao (1.2.1) e Yu € X,
T (0)ul|% = He(’AuHi = <€9Au,69Au>X = (u, e_eAegAu>X = (u,u)y = ||ul]% -

Decorre disto a seguinte definigao:

Definigao 1.4.3. Uma funcio F € C'(X,R) é dita uma quantidade I'-invariante se
F(T(0)v)=F(T0)v)=F(v),V8 e Re Vv € X.

Agora, definindo uma forma simplética em X x X por wx(§,n) = (JE,n), V¢, n € X,
temos que VO € R

wx (T(O)E, T(0)n) = (JTO)E, T(0)n) x = (T(0)JE, T(O)n) x = (J&n)x = wx(&n),

mostrando que wx € preservada pelo grupo I'.
Além disso, T'(—0)* = [T(0)*]~! VO € R, pois

7)™t = (RT(O)'R) = (RT(-0)R)™
= RT(-6)"'R™' = RT ()R
= T(—6)" V0 € R,
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entao dizemos que F' é uma quantidade I-equivariante se
F(T(0)w) =T(—0)"F (v) Vo e Re Vv € X, (1.16)

em que F'(v) denota a derivada de Fréchet de F' em wv.

A partir dessas defini¢oes, temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.4.3. Se F ¢ uma quantidade T-invariante, entdo F' € uma quantidade

I'-equivariante.

Demonstracao. Pela I'-invariancia de F, temos que V8 € R e Vo, w € X,

(F'(v),w) = (F(T(0)v), T(Ow) = (R™F(T(0)),T(0)w)x

Dai,
(R™'F'(v),w)x = (RT'T(0)"F (T(0)v), w)x
= (R7'F'(v) = RT'T(0) F (T(0)v), w)x =0, Yv,w € X eVl € X.
Em particular, se w = R™'F'(v) — R™'T(0)*F (T(#)v), obtemos que

!

|R(F (v) = T(O)*F (T(0)))|[5 =0, Yo € X
& RY(F'(v) - TO)F (T0)) =0, Yve X
= F'(v)=TO)F(TO)w) =0, Yve X eVl R,

pois R~! é injetivo. O
Proposigao 1.4.4. F € CYX,R) ¢ uma quantidade T-invariante se, e somente se,
(F'(v),Av) =0, Yv € X.

Demonstrag¢ao. Se F' é I'-invariante, entao

0= d%(F(v)) = d%(F(T(@)U)) = (D, F(T(0)v), AT(O)v) Vo e Rewv € X.
Em particular, tomando # = 0 obtemos que (D,F(v),Av) = 0 Yv € X, ou seja,
(F'(v),Av) =0 Vv € X.

Reciprocamente, pelo Teorema 1.2.6 (II - Teorema Fundamental do Célculo), temos
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que

(F(T(p)v)) dp = / (DLF(T(p)v), AT (p)u) dp

d
= /06 <F/(w), Aw> dp, com w = T(p)v

Logo, F(T'(8)v) = F(T(0)v) = F(v), V8 e Re Vv € X. O

Observacgao 1.4.2. Diretamente da Proposicao 1.4.4 obtemos que H é I'-invariante, pois
H satisfaz a hipdtese (H2).

Se, ainda, assumimos que A é anti-simétrico, ou seja, que
(H3) (Av,w) = — (v, Aw) ,Yo,w € X,

obtemos os seguintes resultados:
Corolario 1.4.1.
(i) Se (w, Aw) = 0 Yw € X, entdo ||.|[5 : X — R ¢ T-invariante.

(i1) ||| : X — R ¢ uma quantidade T-invariante e, em particular, T age isometricamente

em X, com relagao a norma ||.||.

Demonstracao.

(1) Para § € R e v € X, temos, a partir do Teorema 1.2.6 (II - Teorema Fundamental do

Calculo), que

1Tl — [Tl = / d%HT(p)vlli dp= / %<T<p>v,T<p>v>X ap

= /09 <T'(p)v,T(p)v>X + <T(p)v,T'(p)v>X dp

= 2 [ @ AT dp

= 0, por hipdtese.

Logo, ||.]|% ¢ I-invariante.

(17) Decorre do item (i), pois A satisfaz (H3).
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Além disso, com a suposicao (H3), obtemos que (7'(6)v,w) = (v,T(—0)w), V8 € R e
Vv, w € X. De fato, de (H3) temos que Vv, w € X vale

(Av,w) = —(v, Aw) & (SAv,w)x = —(Sv, Aw)x = (Sv, —Aw) x = (Sv, ATw)x
= (ASv,w)x,

donde conclui-se que SA = AS. Dai, pela Proposicao 1.2.1 item (2°), da comutatividade
de S com A e de (1.15), temos

(T(0)v, w) = (ST(O)v, w)x = (T(0)Sv,w)x = (Sv, T(—0)w)x
= (v, T(-0)w), Yv,w € X.

Consequeéncia esta que serd usada no decorrer deste trabalho.

Observacao 1.4.3. Claramente, (H2) e (H3) sao satisfeitas se considerarmos A = 0, mas
assim T'(0) = Ix V0 € R e, como veremos mais a frente, neste caso a “standing wave”
associada a T' serd uma solucao estaciondria do PVI (1.12), caso este que nao estaremos
interessados. Isto ¢, nos interessa um hamiltoniano J{ invariante sob a agao de um grupo
nao-trivial de isometrias I' = {T'(f)| # € R}, para o qual 3 A # 0 satisfazendo (H2) e
(H3).

1.4.4 Existéncia de solucao do tipo standing wave

Nesta secao, procuramos garantir a existéncia de solugoes do tipo “standing wave”
para o sistema hamiltoniano (1.12). Dessa forma, podemos, posteriormente, estudar a
estabilidade orbital destas mesmas solugoes.

Assumindo as hip6teses (H1) e (H2) podemos definir o seguinte conceito:

Defini¢ao 1.4.4. Uma “standing wave” é uma solugao do PVI (1.12) da forma
u(t) =T (M)E YVt € R, para algum N € Re { € X. (1.17)

Neste caso, £ é o valor inicial.

Supondo agora que J é anti-simétrico, ou seja, que se verifica
(H4) (Jv,w) =— (v, Jw), Yo,w € X,

tem-se que:
Proposicao 1.4.5. Seja B = J*A*T € B(X, X*) e defina Q : X — R por

Qv) = % (Bv,v), Yv € X.
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Entao valem as sequintes propriedades:
(1) B € simétrico, no sentido de que (Bv,w) = (Bw,v) Yv,w € X.
(1) B=TJA.

(i4i) Q = B e Q € uma quantidade T'-invariante.

Demonstracao.

(7) Primeiramente, note que pelas propriedades de J e pelas relagdes entre os produtos

internos em X, temos Vv, w € X,

(Buv,w) = (J*A*Tv,w) = (R J*A*Tv,w)x = (JTRA*Tv, w) x
= (RA*Tv, Juw), = (A*‘Iv Jw) = (RATR-'Tv, Jw) (L15)
= (ATR™'Tv,Jw), = (R™'Tv, AJw) .
= (v, AJw).
Ainda, como valem (H3) e (H4),
(v, AdJw) = —(Av, Jw) = (JAv,w). (1.19)

Portanto,
(Bv,w) = (v, AJw) por (1.18)
= (JAv,w) por (1.19)
(AJv,w) = (w, AJv)
(Bw,v) por (1.18).

(27) De (1.18) e (1.19), juntamente com a relagao entre os produtos internos em X, vemos
que
(Bv,w) = (JAv,w), Yv,w € X. (1.20)

Assim, Yo, w € X,

(Bv,w) = (JAv,w) = (TJAv, w) (R'Bv,w)x = (R 'TJAv,w) x

=
— (R"'Bu— R'TJAv, w)x — 0.
Em particular, para w = R~ Bv — R~'T.J Av, obtemos que

||R'Bv— R7'TJAu||, =0, Yo € X.

Portanto, R~'B = R~'TJA e, consequentemente, B = TJA, pois R é injetivo.
(737) De fato, note que Yv € X,

1
= —(TJAv,v) =

5 (JAv,v) . (1.21)

N | —
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Entao, como @ é Gateaux diferenciavel e D,Q(u) = (Bu,v), pois Vu,v € X

Qu + tv) = Q(u)

lim

t—0 t
1 _
Ll (JA(u +tv),u + tv) (JAu,u)’ por (1.21)
2 t—=0 t
1 i (JAu+ tJAv,u +tv) — (JAu,u) 1 " t (JAu,v) +t (JAv,u) + t? (JAv, v)
N 51&% t N §t£% t
1

= %[(Bu, v) + (Bv,u)], por (1.20)

= %[(Bu, v) + (Bu,v)|, pelo item (7)

= (Bu,v)

e, também, a aplicagdo u — D, (u) é continua, ji que B é continuo, temos pela Pro-
posicao 1.2.4 que @ é Fréchet diferenciavel e <Q’(u),v> = (Bu,v), ou seja, Q" = B.

Além disso, pelo que acabamos de ver e por (H4), obtemos que Vv € X,
(Q'(v), Av) = (Buv, Av) = (JAv, Av) = 0. (1.22)

Dai, segue da Proposicao 1.4.4 que () é I'-invariante. O

Investigamos, agora, as solugoes “standing waves” variacionalmete, a saber, exami-

nando os pontos criticos do funcional dado pela definicao a seguir.

Definicao 1.4.5. Para cada A € R, definimos o argumento hamiltoniano G, : X — R
por
Gi(v) = H(v) — AQ(v), Yv € X.

Observamos que as propriedades abaixo, nos ajudam a obter o que desejamos.
Observagao 1.4.4. [J*|7! = —J* pois
J(=J) = (RITR"YH(—RJ'R™Y) = (RJTR"Y)(RJR™)
= (RJ'R"YRJRY = (RJRY) Y RJR™)

:[X7

e da mesma forma (—J*)J* = Ix.
Observacao 1.4.5. T'(—60)*J* = J*T'(—6)*, pois como vale (1.15) temos que
T(=0)*J* = (RT(—)T"R"YRJ'R™Y) = (RT(O)RY)(R(-=J)R™) = RT(0)(—J)R™*

— R(=J)T(O)R™' = RI"T(—8)"R~ = (RJR™")(RT(~0)" R™")
= JT(—6)".
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Dessa forma, obtemos o que segue:

Teorema 1.4.1. u(t) = T(At)§ € uma solugao do tipo “standing wave” do PVI (1.12)

se, e somente se, & € ponto critico de Gy.

Demonstragdo. Note que para u(t) = T'(At)¢ temos que u € C(R, X), pois pela regra da

cadeia (Teorema 1.2.1) temos que

d d

—(u(t) = 2 (T(W)e) = (%T(At}) € = MAT(M)E = Au(t). (1.23)

Além disso, como T € B(X, X*), vemos que

d d d

ST (u(t) = T (u(t) Zult) = T u(d), (1.24)

e, consequentemente,
T(u(t)) € C'(R, X).

Dal, por (1.23) e (1.24), temos

d d
ZT(u(t)) = TZu(t) = TAAT(M)E = ATT(M)AE. (1.25)

Agora, de (1.25) e das propriedades observadas em (1.15), vemos que, Vv € X

<%‘J’(u(t)),v> = ATT(M)AE, v) = MTT(M)AE, v) = A (T(M)AE, )

= AAE T(=At)w) = A&, AT(=At)v) = —\TE, AT(=Mt)v)
= MEBITEAT(=M\)v)x = —MATRITE, T(=At)v) x
AMATE, T(= M) = —MRTATE T(= M) x
MT(=A)TRYA*TE v)

= S MT(=)*A*TE v)

e, portanto

%‘J’(u(t)) — CAT(= M) A*TE . (1.26)

Ainda, como H é uma quantidade T-equivariante e T'(—6)*J* = J*T'(—0)*, obtemos:

JH (u(t)) = JH (TA)E) = J*T(=t)*H (€) = T(=Xt)* J*H (€) . (1.27)
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Assim,

Lut)) = 3 (k) & —NT(=A)* AT = J*3¢ (u(t)) por (1.26)

“ & —AATE = [T(=Mt)*] 71T H (u(t))
& —ANATE = [T(=X)* ] T(=Mt)* J*H (€) por (1.27)
& —AATE = JH(6)
e NFATE = H'(€), pois [J*]H = —J*
& AB(&) = H' (€), pois B = J*A*T
& G (€ =0.

Por fim, fechando esta secao, temos o seguinte resultado:
Proposicao 1.4.6. Se & é um ponto critico de G, entao T(0)§ também o €, V0 € R.

Demonstracao. Como Vv € X,
(GA(v), Av) = (3 (v) = AQ'(v), Av) = (H (v), Av) = M@ (v), Av) = 0,

temos, pela Proposicao (1.4.4), que G, é uma quantidade I'-invariante e, consequente-
mente, pela Proposi¢do (1.4.3), obtemos que G é uma quantidade I-equivariante, ou
seja,

GA(T(0)E) = T(—0)"G,(€), V0 € R. (1.28)

Logo, como £ é um ponto critico de G e T'(—0)* ¢ linear para todo 6 € R, vemos, de
(1.28), que
G\(T(6)¢) =0, V0 € R,

ou seja, T'(6)¢ é ponto critico de G, V0 € R. H

1.4.5 Orbita

Apresentamos, a seguir, o conceito de 6rbita, analogamente ao do estudo de sistemas

dinamicos.

Definicao 1.4.6. Para cada v € X, o conjunto O(v) = {T'(f)v| O € R} representa a
érbita de v sob a acao do grupo I' = {T'(0)| 6 € R}.

A partir dai, segue que:

Proposicao 1.4.7. Para cada v € X, O(v) € um conjunto limitado em X, de modo que

O) ={v} e Av=0, Yve X.
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Demonstragao. Primeiramente, ©(v) é claramente limitado, pois
IT@)vl[x = [[o]lx, ¥ € R.

Agora, se v =0 em X, entao a equivaléncia é trivialmente verificada.
Assim, se v # 0 e Av = 0 entao, pelo Teorema 1.2.6 (II - Teorema Fundamental do

Calculo), vemos que

T(O)v —T(0)v = /o T (p)v dp = /0 AT (p)v dp = /0 T(p)Av dp = 0,

e, portanto, T(0) = T'(0) = Ix V8 € R, ou seja, O(v) = {T'(0)v | 0 € R} = {v}.
Por outro lado, se v # 0 e O(v) = {v}, entdo

TOw=uv, V9 ecR=T (0)v=0= AT(0)v=0= T(0)Av =0 = Av =0,

ja que T'(0) é injetiva para cada 6 € R. O

. ~ ! . o~ ~ .
Agora, denominamos a equacao G, (v) = 0, dada pela defini¢ao 1.4.5 na segdo anterior,
por equagao estaciondria. De modo que, se £ satisfaz esta equacao, £ sera dita uma solucdo
estaciondria.

Com isso, podemos compreender o seguinte resultado:

Teorema 1.4.2. A “standing wave” u(t) = T(At)€ € uma solucdo estaciondria se, e
somente se, NAE = 0.

Demonstracao. De fato, primeiramente, note que, pelo Teorema 1.4.1, vale
u(t) é uma “standing wave” < G (€) = 0. (1.29)

Agora, como u(t) = T(At)¢ Vt € R, entdo por (1.15) obtemos que u' (t) = T(A)NAE Vt €

R. Assim, como, para cada t € R, T'(At) é injetor, obtemos que
NE=0eu'(t) =0, Vt € R, (1.30)

Logo, pelo Corolério 1.2.1, vemos que ' (t) = 0 V¢ € R se, e somente se, u é constante.
Dessa forma,
w(t) =0Vt e R e u(t)=u(0) =¢VteR. (1.31)

Portanto, de (1.29) e (1.31), obtemos que

u(t) =0Vt eR e Gy(u(t)) =0Vt €R,
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ou seja, u (t) = 0Vt € R se, e somente se, u(t) é solucdo estaciondria. Consequentemente,
de (1.30), o resultado segue. O

Por fim, com o intuito de estabelecer o Lema 1.4.1, que serd usado na demonstragao

do Teorema 2.1.1, definimos o conjunto

0(¢), = {v € X| d(v,0(9)) < p} = | BT (9)¢), (1.32)

R
e enunciamos a seguinte proposigao:

Proposicao 1.4.8. Para cada § € X e p > 0 considere o conjunto ©(§), definido em
(1.32). Entdo,

By(T(0)€) = T(0)B,(¢) VI e R ¢ O(€), = [ T(0)B,(6).

bR
Além disso, T'(0)O(&), = O(§),, V0 € R.

Demonstragao. Primeiramente, da segunda relagao em (1.15) temos que Vn € X vale:

(m,mx =2(n, T(0))x +(T(O)E, T0)8)x = (T(=0)n, T(=0)n)x —2(T(=0)n, &) x + (&, &) x

= [ln—=TO)¢|[x = |T(=0)n—&||x , VO e ReVn e X. (1.33)
Assim, V0 € R,
v e BTO)E) = |IT(~0)—¢llx = Ilo— T(O)Ellx < p

= T(=0)v € B,(&) = T(O)T(—0)v € T(0)B,(€)
= v e T(0)B,(),

ou seja, B,(T'(0)¢) C T(8)B,(§) V8 € R.
Por outro lado, de (1.33), obtemos que V0 € R,

weTO)B,(§) = T(=0)we By(&) = [[w—-TO)}llx = ||T(-0)w—¢|lx <p
= w e B,(T(9)%),

de modo que T'(0)B,(&) C B,(T(0)¢).
Desta forma, B,(T(0)§) = T(0)B,(£) V0 € R e, consequentemente,

(), = [ BoT(0)6) = | T(0)B,(&). (1.34)
0eR 0eR
Além disso, se z € T(0)O(&),, entdo existe v € O(E), para o qual z = T(f)v. Mas
de (1.34), temos que se v € O(§)
w e B,(§).

p, entdo existe algum ¢; € R tal que v = T'(6;)w, com
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Assim,

2 =T(Ow =TO)T()w =T+ 6w € | T(O)B,(&) = (&),
0eR

ou seja, T(0)O(&), C O(E),.

Por outro lado, se z € ©(§), temos, por (1.33), que z € T'(61)B,(&) para algum 6; € R.
Entao existe w € B,(¢) tal que z = T'(6h)w.

Dessa forma, w = T(8)T(—0)w € T(0)T(—6)B,(§).

Dai, como T'(6; — 0)B,(&) = B,(T'(61 — 6)¢), obtemos que z = T'(61)T(6)T(—0)w =
T(0)T(6, — 6)w e, portanto,

2e€T(0)B,(T(0, —0)¢) C T(0) (U Bp(T(Q)f)) =T(0)0(¢),,

0eR

ou seja, O(6), € T(O)O(E),
Portanto, T'(0)©(¢), = ©(&),, V8 € R. O

Com isso, podemos demonstrar o proximo resultado.

Lema 1.4.1. Suponha que A{ # 0. Entao Ir(§) > 0 tal que para cada p € (0,7(§)) e
para cada v € O(),, 301 € R tal que

lo =T (01)¢l[x <p e (v—"T(61), AT(61)§)x = 0.

Demonstra¢ao. Como A{ # 0 entao, pela proposicao 1.4.7, ©(§) # {£}, ou seja, existe
0 € R tal que T(0)¢ # £ = T(0). Mas, se T(0) # &, como T'(—6) é injetivo, também
temos

& = T(0)¢ = T(=0+ 0)¢ = T(~0)T(O)¢ # T(—0)e.

Tome « = |#]. Assim, Ja > 0 tal que
T(a)s #T(0) =& e T(—a)§ #T(0)§ =¢.

: I
Seja 7(§) = gmin{[[€ — T(a)é]lx . |I§ = T(=a)llx}-
Agora, para cada p € (0,7(£)) e v € ©(£),, 30y € R tal que T(6y)¢ € B,(v), pois pela
Proposicao 1.4.8 e a equagao (1.33),

veO(),=>v=T(l)w; we B,(§), para algum 0, € R
= [|T(=00)T(00)w — &[|x = [[w =[x <p
= |[T'(60)w — T (0o)¢|[x <p
= [lv =T (0)§llx <p .
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Entao, de (1.33), temos que

|v = T(6p + a)é||x = [|[T(60)€ — T'(00 £ )§] — [T'(60)€ — v]||x
> |[T(00)§ — T(6o = a)é|[x — [|T'(60)§ — vl|x
= [|§ = T(=00)T (6o £ a)¢|[x — [[T(00)€ — v|x
= [[§ = T(—bo + 0o £ a)¢|[x — |[T(60)€ — vl|x
= || = T(£a)¢||x — ||T(00)€ — v||x
>2r(§) —p
>2p—p
=p.

(1.35)

Dai, como T é continuo, considere (p,q) C R o intervalo maximal contendo 6, tal que
T(9)¢ € B,(v), VO € (p,q). Entao, de (1.35), temos que

Op—a<p<by<qg<by+a

lv = T(P)llx = [lv = T(q)llx = p- (1.36)
Agora, defina f(0) = ||v — T(0)¢]|[%, VO € R.
Entao claramente f : R — R é continua e assim 36; € [p, ¢ tal que

f(01) =min{f(0) ; p<0 < q} < f(00) =|lv—-T()Ellx < o (1.37)

Note que f’(é’l) = 0, pois f é uma funcao quadratica com valor minimo assumido em
;. Além disso, 01 € (p,q), pois do contrario, se 61 & (p,q) temos que ¢; = p ou 61 = ¢, o
que significa, por (1.36), que

v =T(0)¢||x = p= f(01) = p,

e isso ¢ uma contradi¢do com (1.37).
Logo, [lv = T'(61)&||x = f(61) <pe

0=f(61) = ((v—=T(61)&v—T(61)E)x)
(=T (01)& v —T(01)E) x + (v —T(01)€, =T (1)€) x
= —2(v—T(01)§, AT (0,)€) x,

concluindo a demonstracao. O
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1.4.6 Boa Colocacao

Para o método de estabilidade que vamos discutir, precisamos que o PVI (1.12) seja
globalmente bem colocado numa vizinhanga da solugao do tipo “standing wave” (1.17).

Vejamos a seguir, alguns comentarios sobre isso em nosso contexto.

Definicao 1.4.7. Assumindo as hipdteses (H1) — (H4), dizemos que o PVI (1.12) é

localmente bem colocado quando a seguinte condicao é satisfeita:

V¢ € X, existem by,b_ > 0 e uma tunica fungdo u € C'((—b—,b;), X) com

1.38
Tu € CH((—b_,by), X*) tal que u(0) = £ e (1.13) é satisfeita em (—b_, b, ). (1.38)

Além disso, exigimos que H e ) sejam quantidades conservadas no tempo, isto é,

I(u(t) = H(u(0) e Q(u(t)) = Qu(0)), Vi e (~b_,bs).

Quando (1.38) for satisfeita, denotaremos (—b_(§),b,(£)) como o intervalo maximal

de existéncia da solugao com condigao inicial &.

Observagao 1.4.6. Se u € C'((=b_,b,), X), se tratando do caso em que dimX < oo,

entdo 4(TJu) = Tu' e, também,

d

—Qu(t)) = (Q'(u(t),w'(t)) = (Bu(t),u'(t)) = (J*A*Tu(t),u' (1))
= (Tu(t), AJu'(t)) = (u(t ) AJu (t)) (JAu(t),u (1))
= / )y = (J*H (u(t)), JAu(t)) = <9{ (u(t)), J2Au(t))

mostrando que a conservacao de H e ) ao longo de trajetérias é uma consequéncia das
hipoteses de invariancia. Em particular, quando dimX < oo, a boa colocagao local
(1.38) segue das hipéteses (H1) — (H4) e do teorema classico de Picard para o problema
Ju'(t) = VH(u(t)).

Definigao 1.4.8. Dizemos que o PVI (1.12) é globalmente bem colocado em § € X

quando a seguinte condicao ¢ satisfeita:

(1.38) ¢ verificada e existe uma vizinhanga aberta

(1.39)
Q de € em X tal que b (ug) = 00, Yug € .
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Obsevamos que as quantidades conservadas, H e (), podem ajudar a garantir que o PVI
(1.12) esteja globalmente bem-colocado. E nesta linha de raciocinio que introduzimos, a

partir de ¢,d € R pré-fixados, a seguinte condi¢cao de compacidade:

H' : X — X* é limitado em subconjuntos limitados de X e
Je > 0 tal que, para cada h € (c—e,c+¢)eq€ (d—e,d+¢),
{fve X [H{w)=hrN{ve X |Q)=q}

¢ um subconjunto compacto de X.

(1.40)

Em particular, se dim X < oco, entao a condi¢ao de compacidade dada acima é satis-

feita, desde que o conjunto
{fve X [H(v)=nr}n{ve X |Q) =q}

seja limitado para todo h perto de c e para todo g perto de d pois, como os operadores
H e @ sao continuos, este conjunto ja é fechado.

Assim, podemos apresentar o seguinte resultado:

Teorema 1.4.3. Suponha que a condi¢ao (1.38) seja satisfeita e que & € X € tal que a
condi¢ao de compacidade (1.40) se verifica para H(E) e Q(§). Entao, a condigdo (1.39)
¢ valida.

Demonstracao. Seja € > 0 dado pela condi¢ao (1.40) em H(&) e Q(§). Entao, como H e
() sdo continuos, temos que 3§ > 0 tal que Yv € B(&,9),

[H(v) =H(E)| <& e |Qv) —Q(§)] <e,
ou seja,
H(v) € (H(§) —&,H(E) +¢) e Qv) € (Q§) —&,Q(E) +¢), Vv e B(£0).  (1.41)

Afirmamos que, Yuy € B(&,0), bi(ug) = oco. De fato, para provar esta afirmagao,
vamos considerar uy € B(€,0) e uma sequéncia {t, }nen C (0, b4 (up)) tal que t, — by (up)
quando n — oc.

Assim, como vale (1.38), temos que Vn € N
H(u(tn)) = H(uo) e Qu(tn)) = Q(uo). (1.42)
Dai, segue, de (1.41) e da hip6tese de compacidade (1.40) em H(€) e Q(€), que
{ve X [H(v) =H(u)} N{veX | Q) =Q(u)}

¢ um subconjunto compacto em X.
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Entao, como u(t,) satisfaz (1.42) Vn € N, obtemos que
u(ty,) €e{ve X | Hw)=H(ug)}N{ve X | Q) =Q(uy)}, Vn e N

e, portanto, 3 {u(t,, )} subsequéncia convergente de {u(t,)}, digamos u(t,,) — w € X
quando k — oo.

Além disso, o conjunto {||u(t)|| |0 <t < by(up)} élimitado, pois para cada sequéncia
{t,} tal que 0 < t,, < by(uyg), teremos {u(t,)} satisfazendo (1.42) e portanto, pelo que
vimos acima, {u(t,)} possuird subsequéncia convergente, ou seja, {||u(t)||y | 0 <t <
by (ug)} serd compacto em X ou, em particular, limitado.

Assim, obtemos que {||H (u(t))||x+ | 0 <t < by(up)} é um conjunto limitado pois,
pela hipétese (1.40), ' é limitado em subconjuntos limitados de X.

Para concluir a afirmagao, vamos supor, por absurdo, que b, (ug) < oc.

Sendo assim, note que, para 0 < s < t < by (ug) temos, do II-Teorema Fundamental
do Célculo (Teorema 1.2.6) e da primeira identidade do PVI (1.12), que

Tu(t) — Tu(s) = / %‘J’u(p) dp :/ J*H (u(p)) dp, (1.43)

e, assim, de (1.43) temos que

Tw —Tu(s) = lim  Tu(t,,) — Tu(s) lim / JH ) dp. (1.44)
tny, —by (o) ng, —b+ (uo)
Mas,
tny, , tny,
\[C s <[ >>H ”
s X X*

/

lny,
< [0
S

= [l

0<7<b4 (uo)

X*< sup {[3¢ (u()) | )\tnk—sL
0<7<by(uo) X+

e, portanto de (1.44), fazendo t,, — b4 (ug) na desigualdade acima, obtemos que

wp))|| . do < 17k ( sup

[|Tw — Tu(s)|

x- <7

\ﬂf%u(r))\\x*) (o) = s,

e sup
0<7<b4 (uo)

mostrando que

||Tw — Tu(s)||x. — 0, quando s — b (up). (1.45)

Na verdade, podemos dizer que ||w —u(s)||y —> 0 quando s — by(up). Caso

contrario, existiria 7 > 0 e uma sequéncia {s,} C (0,b4(ug)) tal que s, —> by (up)
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e [lw—u(s,)||x = n Vn € N, terfamos, como anteriormente observado, a condicdo de
compacidade em H(§) e Q(§) implicando que existe z € X e uma subsequéncia {s,, }
de {s,} tal que u(s,,) — z em X. Além disso, também terfamos, de (1.45), que
Tu(sp,) — Jw em X* e, assim, Tw = Tz. Dai, devido a injetividade de T, obterfamos
w = z. Dessa forma, ||w—u(s,,)||y — ||lw—z2||xy = 0, o que contradiria o fato de
termos ||w — u(sn, )|y > 7. Assim, ||w —u(s)||y — 0 quando s — by (uo).

Agora, pela independéncia da primeira equagao no PVI (1.12), segue da hipdtese (1.38)
em w € X que existe uma tnica funcao ¢ € C((—c_,cy), X) com T¢ € CH((—c_,cy), X*)

tal que
d * /
Loy = I60) parat € (e e) )
¢(bi(ug)) = w,
em que c_ = —b_(w) + by (ug) e cx = by (w) + by (up).
Considere a funcao ¢ : (—b_(ug),c;) —> X definida por
) u(t), parate€ (—=b_(ug),by(uo))
Pl = { o(t), parat € [by(up), by(w) + by(ug)) (1.47)

Pela definicao de ¢, temos que ¢ € C((—b_(up), by (w) + by(up)), X), pois para t €
(—b_(ut0), b (10)). (£) = u(t) que 6 continua e, para.t € [by (o). by (w) + by (ua)), () =
o(t) que também é continua. Além disso,

lim  (t)= lim w(t)=w=0¢(b(uw))= lim o¢t)= lim ().

t—=b (uo)~ t—=by (uo)~ t—=by (uo)* t—by (uo) ™

Logo, Vs € (—b_(ugp), by (ug)) obtemos, a partir de (1.44), que

by (w) , by (w) .
Tu-To(s) =Tw-Tuls) = [ I (e dp= [ IH (elo) d,
e Vs € (by(uo), by (w) + by (uo)),
Tw - Tp(s) = Tw = To(s) == [ TH @) dp=~ [ T3 (elp) dp.
by (w) by (w)
Disto, segue, pelo II-Teorema Fundamental do Célculo (Teorema 1.2.6), que Ty €
CH{(=b_ (o), by (1) + by, (o)), X*) com

d

2 (Te()) = JH (p(t)), Vi € (=b-(uo), b4 (w) + b4 (uo)).

Também, temos que p(by(ug)) = ¢(by(ug)) = w.
Isso implica, pela unicidade de ¢, que —c_ < —b_(ug) e que ¢(t) = (t), Vt €
(=b-(uo), by (w) + by (uo)).
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Portanto, ¢ € C((—b_(ug), by (w) + by(up)), X), com T € CH((=b_(up),by(w) +
bi(ug)), X*) e tal que

{ CTol) = TH((0) para t € (~b_(uo),bo(w) + b (uo)) (1.48)
o0) = ul0) = u,

sendo b (w) > 0.
Ora, mas isso contradiz a maximalidade do intervalo (—b_(ug), b1 (ug)) para a solucao

u(t) com condigao inicial u(0) = wug, logo, by (ug) = oo. O

1.4.7 Consequéncias da ['-invariancia
Como G, é uma quantidade I'-invariante, temos que G,(T'(f)v) = Gi(v) Vv € X e
VO € R. Entao, pelo Teorema 1.2.1 (Regra da Cadeia), temos que Yw € X,
(D,G\(T(0)v), T(O)w) = (D,G\(v),w) . (1.49)
Em particular, tomando w = Av em (1.49), obtemos que

(D.GA(T(0)v),T' (0)v) = (DuGA(T(0)v), T(0)Av)
= (D,Gi(v), Av) (1.50)

Além disso, aplicando novamente o Teorema 1.2.1 em (1.49), vemos que Vz,w € X
(D2, G\(T(0))T(0)z, T(O)w) = (D2,Gr(v)z,w), (1.51)
entao, tomando z = Av concluimos que Yw € X,

(D2,GA(T(0)0)T (O)v, w>+<D GA (T(0)v), T (0)w)
— (D2 @@@)(L%T@M+@Mh (0)w)
< G)\(U)AU U) + <D G)\(T(e) ) w> por 151)

= (D}, Gx(v)Av,w) + (D,GA(T(0)v), T(0) Aw)

= (D2,Gx(v)Av, w) + (D,G\(v), Aw) , por (1.49).

Agora, como G;\ ¢ uma quantidade ['-invariante, temos, pela proposicao 1.4.4, que
(D,Gy(v), Av) = 0, entao obtemos que

/

<D?WGA(T(9)U)T/(9)U,T(@)w> n <DuGA(T(9)v),T (9)w> —0, (1.52)

mostrando que Vv € X e 0 € R,
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De fato, como Yw € X temos que

(T(=0)"D,Gr(v),w) = (T(O)R™D,Gr(v),w), <R D GA( ),T( w>X

= (D,G\(T(0)v),w), por (1.49),

e o resultado segue.

(i1) DR, GA(T(0)0)T(0) = T(=6)" Dy, Ga(v);

Com efeito, como Vz,w € X vale

(I(=0)"D;,Gr\(v)z,w)y = (T(O)R™'D;,Gr(v)z,w), = (R 'D,,Gx(v)z, T(—0)w)
— (D2,Gy ()2, T(—0)w)
— (D2,GA(T(O)W)T(6)2, T(O)T(~B)w) , por (151)
= (D2.G\T(O)v)T(0)z,w),

e o item (i7) se verifica.

(ii1) D2,G\(v)Av = —A*D,G,(v);
De fato, note que Vw € X

(—A*D,Gy\(v),w) = (RAR'D GA ,w) = (AR™'D,G\(v),w)
= (R'D,G\(v), —Aw) . = — (D,Gx(v), Aw)
= —(D.GAT () (—0)v), AT(0)T < )w>
= —(D.GATOT(~0)), T ()T
— <D2 GA(T(0)T (—0)0)T (0)T(—0)v, (9)T(—0)w>,p0r (1.52)
— (D2,GA(T(# (—G)U)AT(Q)T(—H)U,T 6)T(—60)w)
= (D2,G\(v)Av,w),

ou seja, vale (iii).

Observacao 1.4.7. A partir do item (ii7) acima, podemos observar que sempre que A, #
0 teremos &, como um ponto critico degenerado de G, ja que neste caso, D,G(£,) =0
implica que D2, G\ (&) A&y, = 0.
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1.5 Resumo da estrutura abordada

Para fazer um breve resumo da estrutura abordada até este momento, vamos consi-
derar o seguinte exemplo em dimensao finita: seja X = R*¥ com o produto escalar usual
(.,.) e o sistema

Ju'(t) = VH(u(t)), (1.53)

em que J = —JT = —J~! é uma matriz real 2N x 2N e H € C*(X,R).

Entao,
d / / /
ZH(u(t) = (VH(E) ' () = (Ju' (1), (1)) = 0.
mostrando que H(u(t)) é independente de t sempre que u for uma solucao de (1.53).
Sendo I' = {T'(0) | & € R} um grupo de isometrias em R?" com gerador infinitesimal

A=T'(0) em que T(0) = e’ ¢ T'(9) = AT() VO € R, obtemos que
AT =—A e TOT =T(O)' =T(-0),
e a invariancia de H com respeito ao grupo de isometrias I" é dada por

H(T(0)E) = H(€), VO e R e € € R2N
& (AL VH(E)) =0, VE € R,

Para a forma simplética w definida por w(&,n) = (J&,n) temos que VE,n € R?Y e
6 eR
< (JT(O)ET(0)n) = (JE,n)
& (TO)"IT0)&n) = (J& n)
s TOTITO)=J
o JT(6) = T(0)J,

w(T(0)§,T(0)n) = w (§n)

(1.54)

pois, como j& sabemos, T'(0)T = T'(0)~! V0 € R.
Dai, derivando com rela¢ao ao parametro 6 € R, obtemos que JAT(0) = AT(0)J e,

entdo, fazendo # = 0, concluimos que V&, € R?V,
w(T(0)S, T(0)n) =w(&n) < JA=AJ,

ja que, reciprocamente, se JA = AJ entao, pela Proposicao 1.2.1, JT'(#) = T(0)J V0 € R
e, assim, (1.54) se verifica.
Além disso, como visto na Proposicao 1.4.3, a I'-invariancia de H implica que VH é

I'-equivariante, isto é, satisfaz
VH(T(0)€) = T(O)VH(E), VO € Re & € R,

Agora, para cada A € R fixado, definindo u(t) = T'(At)v(t) segue, da I'-equivariancia
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de VH, que u satisfaz (1.53) se, e somente se, v satisfaz
Ju'(t) = VH(u(t)) — A\ Auv(t). (1.55)
De fato, se u(t) = T'(At)v(t), entao, derivando com relagdo a t € R, temos que
u' (t) = MAT(At)o(t) + T(M)v' (1),

e, portanto,
Ju'(t) = N\JAT (At)v(t) + JT (M) (t), Vit € R.

Entao, como u satisfaz (1.53), obtemos que
VH(u(t)) = NTAT(M)v(t) + JT(M)' (), YVt € R,
ou ainda, pela equivariancia de VH, concluimos que

VH@(E) = T(-M)VH(u(t)) = NT(—A)JATt)u(t) + T(—xt) JT(M) (¢)

(
= MNAT(=X)T(At)v(t) + JT(=At)T'(At)v (1)
= MAv(t) + Jv'(t), YVt €R.

Reciprocamente, se v satisfaz (1.55), temos da I'-equivariancia de VH que Vt € R,

VH(u(t)) = VH(T(A)v(t)) = T)VH(v(t)) = ANT(M)JAv(t) + T(At)Jv'(t)
JNAT(A)(t) + JT(A (t) = JINAT (M) (t) + T (t))]
= Ju(t),

mostrando a equivaléncia em (1.55).
Desde que (JA)T = JTAT = AJ = JA, vemos que (1.55) é um sistema Hamiltoniano

com argumento Hamiltoniano dado por

(TAE €)= 2w (46,6).

N —

GA(§) = H(§) — AQ(E), sendo Q(§) =

Se u(t) é uma solugao de (1.53), entao H(u(t)) e Gx(v(t)) sdo ambos independentes

de t. Mas pela I'-invariancia de 3,
Ga(v(t)) = H(T(=At)u(t)) — AQ(v(t)) = H(u(t)) — AQ(v(1)),

de modo que AQ(v(t)) também é independente de t. Com isso em mente, definindo

B = JA = AJ reescrevemos @Q(§) como % (BE, &) e, entao BT = B, ja que pela Proposicao
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1.4.5 B é simétrico. Assim, para alguma solucao u de (1.53),

d /

—Q(u) = <Bu,u > = (JAu, J'VH(1)) = — (Au, VH(u)) =0,
enquanto que, para algum & € RV,

CQU(0)e) = (BIOET 0)€) = (JATO), AT(0)E) = 0,

mostrando que, como H, ) também é uma quantidade I'-invariante conservada para
(1.53).
Se v(t) = £ é uma solugao estaciondria de (1.55) para algum A € R, obtemos um tipo

especial de solugao do sistema Hamiltoniano (1.53) tendo a forma
u(t) = T(At)€ para algum A € Re € € X. (1.56)

Solucoes deste tipo sao as referidas “standing waves”, terminologia esta que é comumente
9
adotada no contexto da equacdo nao-linear de Schrodinger. Para X = R2?V, elas sao
funcoes periddicas ou quase-peridédicas em t, mas podem existir solugoes periddicas ou
s Y 5
quase-periddicas que nao sao da forma (1.56). Trabalhamos com o fato de que u(t) =

T (At)¢ satisfaz o sistema Hamiltoniano (1.53) se, e somente se,
VH(E) = ABE, (1.57)

e, solugoes £ € X da equagao estaciondria (1.57) ocorrem em pontos criticos do funcional

GA(§) = H(E) — AQ(E).
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Estabilidade Orbital - Teoria

2.1 Técnica para obtencao de estabilidade orbital

Nesta secao, apresentaremos o resultado principal deste trabalho, a saber, o Teorema
2.1.1, um método para obtencao de estabilidade orbital de solucoes do tipo “standing
wave” para o sistema hamiltoniano (1.12) satisfazendo as hipéteses (H1) — (H4), abaixo
novamente relacionadas. Comegaremos exibindo a forma na qual a estabilidade sera
interpretada e, em seguida, as hipdteses (1) — (3), necessérias para o enunciado do referido

teorema.

Definicao 2.1.1. Dizemos que a “standing wave” wuy(t) = T(At)&, do sistema (1.12), com
condigao inicial &y, tem 6rbita estavel se Ve > 0, 39 > 0 tal que para toda condigao inicial
€€ X com ||€x —¢||x <6, 0 PVI (1.12), com condigao inicial £, tem uma tnica solugao

maximal u(t), isto é, definida V¢ > 0, tal que

d(u(t), 0(&)) = inf{|lu(t) = T(O)&|x] 0 € R} <& .

Hipétese 1 (Configuragao do Sistema Hamiltoniano)
Suponha que os espagos de Hilbert reais (H, (.,.)) e (X, (.,.)y) integram uma tripla vari-

acional, sendo as normas ||.|| e ||.||y equivalentes em X, e que valem os seguintes itens:
(H1) 3J € B(X), com JT = J 1= —-J e H € C*(X,R);

(H2) 3A € B(X), com AT = —A e tal que

AJ = JAe (H (v),Av) =0 Yo € X,

43
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em que H'(¢) € X* denota a derivada de Fréchet de I em ¢ € X;
(H3) (Av,w) = —(v, Aw),Yv,w € X;
(H4) (Jv,w) = —(v, Jw),Yv,w € X.

Hipétese 2 (Existéncia de “standing wave” nao estacionaria)
Suponha que (), €)) € R x X é tal que:

D,Gx(§y) =0, com MAE, # 0.

Hipétese 3 (Boa colocagao do problema)
Suponha que o PVI (1.12), com condigao inicial £y, esteja globalmente bem colocado em

&), isto é, satisfaga a seguinte condicao:

(1.38) ¢ verificada e existe uma vizinhanga aberta
0 de &, em X tal que by (ug) = oo, Yug € Q.

Teorema 2.1.1. Considere as hipdteses (1) — (3). Entdo a “standing wave” uy(t) =
T(At)Ey, gerada por €y, tem orbita estdvel desde que: 35 > 0 tal que,

(D3.GA(6)7, 2) 2 0]|2]% , V2 € {A&, RT'B&Y | (2.1)
em que {A&\, RTIBEY = {2 € X ; (2,A6)x = (2, R"1B&)) x = 0}.

O roteiro que seguiremos para a demonstracao deste resultado serd o seguinte: primei-
ramente garantiremos que nas hip6teses do teorema, a érbita O(§,) possui uma fungao de

Lyapunov I'-invariante associada e, posteriormente, veremos que, neste caso, ela é estavel.

Definig¢ao 2.1.2. Uma funcao de Lyapunov [-invariante para a érbita ©(§) é uma fungao

V :©(£), — R tendo as seguintes propriedades:

(a) 3p > 0 tal que V € C*O(¢),,R), com

V(n)=0eV'(n) =0, Vne O();
(b) 3C > 0 tal que
V(n) = Cd(n,0(8))% Vn e O(&), ;

(c) (V'(n),An) =0, ¥n € (&), ;

(d) V(u(t)) =V (up), YVt € [0,b4(ug)) e Vug € ©(§),, em que u é a solucao maximal do

PVI (1.12), com condigao inicial uy.
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Note que, no item (a) da denini¢do acima, nao hé problemas em considerar n € O(§)
pois neste caso n = T(8)¢ € T(0)O(E), para algum 6 € R e, pela Proposigao 1.4.8, como
T(0)0), = ©(€),, obtemos que n € O(§),. Além disso, faz sentido denominarmos V
como uma funcao de Lyapunov I'-invariante, e nao apenas como uma funcao de Lyapunov

pois, pela Proposigao 1.4.4 e a condi¢ao (c),

V(T(@)n) =V®n), Yn € O(),,

mostrando que, em seu dominio, V' ¢ invariante sob a acao do grupo de isometrias I'.
Voltando para a demonstracao do Teorema 2.1.1, considere as hipéteses (1) e (2) para

opar (A, &) € R x X edefina V: X — R como segue: seja

g=Gx(&\) e qg=Q(&N),

e entao defina
V(n)=Gi(n) — g+ K[Q(n) —q*, Vn € X e algum K € R. (22)

Mostraremos que, para K suficientemente grande, V' é uma funcao de Lyapunov I'-
invariante para a orbita ©(¢,) desde que valha a hipétese (2.1). Para tanto, precisaremos

dos seguintes resultados:

Lema 2.1.1. Suponha que as hipdteses (1) — (2) e (2.1) sejam satisfeitas. Entao existem

01 e K positivos, tais que
(RTID2,GA(E\)v,0)  + 2K (R71BE, )3 > 81 |[ol[% , Vo € {A6},
em que {AG T = {v € X| (v, A&)x = 0}.
Demonstracao. Primeiramente vejamos que
(RT'BEy, A&y x = (RTITJ ALy, Aby) x = (JAE,, AEy) =0, (2.3)

pois vale (H4).
Assim, para v € {A&\} defina

Z=0v— ouw, (2.4)

R_le)\
> ¢
[|[R~1B&)||x

Note que, de (2.4) obtemos que z € {A&,, R71B&YE, pois como w € {46} (por
(2.3)), e por hipdtese v € {A&,}+, temos que z € {A& Y e

em que w = a = (v,w)x.
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<27R_IB€)\>X = <vvR_1B€)\>X - @<w7R_lB§)\>X

a
= (v,R7'B - ————(R'B¢,,R7'B
(v, & x |<|R31§%y)§< Exs & x
— “1B6 )y — Mt PAX yp-ipe pelp (2.5)
(v, R B&)) x TR BG % (R™'B&\, RTIBEY)
= <,U7RilB€)\>X - <U7R71B€)\>X
= 0.
Agora, considerando Sy = R™'D2 Gy(£\) e assumindo, por hora, que Sy é auto-

adjunto (veja a Observacao 2.2.1), temos que

<SXUu U>X

(Sa(z 4+ aw), (z + aw))
+2a (Shw, 2)  + (Sa2, 2) i

o® (Shw, w)
x 20 (8w, 2) + 3|2l , por (2.1)

v

a? (Syw,w
2

o? (Syw, w) x + 2 (Syw, az) ¢ + 0|2 [5%

v

(0%
Oé2

v

Syw, w) y — 2 |az||x [|Sxw]]|x + 8 |2]|% , por Cauchy-Schwarz
2

2
a” (Shw, w) x = 2fal [[2]|x |[Sxwllx +0][=[[x

)

{ )

{ )
2(Saw, w)x — 2/ {Sww, az)x |+ |25

{ )

{ )

{ )

1 2
= @Sy~ [0 lal] [lal 3 I1Svwll] + el

Mas, da Desigualdade de Young (Teorema 1.3.1), vemos que:

4] 202
(Swwo)x 2 Sy - |31l + Z ISl +allaf . (20

Denotando 3 = ||R71B&,||x, obtemos, de (2.5), que

(R7'B&\,v)x = (R'B&\,z2)y +a(R B, w)y

= a(R'BG w)x = %<Rlem R™'B&)x (2.7)
= aﬁ’

e também, escolhendo K > 0 tal que

2 4]
(S whx — SlISywllk +2K65 2 5 28)
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temos que

) 202
¥ (Sw,u)x = | SllalB + ISl

+ 0||z|[% + 2Ko?3?, por (2.6) e (2.7
X

2 )
o (S - SlISwallk + 26057] + GIEI (29)

<S)\’U, ?J>X + 2K<R_1B€/\, U)g(

v

o 90
> 022 1+ 22|, por (2.8)
2 2
)
= o+ [l
Por fim, como
||U||§( = <U7U>X = <Z+aw7z+aw>X = O‘/2 <w7w>X +20é <waZ>X + <Za Z>X

= a®[Jwl[x +[[z|[% . pois = € {R7'B&EI

= o+ |[z|lx, pois [Jwlly =1,

J
o resultado segue de (2.9) com §; = 3> 0. O

Lema 2.1.2. Suponha que as hipdteses (1) — (2) e (2.1) sejam satisfeitas. Se V €
C?*(X,R), entdo Ir(&y) > 0 tal que vale o Lema 1.4.1 ¢ 3p € (0, @) para o qual

Vin)=V(E)+ (V' (&),n—&) + %<V” (&) —&),n— &) +ri(n),

1
em que |ri(n)| < 151 I — &%, V0 € B,(£) e a existéncia de 6, ¢ garantida no Lema
2.1.1.

Demonstra¢ao. Como A&, # 0 temos que Ir(£,) > 0 para o qual vale o Lema 1.4.1.
Além disso, como V € C*(X,R), usando a Férmula de Taylor (Teorema 1.2.3) temos

que:
V(6 h) = V() + (V' (6. 1) + 5 (V' (60, h) + 1ol ),

o [72(&x, )|
|[R[%

Portanto, dado ¢ = Zl’ obtemos que dp > 0 tal que

— 0 quando h — 0 em X.

01 2
1Pl < p = lr2(6n D)l < - M1 - (2.10)
Note que, se p & (0, r(g*)) entao podemos toma-lo suficientemente pequeno para que
r(€\)

tenhamos p no aberto (0, =3**) com a equacao (2.10) ainda vélida.
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r(&x\)
2

Logo, tomando 1 = &, + h obtemos que Jp € (0, ) para o qual

Vin)=V(&) + <V,(5A)>77 - 5A> + % <V"(§A)[77 =&l — 5A> + 12, =&, (2.11)

)
com [l =&l < p e fra(&nn = &) < 7 ln =&l
Definindo, r1(n) = r2(&x,n — €)) o resultado segue de (2.11).
O]

Finalmente, o teorema abaixo mostra que (2.2) é uma funcao de Lyapunov I'-invariante.

Teorema 2.1.2. Suponha que as hipoteses (1) — (3) e (2.1) sejam satisfeitas. Entao
existem K >0 e p > 0 tais que a fungdo V definida em (2.2) é uma fungdo de Lyapunov

['-invariante para a orbita ©(£y) em O(&)),.

Demonstracdo. Primeiramente, pelas hipdteses assumidas neste teorema, temos que valem

os Lemas 2.1.1 e 2.1.2. Dessa forma,

(1°) V satisfaz a propriedade (c);
De fato, Vn € ©(£)),,

(V'(n),An) = (G\(n) +2K[Q(n) — q)Q (n), An)
= (G\(n), An) +2K[Q(n) — q] (Q'(n), An)
= 0,

pois G e ) sao quantidades ['-invariantes.
Em particular, V' é uma quantidade I-invariante em ©(&),.
(2°) V satisfaz a propriedade (d);

Com efeito, Yuy € O(€)), e Vt € [0,b4(up)), em que u(t) = T(Mt)uy é a solugao

maximal do PVI (1.12), com condi¢ao inicial ug, temos

V(T (M)uo) = GA(T(M)uo) — g + K[Q(T(M)uo) — gJ?
= Gx(up) — g+ K[Q(ug) — q]?, pela I'-invariancia de G e Q

(3°) V satisfaz a propriedade (a);
De fato, diretamente da defini¢ao de V segue que V(&) = 0.
Agora, V € C*(X,R) pois Gy, Q € C*(X,R). Além disso, Vv, € X,

! /

(V-(n),v) = (DuGx(n),v) + 2K[Q(n) — ql(@ (1), v). (2.12)
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Logo, como vale a hipdtese (2), obtemos de (2.12) que Vv € X e V0 € R,

(V(T(0)6r),v) = (DuGA(T(0)&r), ) + QK[Q( (0)60) — g (Q(T(9)6r), v)
= 2KI[Q ( 6)£,\) —q <Q 0)¢y), v> pela Proposicao 1.4.6
= 2KI[Q —q] <Q' f A v> pela I-invariancia de @
= 0,

e, portanto, V'(n) = 0 ¥ € O(&)).

V satisfaz a propriedade (b).
Com efeito, Vn,v € X,

"

(V" (m)v,v) = (D5,Ga(n)v,v) + 2K[Q(n) — al(Q" (n)v,v) + 2K(Q (n),v)*. (2.13)
Em particular, aplicando (2.13) em &, € X, obtemos que Yv € X,

(D2, GA(Ex)v, v) + 2K(Q' (€4),v)*

(D2 GA(&\)v,v) + 2K (B(&)),v)°

= (RD2,G\(&)v,v)x + 2K (RT'B(&), v)
= (Syw,v)x + 2K (R B¢y, v)%.

(V' (v, v) =

+2
+2

Agora, pelo Lema 2.1.1, 36; > 0 tal que
(V' (Ev,0) = 61 |loll 5 Yo € {AG} (2.14)

Além disso, como V € C*(X,R), temos pelo Lema 2.1.2 que existe r(£,) > 0 para

(5A))

o qual vale o Lema 1.4.1 e existe p € (0, tal que

1

SV —&lin—&) + (),  (2.15)

V(n) = V() + (V€)1 = &) + 3

1
em que |ri(n)] < ;151H77 — &% 5 V0 € By(&)).

Mas V(&) = 0e (V(&),n—&)x = 0 Vp € X. Entio Vi € B,(&) tal que
(n — &\, AE) x = 0, segue de (2.15) que

1, 1
Vi = SV —&ln—&) + 1) = Soi[ln = &llx + (), por (214)
1 1
> g0l =&l = 701 lln = &l . por (2.15)
1
= 151|!n—§x\\§< (2.16)

> 1hdn, 0(6))"
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Agora, considere v € O(£)),. Pelo Lema 2.1, existe 6; € R tal que
lv=T)x <p e (v=T(01), AT(01)63) x = 0. (2.17)
Defina n = T'(—6,)v. Entao, de (2.17), vemos que

I = &l = IIT(=01)v = &illx = llo =T ()& x < p,

(n—=~&, A§A>X = (T'(=6,)v =&, A§A>X = (T(=01)v = T(=01)T(01)n, Af,\>x
= (v =T(01)6, T(01)A) x = (v = T(01)&x, AT (01)x) x
= 0.

Dessa forma, por (2.16) e do fato de V' ser uma quantidade [-invariante, concluimos

que

<
=
I
=~
=
\V;

1 1 2
150,060 = 181 |t 1=~ 70~ 006

2
— i(sl bgﬂg |y — T(—91)T(9)§AHX1
2
= 2 [t o TOOTC0)T 00801

1T ?
= 3t o= @)l
1
= J0d(v,0(€)*
Logo, como a fungao V' definida em (2.2) satisfaz os quatro itens da defini¢ao 2.1.2; ela
¢ de fato uma funcdo de Lyapunov [-invariante para a érbita ©(¢,) e portanto o teorema

estda demonstrado. O

Por fim, o Teorema 2.1.1 segue, juntamente com o Teorema 2.1.2 visto acima, do

resultado abaixo.

Teorema 2.1.3. Suponha que as hipdteses (1) —(3) sao satisfeitas e que 3V : O(Ey), —
R fun¢do de Lyapunov I'-invariante, para a orbita ©(&)). FEntdo a “standing wave”
ux(t) = T(At)Ey tem orbita estdvel.

Demonstracao. Fixe € > 0.
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Pela continuidade de V em &y, 355 € (0, p) tal que

V=V -vie) <cun{(5) 2} weba@). )

Assim,
V() < Cmin {(%)2,52} V0 € 06, (2.19)

De fato, se n € ©(&))s, = U T(0)Bs, (&) entao n = T(0)E para algum 6 € Re & € By, (&)

R
e daif como V' é uma quantidade I'-invariante, obtemos de (2.18) que

V() = V(T(6)¢) = V(&) < Cmin { (4. 52} ,

e a afirmagao (2.19) se verifica.
Agora, pela hipétese (3) podemos escolher do > 0 tal que b, (ug) = oo, Yug € By, (£)).

Entao considere u solu¢ao do PVI (1.12) com condigao inicial ug e
W ={r>0]u(t) € O(&),, Vt€[0,7)}.

Note que, o conjunto W é um intervalo nao vazio.
De fato, como u € C([0,b), X), Ve; > 0, 33 > 0 tal que

[t| < 05 = d(u(t),u(0)) < &1. (2.20)
Além disso, como u(0) = ug € By, (£)) entao ||u(0) — &x|| < d2 e, dai,

d(u(0),0(6)) = inf [[u(0) = TO)&[x = [[u(0) = T(0)&x]x
= [|u(0) — &l (2.21)
< 09

Logo, de (2.20) e (2.21), temos que Vt € (0, 3),

d(u(t),0(6)) < d(u(t),u(0)) + d(u(0), O(£r))
< €1+(52

Portanto, fazendo £; — 0 na desigualdade acima, concluimos que V¢ € (0, d3),

d(u(t),0(£))) < 62 < p,

ou seja, u(t) € O(&y), Vt € (0,05). Consequentemente, (0,03) C W e, assim, W # (.
Além disso, a afirmacao de W ser um intervalo, segue diretamente do fato de que se
T € W entdo (0,7) C W, pois se existir 7 € (0,7) com 7 ¢ W significa que 3t € (0,7) C
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(0,7) para o qual u(t) € ©(£,),, o que contradiz o fato de 7 pertencer a W.

Voltando a demonstracao da proposicao, como W # () temos que existem 7 > 0 em
We (0,7) C W, de modo que inf W = 0.

Seja 7 = sup W.

Se 7" < 00, entdo u(t) € O(€y), Vt < 7* e também,

Cd(u(t),0(6:))" < V(u(t)), por (b)

= V(up), por (d)
< C min { (g)Q, 52}, por (2.18)

P\ 2
< Ll
< ¢(3)
Portanto, d(u(t), ©(&y)) < 5, Vt < 7"

Logo, pela continuidade de u(t) em [0, 00), fazendo t — 7* temos que:

d(u(r), (&) < (2.22)

N

Ainda, pela continuidade de u(t) em [0, 00), temos que 393 > 0 tal que se |t — 7| < 03

entao
d(u(m),u(t)) < g. (2.23)

Assim, Vt € (7 — 63, 7% + 03) vale:

IN
QL
—~
£
—~
-
~—
£
—~
\]
*
~—
~—
+
QL
—~
£
—~
B
*
-
@
—~
I
>
~—
~—

d(u(t), 0(£)))
, por (2.22) e (2.23)

N

I
>

ou seja, u(t) € O(£y), com t € (7% — 03, 7" + 03).
Ora, mas entao Vt € (0,7* + d3) temos u(t) € ©(£)), e portanto 7* < 7* + 3 € W, o
que contradiz o fato de 7* ser o supremo de W.

Logo, obtemos que W = (0,00) e ¥t > 0 temos que:
Cd(u(t),0(&))* < V(u(t)) = V(up) < O, por (2.18)

= d(u(t),0(&)) <e, V>0,

provando a estabilidade da drbita ©(&,) de uy(t) segundo a definigao 2.1.1. O
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2.2 Condigoes suficientes para a hipétese (2.1)

Nesta secao, garantiremos, através do Teorema 2.2.1, condicoes suficientes para que a

hipétese (2.1) do Teorema 2.1.1 seja satisfeita.

Teorema 2.2.1. Seja (A, €\) € R x X. Suponha que valham as hipdteses (1)-(3) e a

sequinte condi¢ao:
Je,C >0 tais que (D.,Gr(&)v,v) > € v|[% — C'lJv|*, Vv e X. (2.24)
Entao existe um unico operador auto-adjunto Ly : D(Ly) C H — H definido por:
D(Ly) ={z € X| 3w € H tal que (D.,Gx\(&\)z,v) = (w,v), Yv € X},
com Lyz = w, Vz € D(Ly). Além disso, se 30 > 0 tal que
(Lyv,v) > §||v||?, Yo € D(Ly) com (v, A&y) = (v, JAE)) = 0, (2.25)

entdo a condigdo (2.1) € satisfeita.

A demonstracao deste teorema seguird de alguns lemas, mas antes de apresentarmos
tais resultados, cabe observar que dados z,y € D(L,) temos, a partir da definigdo de

D(L,), que existem w, z € H tais que Yv € X,
<D’l2LuG)\<§)\)x7U> = (w7 U) € <D12mG>\(£>\)y7v> = (Z7U) ) (226)
e entdo, de (2.26), vemos que, Vo € X e Va € R,

(D2,GA(E\)z,v) + (D7,GA(6x)y, v)
= (w,v)+ (z,v) = (w+ z,v)

(DoGAEN)(z + 1), v)

(2.27)

<D Gr(&)(ax v> —a<D NENINE v> =a(w,v) = (aw,v), (2.28)

com w + z € H e aw € H, mostrando que D(L,) é um subespago vetorial de X.

Além disso, D(Ly) é densamente definido, isto é, D(Ly) = X com relagio a ||.|| -
De fato, note que pelo Coroldrio 1.1.4, é suficiente supor que Jp € X*, com ¢(x) = 0
Va € D(Ly), e mostrar que p(z) =0 Vz € X.

Assim, suponha que exista tal .

Entao, como pelo Teorema 1.3.2 X é reflexivo, temos que J(X) = X**, em que J é a
injecao canodnica de X em X** definida em (1.4), e, portanto, como D(L,) C X, obtemos
que J(D(Ly)) C J(X) = X**. Desse modo, como ¢ € X*

(fi0) =0, Vf € J(D(Ly)) (2.29)
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pois, se f € J(D(Ly)), entdo dx € D(L,) tal que Jz = f e, assim, (f,p) = (Jx,p) =
(p,x)y =0.

Sendo assim, suponha, por absurdo, que ¢ # 0. Entao [0, ] € G (3|D(LA)) pois, caso
contrario, terfamos ¢ = J(0) = 0, ja que de (1.6) temos que J é linear.

Agora, como J além de ser linear, também é continuo pois vale (1.6), temos, pelo
Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 1.1.2), que G (J|p(r,)) € fechado.

Além disso, G (3|D(LA)) é convexo pois, dados z1,x2 € D(L)) temos, devido ao fato
de D(Ly) ser um subespaco de X, que D(L,) é convexo, e entao Vt € [0, 1] obtemos que
try + (1 —t)zy € D(Ly) e, consequentemente,

t[l‘l, 3$1] —+ (1 — t)[.’ll'g, 31172] = [tfﬂl -+ (1 — t)l'Q,tH.Tl + (1 — t)3$2]
= [tor+ (1 —t)as, I(ter + (1 — t)a2)] € G (Ilpey)) »
ou seja, G (H|D(LA)) é convexo.
Logo, aplicando o Teorema 1.1.5, obtemos que {[0, ]} e G (d|p(z,)) s@o estritamente

separados por um hiperplano fechado em X x X*, ou seja, existem [g, ] € X* x X*™* =

(X x X*)* e algum a € R, tais que

(l9, 9] [u, du]) < a <([g.¢],[0,¢]), Vu € D(Ly),
ou ainda,
(9,u) + (¢,du) < a <(g,0) + (¢, ) = (d,9), Yu € D(Ly). (2.30)

Agora, se u € D(Ly), entdo fu € D(Ly), VP € R, pois D(L,) é um subespago vetorial
de X.

Portanto,
Entao temos, de (2.31), que Yu € D(L,),

B>0= (g,u) + (¢, Ju) <

B<0= (g,u) + (6,3u) > (232

ISSIRSISS IR

Logo, fazendo f — 0 em (2.32), obtemos que Yu € D(L,),

{5>o:@mww¢m>

0
B <0=(g,u) +(¢,du) >0,

(AVARVAN

ou seja,
(g,u) + (¢, Ju) = 0, Yu € D(Ly).
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Consequentemente, de (2.30), temos 0 < o < (¢, ), Vu € D(L,). Dessa forma,

(9,0) # 0 Vu € D(Ly),

ou ainda, (¢, ¢) # 0 com ¢ € J(D(Ly)), o que contradiz (2.29).
Logo, ¢ = 0 e, entao, D(L,) = X.

Assim, apds as observagoes feitas acima, passaremos a ver os resultados que, como

dito anteriormente, demonstram o Teorema 2.2.1.

Lema 2.2.1. Se (), &) € Rx X e a condigao (2.24) € satisfeita, entdo definindo a forma
quadrdtica by : D(by) C H — R por

ba(v) = (D2,Gr(Ex)v,v) , Yo € X = D(by),

temos que by, € fechada e limitada, no sentido de forma quadrdtica (veja apéndice). Con-
sequentemente, eziste um unico operador auto-adjunto Ly : D(Ly) C H — H definido
por:

D(Ly) ={z € X| Jw € H tal que (D.,Gx\(&\)z,v) = (w,v), Yv € X},
com Lyz =w, Vz € D(L,).

Demonstra¢ao. Para mostrar que by é fechado em H, considere {v, } ey em D(by) = X
tal que ||v, —v|| — 0 e by(v, — v) — 0, para algum v € H quando n, m — 0.
A condigao (2.24) implica que

bA(Vn — V) = <D12WG)\(€>\)(U7L — Um), Un — Um> > ¢ llo, — UmH_QX = Cllv, — Um||2> (2.33)

e assim, ||v, — Un||x — 0 quando n, m — 0, ou seja, {v,}nen é uma sequéncia de

Cauchy em X. Entao como X é um espago de Hilbert, Jw € X tal que ||v, —w||x — 0.

Logo, como ||.||y e ||.|| s@o equivalentes em X, temos
o=l < 1o~ wall + o — wl -
< v =v,|| + Cl|lvp, —w||x — 0, quando n — oo.

Dal, obtemos que v = w € X = D(by).
Agora, pela continuidade de D?,G\(£)) : X — X* e pela equivaléncia das normas

[I-1x e [I-1], vemos que

(D2,GA (&) (v — v), v — v)
ID%.GA(E0) (0n — V)l |- [Jon — | x
|D2,GA(60)|exx) [Jvn — vl %

C| D2, GA(E) e (x,x7)
— 0, quando n — oo.

ba(vn, — v)

(VAR VANVAN

[0 — ol
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Portanto, by é fechado.
Vamos mostrar agora que by € limitado.
Primeiramente, note que, se v = 0 entao by(v) = 0 = ||[v|| .

Por outro lado, se v # 0, temos
bx(v 1
Dol (ko) = [(Phese) (1) o)
vl x vl x
vl x

o]l x HD(% Gﬁg)X*

< G,\(f,\)|L x.x0 | [v]lx -

IN

Dessa forma, |by(v)] < |D2,GA(E\)]c(x,x)

00, pois D? G (&)) é um operador linear continuo, temos que by é limitado.

v[|% , Yo € X e, como |D2,Gr(Ex)|e(x.x+) <

Por fim, a existéncia e unicidade de L) seguem do Teorema A.3.1 (veja apéndice). [J

Lema 2.2.2. Suponha que as hipotese (2.24) e (2.25) sejam satisfeitas. Entdao 36, > 0

para o qual
(D2, GA(E\)v,v) > 81||v][%, Vv € X com (v, AEy) = (v, JAE)) = 0. (2.35)
Demonstragao. Por (2.25) temos que
(Lyw,v) > 8 ||v|[>, Yo € D(Ly) com (v, A&y) = (v, JAE,) = 0 (2.36)

e por (2.24),
(Lyv,v) > l|v||x = ClIvl)* , Yo € X. (2.37)

Assim, Vv € D(L)) com (v, A&)) = (v, JAE)) = 0, temos que

[1%—%;}(va,v) = (LAU,U)%—E;(LAU,U)

)
> v || + — [ ||v||X—C’||v||} por (2.36) e (2.37)

(2.38)
= MMF+5MW§—NWW
de
= Sl

Logo, pelo Lema 2.2.1 e o que acabamos de concluir em (2.38), obtemos que

C+d
C

[iDncaena = [1+ 2] wraem = [1+ 2] @

Oe
Z-HHH
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Portanto,
de
(DuuGA(Ex)o, v) 2 dullolfx com 0, = ==,
Vv € D(L,) satisfazendo (v, A¢)) = (v, JAE)) = 0.
Dessa forma, como D(Ly) = X com relagao a ||.||x, obtemos que vale (2.35). O

Observacao 2.2.1. Note que, como L) é auto-adjunto em (H,(.,.)), obtemos que o
operador Sy = R™'D2Z G,(&\) : X — X é auto-adjunto em (X, (.,.) ) pois, Vv,w € X

(R D3, GA(E)v, w) x = (D3, GA(E)v, w)

(Lyv,w) = (v, Lyw) = (Lyw, v)

(DR, GA(Ex)w, v) = (RTIDZ,GA(E0)w, v) x = (Saw, v) x
(

v, S\ w) .

<SAU7w>X -

(2.39)

Lema 2.2.3. Suponha que a hipdtese (2.35) se verifique. Neste caso, a desigualdade (2.1)
¢ valida.
A
Demonstragao. Sejam ¢ = i ey =Jop.
[|A&A]

Entao, por (H4) e como J~! = —J, temos

(

ol = 1,

0l = [TAGI _ (JAG, JAE) _ (A&, AL
A& I* A& |” A& I”

(p,9) = (¢, Jp) = 0.

(2.40)

\

Agora, considere z € {A&y, RT'B& L, isto é, z € X e (2, A&\) y = (2, R'B&)) = 0,
e defina
v=2z—(z,0)p—(2,9) . (2.41)

Dessa forma, pelo que vimos em (2.40), temos que

{ (0,0) = (2,0) = (2,0) (9, 9) — (2,8) (1, 0) = 0
(0,9) = (2,%) = (2,0) (9,8) — (2,8) (b, 0) =0,

e, portanto, pela hipdtese (2.35) temos que para v definido por (2.41),

(D%,GA(Ev,v) = 5| & (R DLGAE)v,v) . > 5[k -
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Mas,
(20) = o (2 JAG) = o (TA6,2)
2, = ——(z, = — 2
||AG] Y TAG ’
1 1
= RTJAE,2), = —— (R7'B&y, 2 2.42
fag) BT = g (R B (242
= 0, pois z € {R7'B&
e, pela Observacao 1.4.7,
1
RilDZuG/\(g/\)(p = ||A§ ||R71DiuG)\<£)\>A£A = 07 (243)
A
jad que R é injetor.
Entao, por (2.42) e (2.43),
v=z-(z,0)¢— ()Y =2-(z,0)¢ (2.44)
e7
ROD;,GAE v = RTIDEGAE)z — (2,0) RTIDE,GA(E)¢ (2.45)
= R7ID?.G,\(&)2 '
Assim, como, pela Observagao 2.2.1, Sy = R™1D? G, (&) é auto-adjunto e vale (2.43),
temos

(RT'D2,Gr(EN)z,2) x =

I
/\/%/\/\
2
D
>

2l = {20+ (2,0) 0)x = (2,005 + (2,9) {,9)x

= (z,v (z,¢) z
- < ) >X+ ||A§>\||< 7A€>\>X

= (2,v)y, pois z € {A&

Agora, por Cauchy-Schwarz e (2.47)

2
l2llx = (z0)x <|lzllxllvllx = [l2llx < vllx, ¥z #0.

Portanto,

Oll=ll% <8 llullx < (RT'DZGA(E)v,v)x, por (2.35)
(R71D3,GA(€\)2, 2) x , por (2.46)
= (DLGA(N)2,2),

e assim obtemos que vale (2.1).

(2.46)

(2.47)

(2.48)



CAPITULO 3

Estabilidade Orbital - Aplicacado

Neste capitulo, mostraremos que a equagao de Schrodinger nao-linear
00z, t) + Aw(w, ) + F(, [w(e, ) Pw(z, t) = 0 (3.1)

com w : RY x [0,00) — Ce f: RY x [0,00) — R, reformulada como caso particular

do sistema hamiltoniano (1.12) nos espagos de fungoes:

X = H'RY) x HY(RY),
H = L*(RY) x L*(RY) e (3.2)
X* = H ' RY) x HY(RY),

com o seguinte produto escalar,

(©-6)) = [, Vo Ve+ Vo Tnt gt v d

. (3.3)
(01.0)) = [ we+oman
possui “standing wave” com érbita estavel, via o Teorema 2.1.1.
3.1 Formulacao do sistema Hamiltoniano
Identificando w = ¢ + @) — (i), obtemos que
. . —&w) 0 —1 (31&90)
10w (x,t) = =0 + 10, r—)( = , 3.4
t ( ) t¢ th 8,5%0 1 0 at"l) ( )

29
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e também

Aw(z,t) + f(z, [w(@, O )w(z,t) = Ap+id+ f(z, 9" +%)(p + i)

= Ap+ flz, ¢ + U)o +i(AY + f(z, 0> + P*))
AY + fz,@? + ) ) '

de modo que, a partir de (3.4) e (3.5), podemos reescrever (3.1) da seguinte forma:

0 -1 (&up) _ (Aso + [0 + 1/12)30) (3.6)
1 0 |\ AY + flz,0* + 920 ) '

Agora, temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.1.1. Seja F(z,s) = / f(z,0) do, e considere formalmente (em cada
0

ponto) o hamiltoniano

50 (%)) =5 [, 1968 + 1902 = Flag? +42) d (37)
)Gy

Demonstragdo. De fato, como X = HY(RY) x HY(RY) =2 HY(RY) @ H*(RY), do célculo

em espacos de Banach, Proposicao 1.2.5, sabemos que

) G = o0) 9+ (oeE) ) 59

Além disso, note que:

O = H(5)
(9€(7) €) = i ————
~lim s [ V(o1 Vo160 = Ve Vo Fla o+ 16 + 09 (3.10)

+ F(z,¢* +4?) do
1
=lim > | 2tV VE+ PIVE]? = F(z, 0" + 9 + 2tp€ + 1°6%) + F(z, > + ¢?) da.

t—0 RN

Entao, como

i P 9% 07+ 2008+ €7) — P, 97 £ ¢7)
t—0 2t

2
F (x,gpzwuzt (wuﬁ)) — F(a, 0+ 4?)

} 2
= —lim
t—0 2t
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= —F'(z,0% + ) p€ = — f(z, 0* + 9?) ¢k,

vemos, de (3.10), que:

<6’1ﬂf(2‘;),§> = (3.11)
1
=limo | 2V VE+E|VE? = o, ° + 97 4 2608 + 126) + F(x, 0" +¢7%) do
— RN
2
Ve £|2 F(x,<p2+w2+2t (¢5+%>> — F(x, % +9?)
- [ dm e e+ S5 iy 2 df”

= [ V¢ V¢ flz, 902 + ¢?)p€ da.

RN

Agora, pelo Teorema 1.3.6, temos que, para {p"}nen, 1" ey C C°(RY) tais que
" — p e — £ em HY(RY), com V" — Vy e VE" — VE em L*(RY), vale

N

V' - VE" = (Z @Zjﬁﬁj) + @&, para cada n € N. (3.12)

J=1

Entao fixado n € N, para cada j = 1,2,..., N, tomando u; = gpﬁj e dv; = fgjdxj na

férmula de integracao por partes em R, temos que du; = o da?, v; = &™ e, portanto,

/%J o da? = /Uj dv; = [ujv;]| % —/Uj du,

[ / o, £ da (3.13)

B _/(ngl‘jgn da’.

Além disso, para w; = ¢} e dz; = &' temos novamente pela férmula de integragao por

partes em R que dw; = ot dal, z; = / ¢ da’ e portanto

/@?ff da’ = /wa dzj = [w;z]| X —/Zj dw;
(e few - f (e
= ([arwt) ([enoar) (3.14)
= [90?/6? dxj] ‘io

= 0.

Logo, usando o Teorema de Fubini (Teorema 1.3.3) e os itens (3.12), (3.13) e (3.14),
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obtemos
N
oo e ] (ec) v
N N
[ (e ) ws [ aga =S ([ e a)s [ ag
RV \ 45 RN o \Jr¥ RN

N
Z (/ [/ Oz, diﬂj] dxl...da:jldxj+l...d:cN>
- RN-1 77

J=1

+/ U wr&d dx]} dat...dw? " da? T dx ™
RN-1

N N
=— Z (/ [/ G dxj] dxl...dledx”l...d:v]v) = — Z/ P, " da
j=1 \/RN-! j=1 vV RY
N
—— [ Y
RN = 3%

= — | A" da.

RN

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (1.3.1) e pela igualdade acima

temos que

/ V-V de =— EAp dx. (3.15)
RN RN

Assim, de (3.11) e (3.15), concluimos que

(092).6) = [ Vo Vo= flat +it)pedo == [ ehp— o+ )t do

Analogamente, obtemos que

(0360)n) = [ Vo n= oo 0P on de = [ —nd = flag + 02 do.

Logo, de (3.9) e pelo que vimos acima, temos

<9f’ (7): (§)> = /RN[—Aso — f(z, 0% + VD)l + [~AY — flz, @ + 2]y da
- (G e m) ()

o () - (T 7en) o

de modo que,
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A partir desta proposicao, vemos que
, _((FAp— flz, @ PP\ (€
(o0 = (Canfma ) G)
<T(—A90 — flz,9*+ W)w) (é) >
—AY — f(r, 2 +92)) \n) /)

Portanto, a equagao de Schrodinger nao-linear (3.1) pode ser interpretada no seguinte

formato hamiltoniano

T e O L
. <¢) B 7(—A¢ — flx, 2+ ¢2)¢) (3.17)

Para finalizar, a fim de obtermos operadores como nas hipéteses (H1) — (H4), ne-

cessarias para o método de estabilidade estudado, definimos J : X — X e A: X — X

) (3) e amr-

Sendo assim, estes operadores, J e A, realmente satisfazem as suposicoes feitas em

por

0 e V(@) € X. (3.18)
— I gy 0 (U

(H1) — (H4) pois, pela definicao acima, temos que AJ = JA e, também, pelo Teorema
1.2.5 (I - Teorema Fundamental do Célculo), H € C?*(X). Além disso, valem os seguintes

itens:

(i) J, A€ L(X);

De fato, dados (Z), (1;’) € X e a € R temos que
() =(2) -0l - ()
v z v+ az U — QW
- J(“) +aJ(w),
v z

portanto, J é um operador linear. Consequentemente, como A = —.J, obtemos que

() +e ()

A também é linear.

(i) JT=J"1=—J, AT = — A;
Com efeito, dados (:j), (f) € X e a € R vemos que
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PO - (),

RN

= Vu-V(—w)+ Vu-Vz+v(—w) 4+ uz dx
RN

= (GG = 0-C)),
= (L)),

ou seja, JT = —J. Além disso, como
J(_J) _ O —IHl(RN) O ]Hl(RN)
L ]Hl(RN) 0 _]Hl(RN) 0
_ | ey 0 (3.19)
0 Ty
_ 0 IHl(RN) 0 _[Hl(RN) _ (_J)J
| —Im@y 0 I vy 0 ’

obtemos, de (3.19), que J ' = —J e —J* = Ix.

Consequentemente, pela definicio do operador A, podemos concluir que AT =
(- =UINHT =J=-A

(ii) J € B(X)

Neste item, também, como consequéncia imediata, obtemos, se verificado que .J é
continuo, que A também é continuo, pois A = —.J. Assim, usando as propriedades

jé verificadas no item (iz) acima, obtemos que V(%) € X,

PN = ), = (), = () ()),
(S AHIR ()

como queriamos demonstrar.

)
X
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De fato, V(Z), (2’) e X

() - (
<

portanto, J satisfaz (iv).

() (AG): (1) == (().A(2)), v(0): () € X.

Com efeito, a partir do que provamos no item anterior, vemos que V(Z), (1;’) e X

((0)-(0) = ()= (C) ()= () (1)
= ((0)-(0)=-(()4())

(o) (3¢ (1), A(1) = 0. V() € X.
Utilizando a definicdo de ' dada em (3.8), temos que

()40
()0 (e ()-GO - () ()

= Vu-Vu+ Vo -V(-u) — f(z,¢* +vH)uw — f(z,0* + ¥*)v(—u) dz

RN
= Vu-Vo—Vov-Vu— f(z,0* +*)uv + f(z,0* +*)vu dx
RN

=0, V(¥) € X,

provando este item.

3.2 Caso real

Esta se¢ao tem por objetivo garantir a estabilidade da solugao “standing wave” uy(t) =

T(At)Ey, quando &, € X é real, isto é, quando &, é da forma ("5*), em que @y € HY(RY),

utilizando o método estudado no capitulo 2, ou, mais precisamente, satisfazendo as
condigoes suficientes, (2.24) e (2.25), para a hip6tese (2.1).

Primeiramente, para cada par (1‘2) em X, vamos determinar explicitamente a forma da
hessiana D7, GA((7)). Dessa forma, como JA = —J* = Ix e por definigio B = J*A*T,
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temos que

B=JAT=RITR'RATR'T = R(-J)(J)R'T=RR'T=7T (3.20)

o(2) - /< O )00 =00,

Agora, de (3.17) e pelo que vimos acima,

a(?) - ug{<s0> D, (w) _ _T(As&+f(w,soz+¢2)so) ) <s0>
DGA(zw) DIty ) ~ AR, Ap+ fa g +ory) TP\
Ap + f(z, 0" +¥%)p @
_T(Aw T e g? + ww) - X‘T(w) (3:22)
_ _T(Aso + f(z, 0 +9*)p + Aw)
A+ f(x, @2 + 2+ M)

Assim,

o (D))o (D) () o

Sendo assim, para determinarmos D2, G A((i)), vamos estabelecer D, H’ ((;‘;)) (V) e,

posteriormente, D, T ((i)) (Y). Como X = HY(RY) x H'(RY) = H'(RY) & HY(RY), do

calculo em espacos de Banach, Proposicao 1.2.5, sabemos que

(D3¢ () ©.0)) = (83 () ) + (a3 () ©.5). B2

Entao,

" (ptto & (¢ ¢
<81j{' <(i)> (g)’v> :lii%j{ <( b )) (g)t H ((¢)> (5)

= —lim % / EA(p +tv) + f(x, (9 + tv)? + ) (o + )€ + f(z, (o + tv)* + )¢
RN

t—0

—EAp — f(z,0* +9*)pk — f(x, 0 +P*)YE da

= - lir%% tEAV + f(x, 0 +9* + 2600 + t20°) € + tf (z, 9* + P* + 2tpv + tP0?)ve
t— RN
+f (2, 0% + 0 4 2tpu + P0P)PE — fla, 0* + ) p€ — flz, 9? +P*)E da.
(3.25)
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Agora, como

[f(z, 0% + 1 + 2tpv + t202) — f(z, p? + ¥?)]p€

lim -
t—0 t
i L ©> + 7 +t(2pv + tv?)) — f(x, * +?)]|pE
150 t (326)

= 0, f(z, % + 1h?) (20v) €
=20, f(x, p* + V?)(pv)p€

e, analogamente,

i & ©* + P + 2tpv 4 t20°) — f(x, 0* + P?)]E
t—0 t

= 20, f(x, 0" + ¥*)(pv)pt, (3.27)

obtemos, a partir de (3.26) e (3.27), passando o limite sob o sinal de integragao em (3.25),

que

(090 () ) = — | eav 20,50+ v pu)ee .

+ 205 f(x, 9> + V?) Q)€ + f(x, 0* +*)v€ du.

Prosseguindo da mesma forma para <823{' ((i)) (g), z>, obtemos que

(@90 () ©-2) = - | edz+ 200 (.0 + P w2) e 50

+ 20,f(x,0* +*) (W)€ + f(x, 9% +1*)2¢ da.

Logo, de (3.28) e (3.29), concluimos que

(50 (() ). ) =
=/, EAV + 20, f (z, 9> + ¥?) (pv)p€ + 20, f (z, 9* + V) (@u)V€ + f(z, 9* + Y*)v
FEAZ + 20, f (1, * + %) (V2)0€ + 205 f (x, 0> + V) (V2)PE + f(x, 0* + p*)2€ da

=— | EAv+ f(z, 0" +*)0E + 20, f(z, 0* + %) [pv + V2ol + EA2

RN
+f(z, 9% + %) 2€ + 20, f (z, * + ?)[pv + V2|P€ dx

_ (_ (Av + fl@,? + %) + 20, f (2, 0* + ) [pv + wZ]sO) | (f)) |

Az + f(x, 0% +92)z 4+ 20, f(x, 0? +2)[pv + 2] )7\ €
(3.30)
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)

w) € X, temos, V(Z) € X, a seguinte representacao:

e, entao, para cada (

o ((s@)) (v) o (Av + [, + %) + 20, f (2, 0% + 9 [pv + Y2l

4 Az + f(z, 0+ 92)z 4 20, f (x, p? + ¥?)[pv + W]@D) . (3.31)

Por fim, vamos determinar D, T( (i)) (Z) Para isso, note que para cada (i) € X, vale

a seguinte igualdade:

(06~ (G () = Looevemer() e o

Entao, do mesmo modo que foi feito em (3.24), vamos calcular, V(¥) € X, (01T ( (z) ) (%), v)

3
e (0,7 ( (Z)) (g), z). Assim,

()0 = iy TEEVO T

t—0

= lim1 (p + tv)€ + P& — € — Y€ dx, por (3.32)

t—=0 ¢t RN

(3.33)

1
= lim-— tv€ dx
t—0 t RN

= /RNvf dx.

Analogamente, obtemos que

()@ Lo o

Logo, de (3.33) e (3.34), concluimos que para cada (Z) eX

(O ()L (Y O) P ex

e, portanto, temos a seguinte representacao:

() O)-Or(ex o

Finalmente, pelo que observamos em (3.23) e com as identidades obtidas em (3.31) e

(3.36), temos, para cada (;’) € X, que
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pra (7P (2) 2o ((2)) ()22 (7)) )

<= 6

- (AU + [z, 0® + %)+ 205 f (2, * + 92) [pv + 2]y ) B )\(U> (3.37)
Az + f(x, 0?2 +192)z + 20, f (z, * + ?)[pv + V2] z '
_ (Av + f, 0% + ) v + 20, f (2, 0 + %) [pv + P2lp + Av)
 \Az A+ fr, 92+ 92)2 4+ 20, f (2, 9 + 92)[pv + 2] + Az

A partir de agora, a fim otimizar os célculos, vamos definir uma funcao g : RY x R —
R por
g(z,s) = f(z,s%)s, ¥(z,s) € RY xR,
e utilizar que 0,g(z, s) = f(x,s?) + 0sf (z,s%)(2s)s = f(x,s?) +20,f(z, s*)s*. Além disso,
como nesta secao estaremos interessados no caso real, ou seja, quando &, = (%*) e X,
trabalharemos V(;’) € X, a partir de (3.37), com

s (o) (V) (Aot f( @+ 20, (G +
DUUG/\ (( )) (Z) B _( AZ)\—i— f<x7(p§\)z + )\/\Z * )7 (338)

que pode ser reescrita, usando a fungao g definida acima juntamente com o fato de &, # 0,

Av + 0sg(x, pa)v + Av
() () CL B ) ) oo
0 z Az + g\zT, Px + Az z
P

Com isso, enunciaremos o proximo teorema, um dos principais desta secao, cuja de-

por:

monstracao visa satisfazer as hipdteses ja mencionadas no inicio desta secao.

Teorema 3.2.1. Suponha que existam & >0 e C > 0 tais que, Vv € HY(RY), tenhamos:

/ |Vu|* — 0sg(x, ox)v* do > 5/ Vo> +0* de —C | o* du,
RN RN

RN

( o2 (3.40)
/ |Vo)? — AR LV M 5/ (Vo|? +v* do — C/ v? dx.
RN 90)\ RN RN
Além disso, que exista 6 > 0 para o qual, Vv € H*(RY) com vy dr =0, tenhamos:
RN
/ Vol — 0sg(x, ox)v* — \o* do > 6/ v? dz,
R R (3.41)

2
/ |Vo|* — gz, o) rde > 6 v? dz.
RN ©x RN

Entao, a solugao real uy(t) = T(\t)E, do sistema hamiltoniano (1.12) tem drbita

estavel.
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A demonstracao deste teorema seguird mediante aos resultados que passaremos a

apresentar a partir de agora.
Lema 3.2.1. A condi¢do (2.24) € satisfeita se, e somente se, a hipdtese (3.40) € vilida.

Demonstrag¢ao. Por um lado, se supormos que (2.24) é satisfeita, entdo existem ¢ > 0 e
C > 0 tais que

(preen () ()= Ol -l O () e

Em particular, Vo € HY(RY) temos que

2

_C‘

X

(3.42)

(DLCAE) (), () 2 () 6))x =€ ((): () -
(DL, () 2 (), 05 = (). ) -

Portanto, pelas definigdes dos produtos escalares de X e H dadas em (3.3) e também

(3.43)

pela identidade (3.39), obtemos que

/ IVo|? — 0s9(z, ox)v? do > 5/ IVol? +v* do — C’/ v? du,
RN RN

RN

2
/ |Vo|? — 9, ) dx 8/ IVv|? +v* do — C/ v? dx.

Logo vale (3.40).

Reciprocamente, se assumimos que a hipétese (3.40) é vélida, entao Vv, z € HY(RY)

(3.44)

Vv

temos,

5(/ \Vv|2—|—v2d:c—|—/ |Vz|2+z2dx)—6’(/ v2d:c—|—/ z2dx):

RN RN RN RN

= (5/ |Vo)? + v? dx—C/ v? dx) + (5/ |V2|? + 22 dx—C/ 2 d:c>
RN RN RN RN

2
/ Vol — 0,9(z, ox)v* do —I—/ |Vo)? — 9 )" dr.
RN N

2

Portanto, novamente pelas defini¢oes, dos produtos escalares de X e H, dadas em

(3.3) e também pela identidade (3.39), obtemos que
2 v
, v( ) € X,
z

(orewen (2] ()=l Il

mostrando que a condicao (2.24) é satisfeita. O
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Lema 3.2.2. Suponha que a hipdtese (3.40) € satisfeita, entio existem dominios D(L})
e D(L3) em HY(RM) x {0} e {0} x HY(RY) respectivamente, tais que:

() - (2752 ) o

A (ot ) (e

©x

definem operadores auto-adjuntos no espa¢o L*(RY). Consequentemente, o operador auto-

adjunto Ly : D(Ly\) C H — H associado com a hessiana D? ,G(£)) € dado por:

Ly (Z) = (8) +I2 (S) (3.46)

em que D(Ly) = D(L3) & D(L3).
Demonstracao. Pelo Lema (3.2.1) temos que a condi¢ao (2.24) é satisfeita, ja que por
hipétese (3.40) é valida. Entdo, definindo as fungoes b} : D(b}) € L*(RY) x {0} — Re
b3 : D(b3) C {0} x L*(RY) — R, em que

D(b}) = {() € L*RY) x {0} | (5) € X} e D(B3) = {(;) € {0} x L*RY) | () € X},

por,

(3.47)
03 (2) = (DiGAE) () (1)) V() € D),

e, usando o Lema (2.2.1), obtemos que existem operadores auto-adjuntos L} : D(L}) C

L2(RN) x {0} — L2(RV) x {0} e L2 : D(L2) C {0} x L2(RY) — {0} x L(RY) em que

{ B(5) = (D2GA(E) (D). (5) V() € DY),

D(L}) ={(;) € H'(RN) x {0} | (") € L*(RYN) x {0} tal que

(3.48)
(DLGAE) ) (0) = (7). () V() € H'(RY) x {0}},
com, L3 (5) = (')) V(§) € D(L}) e
D(L3) ={() € {0} x H'(RN) | 3() € {0} x L*(RY) tal que
(3.49)
(D265 () = ((2): () Y() € {0} x HI(®Y)},
com, I3() = (3) V() € D(L3).
Logo, de (3.48) e (3.49), obtemos que V(7)) € D(L})
(501 () - (o) ()

()
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e, também, V(7) € D(L3)
(). () - (mow() ()
- ((Av _ g(ﬁﬂ — Av)’ <2>) '

©x

(3.51)

Consequentemente, podemos definir o operador Ly : D(Ly) C H — H, em que
D(Ly) = D(L}) & D(L%), por

Ly (Z) s (g) + L2 (2) (3.52)

Obviamente, como L} e L3 sdo auto-adjuntos, temos que L, é auto-adjunto. Con-

cluindo assim, a demonstragao deste Lema. O]

Lema 3.2.3. Suponha que a hipdtese (3.40) esteja satisfeita, entio a condi¢io de estabi-
lidade (2.25) é equivalente a hipdtese (3.41) do Teorema (3.2.1).

Demonstracao. Primeiramente note que V(Z) € D(L,) com ((Z),Aé}) = ((Z)v JA&',\) =0,

(m(2)-() =4 )
= (1) (9)+ (120)-(9) =2]()
S () O) (o stz ) ()

2
=

2

, por (3.52)

P
SNIE
>0 ‘ ’ (z) , por (3.45)
2
& —Av? — d5g(x, )v* — M? dx + / ~AZ* — 9z 02)=" 22 dx
RN RN 2

25/ v2dx+5/ 2% dz.
RN RN

Agora, pela definicao dos operadores J e A, temos que

()29)~ () - (O (L)L o9
()16~ (()re)~ ()G - Lo
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((
((

Portanto, se vale a hipétese (3.41) temos que

5/ v2dx+(5/ 22 de <
RN RN

2
< / (Vo> = 0,9(x, px)v* — M? do + / Vz|2 — 9@, )z A2 dx
RN RN PA

Entao,

),Af,\):O@ zpy dx =0,
RN

IS IS SRS S

),JA{,\> =0 vy dxr = 0.
]RN

2
= / —Av? — 0,9(z, 0x)v* — M? dx +/ ~AZ* — 9@, 922" 22 dz,
RN RN SD)\

e, a partir das equivaléncias obtidas no inicio desta demonstracao, o resultado segue.

Reciprocamente, se assumimos que vale (2.25), temos, em particular, que

(1)) =) - (5) < mes
() )=z O () e

e dai, obtemos as duas desigualdades de (3.41). O




APENDICE A

Apéndice

A.1 Adjunto

Nesta se¢ao definiremos o operador adjunto de um operador limitado em um espaco
de Banach e também num espaco de Hilbert. Além disso, observaremos que um operador
adjunto T" € L(H) em um espaco de Hilbert H nao é igual ao operador adjunto em um

espago de Banach, embora estejam intimamente relacionados (veja (A.2)).

Definicao A.1.1. Sejam X e Y espagos de Banach e T' um operador linear limitado de
X em Y. O adjunto de Banach de T, denotado por T", é o operador linear de Y* em X*

definido por
(T'l)(z) = (Tz), VI € Y*, Yz € X. (A1)

Exemplo A.1.1. Sejam X = /! =Y e T definido por
T(l’l,l'g, .. ) = (0,1‘1,1’2, ce )

Entdo T : (> — (> é o operador

/

T(l‘l,l'g,...) :(ZEQ,J,‘?,,...).

Neste exemplo, |[T[;xy) =1= |T"||cv+x+). Com efeito, as normas de T e T' sdo

iguais pois:

Teorema A.1.1. Sejam X eY espacos de Banach. A aplicacio T — T é um isomor-
fismo isométrico de B(X,Y") sobre B(Y*, X*).

Demonstragao. Veja [17], Teorema V1.2, pagina 186. ]

74
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Nos estamos interessados, principalmente, no caso em que T é um operador linear
limitado de um espago de Hilbert H sobre si mesmo. O adjunto de Banach de T ser4,
entao, uma aplicacao de H* em H*. Seja C : H — H™* a aplicagao que para caday € H,
associa o funcional linear (y,-) em H*. C é uma isometria antilinear que é sobrejetiva

pelo Teorema 1.1.1 (Teorema de Riesz). Agora, definimos a aplicaciao T7 : H — H* por
" =Cc7'T'C (A.2)
Entao T7 satisfaz

(x,Tx) = (Cx)(Ty) = (T'Cx)(y), por (A1)
= (C7'T'Cux,y)
- (TTx,y) , por (A.2)

TT ¢ chamado de adjunto de Hilbert de T, mas frequentemente vamos chamé-lo de
adjunto e usar T para distingui-lo de T". Note que a aplicacio T — T é antilinear. Isto
ocorre devido a C' ser antilinear. Nos resumiremos, a segui, as propriedades da aplicacao
T —TT:

Teorema A.1.2. (a) T — TT é um isomorfismo isométrico de B(H) sobre B(H);
(b) (TS)T = STTT
(@) ()7 =T
(d) Se T tem inversa limitada, T™1, entao TT tem inversa limitada e (TT)™' = (T—1)T;

(e) A aplicacio T — TT é sempre uniformemente continua na topologia fraca, mas

apenas continua na topologia forte se H tem dimensao finita,
(f) NTTT|| = 11T 1*.
Demonstragao. Veja [17], Teorema V1.3, pagina 186. ]

Definicao A.1.2. Um operador 7' em um espago de Hilbert é chamado auto-adjunto se
T=T"7.

Operadores auto-adjuntos desempenham um papel importante na analise funcional e
na fisica matematica, e a maior parte do nosso tempo ¢é destinado a estuda-los.

Uma importante classe de operadores em espacos de Hilbert sao as projecoes:

Definigao A.1.3. Se P € L(H) e P> = P, entao P é chamado de projecao. Se adicio-

nalmente P = PT, entao P é chamado de projecio ortogonal.
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Note que a imagem de uma projecao é um subespaco fechado em que P age como a
identidade. Se, adicionalmente, P ¢é ortogonal, entao P age como o openador nulo em
(Im(P))t. Sex =y + 2z, com y € Im(P) e z € (Im(P))*, entdo Pr = y. P é chamado

projecao ortogonal sobre Im(P).

A.2 Espectro

Se T' é um operador linear em C", entao os autovalores de T sao ntiimeros complexos
A tais que o determinante de A\I; — T é igual a zero. O conjunto de tais A é chamado de
espectro de T. Ele pode ter n pontos, desde que det(Al; — T') seja um polinémio de grau
n. Se A nao é um autovalor, entdao A\l — T tem inverso, desde que det(Al; — T') # 0.

A teoria espectral de operadores em espacos de dimensao infinita é mais complicada,
mas de grande valia para uma melhor compreensao do proprio operador. Na fisica-
matematica, esta teoria é de extrema importancia, podendo-se citar que o hamiltoniano,
na mecanica quantica, ¢ um operador auto-adjunto ilimitado em um espaco de Hilbert.
Somado a isso, desempenha papel importante na teoria dispersiva de um sistema (Veja
[17], Capitulo XII).

Definigao A.2.1. Seja T € B(X). Um nimero complexo A é dito pertencer ao conjunto
resolvente p(T') de T se AI; —T ¢ uma bijegao com inversa limitada. Ry(T) = (AM[;—T)"!
é chamado de resolvente de T em A. Se A & p(T'), entdo A é dito pertencer ao espectro
o(T)deT.

Note que, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, Al; — T tem, automaticamente, uma

inversa limitada, se esta aplicacao é bijetora.
Definigao A.2.2. Seja T € B(X).

(a) Um z # 0 que satisfaz Tx = Az para algum A € C é chamado de autovetor de T'; A
é chamado de autovalor correspondente ao autovetor x. Se A é um autovalor, entao
My — T nao ¢é injetiva e também A pertence ao espectro de T'. O conjunto de todos

os autovalores de T' é chamado de espectro pontual de T

(b) Se A nao é autovalor e se Im(Al; —T) néo é denso, entao A ¢é dito pertencer ao

espectro residual de T'.

Ao final desta secao, apresentaremos um exemplo que ilustra os tipos de espectro acima
citados. Destacamos o espectro residual pois ele é vazio para uma grande quantidade de
operadores, como, por exemplo, para operadores auto-adjuntos (veja o Teorema A.2.5).
Além disso, provaremos que o conjunto resolvente p(7') é um aberto e que Ry(T") é um

operador analitico com valores em p(7T'), o que permite a utilizacdo da andlise complexa
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para estudar Ry(T) e, dessa forma, obter informagoes sobre T'. Para tal, iniciaremos com
algumas defini¢oes a respeito da teoria de funcoes analiticas.

Seja X um espago de Banach e D uma regigo complexa do plano, isto é, um subcon-
junto de C aberto e conexo. Dizemos que uma funcao, x(-), definida em D com valores

em X, é fortemente analitica em zy € D se o limite de w

existe em X, quando
h tende para zero em C. Ainda, uma fungao x(-) em D com valores em X serd dita
fracamente analitica se I(z(-)) é uma fungao analitica a valores complexos em D para
cada [ € X*. Esta segunda definicao de analiticidade é aparentemente mais fraca que a
primeira, mas provaremos mais adiante que na verdade as duas sao equivalentes, o que é

de grande utilidade, pois a analiticidade fraca é, em geral, mais facil de ser verificada.

Lema A.2.1. Seja X um espago de Banach. Entao uma sequéncia {x,}nen € Cauchy se,

e somente, {l(xy,) tnen € Cauchy, uniformemente para l € X*, ||l|| < 1.

Demonstragao. Veja [17], Lema, pagina 189. ]
Teorema A.2.1. Toda func¢ao fracamente analitica € fortemente analitica.
Demonstracao. Veja [17], Teorema VI.4, pagina 189. O

Teorema A.2.2. Seja X um espaco de Banach e suponha T € B(X). Entao p(T) é um
subcongunto aberto de C e R)(T') é uma fun¢ao analitica em cada componente (subconjunto
conexo mazximal) de D. Além disso, para cada dois pontos A\, € p(T'), RA(T) e R,(T)
comutam e

B\(T) = Ry(T) = (5 — \R,(T)Rr(T) (A3)

Demonstragao. Veja [17], Teorema VI.5, pagina 190. ]

A equagao (A.3) é chamada de primeira formula resolvente. Um bom exemplo do uso

de fungoes analiticas para a teoria espectral é dado na demostracao do seguinte corolario:

Corolario A.2.1. Sejam X um espaco de Banach e T € B(X). Entdo o espectro de T é

nao vazio.
Demonstracao. Veja [17], Corolario, pagina 191. O]

A demostragao deste coroldario mostra que o(7) estd contido em um disco fechado de
raio ||T||. Atualmente, nés sabemos dizer mais sobre o(T):
Definicao A.2.3. Seja (1) = sup |A|. (T") é chamado de raio espectral de 7.
Xeo(T)
Teorema A.2.3. Seja X um espago de Banach e T € B(X). Entdo Ilim,,_, HT”||%

e € igual a r(T). Se X € um espago de Hilbert e A é um operador auto-adjunto, entdo

r(A) = [|A]].
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Demonstragao. Veja [17], Teorema VI.6, pagina 192. ]
O teorema a seguir é, na maioria das vezes, util para determinarmos o espectro de T.

Teorema A.2.4 (Phillips). Seja X um espaco de Banach e T' € B(X). Entao o(T) =
o(T") e R\(T") = (Rx(T))". Se X € um espaco de Hilbert, entio o(T") = {\ | A € o(T)}
e Ry(TT) = (Ry(T))".

Demonstragao. Veja [17], Teorema VI.7, pagina 192. O]
Agora, veremos um exemplo que ilustra os tipos de espectro:

Exemplo A.2.1. Seja T um operador em ¢! definido por
T(C(]l,ZL‘Q, .. ) = ([EQ,CL’g, N )

O adjunto de T, T', age em ¢* como

!

T(Ihl’g,...) = (O,ZL‘l,ZL’Q,..‘).

J4 observamos que ||T'|| = ||T”|| = 1, e também temos que todo A com |A| > 1 pertence
a p(T) e p(T'). Suponha que || < 1. Entao o vetor zy = (1, ), A2, ...) pertence a (' e
satisfaz (Aly — T)xz), = 0. Entao todo tal A\ estd no espectro de T. Como o espectro
é fechado, o(T) = {\ | |A\] < 1}. Mas pelo Teorema A.2.4 este conjunto é também o
espectro de T".

Agora, mostraremos que 7' nao tem espectro pontual. Suponha que {z,}2°, € /* e

(Mg —T{z,} = 0. Entao

)\%1:0

)\1:2—:1:1:0

Estas equagoes juntas implicam que {z,}>2, = 0 e também que Al; — T’ é injetor e

T’ nio tem espectro pontual. Além disso, suponha |A| < 1. Entao VL € (>,
(Mg —T)L](zy) = L(My —T)zy) = 0

em que ) € ¢! é um autovetor com autovalor A\. Pelo Coroldrio 1.1.4 do Teorema de
Hahn-Banach, sabemos que existe um funcional linear em ¢*° que nao se anula em z},
de modo que a imagem de Al; — 7" ndo é densa. Entdo {\ | |A| < 1} estd no espectro
residual de 7.

Nos resta considerar o caso em que |A| = 1. Suponha [A| =1e (A; —T){z,} =0
para algum {z,} € ¢'. Entao
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To = ATy

T3 = )\ZEQ = /\2I1

e assim {z,}°°, = z1(1,\,A%,...) que nao pertence a (. Entdo A\ nao pertence ao
espectro pontual. Se a imagem de AI; — T nao fosse densa existiria L € ¢ nao nulo
tal que L[(Ay — T)z] = 0 Vo € ¢'. Mas entdo [(A; — T")L](z) = 0 implicaria que
\ pertenceria ao espectro pontual de 7', o que nés ja provamos que nao pode ocorrer.
Entao {A | |A\| = 1} ndo pertence nem ao espectro pontual de 7" nem ao espectro residual
de T'.

Finalmente, mostraremos que {\ | |A| = 1} est4 no espectro residual de 7" encontrando
explicitamente uma bola aberta disjunta da Im(My — T'). se a = {a,} e b = {b,}

pertencem a (> sdo tais que a = (Al — T’)b7 entao

ap = )\bl
Apt+1 = )\bn—i—l - bn

e também b, = (\)"* Z A"a,,. Seja ¢ = {c,} com ¢, = A" e suponha que d € (* e
m=1

||d —¢||, < 1. Entao

N | —

Re{\"dn} = Re{X'cn} —[ld = df| o =1 = [ld = ¢[| =

Assim, se (A — T')e = d para algum e € >, temos que
en =" A",
m=1

e entdo |e,| > % o que é impossivel pois, e € £°. Portanto, Im(A; — T') ndo intersepta

a bola de raio

VLT

centrada em ¢ tomada acima e assim A pertence ao espectro residual.

Operador Espectro Espectro Pontual Espectro Residual
T A <1 Al <1 0
T N <1 0 N <1

Como no exemplo acima, podemos provar em geral que:
Proposicao A.2.1. Sejam X um espago de Banach e T € B(X). Entdo:

(a) Se X pertence ao espectro residual de T, entdo A pertence ao espectro pontual de T';

(b) Se X pertence ao espectro pontual de T, entdo \ ou pertence ao espectro pontual ou

ao espectro residual de T' .



APENDICE A. APENDICE 80

Demonstragao. Veja [17], Proposigao, pagina 194. ]
Finalmente, temos o seguinte teorema:

Teorema A.2.5. Seja T um operador auto-adjunto em um espaco de Hilbert H. Entao:

(a) T nao tem espectro residual;
(b) o(T) é um subconjunto de R;

(¢) Autovetores correspondentes a autovalores distintos de T sao ortogonais.

Demonstragao. Veja [17], Teorema VI.8, pagina 194. ]

A.3 Teorema de Representacao

Com o objetivo de enunciar uma versao um pouco mais fraca do Primeiro Teorema
de Representacao em Kato [15], fundamental neste trabalho para garantir a existéncia do
operador auto-adjunto L, ja mensionado no Teorema 2.2.1 e que teve grande importancia
no que diz respeito a reescrever, de uma forma mais clara, a hipétese (2.1) do Teorema
2.1.1, considere (H,(.,.)) e (H,{.,.), ) espagos de Hilbert cujas normas associadas sio
.1 e |||l 7, respectivamente. Dizemos que uma fungdo a valores reais t[u,u’], definida
parau € H eu € H', é uma forma sesquilinear em H x H' se ela for linear em cada uma
de suas entradas. Em particular, se H = H' dizemos que t[u,u'] é uma forma sesquilinear
em H. Além disso, t[u] = t[u, u] serd chamada de forma quadrdtica associada com t[u,u']
ou, simplesmente, forma quadrdtica.

Em se tratando da forma quadrética t[u], dada uma sequéncia {u, }nen C H, dizemos
que {up fnen € t-convergente (para u € H), e denotamos u, ——=u , quando n — oo, se
un, € D(t) Yn € N, u,, — wem H e t[u, — ;] — 0 quando n,m — oo. Além disso,
a forma quadrdtica ¢ ¢ fechada se w, ——u implicar que u € D(t) e t[u, —u] — 0.

Ainda, t serd limitada, se existir uma constante C' > 0 para a qual,
2
tlu] < Cull |Jul| = Clul]*, Vu € D(t).

A partir do que vimos acima, podemos compreender o préximo resultado, o qual nos
propusemos a enunciar e cuja demonstracao pode ser encontrada em Kato [15], Teorema
2.1 e 2.6, Capitulo VL.

Teorema A.3.1. Seja t[u] uma forma quadrdtica em H densamente definida e fechada.

Entao existe um operador auto-adjunto T para o qual valem os sequintes itens:
(1) D(T) C D(t) e tu,v] = (Tu,v), Yu € D(T) e Vv € D(t);
(i7) seu € D(t), w € H e tlu,v] = (w,v), Yv € D(t), entao u € D(T) e Tu = w.

O operador auto-adjunto T € unicamente determinado pela condi¢ao (7).
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