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Resumo

Seja F um corpo de caracteŕıstica p ≥ 3. Denote por F0〈X〉 e F1〈X〉 as álgebras associativas
livres sem e com unidade, respectivamente, livremente geradas pelo conjunto infinito X.
Nesta dissertação estudamos T-ideais e T-espaços infinitamente gerados.

Em [2], os matemáticos Aladova e Krasilnikov exibiram em F0〈X〉 um T-ideal infinita-
mente gerado que contém o polinômio x2p. Em [9], os matemáticos Gonçalves, Krasilnikov
e Sviridova exibiram em F1〈X〉 infinitos T-espaços limites quando F é infinito.

O objetivo desta dissertação é estudar os resultados dos dois artigos citados acima.
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Abstract

Let F be a field of characteristic p ≥ 3. Denote by F0〈X〉 and F1〈X〉 the free associative
algebras without and with unity, respectively, freely generated by the infinite set X. In this
dissertation we study T-spaces and T-ideals infinitely generated.

In [2] the mathematicians Aladova and Krasilnikov exhibited in F0〈X〉 a T-ideal infi-
nitely generated that contains the polynomial x2p. In [9], the mathematicians Gonçalves,
Krasilnikov and Sviridova exhibited in F1〈X〉 limits T-spaces when F is infinite.

The objective of this dissertation is to study the results of the two papers cited above.
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Introdução

Seja F um corpo e F0〈X〉 a álgebra associativa livre sem unidade livremente gerada pelo
conjunto infinito X = {x1, x2, . . .}. Os elementos de F0〈X〉 são chamados de polinômios.

Um polinômio f(x1, . . . , xn) é chamado de identidade polinomial para uma álgebra asso-
ciativa A se

f(a1, . . . , an) = 0

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Denotamos por Id(A) o conjunto das identidades polinomiais
de A e se Id(A) 6= {0} dizemos que A é uma PI-álgebra. Existem vários exemplos de PI-
álgebras, dentre elas estão todas as álgebras comutativas e as álgebras de dimensão finita.
Nesta dissertação de mestrado o assunto a ser tratado é PI-álgebra.

Um ideal I de F0〈X〉 é chamado de T-ideal se ele é fechado por todos os endomorfismos
de F0〈X〉. Pode ser mostrado que um ideal I é um T-ideal se, e somente se, I = Id(A) para
alguma álgebra A.

Dado um subconjunto S de F0〈X〉 denotamos por 〈S〉T o menor T-ideal de F0〈X〉 que
contém S. Ele sempre existe e é chamado de T-ideal gerado por S. Dado um T-ideal I, se
existe um subconjunto finito S tal que I = 〈S〉T , dizemos que I é um T-ideal finitamente
gerado. Caso contrário, dizemos que I é um T-ideal infinitamente gerado. Em 1950 o
matemático Specht formulou o seguinte problema:

Problema de Specht. É todo T-ideal finitamente gerado?

A resposta surgiu apenas em 1987 com os trabalhos de Kemer em [16]:

Teorema de Kemer. Se F é um corpo de caracteŕıstica 0, então todo T-ideal é finitamente
gerado.

A resposta para o Problema de Specht no caso em que a caracteŕıstica de F é 6= 0 levou
ainda um tempo para ser obtida. Apenas em 1999 com os trabalhos de Belov [4], Grishin
[11] e Shchigolev [20] foram obtidos contra-exemplos para o problema, isto é, eles exibiram
T-ideais infinitamente gerados quando a caracteŕıstica de F é 6= 0.

Um polinômio f é chamado polinômio de Specht se todo T-ideal em F0〈X〉 que contém f
é um T-ideal finitamente gerado. Como em car(F ) = 0 todo polinômio é de Specht, estamos
interessados no caso em que car(F ) = p > 0. Uma pergunta natural a se fazer é a seguinte:

Pergunta. O polinômio xn não é de Specht para algum n?

Usando o Teorema de Nagata-Higman-Dubnov-Ivanov (ver [15] e [18]) pode ser mostrado
que xn é de Specht para n < p.

Vários autores estudaram a questão acima (ver [1, 11, 12, 14, 20, 22]) e mostraram que
tal n existe. Em particular, Aladova e Krasilnikov em [2] provaram o seguinte:
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Teorema Principal 1. Se car(F ) = p ≥ 3, então x2p não é de Specht.

Este é um resultado importante e dá margem para o enunciado de outro problema:

Problema em aberto. Se car(F ) = p ≥ 3, então 2p é o menor n tal que xn não é de
Specht?

Ligado ao problema de geradores de T-ideal surge o conceito de T-espaço.
Seja F1〈X〉 a álgebra associativa livre com unidade livremente gerada por X. Um su-

bespaço vetorial I de F1〈X〉 é chamado de T-espaço se I é fechado por todos os endomor-
fismos de F1〈X〉.

Observe que todo T-ideal é um T-espaço. Um exemplo mais “prático” de T-espaço seria
o conjunto dos polinômios centrais de uma álgebra A. Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F1〈X〉
é chamado de polinômio central para uma álgebra associativa com unidade A se

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) (Centro de A)

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Denotamos por C(A) o conjunto desses polinômios e observe
que este é um T-espaço.

Os polinômios centrais são conhecidos para poucas álgebras. Recentemente, em [5], os
matemáticos Brandão, Krasilnikov, Koshlukov e Silva descreveram os polinômios centrais da
álgebra de Grassmann G infinitamente gerada com unidade. Lá ocorre um fato interessante:
quando car(F ) = 0, temos que C(G) é um T-espaço finitamente gerado e, quando F é
infinito com car(F ) = p ≥ 3 temos que C(G) é um T-espaço infinitamente gerado. Aqui
os conceitos de finitamente e infinitamente gerados são similares aos de T-ideal. Um outro
fato interessante a respeito de C(G) quando car(F ) = p ≥ 3 e F é infinito é que C(G) é um
T-espaço limite. Um T-espaço I é chamado de limite se ele é infinitamente gerado e se todo
T-espaço J que contém propriamente I é finitamente gerado. Este foi o primeiro exemplo
de T-espaço limite na literatura.

Na busca por novos T-espaço limites, os matemáticos Gonçalves, Krasilnikov e Sviridova
em [9] provaram o seguinte:

Teorema Principal 2. Seja F um corpo infinito de car(F ) = p ≥ 3. Existem em F1〈X〉
infinitos T-espaços limites.

Neste último teorema, não apenas é provada a existência, mas também são exibidos os
T-espaços.

Esta dissertação trata de estudar os dois teorema principais citados anteriormente. A
distribuição do assunto é feita da seguinte maneira: no primeiro caṕıtulo são estudados
os conceitos básicos da teoria de PI-álgebras usando como o base o livro [7]. No segundo
caṕıtulo é estudado o artigo [2] e demonstrado o Teorema Principal 1. No terceiro caṕıtulo
é estudado o artigo [9] e demonstrado o Teorema Principal 2.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos as definições e alguns resultados básicos da teoria de PI-
álgebras. O objetivo aqui é fornecer as ferramentas necessárias para que o leitor passe pelos
caṕıtulos seguintes sem maiores dificuldades. Ao longo de toda a dissertação, F denotará um
corpo e as álgebras consideradas serão associativas, a menos que seja dito algo em contrário.
Muitos resultados por serem clássicos e de fácil procura na literatura serão apenas enunciados,
não terão demonstração. Sugerimos os livros [7] e [10] para consulta.

1.1 Identidades Polinomiais

Seja F1〈X〉 a álgebra associativa livre com unidade livremente gerada pelo conjunto infinito
X = {x1, x2, . . .}. Ao longo de toda a seção, todas as álgebras consideradas serão associativas
e com unidade.

Definição 1.1. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ F1 〈X〉. Dizemos que f é uma identidade polino-
mial para uma álgebra A se

f(a1, . . . , an) = 0

para todos a1, . . . , an ∈ A. Denotamos por Id(A) o conjunto das identidades polinomiais de
A e dizemos que A é uma PI-álgebra se Id(A) 6= {0}.

Exemplo 1.2. As álgebras comutativas são PI-álgebras, pois o comutador

[x1, x2] = x1x2 − x2x1

é uma identidade polinomial.

Exemplo 1.3. Toda álgebra A de dimensão finita é PI-álgebra. De fato, se dim(A) < n,
então o “Polinômio Standard” de grau n

Stn(x1, x2, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n)

é uma identidade polinomial para A.

Como consequência do último exemplo, temos que Mn(F ) (a álgebra das matrizes n×n)
é uma PI-álgebra. Ela possui dimensão n2 e tem o Polinômio Standard de grau n2 + 1
como identidade polinomial. Uma pergunta natural seria: qual é o grau mı́nimo de uma
identidade polinomial para Mn(F )? Um dos resultados clássicos da teoria, chamado de
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Teorema de Amitzur-Levitzky, nos fornece a resposta. Ele foi provado em 1950 (ver [3, 23])
e afirma que

St2n(x1, x2, ..., x2n)

é a identidade polinomial de menor grau para Mn(F ).

Definição 1.4. Um ideal I de F1 〈X〉 é dito ser um T -ideal se I for fechado por todos os
endomorfismos de F1〈X〉.

Uma maneira equivalente de se dizer que um ideal I é um T-ideal é dizer que

f(g1, . . . , gn) ∈ I

para todos f(x1, . . . , xn) ∈ I e g1, . . . , gn ∈ F1 〈X〉. Se A é uma PI-álgebra, então Id(A) é
um T-ideal. Reciprocamente, dado um T-ideal I, temos que

I = Id(A)

para alguma PI-álgebra A. Para verificar isso, basta considerar A = F1〈X〉/I.

Definição 1.5. Se S é um subconjunto de F1〈X〉, definimos o T-ideal gerado por S como o
menor T -ideal que contém S.

Ele existe e é a interseção de todos os T-ideais que contêm S. Denotamos ele por 〈S〉T .
Pode ser mostrado que 〈S〉T é gerado como espaço vetorial pelos elementos do tipo

gf(g1, . . . , gn)g′

onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g1, . . . , gn, g, g
′ ∈ F1 〈X〉. Os elementos de 〈S〉T serão chamados de

consequências de S.
Um dos grandes problemas na área consiste em dada uma PI-álgebra A, descrever um

conjunto S tal que
Id(A) = 〈S〉T .

Essa descrição é obtida apenas em algumas álgebras conhecidas. Abaixo citamos apenas
duas delas:

a) Para A comutativa e F infinito temos

Id(A) = 〈[x1, x2]〉T .

b) Para A = M2(F ) com F infinito de caracteŕıstica diferente de 2 e 3 temos

Id(A) = 〈 St4(x1, . . . , x4) e [[x1, x2]
2, x3] 〉T .

A respeito da história do problema, as identidades de M2(F ) quando car(F ) = 0 foram
descritas por Razmyslov em 1973 (ver[19]). Depois, Drensky (ver [6]) melhorou o resultado
obtendo apenas os dois geradores acima para o T-ideal. O caso em que F é infinito e de
car(F ) ≥ 5 foi descrito por Koshlukov (ver [17] ).

Na próxima seção falaremos da álgebra de Grassmann e suas identidades polinomiais
também.

Definição 1.6. Um polinômio f(x1, . . . , xn) é chamado de central para uma álgebra A se

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) (centro de A)

para todos a1, . . . , an ∈ A.
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Denotamos por C(A) o conjunto dos polinômios centrais de uma álgebra A. Observe que

f(x1, . . . , xn) ∈ C(A)⇐⇒ [f(x1, . . . , xn), xn+1] ∈ Id(A).

Diante disso, temos por exemplo que
[x1, x2]

2

é um polinômio central para M2(F ).
Como podemos ver acima, os conceitos de identidade polinomial e polinômio central estão

relacionados entre si. Assim, o conhecimento de C(A) nos fornece informações sobre Id(A).
Para entender melhor as propriedades de C(A) vamos introduzir o conceito de T-espaço.

Definição 1.7. Um subespaço vetorial V de F1 〈X〉 é dito ser um T-espaço se ele for fechado
por todos os endomorfismos de F1〈X〉.

Uma maneira equivalente de se dizer que um subespaço vetorial V é um T-espaço é dizer
que

f(g1, . . . , gn) ∈ V

para todos f(x1, . . . , xn) ∈ V e g1, . . . , gn ∈ F1 〈X〉. Um exemplo clássico de T-espaço é o
conjunto dos polinômios centrais de uma álgebra A. Aqui chamamos a atenção para o fato
que nem todo T-espaço V é C(A) para alguma álgebra A, como veremos depois. Observe
também que todo T-ideal é um T-espaço.

Definição 1.8. Se S é um subconjunto de F1〈X〉, definimos o T-espaço gerado por S como
o menor T -espaço que contém S.

Ele existe e é a interseção de todos os T-espaços que contêm S. Denotamos ele por 〈S〉TS.
Pode ser mostrado que 〈S〉TS é gerado como espaço vetorial pelos elementos do tipo

f(g1, . . . , gn)

onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g1, . . . , gn ∈ F1 〈X〉.
Na próxima seção faremos comentários a respeito dos geradores do T-espaço dos po-

linômios centrais da álgebra de Grassmann G.

Definição 1.9. Dizemos que um T-espaço V é finitamente gerado como T-espaço se existe
um conjunto finito S tal que

V = 〈S〉TS.

Caso contrário, dizemos que V é infinitamente gerado como T-espaço.

De maneira análoga definimos T-ideal finitamente gerado e infinitamenete gerado.
Como já foi citado na introdução desta dissertação, em 1950 o matemático Specht se

questionou a respeito da existência de T-ideais infinitamente gerados. A resposta só veio
37 anos depois com os trabalhos de Kemer no caso em que car(F ) = 0. Observe que a
resposta para o caso em que F é de caracteŕıstica 6= 0 surgiu apenas meio século depois do
questionamento, com os trabalhos de Belov, Grishin e Shchigolev. Diante da importância
do tema, estudaremos nos próximos caṕıtulos T-ideais e T-espaço infinitamente gerados.

É de grande importância, dado um conjunto de geradores para um T-espaço, conseguir
extrair dele um conjunto menor de geradores. A partir disso, enunciaremos alguns resultados
que dizem como obter “bons” geradores para um T-espaço
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Definição 1.10. Seja m(x1, . . . , xn) = xi1xi2 . . . xik um monômio e seja ui = degxim a
quantidade de vezes que xi aparece em m. Então, diremos que (u1, . . . , un) é o multigrau de
m. Um polinômio f(x1, . . . , xn) é chamado de multi-homogêneo com multigrau (u1, . . . , un)
se todos os seus monômios tem o mesmo multigrau (u1, . . . , un). Dizemos que um polinômio
multi-homogêneo é multilinear se ele tiver multigrau (1, . . . , 1), ou seja, cada variável apare-
cendo uma vez em cada monômio.

Proposição 1.11. Seja f um polinômio e escreva ele como

f =
∑

d1,...,dn≥0

f (d1,...,dn),

onde f (d1,...,dn) é a componente multi-homogênea de f com multigrau (d1, . . . , dn). Denote
por d o grau máximo de f com respeito a uma variável. Se |F | ≥ d+ 1, então

〈f〉TS = 〈f (d1,...,dn) : d1, . . . , dn ≥ 0〉TS.

A demonstração da proposição acima encontra-se no Caṕıtulo 4 de [7]. Embora ela tenha
sido feita para T-ideais, observe que a demonstração é a “mesma” para T-espaços.

Como consequência direta da proposição e usando o processo de multilinearização de um
polinômio, temos o seguinte corolário:

Corolário 1.12. Seja V um T-espaço de F1 〈X〉. Se F é infinito, então V é gerado como
T-espaço por seus polinômios multi-homogêneos. Se car(F ) = 0, então V é gerado como
T-espaço por seus polinômios multilineares.

Definição 1.13. Seja F um corpo de caracteŕıstica p 6= 0. Se f(x1, . . . , xn) é um polinômio
multi-homogêneo com multigrau (ps1 , . . . , psn), onde s1, . . . , sn ≥ 0, então dizemos que f é
um polinômio do tipo ps.

Lema 1.14. Seja F um corpo infinito de caracteŕıstica p 6= 0. Seja V um T-espaço de
F1 〈X〉. Então, V é gerado como T-espaço por seus polinômios multi-homogêneos do tipo ps.

Prova: Seja f(x1, . . . , xn) um polinômio multi-homogêneo. Denotando d = degx1f , temos
que d pode ser escrito assim:

d = α0 + α1p+ . . .+ αkp
k

onde k ≥ 0 e 0 6 αi 6 p− 1 para todo i.
Seja

{yrs | 0 6 r 6 k e 1 6 s 6 αr}

um conjunto de variáveis distintas entre si e distintas de x1, . . . , xn. Denote por f̃ o polinômio
obtido de f pela seguinte substituição:

x1 −→
k∑
r=0

αr∑
s=1

yrs.

Seja h a componente multi-homogênea de f̃ com grau pr na variável yrs para todo r, s e
grau degxif na variável xi para todo i = 2, . . . , n. Então

h ∈ 〈f〉TS.
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Mostraremos agora que
f ∈ 〈h〉TS.

Fazendo a substituição
yrs −→ x1

em todas as variáveis yrs de h, obtemos um polinômio

h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xn) = λf(x1, . . . , xn).

Em cada monômio de h aparecem
α0 + . . .+ αk

variáveis yrs distribúıdas em d lugares. Por argumentos combinatórios temos

λ =
d!

k∏
r=0

[(pr)!]αr

.

Pode ser mostrado que λ 6= 0 mod p. Façamos o caso k = 2.
Temos d = α0 + α1p+ α2p

2,

d!

(p2!)α2(p!)α1
=

(α2p
2)!

(p2!)α2
· (α2p

2 + 1) · · · (α2p
2 + α1p)

p!α1
· (α2p

2 + α1p+ 1) · · · (α2p
2 + α1p+ α0).

Por uma parte

(α2p
2)!

(p2!)α2
=

1 · · · p2

p2!
· (p2 + 1) · · · (2p2)

p2!
· (2p2 + 1) · · · (3p2)

p2!
· · · [(α2 − 1)p2 + 1] · · ·α2p

2

p2!
.

Para cada 1 6 i 6 α2 temos

[(i− 1)p2 + 1] · · · ip2

p2!
= [(i− 1)p2 + 1][

(i− 1)p2

2
+ 1] · · · [ (i− 1)p2

p2 − 1
+ 1]i = i mod p.

Logo
(α2p

2)!

(p2!)α2
= 1 · 2 · · ·α2 = α2! 6= 0 mod p.

De forma similar temos

(α2p
2 + 1) · · · (α2p

2 + α1p)

(p!)α1
=

(α2p
2 + 1) · · · (α2p

2 + p)

p!
· (α2p

2 + p+ 1) · · · (α2p
2 + 2p)

p!
· · ·

· · · (α2p
2 + (α1 − 1)p+ 1) · · · (α2p

2 + α1p)

p!
≡ 1 · 2 · · ·α1 mod p.

Finalmente

(α2p
2 + α1p+ 1) · · · (α2p

2 + α1p+ α0) = 1 · 2 · · ·α0 mod p.

Como α0, α1, α2 6 p temos que

d!

(p2!)α2(p!)α1
6= 0 mod p.
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Para k arbitrário o esquema é o mesmo, dessa forma

d!∏k
r=0(p

r!)αr
= α0!α1! · · ·αk! 6= 0 mod p,

pois α0, α1, . . . , αk < p. Logo, f está no T-espaço gerado pelo polinômio h. Conclúımos
assim que

〈f〉TS = 〈h〉TS .
Fazendo o mesmo processo na variável x2 de h, obtemos outro polinômio h2 tal que

〈f〉TS = 〈h2〉TS .

Continuando com esse procedimento, após um número finito de passos, encontraremos um
polinômio g do tipo ps tal que

〈f〉TS = 〈g〉TS .
Como o corpo F é infinito, V é gerado como T-espaço pelos seus polinômios multi-

homogêneos. Logo, V é gerado como T-espaço pelos seus polinômios multi-homogêneos do
tipo ps, como se queria provar.

Chamamos a atenção do leitor para o seguinte fato: se para um T-ideal I tivermos
I = 〈S〉TS, então I = 〈S〉T . Assim, os resultados anteriores para T-espaços também são
válidos para T-ideais.

Defina os polinômios

[x1, x2] = x1x2 − x2x1, [x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3], [x1, x2, x3, x4] = [[x1, x2, x3], x4], . . .

Esses polinômios são chamados de comutadores. Uma relação importante entre eles é a
identidade de Jacobi

[x1, x2, x3] + [x2, x3, x1] + [x3, x1, x2] = 0.

Uma outra que usaremos com certa frequência é

[xy, z] = x[y, z] + [x, z]y.

Seja L(X) o subespaço vetorial de F1〈X〉 gerado pelas letras x1, x2, . . . e por todos os
comutadores. A partir desses geradores formemos uma base para L(X), que denotaremos
por B. Agora considere uma relação de ordem em B de modo que

x1 < x2 < . . . < xn < . . . <

(
comutadores de

comprimento 2

)
<

(
comutadores de

comprimento 3

)
< . . .

Com a ordem anti-simétrica obtida desta relação temos o seguinte teorema.

Teorema 1.15. Uma base para o espaço vetorial F1 〈X〉 é o conjunto dos elementos do tipo

u1u2 . . . ut,

onde u1 6 u2 6 . . . 6 ut pertencem a B e t ≥ 0.

O espaço vetorial L(X) pode ser interpretado da seguinte maneira: considere em F1〈X〉
a operação comutador e denote por F1〈X〉[ , ] a álgebra de Lie associada. Então L(X) é a
subálgebra de Lie de F1〈X〉[ , ] gerada por X. Não mostraremos aqui, mas L(X) é a álgebra
de Lie livre gerada por X e o último resultado é uma consequência direta do Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, uma vez que F1〈X〉 é a álgebra envolvente universal de L(X). Para
mais detalhes, ver Caṕıtulos 1 e 4 de [7].
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Definição 1.16. Um polinômio é dito próprio se ele pode ser escrito como combinação linear
de produtos de comutadores.

Convencionamos que o polinômio constante 1 é um polinômio próprio também.
O seguinte resultado está no Caṕıtulo 4 de [7].

Teorema 1.17. Seja I um T-ideal em F1〈X〉. Se F é infinito, então I é gerado por seus
elementos próprios multi-homogêneos. Se car(F ) = 0, então I é gerado por seus elementos
próprios multilineares.

1.2 Álgebra de Grassmann

Nesta seção descreveremos as identidades polinomiais da álgebra de Grassmann infinita-
mente gerada e finitamente gerada quando F é infinito. Além disso, obteremos algumas
consequências do comutador triplo que serão importantes nos próximos caṕıtulos. Ao longo
de toda a seção, o corpo F será de caracteŕıstica car(F ) = p 6= 2.

Seja G a álgebra de Grassmann infinitamente gerada pelo conjunto e1, e2, e3, . . . . Relem-
bramos que G como espaço vetorial tem uma base formada por 1 e pelos elementos

ei1 · · · eim , (1.1)

onde i1 < . . . < im e m ≥ 1. Além disso, em G temos a relação

eiej = −ejei

que define o produto entre seus elementos. Fixado k > 1, denotamos por Gk a subálgebra
de G gerada por e1, e2, . . . , ek. Então Gk é a álgebra de Grassmann finitamente gerada por
k elementos. Observe que uma base para Gk como espaço vetorial é formada por 1 e pelos
elementos em (1.1) com 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ k e 1 ≤ m ≤ k.

Lema 1.18. O polinômio
[x1, x2, x3]

é uma identidade polinomial para G.

Demonstração. Como [x1, x2, x3] é um polinômio multilinear, só precisamos verificar que esse
polinômio se anula para substituições dos elementos da base de G em (1.1). Um elemento
da base de G é chamado par se é formado por uma quantidade par de ei’s (o elemento 1
também é par). Caso contrário ele é chamado ı́mpar. Observe que os elementos pares estão
no centro de G.

Sejam u1, u2, u3 elementos da base de G. Para mostrar que

[u1, u2, u3] = 0

só precisamos verificar que [u1, u2] é zero ou par. Com efeito, se algum ui é par, então ele
comuta com o outro, logo [u1, u2] = 0. Se u1 e u2 são ı́mpares, então

u1u2 − u2u1 = 2u1u2

é par, finalizando assim a demonstração.
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Lema 1.19. Denote por T (3) o T-ideal

T (3) = 〈[x1, x2, x3]〉T .

Então,

1. [x1, x2][x1, x3] ∈ T (3).

2. [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] ∈ T (3).

3. [xa1[x1, x2]x
b
2, x3] ∈ T (3) para todo a, b ∈ N.

Demonstração. 1. Aplicando a igualdade [a, bc] = [a, b]c+ b[a, c] temos

[x1, x1x2, x3]︸ ︷︷ ︸
em T (3)

= [x1[x1, x2], x3] = x1[x1, x2, x3]︸ ︷︷ ︸
em T (3)

+[x1, x3][x1, x2].

Logo, [x1, x3][x1, x2] ∈ T (3).
2. Pelo item anterior temos [x1, x2][x2, x3] ∈ T (3). Da igualdade

[x1, x2 + x3][x2 + x3, x4]︸ ︷︷ ︸
em T (3)

= [x1, x2][x2, x4]︸ ︷︷ ︸
em T (3)

+[x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] + [x1, x3][x3, x4]︸ ︷︷ ︸
em T (3)

segue que [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] ∈ T (3).
3. No que segue, usaremos a notação f ≡ g para denotar a igualdade f + T (3) = g+ T (3)

na álgebra quociente F1〈X〉/T (3). Temos

[xa1[x1, x2], x3] = xa1[x1, x2, x3] + [xa1, x3][x1, x2] ≡ [xa1, x3][x1, x2].

Pelo item anterior,
[xa1, x3][x1, x2] ≡ −[xa1, x1][x3, x2] = 0,

isto é, [xa1[x1, x2], x3] ≡ 0.
No caso geral temos

[xa1[x1, x2]x
b
2, x3] = xa1[x1, x2][x

b
2, x3] + [xa1[x1, x2], x3]x

b
2.

Como
[xa1[x1, x2], x3] ≡ 0

e
xa1[x1, x2][x

b
2, x3] ≡ xa1[x2, x

b
2][x1, x3] = 0

conclúımos que [xa1[x1, x2]x
b
2, x3] ≡ 0, isto é,

[xa1[x1, x2]x
b
2, x3] ∈ T (3).

Teorema 1.20. Seja F um corpo infinito de car(F ) 6= 2. Então

Id(G) = 〈[x1, x2, x3]〉T .
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Demonstração. Pelo Lema 1.18 temos que

〈[x1, x2, x3]〉T ⊆ Id(G).

Denote J = 〈[x1, x2, x3]〉T e suponha que Id(G) 6= J . Como F é um corpo infinito, existe
um polinômio próprio multi-homogêneo f ∈ Id(G)− J , ou seja,

f + J 6= J.

Neste caso, temos

f + J =
∑
i

αi[xi1 , xi2 ] . . . [xi2l−1
, xi2l ] + J,

onde αi ∈ F . Pelo Lema 1.19,

f + J = α[xi1 , xi2 ] . . . [xi2l−1
, xi2l ] + J

onde i1 < . . . < i2l e α ∈ F . Observe que α 6= 0 pois f não pertence a J . Como f ∈ Id(G)
e J ⊆ Id(G) temos que

[xi1 , xi2 ] . . . [xi2l−1
, xi2l ] ∈ Id(G).

Em particular
[e1, e2] . . . [e2l−1, e2l] = 0,

isto é,
2le1e2 . . . e2l = 0.

Absurdo, pois 2l 6= 0 mod p.

Lema 1.21. Seja F um corpo infinito de car(F ) 6= 2. Então

Id(Gk) = 〈 [x1, x2, x3] e [x1, x2] · · · [x2l−1, x2l] 〉T ,

onde l é o menor número natural tal que k < 2l.

Demonstração. Vamos mostrar que

h = [x1, x2] · · · [x2l−1, x2l]

é uma identidade polinomial para Gk. O polinômio h é multilinear, logo só precisamos
verificar a identidade nos elementos da base de Gk. Sejam u1, . . . , u2l elementos da base de
Gk. Logo

[u1, u2] · · · [u2l−1, u2l] = αu1u2 · · ·u2l−1u2l,

onde α ∈ F . Observe que u = u1u2 · · ·u2l−1u2l é um elemento do tipo ej1 · · · ejt com t ≥ 2l.
Como Gk é álgebra gerada por e1, . . . , ek e k < 2l ≤ t, temos algum ej aparecendo mais de
uma vez em u. Logo, u = 0.

Agora, denote
J ′ = 〈 [x1, x2, x3] e [x1, x2] · · · [x2l−1, x2l] 〉T .

Como Gk ⊆ G temos que J ′ ⊆ Id(Gk). Suponhamos que não vale a igualdade. Então existe
um polinômio próprio multi-homogêneo f tal que f ∈ Id(Gk) − J ′. Usando um argumento
similar ao do teorema anterior, temos que

f + J ′ = α[xi1 , xi2 ] · · · [xi2m−1 , xi2m ] + J ′
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para algum m ∈ N e α ∈ F .
Se m ≥ l, então

[xi1 , xi2 ] · · · [xi2m−1 , xi2m ] ∈ J ′

e consequentemente f também pertence a J ′. Absurdo.
Se m ≤ l − 1, então m contradiz a minimalidade de l, pois em particular temos

[xi1 , xi2 ] · · · [xi2m−1 , xi2m ] ∈ Id(Gk).

No último caṕıtulo usaremos a notação

T (3,l) = 〈 [x1, x2, x3] e [x1, x2] · · · [x2l−1, x2l] 〉T

para denotar tal T-ideal.

1.3 Relação entre nil e nilpotente

Nesta seção apresentaremos o clássico Teorema de Nagata-Higman-Dubnov-Ivanov para a
nilpotência das álgebras nil de ı́ndice limitado. Inicialmente, tal resultado foi provado sobre
um corpo de caracteŕıstica 0 por Nagata em 1953 (ver [18]). Depois, em 1956, o resultado foi
provado por Higman num caso mais geral (ver [15]). Com o passar dos anos, foi descoberto
que o Teorema foi determinado em 1943 por Dubnov e Ivanov. Para maiores dados históricos
a respeito do Teorema, citamos [8].

Ao longo de toda a seção, as álgebras consideradas serão associativas e sem unidade.
Denote por F0〈X〉 a álgebra associativa livre “sem unidade” livremente gerada pelo conjunto
infinito X. O conceito de T-ideal e T-ideal gerado pode ser definido de maneira similar em
F0〈X〉, mas observe que

〈S〉T

não necessariamente coincide em F0〈X〉 e F1〈X〉. Por exemplo, x1 não pertence ao T-ideal
gerado por x1x2 em F0〈X〉 mas pertence a ele quando pensado em F1〈X〉. Portanto, quando
olhamos para álgebras associativas sem unidade, o lugar ideal para estudar suas identidades
polinomiais e propriedades é F0〈X〉. Com base no exposto, nesta seção a notação 〈S〉T deve
ser entendida como T-ideal em F0〈X〉 gerado por S.

Definição 1.22. Seja Ω uma álgebra. Dizemos que:
a) Ω é nil se para cada a ∈ Ω existe n ∈ N tal que an = 0.
b) Ω é nil de ı́ndice n ∈ N se an = 0 para todo a ∈ Ω mas bn−1 6= 0 para algum b ∈ Ω.
c) Ω é nilpotente de ı́ndice n ∈ N se a1 · · · an = 0 para todo a1, . . . , an ∈ Ω, mas

b1 · · · bn−1 6= 0 para algum b1, . . . , bn−1 ∈ Ω.

Aqui cabe algumas observações a respeito da definição acima. Se

xn1 ∈ Id(Ω),

então Ω é nil de ı́ndice ≤ n. Se
x1 · · ·xn ∈ Id(Ω),

então Ω é nilpotente de ı́ndice ≤ n.
É claro que toda álgebra nilpotente é nil. Já a rećıproca não é verdadeira. A álgebra

de Grassmann infinitamente gerada “sem unidade” é nil sem ser nilpotente. Uma condição
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necessária para que uma álgebra nil seja nilpotente é que ela seja nil de ı́ndice “limitado”.
Portanto, estamos interessados no problema: Quando uma álgebra nil de ı́ndice limitado é
nilpotente? Em linguagem de PI-álgebra, estamos interessados em saber quando

x1 · · ·xm ∈ 〈xn1 〉T ?

Lema 1.23. Se F é um corpo com car(F ) 6= 2, então

x1x2x3 ∈
〈
x21
〉T
.

Demonstração. Temos que (x1 + x2)
2 ∈ 〈x21〉

T
. Abrindo essa expressão temos

(x1 + x2)
2 = x21 + x1x2 + x2x1 + x22.

Logo x1x2 + x2x1 ∈ 〈x21〉
T

e consequentemente

x1(x2x3) + (x2x3)x1,

−x2(x3x1)− (x3x1)x2,

x3(x1x2) + (x1x2)x3

estão também em 〈x21〉
T

. Somando eles, temos que 2x1x2x3 ∈ 〈x21〉
T

, provando assim o
resultado.

Teorema 1.24 (Nagata-Higman-Dubnov-Ivanov). Fixe k ≥ 2. Seja F um corpo de carac-
teŕıstica p, onde k < p, ou de caracteŕıstica 0. Então, existe d = d(k) tal que

x1 · · ·xd ∈
〈
xk1
〉T
.

Em particular, toda álgebra nil de ı́ndice limitado é nilpotente.

Demonstração. Faremos a demonstração apenas para o caso em que car(F ) = p > k. No
caso em que car(F ) = 0 a demonstração é a mesma.

A prova será por indução sobre k = 2, 3, . . . , p− 1. O lema anterior resolve o caso k = 2.
Suponha (hipótese de indução) que o resultado é válido para k − 1, isto é, existe um inteiro
d = d(k − 1) tal que

x1 · · ·xd ∈
〈
xk−11

〉T
.

Provaremos o resultado para k. Seja I =
〈
xk1
〉T

. Temos que (x1 + x2)
k ∈ I. Considere a

componente multi-homogênea (k − 1, 1) de (x1 + x2)
k, isto é,

f(x1, x2) =
k−1∑
i=0

xi1x2x
k−i−1
1 .

Como k < p e o corpo F tem pelo menos p elementos, temos pela Proposição 1.11 que
f(x1, x2) ∈ I. Temos também que

f(x1, x2g
j)gk−1−j ∈ I,

para todo j = 0, . . . , k − 1 e g ∈ F0〈X〉. Logo

k−1∑
j=0

f(x1, x2g
j)gk−1−j ∈ I.
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Mas

k−1∑
j=0

f(x1, x2g
j)gk−1−j =

k−1∑
j=0

k−1∑
i=0

xi1(x2g
j)xk−i−11 gk−1−j

=
k−1∑
i=0

k−1∑
j=0

xi1x2(g
jxk−i−11 gk−1−j)

=
k−1∑
i=0

xi1x2

k−1∑
j=0

(gjxk−i−11 gk−1−j)

=
k−1∑
i=0

xi1x2f(g, xk−i−11 )

=
k−2∑
i=0

xi1x2f(g, xk−i−11 ) + xk−11 x2f(g, x01)

=
k−2∑
i=0

xi1x2f(g, xk−i−11 ) + kxk−11 x2g
k−1

Como f(g, xk−i−11 ) está em I para todo i = 0, . . . , k − 2 temos que kxk−11 x2g
k−1 ∈ I. Logo

xk−11 x2g
k−1 ∈ I. (1.2)

Por outro lado, aplicando hipótese de indução temos

x1 · · ·xd =
∑
α

αu1α(u2α)k−1u3α e xd+2 · · ·x2d+1 =
∑
β

βv1β(v2β)k−1v3β

para certos polinômios u’s e v’s. Dáı

x1 · · ·x2d+1 = (x1 · · ·xd)xd+1(xd+2 · · ·x2d+1) =
∑
α,β

αβu1α (u2α)k−1u3αxd+1v1β(v2β)k−1︸ ︷︷ ︸
em I por (1.2)

v3β

e consequentemente
x1 · · ·x2d+1 ∈ I.

Definição 1.25. Um polinômio f é chamado de Specht se todo T-ideal I ⊆ F0〈X〉 contendo
f é finitamente gerado.

Pelo Teorema de Kemer, se car(F ) = 0 então todo polinômio é de Specht. Isso já não
ocorre quando car(F ) 6= 0 (ver comentários na introdução da dissertação).

Corolário 1.26. Seja F um corpo de caracteŕıstica p 6= 0. Se k < p, então o polinômio xk1
é de Specht.

Demonstração. Seja J um T-ideal de F0〈X〉 que contém xk1. Pelo Teorema 1.24 temos que

x1 . . . xd ∈ J

para algum d. Denote por BJ uma base para o subespaço vetorial de J formado por todos
os polinômios de grau < d nas variáveis x1, . . . , xd. Temos que BJ é finito e

J = 〈BJ ∪ {x1 . . . xd}〉T .

Assim, J é finitamente gerado como T-ideal.
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Suponha F como acima. Pelo corolário, o T-ideal das identidades polinomiais de uma
álgebra nil de ı́ndice < p é finitamente gerado. Como já afirmamos na introdução da dis-
sertação, existe n tal que xn não é de Specht. Defina n(p) como sendo o menor n tal que xn

não é de Specht. Observe que o conhecimento de n(p) nos fornece uma condição suficiente
para que o T-ideal das identidades polinomiais de uma álgebra nil de ı́ndice limitado n seja
finitamente gerado:

n < n(p).

Dáı a importância em encontrar n(p). No Caṕıtulo 2 mostraremos que x2p não é de Specht.
Logo

p ≤ n(p) ≤ 2p.



Caṕıtulo 2

T-ideais infinitamente gerados

Ao longo de todo o caṕıtulo, F representará um corpo de caracteŕıstica p ≥ 3. Denotaremos
por F0〈X〉 a álgebra associativa livre sem unidade livremente gerada pelo conjunto infinito
X = {x1, x2, . . .}. O objetivo deste caṕıtulo será exibir um T-ideal J em F0〈X〉 infinitamente
gerado que contenha o polinômio x2p1 , isto é, provaremos o Teorema Principal 1 da introdução
desta dissertação. Os resultados aqui apresentados foram provados por Aladova e Krasilnikov
e encontram-se em [2].

2.1 A álgebra Bn

Nesta seção definiremos para cada n ≥ 3 uma álgebra Bn. Exibiremos um conjunto infinito
de polinômios

w3, w4, . . . , wn, . . .

com a propriedade que w3, w4, . . . , wn são identidades para Bn, mas wn+1 não. Esses po-
linômios w’s junto com x2p1 gerarão o T-ideal J (citado acima) e os resultados obtidos nesta
seção serão de extrema importância para provar que J é infinitamente gerado na seção se-
guinte.

O seguinte lema segue de um resultado de Shchigolev [21, Lema 13].

Lema 2.1. Denote
f(x1, x2) = xp−11 xp−12 [x1, x2].

Então existe uma álgebra associativa unitária R satisfazendo as seguintes condições:

a) Existe um ideal bilateral I de R tal que R = I ⊕ F .

b) Para cada h ∈ I temos hp = 0.

c) R é gerado como álgebra por certos zi ∈ I (i ∈ N) tal que para cada n ≥ 1 o produto

f(z1, z2)f(z3, z4) · · · f(z2n+1, z2n+2)

não está contido no espaço vetorial gerado por

{1} ∪ {f(u1, u2)f(u3, u4) · · · f(u2k−1, u2k) | 1 ≤ k ≤ n, u1, u2, . . . , u2k ∈ R}. (2.1)

d) [x1, x2, x3] é identidade polinomial para R.

16
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Em [21] Shchigolev provou o resultado para corpos infinitos e em [22] ele observou que o
resultado ainda é válido para corpos finitos.

Como a quantidade de notações ao longo do caṕıtulo será grande, a cada nova notação
(importante) colocaremos Notação ... para facilitar a leitura e relembrá-la.

Notação ∆n.
Seja ∆n o subespaço de R gerado pelo conjunto (2.1).

Notação <n.
Definimos o conjunto <n das matrizes (2p+ 1)× (2p+ 1) como sendo o conjunto

<n =



0 R R R R . . . R R R/∆n

0 R R R R . . . R R R
0 0 0 R R . . . R R R
0 0 0 R R . . . R R R
0 0 0 0 0 . . . R R R
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 R R
0 0 0 0 0 . . . 0 R R
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0


.

Observe que uma entrada de <n está no espaço quociente R/∆n, outras entradas em R e no
resto 0, conforme estabelece a notação. Na verdade, <n é a álgebra quociente da álgebra de
matrizes (2p+ 1)× (2p+ 1)

0 R R R R . . . R R R
0 R R R R . . . R R R
0 0 0 R R . . . R R R
0 0 0 R R . . . R R R
0 0 0 0 0 . . . R R R
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 R R
0 0 0 0 0 . . . 0 R R
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0


sobre o ideal 

0 0 0 . . . 0 0 ∆n

0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0


.
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Notação Bn, D e r.
Fixado n ∈ N, definimos Bn como sendo a subálgebra de <n gerada pela matriz

D =



0 1 0 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0


(2.2)

e todas as matrizes

r =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 r 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 r 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 r 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0


(2.3)

onde r ∈ I.

Notação wk.
Fixado k ≥ 3, denotamos por wk o polinômio

wk(x1, ..., xk, y1, ..., yk) = [x1, x2, x3]f(x3, y3) · · · f(xk, yk)[y1, y2, y3]([x3, x1, x2][y3, y1, y2])
p−1.

O principal resultado desta seção é o seguinte:

Proposição 2.2. Fixe n ≥ 3. As seguintes sentenças são verdadeiras:

a) wk ∈ Id(Bn) para todo k ≤ n.

b) wn+1 /∈ Id(Bn).

Antes de fornecer a demonstração da proposição obteremos algumas propriedades da
álgebra Bn.

Lema 2.3. Todo elemento da álgebra Bn é uma matriz da forma

0 u v ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 r w h ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 u v . . . ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 r w . . . ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 0 u v ∗ ∗
0 0 0 0 0 . . . 0 r w h ∗
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 u v
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 r w
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0



(2.4)
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onde u, v, w, h ∈ R, r ∈ I e as entradas marcadas com asterisco indicam elementos ar-
bitrários.

Prova: Dado um elemento X ∈ Bn decomponha ele como

X =

 A11(X) A12(X) A13(X)
0 A22(X) A23(X)
0 0 A33(X)


onde A11(X), A22(X) e A33(X) são matrizes quadradas e as outras de tamanhos adequados.
A aplicação

X → Aii(X)

é um homomorfismo de álgebras para todo i.
Denotando

X =



0 a12 a13 a14 a15 · · · ∗ ∗ ∗
0 a22 a23 a24 a25 · · · ∗ ∗ ∗
0 0 0 a34 a35 · · · ∗ ∗ ∗
0 0 0 a44 a45 · · · ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 · · · ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 0 · · · 0 a2p−1,2p a2p−1,2p+1

0 0 0 0 0 · · · 0 a2p,2p a2p,2p+1

0 0 0 0 0 · · · 0 0 0


,

temos pelo exposto acima que para cada 1 6 k 6 p− 1 a função ψk : Bn →M5(R) dada por

ψk(X) =


0 a2k−1,2k a2k−1,2k+1 a2k−1,2k+2 a2k−1,2k+3

0 a2k,2k a2k,2k+1 a2k,2k+2 a2k,2k+3

0 0 0 a2k+1,2k+2 a2k+1,2k+3

0 0 0 a2k+2,2k+2 a2k+2,2k+3

0 0 0 0 0


é um homomorfismo de álgebras.

Note que

ψ1(D) = ψ2(D) = . . . = ψp−1(D) =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


e

ψ1(r) = ψ2(r) = . . . = ψp−1(r) =


0 0 0 0 0
0 r 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 r 0
0 0 0 0 0


para toda matriz r como em (2.3). Como a álgebra Bn é gerada por D e pelas matrizes da
forma (2.3) temos

ψ1(X) = ψ2(X) = . . . = ψp−1(X)

para cada X ∈ Bn. Comparando as entradas de ψ1(X), ψ2(X), . . . , ψp−1(X) temos o resul-
tado desejado.
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Agora vamos estudar um pouco os elementos de Bn. Para isso, considere as matrizes
abaixo:

Notação X
(j)
i .

Fixe 3 ≤ k ≤ n e sejam X
(j)
i (i = 1, 2, . . . , k e j = 1, 2) elementos arbitrários de Bn com

X
(j)
i =



0 u
(j)
i ∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗

0 r
(j)
i v

(j)
i ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗

0 0 0 u
(j)
i ∗ . . . ∗ ∗ ∗

0 0 0 r
(j)
i v

(j)
i . . . ∗ ∗ ∗

0 0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 . . . 0 u
(j)
i ∗

0 0 0 0 0 . . . 0 r
(j)
i v

(j)
i

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0


(2.5)

onde r
(j)
i ∈ I, u

(j)
i , v

(j)
i ∈ R.

Queremos calcular as entradas da diagonal principal e da diagonal secundária (diagonal

acima da principal) das matrizes [X
(j)
1 , X

(j)
2 , X

(j)
3 ] e [X

(j)
3 , X

(j)
1 , X

(j)
2 ]. Por comodidade e para

evitar uma grande quantidade de notações, faremos a análise apenas no primeiro bloco 4×4:
0 u

(j)
i ∗ ∗

0 r
(j)
i v

(j)
i ∗

0 0 0 u
(j)
i

0 0 0 r
(j)
i


O primeiro bloco 4× 4 de X

(j)
1 X

(j)
2 é
0 u

(j)
1 r

(j)
2 ∗ ∗

0 r
(j)
1 r

(j)
2 r

(j)
1 v

(j)
2 ∗

0 0 0 u
(j)
1 r

(j)
2

0 0 0 r
(j)
1 r

(j)
2


e de [X

(j)
1 , X

(j)
2 ] é

0 u
(j)
1 r

(j)
2 − u

(j)
2 r

(j)
1 ∗ ∗

0 [r
(j)
1 , r

(j)
2 ] r

(j)
1 v

(j)
2 − r

(j)
2 v

(j)
1 ∗

0 0 0 u
(j)
1 r

(j)
2 − u

(j)
2 r

(j)
1

0 0 0 [r
(j)
1 , r

(j)
2 ]

 .

De [X
(j)
1 , X

(j)
2 ]X

(j)
3 temos

0 (u
(j)
1 r

(j)
2 − u

(j)
2 r

(j)
1 )r

(j)
3 ∗ ∗

0 [r
(j)
1 , r

(j)
2 ]r

(j)
3 [r

(j)
1 , r

(j)
2 ]v

(j)
3 ∗

0 0 0 (u
(j)
1 r

(j)
2 − u

(j)
2 r

(j)
1 )r

(j)
3

0 0 0 [r
(j)
1 , r

(j)
2 ]r

(j)
3

 ,

e de X
(j)
3 [X

(j)
1 , X

(j)
2 ] temos
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
0 u

(j)
3 [r

(j)
1 , r

(j)
2 ] ∗ ∗

0 r
(j)
3 [r

(j)
1 , r

(j)
2 ] r

(j)
3 (r

(j)
1 v

(j)
2 − r

(j)
2 v

(j)
1 ) ∗

0 0 0 u
(j)
3 [r

(j)
1 , r

(j)
2 ]

0 0 0 r
(j)
3 [r

(j)
1 , r

(j)
2 ]

 .

Como [x1, x2, x3] é uma identidade polinomial para a álgebra R, temos que [r
(j)
1 , r

(j)
2 , r

(j)
3 ] = 0.

Logo, o primeiro bloco 4× 4 da matriz [X
(j)
1 , X

(j)
2 , X

(j)
3 ] é

0 ū(j) ∗ ∗
0 0 v̄(j) ∗
0 0 0 ū(j)

0 0 0 0

 ,

onde
ū(j) = (u

(j)
1 r

(j)
2 − u

(j)
2 r

(j)
1 )r

(j)
3 − u

(j)
3 [r

(j)
1 , r

(j)
2 ]

v̄(j) = [r
(j)
1 , r

(j)
2 ]v

(j)
3 − r

(j)
3 (r

(j)
1 v

(j)
2 − r

(j)
2 v

(j)
1 ). (2.6)

A matriz inteira segue o mesmo padrão, isto é,

[X
(j)
1 , X

(j)
2 , X

(j)
3 ] =



0 ū(j) ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 v̄(j) ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 ū(j) . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 ū(j) ∗
0 0 0 0 . . . 0 0 v̄(j)

0 0 0 0 . . . 0 0 0


.

Da mesma forma temos

[X
(j)
3 , X

(j)
1 , X

(j)
2 ] =



0 ũ(j) ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 ṽ(j) ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 ũ(j) . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 ũ(j) ∗
0 0 0 0 . . . 0 0 ṽ(j)

0 0 0 0 . . . 0 0 0


onde

ũ(j) = (u
(j)
3 r

(j)
1 − u

(j)
1 r

(j)
3 )r

(j)
2 − u

(j)
2 [r

(j)
3 , r

(j)
1 ]

ṽ(j) = [r
(j)
3 , r

(j)
1 ]v

(j)
2 − r

(j)
2 (r

(j)
3 v

(j)
1 − r

(j)
1 v

(j)
3 ). (2.7)
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Notação H.
Denote H = [X

(1)
3 , X

(1)
1 , X

(1)
2 ][X

(2)
3 , X

(2)
1 , X

(2)
2 ]. Observe que

H =



0 0 ũ(1)ṽ(2) ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 ṽ(1)ũ(2) ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ũ(1)ṽ(2) . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 0 ũ(1)ṽ(2)

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0


.

Como H é de tamanho (2p+ 1)× (2p+ 1) temos

H2 =



0 0 0 0 (ũ(1)ṽ(2))2 ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 (ṽ(1)ũ(2))2 ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 (ũ(1)ṽ(2))2 . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 (ũ(1)ṽ(2))2

0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0



,

...

...

Hp−1 =



0 . . . 0 (ũ(1)ṽ(2))p−1 ∗ ∗
0 . . . 0 0 (ṽ(1)ũ(2))p−1 ∗
0 . . . 0 0 0 (ũ(1)ṽ(2))p−1

0 . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
...

0 . . . 0 0 0 0


.

Assim,

[X
(2)
1 , X

(2)
2 , X

(2)
3 ]Hp−1 =


0 . . . 0 ū(2)(ṽ(1)ũ(2))p−1 ∗
0 . . . 0 0 v̄(2)(ũ(1)ṽ(2))p−1

0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 0

 .
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Notação A.
Seja A um elemento de Bn dado por

A =



0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 a ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 ∗ ∗
0 0 0 . . . 0 a ∗
0 0 0 . . . 0 0 0


,

onde a ∈ I ∩ Z(R).
As seguintes igualdades envolvendo o polinômio f(x1, x2) = xp−11 xp−12 [x1, x2] são válidas:

f(X
(1)
i , X

(2)
i ) =



0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 f(r

(1)
i , r

(2)
i ) ∗ . . . ∗ ∗ ∗

0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 ∗ ∗
0 0 0 . . . 0 f(r

(1)
i , r

(2)
i ) ∗

0 0 0 . . . 0 0 0


,

f(X
(1)
3 , X

(2)
3 )A =



0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a ∗ . . . ∗ ∗ ∗

0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 ∗ ∗
0 0 0 . . . 0 f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a ∗

0 0 0 . . . 0 0 0


,

f(X
(1)
3 , X

(2)
3 )A[X

(2)
1 , X

(2)
2 , X

(2)
3 ]Hp−1 =


0 . . . 0 ∗
0 . . . 0 f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )av̄(2)(ũ(1)ṽ(2))p−1

...
...

...
0 . . . 0 0

 .

Notação W .
Denote por W o elemento

W = [X
(1)
1 , X

(1)
2 , X

(1)
3 ]f(X

(1)
3 , X

(2)
3 )A[X

(2)
1 , X

(2)
2 , X

(2)
3 ]Hp−1. (2.8)
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Temos a seguinte igualdade:

W =



0 ū(1) ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 v̄(1) ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 ū(1) . . . ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 ū(1) ∗
0 0 0 0 . . . 0 0 v̄(1)

0 0 0 0 . . . 0 0 0




0 . . . 0 ∗
0 . . . 0 f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )av̄(2)(ũ(1)ṽ(2))p−1

...
...

...
0 . . . 0 0



=


0 . . . 0 ū(1)f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )av̄(2)(ũ(1)ṽ(2))p−1 + ∆n

0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0

 .

Notação d.
Denote por d o elemento

d = ū(1)f(r
(1)
3 , r

(2)
3 )av̄(2)(ũ(1)ṽ(2))p−1

que aparece na entrada da matriz W .
Estamos quase prontos para a demonstração da Proposição 2.2. Seguem mais algumas

considerações: como [x1, x2, x3] é uma identidade polinomial para R, temos pelo Lema 1.19
as seguintes informações:

1. [x, y][x, z] = 0 para todo x, y, z ∈ R.

2. f(x, y) pertence ao centro de R para todo x, y ∈ R.

3. (r
(j)
i )p = 0 pois na definição de X

(j)
i temos que r

(j)
i ∈ I.

Seguem dessas informações, outras duas mais que serão usadas frequentemente até o final
da seção:

r
(1)
3 f(r

(1)
3 , r

(2)
3 ) = 0 e f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )r

(2)
3 = 0.

Por (2.6) vale

ū(1)f(r
(1)
3 , r

(2)
3 )v̄(2) = ((u

(1)
1 r

(1)
2 − u

(1)
2 r

(1)
1 )r

(1)
3 − u

(1)
3 [r

(1)
1 , r

(1)
2 ])f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )v̄(2)

= −u(1)3 [r
(1)
1 , r

(1)
2 ]f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )v̄(2)

= −u(1)3 [r
(1)
1 , r

(1)
2 ]f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )([r

(2)
1 , r

(2)
2 ]v

(2)
3 − r

(2)
3 (r

(2)
1 v

(2)
2 − r

(2)
2 v

(2)
1 ))

= −u(1)3 [r
(1)
1 , r

(1)
2 ]f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )[r

(2)
1 , r

(2)
2 ]v

(2)
3

= −u(1)3 v
(2)
3 [r

(1)
1 , r

(1)
2 ][r

(2)
1 , r

(2)
2 ]f(r

(1)
3 , r

(2)
3 ).

Dáı, como a pertence ao centro de R, temos

d = ū(1)f(r
(1)
3 , r

(2)
3 )v̄(2)a(ũ(1)ṽ(2))p−1

= −u(1)3 v
(2)
3 [r

(1)
1 , r

(1)
2 ][r

(2)
1 , r

(2)
2 ]f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a(ũ(1)ṽ(2))p−1. (2.9)
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Agora, procuremos os termos de ũ(1)ṽ(2) que contêm r
(1)
3 e r

(2)
3 . De

ũ(1) = (u
(1)
3 r

(1)
1 − u

(1)
1 r

(1)
3 )r

(1)
2 − u

(1)
2 [r

(1)
3 , r

(1)
1 ] e ṽ(2) = [r

(2)
3 , r

(2)
1 ]v

(2)
2 − r

(2)
2 (r

(2)
3 v

(2)
1 − r

(2)
1 v

(2)
3 )

temos
ũ(1)ṽ(2)f(r

(1)
3 , r

(2)
3 ) = (u

(1)
3 r

(1)
1 r

(1)
2 )(r

(2)
2 r

(2)
1 v

(2)
3 )f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )

e também
(ũ(1)ṽ(2))p−1f(r

(1)
3 , r

(2)
3 ) = (u

(1)
3 r

(1)
1 r

(1)
2 r

(2)
2 r

(2)
1 v

(2)
3 )p−1f(r

(1)
3 , r

(2)
3 ).

Como a e f(r
(1)
3 , r

(2)
3 ) estão no centro de R, temos por (2.9) que

d = −u(1)3 v
(2)
3 [r

(1)
1 , r

(1)
2 ][r

(2)
1 , r

(2)
2 ](u

(1)
3 r

(1)
1 r

(1)
2 r

(2)
2 r

(2)
1 v

(2)
3 )p−1f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a.

Observe que [r
(1)
1 , r

(1)
2 ] e [r

(2)
1 , r

(2)
2 ] aparecem na expressão anterior. Logo pelo item 1 da

página anterior, r
(1)
1 , r

(1)
2 , r

(2)
1 , r

(2)
2 podem comutar com os outros termos que estão no produto.

Obtemos assim:

d = −u(1)3 v
(2)
3 [r

(1)
1 , r

(1)
2 ][r

(2)
1 , r

(2)
2 ](u

(1)
3 v

(2)
3 )p−1(r

(1)
1 r

(1)
2 r

(2)
2 r

(2)
1 )p−1f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a

= −u(1)3 v
(2)
3 [r

(1)
1 , r

(1)
2 ][r

(2)
1 , r

(2)
2 ](u

(1)
3 v

(2)
3 )p−1(r

(1)
1 )p−1(r

(1)
2 )p−1(r

(2)
2 )p−1(r

(2)
1 )p−1f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a

= −(u
(1)
3 v

(2)
3 )pf(r

(1)
1 , r

(1)
2 )f(r

(2)
1 , r

(2)
2 )f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )a. (2.10)

Aqui faremos uma observação a respeito do elemento (u
(1)
3 v

(2)
3 )p que aparece na expressão

de d. Se r ∈ R então r = α + β para algum α ∈ I e β ∈ F . Logo

rp = αp + βp = βp ∈ F.

Em particular, (u
(1)
3 v

(2)
3 )p ∈ F.

Agora finalizaremos a seção dando a demonstração da Proposição 2.2:

Prova da Proposição 2.2: Relembramos o polinômio

wk(x1, ..., xk, y1, ..., yk) = [x1, x2, x3]f(x3, y3) · · · f(xk, yk)[y1, y2, y3]([x3, x1, x2][y3, y1, y2])
p−1.

da proposição. De (2.5), devemos mostrar que

wk(X
(1)
1 , . . . , X

(1)
k , X

(2)
1 , . . . , X

(2)
k ) (2.11)

é 0 para todo k ≤ n e não nulo se k = n+ 1 (para uma adequada substituição dos X
(j)
i ).

As notações usadas serão as mesmas utilizadas ao longo da seção.
Fazendo

A = f(X
(1)
4 , X

(2)
4 ) · · · f(X

(1)
k , X

(2)
k ),

temos que
a = f(r

(1)
4 , r

(2)
4 ) · · · f(r

(1)
k , r

(2)
k ).

Observe que de fato a pertence ao centro de R como requer a definição de A. Observe
também que

wk(X
(1)
1 , . . . , X

(1)
k , X

(2)
1 , . . . , X

(2)
k ) = W, (2.12)

onde W é definido em (2.8). Temos que W é nulo se, e somente se, d ∈ ∆n. De (2.10) segue
que

d = −(u
(1)
3 v

(2)
3 )pf(r

(1)
1 , r

(1)
2 )f(r

(2)
1 , r

(2)
2 )f(r

(1)
3 , r

(2)
3 )f(r

(1)
4 , r

(2)
4 ) · · · f(r

(1)
k , r

(2)
k ).
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Se k ≤ n temos que d ∈ ∆n e portanto W = 0.
Suponha k = n+ 1. Na definição dos X

(j)
i ’s considere

u
(j)
i = v

(j)
i = 1.

As entradas, da diagonal principal de X
(j)
i , defina da seguinte maneira:

r
(1)
1 r

(1)
2 r

(2)
1 r

(2)
2 r

(1)
3 r

(2)
3 . . . r

(1)
k r

(2)
k

q q q q q q q q
z1 z2 z3 z4 z5 z6 . . . z2k−1 z2k

onde os zi’s aparecem no Lema 2.1. As demais entradas de X
(j)
i defina como 0. Neste caso

temos
d = −f(z1, z2)f(z3, z4) · · · f(z2k−1, z2k) /∈ ∆n

e portanto W 6= 0 como queŕıamos.

2.2 Um T-ideal infinitamente gerado

Assim como na seção anterior, o corpo F considerado será de caracteŕıstica p ≥ 3. Nesta
seção, mostraremos que Bn é uma álgebra nil para todo n. Mais precisamente, mostraremos
que x2p1 é uma identidade polinomial para Bn. Depois exibiremos um T-ideal em F0〈X〉
infinitamente gerado que contém x2p1 .

Antes de provar que x2p1 é uma identidade polinomial para Bn, faremos um certo estudo
do que vem a ser X2p, onde X ∈ Bn. O fato de X ser triangular implica que

X =
∑

1≤i≤j≤2p+1

aijEij,

onde aii ∈ I (i = 2, 4, . . . , 2p) e aii = 0 (i = 1, 3, . . . , 2p+ 1). Multiplicando temos

X2p =
∑

l1≤...≤l2p+1

al1l2al2l3 . . . al2pl2p+1El1l2p+1 .

Seja mij a entrada (i, j) da matriz X2p. Note que mii = a2pii = 0. Assim, para verificar que
X2p é a matriz nula, basta estudar mij quando i < j. Explicitando temos:

mij =
∑

i=l1≤...≤l2p+1=j

al1l2al2l3 . . . al2pl2p+1 .

A cada termo al1l2al2l3 . . . al2pl2p+1 acima temos associado uma sequência de ı́ndices

(i = l1 ≤ l2 ≤ l3 ≤ . . . ≤ l2p+1 = j).

Como all = 0 para l ı́mpar, temos que al1l2al2l3 . . . al2pl2p+1 = 0 para toda sequência de ı́ndices
com algum ı́ndice ı́mpar repetido. Como X ∈ Bn temos que a22 = a44 = . . . = a(2p)(2p) = r
para algum r ∈ I. Assim, cada al1l2al2l3 . . . al2pl2p+1 pode ser escrito como

b0r
i1b1r

i2b2 . . . bt−1r
itbt (2.13)

onde t é a quantidade de números pares distintos na sequência de ı́ndices.
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Por exemplo, se p = 5, então o produto

a14a44a44a44a45a57a78a88a88a89

tem uma sequência de ı́ndices (1, 4, 4, 4, 4, 5, 7, 8, 8, 8, 9), tem t = 2 ı́ndices pares distintos e
pode ser escrito como

a14︸︷︷︸
b0

a44a44a44︸ ︷︷ ︸
r3

a45a57a78︸ ︷︷ ︸
b1

a88a88︸ ︷︷ ︸
r2

a89︸︷︷︸
b2

.

Daremos mais um exemplo, o produto

a24a45a56a66a66a66a66a67a79a9,10

pode ser escrito assim:

1︸︷︷︸
b0

r0 a24︸︷︷︸
b1

r0 a45a56︸ ︷︷ ︸
b2

r4 a67a79a9,10︸ ︷︷ ︸
b3

r0 1︸︷︷︸
b4

.

Neste caso, a sequência de ı́ndices associada é (2, 4, 5, 6, 6, 6, 6, 7, 9, 10). Note que r está
sendo escrito em (2.13) no meio de ı́ndices pares.

Agora apresentaremos alguns lemas envolvendo somas de elementos do tipo (2.13).

Lema 2.4. Seja Ω uma álgebra que satisfaz a identidade polinomial [x1, x2, x3]. Sejam t,k
inteiros tais que t ≥ 1 e k ≥ 0. Então para todo a1, a2, . . . , at−1, r ∈ Ω temos∑

i1+i2+...+it=k
i1,i2,...,it≥0

ri1a1r
i2a2 . . . at−1r

it =

(
k + t− 1

t− 1

)
rka1a2 . . . at−1

+

(
k + t− 1

t

)
rk−1

(
t−1∑
j=1

(t− j)a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−1[aj, r]

)
. (2.14)

Prova: Seja

σ(t, k) =
∑

i1+i2+...+it=k

ri1a1r
i2a2 . . . at−1r

it .

Devemos provar que a igualdade envolvendo σ(t, k) é válida para todo (t, k). Observe que o
lema é verdadeiro para os casos (1, k) e (t, 0). Assim, para provar o lema é suficiente provar
o seguinte: se o resultado é verdadeiro para (t, k− 1) e (t− 1, k), então ele é verdadeiro para
(t, k) (veja a tabela).

(1, 1) · · · (1, k − 1) (1, k) · · ·
(2, 0) (2, 1) · · · (2, k − 1) (2, k) · · ·

...
...

...
...

(t− 1, 0) (t− 1, 1) · · · (t− 1, k − 1) (t− 1,k) · · ·
(t, 0) (t, 1) · · · (t,k− 1) (t,k) · · ·

...
...

...
...

.

Usaremos a seguinte relação:

σ(t, k − 1)r + σ(t− 1, k)at−1 =
∑

i1+i2+...+it=k−1

ri1a1r
i2a2 . . . at−1r

itr
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+
∑

i1+i2+...+it−1=k

ri1a1r
i2a2 . . . at−2r

it−1at−1 = σ(t, k).

Temos [a, r]b = b[a, r] e [a, r][b, r] = 0. Aplicando a hipótese de indução temos

σ(t, k − 1)r =

(
k + t− 2

t− 1

)
rk−1a1a2 . . . at−1r

+

(
k + t− 2

t

)
rk−2

(
t−1∑
j=1

(t− j)a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−1[aj, r]r

)

=

(
k + t− 2

t− 1

)
rka1a2 . . . at−1

+

(
k + t− 2

t− 1

)
rk−1

(
t−1∑
j=1

a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−1[aj, r]

)

+

(
k + t− 2

t

)
rk−1

(
t−1∑
j=1

(t− j)a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−1[aj, r]

)

e também

σ(t− 1, k)at−1 =

(
k + t− 2

t− 2

)
rka1a2 . . . at−2at−1

+

(
k + t− 2

t− 1

)
rk−1

(
t−2∑
j=1

(t− j − 1)a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−2[aj, r]at−1

)

=

(
k + t− 2

t− 2

)
rka1a2 . . . at−1

+

(
k + t− 2

t− 1

)
rk−1

(
t−2∑
j=1

(t− j)a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−1[aj, r]

)

−
(
k + t− 2

t− 1

)
rk−1

(
t−2∑
j=1

a1 . . . aj−1aj+1 . . . at−1[aj, r]

)
.

Agrupando e somando binomiais o resultado segue.

Lema 2.5. Seja Ω uma álgebra que satisfaz as identidades polinomiais

[x1, x2, x3] e xp1.

Sejam 1 ≤ t ≤ p− 1 e k ≥ p− t+ 1. Então, para todo a1, a2, . . . , at−1, r ∈ Ω temos∑
i1+i2+...+it=k

ri1a1r
i2a2 . . . at−1r

it = 0. (2.15)

Prova: Pelo Lema 2.4 temos

σ(t, k) =
∑

i1+i2+...+it=k

ri1a1r
i2a2 . . . at−1r

it =

(
k + t− 1

t− 1

)
rka1a2 . . . at−1 +

(
k + t− 1

t

)
rk−1f,

onde f ∈ Ω. Vamos mostrar que σ(t, k) = 0 separarando em 3 casos:
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Caso 1. k ≥ p+ 1.
Como xp1 é uma identidade para Ω, temos rk = 0 e rk−1 = 0. Logo σ(t, k) = 0.

Caso 2. k = p.
Neste caso, rp = 0 anula o primeiro somando. Por outro lado,(

p+ t− 1

t

)
=

(p+ t− 1)!

t!(p− 1)!
=

(p+ t− 1) · · · p
t!

.

Como p > t e p é primo, p não aparece na decomposição prima de t!. Logo p divide
(
p+t−1
t

)
e se anula o segundo somando.

Caso 3. p− t+ 1 ≤ k ≤ p− 1.
A desigualdade deste caso implica que k+1 ≤ p ≤ k+ t−1. Temos também por hipótese

que t+ 1 ≤ p. Agora abriremos os binomiais que aparecem acima:(
k + t− 1

t− 1

)
=

(k + t− 1)!

(t− 1)!k!
=

(k + t− 1) · · · t
k!

e(
k + t− 1

t

)
=

(k + t− 1)!

t!(k − 1)!
=

(k + t− 1) · · · k
t!

.

Uma vez que p ≥ k + 1 e p é primo, p não aparece na decomposição de k!. Além disso,
(k + t− 1) · · · t é múltiplo de p pois t ≤ p ≤ k + t− 1. Logo p divide

(k + t− 1) · · · t
k!

e o primeiro somando de σ(t, k) é 0.
Com racioćınio análogo, p divide

(k + t− 1) · · · k
t!

,

e portanto a segunda parcela de σ(t, k) também é 0.
Finalizamos a demonstração do lema.

Lema 2.6. Seja Ω uma álgebra que satisfaz as identidades polinomiais

[x1, x2, x3] e xp1.

Sejam k ≥ 1 e 0 ≤ l ≤ p− 1. Então para quaisquer a0, a1, r ∈ Ω temos∑
j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

∑
i1+...+ip=k
i1,...,ip≥0

ri1aj1r
i2aj2 . . . r

ip−1ajp−1r
ip = 0.

Prova: Seja

σ(j) = σ(j1, j2, . . . , jp−1) =
∑

i1+...+ip=k
i1,...,ip≥0

ri1aj1r
i2aj2 . . . r

ip−1ajp−1r
ip
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onde j = (j1, j2, . . . , jp−1). Pelo Lema 2.4

σ(j) =

(
k + p− 1

p− 1

)
rkaj1 . . . ajp−1

+

(
k + p− 1

p

)
rk−1

p−1∑
h=1

(p− h)aj1 . . . ajh−1
ajh+1

. . . ajp−1 [ajh , r].

Observe que (
k + p− 1

p− 1

)
=

(k + p− 1)(k + p− 2) . . . (k + 1)

(p− 1)!

Portanto, se p > k temos (
k + p− 1

p− 1

)
= 0

e se p ≤ k temos rk = 0. Acabamos de mostrar que

σ(j) =

(
k + p− 1

p

)
rk−1

p−1∑
h=1

(p− h)aj1 . . . ajh−1
ajh+1

. . . ajp−1 [ajh , r].

Assim, temos

∑
j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

σ(j) =

(
k + p− 1

p

)
rk−1

p−1∑
h=1

(p− h)
∑

j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

aj1 . . . ajh−1
ajh+1

. . . ajp−1 [ajh , r].

Note que o somatório

τ =
∑

j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

aj1 . . . ajh−1
ajh+1

. . . ajp−1 [ajh , r]

independe do h, isto é,

τ =
∑

j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

aj1 . . . ajp−2 [ajp−1 , r]

...

=
∑

j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

aj1aj3 . . . ajp−1 [aj2 , r]

=
∑

j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

aj2 . . . ajp−1 [aj1 , r].

Finalmente

∑
j1+...+jp−1=l
0≤j1,...,jp−1≤1

σ(j) =

(
k + p− 1

p

)
rk−1

p−1∑
h=1

(p− h)τ =

(
k + p− 1

p

)
rk−1

p(p− 1)

2
τ = 0

pois car(F ) = p ≥ 3.
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Lema 2.7. Seja Ω uma álgebra que satisfaz a identidade polinomial [x1, x2, x3]. Se k ≥ 0,
então para quaisquer a, d0, . . . , dk ∈ Ω temos∑

i1+...+ip−1=k
i1,...,ip−1≥0

∑
j1+...+jp=1
j1,...,jp≥0

aj1di1a
j2di2 . . . a

jp−1dip−1a
jp = 0.

Prova: Como a caracteŕıstica do corpo é p, temos que(
p

p− 1

)
= 0.

Segue do Lema 2.4 que

∑
j1+...+jp=1
j1,...,jp≥0

aj1di1a
j2di2 . . . a

jp−1dip−1a
jp =

p−1∑
s=1

(p− s)di1 . . . dis−1dis+1 . . . dip−1 [dis , a].

Denotando
σ =

∑
i1+...+ip−1=k
i1,...,ip−1≥0

∑
j1+...+jp=1
j1,...,jp≥0

aj1di1a
j2di2 . . . a

jp−1dip−1a
jp

temos

σ =
∑

i1+...+ip−1=k
i1,...,ip−1≥0

(
p−1∑
s=1

(p− s)di1 . . . dis−1dis+1 . . . dip−1 [dis , a]

)

=

p−1∑
s=1

(p− s)

 ∑
i1+...+ip−1=k
i1,...,ip−1≥0

di1 . . . dis−1dis+1 . . . dip−1 [dis , a]


︸ ︷︷ ︸

τ

.

Assim como na prova do lema anterior, temos que τ independe de s. Dáı

σ =

(
p−1∑
s=1

(p− s)

)
τ =

p(p− 1)

2
τ = 0.

Voltando ao estudo da matriz X2p no ińıcio desta seção, lembre que estávamos analisando
a entrada

mij =
∑

i=l1≤...≤l2p+1=j

al1l2al2l3 . . . al2pl2p+1 ,

onde i < j. Fixe um elemento al1l2al2l3 . . . al2pj desse somatório e considere a sequência de
ı́ndices (l1, l2, . . . , l2p, j). Seja

{m1,m2, . . . ,mb, j} = {l1, l2, . . . , l2p, j}, (2.16)

onde m1 < m2 < . . . < mb < j. Já vimos que al1l2al2l3 . . . al2pj pode ser escrito como

b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
itbt onde b0b1 . . . bt = am1m2am2m3 . . . ambj.
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Seja deg(b0b1 . . . bt) a quantidade de a’s que aparece em b0b1 . . . bt, isto é, deg(b0b1 . . . bt) = b.
O conjunto {m1,m2, . . . ,mb, j} tem t números pares e o número máximo de pares que
podeŕıamos encontrar é p, pois ele está contido em {1, 2, . . . , 2p + 1}. Logo, existem p − t
pares que não aparecem em {m1,m2, . . . ,mb, j} e portanto

(no de elementos de {m1,m2, . . . ,mb, j}) ≤ 2p+ 1− (p− t) = p+ t+ 1.

Obtemos assim
deg(b0b1 . . . bt) ≤ p+ t.

Além disso, se k = i1 + i2 + . . .+ it, então k = 2p− deg(b0b1 . . . bt). Logo

k ≥ 2p− (p+ t) = p− t.

Observação 2.8. Suponha que vale a igualdade

deg(b0b1 . . . bt) = p+ t.

Então k = p−t e o conjunto {m1,m2, . . . ,mb, j} tem p+t+1 elementos dos quais t são pares
e p + 1 são ı́mpares. Conclúımos assim que todos os ı́mpares entre 1, . . . , 2p + 1 aparecem
em {m1,m2, . . . ,mb, j}. Em particular, m1 = 1 e j = 2p+ 1.

Observação 2.9. Observe que pelo menos um termo da sequência (l1, l2, . . . , l2p, j) será um
número par. Logo t ≥ 1. Na verdade, 1 ≤ t ≤ p, pois entre 1 e 2p+ 1 existem p pares.

Teorema 2.10. O polinômio x2p é uma identidade polinomial para a álgebra Bn.

Demonstração. Seguindo as notações do ińıcio desta seção e os comentários após a demons-
tração do Lema 2.7, devemos mostrar que mij = 0 para todo i, j. Para isso, observe que mij

é a soma de elementos do tipo
b0r

i1b1r
i2b2 . . . r

itbt

e que a análise deste elemento foi feita acima. O que faremos é separar a soma envolvendo
mij em subsomas e mostrar que cada subsoma dessa é nula.

Caso 1) (i, j) 6= (1, 2p+ 1).
Pela Observação 2.8 temos que em todo elemento b0r

i1b1r
i2b2 . . . r

itbt do somatório mij vale
deg(b0b1 . . . bt) < p+ t e consequentemente k ≥ p− t+ 1.

Vamos separar mij em p subsomas: fixado um t = 1, . . . , p a subsoma correspondente a
esse t será formada pelos elementos do tipo

b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
itbt.

a) Se 1 ≤ t ≤ p − 1 podemos separar a subsoma correspondente em várias subsomas
fixando b0, b1, . . . , bt, isto é, cada subsoma teria o formato∑

i1+...+it=k

b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
itbt.

Observe que k está fixado (determinado), pois t está fixado e k = 2p− deg(b0b1 . . . bt), como
já foi comentado acima. Como k ≥ p− t+ 1 segue do Lema 2.5 que∑

i1+...+it=k

b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
itbt = 0.
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b) Se t = p podemos separar a subsoma correspondente em várias subsomas fixando b0
e bp e fixando o grau deg(b1b2 . . . bp−1) = l. Observe que consequentemente k = i1 + . . .+ ip
fica fixado também. Um dos termos da soma seria assim:

b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
ipbp.

Como t = p, a sequência de ı́ndices associada contém todos os números pares entre 1 e 2p+1.
Assim, para cada termo bj (para 1 ≤ j ≤ p− 1) temos duas possibilidades:

bj = a2j,2j+2 ou bj = a2j,2j+1a2j+1,2j+2.

Por (2.4)

a12 = a34 = . . . = a2s−1,2s = . . .

a13 = a35 = . . . = a2s−1,2s+1 = . . . (2.17)

a23 = a45 = . . . = a2s,2s+1 = . . .

a24 = a46 = . . . = a2s,2s+2 = . . .

Logo
bj = a24 =: c1 ou bj = a23a34 =: c2.

Se bj = csj então l = s1 + s2 + ...+ sp−1. Finalizando, pelo Lema 2.6 temos∑
s1+s2+...+sp−1=l
s1,...,sp−1≥0

∑
i1+...+ip=k
i1,...,ip≥0

b0r
i1cs1r

i2cs2 . . . r
ip−1csp−1r

ipbp = 0.

Caso 2) (i, j) = (1, 2p+ 1).
Escreva

m1,2p+1 = d1 + d2 + ∆n,

onde d1 é a soma formada por termos b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
itbt que satisfazem deg(b0b1...bt) < p+t,

e d2 é a soma formada por aqueles que tem deg(b0b1...bt) = p+ t.
Análise de d1: observe que o mesmo argumento usado no Caso 1) pode ser usado para

mostrar que d1 = 0.
Análise de d2: seja b0r

i1b1r
i2b2 . . . r

itbt um elemento que aparece no somatório d2. Como
deg(b0b1...bt) = p + t, segue da Observação 2.8 que a sequência de ı́ndices associada a
b0r

i1b1r
i2b2 . . . r

itbt contém p + t + 1 inteiros distintos, sendo p + 1 deles ı́mpares. Ou seja,
todos os ı́mpares entre 1 e 2p + 1 aparecem na sequência de ı́ndices. Considere o conjunto
dos ı́ndices

{1,m2, . . . ,mb, 2p+ 1}

como em (2.16). As possibilidades para

b0b1 . . . bt = a1m2am2m3 . . . amb,2p+1

envolvem só aij com j − i = 1 ou 2. Denotando por cl o número de aij’s em bl, temos pelas
igualdades (2.17) o seguinte:

b0 =ac0−113 a12

bj =a23a
cj−2
13 a12 para 1 ≤ j ≤ t− 1

bt =a23a
ct−1
13
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Note que
p+ t = deg(b0b1...bt) = c0 + c1 + . . .+ ct.

Além disso, k = i1 + i2 + . . .+ it = p− t e

(c0 − 1)︸ ︷︷ ︸
l0

+ (ct − 1)︸ ︷︷ ︸
lt

+ (c1 − 2)︸ ︷︷ ︸
l1

+ . . .+ (ct−1 − 2)︸ ︷︷ ︸
lt−1

= p+ t− 2− 2(t− 1) = p− t.

a) Se 1 ≤ t ≤ p− 2, então para cada i1, i2, . . . , it fixados temos∑
l0+...+lt=p−t
l0,...,lt≥0

al013(a12r
i1a23)a

l1
13 . . . (a12r

ita23)a
lt
13 = 0

pelo Lema 2.5.
b) Se t = p − 1 então p − t = 1. Assim, o elemento b0r

i1b1r
i2b2 . . . r

itbt no somatório
m1,2p+1 tem a aparência

al013 (a12r
i1a23)︸ ︷︷ ︸
di1

al113 . . . (a12r
ip−1a23)︸ ︷︷ ︸
dip−1

a
lp−1

13

com l0 + . . .+ lp−1 = 1 e i1 + . . .+ ip−1 = 1. Pelo Lema 2.6 temos∑
i1+...+ip−1=1
i1,...,ip−1≥0

∑
l0+...+lp−1=1
l0,...,lp−1≥0

al013di1a
l1
13 . . . dip−1a

lp−1

13 = 0.

c) Se t = p então k = 0. Assim, o elemento b0r
i1b1r

i2b2 . . . r
itbt no somatório m1,2p+1 é

exatamente

a12 (a23a12)(a23a12) . . . (a23a12)︸ ︷︷ ︸
p−1 vezes

a23 = (a12a23)
p.

Como a12a23 ∈ R, existem α ∈ F e u ∈ I tais que a12a23 = α + u. Assim,

(a12a23)
p = (α + u)p = αp + up = αp ∈ ∆n.

Logo,
a12 (a23a12)(a23a12) . . . (a23a12)︸ ︷︷ ︸

p−1 vezes

a23 + ∆n = ∆n.

Os itens a,b e c mostram que d2 + ∆n = ∆n.
Finalizamos assim a demonstração do teorema.

Relembramos que F0〈X〉 é a álgebra associativa livre “sem unidade” livremente gerada
pelo conjunto X e F é um corpo de caracteŕıstica p ≥ 3.

O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte.

Teorema 2.11. Seja J o T-ideal em F0〈X〉 gerado por

x2p, w3, w4, . . . , wn, . . .

Então J é um T-ideal infinitamente gerado.



CAPÍTULO 2. T-IDEAIS INFINITAMENTE GERADOS 35

Demonstração. Denote por Jn o T-ideal de F0〈X〉 gerado por

x2p, w3, w4, . . . , wn.

Observe que

J =
∞⋃
n=3

Jn e J3 ⊂ J4 ⊂ J5 ⊂ . . .

Suponha que existe um subconjunto finito S tal que J = 〈S〉T . Assim, existe n0 tal que
S ⊂ Jn0 . Em particular

J = Jn0 .

Pelo item a) da Proposição 2.2 e pelo teorema anterior, temos que

Jn0 ⊂ Id(Bn0).

Em particular, wn0+1 é uma identidade polinomial para Bn0 . Absurdo pelo item b) da
Proposição 2.2.

Uma consequência direta do último teorema é o Teorema Principal 1 da Introdução desta
dissertação.



Caṕıtulo 3

T-espaços infinitamente gerados

Ao longo de todo o caṕıtulo, F representará um corpo infinito de caracteŕıstica p ≥ 3. Mos-
traremos que F1〈X〉 admite infinitos T-espaços limites, provando assim o Teorema Principal
2 da introdução desta dissertação. Os resultados aqui apresentados foram provados por
Gonçalves, Krasilnikov, Sviridova e encontram-se em [9].

3.1 Polinômios centrais para a álgebra de Grassmann

e suas propriedades

Antes de iniciar um novo assunto, gostaŕıamos de relembrar alguns fatos e notações do
Caṕıtulo 1. Usaremos a notação T (3) para denotar o T-ideal

T (3) = 〈[x1, x2, x3]〉T .

Relembramos que T (3) = Id(G), onde G é a álgebra de Grassmann infinitamente gerada.
Observe que

T (3) = 〈x1[x2, x3, x4]x5〉TS.
Como

x1[x2, x3, x4]x5 = x1x5[x2, x3, x4] + x1[x2, x3, x4, x5],

temos que
T (3) = 〈x1[x2, x3, x4]〉TS .

Notação T (3,i).
Denote por T (3,i) o seguinte T-ideal:

T (3,i) = 〈[x1, x2, x3] e [x1, x2] . . . [x2i−1, x2i]〉T .

Observe que o ı́ndice i faz referência ao produto de i comutadores [ , ].

Definição 3.1. Um T-espaço não finitamente gerado V ∗ em F1 〈X〉 é chamado de T-espaço
limite se todo T-espaço maior

W % V ∗

é finitamente gerado.

Observe pela definição, que um T-espaço limite é um T-espaço não finitamente gerado
maximal. Segue do Lema de Zorn que todo T-espaço não finitamente gerado está contido
num T-espaço limite. Em [5] surgiu o primeiro exemplo na literatura de T-espaço limite em
F1〈X〉. Segue o resultado:

36
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Teorema 3.2. O conjunto dos polinômios centrais C(G) da álgebra de Grassmann G infi-
nitamente gerada é um T-espaço limite em F1 〈X〉.

Relembramos que estamos considerando o corpo F infinito de car(F ) = p ≥ 3. Aqui
cabe uma observação: se car(F ) = 0 então ainda em [5] foi provado que

C(G) = 〈[x1, x2] e x1[x2, x3, x4]〉TS.

Vamos analisar um pouco da estrutura de C(G), voltando então ao caso onde F é infinito
de car(F ) = p ≥ 3. Do Lema 1.19 - item 3) temos

xa1[x1, x2]x
b
2 ∈ C(G)

para todos a, b ≥ 0. Temos também

xp1x2 + T (3) = xp−11 x2x1 + xp−11 [x1, x2] + T (3) = xp−21 x2x
2
1 + xp−21 [x1, x2]x1 + xp−11 [x1, x2] + T (3)

= xp−21 x2x
2
1 + 2xp−11 [x1, x2] + T (3) = . . . = x2x

p
1 + pxp−11 [x1, x2] + T (3) = x2x

p
1 + T (3).

Logo, xp1 ∈ C(G). Observe que o produto de dois polinômios centrais é também central. Por-
tanto, é natural se perguntar se os produtos dos polinômios acima junto com as identidades
polinomiais de G não são suficientes para descrever C(G). A resposta é sim.

Notações q(x1, x2) e qk(x1, . . . , x2k).
Defina os polinômios

q(x1, x2) = xp−11 [x1, x2]x
p−1
2 e qk(x1, . . . , x2k) = q(x1, x2) . . . q(x2k−1, x2k).

O seguinte resultado foi provado em [5] por Brandão, Koshlukov, Krasilnikov e Silva.

Teorema 3.3. C(G) é gerado como T -espaço pelo polinômio

x1[x2, x3, x4]

e pelos polinômios

xp1, x
p
1q1(x2, x3), x

p
1q2(x2, x3, x4, x5), . . . , x

p
1qn(x2, . . . , x2n+1), . . .

Notações q
(l)
k e Q

(l)
k

Agora, considere os seguintes polinômios de C(G):

q(l)(x1, x2) = xp
l−1

1 [x1, x2]x
pl−1
2 , q

(l)
k (x1, . . . , x2k) = q(l)(x1, x2) . . . q

(l)(x2k−1, x2k).

Observe que q
(l)
k é o produto de k polinômios do tipo q(l). Seja Q(k,l) o T -espaço de F1 〈X〉

dado por

Q(k,l) =
〈
q
(l)
k (x1, . . . , x2k)

〉TS
.

A componente multi-homogênea do polinômio

q
(l)
k (1 + x1, . . . , 1 + x2k) =

(1 + x1)
pl−1[x1, x2](1 + x2)

pl−1 . . . (1 + x2k−1)
pl−1[x2k−1, x2k](1 + x2k)

pl−1
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de grau pl−1 em todas as variáveis x1, . . . , x2k é

γq
(l−1)
k (x1, . . . , x2k) = γxp

l−1−1
1 [x1, x2]x

pl−1−1
2 . . . xp

l−1−1
2k−1 [x2k−1, x2k]x

pl−1−1
2k ,

onde γ =
(
pl−1
pl−1−1

)
≡ 1 ( mod p). Como F é infinito temos q

(l−1)
k ∈ Q(k,l). DáıQ(k,l−1) ⊂ Q(k,l)

e temos a igualdade
l∑

i=0

Q(k,i) = Q(k,l). (3.1)

O lema a seguir é uma reformulação de um resultado de Grishin e Tsybulya [13] (Teorema
1.3, item 1).

Lema 3.4. Seja k ≥ 1 e ai ≥ 1 para todo i = 1, 2, . . . , 2k. Denote

m = xa1−11 xa2−12 . . . xa2k−12k [x1, x2] . . . [x2k−1, x2k].

Se l ≥ 0 é o maior inteiro tal que pl|ai para todo i, então

〈m〉TS + T (3) = Q(k,l) + T (3).

Seja Xn = {x1, . . . , xn} um conjunto finito de variáveis e denote por F1 〈Xn〉 a álgebra
associativa livre com unidade livremente gerada por Xn.

Os conceitos de T-espaço e T-espaço gerado, definidos no Caṕıtulo 1, para subespaços
de F1〈X〉 podem ser definidos de maneira análoga para subespaços de F1 〈Xn〉 e subespaços
da álgebra quociente F1 〈Xn〉 /I, onde I é um ideal.

Estamos interessados no estudo do T-espaço Cn de F1 〈Xn〉 definido por

Cn = C(G) ∩ F1 〈Xn〉 .

Observe que Cn é o conjunto dos polinômios centrais de G nas n variáveis x1, . . . xn. Clara-
mente, os polinômios

xp1, x
p
1q1(x2, x3), x

p
1q2(x2, x3, x4, x5), . . . , x

p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1) e q

(l)
k (x1, . . . , x2k)

estão em Cn se n = 2k e

xp1, x
p
1q1(x2, x3), x

p
1q2(x2, x3, x4, x5), . . . , x

p
1qk(x2, . . . , x2k+1)

estão em Cn se n = 2k + 1.
Denote

T (3)
n = T (3) ∩ F1 〈Xn〉 .

Provaremos a seguinte proposição:

Proposição 3.5. Se n = 2k, k ≥ 1, então, Cn/T
(3)
n é gerado como T -espaço de F1 〈Xn〉/T (3)

n

pelos polinômios

xp1 + T (3)
n , xp1q1(x2, x3) + T (3)

n , xp1q2(x2, x3, x4, x5) + T (3)
n , . . . , xp1qk−1(x2, . . . , x2k−1) + T (3)

n

e pelo conjunto
{q(l)k (x1, . . . , x2k) + T (3)

n | l = 1, 2, . . .}.

Se n = 2k + 1, k ≥ 1, então o T -espaço Cn/T
(3)
n em F1 〈Xn〉/T (3)

n é gerado por

xp1 + T (3)
n , xp1q1(x2, x3) + T (3)

n , xp1q2(x2, x3, x4, x5) + T (3)
n , . . . , xp1qk(x2, . . . , x2k+1) + T (3)

n .
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Demonstração. Seja h+ T
(3)
n ∈ Cn/T (3)

n . Pelo Teorema 3.3,

h =
∑
j

αjv
p
j +

∑
i,j

αijw
p
ijqi(f

(ij)
1 , . . . , f

(ij)
2i ) + h′,

onde h′ ∈ T (3), vj, wij, f
(ij)
s ∈ F1 〈X〉, αj, αij ∈ F . Isso ocorre pois h ∈ Cn ⊆ C(G). Como

h ∈ F1 〈Xn〉 podemos assumir que vj, wij, f
(ij)
s ∈ F1 〈Xn〉 e h′ ∈ T (3)

n .
Se 2i > n, então

wpijqi(f
(ij)
1 , . . . , f

(ij)
2i ) + T (3) = wpijgij[f

(ij)
1 , f

(ij)
2 ] . . . [f

(ij)
2i−1, f

(ij)
2i ] + T (3),

onde gij ∈ F1 〈Xn〉. Por outro lado

wpijgij[f
(ij)
1 , f

(ij)
2 ] . . . [f

(ij)
2i−1, f

(ij)
2i ] ∈ T (3,i) ∩ F1 〈Xn〉 ⊂ T (3)

n .

Logo

h+ T (3)
n =

∑
j

αjv
p
j +

∑
i≤n

2

∑
j

αijw
p
ijqi(f

(ij)
1 , . . . , f

(ij)
2i ) + T (3)

n .

Se n = 2k + 1 temos as seguintes implicações:

i ≤ n

2
⇒ 2i ≤ 2k + 1⇒ i ≤ k.

Dáı

h+ T (3)
n =

∑
j

αjv
p
j +

k∑
i=1

∑
j

αijw
p
ijqi(f

(ij)
1 , . . . , f

(ij)
2i ) + T (3)

n ,

como queŕıamos.
Agora, se n = 2k então vamos separar h+ T

(3)
n como

h+ T (3)
n =

∑
j

αjv
p
j +

k−1∑
i=1

∑
j

αijw
p
ijqi(f

(ij)
1 , . . . , f

(ij)
2i ) +

∑
j

αkjw
p
kjqk(f

(kj)
1 , . . . , f

(kj)
2k ) + T (3)

n .

Note que neste caso xp1qk(x2, . . . , x2k+1) + T
(3)
n não pode ser um gerador de Cn/T

(3)
n pois

xp1qk(x2, . . . , x2k+1) tem n+ 1 variáveis. Seja

h2 =
∑
j

αkjw
p
kjqk(f

(kj)
1 , . . . , f

(kj)
2k ) + T (3)

n .

Usando os fatos que [a+ b, c] = [a, c] + [b, c], [ab, c] = a[b, c] + [a, c]b e ordenando as variáveis

dentro dos comutadores, temos que wpkjqk(f
(kj)
1 , . . . , f

(kj)
2k ) + T

(3)
n pode ser escrito como com-

binação linear de elementos do tipo m+ T
(3)
n onde

m = xb11 . . . x
b2k
2k [x1, x2] . . . [x2k−1, x2k].

Pelo Lema 3.4, para cada m existe um l ≥ 0 tal que

〈m〉TS + T (3) =
〈
q
(l)
k

〉TS
+ T (3).

Como m ∈ F1〈Xn〉, em particular m + T
(3)
n está no T-espaço de F1〈Xn〉/T (3)

n gerado por

q
(l)
k + T

(3)
n . Assim h2 pertence ao T-espaço de F1〈Xn〉/T (3)

n gerado por

{q(l)k (x1, . . . , x2k) + T (3)
n | l = 1, 2, . . .}

e o resultado está provado.



CAPÍTULO 3. T-ESPAÇOS INFINITAMENTE GERADOS 40

Faremos uma observação com relação a demonstração do resultado. Nela usamos o
seguinte fato:

(T (3,i) ∩ F1 〈Xn〉) ⊂ T (3)
n ,

se 2i > n. De fato, isso é verdade (ver página 160 de [9]). Faremos um simples exemplo para
que o leitor entenda o porque.

[x1, x2][x1x2, x3] + T
(3)
3 = [x1, x2][x1, x3]x2 + [x1, x2]x1[x2, x3] + T

(3)
3

= [x1, x2]x1[x2, x3] + T
(3)
3

= [x1, x2][x1, [x2, x3]] + [x1, x2][x2, x3]x1 + T
(3)
3

= T
(3)
3 .

Proposição 3.6. Se n = 2k, k > 1, então Cn é gerado como T -espaço de F1 〈Xn〉 pelos
polinômios

x1[x2, x3, x4], x
p
1, x

p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1)

junto com os polinômios
{q(l)k (x1, . . . , x2k)| l = 1, 2, . . .}.

Se n = 2k + 1, k > 1, então Cn é gerado como T -espaço de F1 〈Xn〉 pelos polinômios

x1[x2, x3, x4], x
p
1, x

p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qk(x2, . . . , x2k+1).

Demonstração. Como
T (3) = 〈x1[x2, x3, x4]〉TS ,

temos que se n ≥ 4, então T
(3)
n é um T-espaço de F1 〈Xn〉 gerado por x1[x2, x3, x4] também.

Agora o resultado é finalizado usando a última proposição.

Uma consequência direta da proposição é o seguinte:

Teorema 3.7. Se k > 1, então C2k+1 é finitamente gerado como T -espaço de F1 〈X2k+1〉.

3.2 T-espaço limite

Vimos na seção anterior que no caso n ≥ 5 ı́mpar temos Cn finitamente gerado como T-
espaço de F1〈Xn〉. Veremos agora que isso não acontece no caso n ≥ 4 par. Depois usaremos
Cn (n par) para construir os desejados T-espaços limites em F1〈X〉.

Seja k ≥ 1. Pela Proposição 3.5 temos que C2k é gerado, como T-espaço de F1〈X2k〉, por

T
(3)
2k junto com os polinômios

xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1) (3.2)

e
{q(l)k (x1, . . . , x2k) | l = 1, 2, . . .}.

Denote por Vl o T-espaço de F1〈X2k〉 gerado por T
(3)
2k , pelos polinômios (3.2) e por

{q(i)k (x1, . . . , x2k) | i = 1, 2, . . . , l}.

Note que V1 ⊆ V2 ⊆ . . . e

C2k =
∞⋃
l=1

Vl.
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A seguinte proposição está em [13, Teorema 3.1]. Para enunciá-la vamos relembrar a
notação

Q(k,l) =
〈
q
(l)
k (x1, . . . , x2k)

〉TS
e definir outra:

Notação U (k−1).
Denotamos por U (k−1) o T-espaço de F1〈X〉 dado por

U (k−1) = 〈 xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1)〉

TS .

Proposição 3.8. Para cada l ≥ 1

(Q(k,l+1) + T (3))/T (3) * (U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1))/T (3).

Segue da proposição acima que

q
(l+1)
k /∈ U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1).

Outra coisa que acontece é

Vl ⊆ U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1).

Como q
(l+1)
k ∈ Vl+1 segue que

V1 $ V2 $ V3 $ . . .

Proposição 3.9. Se k ≥ 1, então C2k não é finitamente gerado como T -espaço de F1 〈X2k〉.

Demonstração. Suponhamos que C2k é gerado por f1, . . . , fs. Então, para algum l, Vl contém
todos os f ’s. Em particular,

C2k = Vl = Vl+1 = Vl+2 = . . .

Absurdo.

Sejam a1, . . . , an ≥ 0. Fixe 1 ≤ i1 < . . . < it ≤ n tais que ai1 , . . . , ait ≥ 1. Definimos

xa11 x
a2
2 . . . xann

xi1xi2 . . . xit
= xb11 x

b2
2 . . . x

bn
n

onde bj = aj − 1 se j ∈ {i1, i2, . . . , it} e bj = aj caso contrário. Por exemplo,

x21x
4
2x

7
3x

5
4

x2x4
= x21x

3
2x

7
3x

4
4.

Lema 3.10. Seja f(x1, . . . , xn) ∈ F1 〈X〉 um polinômio multi-homogêneo da forma

f = αxa11 x
a2
2 . . . xann +

∑
1≤i1<...<i2t≤n

t≥1

α(i1,...,i2t)
xa11 x

a2
2 . . . xann

xi1xi2 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] (3.3)

onde α, α(i1,...,i2t) ∈ F . Seja L = 〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Se ai = 1 para algum i, então
L = F1 〈X〉 ou

L = 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ou L = 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3)

para algum θ ≤ n−1
2

.
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Demonstração. Se f1, f2 são polinômios, denote f1 ≡ f2 se f1+T (3) = f2+T (3) no quociente
F1〈X〉/T (3).

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a1 = 1. De fato, permutando as
variáveis x1 e xi em f , obtemos o polinômio f ′:

f ′(x1, . . . , xn) = f(xi, x2 . . . , xi−1, x1, xi+1, . . . , xn).

Existe um polinômio g da forma (3.3) com mesmo multigrau de f ′ tal que f ′ ≡ g. Logo,

〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = 〈f ′〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = 〈g〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3).

Assim, para facilitar a notação, assumiremos que a1 = 1 em f .
Se α 6= 0, então f(x1, 1, . . . , 1) = αx1. Assim x1 ∈ L e L = F1 〈X〉.
Suponha α = 0. Escreva

f =x1
∑

2≤i1<...<i2t≤n
t≥1

α(i1,...,i2t)
xa22 x

a3
3 . . . xann

xi1xi2 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]

+
∑

2≤i2<...<i2t≤n
t≥1

α(1,i2,...,i2t)
xa22 . . . xann
xi2 . . . xi2t

[x1, xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ].

Seja

f2 =
∑

2≤i2<...<i2t≤n
t≥1

α(1,i2,...,i2t)
xa22 . . . xann
xi2 . . . xi2t

[x1, xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]

e f1 = f − f2. Vamos expressar f2 em termos de polinômios do tipo f1 e T (3). Se

m =
xa22 . . . xann
xi2 . . . xi2t

então

m[x1, xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] ≡ [mx1, xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]− x1[m,xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]. (3.4)

Por outro lado, usando a identidade [ab, c] = a[b, c] + [a, c]b, temos que

[mx1[xi3 , xi4 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ], xi2 ] = mx1[[xi3 , xi4 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ], xi2 ]

+ [mx1, xi2 ][xi3 , xi4 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]

≡ [mx1, xi2 ][xi3 , xi4 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]

pois [[xi2t−1 , xi2t ], xi2 ] ∈ T (3). Logo,

[mx1, xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] ∈ 〈[x1, x2]〉
TS + T (3)

e a equação (3.4) resulta em

m[x1, xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] = −x1[m,xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] + h,

onde h ∈ 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Assim, existe um polinômio g(x2, . . . , xn) tal que

f = x1g + h,
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onde h ∈ 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Observe que L = 〈x1g〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) e que g pode ser
escolhido como sendo da forma

g =
∑

2≤i1<...<i2t≤n
t≥1

α(i1,...,i2t)
xa22 x

a3
3 . . . xann

xi1xi2 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ].

Pela igualdade de T-espaços acima, podemos assumir que f = x1g(x2, . . . , xn).
Se g = 0, então L = 〈[x1, x2]〉TS + T (3).
Suponha g 6= 0. Seja θ = min{t | α(i1,...,i2t) 6= 0}. Claramente 2θ+ 1 ≤ n, isto é, θ ≤ n−1

2
.

A menos de uma reordenação das variáveis, podemos assumir que α(2,...,2θ+1) 6= 0. Logo

f = x1(α(2,...,2θ+1)
xa22 . . . xann
x2 . . . x2θ+1

[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]

+
∑

26i1<...<i2t6n
t≥θ,i2t>2θ+1

α(i1,...,i2t)
xa22 . . . xann
xi1 . . . xi2t

[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ]).

Seja f1(x1, . . . , x2θ+1) = f(x1, . . . , x2θ+1, 1, . . . , 1). Temos

f1 = α(2,...,2θ+1)x1
xa22 . . . x

a2θ+1

2θ+1

x2 . . . x2θ+1

[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1] ∈ L

A componente multi-homogênea de multigrau (1, 1, . . . , 1) de f1(x1, x2 + 1, . . . , x2θ+1 + 1) é

α(2,...,2θ+1)x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1].

Dáı
〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ⊆ L.

Por outro lado, cada termo de f está em 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS, ou seja,

f ∈ 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS .

Logo
L ⊆ 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3)

e conclúımos L = 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3).

Definição 3.11. Dado k ≥ 1, definimos Rk como sendo o T-espaço de F1 〈X〉 gerado por
C2k e T (3,k+1), isto é,

Rk = 〈C2k〉TS + T (3,k+1).

De agora em diante, nosso objetivo será mostrar que Rk é um T-espaço limite de F1〈X〉
para todo k ≥ 1. Pela Proposição 3.5 temos

C2k ⊆ U (k−1) +
∑
l>1

Q(k,l) + T (3,k+1).

Logo,

Rk ⊆ U (k−1) +
∑
l>1

Q(k,l) + T (3,k+1).

Como os geradores de U (k−1) e Q(k,l) estão em C2k temos a igualdade

Rk = U (k−1) +
∑
l>1

Q(k,l) + T (3,k+1).
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Observe que U (k−1) e T (3,k+1) são T-espaços finitamente gerados de F1 〈X〉. Denote

Vl = U (k−1) +
l∑

i=1

Q(k,i) + T (3,k+1).

Temos
Rk =

⋃
l≥1

Vl e V1 ⊆ V2 ⊆ V3 ⊆ . . .

Como já foi mostrado anteriormente, temos

l∑
i=1

Q(k,i) = Q(k,l)

e portanto
Vl = U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1).

Pela Proposição 3.8 temos Q(k,l+1) * Vl para todo l > 1. Logo

V1 $ V2 $ V3 ( . . .

Teorema 3.12. Se k > 1, então Rk não é finitamente gerado como T -espaço de F1 〈X〉.

Demonstração. Suponhamos que Rk é gerado por f1, . . . , fs. Então, para algum l, Vl contém
todos os f ’s. Em particular,

Rk = Vl = Vl+1 = Vl+2 = . . .

Absurdo.

Lema 3.13. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ F1 〈X〉 um polinômio multi-homogêneo da forma

f = αxp
s1

1 . . . xp
sn

n +
∑

i1<...<i2t

α(i1,...,i2t)
xp

s1

1 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ],

onde α, α(i1,...,i2t) ∈ F e s1, . . . , sn ≥ 0. Seja L = 〈f〉TS + Rk. Então temos as seguintes
possibilidades:

1. L = F1 〈X〉,

2. L = Rk,

3. L = 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk, para algum θ, 1 6 θ 6 k,

4. L =
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk, para algum s > 1.

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que s = s1 6 si para todo i
(permutando variáveis se necessário, da mesma forma que foi feito na prova do Lema 3.10).
Iremos estudar L em dois casos: caso s = 0 e caso s > 0.

Caso s = 0.
Se s = 0, então degx1 f = 1 e pelo Lema 3.10 podem acontecer três possibilidades:

a) 〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = F1 〈X〉,
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b) 〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = 〈[x1, x2]〉TS + T (3),

c) 〈f〉TS+〈[x1, x2]〉TS+T (3) = 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS+〈[x1, x2]〉TS+T (3) para algum
θ 6 n−1

2
.

Observe que [x1, x2] ∈ C2k para todo k > 1. Logo

〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ⊆ 〈f〉TS + 〈C2k〉TS + T (3,k+1) = L.

Se o item a) ocorre, então L = F1 〈X〉.
Se o item b) ocorre, então f ∈ 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Logo f ∈ Rk e portanto L = Rk.
Se o item c) ocorre, então

L = 〈x1[x2, x3]...[x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk

para algum θ 6 n−1
2

. Se θ > k então x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1] ∈ T (3,k+1) ⊆ Rk e consequente-
mente L = Rk. Se θ ≤ k temos o item 3 do enunciado.

Caso s > 0.
Denote por ≡ a congruência módulo T (3). Pode ser mostrado que se u, v ∈ F1〈X〉, então

(uv)p ≡ upvp. (3.5)

Assim, como si > 0 para todo i, temos

xp
s1

1 . . . xp
sn

n ≡ (xp
s1−1

1 . . . xp
sn−1

n )p.

Logo,
xp

s1

1 . . . xp
sn

n ∈ 〈xp1〉TS + T (3) j Rk.

Pelo exposto acima, para descrever L, podemos assumir

f(x1, . . . , xn) =
∑

i1<...<i2t

α(i1,...,i2t)
xp

s1

1 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ],

Já sabemos que xp1 é um polinômio central para a álgebra de Grassmann. Isso implica
que up é central para todo polinômio u e portanto

upv ≡ vup

para todo polinômio v. Em particular,

xp
s2−1

2 . . . xp
s2t+1−1

2t+1 = xp
s2−p

2 xp−12 . . . xp
s2t+1−p

2t+1 xp−12t+1 ≡ xp
s2−p

2 . . . xp
s2t+1−p

2t+1 xp−12 . . . xp−12t+1 ≡

≡ (xp
s2−1−1

2 . . . xp
s2t+1−1−1

2t+1 )pxp−12 . . . xp−12t+1.

Isso implica que

xp
s2−1

2 . . . xp
s2t+1−1

2t+1 [x2, x3] . . . [x2t, x2t+1] ≡ (xp
s2−1−1

2 . . . xp
s2t+1−1−1

2t+1 )pqt(x2, . . . , x2t+1)

e também que

xp
s2−1

2 . . . xp
s2t+1−1

2t+1 [x2, x3] . . . [x2t, x2t+1] ∈ 〈xp1qt(x2, . . . x2t+1)〉TS + T (3).
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Dáı
xp

s1

1 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] ∈ 〈x

p
1qt(x2, . . . x2t+1)〉TS + T (3)

para todo t. Já vimos que se t < k, o polinômio xp1qt(x2, . . . x2t+1) está em C2k. Portanto, se
t < k, então

xp
s1

1 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] ∈ Rk.

Se t > k, então
xp

s1

1 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2t
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2t−1 , xi2t ] ∈ T (3,k+1) ⊆ Rk.

Falta analisar o caso t = k. Observe que para descrever L podemos assumir então

f =
∑

16i1<...<i2k6n

α(i1,...,i2k)
xp

s1

1 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2k
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ].

Como n > 2k, vamos analisar dois casos: caso n = 2k e caso n > 2k.

Caso n = 2k.
Temos

f = α(1,...,2k)
xp

s1

1 . . . xp
s2k

2k

x1 . . . x2k
[x1, x2] . . . [x2k−1, x2k].

Como s é o maior inteiro tal que ps | psi para todo i, pelo Lema 3.4 temos

〈f〉TS + T (3) = Q(k,s) + T (3) ⊆ Rk.

Logo f ∈ Rk e dáı L = Rk.

Caso n > 2k.
Vamos tentar fatorar xp

s1

1 de f . Então, separamos o f assim: f = f1 + f2, onde

f1 =xp
s1

1

∑
26i1<...<i2k6n

α(i1,...,i2k)
xp

s2

2 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2k
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ]

f2 =
∑

26i2<...<i2k6n

α(1,i2,...,i2k)x
ps1−1
1

xp
s2

2 . . . xp
sn

n

xi2 . . . xi2k
[x1, xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ]

Seja m um termo de f2 sem o coeficiente:

m = xp
s1−1

1

xp
s2

2 . . . xp
sn

n

xi2 . . . xi2k
[x1, xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ].

Temos
m ≡ x

aj1
j1
. . . x

ajl
jl
xa1−11 [x1, xi2 ]x

ai2−1
i2

. . . x
ai2k−1

−1
i2k−1

[xi2k−1
, xi2k ]x

ai2k−1
i2k

onde ai = psi , {j1, . . . , jl} = {2, . . . , n} − {i2, . . . , i2k}. Reordenando novamente, se ne-
cessário, podemos supor aj1 = . . . = ajz = a1 e ajz+1 , . . . , ajl > a1. Para simplificar a
notação, denote

m′ = x
ai3−1
i3

[xi3 , xi4 ]x
ai4−1
i4

. . . x
ai2k−1

−1
i2k−1

[xi2k−1
, xi2k ]x

ai2k−1
i2k

.
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Então:

m ≡(xj1 . . . xjz)
a1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl
xa1−11 [x1, xi2 ]x

ai2−1
i2

m′

≡(xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl
xa1−11 [x1, xi2 ]xj1 . . . xjzx

ai2−1
i2

m′

≡xa1−11 (xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl

[x1, xi2 ]xj1 . . . xjzx
ai2−1
i2

m′

≡xa1−11 (xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl

[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2

m′

− xa1−11 (xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl
x1[xj1 . . . xjz , xi2 ]x

ai2−1
i2

m′

Sejam

m1 = xa1−11 (xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl

[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2

m′

m2 = xa1−11 (xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl
x1[xj1 . . . xjz , xi2 ]x

ai2−1
i2

m′

Observe que m2 é do tipo f1, pois

m2 ≡xa11 (xj1 . . . xjz)
a1−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl

[xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2

m′

≡xp
s

1 g(x2, . . . , xn)

onde

g(x2, . . . , xn) =
∑

26i1<...<i2k6n

β(i1,...,i2k)
xp

s2

2 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2k
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ].

Vamos mostrar agora que m1 pertence a Rk. Sabemos que

xa1−11 [x1, x2]x
a2−1
2 . . . x

a2k−1−1
2k−1 [x2k−1, x2k]x

a2k−1
2k ∈ C2k ⊆ Rk.

Logo

up
s−1[u, xi2 ]x

ai2−1
i2

m′ ∈ Rk

onde u = x1xj1 . . . xjzx
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

e a′i = psi−s. Seguem as igualdades:

[u, xi2 ] =[x1xj1 . . . xjzx
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl
, xi2 ]

=x1xj1 . . . xjz [x
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl
, xi2 ] + [x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x

a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

≡[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

≡x
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]

pois [x
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl
, xi2 ] ∈ T (3). Portanto,

up
s−1[u, xi2 ]x

ai2−1
i2

m′ ≡

≡(x1xj1 . . . xjzx
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

)p
s−1x

a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2

m′

≡(x1xj1 . . . xjz)
ps−1(x

a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

)p
s−1x

a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2

m′

≡(x1xj1 . . . xjz)
ps−1x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl

[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
a2−1
i2

m′

≡m1
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pois (x
a′jz+1

jz+1
. . . x

a′jl
jl

)p
s ≡ (x

a′jz+1

jz+1
)p
s
. . . (x

a′jl
jl

)p
s ≡ x

ajz+1

jz+1
. . . x

ajl
jl

. Desse modo, m1 ∈ Rk e assim
f2 é do tipo f1 módulo Rk.

Então podemos supor que f é um polinômio do tipo

f = xp
s

1 g(x2, . . . , xn) = xp
s

1

∑
26i1<...<i2k6n

α(i1,...,i2k)
xp

s2

2 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2k
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ].

Se g = 0, então L = Rk.
Se g 6= 0, suponha sem perda de generalidade que α = α(2,...,2k+1) 6= 0. Então

f(x1, . . . , x2k+1, 1, . . . , 1) = αxp
s

1 x
ps2−1
2 . . . xp

s2k+1−1
2k+1 [x2, x3] . . . [x2k, x2k+1]

Denotando h(x1, . . . , x2k+1) = xp
s

1 x
ps2−1
2 . . . xp

s2k+1−1
2k+1 [x2, x3] . . . [x2k, x2k+1], temos que h é con-

sequência de f e portanto h ∈ L. Considere a componente multi-homogênea de multigrau
(ps, . . . , ps) de

h(1 + x1, . . . , 1 + x2k+1),

isto é,
γxp

s

1 x
ps−1
2 . . . xp

s−1
2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1],

onde γ =
∏2k+1

i=1

(
psi−1
ps−1

)
≡ 1 mod p. Como o corpo F é infinito temos

xp
s

1 x
ps−1
2 . . . xp

s−1
2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1] ∈ L

⇒ xp
s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1) ∈ L

⇒
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk ⊆ L.

Para a outra inclusão

xp
s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1) ≡ xp

s

1 x
ps−1
2 . . . xp

s−1
2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1].

Logo

xp
s

1 x
ps−1
2 . . . xp

s−1
2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1] ∈

〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk

Seguem as equivalências:

xp
s2−1

2 . . . xp
s2k+1−1

2k+1 = xp
s2−ps

2 xp
s−1

2 . . . xp
s2k+1−ps

2k+1 xp
s−1

2k+1

≡ xp
s2−ps

2 . . . xp
s2k+1−ps

2k+1 xp
s−1

2 . . . xp
s−1

2k+1

≡ (xp
s2−s−1

2 . . . xp
s2k+1−s−1

2k+1 )p
s

xp
s−1

2 . . . xp
s−1

2k+1

e dáı seguem as implicações

xp
s

1 x
ps2−1
2 . . . xp

s2k+1−1
2k+1 [x2, x3] . . . [x2k, x2k+1] ∈

〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk

⇒xp
s

1

xp
s2

2 . . . xp
sn

n

xi1 . . . xi2k
[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ] ∈
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk

⇒f ∈
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk

Provamos assim que

L =
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk.
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Proposição 3.14. Seja W um T -espaço de F1 〈X〉 tal que Rk $ W . Então temos três
possibilidades para W :

1. W = F1 〈X〉

2. W é gerado como T -espaço pelos polinômios

xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qλ−1(x2, . . . , x2λ−1),

x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] . . . [x2λ, x2λ+1]

para algum λ 6 k.

3. W é gerado como T -espaço pelos polinômios

xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1),

{q(l)k (x1, . . . , x2k)|1 6 l 6 µ− 1}, xp
µ

1 q
(µ)
k (x2, . . . , x2k+1),

x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] . . . [x2k+2, x2k+3]

para algum µ > 1.

Demonstração. Seja S o conjunto dos polinômios multi-homogêneos f = f(x1, . . . , xn) do
tipo ps em W −Rk. Dado f ∈ S denote

Lf = 〈f〉TS +Rk.

Pelo Lema 3.13, temos que para todo f ∈ S, Lf = F1 〈X〉 ou

Lf = 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk

para algum θ 6 k ou

Lf =
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk

para algum s > 1. É claro que se Lf = F1 〈X〉 para algum f ∈ S, então W = F1 〈X〉.
Suponhamos então que Lf 6= F1 〈X〉 para todo f ∈ S. Temos dois casos:

Caso 1.
Suponha que

Lf = 〈x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk,

para algum f ∈ S e θ 6 k. Defina λ = min{θ | x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1] ∈ W}. Temos

x1[x2, x3] . . . [x2θ, x2θ+1] ∈ 〈x1[x2, x3] . . . [x2λ, x2λ+1]〉TS

para todo θ > λ e

xp
s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1) ∈ 〈x1[x2, x3] . . . [x2λ, x2λ+1]〉TS + T (3)

para todo s, pois λ 6 k. Assim, conclúımos que f ∈ 〈x1[x2, x3] . . . [x2λ, x2λ+1]〉TS + Rk para
todo f ∈ S. Temos portanto que

W = 〈x1[x2, x3] . . . [x2λ, x2λ+1]〉TS +Rk,

pois W é gerado por seus polinômios do tipo ps.
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Agora, é fácil ver que W é um T-espaço gerado por

xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qλ−1(x2, . . . , x2λ−1),

x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] . . . [x2λ, x2λ+1].

Caso 2.
Suponhamos agora que para todo f ∈ S,

Lf =
〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk

para algum s = sf > 1. Note que se r > s, então

xp
r

1 q
(r)
k (x2, . . . , x2k+1) ≡ xp

r

1 x
pr−1
2 . . . xp

r−1
2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1]

≡ (xp
r−s

1 )p
s

xp
r−s

2 xp
s−1

2 . . . xp
r−s

2k+1x
ps−1

2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1]

≡ (xp
r−s

1 )p
s

xp
r−s

2 . . . xp
r−s

2k+1x
ps−1

2 . . . xp
s−1

2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1]

≡ (xp
r−s

1 xp
r−s−1

2 . . . xp
r−s−1

2k+1 )p
s

xp
s−1

2 . . . xp
s−1

2k+1[x2, x3] . . . [x2k, x2k+1].

Dáı

xp
r

1 q
(r)
k (x2, . . . , x2k+1) ∈

〈
xp

s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+ T (3).

Seja µ = min{s | xp
s

1 q
(s)
k (x2, . . . , x2k+1) ∈ W}. Então

W =
〈
xp

µ

1 q
(µ)
k (x2, . . . , x2k+1)

〉TS
+Rk.

Agora é fácil ver que W é gerado pelos polinômios do item 3 do enunciado da proposição.

Como corolário temos:

Corolário 3.15. Seja W um T -espaço de F1 〈X〉 tal que Rk $ W . Então W é um T -espaço
finitamente gerado.

O seguinte teorema segue do Teorema 3.12 e do corolário acima.

Teorema 3.16. Para cada k > 1, o T -espaço Rk é um T -espaço limite de F1 〈X〉.

Para provar que F1〈X〉 tem infinitos T-espaços limites, falta só provar que os Rk’s são
distintos. Isso é obtido no próximo resultado.

Proposição 3.17. Se k 6= l então Rk 6= Rl.

Demonstração. Suponhamos que Rk = Rl para alguns k, l com k < l. Veremos que isso
implica em C(G) ⊆ Rl. Com efeito, os geradores de C(G) são:

x1[x2, x3, x4], x
p
1, x

p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1qn(x2, . . . , x2n+1), . . . .

Então
x1[x2, x3, x4] ∈ T (3) ⊆ Rl,

xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x

p
1ql−1(x2, . . . , x2l−1) ∈ U (l−1) ⊆ Rl,

xp1ql+1(x2, . . . , x2l+3), x
p
1ql+2(x2, . . . , x2l+5), . . . ∈ T (3,l+1) ⊆ Rl.



Como k < l
xp1ql(x2, . . . , x2l+1) ∈ T (3,k+1) ⊆ Rk = Rl.

Logo C(G) ⊆ Rl como foi previsto. Mas C(G) 6= Rl pois

x1[x2, x3] . . . [x2l+2, x2l+3] /∈ C(G).

Como C(G) é T-espaço limite, temos Rl finitamente gerado. Absurdo.

Juntando o Teorema 3.16 e a proposição anterior, temos o Teorema Principal 2, da
introdução desta dissertação, demonstrado.
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