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Resumo

Seja F' um corpo de caracteristica p > 3. Denote por Fo(X) e F}(X) as dlgebras associativas
livres sem e com unidade, respectivamente, livremente geradas pelo conjunto infinito X.
Nesta dissertacao estudamos T-ideais e T-espagos infinitamente gerados.

Em [2], os matemdticos Aladova e Krasilnikov exibiram em Fy(X) um T-ideal infinita-
mente gerado que contém o polindomio z?”. Em [9], os matemdticos Gongalves, Krasilnikov
e Sviridova exibiram em F};(X) infinitos T-espacos limites quando F' é infinito.

O objetivo desta dissertacao é estudar os resultados dos dois artigos citados acima.



Abstract

Let F' be a field of characteristic p > 3. Denote by Fy(X) and Fi(X) the free associative
algebras without and with unity, respectively, freely generated by the infinite set X. In this
dissertation we study T-spaces and T-ideals infinitely generated.

In [2] the mathematicians Aladova and Krasilnikov exhibited in Fy(X) a T-ideal infi-
nitely generated that contains the polynomial z?*. In [9], the mathematicians Gongalves,
Krasilnikov and Sviridova exhibited in F;(X) limits T-spaces when F' is infinite.

The objective of this dissertation is to study the results of the two papers cited above.
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Introducao

Seja F' um corpo e Fy(X) a dlgebra associativa livre sem unidade livremente gerada pelo
conjunto infinito X = {x, zo,...}. Os elementos de Fy(X) sao chamados de polinémios.

Um polinémio f(x1,...,z,) é chamado de identidade polinomial para uma éalgebra asso-
ciativa A se

f(al,...,an):()

para quaisquer ay, ..., a, € A. Denotamos por Id(A) o conjunto das identidades polinomiais
de A e se Id(A) # {0} dizemos que A é uma Pl-dlgebra. Existem vérios exemplos de PI-
algebras, dentre elas estao todas as algebras comutativas e as dlgebras de dimensao finita.
Nesta dissertacao de mestrado o assunto a ser tratado é PI-algebra.

Um ideal I de Fy(X) é chamado de T-ideal se ele ¢ fechado por todos os endomorfismos
de Fy(X). Pode ser mostrado que um ideal / é um T-ideal se, e somente se, I = [d(A) para
alguma algebra A.

Dado um subconjunto S de Fy(X) denotamos por (S)T o menor T-ideal de Fy(X) que
contém S. Ele sempre existe e é chamado de T-ideal gerado por S. Dado um T-ideal I, se
existe um subconjunto finito S tal que I = (S)T, dizemos que I é um T-ideal finitamente
gerado. Caso contrario, dizemos que [ é um T-ideal infinitamente gerado. Em 1950 o
matematico Specht formulou o seguinte problema:

Problema de Specht. E todo T-ideal finitamente gerado?
A resposta surgiu apenas em 1987 com os trabalhos de Kemer em [16]:

Teorema de Kemer. Se F' é um corpo de caracteristica 0, entao todo T-ideal é finitamente
gerado.

A resposta para o Problema de Specht no caso em que a caracteristica de F' é # 0 levou
ainda um tempo para ser obtida. Apenas em 1999 com os trabalhos de Belov [4], Grishin
[11] e Shchigolev [20] foram obtidos contra-exemplos para o problema, isto é, eles exibiram
T-ideais infinitamente gerados quando a caracteristica de F' é # 0.

Um polindmio f é chamado polinomio de Specht se todo T-ideal em F(X) que contém f
¢ um T-ideal finitamente gerado. Como em car(F') = 0 todo polinémio é de Specht, estamos
interessados no caso em que car(F) = p > 0. Uma pergunta natural a se fazer é a seguinte:

Pergunta. O polinomio 2™ nao é de Specht para algum n?

Usando o Teorema de Nagata-Higman-Dubnov-Ivanov (ver [15] e [18]) pode ser mostrado
que z" é de Specht para n < p.

Vérios autores estudaram a questao acima (ver [1, 11, 12, 14, 20, 22|) e mostraram que
tal n existe. Em particular, Aladova e Krasilnikov em [2] provaram o seguinte:



Teorema Principal 1. Se car(F) = p > 3, entdao 2% nao é de Specht.
Este é um resultado importante e da margem para o enunciado de outro problema:

Problema em aberto. Se car(F) = p > 3, entao 2p é o menor n tal que z" nao é de
Specht?

Ligado ao problema de geradores de T-ideal surge o conceito de T-espaco.

Seja F1(X) a algebra associativa livre com unidade livremente gerada por X. Um su-
bespago vetorial I de F1(X) é chamado de T-espago se I é fechado por todos os endomor-
fismos de F(X).

Observe que todo T-ideal é um T-espaco. Um exemplo mais “pratico” de T-espaco seria
o conjunto dos polindémios centrais de uma algebra A. Um polinémio f(z1,...,x,) € Fi(X)
é chamado de polinémio central para uma algebra associativa com unidade A se

flay,...,a,) € Z(A) (Centro de A)

para quaisquer ay, ..., a, € A. Denotamos por C'(A) o conjunto desses polinomios e observe
que este é um T-espago.

Os polindomios centrais sdo conhecidos para poucas édlgebras. Recentemente, em [5], os
matematicos Brandao, Krasilnikov, Koshlukov e Silva descreveram os polinomios centrais da
algebra de Grassmann G infinitamente gerada com unidade. La ocorre um fato interessante:
quando car(F) = 0, temos que C(G) é um T-espago finitamente gerado e, quando F' é
infinito com car(F) = p > 3 temos que C(G) é um T-espago infinitamente gerado. Aqui
os conceitos de finitamente e infinitamente gerados sao similares aos de T-ideal. Um outro
fato interessante a respeito de C(G) quando car(F') = p > 3 e F' é infinito é que C(G) é um
T-espago limite. Um T-espaco I é chamado de limite se ele é infinitamente gerado e se todo
T-espaco J que contém propriamente I é finitamente gerado. Este foi o primeiro exemplo
de T-espaco limite na literatura.

Na busca por novos T-espaco limites, os matematicos Gongalves, Krasilnikov e Sviridova
em [9] provaram o seguinte:

Teorema Principal 2. Seja F' um corpo infinito de car(F) = p > 3. Existem em Fj(X)
infinitos T-espagos limites.

Neste ultimo teorema, nao apenas é provada a existéncia, mas também sao exibidos os
T-espacos.

Esta dissertacao trata de estudar os dois teorema principais citados anteriormente. A
distribuicao do assunto é feita da seguinte maneira: no primeiro capitulo sao estudados
os conceitos bésicos da teoria de Pl-algebras usando como o base o livro [7]. No segundo
capitulo é estudado o artigo [2] e demonstrado o Teorema Principal 1. No terceiro capitulo
é estudado o artigo [9] e demonstrado o Teorema Principal 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢coes e alguns resultados bésicos da teoria de PI-
algebras. O objetivo aqui é fornecer as ferramentas necessarias para que o leitor passe pelos
capitulos seguintes sem maiores dificuldades. Ao longo de toda a dissertacao, F' denotara um
corpo e as algebras consideradas serao associativas, a menos que seja dito algo em contrario.
Muitos resultados por serem classicos e de facil procura na literatura serao apenas enunciados,
nao terdo demonstragdo. Sugerimos os livros [7] e [10] para consulta.

1.1 Identidades Polinomiais

Seja F1(X) a dlgebra associativa livre com unidade livremente gerada pelo conjunto infinito
X = {x1,x9,...}. Aolongo de toda a secio, todas as dlgebras consideradas serao associativas
e com unidade.

Definigao 1.1. Seja f = f(x1,...,x,) € F1 (X). Dizemos que [ € uma identidade polino-
mial para uma dlgebra A se
flai,...,a,) =0

para todos ay, ..., a, € A. Denotamos por Id(A) o conjunto das identidades polinomiais de

A e dizemos que A € uma Pl-dlgebra se Id(A) # {0}.

Exemplo 1.2. As dlgebras comutativas sao Pl-dlgebras, pois o comutador
[55171‘2] = T1T2 — T2l
€ uma tdentidade polinomial.

Exemplo 1.3. Toda dlgebra A de dimensdo finita é Pl-dlgebra. De fato, se dim(A) < n,
entdo o “Polinomio Standard” de grau n

Stn(wl, Ty euns xn) = Z (—1)U:CU(1):L'U(2) o+ To(n)

O'GSn
€ uma identidade polinomial para A.

Como consequéncia do ultimo exemplo, temos que M, (F') (a dlgebra das matrizes n x n)
¢ uma Pl-algebra. Ela possui dimensdo n? e tem o Polinémio Standard de grau n? + 1
como identidade polinomial. Uma pergunta natural seria: qual é o grau minimo de uma
identidade polinomial para M, (F)? Um dos resultados cldssicos da teoria, chamado de
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Teorema de Amitzur-Levitzky, nos fornece a resposta. Ele foi provado em 1950 (ver [3, 23])
e afirma que
Sth(ZBh To, ..., x2n)

é a identidade polinomial de menor grau para M, (F).

Defini¢ao 1.4. Um ideal I de Fy (X) € dito ser um T-ideal se I for fechado por todos os
endomorfismos de Fy(X).

Uma maneira equivalente de se dizer que um ideal [ é um T-ideal é dizer que

flgr, .y g0) €1

para todos f(zy,...,z,) € I e g1,...,9n € F1(X). Se A é uma Pl-dlgebra, entao Id(A) é
um T-ideal. Reciprocamente, dado um T-ideal I, temos que

I =1d(A)
para alguma PI-algebra A. Para verificar isso, basta considerar A = Fy(X)/I.

Definigao 1.5. Se S € um subconjunto de F1(X), definimos o T-ideal gerado por S como o
menor T-ideal que contém S.

Ele existe e é a interse¢ao de todos os T-ideais que contém S. Denotamos ele por (S >T.
Pode ser mostrado que (S )T ¢é gerado como espaco vetorial pelos elementos do tipo

9f(g1s---, )"

onde f(z1,...,2,) €S e g, ....0n 9,9 € Fi (X). Os elementos de (S)” serdo chamados de
consequéncias de S.
Um dos grandes problemas na area consiste em dada uma PI-adlgebra A, descrever um

conjunto S tal que
Id(A) = (S)T.

Essa descrigao é obtida apenas em algumas algebras conhecidas. Abaixo citamos apenas
duas delas:
a) Para A comutativa e F infinito temos

Id(A) = ([z1,z2])"
b) Para A = M,(F') com F infinito de caracteristica diferente de 2 e 3 temos
Td(A) = ( Sty(wy,...,24) e [[w1,19]? 23] )T,

A respeito da histéria do problema, as identidades de Ms(F) quando car(F) = 0 foram
descritas por Razmyslov em 1973 (ver[19]). Depois, Drensky (ver [6]) melhorou o resultado
obtendo apenas os dois geradores acima para o T-ideal. O caso em que F' é infinito e de
car(F') > 5 foi descrito por Koshlukov (ver [17] ).

Na proxima secao falaremos da &dlgebra de Grassmann e suas identidades polinomiais
também.

Defini¢ao 1.6. Um polinémio f(x1,...,x,) € chamado de central para uma dlgebra A se
flay,...,a,) € Z(A) (centro de A)

para todos ay,...,a, € A.
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Denotamos por C'(A) o conjunto dos polindomios centrais de uma algebra A. Observe que
f(xla s 7'TTL) € C(A> — [f(a:la s 7xn)7 xn+1] € [d(A)

Diante disso, temos por exemplo que
[xl ) .’172] 2

é um polinomio central para Ms(F).

Como podemos ver acima, os conceitos de identidade polinomial e polinomio central estao
relacionados entre si. Assim, o conhecimento de C'(A) nos fornece informagoes sobre Id(A).
Para entender melhor as propriedades de C'(A) vamos introduzir o conceito de T-espago.

Definig¢ao 1.7. Um subespago vetorial V de Fy (X)) € dito ser um T-espago se ele for fechado
por todos os endomorfismos de Fy(X).

Uma maneira equivalente de se dizer que um subespaco vetorial V' é um T-espaco é dizer
que

f(gl7"'agn)ev

para todos f(xy,...,z,) € Ve gi,...,g9, € F1(X). Um exemplo cldssico de T-espago é o
conjunto dos polinémios centrais de uma algebra A. Aqui chamamos a atencao para o fato
que nem todo T-espaco V' é C'(A) para alguma algebra A, como veremos depois. Observe
também que todo T-ideal é um T-espaco.

Defini¢ao 1.8. Se S € um subconjunto de Fy(X), definimos o T-espaco gerado por S como
o menor T-espago que contém S.

Ele existe e é a intersegao de todos os T-espagos que contém S. Denotamos ele por (S )TS.
TS , . .
Pode ser mostrado que (S)"” é gerado como espago vetorial pelos elementos do tipo

f(.gh“'ugn)

onde f(x1,...,2,) €S eqgy,...,gn € F1 (X).
Na proxima secao faremos comentarios a respeito dos geradores do T-espago dos po-
lindomios centrais da algebra de Grassmann G.

Definicao 1.9. Dizemos que um T-espagco V' € finitamente gerado como T-espacgo se existe
um conjunto finito S tal que

V= (5)".
Caso contrdrio, dizemos que V' € infinitamente gerado como T-espago.

De maneira analoga definimos T-ideal finitamente gerado e infinitamenete gerado.

Como ja foi citado na introducao desta dissertagao, em 1950 o matematico Specht se
questionou a respeito da existéncia de T-ideais infinitamente gerados. A resposta sé veio
37 anos depois com os trabalhos de Kemer no caso em que car(F) = 0. Observe que a
resposta para o caso em que F' é de caracteristica # 0 surgiu apenas meio século depois do
questionamento, com os trabalhos de Belov, Grishin e Shchigolev. Diante da importancia
do tema, estudaremos nos préximos capitulos T-ideais e T-espago infinitamente gerados.

E de grande importancia, dado um conjunto de geradores para um T-espaco, conseguir
extrair dele um conjunto menor de geradores. A partir disso, enunciaremos alguns resultados
que dizem como obter “bons” geradores para um T-espago
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Definicao 1.10. Seja m(xy,...,x,) = TiyTiy ... T, um monomio e seja u; = deg,,m a
quantidade de vezes que x; aparece em m. Entdo, diremos que (uy,...,u,) € o multigrau de
m. Um polinomio f(x1,...,x,) € chamado de multi-homogéneo com multigrau (uy, ..., uy,)
se todos 0s seus mondomios tem o mesmo multigrau (uy, ..., u,). Dizemos que um polinémio
multi-homogéneo € multilinear se ele tiver multigrau (1,...,1), ou seja, cada varidvel apare-
cendo uma vez em cada monomio.

Proposicao 1.11. Seja f um polinomio e escreva ele como

f= 2 fo

di,...,dn 20

onde fl@-d) ¢ q componente multi-homogénea de f com multigrau (dy, ..., d,). Denote
por d o grau mdzimo de f com respeito a uma varidvel. Se |F| > d+ 1, entao

(NS = () sy dy 2 )1,

A demonstragao da proposi¢ao acima encontra-se no Capitulo 4 de [7]. Embora ela tenha
sido feita para T-ideais, observe que a demonstracao é a “mesma’” para T-espagos.

Como consequéncia direta da proposicao e usando o processo de multilinearizacao de um
polinomio, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.12. Seja V' um T-espago de Fy (X). Se F ¢ infinito, entao V é gerado como
T-espago por seus polinémios multi-homogéneos. Se car(F) = 0, entao V € gerado como
T-espago por seus polinomios multilineares.

Defini¢ao 1.13. Seja F' um corpo de caracteristica p # 0. Se f(xq,...,x,) € um polinémio

multi-homogéneo com multigrau (p**,...,p*), onde sq,...,8, > 0, entao dizemos que f €

um polinomio do tipo p°.

Lema 1.14. Seja F' um corpo infinito de caracteristica p # 0. Seja V. um T-espago de
F1 (X). Entao, V € gerado como T-espago por seus polinomios multi-homogéneos do tipo p*.

Prova: Seja f(z1,...,x,) um polindmio multi-homogéneo. Denotando d = deg,, f, temos
que d pode ser escrito assim:

d=ag+ap+ ...+ ap”

onde k> 0e 0 < a; <p—1 para todo .
Seja
{yrs |0<r<k e 1<s<o}

um conjunto de varidveis distintas entre si e distintas de 21, . . . , 2,,. Denote por f o polinémio
obtido de f pela seguinte substituicao:

k  ar
T — E E Yrs-
r=0 s=1

Seja h a componente multi-homogénea de f com grau p” na variavel y,, para todo r, s e
grau deg,, f na variavel z; para todo + = 2,...,n. Entao

he (f)T5.
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Mostraremos agora que
fe <h>TS :

Fazendo a substituigao
Yrs > 1

em todas as variaveis y,, de h, obtemos um polinomio
h(zy, ..., 21, %9, ..., xy) = Af(x1,...,2p).

Em cada monémio de h aparecem
(&) —|— oo+ .

variaveis ¥,.s distribuidas em d lugares. Por argumentos combinatoérios temos

d!

Pode ser mostrado que A # 0 mod p. Facamos o caso k = 2.
Temos d = ay + a1p + agp?,
d! ~ (agp?)! ) (agp® +1) - - - (ap® + cup)
(p2)ez(phor — (p2l)e ple

Por uma parte

(ap?)! 1. p? (PP 1) (207 (2024 1) (3p?) (g — )P+ 1] - Oész.

(p2h)e> p?! P! p?! p!

(oop® + aup+1) - (ap® + cup + ay).

Para cada 1 < 7 < a» temos

— 1)p? 4+ 1] - ip? |~ 1)p? | — 1)p?
[(d )ppj'] ip :[(z‘—1)p2+1][%+1]'“[(ng—_)f+1]i:i mod p.
Logo
2)|
((2092'];(32':1-2---(12:&2!7&0 mod p.

De forma similar temos

(gp* + 1)+ (p® + aup)  (agp® + 1) (aap® +p) (aop® +p+1)--- (ap® + 2p)

(ph) p! p!

(op® + (an — )p+1) -+ - (a2p® + aup)
p!

1-2---a;7 mod p.
Finalmente
(op* +arp+1)---(agp® +ap+ag) =1-2---p mod p.

Como ag, aq, as < p temos que

d!
(P 7 0 L
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Para k arbitrario o esquema é o mesmo, dessa forma

d!
—— =oplag! - #0 mod p
k 9
[T—o()
pois ag, aq,...,a < p. Logo, f estd no T-espaco gerado pelo polinomio h. Concluimos

assim que
(H™=m.

Fazendo o mesmo processo na variavel x5 de h, obtemos outro polinomio hsy tal que

()T = (h)"® .

Continuando com esse procedimento, apdés um numero finito de passos, encontraremos um
polinomio g do tipo p* tal que
TS _ ; \TS
(N7 ="

Como o corpo F' ¢ infinito, V' é gerado como T-espaco pelos seus polinomios multi-
homogéneos. Logo, V' é gerado como T-espaco pelos seus polinomios multi-homogéneos do
tipo p®, como se queria provar. ]

Chamamos a atencao do leitor para o seguinte fato: se para um T-ideal [ tivermos
I = (S)T9 entao I = (S)T. Assim, os resultados anteriores para T-espacos também sdo
validos para T-ideais.

Defina os polinomios

[I’l,IQ] = T1T2 — T2, [x17$27x3] - [[l’l,l’g],x?,], [x1,$27x3,$4] - [[x17x27x3]7x4]7 ..

Esses polindmios sao chamados de comutadores. Uma relagao importante entre eles é a
identidade de Jacobi
[xla X, I‘g] + [mQa €3, .',Ul] + [1'3, xy, $2] — O

Uma outra que usaremos com certa frequéncia é

[zy, 2] = z[y, 2] + [z, 2]y.

Seja L(X) o subespago vetorial de F;(X) gerado pelas letras 1, xs,... € por todos os
comutadores. A partir desses geradores formemos uma base para L(X), que denotaremos
por B. Agora considere uma relagao de ordem em B de modo que

(comutadores de) _ <comutad07"es de)

T <To<...<xp<...< .
comprimento 2

comprimento 3
Com a ordem anti-simétrica obtida desta relagao temos o seguinte teorema.

Teorema 1.15. Uma base para o espago vetorial Fy (X) € o conjunto dos elementos do tipo
ULU . . . Uy,
onde u; < up < ... < uy pertencem a B et > 0.

O espago vetorial L(X) pode ser interpretado da seguinte maneira: considere em F (X)
a operacdo comutador e denote por F1(X)[+] a 4lgebra de Lie associada. Entdo L(X) é a
subélgebra de Lie de F1(X)l ] gerada por X. Nao mostraremos aqui, mas L(X) é a dlgebra
de Lie livre gerada por X e o tultimo resultado é uma consequéncia direta do Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, uma vez que F;(X) é a dlgebra envolvente universal de L(X). Para
mais detalhes, ver Capitulos 1 e 4 de [7].
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Definicao 1.16. Um polinomio € dito proprio se ele pode ser escrito como combinacgado linear
de produtos de comutadores.

Convencionamos que o polinomio constante 1 é um polinomio préprio também.
O seguinte resultado estd no Capitulo 4 de [7].

Teorema 1.17. Seja [ um T-ideal em Fy(X). Se F ¢ infinito, entdo I é gerado por seus
elementos proprios multi-homogéneos. Se car(F) = 0, entdao I € gerado por seus elementos
proprios multilineares.

1.2 Algebra de Grassmann

Nesta secao descreveremos as identidades polinomiais da algebra de Grassmann infinita-
mente gerada e finitamente gerada quando F' é infinito. Além disso, obteremos algumas
consequéncias do comutador triplo que serao importantes nos proximos capitulos. Ao longo
de toda a secdo, o corpo F' serd de caracteristica car(F') = p # 2.

Seja G a algebra de Grassmann infinitamente gerada pelo conjunto eq, eq, €3, ... . Relem-
bramos que G como espaco vetorial tem uma base formada por 1 e pelos elementos

€€ (1.1)
onde i1 < ... <1, em > 1. Além disso, em G temos a relacao
61'6]‘ = —€j€i

que define o produto entre seus elementos. Fixado k& > 1, denotamos por G} a subalgebra
de G gerada por ey, es,...,ep. Entao Gy é a dlgebra de Grassmann finitamente gerada por
k elementos. Observe que uma base para G como espaco vetorial é formada por 1 e pelos
elementos em (1.1) com 1 <3 < ... <4, <kel<m<k.

Lema 1.18. O polinomio

[xla Zo, '/L‘3]
¢ uma identidade polinomial para G.
Demonstragao. Como [z1, xo, x3] é um polindmio multilinear, s6 precisamos verificar que esse
polinémio se anula para substitui¢oes dos elementos da base de G em (1.1). Um elemento
da base de G é chamado par se é formado por uma quantidade par de e;’s (o elemento 1
também é par). Caso contrario ele é chamado ifmpar. Observe que os elementos pares estao

no centro de G.
Sejam uq, ug, uz elementos da base de G. Para mostrar que

[ula Ua, U3] =0

sé precisamos verificar que [u, us] é zero ou par. Com efeito, se algum u; é par, entao ele
comuta com o outro, logo [uy, us] = 0. Se uy e uy sdo impares, entao

U1Ug — UU1 = 2U1U2

é par, finalizando assim a demonstragao. [
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Lema 1.19. Denote por T® o T-ideal
T® = ([xy, 29, x3])7.
Entao,
1. [z1, zo)[z1, 23] € TO.
2. w1, 2o)[x3, T4] + [21, 23] [T2, 4] € TH).
3. [@8[wy, 2o)al, 3] € T para todo a,b € N.
Demonstracao. 1. Aplicando a igualdade [a, bc] = [a, blc + b|a, ¢| temos

[$17$1932,$3] = [$1[$17$2L£B3] = 331[331717275153} +[$17$3][$1,IE2]-
—— S——
em T(S) em T(S)

LOgO? [1’17 ':ES] [xb 3:2] S T(3)
2. Pelo item anterior temos [z, 2] (7, 23] € T®). Da igualdade

(1, Ty + x3][X + T3, 4] = [T1, To|[T2, 4] +]x1, To][T3, 4] + [21, 3] [22, T4] + [T1, T3][T5, 24]
—_—

(- J/

em T@®3) em T(3) em T(3)

segue que [x1, To][x3, 24] + [71, 73] [12, 24] € TE).
3. No que segue, usaremos a notacdo f = ¢ para denotar a igualdade f +7T®) = g+ TG
na algebra quociente Fy(X)/T®). Temos

[ff[$1,$2]7$3] = I(f[l‘hx%x?)] + [ff;x?,][xhb] = [xclluxil][xl;xﬂ-

Pelo item anterior,
21, @s][21, w2] = —[2f, 21][25, 2] = 0,

isto é, [x§[z1,z2], z3] = 0.
No caso geral temos

[} [m1, o]2h, 25]) = 2 (w1, wo] [0}, ws] + [2[x1, x2], w3]2h.

Como
[x[x1, x2], 23] = 0

xf[xq, x9] [:pg,xg] = [z, :Eg][xl, x3] =0

concluimos que [x%[x1, xo)2l, 3] = 0, isto ¢,

[24[x1, Bo)ab, z5) € T®).

Teorema 1.20. Seja F' um corpo infinito de car(F) # 2. Entdo

1d(G) = ([, w2, 23])"
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Demonstracao. Pelo Lema 1.18 temos que
([1, 22, 23))" C 1d(G).

Denote J = ([x1, x5, 23])" e suponha que Id(G) # J. Como F é um corpo infinito, existe
um polinémio préprio multi-homogéneo f € Id(G) — J, ou seja,

F+J 4

Neste caso, temos

f +J = Z ai[xinxh] te [‘I’iﬂ*l’xi?l] + J’
onde «; € F. Pelo Lema 1.19,
f +J = O‘[xiux%é] s [ximfl?xlél] +J

onde i3 < ... <y e a € F. Observe que a # 0 pois f nao pertence a J. Como f € Id(G)
e J C Id(G) temos que
[Tiys Tiy] - - [Ty Ty ] € Td(G).
Em particular
le1, €a] ... [ea—1,ey] =0,
isto é,
2leres ... eq = 0.

Absurdo, pois 2! # 0 mod p.

Lema 1.21. Seja F' um corpo infinito de car(F') # 2. Entao
1d(Gy) = ( [x1, 72, 73] e [w1,22] - [w2-1, T2 >T;
onde | € o menor numero natural tal que k < 2I.

Demonstracao. Vamos mostrar que
h =[xy, 29] - [To—1, T2

¢ uma identidade polinomial para Gj. O polinomio h é multilinear, logo s6 precisamos
verificar a identidade nos elementos da base de Gj. Sejam uq, ..., uy elementos da base de
Gy. Logo

[Ul, UQ] T [U21—1, Uzz] = QUU2 - - - U21—1U2Y,

onde a € F'. Observe que u = ujug - - - uy—1uy ¢ um elemento do tipo ej, - --e;, com ¢t > 21.
Como Gy, é algebra gerada por ey, ..., e, e k < 20 < t, temos algum e; aparecendo mais de
uma vez em u. Logo, u = 0.
Agora, denote
J'=([x1, 79, 23] e [v1,29] - [T2-1, T2l >T

Como Gy, C G temos que J' C Id(Gy). Suponhamos que nao vale a igualdade. Entao existe
um polinémio préprio multi-homogéneo f tal que f € Id(Gy) — J'. Usando um argumento
similar ao do teorema anterior, temos que

f + J = a[xiu xiz] T [:UiQTn—l?'Z'iQm] + J'
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para algum m € Ne a € F.
Se m > [, entao
[Iiuxiz] e [xlémfu xiQm] S J'

e consequentemente f também pertence a J'. Absurdo.
Se m <l —1, entao m contradiz a minimalidade de [, pois em particular temos

[xi17xi2] T [xi2m717x7:2m:| € ]d(Gk)

No ultimo capitulo usaremos a notagao
TGN = ([z1,29,23) e |1, 22] - [z2-1,221] )T

para denotar tal T-ideal.

1.3 Relacao entre nil e nilpotente

Nesta segao apresentaremos o classico Teorema de Nagata-Higman-Dubnov-Ivanov para a
nilpoténcia das algebras nil de indice limitado. Inicialmente, tal resultado foi provado sobre
um corpo de caracteristica 0 por Nagata em 1953 (ver [18]). Depois, em 1956, o resultado foi
provado por Higman num caso mais geral (ver [15]). Com o passar dos anos, foi descoberto
que o Teorema foi determinado em 1943 por Dubnov e Ivanov. Para maiores dados histéricos
a respeito do Teorema, citamos [8].

Ao longo de toda a secdo, as algebras consideradas serao associativas e sem unidade.
Denote por Fy(X) a dlgebra associativa livre “sem unidade” livremente gerada pelo conjunto
infinito X. O conceito de T-ideal e T-ideal gerado pode ser definido de maneira similar em
Fy(X), mas observe que

()"

nao necessariamente coincide em Fy(X) e F1(X). Por exemplo, x; ndo pertence ao T-ideal
gerado por x5 em Fy(X) mas pertence a ele quando pensado em F3(X). Portanto, quando
olhamos para algebras associativas sem unidade, o lugar ideal para estudar suas identidades
polinomiais e propriedades ¢ Fy(X). Com base no exposto, nesta secao a notagao (S)? deve
ser entendida como T-ideal em Fy(X) gerado por S.

Definicao 1.22. Seja €2 uma dlgebra. Dizemos que:
a) Q é nil se para cada a € Q existe n € N tal que a" = 0.
b) Q € nil de indice n € N se a™ = 0 para todo a € Q mas b"~' # 0 para algum b € 2.
c) Q € nilpotente de indice n € N se a;---a, = 0 para todo ai,...,a, € 2, mas
by---b,_1 # 0 para algum by, ..., b,_1 € Q.

Aqui cabe algumas observagoes a respeito da definigao acima. Se
zy € 1d(92),

entao 2 é nil de indice < n. Se
Ty, € 1d(Q),

entao €2 é nilpotente de indice < n.
E claro que toda algebra nilpotente é nil. Ja a reciproca nao é verdadeira. A élgebra
de Grassmann infinitamente gerada “sem unidade” é nil sem ser nilpotente. Uma condicao
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necessaria para que uma algebra nil seja nilpotente é que ela seja nil de indice “limitado”.
Portanto, estamos interessados no problema: Quando uma &lgebra nil de indice limitado é

nilpotente? Em linguagem de Pl-algebra, estamos interessados em saber quando
Ty Ty € ()T 7

Lema 1.23. Se F' é um corpo com car(F') # 2, entdo
T1Tox3 € <x%>T
Demonstragio. Temos que (21 + 5)% € (22)". Abrindo essa expressio temos
(z1 + 29)* = 2% + 2129 + D11 + 25.
Logo x5 + xox1 € (:c%}T e consequentemente
z1(T9x3) + (T273) 21,

—$2(I3$1) - ($3$1)$27
x3(z122) + (122) 73

estdo também em (22)". Somando eles, temos que 2z,7573 € (x2)”, provando assim o
resultado. [

Teorema 1.24 (Nagata-Higman-Dubnov-Ivanov). Fize k > 2. Seja F' um corpo de carac-
teristica p, onde k < p, ou de caracteristica 0. Entao, existe d = d(k) tal que

T
Ty Tqg € <xlf>
Em particular, toda dlgebra nil de indice limitado € nilpotente.

Demonstragao. Faremos a demonstragdo apenas para o caso em que car(F) = p > k. No
caso em que car(F) = 0 a demonstracao é a mesma.

A prova serd por inducao sobre k = 2,3,...,p— 1. O lema anterior resolve o caso k = 2.
Suponha (hipétese de indugao) que o resultado é valido para k — 1, isto é, existe um inteiro
d=d(k—1) tal que

_I\T
Ty Xg € <:c’f 1>
Provaremos o resultado para k. Seja I = <a:’f>T Temos que (71 + 22)* € I. Considere a
componente multi-homogeénea (k — 1,1) de (z; + z2)*, isto é,

f(z1,x2) g T :chk =1

Como k < p e o corpo F' tem pelo menos p elementos, temos pela Proposicao 1.11 que
f(zq,29) € I. Temos também que

f(x1,209”)g" 7 € 1,

para todo j =0,...,k—1e g € Fp(X). Logo

k—1
Zf z1, 1297 )g" T € L.
7=0
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Mas

?T‘
H

k—1 k-1

" flnaag? NG T =)0 i (wag? ) g

7=0 =0
k—1 k-1

— % k—i—1 k—1—j
= E E r172(g’ 371 g )
i=0 j—O

:E 1'12722 kllkl])

:le'rlf(ga i 1)

<.
Il
o

- ZIIfo(gu v 1) + l’lf_ll’gf(g7$?)

= leng(g, e I Y

Como f(g, z} k=i=1) estd em I para todo i =0, ...,k — 2 temos que kz¥ 2, ! € I. Logo
i gt e 1 (1.2)

Por outro lado, aplicando hipdtese de indugao temos

15 Tg = Z aula(u2a)k—1u3a € Tgyo- - Togel = Z ﬁvlﬁ(UQﬁ)k_lvg/B

para certos polinomios u’s e v’s. Dai

Ty Tagrn = (U1 Ta)Tag1(Tare - Toap1) = Zaﬂula Su%z)k_lu?)axd—f—lvlﬁ(U26>k_iv3,8

em I por (1.2)

e consequentemente
Ty Tod+1 el

]

Defini¢ao 1.25. Um polinémio f é chamado de Specht se todo T-ideal I C Fy(X) contendo
f € finitamente gerado.

Pelo Teorema de Kemer, se car(F') = 0 entao todo polindémio é de Specht. Isso ja nao
ocorre quando car(F') # 0 (ver comentarios na introducao da dissertagao).

Corolario 1.26. Seja F um corpo de caracteristica p # 0. Se k < p, entdo o polinémio x*

¢ de Specht.

Demonstragio. Seja J um T-ideal de Fy(X) que contém x%. Pelo Teorema 1.24 temos que
T1...2q € J

para algum d. Denote por B; uma base para o subespacgo vetorial de J formado por todos
os polinomios de grau < d nas variaveis zy, ..., z4. Temos que B é finito e

J=(Byu{z, ...z}

Assim, J é finitamente gerado como T-ideal. n
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Suponha F' como acima. Pelo corolario, o T-ideal das identidades polinomiais de uma
algebra nil de indice < p é finitamente gerado. Como ja afirmamos na introdugao da dis-
sertagao, existe n tal que ™ nao é de Specht. Defina n(p) como sendo o menor n tal que ="
nao é de Specht. Observe que o conhecimento de n(p) nos fornece uma condigao suficiente
para que o T-ideal das identidades polinomiais de uma &lgebra nil de indice limitado n seja
finitamente gerado:

n < n(p).

Daf a importancia em encontrar n(p). No Capitulo 2 mostraremos que 2% nao é de Specht.
Logo
p < n(p) < 2p.



Capitulo 2

T-ideais infinitamente gerados

Ao longo de todo o capitulo, F' representard um corpo de caracteristica p > 3. Denotaremos
por Fy(X) a élgebra associativa livre sem unidade livremente gerada pelo conjunto infinito
X = {x1,x9,...}. Oobjetivo deste capitulo serd exibir um T-ideal J em Fy(X) infinitamente
gerado que contenha o polinémio xfp , isto é, provaremos o Teorema Principal 1 da introdugao
desta dissertacao. Os resultados aqui apresentados foram provados por Aladova e Krasilnikov
e encontram-se em [2].

2.1 A algebra B,

Nesta secao definiremos para cada n > 3 uma &lgebra B,,. Exibiremos um conjunto infinito
de polinomios
W3, Wqy oo oy Wpy ...

com a propriedade que ws,wy, ..., w, sao identidades para B,,, mas w,; nao. Esses po-
lindmios w’s junto com z3? gerardo o T-ideal .J (citado acima) e os resultados obtidos nesta
secao serao de extrema importancia para provar que J é infinitamente gerado na secao se-
guinte.

O seguinte lema segue de um resultado de Shchigolev [21, Lema 13].

Lema 2.1. Denote
f(xy,20) = 2~

Entao existe uma dlgebra associativa unitdria R satisfazendo as sequintes condigoes:

1x’2’_1 [x1, xa].

a) Existe um ideal bilateral I de R tal que R=1@® F.
b) Para cada h € I temos h? = 0.

c) R é gerado como dlgebra por certos z; € 1 (i € N) tal que para cada n > 1 o produto

f(z1,20) f (23, 24) -+ f(22n41, Z2ny2)

nao estd contido no espago vetorial gerado por
{1} U {f(ur,u2) f(us,ua) - - - flusk—1,u2k) | 1 <k <n, ug,ug,...,ux € R} (2.1)

d) 1,9, 23] € identidade polinomial para R.

16
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Em [21] Shchigolev provou o resultado para corpos infinitos e em [22] ele observou que o
resultado ainda é valido para corpos finitos.

Como a quantidade de notagoes ao longo do capitulo serd grande, a cada nova notagao
(importante) colocaremos Notagao ... para facilitar a leitura e relembra-la.

Notagao A,,.
Seja A,, o subespago de R gerado pelo conjunto (2.1).

Notacao R,,.
Definimos o conjunto &, das matrizes (2p + 1) x (2p + 1) como sendo o conjunto

0O RRRR R R R/A,
0 R RRR R R R
00 0 RR R R R
00 0 RR R R R

R.=|00 0 00 R R R
00 0 0 O 0 R R
00 0 0 0 ... R R
00 0 0 O0 ... 00 0

Observe que uma entrada de R, estd no espago quociente R/A,,, outras entradas em R e no
resto 0, conforme estabelece a notagao. Na verdade, R,, é a dlgebra quociente da algebra de
matrizes (2p+ 1) x (2p+ 1)

0 R R R R R R R
0O R R RR R R R
0 00 R R R R R
0 00 R R R R R
0O 0 0 0 O R R R
0O 00 0 O 0 R R
0 0 0 O 0 R R
00 0 0 O 0 0 O
sobre o ideal

000 ... 00 A,

0 0O .0 0 0

000 ... 00 O

00 0 . 0 0

00 0 . 0
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Notagao B,,, D er.
Fixado n € N, definimos B,, como sendo a subalgebra de R, gerada pela matriz

010 .0 00
0 0 1 0 0O
00 0 . 0 0O
D= : (2.2)
00 0 . 010
00 0 . 00
0 00 0 0O
e todas as matrizes
00 0O0O 0 0 O
0O 00O 0 0O
00 0O0O 0 0 O
000~ rrO0 0 0O
r=(0 0 0 0 O 0 0 O (2.3)
00 0O0O 0
00 0O0O 0 r O
00 0O0O0 . 0 0O

onde r € I.

Notacao wy.
Fixado k > 3, denotamos por w;, o polindomio

wk(‘rh vy Ty Y1y 7yk) - [$17$27$3]f($3,y3) T f(xlmyk)[yhy27y3]([x37x17x2][y37y17y2]>p_1‘

O principal resultado desta secao é o seguinte:

Proposicao 2.2. Fize n > 3. As sequintes sentencas sao verdadeiras:
a) wy € Id(B,) para todo k < n.
b) wp1 ¢ 1d(By).

Antes de fornecer a demonstracao da proposicao obteremos algumas propriedades da
algebra B,.

Lema 2.3. Todo elemento da dlgebra B,, € uma matriz da forma

0 u v % x* * ok ok ok ok
0 r w h = * k% % k%
0 0 0 uw v * ok k k%
0 0 0 r w * ok %k ok
000 0 O * ok ok k%
S A (2.4)
00 0 00 0 u v % «*
00 0 00 0 r w h =x
00 0 00 00 0 u w
00 0 00 00 0 r w
00 0 00 00 0 0 O
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onde u,v,w,h € R, r € I e as entradas marcadas com asterisco indicam elementos ar-
bitrdarios.

Prova: Dado um elemento X € B,, decomponha ele como

An(X) Ap(X) Ap(X)
X = 0 Apn(X) Axn(X)
0 0 As3(X)

onde Ap1(X), Ay (X) e A33(X) sdo matrizes quadradas e as outras de tamanhos adequados.
A aplicacao

¢ um homomorfismo de algebras para todo .
Denotando

0 aip a1z ais ags * * *

0 99 Q923 Q24 Q95 * * *

0 0 0 ag ass * * *

0 0 0 au ag --- * * *

X = 0 O 0 0 0 --- =x * * :

0 0 0 0 0 Aop—12p A2p—12p+1
0 0 0 0 .- 0 Q2p.2p Q2p 2p+1

0 0 0 0 0O --- 0 0 0

temos pelo exposto acima que para cada 1 < k < p—1 a funcao ¢y : B, — M5(R) dada por

0 aGop—12k Q2k—12k+1 02k—12k+2 A2k—12k+3

0  aokor  Qop2k+1 A2k 2k+2 (2K 2k+3

Yp(X)=1| 0 0 0 A2k4+1,2k+2  (2k+1,2k+3
0 0 0 (2k+2,2k+2  (2k+2,2k+3
0 0 0 0 0

¢ um homomorfismo de algebras.

Note que
01 000
00100
Y1(D) =2(D) = ... =1 (D) = 00010
00001
00 00O
e

00 00O

0Or 000

Yr(r) =a(r) =...=2p,4(r)=] 0 0 0 0 O

000~r o0

00 00O

para toda matriz r como em (2.3). Como a algebra B,, é gerada por D e pelas matrizes da
forma (2.3) temos

P1(X) = tha(X) = ... =1 (X)
para cada X € B,,. Comparando as entradas de t1(X), ¢2(X),...,1¥,—1(X) temos o resul-
tado desejado. [
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Agora vamos estudar um pouco os elementos de B,,. Para isso, considere as matrizes
abaixo:

Notagao XZ-(j ),
Fixe 3 < k < n e sejam XZ-(]) (1=1,2,...,k e j=1,2) elementos arbitrarios de B,, com

()

0 wu, * * * * % *

0 TZQ ) vl(j . * x % *

00 0 u « k%

0 O 0 T,gj ) UZ(j ) X % *
XP?=10 0 0 0 0 X % % (2.5)

00 0 0 0 ...0 49 «

000 0 0 0 ...0 7P 9

0 0 0 0 0 .0 0 0

onde TZQ) € I,ul(-j),vi(j) € R.

Queremos calcular as entradas da diagonal principal e da diagonal secundaria (diagonal

acima da principal) das matrizes [Xl(j), Xz(j), Xéj)] e [Xéj), Xl(j), Xéj)]. Por comodidade e para

evitar uma grande quantidade de notagoes, faremos a andlise apenas no primeiro bloco 4 x 4:

0 wy * *
0 10 W9 4
0o 0 0 u?
o0 0 Y
O primeiro bloco 4 x 4 de Xl(j)XQ(j) é
0 ugj)réj) * *
0 ,,,gy)réy) ,rgj)véy) «
0 0 0 ury
0 0 0y
e de [Xl(j),XQ(j)] é
0w~ .
0 [T§J)7T£J)] r§])véj) . réj)vij) s
0 0 0 ugj)réj)' . U;J)ng)
0 0 0 [, ]
De [ij),Xéj)]Xéj) temos
0 Wy -y )Y . .
0 [rgj),réj)]réj) [rgj),réj)]véj) T
0 0 0 (uﬁ’)ré’? B uéﬂ)rij))réj) )
0 0 0 Y réj)]réj)

e de X?Ej)[Xl(j),Xg(j)] temos
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0 u(])[T§J),7‘£ )] % *

0 Té )[ (J) (])} Téj)(rgj)véj) B Téj)vy)) « |
0 0 0 (])[ng), Té )]
0 0 0 (J)[’l“g ),Téj)]

Como [x1, 2, 23] é uma identidade polinomial para a algebra R, temos que [7"9), réj), réj)] =0.

Logo, o primeiro bloco 4 x 4 da matriz [Xl(j), XQ( '), X(J)]
0 0 oW «
0 0 o0 a |’
0 0 0 0
onde ‘ o o '
) = ()~ i) o, )
o) — MJ)’ réj)]véj) B Téj)(ry)vé 7 Téj)vy)). (2.6)

A matriz inteira segue o mesmo padrao, isto é,

0 a)  x * x % %
0 0 1) * * * *
0 O 0 aW * % *
. . . 0O O 0 0 * % *
[Xl(J),XQ(]),X?E])] _ . ' :
0O 0 0 0 0 a¥  «
0O 0 0 0 0 0 oW
0 0 0 0 0O 0 0
Da mesma forma temos
0 a  « * * % *
0 0 o9 « % %
0o 0 0 aW» x % %
A A A 0 0 0 0 * ok *
[X§])7X1(J)’X2(J)] — ) ] ] ' :
0 0 0 .0 Y o«
0 0 0 .0 0 9w
0 0 0 0 0O O 0
a9 — (uéJ)T(J) . ugj)réj))réj) _ ugj)[réj),rgj)]
R I Lt e ) 27
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CAPITULO 2.

X2(2)] . Observe que

(2)
1 >

X

3

1 1 1 2
X X

Notacao H.
Denote H

* K K K K

* ¥ X X %

* K K KX X

aMp2)

0

EE S SR

%
S
X
*
*

%
*
*
*
*

0000
0000
0000

0
0

0000
0000
0000
0000
0000

0

0

0
0
0
0

Como H é de tamanho (2p + 1) x (2p + 1) temos

H2

S O O o

i
|
Y
—
&)
)
*» T o ..o
=
'3
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Assim,
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Notacao A.
Seja A um elemento de B,, dado por

(e
s}
*

o
o
o
)
S

onde a € INZ(R).
As seguintes igualdades envolvendo o polinémio f(z1,s) = 2~ ah 21, x5] séo validas:

0 * ¥ ... %k * *
0 For )« *
0 0 0 "
FX, xPy=| : : ,
0 0 0 ... 0 % %
0 0 0 0 M ey «
0 0 0 0 0 0
0 * * * * *
0 f(rs",rP)a
0 0 0 ...
f, xha=| - : : : : |,
0 0 0 ... 0 % "
0 0 0 0 f(r{”,rPa «
0 0 0 ... 0 0
0 0 *
0 0 f(rél), r§2))av(2) (@M=t

FOEY, XA, X3P, X =

Notagao W.
Denote por W o elemento

w =[x, xM XD, XA, x P X e (2.8)
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Temos a seguinte igualdade:

aM o«

0 * * % *
0 0 oM « * % *
o 0o o a® ¥ % % 0 ... 0 *
- 0 0 0 0 ok x 0 ... 0 fri, rPav® @@y
0 0 0 0 o0 a®M o o« 0 ... 0 0
0 0 0 0 0o 0o o®
0O 0 0 0 .0 0 0
0 ... 0 ﬂ(l)f(rél)’r:(f)) (@M@ )yp-1 4 A,
I U 0
0 ... 0 0
Notacao d.

Denote por d o elemento
d = ﬁ(l)f(rél), T§2))al_}(2) (@(1)@(2))73—1

que aparece na entrada da matriz W.

Estamos quase prontos para a demonstracao da Proposigao 2.2. Seguem mais algumas
consideragoes: como [z1, g, x3] ¢ uma identidade polinomial para R, temos pelo Lema 1.19
as seguintes informagoes:

1. [z,y][x, z] = 0 para todo z,y,z € R.
2. f(z,y) pertence ao centro de R para todo z,y € R.
3. (rgj))p = 0 pois na defini¢ao de Xz(j) temos que rfj) el

Seguem dessas informagoes, outras duas mais que serao usadas frequentemente até o final
da secao:
1 1) (@2 1) (2.2
A 0 ¢ 764 0

Por (2.6) vale

_ (2 1 1 Dr (1) (1 1 (2)-
a® g e = (g — w0yl — w0 £ )
Dr (1 1) (2 -
L0,
Dr (1 2 2), (2) (2 2) (2
—ug)[rg),ré)]f(T ))({() (2)7,.(2) ()(() (2) (2) ()))

:(a 1T ]vé — T3 Iy Vy" — Ty Uy
= = I 08, ) el
1) ()[ (1) rél)][ 2)

2 1
T 7'5),7“5 ]f(ri(%)aré))

?
0.t
0.l

—Uuz U3
Dai, como a pertence ao centro de R, temos

d=aWfr rP)u@e(@Me@)p-1
1 1 2 2 1 2 ~ ~ _
e L o | R S A (v e e M (kA Lo (2.9)
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Agora, procuremos os termos de @M que contém r( ) e r:(f). De

~ 1) (1 1) (1 1 1 1 1 ~ 2 2 2 2 2) (2 2) (2
i = (u"n” = ") — VY e 0 = [ e = 5 - )
temos
2 1 2) (2) (2 1 2
L7, 13) = () ) f )
e também
1 1), (1) (1) (2),.(2) (2)\p— 1 2
@Oy ri) = @ e ),

Como a e f(rél), Té )Y estdo no centro de R, temos por (2.9) que

1 1 2 1) (1) (2) (2). (2)\p— 2
= P O P P 0, P
Observe que [7“51) Té )] e [r?),ré )] aparecem na expressao anterior. Logo pelo item 1 da
péagina anterior, r%l), rél), r§ ), rf) podem comutar com os outros termos que estao no produto.

Obtemos assim:

(@0 01, 0) (1), 2)p=1 (D D 2 Dyp1 £, (1) LDy,

d—_“3 U3 [7"1 ) ro,T ](U3 1 T T3 77“3
1 1 1 2 _ 1 _ 1 _ 2 _ 2 _ 1 2
= e 1 0 )y ) ) e P
2 2
= — (WP Y S ) s e a (2.10)

Aqui faremos uma observacao a respeito do elemento (u( )v( ))

de d. Se r € R entao r = a+ ( para algum o« € [ e f € F. Logo

que aparece na expressao

rP=af +pP =P € F.
Em particular, (u§’v{”) € F.

Agora finalizaremos a secao dando a demonstracao da Proposigao 2.2:

Prova da Proposicao 2.2: Relembramos o polinomio

wk(xlv vy LThey Y1y ooey yk) = ['xhx% 33'3]f<5€3,3/3) T f(xka yk)[yla Y2, y3]([$37 3’)1,%2][3}3, y17y2]>p71.

da proposigao. De (2.5), devemos mostrar que
we(XM, XV xP L xP) (2.11)

¢ 0 para todo & < n e nao nulo se k =n + 1 (para uma adequada substitui¢ao dos Xi(j)).
As notagoes usadas serao as mesmas utilizadas ao longo da secao.

Fazendo
1 2 1 2
A= fxP,xP) - f, x P,

temos que
a=fr r®) - o).
Observe que de fato a pertence ao centro de R como requer a definicaio de A. Observe
também que
we(XW L x x® Xy =w, (2.12)

onde W ¢ definido em (2.8). Temos que W é nulo se, e somente se, d € A,,. De (2.10) segue
que

d = —(u" o £ g ) P D) D) D),
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Se k < n temos que d € A, e portanto W = 0.
Suponha k£ = n + 1. Na definicao dos XZ»(j Vs considere

As entradas, da diagonal principal de Xi(j ), defina da seguinte maneira:

7’51) T’él) T§2) 7"52) Tél) Ti(f) .. 7”](61) 7“2,2)

I I I I I I I I
<1 Z2 <3 24 Z5 26 cee R2k—1 A2k

onde os z;’s aparecem no Lema 2.1. As demais entradas de Xi(j ) defina como 0. Neste caso
temos

d = —f(z1,22) f (23, 24) -~ f(zon-1, 221) & Ay,

e portanto W # 0 como queriamos. ]

2.2 Um T-ideal infinitamente gerado

Assim como na segao anterior, o corpo F' considerado sera de caracteristica p > 3. Nesta
secao, mostraremos que B, é uma algebra nil para todo n. Mais precisamente, mostraremos
que x?p é uma identidade polinomial para B,. Depois exibiremos um T-ideal em Fy(X)
infinitamente gerado que contém 3"

Antes de provar que xfp ¢é uma identidade polinomial para B,,, faremos um certo estudo
do que vem a ser X%, onde X € B,. O fato de X ser triangular implica que

X = Z aijEij,
1<i<j<2p+1
ondea; €1 (i=2,4,...,2p)ea; =0 (i=1,3,...,2p+ 1). Multiplicando temos
X2p = Z QAly15Ql5l5 - - 'al2pl2p+1El1l2p+1'

11 <. <lapy1

Seja m;; a entrada (4,7) da matriz X?. Note que m;; = a?ip = 0. Assim, para verificar que
X2 é a matriz nula, basta estudar m;; quando ¢ < j. Explicitando temos:

mij = E Al 15a1505 - - - a12p12p+1 .
=l <. .<lopt1=7

A cada termo ay,, a1, - acima temos associado uma sequéncia de indices

. .a12p12p+1
(=10 <lp<Il3<...<lypyr =J).

Como ay = 0 para [ impar, temos que aj,1,ay,1; - - - Aiy,1,,,, = 0 para toda sequéncia de indices
com algum indice impar repetido. Como X € B,, temos que ag = 44 = ... = Qp)(2p) = T
para algum r € I. Assim, cada a; 1,015 - - - Qyy,1,,,, POde ser escrito como

boTilblriZbg e bt_lr“bt (213)

onde t é a quantidade de ntimeros pares distintos na sequéncia de indices.
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Por exemplo, se p = 5, entao o produto
A14044044044045057A78088083089

tem uma sequéncia de indices (1,4,4,4,4,5,7,8,8,8,9), tem ¢t = 2 indices pares distintos e
pode ser escrito como

A14 44044044 Q45057078 Ag8Agg A8y -

T ——— — N —

bo r3 b1 r2 b2

Daremos mais um exemplo, o produto
(2404505666066 066 A66A67A79A9,10

pode ser escrito assim:

1 70 a9y 70 aysase r* agrangag 0 1 .
X , 24 45056 677949 10 T ,
bO b1 b2 b3 by

Neste caso, a sequéncia de indices associada é (2,4,5,6,6,6,6,7,9,10). Note que r esta
sendo escrito em (2.13) no meio de indices pares.
Agora apresentaremos alguns lemas envolvendo somas de elementos do tipo (2.13).

Lema 2.4. Seja Q uma dlgebra que satisfaz a identidade polinomial [z1, x2, x3]. Sejam t.k
inteiros tais que t > 1 e k > 0. Entao para todo ayi,as,...,a;_1,7 €  temos

i1 @92 it __ k+t_1 k
r-air-as...a1r" = r-aag...ai—1

o . t—1
i1+io+...+ir=k
11,82,...,5: >0

ket =1\ o (S,
_|_( ] >rk ! (Z(t—])a1...aj—1aj+1~--at—1[aj>r]>'

J=1

(2.14)

Prova: Seja
o(t, k) = g r'tair?as ... a_r".

i1+io+...+ir=k
Devemos provar que a igualdade envolvendo o(t, k) é vélida para todo (¢, k). Observe que o
lema é verdadeiro para os casos (1,k) e (¢,0). Assim, para provar o lema é suficiente provar
o seguinte: se o resultado é verdadeiro para (t,k—1) e (t — 1, k), entédo ele é verdadeiro para
(t, k) (veja a tabela).

(171) (Lk_l) (Lk)
(t—1,0) | (t—1,1) (t—1,k—1)| (t —1,k)
(t,O) (t71) (tak_ 1) (tak)
Usaremos a seguinte relacao:
o(t,k—1)r+o(t—1,k)a;_1 = Z rair®ay. .. it

i1+io+...tir=k—1
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+ E rtayr?ag .. ap_ortta, = o(t, k).
11+i2+...+i—1=k

Temos [a, r]b = bla,r] e [a,r][b,r] = 0. Aplicando a hipétese de indugao temos

k+t—2
o(t,k—1)r :( j_ ] )rklalaQ e QT

kAt —2\ 40 [, .
+ ( ; )rk 2 (Z(t —J)ay...aj_1a41 .. .at_l[aj,r]r>

j=1
kE+t—2\ 4
= Va1 . .. Gy
t—1 182 Gt
ket =2\ o [
j:
k+t—2 =1
+ ( t )’]"k_l (;(t _j)azl .. .aj—laj+1 .. .at_l[aj’r])

e também

k+t—2
o(t—1,k)a;_, :< :_ 5 )Tkalag O P T

E+t—2\ ,  [<2 ,
+ ( )rk ! ( (t—j—1)ar...a;1aj41 ... a—2]a;, r|ai_

t—1
7=1

k+t—2\ 4
= T a1ag ... Qp—
t—9 102 t—1

kt—2\ 4 [ ‘
" ( t—1 )7k 1 (jg:(t__j)al"'aj_laj+1"'a¢—1U%771)

j=1
ktt—2\ ) [
_ ( P )Tk 1 <;a1_..aj1aj+1...at1[aj,r} .

Agrupando e somando binomiais o resultado segue. O

Lema 2.5. Seja €2 uma dlgebra que satisfaz as identidades polinomiais
[T, 9, 23] € xf.
Sejam 1 <t<p—1ek>p—t+1. Entdo, para todo ay,as, ...,a;_1,7 € €2 temos

Z rayray .. apqr't = 0. (2.15)
i1+i2+...+ir=k
Prova: Pelo Lema 2.4 temos
) ) ) kE+t—1 kE+t—1
ot k) = o Z ‘ rtar?ag ... o vt = ( j_ 1 >T’ka1a2 e Q1 ( +t >7‘k1f7
i1+i2+...+ir=k

onde f € ). Vamos mostrar que o(¢, k) = 0 separarando em 3 casos:
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Caso 1. k>p+1.
Como z¥ é uma identidade para €2, temos r* = 0 e r*~1 = 0. Logo o(t, k) = 0.

Caso 2. k= p.
Neste caso, r? = 0 anula o primeiro somando. Por outro lado,

(p+t—1):(p+t—1ﬁ (p+t—n.~p

t tip—1) ¢!

Como p >t e p é primo, p nao aparece na decomposicao prima de t!. Logo p divide (p +§71)

e se anula o segundo somando.

Caso3. p—t+1<k<p-—1.
A desigualdade deste caso implica que k+1 < p < k+t—1. Temos também por hipotese
que t + 1 < p. Agora abriremos os binomiais que aparecem acima:

(k+t—1>:(k+t—1ﬂ (k+t—1)---t

t—1 (t— 1)k k!
e
krt—1\ (k+t—1! (k+t—1)---k
t otk —-1)! ! ’

Uma vez que p > k + 1 e p é primo, p nao aparece na decomposicao de k!. Além disso,
(k+t—1)---t é multiplo de p pois t <p < k+t— 1. Logo p divide

(k+t—1)---t
k!

e o primeiro somando de o (¢, k) ¢ 0.
Com raciocinio anélogo, p divide
(k+t—1)---k
t! ’

e portanto a segunda parcela de o(t, k) também é 0.
Finalizamos a demonstracao do lema. O]

Lema 2.6. Seja Q) uma dlgebra que satisfaz as identidades polinomiais
[x1, 0, 23] € af.

Sejam k>1e0<I[<p-—1. Entao para quaisquer ag,a,r € £ temos

- ri2g. i1y gl —
g g rtagrag, ... rvtag, 't = 0.

jl+---+jp—1:l 7/1++1p:k
01y i 1S1  i1yeenyip>0

Prova: Seja
N .. . . i in in1 i
o(j) =001, 92, Jp—1) = E rtajr'?aj, ... r'"tag, r'v

i1+...+ip:k:
11 4000yip >0
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onde j = (j1,J2,---,Jp—1). Pelo Lema 2.4

Observe que

<k+p—1) (k+p—1)(k+p—-2)...(k+1)
(p—1)!
Portanto, se p > k temos

e se p < k temos 7 = 0. Acabamos de mostrar que

k+p—1 .
o(j) = ( ’ ) (0= W)ags .oy s -5y 1l 7].
h=1

Assim, temos

k+p—1 !
Z o(j) = ( )rk_l (p—h) Z Qjy oo gy gy - GG, [, T

h=1 j1+.“+jp,1=l

jl‘i"-n“l’j'pfl:l p " J
0<j1,..Jp—1<1 0<j1,..,0p—1<1
Note que o somatoério
T = E aj, .. Q5 GG GG, [ag, T
Jjit+.+ip—1=l

Oéjlv"vjp—lgl

independe do h, isto é,

T = Z aj, . ..a;,_,la; 7]

Jitetip-1=l
0<j1,.-59p—1<1

= E Ajy gz v - ajp—l [ajz ) T]
j1f...+j'p,1=l
0<j1,..dp—1<1

= Z CLj2 ...ajpfl[ajl,r].

j1+-~-+,]ip71:l
0<j1;.-9p—1<1

Finalmente
ktp—1\ , 22 k+p—1 -1
> 0_():( p )Tkl <p_h)7_( p )klp(p ). — 0
. i D — P 2
]1+---+]p—1*l h=1

0§j17~~~7jp—1§1

pois car(F) =p > 3. O
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Lema 2.7. Seja Q2 uma dlgebra que satisfaz a identidade polinomial [xy,zo, x3]. Se k > 0,
entdo para quaisquer a,dy, ..., d; € ) temos

E E a*d,a”d;, . ..a’"'d;,_ a’ = 0.
i1+ Fip_1=k ]Al."!‘---"“jp:l
i1yeeyip—1>0  J1ye,fp>0

Prova: Como a caracteristica do corpo é p, temos que

(00) =0

Segue do Lema 2.4 que

p—1
E a'di a”d;, ...’ d;, 0’ = E (p—s)diy .. di,_di . di,_[di, a].
Jit+ip=1 s=1
]'17"'7.7'1720
Denotando
o = E E CLJldilaJZdiQ Ce (l‘jpildipilajp
i1+ tip-1=k ji1+..+jp=1
Uyeensip—120  J1,000,Jp2>0
temos

p—1
o = Z < (p — S)dil Ce dis—1dis+1 Ce dip_l[dis> a])

i1+...+ip,1=k s=1
11 yeenyip—120

p—1
= Z(p — 8) Z dil PN dis—ldis-H e dip_l [dis, &]
s=1 i1+...+’ip,1=k

115eeip—120

-—
Y
Assim como na prova do lema anterior, temos que 7 independe de s. Dai

o= (pz_:(p—s)>7':@7:0.

s=1
]

Voltando ao estudo da matriz X?? no inicio desta secao, lembre que estdvamos analisando
a entrada

mij = § : Alyly Qgly - - - Algplapyas
=0 <. <lgpt1=7

onde ¢ < j. Fixe um elemento a;,1,a,1; - - - ai,,; desse somatorio e considere a sequéncia de
indices (l1,ls, ..., lap, 7). Seja

{ml,mg,...,mb,j}:{ll,lg,...,lgp,j}, (216)
onde my < mgy < ...<my < j. JA& vimos que a1,a,; - . . a1,,; pode ser escrito como

bor* byr*2by ... 7"by onde boby ... by = Gy Cmgm - - - Qimyji-
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Seja deg(bob; . . . b) a quantidade de a’s que aparece em bgb; . . . by, isto é, deg(boby . ..b;) = b.

O conjunto {my,ma,...,myp,j} tem t nimeros pares e o nimero maximo de pares que
poderiamos encontrar é p, pois ele estd contido em {1,2,...,2p + 1}. Logo, existem p — ¢
pares que nao aparecem em {ms, ms, ..., My, j} € portanto

(n°® de elementos de {my,mg,...,mpy,j}) <2p+1—(p—t)=p+t+1.

Obtemos assim
deg(bobl R bt) <p+t.

Além disso, se k =iy + iy + ... + i, entao k = 2p — deg(bob; . .. b;). Logo
kE>2p—(p+t)=p—t.
Observacao 2.8. Suponha que vale a igualdade

deg(b0b1 Ce bt) =p + L.

Entao k = p—t e o conjunto {my, ma, ..., my, j} tem p+t+1 elementos dos quais ¢ sdo pares
e p+ 1 sao impares. Concluimos assim que todos os impares entre 1,...,2p + 1 aparecem
em {mqy, mo,...,my,j}. Em particular, m; =1e j=2p+ 1.

Observacgao 2.9. Observe que pelo menos um termo da sequéncia (I1,lo, . . ., lay, j) serd um

numero par. Logo ¢t > 1. Na verdade, 1 <t < p, pois entre 1 e 2p + 1 existem p pares.
Teorema 2.10. O polinémio x*" é uma identidade polinomial para a dlgebra B,,.

Demonstracao. Seguindo as notagoes do inicio desta secao e os comentérios apds a demons-
tragao do Lema 2.7, devemos mostrar que m;; = 0 para todo 7, j. Para isso, observe que m;
¢ a soma de elementos do tipo

b()?”il blrhbg R ?”itbt

e que a andlise deste elemento foi feita acima. O que faremos é separar a soma envolvendo
m;; em subsomas e mostrar que cada subsoma dessa ¢ nula.

Caso 1) (i,7) # (1,2p+ 1).
Pela Observacao 2.8 temos que em todo elemento byritb;r%2by ... 7r'th, do somatério m;; vale
deg(bob; ...b;) < p+t e consequentemente k > p —t + 1.

Vamos separar m;; em p subsomas: fixado um ¢ = 1,...,p a subsoma correspondente a
esse t sera formada pelos elementos do tipo

b(]?”llbl'fﬂzbg c. .thbt.

a) Se 1 <t < p— 1 podemos separar a subsoma correspondente em vdrias subsomas
fixando by, by, ..., b, isto é, cada subsoma teria o formato

E boT“blrme e T’tht.
i1+...+ir=k

Observe que k estd fixado (determinado), pois ¢ estd fixado e k = 2p — deg(bob; . . . b;), como
ja foi comentado acima. Como k > p —t + 1 segue do Lema 2.5 que

Z bor by r2by .. .1, = 0.

i1+...+ir=k
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b) Se t = p podemos separar a subsoma correspondente em varias subsomas fixando by
e b, e fixando o grau deg(byby...b,_1) = [. Observe que consequentemente k = iy + ...+ 1,
fica fixado também. Um dos termos da soma seria assim:
bo?"ilblrigbg e Tipbp.
Como t = p, a sequéncia de indices associada contém todos os nimeros pares entre 1 e 2p+1.
Assim, para cada termo b; (para 1 < j <p — 1) temos duas possibilidades:

bj = agjajr2 O bj = agj2j41a2j41,2j42-
Por (2.4)
Q12 =034 = ... = A25-125 = - - -
13 = Q35 = ... = A25—-12s4+1 = - - - (217)
A23 = Q45 = ... = Q252541 =
A4 = Qg6 = ... = A252542 = - . -
Logo
bj = Qg4 =:C1 ou bj = Q23034 =: Ca.

Se bj = Cs; entao | = s; + s + ... + 5,_1. Finalizando, pelo Lema 2.6 temos

i i ip— i
E E borce, 7% Csy .. TP s, 7D, = 0.

S1+82+...+sp,1:l il—‘r.‘.—‘rip:k
81,..0,8p—12>0 11 4000yip >0

Caso 2) (i,7) = (1,2p+ 1).
Escreva
My opr1 = di +da + Ay,

onde d; é a soma formada por termos byr**b1r*2b, . .. r'*b; que satisfazem deg(bgby...b;) < p+t,
e dy é a soma formada por aqueles que tem deg(bob;...by) = p + t.

Anidlise de di: observe que o mesmo argumento usado no Caso 1) pode ser usado para
mostrar que d; = 0.

Anslise de dy: seja bortbir2by . .. b, um elemento que aparece no somatoério d,. Como
deg(boby...b;) = p + t, segue da Observagao 2.8 que a sequéncia de indices associada a
borbir2by . .. 7*b, contém p + t + 1 inteiros distintos, sendo p + 1 deles fmpares. Ou seja,
todos os impares entre 1 e 2p + 1 aparecem na sequéncia de indices. Considere o conjunto
dos indices

{1,mg,...,mp,2p+ 1}

como em (2.16). As possibilidades para
bgbl e bt = A1myAmoms - - - dmy 2p+1

envolvem s6 a;; com j —¢ = 1 ou 2. Denotando por ¢; o nimero de a;;’s em b;, temos pelas
igualdades (2.17) o seguinte:

by = co—1

0 =13 A12

bj :aggaiéizalg para 1 S ] S t—1

_ ct—1
b =Aa23013
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Note que
p+t=deg(boby...by) =co+c1+ ...+ ¢

Além disso, k=i1+is+ ...+, =p—te

(co—D+(a—1)+(a—-2)+...+ (g1 —2)=p+t—2—-2(t—1)=p—t.
—— N N — N—_——

lo It Il l—1

a) Se 1 <t <p— 2, entdo para cada iy, is, ..., fixados temos

Z al% (ararags)aly ... (a1ar™ags)aly = 0
lo+...+li=p—t
loseonsls >0
pelo Lema 2.5.
b) Set = p— 1 entdao p—t = 1. Assim, o elemento byr‘ib;r*2by...r"b; no somatério
mi 2p+1 tem a aparéncia

al1°3 (@27 agg) alf3 o (a1ar'*tags) afy
—_—— N —

di, di,_,

comly+...+l,-1=1e? +...+17_1 = 1. Pelo Lema 2.6 temos

§ E lo l1 lp—1
a13d11a13 e dip71a13 — 0.

’i1+...+ip_1=1 l0+...+lp_1=1
U1yenslp—120  lg,...,lp—1>0

c) Set = p entao k = 0. Assim, o elemento byr"*b;72b, ... r"b, no somatério mygpy1 6
exatamente

a2 (a23a12)(0236112) ce (a23a12) Q23 = (G12a23)p-

Vv
p—1 vezes

Como ajsas3 € R, existem o € F e u € [ tais que aj2a93 = a + u. Assim,
(a12a23)" = (a+u)’ =a? +uP = a? € A,,.

Logo,
12 (@23@12)(61236112) cee (0230112) ass + A, = A,

J

vV
p—1 wezes

Os itens a,b e ¢ mostram que dy + A,, = A,,.
Finalizamos assim a demonstragao do teorema. O]

Relembramos que Fy(X) é a élgebra associativa livre “sem unidade” livremente gerada
pelo conjunto X e F' é um corpo de caracteristica p > 3.
O principal resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema 2.11. Seja J o T-ideal em Fy(X) gerado por
%P, ws, Wy, ..., Wy,...

Entao J € um T-ideal infinitamente gerado.
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Demonstragao. Denote por J, o T-ideal de Fy(X) gerado por
%P, w3, W, ..., Wy

Observe que
J=|JJn e sCchclc...
n=3

Suponha que existe um subconjunto finito S tal que J = (S)T. Assim, existe ng tal que
S C Jp,.- Em particular
J = Jn,-

Pelo item a) da Proposigao 2.2 e pelo teorema anterior, temos que
Ing C 1d(Bp,)-

Em particular, w,,;; é uma identidade polinomial para B,,. Absurdo pelo item b) da
Proposicao 2.2. O]

Uma consequeéncia direta do 1iltimo teorema é o Teorema Principal 1 da Introducao desta
dissertacao.



Capitulo 3

T-espacos infinitamente gerados

Ao longo de todo o capitulo, F' representard um corpo infinito de caracteristica p > 3. Mos-
traremos que F;(X) admite infinitos T-espagos limites, provando assim o Teorema Principal
2 da introducao desta dissertacao. Os resultados aqui apresentados foram provados por
Gongalves, Krasilnikov, Sviridova e encontram-se em [9].

3.1 Polinémios centrais para a algebra de Grassmann
e suas propriedades

Antes de iniciar um novo assunto, gostariamos de relembrar alguns fatos e notagoes do
Capitulo 1. Usaremos a notacdo 7 para denotar o T-ideal

T(3) = <[$1, X2, x3]>T-

Relembramos que T = Id(G), onde G é a algebra de Grassmann infinitamente gerada.

Observe que
T® = (x1[xs, 23, 24)25)T5.

Como
T1[Te, T3, T4] X5 = X125[X0, T3, T4| + T1[X2, T3, T4, T5),
temos que
T(3) - <x1[x27 X3, x4]>TS
Notacao TG9,
Denote por TG o seguinte T-ideal:
T(g’i) = <[.T1, X9, 133] e [Il, ZL’Q] R [Igi_l, $2i]>T.

Observe que o indice ¢ faz referéncia ao produto de i comutadores |, ].

Defini¢ao 3.1. Um T-espaco nao finitamente gerado V* em Fy (X) é chamado de T-espago
limite se todo T-espaco maior

w2V
€ finitamente gerado.

Observe pela definicao, que um T-espaco limite é um T-espaco nao finitamente gerado
maximal. Segue do Lema de Zorn que todo T-espago nao finitamente gerado esta contido
num T-espago limite. Em [5] surgiu o primeiro exemplo na literatura de T-espago limite em
Fy(X). Segue o resultado:

36
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Teorema 3.2. O conjunto dos polinémios centrais C(G) da dlgebra de Grassmann G infi-
nitamente gerada é um T-espaco limite em Fy (X).

Relembramos que estamos considerando o corpo F' infinito de car(F) = p > 3. Aqui
cabe uma observagao: se car(F') = 0 entdo ainda em [5] foi provado que

C(G) = ([x1, 23] e m1[we, m3,24))"°

Vamos analisar um pouco da estrutura de C'(G), voltando entao ao caso onde F' é infinito
de car(F) = p > 3. Do Lema 1.19 - item 3) temos

z§[xy, mo]ah € O(G)
para todos a,b > 0. Temos também

aPry + TG = e awomy 4+ 28 May, 20] + T = 28 wox? 4 2822y, 2oy + 28 oy, 20) + T

= 2P 22 4 22wy, wo] + T = = ol + pat Mz, wy] + T = 292l + TG,

Logo, 2] € C(G). Observe que o produto de dois polindmios centrais é também central. Por-
tanto, é natural se perguntar se os produtos dos polindmios acima junto com as identidades
polinomiais de G nao sao suficientes para descrever C'(G). A resposta é sim.

Notagoes q(z1,22) € q(x1, ..., Tox).
Defina os polinomios

q(z1,22) = a:’{‘l[xl,xﬂxé’_l e qu(w1, ... o) = q(z1,22) ... q(Top—1, Top).
O seguinte resultado foi provado em [5] por Brandao, Koshlukov, Krasilnikov e Silva.

Teorema 3.3. C(G) € gerado como T-espago pelo polindmio
x1[T9, T3, T4
e pelos polinomios

35110, 95}10611(1'2,333)7 1'1176]2(33'2,953,554,375% cee 95110%(33'2,---7%2%1)7

Notacoes q,il) e Q,(f)
Agora, considere os seguintes polinémios de C(G):

1 I
q(l)(ﬁl, 902) = sz l[xla $2]$12) 17 q/(!)(wh e aka) = q(l)($17$2) e q(l) (1’%—1, x%).

Observe que ql(j) é o produto de k polinémios do tipo ¢¥). Seja Q*Y o T-espaco de F; (X)
dado por

TS
!
QD = <q,(€)(x1, . ,x%)> :
A componente multi-homogénea do polinomio

q,(f)(1+x1,...,1+x2k) =
(1 + xl)pl_l[xl, 1’2](1 + .fg)pl_l e (1 =+ $2k,1)pl_l[l‘2k,1, l’gk](l + ka)pl—l
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de grau p'~! em todas as varidveis z1, ..., Top ¢

(l_l) _ pl—l_l pl—l_l pl_l—l pl—l_l
Vg, (T, Tog) = Yy (21, 2] 75 Ty [Tok—1, makThy, T

onde vy = (pf_ll__ll) =1( mod p). Como F é infinito temos q,(clfl) e QWD Dai Q=1 < QWb
e temos a igualdade

!
> QED = Q. (3.1)
i=0
O lema a seguir é uma reformulacao de um resultado de Grishin e Tsybulya [13] (Teorema
1.3, item 1).

Lema 3.4. Seja k> 1 e a; > 1 para todo i = 1,2,...,2k. Denote

m=zP gt .xg,i’“_l[xl, To] ... [Tog—1, Tok]-

Se 1 >0 ¢ o maior inteiro tal que p'|a; para todo i, entdo
<m>TS + T(3) — Q(kvl) + T(3)

Seja X,, = {x1,...,2,} um conjunto finito de varidveis e denote por Fj (X,) a algebra
associativa livre com unidade livremente gerada por X,,.

Os conceitos de T-espago e T-espaco gerado, definidos no Capitulo 1, para subespagos
de F1(X) podem ser definidos de maneira andloga para subespacos de F; (X,,) e subespacos
da algebra quociente Fy (X,,) /I, onde I é um ideal.

Estamos interessados no estudo do T-espago C,, de F; (X,,) definido por

C, = C(G)N Fy (X,,).

Observe que C), é o conjunto dos polinomios centrais de G nas n variaveis x1,...x,. Clara-
mente, os polinomios

l
xll’, $€Q1($2,$3), 51311)612($2>$3,$4,$5)7 ceey xszZk—1($2,-~>$2k—1) € C];(C)($1,-~~>$2k)

estao em C), se n =2k e

CU]f, 55110%(1’2@3), x?Q2($2,$37$4,$5)a ---,$€Qk(9€2>---,l‘2k+1)

estao em C,, se n = 2k + 1.
Denote

T =T N F(X,).
Provaremos a seguinte proposicao:

Proposigao 3.5. Sen = 2k, k > 1, entao, Cn/T753) ¢ gerado como T-espaco de F <Xn>/T7§3)
pelos polinomios

o + TP, abqy (22, w3) + TV, afqa(we, w3, 4, 25) + TP, b ques (@2, - wopm1) + TV

e pelo conjunto
{0 (@, a) + T 1=1,2,...}.

Sen=2k+1,k>1, entao o T-espaco C’n/Tf}’) em Fy (Xn>/T7§3) ¢ gerado por

i + Trs,g)u 2y q1 (9, 73) + Trs,g)u 2o (29, T3, T4, T5) + T£3)7 o TN (T, Tapg) + T£3)-
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Demonstragao. Seja h + ¥ e /T . Pelo Teorema 3.3,
h=Y o’ + 3 agulia(fi7, .. 57+ 1,
J 0]

onde b € T®), v],wlj,f(” € Fy (X), aj,a;; € F. Isso ocorre pois h € C,, C C(G). Como
h € F1 (X,) podemos assumir que v;, w;;, {7 € Fy (X,,) ¢ I € T\
Se 21 > n, entao

wqui(fl(”), o 2(;3)) + 76 = w%gij[fl(m)’ £ l])] N 22])17 ¥ ] 4+ 76 )
onde g;; € Fy (X,). Por outro lado
zggzy[f ) le])]- N 2(:])17 (U)] eT®) N R (Xn) C T®.

n

T = S+ T S ) )

z<ﬁ

Logo

Se n = 2k + 1 temos as seguintes 1mphcagoes:
igg:>2@'§2k:+1:>i§k.
Dai

k
ht T =3 ar + 3N agulia(f7, . f57) + 19,
j =1 j

como queriamos.
(3)

Agora, se n = 2k entao vamos separar h + T, como
k-1
ij k kj
h+ T8 = Zogvﬁ-’ + Z Zaijwqui(fl( 2 )+ Z Wi Gk (fr k) z(k])) + 78
j =1 j
Note que neste caso z7qy(xa, ..., Tops1) + 7' nao pode ser um gerador de Cn/Tr(LB) pois

2 qr(xa, ..., xop 1) tem n + 1 varidveis. Seja

k kj
=2l I+ T,

Usando os fatos que [a + b, c] = [a, | + [b, ¢], [ab, c] = a[b, c] + [a, c]b e ordenando as varidveis
dentro dos comutadores, temos que w}, ij( fl(k] yee (k] )) +7 pode ser escrito como com-
binagao linear de elementos do tipo m + ¥ onde

mo=a . a2 ay, ). [Tok_1, Tox).

Pelo Lema 3.4, para cada m existe um [ > 0 tal que

TS
()5 4 7®) = <q](€l)> TG

Como m € Fi(X,), em particular m + 7

l
"

estd no T-espago de Fi(X,) /TT(L?’) gerado por
+ T, Assim hy pertence ao T-espaco de Fi{X,) /Tég) gerado por

{q,(cl)(xl, ey Tog) +T753)| [=1,2,...}

e o resultado esta provado. [
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Faremos uma observacao com relacao a demonstragao do resultado. Nela usamos o
seguinte fato: .
(TGN R (X)) TS,

se 2i > n. De fato, isso é verdade (ver pagina 160 de [9]). Faremos um simples exemplo para
que o leitor entenda o porque.

(1, o) [e122, 5] + T = [0, @) (1, 23] 2 + [0, 22)21 [9, 4] + T4V
= [z1, To]w1[T2, 23] + T3(3)

= [z, zo)[1, [0, 3]] + [1, o) [0, T3]y + TS

Proposicao 3.6. Se n = 2k, k > 1, entao C, é gerado como T-espago de Fy (X,) pelos
polinomios
T1[we, T3, 24], o7, PVqu(we,w3), ... g1 (o, ... Top—1)
Junto com os polinomios
l
(P, .. wa)| 1=1,2,.. ).
Sen=2k+1, k> 1, entio C, € gerado como T-espaco de Fy (X,) pelos polinomios

x1[Te, w3, 24, Y, g (w2,23), .. 2 qr(za, .. Top ).

Demonstra¢ao. Como
T® = (21w, 23, 24])"

temos que se n > 4, entao 7 6 um T-espago de F (X,,) gerado por z|xs, z3, 4] também.

Agora o resultado ¢ finalizado usando a tultima proposicao. [
Uma consequéncia direta da proposicao é o seguinte:

Teorema 3.7. Se k > 1, entao Cyyq € finitamente gerado como T-espago de Fy (Xogi1).

3.2 T-espaco limite

Vimos na secao anterior que no caso n > 5 impar temos C,, finitamente gerado como T-
espago de F1(X,). Veremos agora que isso nao acontece no caso n > 4 par. Depois usaremos
C.,, (n par) para construir os desejados T-espagos limites em F(X).

Seja k > 1. Pela Proposigao 3.5 temos que Cy, é gerado, como T-espago de F; (Xa), por
TQ(,Z’) junto com os polinémios

oy, g (wo, x3), ..o g1 (22, . .., To—1) (3.2)

(¢ @y, .. am) [ 1=1,2,.. ).
Denote por V; o T-espaco de F;(Xy) gerado por TQ(Z), pelos polindomios (3.2) e por
{62y, .. wa) i = 1,2, 1}
Note que V1 CV, C ... e
Ca =V
=1
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A seguinte proposigao estd em [13, Teorema 3.1]. Para enuncid-la vamos relembrar a

notacao
TS
Q(kJ) - < lil)(xh e al'Zk)>

e definir outra:

Notacao U*—1,
Denotamos por U*~1) o T-espaco de F;(X) dado por

UED = (2 aPqi(xa,5), .. ., 2 qur (2s - . . 2op1))
Proposicao 3.8. Para cada |l > 1
QD) 1 73 /7@ ¢ (U*=D 4 QD 4 TBk+D) /7O,
Segue da proposicao acima que
R G I (ORI S CES)
Outra coisa que acontece é

‘/2 g U(k—l) + Q(k’,l) + T(S,k—‘rl)‘

Como q,(glﬂ) € V11 segue que

ViCHSHS. .
Proposicao 3.9. Se k > 1, entdao Cor ndo € finitamente gerado como T-espago de Fy (Xay).

Demonstracao. Suponhamos que Csyy, é gerado por fi, ..., fs. Entao, para algum [, V; contém
todos os f’s. Em particular,

Cor=Vi=Vipg=Vipp=...

Absurdo. [
Sejam aq,...,a, > 0. Fixe 1 <14; <... <1 < ntais que a;,...,a; > 1. Definimos
al a2 a
i e B N T bn
—— =a'xl ...,
Lij1Lig «+ - Ty
onde b; = a; — 1 se j € {iy,ia,...,4:} e b; = a; caso contrério. Por exemplo,
2,4,7.5
LiTolaly 2 3 7 4
LTy
Lema 3.10. Seja f(x1,...,x,) € F1 (X) um polinémio multi-homogéneo da forma
ai ,.a2 a
xag? . aln
— ai ,.a2 a 1 2 n
f =Qr] Ty ... X"+ E Q(iq,... i21) [$i1>$i2] S ['IiQt—l?'IiQt] (33)
. . l'ill'ig Ce :Uigt
1< <...<12¢<n
t>1

onde o, oy, iy € F. Seja L = (O + ([1, 2™ +T®). Se a; = 1 para algum i, entio
L=F(X) ou

L = <[931,$2]>TS + 78 oy L = (1[0, 23] . . . [T20, :v29+1]>TS + ([z1, :vg])TS + 70

n—1
para algum 0 < *5=.



CAPITULO 3. T-ESPACOS INFINITAMENTE GERADOS

42

Demonstracdo. Se fi, f» sdo polinémios, denote f; = fo se fi+T® = f,+T® no quociente

F{X)/T®),

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a; = 1. De fato, permutando as

varidveis x; e x; em f, obtemos o polindémio f':

[y, mn) = [ xe .o i1, X1, Tig 1y - vy Ty

Existe um polinémio g da forma (3.3) com mesmo multigrau de f’ tal que f’ = g. Logo,

()75 + (o, aal) ™+ TO = ()7 4 (2™ + T = (6) + (far, )™ + 70

Assim, para facilitar a notagao, assumiremos que a; = 1 em f.
Se a # 0, entdo f(xy,1,...,1) =axy. Assim z; € Le L = F; (X).
Suponha a = 0. Escreva

az ..a3

Z reras® .. al
f =1 Q(i1,...7i2t)—[l‘i1a :L‘iz] s [xigtfmxigt]
9<i . Lij1Lig + v« Loy
<i1<...<12:<n
i>1
az a
x9? .. xlin
+ Q(1,ia,....02¢) [:131, xiz] s [l‘i2t717 xizt]'
9<; . Lig + oo Ligy
<12<...<12t<n
t>1
Seja
a2 an
f2 = 2 : a(17i27---,i2t)x2 o [xl, xi2] cee [‘Ti2t—l7‘r7;2t]
9<i . Lig « v« Lo,
<i2<...<12¢<n
t>1

e fi = f — fo. Vamos expressar f, em termos de polindémios do tipo f; e 7). Se

az a
m— Ty~ ...
Lo v« Ligy

entao

m[xb '7;7;2] s [‘TiQt—n:EiQt] = [mxh xi2] s [xiQt—l’ xim] - xl[mv xiQ] s [xiQt—l’ xiQt]‘

Por outro lado, usando a identidade [ab, ¢] = a[b, ] + [a, c]|b, temos que

[mxl[xim xi4] s [xi2t717‘r7;2t]7 xi2] - mxl[[xi3? Z‘1'4] s [‘ri2t717‘ri2t]7 Iiz]
+ [mxla xiz][xisv xi4] s [miQt—l7$i2t]

= [may, 4, [Tigy Tiy) - [Tigy 1 Tigy]
pois [[Tiy,_,, Tiy)s Tiy] € T, Logo,
[may, 23] (i, iy ] € (21, 22])° +T®)
e a equagao (3.4) resulta em
mlzy, iy - [ Tigy s Tigy) = —T1 [, Tig] - [Tyt s Ty, ] + Ry
onde h € ([x1,25))"° +T® . Assim, existe um polinémio g(zs, . . ., 2,) tal que

f:xlg+h>

(3.4)
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onde h € ([x1,22))"° + T®. Observe que L = (z19)"° + ([z1, 22])"° + T®) e que g pode ser
escolhido como sendo da forma

an

as _.as
_ o M[ ] [ ]
g - a(llvn,mt) :Ch?xm e :CZQt_17:CZQt .

2<i1<...<ige<nm 172 b2t
t>1

Pela igualdade de T-espacos acima, podemos assumir que f = x1g(xs, ..., 2,).

Se g =0, entdo L = ([xy, x2))"" + T®.

Suponha g # 0. Seja 6 = min{t | o, i,) 7 0}. Claramente 20 +1 < n, isto é, § < ”T_l
A menos de uma reordenacao das varidveis, podemos assumir que oz, 2¢+1) 7 0. Logo

Ia2 l’a"
2 .. n
f= 1’1(04(2,...,20“)—[352, $3] . [3529, 5U29+1]
Ty ...T20+1
az Qan,
S
+ g a(il,---,iQt)—[Ii17 miz] SR [mi2t717‘ri2t])'
. . l’il e l’i%
2<i1<...<i9t<n
t>0,i2:>20+1
Seja fi(x1, ..., xo941) = f(x1,...,T2941,1,...,1). Temos
as a20+1
_ Lo™ - Togiq I
fi= Oé(2,...,29+1)I1—[$2, x3] ... (X9, Tagi1) €
To...To9+1
A componente multi-homogénea de multigrau (1,1,...,1) de fi(xy, 20+ 1,... 22941 + 1) é

Oé(2,...,29+1)361[362, 963] e [xze, 9629+1]-
Dai
(x1[z2, 3] . . . [T20, $29+1]>TS + ([, $2]>TS + 7O C L.

Por outro lado, cada termo de f estd em (z;[za, x3] .. . [T29, T2011])" ", ou seja,

[ € (1]ra, x3] . . . [T29, 3529+1]>TS
Logo
L Q <$1[$2, Ig] Ce [SL’Q@, $29+1]>TS + <[.T1, LCQDTS + T(B)
e concluimos L = (x1[@, 3] . . . [220, T2p41]) > + (w1, 22])"° + T®). O
Defini¢ao 3.11. Dado k > 1, definimos Ry como sendo o T-espago de Fy (X) gerado por

Cor € T3 isto ¢,
Rk _ <C2k>TS + T(37k+1).

De agora em diante, nosso objetivo serd mostrar que Ry é um T-espago limite de F; (X)
para todo k > 1. Pela Proposicao 3.5 temos

Cor C Uk=1 4 Z Q(kz,l) L 7Bk,
>1

Logo,
Rk C U(kfl) + Z Q(k,l) + T(3’k+1).

1>1
Como os geradores de U1 e Q) estdao em Cyy, temos a igualdade

Rk — U(k—l) 4 ZQ(k,l) + T(3’k+1).

>1



CAPITULO 3. T -ESPACOS INFINITAMENTE GERADOS 44

Observe que U*1) e TG*+1) 530 T-espacos finitamente gerados de F; (X). Denote

Temos

e portanto
Vl = U(k‘il) —+ Q(kvl) —+ T(3,k+1).

Pela Proposigao 3.8 temos Q*!*1) ¢ V] para todo | > 1. Logo
NGWheVg. ..
Teorema 3.12. Se k > 1, entao Ry nao € finitamente gerado como T-espago de Fy (X).

Demonstragdo. Suponhamos que Ry, é gerado por fi, ..., fs. Entdo, para algum [, V; contém
todos os f’s. Em particular,

Rk:_l:VlJrl:VlJrQ:---

<

Absurdo. L

Lema 3.13. Seja f = f(xy,...,x,) € F1 (X) um polinémio multi-homogéneo da forma

Sn

p°1 D
S1 Sn e QZn
f = alej s Qﬁfl + Z a(il,~~~,i2t)1—[$i17$i2] s [mizt—nmizt]’
. . $i1 Ce $i2t
11<...<19¢
onde o, o, i) € F e s1,...,8, > 0. Seja L = <f>TS + Ry. Entao temos as sequintes
possibilidades:
1. L=F(X),
2. L = Ry,

3. L = (x1[xg, x3] . .. [Ize,x29+1])TS + Ry, para algum 0, 1 < 0 <k,

. TS
4. L= <g;’1’ ql(f)(:vQ, . ,m2k+1)> + Ry, para algum s > 1.

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que s = s; < s; para todo ¢
(permutando varidveis se necessario, da mesma forma que foi feito na prova do Lema 3.10).
Iremos estudar L em dois casos: caso s =0 e caso s > 0.

Caso s = 0.
Se s = 0, entao deg,, f =1 e pelo Lema 3.10 podem acontecer trés possibilidades:

a) (/)" + [z, 22))° + T = Fy (X)),
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b) (N7 + (w1, w)™ + T = ([wy, 25)) "7 + TE),
c) <f>TS+<[$1a $2]>TS+T(3) = (w1[20, 23] . . . [0, $20+1]>TS+<[:131, x2]>TS—I—T(3) para algum
b <15t

Observe que [x1, 23] € Cy, para todo k > 1. Logo
(O 4 (e, wa]) ™+ T® () + (o)™ + T = L,

Se o item a) ocorre, entdo L = Fy (X).
Se o item b) ocorre, entdao f € <[x1,x2]>TS +T®). Logo f € Ry, e portanto L = Ry,.
Se o item ¢) ocorre, entao

L = (21w, 3]...[120, xQ@HDTS + By

para algum 60 < "T_l Se 0 > k entdo xy[wy, 13] . . . [T2g, Toey1] € TG C Ry, e consequente-
mente L = Ri. Se 8 < k temos o item 3 do enunciado.

Caso s > 0.
Denote por = a congruéncia médulo 7). Pode ser mostrado que se u, v € Fy(X), entdo

(uwv)P = uPoP. (3.5)

Assim, como s; > 0 para todo 7, temos

& = (:v’fsl ...$psn71)p.

D
Ty n

Logo,

2 e (@S + T C R,

n

Pelo exposto acima, para descrever L, podemos assumir

Sn

p°l
f(xh o 7xn) = Z Oé('l'lp--yiQt)l;[l‘il’ :L‘iQ] S [l‘iZt—l’ xith

1< iy " 2t

Ja sabemos que x} é um polindémio central para a dlgebra de Grassmann. Isso implica
que uP é central para todo polinomio u e portanto

uPv = vuP
para todo polinomio v. Em particular,
p°2—1 p*2t+tl—1 _  p"2—p p-1 p*2t+l—p p—1 _  p°2—p p°2t+tl—p p-—1 p—1 _

-I‘Q ...x2t+1 —$2 1’2 ...$2t+1 (132t+1:[l§'2 ...Z’2t+1 .1'2 ...$2t+1:
_ (%21 pP2tt1 =l 1y, p—1 p—1
= (af o Th Yay L ah .

Isso implica que

ps2—1 po2t+1—1 _ o ops27l_1 po2t+171_1 p
Xy Ty [T, xs] . [Tor, T ] = (2 Ty Pqi(xa, ..., Topi1)

e também que

:E’;Q_l .. .a:gtj_tfl_l[a:g, x3] ... oy, wopr1] € (2Vqi(a, .. .x2t+1))TS + 73,
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Dai

alt » TS 3)
[‘Iil?miz] s [‘Iizt—nmim] € <x1Qt(x2> B x2t+1)> +T
Lip oo Lioy
para todo t. J& vimos que se ¢t < k, o polindmio x7q;(xa, ... x911) estd em Cyy,. Portanto, se
t < k, entao

T .xP
1 n
[winmiQ] s [wizt—nwim] € Rk
Ty . .T}iZt
Se t > k, entao
a7t
1 ---%n 3,k+1
[x’ﬁ? xi2] s [xi%fl? IiZt] € T( ) C Ry.

Liy oo Ligy

Falta analisar o caso t = k. Observe que para descrever L podemos assumir entao

at o ar
1 .-
f= Z Oy, ... o) = [winwh] s [wiqu’xizk]'

1< <. <9 <n i L2k

Como n > 2k, vamos analisar dois casos: caso n = 2k e caso n > 2k.

Caso n = 2k.
Temos . o
3 p
xl . .. xzk

f= Q(1,...,2k) [91317 352] . [55'21671, $2k]-

T1...2T9
Como s é o maior inteiro tal que p® | p* para todo i, pelo Lema 3.4 temos
(N7 + 16 = Q®) 4 TG C Ry,
Logo f € Ry e dai L = Ry.

Caso n > 2k.
Vamos tentar fatorar 2% de f. Entdo, separamos o f assim: f = f; + fa, onde

S s
oo bk
fl =T E Qfiy,... iox) [xip xiz] cee [xiQk—17xi2k]
9<i . ZBil Ce [Ei%
<11 <. <2k <N
p52 Sn
B P11y - b

f2 - Z a(17i27---7i2k)m1 [‘/1717 I’i2] cee [a”'igk_la migk]

Lig «+ - Ligy,

2<i9<...<igp<n

Seja m um termo de f; sem o coeficiente:

. xps2 xpsn
_ opi-1Ty Ty
m =1 [xla 33'1'2] s ['rizkfl’xiZk]'
Ly -+« Ly,

Temos
—1 aiQk—l_l aiQk_l

te 'Iigk,1 [xiQk—IVTiQk]l‘iQk

onde a; = p%, {j1,..., i} = {2,...,n} — {ia,...,i9x}. Reordenando novamente, se ne-
cessdrio, podemos supor a; = ... = a;, = G, € a;_,,...,a; > a;. Para simplificar a
notacao, denote

ai2
12

aj1 A5y, a1—1
rit o w [, wg]

m J1

aiy—1 Figy 1 ~1 Qg —1

/ aiz—1 [ ]
] i4 c Mg glek—l?J;'LQk x’izk

m =

i3 [xi:s’ ZL‘M]I
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Entao:
:( ' ' )a1 aj, 11 aj a1—1[ ' ] ais—1 4
m=(xj, . ..oxg) M e [ gy e m
— ) \ai1—1 Aj,11 a5 a1—1 ) ) i 1 4
=(wjy oxy)" T [ @y, g m
_ a1—1 . . a1—1 ajz+1 ajl . . . aig_l /
= (g wg) M T ) e g g, gt m
_a—1l, Nai—1, %1 aj , O P
=z (2, ... 7)) x g [T125, .. 2, ]2, M
a1—1 . . a1—1 ajz+1 ajl . . . aigfl !
S B € L S A 1 o NP e o Pl 1)}
Sejam . X
_ a1—1lg ya1—1,.%z41 a5 i ) R PR ke
my = (g, xg) T g, g, @y |
_ a1l ya1—1,%z41 a5y ] ) R P2 SO
mo =o' (g, oxg )" T g [y g, Tt m
Observe que my é do tipo fi, pois
my =2 (x;, . xy ) T T a ay, w a ]xaiflm'
2 =41 J1cc Yz Jet1 T J1 s e Lig L,
—_,.p°
= g(xs, ..., 1)
_ 2 DY n
g(xe, ..., zy) = E Bt i) =T, Tip) -+ [Tig_y s Ty ]-
. . IL‘il e ZL‘Z‘%
2<i1 <. <igp<n

Vamos mostrar

agora que m; pertence a R;. Sabemos que

a1—1 as—1 aggp—1—1 asg—1
o [wy, wo eyt g [Tk, Tak]Tapt T € Cop C Ry
Logo
p5—1 aiz_l /
uP ", )t m' € Ry
a’; a’.
o ) . Jz41 Il ! __ \8;i—S 1 .
onde u = x1zy, ... ¢, x;.7] ;e a; = p¥T* Seguem as igualdades:
’ /
a.. a’.
o ' ’ Ja41 9 )
[u, x;,] =[r125, .. R h , T, |
a a a’ a’.
. . Jz+1 J . i . i Jz+1 Jl
=12, x0T e g,
a’; a
R . . . Jz41 Jl
=125, - .sz,xw]szﬂ P
a’. a’.
— Jz+1 Jl i . .
=z, g xg, T
a;- a’.
pois [z, ..z @] € T®. Portanto,
P, 2, dig=l 1 —
u u, Ty, |7, =
a’; a’; a’; a’; .
— ) ) Jz41 J\p®—1,. Jz+1 il . . %2
=(r12j, . T T D S TSNS il [ F A T P
a’. a/. a’. a/.
— . \p°-1 Jz+1 \p°—=1,. 9z+1 gl . . .
=(x125, ... 25,) (szH h ) z; g, (T2, .. 2, @,y
— ) \p*-1,. %z @ ) ) C1a.a2—1 7
=(x125, ... 25,) o g g, e m

=My

/

ai2

2

-1

/
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a; +1 a;.l s a;. +1\p® a;j s Ajpq1
: z — z z
bois (1231430 = @ =l

fo é do tipo f; modulo Ry.
Entao podemos supor que f é um polinomio do tipo

aq .
T .ZL‘jl]l. Desse modo, my € Ry, e assim

fo o e xé’SQ ST . A .
=T g(iL'Q, s 7xn) =T E Q(iy,... 001) T 7 [IE“, xu] s [‘T’sz—nmzzk]'
i1+ Tigy

2<i1 <. <@g <N

Se g =0, entao L = Ry.
Se g # 0, suponha sem perda de generalidade que a = aa,.. 2p+1) 7 0. Entao

_ 00 %21 P2kl ]
f(xl,...,x2k+1,1,...,1) = QT To "'372k+1 [.CCQ,.Tg]...[LCQk,IQkJrl]
s S2_1 S2k+1 1 4
Denotando h(xq, ..., Tops1) = o} x5 oy @2, 28] ... [Tok, Tog41), temos que h é con-

sequéncia de f e portanto h € L. Considere a componente multi-homogénea de multigrau
(p*,...,p°) de
h(l + T1yenny 1+ J]2k+1),

isto é,
ps ps_l ps_l
vy @y T xh [T, ws] L [Tok, Dokt
onde v = [ (*:7) =1 mod p. Como o corpo F' é infinito temos
’Y - =1 ps—1) — p p
ps ps_l ps_l
b xh Ty [, xs) . [, Topaa] € L
p° (s)
= o) q (z2,...,Topp1) €L

s (s) Ts R.C L
= (2] q; (T2, ..., Topy1) + R € L.

Para a outra inclusao

p°_(s) — .p°p°-1 p°—1
Xy gy (l‘g, c. 7x2k+1> =T Ty c. .Z'2k+1[.’L'2, 1'3] c [I’Qk, .Z'2k+1].
Logo
TS
pS p°—1 pS—1 p° (S)
o xh T[T, xs] [T, Topga] € (@Y @ (T2, - - Topgr) + Ry
Seguem as equivaléncias:
p°2—1 p2k+t1—1 _ _ p°2—p° p°—1 p°2k+tl—p®  p°—1
2 cLopt = T3 Ty o Top Lok+1
— .p2—p° P2kl —ps ps—1 p°—1
= x5 e Ty Ty T
— (P21 pP2k+1TE—1\ps po—1 p°—1
= (73 o Lopg R
e dai seguem as implicagoes
TS
p°, p°2—1 p2htl—1 ps (s)
oV xy T al T [, w] . [mo, o] € (2 g (w2, .. k1) ) 4 Ry
p°2 p°n TS
ps L2 n p° (s)
=] [Ty iy - [Ty Tigy ] € <a:1 Q@ (T2, ... Topy1))  + Ry
Liq - Ly

. (s) TS
=fe <$€ q; (3727---,$2k+1)> + Ry,
Provamos assim que

L = P (s) s R
= (2} ¢ (22, ..., Topt1) + Ry
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Proposicao 3.14. Seja W um T-espago de Fy (X) tal que Ry ; W. Entao temos treés
possibilidades para W :

1. W =F (X)
2. W ¢é gerado como T-espaco pelos polinomios
Y, (w2, 23), ., T{@-1(T2, .., Tano1),

901[902, xs, $4], 371[962, $3] e [$2/\, $2/\+1]

para algum X < k.

3. W é gerado como T-espaco pelos polinomios
p oD p
xy, 27qi (T2, 73), .o, Tqr—1(T2; - -, Top—1),

T1[T2, T3, Ta], T1[T2, 23] .. [Tort2, Dokt

para algum p > 1.

Demonstrac¢ao. Seja S o conjunto dos polindomios multi-homogéneos f = f(xy,...,x,) do
tipo p® em W — Ry. Dado f € S denote

Ly = (/)" + Ry.
Pelo Lema 3.13, temos que para todo f € S, Ly = F; (X) ou
TS
Ly = (x1]xa, 23] . . . [T29, T2041]) ~ + Ri

para algum 6 < k ou
o e
Ly= <$]f q (w2, .. a$2k+1)> + Ry,

para algum s > 1. E claro que se L; = F) (X) para algum f € S, entdo W = F; (X).
Suponhamos entao que Ly # Fy (X) para todo f € S. Temos dois casos:

Caso 1.
Suponha que
Lf = <J}1[$2, Ig] . [1’297 x29+1]>TS + Rk,

para algum f € S e § < k. Defina A = min{6 | z1[xs, 3] ... [T29, Togs1] € W}. Temos

T[22, T3] . [Tag, Tag41] € (T1[a, T3] . . [an, Taoaa])
para todo 8 > X\ e
m’l'sq,(f) (T2, ..., Tops1) € (x1[ma, x3] ... [Ta), 132,\+1]>TS + 76
para todo s, pois A < k. Assim, concluimos que f € (x1[xo, 23] ... [xg,\,xg,\+1])TS + Ry, para

todo f € S. Temos portanto que
W = <1’1[1‘2, 133] RN [J}2>\,$2>\+1]>TS + Rk,

pois W é gerado por seus polinomios do tipo p®.
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Agora, é facil ver que W é um T-espago gerado por
p D D
ry, T (T2, 3), - T{@1 (T2, - oo Tar 1),

371[902, $3,$4], $1[$2, 953] e [$2/\, $2>\+1]-

Caso 2.
Suponhamos agora que para todo f € .5,

- TS
Ly = <-’17€ Ql(g )(932> e 75U2k+1)> + Ry,

para algum s = sy > 1. Note que se r > s, entao

xfrq,(:) (9, ..., Topy1) = x’frxgr_l . xé’;j (o, z3] . .. [Tk, Tog11]
= (o )ab ah T alyal [e, @] - [k, o]
= (8 Wbl ab b [, ws) . [Tk, Tk
= (28 T2 Tt .:vg;rl_l)psxgkl . .xg;:rll [2, 3] ... [Tok, Togi1]-
Dai

" s (s) rs (3)
#17 qx (w2, ..., %ok11) € <55110 qy (3727---7132k+1)> + 1.

Seja = min{s | levsql(:) (g, ..., 2o641) € W}. Entao

W = (™" (1) s R
o gl (w2, . Togy) + .

Agora é facil ver que W é gerado pelos polinomios do item 3 do enunciado da proposi¢ao. [
Como corolério temos:

Corolério 3.15. Seja W um T-espago de Fy (X) tal que Ry G W. Entao W ¢ um T-espago
finitamente gerado.

O seguinte teorema segue do Teorema 3.12 e do corolario acima.
Teorema 3.16. Para cada k > 1, o T-espago Ry é um T-espago limite de F; (X).

Para provar que F;(X) tem infinitos T-espagos limites, falta sé provar que os Ry’s sao
distintos. Isso é obtido no préximo resultado.

Proposicao 3.17. Se k # 1 entao Ry # R;.

Demonstracao. Suponhamos que R, = R; para alguns k,l com k < [. Veremos que isso
implica em C(G) C R;. Com efeito, os geradores de C(G) sao:

I1[I2,$3,$4]7 570117; $I1)Q1($2,l‘3),-~7 ‘rIl)q”,(IQa"'van—O—l)?""

Entao
,Tl[l’g,l‘g,l’d S T(S) g Rl7

-1
.2?113, x:’l)ql(xg, Z’g), Ceey a:’fql_l(xg, - ,$2l_1) € U( ) - Rl,

p p 3,l+1
ﬂfqu_l(I'g, e ,l’21+3), .CEqu_g(.’EQ, Ce ,.CE2H_5), ... E T( ) g Rl-



Como k < {
piq(ze, ..., wo41) € Tk C R, = R,.

Logo C(G) € R; como foi previsto. Mas C(G) # R, pois
T1[2, 23] . . . [Tort2, Tass] & C(G).
Como C(G) é T-espago limite, temos R, finitamente gerado. Absurdo. O

Juntando o Teorema 3.16 e a proposicao anterior, temos o Teorema Principal 2, da
introducao desta dissertacao, demonstrado.
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