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Resumo

Neste trabalho apresentamos um método de elemento finito com interface esta-

bilizada para a equacao de advecgao - reacao:

pu+a-Vu = f  em (),

—ua-n = ¢ sobrel',

onde Q CRYcom 1 <d<3el ¢éa porcao de 0 na qual a-n < 0.

Analisaremos a parte teodrica da estimativa de erro e a melhor aproximacao da so-
lucao do problema discreto com respeito a solugao exata. O que faremos primeiro é
estudar o método de Galerkin descontinuo cléssico e depois introduziremos o novo
método, onde usando as mesmas técnicas do método classico analisaremos a estima-

tiva de erro e a melhor aproximacao.
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Abstract

In this study we present an interface stabilised finite element method for the

scalar advection-reaction equation:

pu+a-Vu = f  em (),

—ua-n = ¢ sobrel',

where 2 C R? with 1 < d < 3 and I'" is the portion of OQ on which a - n < 0.

We analyze the theoretical part of the error estimate and the best approximation of
the discrete solution to exact solution. We study the classic discontinuous Galerkin
method and then we introduce the new method, which using the same techniques

of classical method analyze the error estimate and the best approximation.
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Capitulo 1

Introducao

Os métodos de Galerkin descontinuos (GD) foram introduzidos nos anos 1970
e seu desenvolvimento desde entao tém seguido dois caminhos principalmente: méto-
dos para equagoes diferenciais parciais hiperbolicas e elipticas. Mais recentemente, os
métodos de Galerkin descontinuo para equacoes hiperbdlicas tiveram uma evolugao
significativa com base nas idéias de fluxos numéricos (Cockburn e outros [2]).

Para equacoes diferenciais parciais hiperbélicas, o primeiro método de Galerkin
descontinuo foi introduzido por Reed e Hill [9] no ano 1973 para simular o transporte
de néutrons e a primeira analise dos métodos de Galerkin descontinuo para equagoes
hiperbélicas em uma forma geral e abstrata foi feito por Lesaint e Raviart em 1974
([7] e [8])- A analise foi posteriormente melhorada por Johnson et al. que estabeleceu
que a ordem ideal de convergéncia na norma L? é p—l—% se fossem utilizados polindmios
de grau p ([5]).

O interesse nos métodos de Galerkin descontinuo é estimulado por vérios fatores,
entre eles o fato de ser vantajoso em relacao a suas propriedades de estabilidade e a
possibilidade de combinar malhas nao-conformes. Uma desvantagem do método é o
aumento de graus de liberdade globais em uma determinada malha em relagao aos
métodos Galerkin continuos. Neste trabalho foi estudado o artigo [10] em que o autor

propoe um método para minimizar esta desvantagem através de um tratamento



especial para as interfaces entre elementos, no entanto somente nos limitaremos
a estudar o funcionamento do método de uma forma mais tedrica, analisando a
convergéncia e a melhor aproximagao da solugao do problema discreto com respeito
a solucao exata, a analise dos graus de liberdade e a implementacao do método
podem ser feitos em trabalhos posteriores.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 expomos os con-
ceitos e resultados bésicos que precisamos para obter a formulagao variacional de
uma equacao diferencial e o seu boa colocacao; os resultados mais importantes neste
capitulo sao o teorema Banach-Nécas-Babuska e o lema de Lax - Milgram. No capi-
tulo 3, comegamos recordando os espacos de Sobolev usuais e introduzimos também
as defini¢oes e algumas propriedades dos espagos de Sobolev Quebrados. No capitulo
4, apresentamos as ferramentas que precisamos para fazer a anélise da estimativa
de erro, os quais sao a estabilidade discreta, a consisténcia e a limitacao; além dis-
so, vemos duas desigualdades importantes, desigualdade inversa e do traco, para o
desenvolvimento de aproximacgao polinomial para o qual também precisaremos cer-
ta regularidade da solucao exata. No capitulo 5, aplicaremos a teoria dos capitulos

anteriores & equacao de adveccao - reagao com condicao de fronteira homogénea

B-Vu+pu = f em

u = 0 sobre 002",

Aqui, a funcao desconhecida u é de valor escalar e representa, por exemplo, uma
concentracao de alguma substancia; § é a velocidade de adveccao com valores em
R?, 1 o coeficiente de reacdo, f é o termo de fonte, e 992~ de denota a parte da

fronteira de Q0 C R? onde o fluxo entra, isto é:

0N ={x €| pB(x) n(x) <0}



Além disso, vemos como atua os fluxos numéricos quando restringimos a uma for-
mulacao local por elemento. Por tltimo, no capitulo 6, vemos as estimativas de
estabilidade e convergéncia de um método chamado de método de interface estabi-

lizada o qual é formulado em [6]. Resumimos todo o trabalho no seguinte esquema:

alVu+uu=f em Q
—u(a.n) = g sobre T~

v
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Capitulo 2

Formulacao Variacional

Este capitulo é dedicado as ferramentas da analise funcional necessarias para
desenvolver a formulagao variacional de equagoes diferenciais. Apresentamos uma
introducao aos espagos de Hilbert, incluindo s6 o material que ¢é essencial para
futuros desenvolvimentos.

O objetivo do capitulo é fornecer os resultados com os quais podem ser estabelecidas

a existéncia e a unicidade de solugoes para problemas variacionais.

2.1. Espacgos com Produto Interno

Definicao 2.1 » Uma forma bilinear, a(-,-), sobre um espago vetorial V é
uma fungao a @V x V. — R tal que cada uma das fungoes w — a(w,v) e

v a(w,v) € linear sobre V.
» Uma forma bilinear € simétrica se a(w,v) = a(v,w), Yw,v €V

» Um produto interno, denotado por (-,-), € uma forma bilinear simétrica

sobre um espaco vetorial V que satisfaz:

a) (v,v) >0, YveV

b) (v,v) =0 0v=0



= Um espaco vetorial V acompanhado com um produto interno definido sobre
este, € chamado um Espago Produto Interno e é denotado por (V,(-,-))

Outras definigoes importantes sao as sequintes:

= Uma forma bilinear é coerciva se existe o > 0 tal que,

vweV, a(w,w) > aljwl?

s Uma forma bilinear é continua se existe uma constante C' > 0 tal que,
Vu,v €V, a(u,v)] < Cllullv|[v]lv

Teorema 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se (V,(-,-)) é um espago com

produto interno, entao

[(u, )] < (u, 1) (v, 0) "/ (2.1)
A igualdade vale se e somente se u e v sao linearmente dependentes.

Proposicao 1 |jv]| := \/(v,v) define a norma no espago produto interno (V,(-,-)).

2.2. Espacos de Hilbert

A proposigao (1) diz que para um espago com produto interno, existe uma norma
associada definida sobre V', isto ¢ ||v|| :== 1/ (v, v). Assim, um espago produto interno

pode ser transformado num espaco vetorial normado.

Definigao 2.2 Seja (V, (-,+)) um espago com produto interno. Se o espago vetorial
normado associado (V.|| -||) € completo, entiao (V,(-,-)) € chamado um espago de

Hzlbert.



Definicao 2.3 Seja H um espaco de Hilbert e S C H é um subespaco linear' que é

fechado em H. Entao S é chamado um subespago de H.

Proposicao 2 Se S é um subespago de H, entio (S, (-,-)) € também um espaco de

Hilbert.

2.2.1. Exemplos de Subespacos de Espacos de Hilbert
(i) H e {0} sa@o casos obvios.

(ii) Seja T': H — K uma funcao linear continua de H em outro espago vetorial.

Entao o nacleo de T, Ker T, é um subespaco.

iii) Seja x € H e definimos 2+ := {v € H : (v,z) = 0}. Entdo 2+ ¢ um subespaco
)

de H. Para ver isso, notar que #+ = Ker L,, onde L, ¢ a funcional linear

L,:v— (v,x) (2.2)

Pela desigualdade de Schwarz (2.1), |L.(v)| < ||v||||z||, o qual implica que L,

1

é limitada e por tanto continua. Isto prova que z— é um subespago de H em

vista do exemplo anterior.

(iv) Seja M C H um subconjunto e definimos M+ :={v € H: (z,v) =0 Vz €
M}. Note que M+ = .y 2t e cada ' é um subespaco fechado de H e a
interseccdo arbitraria de fechados é fechado. Assim, M~ é um subespaco de

H.
Proposicao 3 Seja H um espago de Hilbert. Entao
(1) VM,NCH, MCN = N‘c M

(2) VM C H com 0 € M, M N M+ = {0}.

ILembrando que S ¢ linear significa que se u, v € S, €ER = au+veES



(3) {0} = H.

(4) H* = {0}

2.2.2. Teorema de Representacao de Riesz

Dado u € H, lembremos que um funcional linear continuo L, pode ser definido

sobre H por
L,(v) = (u,v) (2.3)

O seguinte teorema prova que a reciproca também é verdadeira.
Teorema 2.2 (Teorema de Representagao de Riesz) Todo funcional linear con-
tinuo L sobre um espago de Hilbert H pode ser representado unicamente como

L(v) = (u,v) para algum v € H (2.4)

também temos, ||L|| g = ||u||m-

2.2.3. Formulagao de Problema Variacionais Nao Simétricos

Um problema variacional nao simétrico é colocado da seguinte forma. Suponha

que as 5 condicoes seguintes sao validas:

1) (H,(:,-)) é um espago de Hilbert.

2) V' é um subespago (fechado) de H.

4

a(-,-) é continua (limitada) sobre V.

(1)
(2)
(3) af(-,-) é uma forma bilinear sobre V', nao necessariamente simétrica.
(4)
(5)

5) af(-,-) é coerciva sobre V.



Entao o problema variacional nao simétrico ¢ o seguinte:
Dado F € V', encontre u € V tal que a(u,v) = F(v) Yv e V. (2.6)

O problema de aproximacao (Galerkin) ¢ dado assim:

Dado um subespacgo de dimensao finita V;, C V e F' € V', encontre u;, € V}, tal que
a(up,v) = F(v) Yv € V. (2.7)

Consideremos o seguinte exemplo: Seja o seguinte problema de contorno
—u" +u' +u=f sobre [0,1] «(0)=4(1)=0 (2.8)

Uma formulagao variacional para este problema é a seguinte:

V = HY0,1)
a(u,v) = fol(u'v' + u'v 4+ uv)dz (2.9)
F(v) = (f,v)

Notar que a(-,-) ndo é simétrica pelo termo u'v.

Mas a(-,+) é continua; pois observe que

1 1
/ (W'v" + uv)dx + / vw'vdx
0 0

ja(u, v)| =

1 1
< /(u’v’—i—uv)dm + / u'vdz
0 0
1
= |(u,v)m| + / u'vdz
0
< ullg ol + |4 || z2]|v]) 22 usando desig. Schwarz (2.1)

< Nullalfollar + lulla o]l

= 2llullg|lv]ar-



Portanto, a(+,-) é continua (tomando C; = 2 na defini¢ao).

Além disso,

o 2 ey Ly YL, 1,
a(v,v) = (V* +v'v+wv )dx:/ —v?+ v+ v dx—l—/ —v"? 4+ —0® | dx
o \2 2 AT

1

/
1 / 2 1 ! 12 2

= Q(U +v) dx+§ (v +v%)dz

0 0

[ 30 v+ 2o
= —\v v X — |V 1

0 2 oI

1
> el

Portanto, a(-,-) é coerciva (tomando o = 3 na definicao).

2.3. Boa colocacao para modelos de problemas line-
ares

Depois de descrevemos a formulacao variacional de um problema, gostariamos
de considerar a existéncia e a unicidade da solugao de tal problema variacional.

Nosso primeiro objetivo é especificar as condigdbes em que este problema é bem
posto. Usamos a seguinte definicao: Um problema é bem posto se admite uma tni-
ca solucao e se for dotado de uma propriedade de estabilidade. Dois importantes

resultados afirmando a boa colocacao sao apresentados:

= O teorema Banach-Nécas-Babuska com suposi¢oes um pouco mais sofisticadas,

da condigOes necessarias e suficientes para que o problema seja bem posto.

= O lema de Lax- Milgram, o qual fornece uma condigao suficiente para ser bem

posto.



Considere o seguinte problema (abstrato)

Encontrar u € X tal que a(u,v) = f(v) YveY. (2.10)

onde:

(i) X e Y s@o espagos vetoriais equipados com suas respectivas normas || - ||x e
|| - [|y- Para um caso geral supomos que Y é um espago de Banach reflexivo e
X é um espaco de Banach.

X ¢é chamado espago solugao e Y é chamado espaco teste.

(ii) a é uma forma bilinear continua sobre X x Y, i.e, a € L(X X Y,R), daqui

dizemos também a é limitada em X X Y

(iii) f éuma forma linear continua sobre Y, i.e., f € Y’ := L(Y,R). Para simplificar

a notagao, escrevemos f(v) em vez de < f,v >y y.

Definicao 2.4 (Hadamard) O problema (2.10) é dito bem posto se admite uma

unica solucao e se a sequinte estimativa a priori vale

3C > 0,VfeY', |ullx <Ol flly

Banach-Nécas-Babuska

O teorema Banach-Nécas-Babuska (BNB) tem um papel fundamental neste tra-
balho, este resultado foi indicado pela primeira vez por Nécas em 1962 e popularizado

por Babuska em 1972 no contexto dos métodos de elementos finitos.

Teorema 2.3 (Banach-Necas-Babuska (BNB) Seja X um espago de Banach e
Y um espago de Banach reflexivo. Seja a € L(X X Y R) e seja f € Y'. Entao, o

problema (2.10) estd bem posto se, e somente se:

10



(i) Eziste a > 0 tal que

a< inf sup —a(w,v) , (2.11)
weX\{0} yey\{oy lwllxlvlly

(11) Para todo v € Y,

(Vw e X, a(w,v)=0)= (v=0). (2.12)

Além disso, a sequinte estimativa a priori € vdlida:

1
ullx < = flly
[0

Para mostrar isso usaremos a seguinte proposi¢ao [Ern-Guermond, pg. 472, pro-
posi¢ao A.45|

Proposicao A.45: Seja A € L(X,Y”). As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) A é bijetora.

(ii) Existe uma constante a > 0 tal que
Vw e X, || Awllyr > aflw]|x. (2.13)

YweyY, (ATv=0)= (v=0). (2.14)

(iii) Existe uma constante a > 0 tal que

v, AW) )

a < inf supﬂ, (2.15)
weX vey [Jwl[x[lvlly

V' e Y, (v, Aw)yuy, = 0,Yw € X) = (v' = 0). (2.16)

11



Prova do teorema BNB:
[=] A hipotese ¢ equivalente a dizer: Vf € Y', Jlu € X tal que a(u,v) = (f,v)y,y Vv €

Y.

Para usar a proposicao A.45, introduziremos um operador linear limitado A €

L(X,Y") definido assim:

(Aw, v)y y == a(w,v) V(w,v) € X XY

e mostraremos que A é bijetora:

s A ¢ injetora, pois seja Aw; e Aws que pertencem a Y’ tal que Aw; = Aws,

isso significa que (Aws,v) = (Awq,v) Yv €Y

= a(wy,v) = a(wy,v) YvEY

= a(w; —we,v) =0 YveyY
Agora pela hipotese, para f =0 € Y/, Ju =0 € X tal que a(0,v) =0 Yo €Y
= W1 = Ws

.. A é injetora.

= A & sobrejetora, pois Vf € Y', Ju € X tal que a(u,v) = (f,0)y,y Vv EY

= (Au,v)yry = (f,0)yy YOEY
= (Au—fv)yy =0 YweY

= Au=f

12



= pela proposi¢ao A.45 (2.13), existe uma constante a > 0 tal que Vw € X, |[Aw||ys >

allwlx

A
= sup [Aw,v)| > aljw||x Ywe X
verrioy  lIvlly
A
= sup MZ@, Vw e X\ {0}
veY\{0} vly [lwl| x
A
= inf sup M > .

weX\{0} yey\(oy lwlx vy ~

Dalf, para mostrar (2.12) usamos (2.16) da proposigao A.45, isto ¢, Vo' € Y, ((¢', Aw)yuy, =
0,Vw € X) = (v =0).

Lembrando a injecao candnica

J:Y — Y

x — J, Y =R

definida assim (J,, f) = (f, z), a qual ¢ injetora. Entao seja v € Y arbitrario e temos
que (Vw € X, a(w,v) =0), isso é equivalente a dizer que

Yw e X, (Aw,v) =0, como Aw € Y’

=VYwe X, (J,,Aw) = (Aw,v) =0

= J,=0

=v=0

[«=] Como Y & reflexivo introduzimos o operador AT € L(Y, X’) tal que V(w,v) €
XxY
<ATU, w>

ox = <Aw,v)y,7y.

Vamos provar (2.14),
YoeY, ATv=0
=VYw e X, (Aw,v)=(ATv,w)=0

13



=Ywe X, a(w,v)=0
por (2.12), = v =0

Isto, mostra (7i) da proposi¢ao (A.45) o qual implica (7). [

Lema de Lax-Milgram

Consideraremos o caso onde o espago solugao e o espago test é o mesmo. Assim,

o problema modelo é:

Encontrar u € Y tal que a(u,v) = f(v) Yv €Y. (2.17)

Lema 2.1 (Lax-Milgram) Seja Y um espago de Hilbert, seja a € L(Y X Y, R) e

seja f € Y'. Suponha que a forma bilinear a € coerciva, i.e.,
Ja >0, YweY, alw,w)>alw|?
Entao, o problema (2.17) é bem posto com a estimativa a priori
vieY', luly < <[l

Prova:

Vamos verificar as condi¢oes do teorema BNB:
s X =Y
= Y ¢é Hilbert, isso implica que Y é Banach e reflexivo.

» Vamos mostrar que a coercividade de a(-,-) implica (2.11) e (2.12).

De fato, para provar (2.11) usamos a coercividade, i.e., Ja > 0, Yw € Y, a(w,w) >

14



aljwlf?

S vwev\ {0}, afuly < 8 < gy 200
7 T lwlly T vervior lvlly
= dJa >0, inf sup _alw,v) > .

weY\{0} yev\{o} [wllyllvlly —

Para mostrar (2.12), seja v € Y tal que a(w,v) =0 Vw € Y, em particular
para w = v, temos «a|v]|? < a(v,v) =0 = [[v]? <0 = |jv||=0

= v=0. [ |

15



Capitulo 3

Espacos de Sobolev Quebrados

3.1. Espacos de Sobolev

Na pratica, o problema modelo (2.10) corresponde a uma EDP definida sobre
um dominio © C R4 (d > 1). O dominio Q é um subconjunto limitado, conexo e
aberto de R? com fronteira Lipschitz 9. Os espacos X e Y em (2.10) s@o espagos
de fungoes geradas por funcgoes definidas sobre 2. Por simplicidade consideraremos
funcoes de valor escalar.

Apresentaremos brevemente duas classes de espacos de fungoes que serao usadas no
que segue, isto é, os espacos de Lebesgue e os espagos de Sobolev. Nos s6 indicaremos

as propriedades basicas de tais espacos.

3.1.1. Espacgos de Lebesgue

Consideraremos fungoes v : 2 — R que sao Lebesgue mensuraveis e denotamos
por [, v a integral (Lebesgue) de v sobre Q.

Seja 1 < p < oo um namero real, definimos
1/p
v]|zr ) = (/ \v!p) , 1<p< 0.
Q
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|v]| o) = supess{|v(z)| qtpx €}

= inf {M > 0 tal que |v(z)]| < M qtpx e Q}.
Em ambos casos, definimos o espaco de Lebesgue
LP(Q) := {v : Q — R lebesgue mensurével | |[v]|1r@q) < 00}

Equipado com a norma || - ||z», LP é um espago de Banach para todo 1 < p < oo.
Além disso, o espago Cg°(Q2) gerado por fungoes infinitamente diferenciaveis com
suporte compacto em §2 é denso em LP()) para 1 < p < oo.

No caso particular p = 2, L*(2) é um espaco de Hilbert quando tem como produto

mterno

(v, w) 20 ::/Uw
Q

Uma ferramenta ttil nos espacos de Lebesgue ¢ a desigualdade de Holder, a qual
afirma que, para todo 1 < p,q < oo tal que 1/p+ 1/q = 1, para todo v € LP(Q) e

todo w € L1(Q), temos que vw € L*(Q) e

/Q vw < o)l ey llw]| o)

O caso particular p = ¢ = 2 d&4 como resultado a desigualdade de Cauchy.

3.1.2. Espagos de Sobolev

Sobre a base cartesiana de R? com coordenadas (x,...,24), o stmbolo 9; com
i€{l,...,d} denota a derivada parcial distribucional com respeito a ;. Para uma

d-upla o € N? 9% denota a derivada distribucional 9{*,...,97%v de v com a
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todo £ € R? com componentes (£1,...,&;) na base cartesiana de R, a norma

d 1/p
el = (Zw) . 1<p<oo
i=1

e [€|e = maxi<;<q|&|. O indice é omitido para a norma euclideana obtida com

p=2.
Seja m < 0 um inteiro e seja 1 < p < oo um nimero real, definimos o espago

de Sobolev
WmP(Q):={ve LP(Q)/VNa e AT, 0% € LP(Q)}

onde A7 := {a € N¥/|a|p < m}.
Assim, WP ¢ gerado por fung¢oes com derivadas globais de ordem até m em LP(€2).
Em particular WoP(Q) = LP(Q2). O espago de Sobolev W™P(Q)) é um espaco de

Banach quando é equipado com a norma

1/p
[llwme@ == | Y 0%0lF,q | » 1<p<oo
acAl
€
lellwmoea = max [15°] =

Consideremos também a seminorma |- |ym.» (o) restringindo as defini¢des acima as d-

. —m . . .
uplas no conjunto A, := {a € N¢/|a| = m}, isto é, mantendo apenas as derivadas
de ordem global igual a m.

Para p = 2, usamos a notagao H™(Q) := W™%(Q2), de modo que

H™Q) = {v e LXQ) /Y a € AT, 0% € L2(Q)}.
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H™ é um espaco de Hilbert quando esta equipado com o produto interno

(0, w)gm() = Y (0°0,0%w) 20,

ac AT
a qual conduz & norma e seminorma
1/2 1/2
[ollam@ = | Y 102y |+ [olam@) = | D 1072
OéEAgl an;n

Para permitir uma notagao mais compacta, no caso m = 1, consideremos o gradiente

Vo = (0yv,...,04v)" com valores em R%. A norma sobre W1?(Q) pode se reescrever
assim:
1/p
lellwis) == (1ol + 1901 aye) 1< p<o0,
com

1/p d p
IVollir@ye = (/ |VU’Z) = (/ Z|8iv|p>
& Q=1

No caso p = 2, obtemos

(v, W) 1) = (v, w)r2(0) + (Vv, VW) 2y

Valores de contorno de fungoes no espago de Sobolev W'2(Q) pode ser visto como
fungoes (pelo menos) em LP(0S2). Mais precisamente (ver, por exemplo, Brenner e

Scott ([1], pg.39, Cap. 1)), para todo 1 < p < oo, existe C' tal que
[Vl 0y < CllvllmG vl ieg Vv € WH(Q). (3.1)

Em particular, para p = 2, obtemos

[vliz2on) < Clloll g llollyig, Yo € HY(Q). (3:2)

L2(Q) HI(Q)
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As limitagoes (3.1) e (3.2) Sao chamadas desigualdades do trago continuas.

3.2. 0O Caso Discreto

Definigao 3.1 (Poliedro em R?Y) Dizemos que o conjunto P é um poliedro em R?
se P é um conjunto aberto, conero, limitado de R? tal que sua fronteira OP € uma
unido finita de partes de hiperplanos, { H; }1<i<np. Além disso, para todo 1 < i < np,
cada ponto x do interior de OP N H;, os pontos y do interior de P que acumulam

prozimos a x o fazem somente de um lado da fronteira (isto evita cortes no dominio).
Suponhamos que o dominio € é um poliedro em R¢.

Defini¢ao 3.2 (Fronteira e Normal exterior) A fronteira de Q é denotada por

08 e sua normal (unitdria) exterior, a qual estd definida q.t.p sobre S, por n.

3.2.1. Malhas

Definigao 3.3 (Simplexo) Dada uma familia {ay,...,aq} de (d+1) pontos em R?

tal que os vetores {a; — ay,...,aq—ag} sao linearmente independentes, a envoltoria
conveza de {ag, ..., aq} € chamada um simplezo nao degenerado de R?, e os pontos
{ag, . ..,aq} sao chamados de vértices.

Definigao 3.4 (Faces de simplexo) Seja S um simplexo nao degenerado com vér-
tices {ag, ...,aq}. Para cada i € {0,...,d}, a envoltéria convexa de {ag,...,aq} \

{a;} é chamada uma face do simplexo S.

Definicao 3.5 (Malha Simplicial) Uma malha simplicial T de um dominio € é

uma colegio finita de simplexos nao degenerados T = {T'} formando uma parti¢io

de 2,
Q=T (3.3)

Cada T €T € chamado um elemento de malha.
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Definicao 3.6 (Malha Geral) Uma malha geral T de um dominio 2 € uma cole-
¢ao finita e disjunta de poliedros T = {T'} obedecendo (3.3). Cada T € T é chamado

um elemento de malha.
Uma malha simplicial ¢ um caso particular de uma malha geral.

Defini¢ao 3.7 (Diametro do elemento, tamanho da malha) Seja T uma ma-
lha geral do dominio ). Para todo T € T, hy denota o didmetro de T, e o tama-

nho da malha ¢ definido como o nimero real

h := max hr
TeT

Usamos a notacao 7, para uma malha 7 com tamanho de malha h.

Defini¢ao 3.8 (Normal exterior de um elemento) Seja 7, uma malha geral do
dominio Q) e seja T € Ty,. Definimos ng q.t.p sobre 0T como a normal exterior (uni-

taria) a T.

3.2.2. Faces da malha, Medias e Saltos

Definicao 3.9 (Faces da malha) Seja T, uma malha do dominio Q2. Dizemos que
um subconjunto (fechado) F de Q é uma face da malha se F é (d-1)-dimensional

e se uma das sequintes duas condicoes € satisfeita:

(i) Existem elementos distintos Ty e Ty tal que F' = 9Ty N JTy; nesse caso, F é

chamada uma interface.

(11) Existe T € Ty, tal que F' = 9T N 0S); nesse caso, F' é chamada uma face de

fronteira

F} denota o conjunto de interfaces e F} denota o conjunto de faces de fronteira.
Daqui em diante, definimos

Fn=F,UF}.

21



Defini¢ao 3.10 (Medias e Saltos de interfaces) Seja v uma fungao de valor ini-
co definida sobre § e assumimos que € a suficientemente suave para admitir sobre
cada F € F} tragos provenientes dos elementos Ty e Ty (possivelmente com valores
diferentes). Isto significa que, para todo T € T, a restri¢io v|r de v ao conjunto
aberto T pode ser definida sobre a fronteira OT. Entao, para todo F € F} e x € F
q.t.p, a média de v é definida como

ohe(@) = 5 (vl (@) + vl (@)

e o salto de v como

[0] p (2) = vl () = vl (2). (3.4)

Defini¢ao 3.11 (Normais das faces) Para todo F' € Fj, e x € F' q.t.p, definimos

a normal (unitdria) ng a F em x como

i) nr,, a normal unitdiria a F em x de Ty a Ty se F € F! com F = 0T, N 0714, a
1 h
orientacao de ng € arbitrdria dependendo da escolha de Ty a Ty e mantém-se

fixa no que seque.

(1) n, a normal exterior unitdria a ) em x se F € Fy.

Nota 3.1 No que seque do trabalho veremos expressoes que envolvem o salto de v na
fase F ([v]) e a normal na fase (ng). Observe que nas defini¢oes (3.10) e (3.11)
a escolha dos elementos Ty e Ty € a mesma. Ou seja, a diregao da normal ng é

determinada pela escolha feita na formula (3.4).
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3.2.3. Espacgo de Polinbmios Quebrados
O Espago Polinomial P*

Seja k > 0 um inteiro e seja o conjunto A% := {a € N, |a|s < k}, definimos o

espaco de polinémios de d variavéis, de grau no maximo k, como

Pi=1p: RS x p(x) € R|I(Va)aear € R tal que p(x) = > ya2” ¢,

ozEA’;

~ d )
com a convengao que, para T = (z1,...,zq) € RY, z@ =[], 2.

O Espago Polinomial Quebrado P%(7y,)

Podemos agora definir o espaco polinomial quebrado o qual contém fungoes tal

que a restricao em cada elemento da malha 7, é um polindmio, isto é,

P4(T) = {v € LA(Q)\VT € Tp, v|r € PE(T)}. (3.5)

3.2.4. Espaco de Sobolev Quebrados

Nesta se¢ao introduziremos os espagos de sobolev quebrados e o operador gradi-
ente quebrado. Seja 7, uma malha no dominio 2. Para qualquer elemento T' € Ty, os
espagos de Sobolev H™(T') e W™P(T') podem ser definidos como antes substituindo

Q por T'. Entao definimos os Espa¢os de Sobolev Quebrados
H™(Tp) = {v e L*(Q)|VT € Ty, v|lr € H™(T)}, (3.6)

Wme(T,) = {v € LP(Q)| VT € Tr, v|lr € W™(T)}, (3.7)

onde m > 0 é um inteiro e 1 < p < oo é um niimero real.

No contexto de espagos de Sobolev quebrados, a desigualdade de trago continuo
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(3.1) pode ser usada para inferir que, para todo v € WP(T,) e todo T € Ty,

1 1

1—1 1
[l zr@ry < Cllvllofry 1011510y (38)

enquanto p = 2, obtemos, para todo v € H'(T;,) e todo T € T,
1 1
[ollz20r) < CllvllZe ey 10117 r)- (3.9)

Agora, é natural definir o operador gradiente quebrado agindo sobre o espago de So-
bolev quebrado W1P(T,). Em particular, este operador também age sobre os espagos

de polinémios quebrados.

Definigao 3.12 (Gradiente Quebrado) O gradiente quebrado Vj : WHP(Ty,) —
[LP(Q)]¢ € definido tal que, para todo v € WIP(Ty),

VT ETh, (Vo) = V(v|r). (3.10)

Uma vez vista a definicao, é importante observar que os espacos de Sobolev usuais
sao subespacos dos espagos de Sobolev quebrados, e que sobre os espacos de Sobolev
usuais, o gradiente quebrado coincide con o gradiente distribucional como se mostra

no seguinte resultado.

Lema 3.1 (Gradiente Quebrado sobre espagos de Sobolev usuais) Sejam >
0 el <p<oo. Entio W™P(Q) C W™P(Ty,). Além disso, para todo v € WHP(Q),
Vv = Vv em [LP(Q)]¢

Prova:

E suficiente provar a inclusdo para m = 1. Se v € W?(Q) primeiro observamos que

V|r) = (Vo)|lp, YT €T,
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De fato, V ® € [C5°(T)]%, a extensao de ® por zero a €2, denotada por E®, pertence

a [C5°(Q)]? entao

/ V|r)-® = — / (V-®)-v usando integracao por partes
T T
= - / (V- (E®))v pela definigdo de v em €
Q
= / Vv - E® integragao por partes
Q

- /(Vv)|T ‘& pois Edlgr = 0.
T

Como @ ¢é arbitraria, isto implica V(v|r) = (Vv)|r e como T € T}, é arbitrario,

entdao Vv = Vu. Esta igualdade também mostra que v € W' (7;). B

Lema 3.2 (Caracterizagao de W'?(Q)) Sejal < p < co. A fungiov € WIP(Ty,)

pertence a WYP(Q) se, e somente se
[v]=0 VFeF,. (3.11)

Prova:

[<] Seja v € WP(Ty,). Entdo para todo ® € [C5°(€)]¢, observemos que

JCOR I AR

TeTh
— 7;Th—/Tv(Vwb)JrI;Th/GT(nT"I’)U|T
- 3- / v(V-CID)JrF;i [oeopl e
— JZE%—/TU(V-CD)

- —/U(V-CI)) V& e [C5 ()
Q
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= Vv = Vo, significa entdo que Vyv € [LP(Q)]%. Assim v € WHP(Q).
[=] Se v € WP(Q) e Vo = Vv em [LP(Q)]4, daf de (3.12) implica

Z/F<”F'(D)[[U]] = /gz(th)-CI>+/v(v.q>)

h _ /g}(vhv)@—/g(vw-@:o

o que por sua vez implica (3.11), escolhendo o suporte de ® interceptando uma

interface e uma vez ® é arbitraria. [ |

26



Capitulo 4

Analise abstrata de erro nao

conforme

4.1. Analise abstrata de erro nao conforme

4.1.1. O Problema Discreto

Seja Vj, € L*(€Q) denota um espaco de fungoes de dimensao finita; tipicamente,

V5, € um espaco de polindémios quebrados. Estamos interessados no problema discreto
Encontrar uy, € Vj, tal que ay(up, wy) = I (wy,) para todo wy, € Vj, (4.1)

com a forma bilinear discreta a; definida somente sobre Vj, x V}, e a forma linear [,
definida sobre V},. Em terminologia de elementos finitos, dizemos que a approximagao
é nao conforme, no sentido em que V}, nao é subespago de W”?(Q2) no qual espera-se
que a solugao de (2.10) pertenga.

Assim mesmo, é possivel introduzir o operador discreto (linear) A : V,, — V}, tal

que, para todo vy, wy, € Vj,

(Apvn, wa)r2(0) = an(vp, wh), (4.2)
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e a fungao discreta L;, € V}, tal que, para todo wy, € Vi, (Ln, wp)r2(q) = In(wp). Isso

leva para o seguinte problema (equivalentemente a (4.1)):
Encontrar u, € V, tal que Apup, = Ly em Vj,, (4.3)

Por simplicidade, suporemos que f € L*(Q), ja que o lado direito do problema
modelo (2.10) torna-se (f,w)r2(q), enquanto o lado direito dos problemas discretos

(4.1) e (4.3) tornam-se, respectivamente,

In(wn) = (f,wn)r2),  Ln = mnf

Aqui, 7, denota a projegao ortogonal de L?(Q) para V;, isto é, m, : L2(Q2) — V,

estd definido tal que, para todo v € L?(2), m,v € V}, com
(Thv, yn)r2) = (Vs Yn)r2@)  Vyn € Vi (4.4)

4.1.2. Estabilidade Discreta

Para formular estabilidade discreta, introduzimos uma norma, denotada por ||y||,

¢ definida (pelo menos) sobre V.

Defini¢ao 4.1 (Estabilidade Discreta) Dizemos que uma forma bilinear discre-

ta ay, possui estabilidade discreta sobre Vj, se existe Cy, > 0 tal que

ap(vy, w
Vo, € Vi,  Cadlv] £ sup (v, 0n)

(4.5)
w, €V \{0} |||

A propriedade (4.5) é referida como uma condigao inf-sup ja que é equivalente a

Co < inf sap  nOm0n)
on€Vi(0} w,evinfop llonlllwall
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Um fato importante é que (4.5) é uma condigao necessaria e suficiente para o bom

posicionamento discreto pois V}, é de dimensao finita.

Lema 4.1 (Boa colocagao discreto) O problema discreto (4.1), ou equivalente-

mente (4.3), estd bem posto se, e somente se a condi¢ao inf-sup (4.5) é satisfeita.

Prova:

Note que a condigao (4.5) é o equivalente da condigao (2.11) no teorema BNB. Dai,
devido a este teorema, a boa colocagao discreto implica (4.5).

Reciprocamente, observemos que (4.5) implica que o operador A; definido por (4.2)

¢ injetora. De fato:

Apop, =0 = ah(vh,wh) =0 VYw, €V,

por (4.5) = v, =0.

Como V}, é de dimensao finita, entdo A;, é sobrejetora e por tanto A, ¢é bijetora e

isso implica a boa colocagao. |

Observemos que a boa colocagao discreto é equivalente a uma tinica condigao, isto
é (4.5), embora no caso continuo aparecem duas condigoes. Isto é porque injetividade
¢ equivalente a bijetividade quando o espaco teste e o espago solugao tem a mesma

dimensao.

4.1.3. Consisténcia

Até agora, nos consideramos uma forma bastante forte de consisténcia, isto é
que a solugao u satisfaz as equagoes discretas em (4.1). Para formular consisténcia,
é necesséario colocar a solu¢ao exata no primeiro argumento da forma bilinear discreta
ap, e isto nao é possivel em geral pois a forma bilinear discreta a; esta definida até

agora somente sobre Vj, x V,.
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Por esse motivo, supomos que existe um subespaco X, C X tal que a solucao
exata u pertence a X, e tal que a forma bilinear discreta a;, pode ser estendida a
X, XV}, (em geral ndo é possivel estender a, a X x V},). Consisténcia pode agora

ser formulada como segue.

Defini¢ao 4.2 (Consisténcia) Dizemos que o problema discreto (4.1) é consisten-

te se para a solugao exata u € X,

ah(u, U)h) = lh(wh) wp, € Vh. (46)

Observacao 4.1 (Ortogonalidade de Galerkin) Consisténcia é equivalente a pro-
priedade de ortogonalidade de Galerkin freqiientemente considerada no contexto dos

métodos de elemento finito

De fato, (4.6) é valido se, e somente se ap(u — up, wp) =0  Vwy, € V.

4.1.4. Limitacao

O dltimo ingrediente na anélise de erro é a limitacao. Introduzimos o espago
vetorial

X*h = X* + Vh7

e observamos que a aproximac¢do de erro (u — uy) pertence a este espago. Nosso

objetivo é medir a aproximagao de erro usando a norma de estabilidade discreta |.||.

Portanto, assumimos no que segue esta norma pode ser estendida ao espaco
X.n- No caso presente, desejamos assegurar limitacao no espago produto X,, x Vj,
e nao apenas em Vj X Vj,. Acontece em muitas situac¢oes, que nao é possivel afirmar
limitac¢ao usando s6 a norma de estabilidade discreta ..

Esta ¢ a razao pela qual introduzimos uma segunda norma, que denotaremos |.|..
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Defini¢ao 4.3 (Limitagao) Dizemos que a forma bilinear discreta ay, € limitada

em X, XV, se existe Cy,q tal que
V(v,wp) € Xun X Vi, |an (v, wr)| < Conallv]llwsl,

para uma norma ||.||. definida sobre X, e tal que, para todo v € X, o] < C|lv]s,

onde C' € uma constante positiva.

4.1.5. Estimativa de erro

Agora podemos afirmar o resultado principal desta secao.

Teorema 4.1 (Estimativa de erro) Seja u a solu¢io de (2.10) com f € L*(Q).
Seja up, a solugao de (4.1). Seja X, C X e suponhamos que u € X,. Seja Xy, :=
X4V}, e suponhamos que a forma bilinear discreta ay pode ser estendida a X, X V.
Seja ||.|| e ||.ll« duas normas definidas sobre X, e tal que, para todo v € X,
lvll < Cllvll.. Supondo estabilidade discreta, consisténcia e limitagdo, como defini-

mos anteriormente, temos a sequinte estimativa de erro:
lu = unll < C inf flu —yal-, (4.7)
Yr€Vh

com C =14 CLChna.

sta

Prova:

Seja Yy, € V},. Devido a estabilidade discreta temos

ah(uh — Yh, wh)

— < C3l
= s
I, =yl ta  SUD
whEVh\{O} ‘”whHl
= C;} sup an (= Yn, wn) (isso pela consisténcia)
wr€VE\{0} |||'I.Uh|”
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Dai pela defini¢ao de limitagao obtemos

lun — ynll < CoaConallu — yall

= [lu—unll < flw = yall + llyn — wll

N

< lu =yl + CoaConalle =yl

(1 + CetaCona) llu =yl

= lu—up]| < C inf JJu—yul. onde C =1+ ClCha
Yn€Vh

4.1.6. Sequéncia de Malhas de Forma Regular

O objetivo desta segao é derivar algumas técnicas importantes, ferramentas para
analisar a convergéncia do método de Galerkin descontinuo quando o tamanho da

malha vai para zero. Nos consideramos uma sequéncia de malha

7;-[ = (ﬁl)hE'Ha

onde H denota um subconjunto contével de R.g := {z € R|z > 0} tendo a 0
como unico ponto de acumulacao. Nossas ferramentas de anéalise sao, a desigualdade
inversa e a desigualdade do traco, as quais sao fundamentais para se afirmar a
estabilidade discreta e a limitacao em h, e por outro lado, propriedades 6timas de
aproximagcao polinomial, de modo que possamos inferir, a partir de estimativas de
erro da forma (4.7), as taxas de convergéncia em h para a aproximagcao de erro
sempre que a solugao exata for suficientemente suave. Primeiro, introduziremos o
conceito de forma e contato regular de sequéncias de malhas, o que é suficiente para

derivar a desigualdade inversa e desigualdade do traco.
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Um conceito atil encontrado no contexto dos métodos de elementos finitos con-

formes é o de malhas simpliciais encaixadas.

Defini¢ao 4.4 (Malha Simplicial Encaixada) Dizemos que Ty, é uma malha sim-
plicial encaizada se esta € uma malha simplicial e se para cada T € T}, com vértices
{ag,...,aq}, o conjunto AT NIT" para todo T" € Tp,, T" # T, € a envoltoria convera

(possivelmente vazia) de um subconjunto de {ao,...,aq}.

Definicao 4.5 (Submalha Simplicial Encaixada) Seja 7, uma malha geral. Di-

zemos que By € uma submalha simplicial encaizada de Ty se
(i) &y, é uma malha simplicial encaizada,
(11) Para todo T' € &y, existe um inico T € Ty, tal que T' C T,

(111) Para todo F' € §p, a cole¢io de faces da malha de &y, existe no mdximo uma

F e F, tal que F' C F.

Os simplexos em &, sao chamados subelementos, e as faces da malha em §; sao

chamados subfaces. Seja, para todo T € Tp,

&r = {T’E @h‘T/CT},

St = {F,€3h|F/CaT}.

E também seja, para todo F' € Fy,

ri={F €§,|F CF}.

Definigao 4.6 (Forma e Contato Regular) Dizemos que a sequéncia de malhas
T € de forma e contato reqular se para todo h € H, Ty, possui uma submalha

simplicial encaixada &y, tal que
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(i) A sequéncia de malhas &, € de forma regular, isto €, se existe um pardmetro

01 > 0, independente de h, tal que, para todo T" € &,

o1hp < rpr,

onde hyr € o didmetro de T e ry o raio da maior bola inscrita em T',

(11) Existe um parametro po > 0, independente de h, tal que, para todo T € Ty, e
para todo T" € &,

o2hr < hyr.

Os parametros o1 e g9 sao chamados os pardmetros de reqularidade de malha e sao
coletivamente denotados pelo simbolo p. Finalmente, se 7, é simplicial encaixada,
entao &, = 7T, e a Unica exigéncia para os resultados seguintes é a forma e contato
regular com o parametro o; > 0 independente de h.

Daqui em diante trabalharemos com uma sequéncia de malhas simplicial encai-
xada.

Brevemente veremos algumas propriedades geométricas tuteis de sequéncias de

malhas de forma e contato regular.

Lema 4.2 (Limitante Inferior sobre Diametro de Faces) Seja T3, uma sequén-
cia de malhas com forma e contato reqular com parametro o. Entao, para todo h € H

e para todo T € Ty, e todo F' € Frp,

dr > 0102h7, (4.8)

onde 0 denota o didmetro de F.

Prova: Pode-se encontrar a demonstracao em (3], pg. 25, lema 1.42.
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Uma consequéncia direta do lema (4.2) é um resultado de comparagao dos dia-

metros de elementos vizinhos.

Lema 4.3 (Comparagao de Diametro de Elementos Vizinhos) Seja T3, uma
sequéncia de malhas com forma e contato reqular com pardmetro o. Entao, para todo

h € H e para todo T, T" € T, que compartilham uma face F, cumpre-se
min(Ar, hy) > 0100 max(hy, hy). (4.9)
Prova: Pode-se encontrar a demonstracao em [3], pg. 26, lema 1.43.

4.1.7. Desigualdades Inversa e do Traco

As desigualdades inversa e do traco sao ferramentas tteis para analisar métodos
de Galerkin descontinuo. Por simplicidade, derivaremos essas desigualdades sobre o

espago de polindomios quebrados P%(7;,) definido em (3.5).

Lema 4.4 (Desigualdade Inversa) Seja T, uma sequéncia de malha de forma e
contato regular com pardmetro o. Entdo, para todo h € H, e para todo vy, € PE(Ty),
e todo T € Ty,

IVonllizeerye < Cinoliz [onllp2ery, (4.10)

onde Cip, sO depende de o, d e k.

Prova: A demonstragao encontra-se em [3], pg. 26, lema 1.44.

Lema 4.5 (Desigualdade do trago discreta) Seja T, uma sequéncia de malha

de forma e contato regular com pardmetro o. Entao, para todo h € H, e para todo

v, € PE(T), todo T € Ty, e todo F € Fr

lvallz2cry < by Corllonll2ery, (4.11)

onde Cy,. so depende de o, d e k.
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Prova: A demonstracao encontra-se em [3], pg. 27, lema 1.46.

Lema 4.6 (Desigualdade do trago continuo) Seja T;, uma sequéncia de malha
de forma e contato reqular. Entdo, para todo h € H, e para todo v € H'(Ty), todo
T €Ty, etodo F € Fr

[WlZ2e) < Ceri AV llz2erya + dhg [0l 2er)) 0]l 2y, (4.12)

onde C; := 07" se Ty, € encaizada e simplicial, enquanto Cy; := (1+d)(0102)~" em

outro caso.

Prova: A demonstragao encontra-se em [3], pg. 28, lema 1.49.

4.1.8. Aproximagoes Polinomiais

Para inferir da estimativa (4.7) uma taxa de convergéncia em h para a aproxima-
¢ao do erro (u — uy,) medida na norma || - || onde a solugéo exata ¢é o suficientemente

suave, precisamos estimar primeiro o lado direito da desigualdade por

——
nf o=yl

onde V}, é o espago de polinémios quebrados P%(7;) definida em (3.5). Como uy, € Vj,

de (4.7) temos que

inf |lu— <Ml —up|| <C inf ||u — N 4.13
nf = gnll < Ju =l < C inf Ju— (4.13)

Defini¢ao 4.7 (Otimalidade, Quasi-otimalidade e subotimalidade) Dizemos

que a estimativa de erro (4.13) é

(i) Otima se ||| = - [I. .
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(1)) Quasi-étima se as duas normas sao diferentes, mas os limitantes superior e
inferior de (4.13) converge, para uma u suave, na mesma taza de convergéncia

quando h — 0,

(ii1) Subdtima se o limitante superior converge a wma taxa menor que o limitante

inferior.

A anélise do limitante superior in‘f/ llv — yn|l+ depende das propriedades de apro-
YnEVh

ximagcao polinomial que podem se efetuar no espaco de polinémios quebrados V,.

Defini¢ao 4.8 (Aproximacgao polinomial 6tima) Dizemos que uma sequéncia
de malha Ty, tem propriedades de aprorimacao polinomial otima se, para todo
h € H, todo T € Ty, e todo polinémio de grau k; existe um operador de interpolacao

Ih . LA(T) — PX(T) tal que, para todo s € {0,...,k+ 1} e todo v € H*(T), vale
‘1} — Iézlem(T) S Capph%_m‘les(T) Vm € {0, ey 8}, (414)

onde Cyp, € independente de T e h.

Defini¢ao 4.9 (Sequéncia de malhas admissiveis) Dizemos que uma sequén-
cia de malha Ty € admissivel se é uma malha com forma e contato reqular e

se tem propriedades de aproximagao polinomial otima.

Lema 4.7 (Otimalidade da projegao ortogonal de L?) Seja Ty uma sequén-
cia de malha admissivel. Seja T, a projecio ortogonal de L? sobre PE(T). Entao,

para todo s € {0,...,k+ 1} e todo v € H*(T) wvale
v — ] (ry < Copphiy ™ 0lmsry  Ym € {0,..., s}, (4.15)

onde C’;p ¢ independente de T e h.

P
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Prova:

Pela definigao da projecao ortogonal de L?, e fazendo m = 0 na definigao (4.8) temos

HU - 7ThUHL2(T) S HU - I§U||L2(T) S Capph%\v Hs(T)- (416)

Para m > 1, usamos m vezes a desigualdade inversa (4.10) e junto com a desigual-

dade triangular inferimos

v —mplgmry < v — Z5v|gmery + | Tiv — 0| gmry usando desig. triangular
< v —To|gmr) + C' hy™ || T — mpvl|L2¢ry  usando desig. inversa m vezes
< ‘U — I%U‘Hm(T) + Clh%m [HI%'U — U||L2(T) + H’U - ﬂ-hUHLQ(T)]

= v —Zho|gmer) + C'hy™ | Thv — || g2y + C hp™|Jv — Thv|| 221
< |v—T5v|gmr) + C'hy™||Tho — || r2¢r) + C'hy™|jv — || z2(r
— |U _I§“U|HW(T) +20/h;m||’0 —Iéfw’UHLQ(T),

< Capphz ™ v

Hs(T) T QC/h}mC’apph;}]v ps(ry usando (4.14) e (4.16)

= (1+42C)Copphi™|v

/ A . !
onde C" tem as mesmas dependéncias de C. [

Lema 4.8 (Aproximacgao polinomial sobre faces da malha) Sob as hipdteses

do lema (4.7), e supondo que s > 1. Entdo, para todo h € H, todo T' € Tpe toda face

F e Fr vale
"oy s—1/2
||'U - 7T-/7zv||[z2(f7') < C1(J,pphT |U Hs(T)
eses>2,
IV (0= m)lr - ez < Copphi ™ 0l=cr),
onde C’gpp e C:;p sao independentes de T e h.
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Capitulo 5

Equacao Adveccao-Reacao

A equacao advecgao-reacao com condic¢ao de fronteira homogénea

B-Vu+pu = f emQQ, (5.1)

v = 0 sobre 927, (5.2)

Aqui, a funcao desconhecida u é de valor escalar e representa, por exemplo, uma
concentracao de alguma substancia; § é a velocidade de advecgao com valores em
R?, 1 o coeficiente de reacdo, f é o termo de fonte, e 90~ de denota a parte da

fronteira de €2 onde o fluxo entra, isto é:
0N ={red]p(x) n(x) <0} (5.3)

O principal objetivo deste capitulo é o de aplicar e analisar o métodos de Galerkin
descontinuo para aproximar o problema modelo (5.1) e (5.2).
Antes de comecar, vamos especificar condigoes sobre os dados para o problema

modelo (5.1) e (5.2), e assim formular este problema na sua forma fraca, e mostrar

39



que é bem posto. Em relagao aos dados p e 8 supomos que
peL®(Q), Bel[Lip(Q) (54)

onde Lip(2) := {v = Q — R | 3L, tal que Va,y € Q, |v(x) —v(y)| < Ly|x — y|}.
Dai € [W'>(Q)]4 com ||V Bi||jzeye < Lg, Vi€ {1,...,d} onde (B1,...,B4) sdo
as componentes de 3.

Definimos

Lg := max Lg,. (5.5)

1<i<d

Além de (5.4), supomos que existe um namero real py > 0 tal que
1
A:i=pu— §V - B> po em Q q.t.p. (5.6)

Em relacao ao termo fonte f, supomos que f € L*().
Finalmente, lembremos que €2 é um poliedro em R?, no que segue, consideraremos

uma referéncia de tempo 7. e uma referéncia de velocidade (. definidas como

7o = {max(||ulrew), Lo)} ", Be = 1Bl oy (5.7)

Nosso primeiro objetivo é especificar o espacgo funcional no qual a solugao do
problema modelo (5.1) pertence. Seja C§°(2) o espago de fungdes infinitamente

diferenciaveis com suporte compacto em ) e lembremos que este espago é denso em
L3 ().

Para uma fungao v € L*(Q), a afirmacao - Vv € L*(Q) significa que a forma linear

Cr) — R

p —/QUV-(W)
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¢ limitada em L2, isto ¢, 3 C, tal que

Vi € C(Q), / oV-(8¢) < Cullgl oo,

Definicao 5.1 (Espago Grafo) O espaco grafo é definido como
Vi={ve L*(Q)|3-Vv e L*(Q)} (5.8)
com o produto escalar

V’U,’LU € V7 (/Uv w)V = (/Uv w)LQ(Q) + (B'VU, 5'Vw)L2(Q)7 (59)

e a norma associada norma grafo ||v|yv = (v, v)%//2

Proposicao 4 O espago grafo da definicao (5.1) equipada com o produto escalar

(-, )v € um espago de Hilbert.

Prova: A demonstracao encontra-se em [3], pg. 40, lema 2.2.

O proéximo passo € especificar matematicamente o significado das condigoes de
fronteira (5.2). Para este propdsito, precisamos pesquisar o trago sobre 0€2 de fungoes

no espaco grafo V. Nosso objetivo é dar significado para tais tracos no espaco

L*(|8-n|;00Q) := {v ¢ mensuravel sobre 0S| |B-njv? < OO} . (5.10)

o0

Lema 5.1 (Trago e integragao por partes.) No contexto acima, o operador tra-
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¢co

v CQ) = LX(|Benf:09)

v o= (V) i=vlgq
estende-se continuamente a V, isto significa que 3C,, tal que

Vo eV, |lv(v)ll2qsnie0) < Cyllv]lv.

Além disso, a sequinte formula de integracao por partes vale

Yo, w eV, /Q[(B-Vv)w + (B-Vw)v + (V- Blow] = / (B-n)y(v)y(w).

o0

Prova: A prova deste lema pode ser encontrado em |[3|, pg. 44, lema 2.5.

Agora com o uso deste lema, ja podemos estabelecer a formulacao fraca do pro-
blema (5.1) e com isso derivar o bom posicionamento do modelo.
Para um numero real x, definimos sua parte positiva e negativa respectivamente

Ccomo

1 1
2% = §(|m| +x), 2= §(|m| —x) (5.11)

Observamos que ambas quantidades sao nao negativas. Introduzimos a seguinte for-

ma bilinear: Vv, w € V,

a(v, w) ::/Q,uvw—i—/ﬂ(ﬂVv)w—i—/aQ(ﬁ-n)@vw. (5.12)

Esta forma bilinear é limitada em V' x V', precisamente

la(v, w)] < (1+ [lullZoo@) 2 lvllviwl iz + Cllollv [wlly.
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Usando o espago grafo V e a forma bilinear a, o problema modelo (5.1) pode ser

convertido na forma fraca
Encontrar u € V' tal que a(u,w) = / fw YweV (5.13)
Q

Proposigao 5 (Caracterizagao da solugao de (5.13)) Suponha que u € V' so-
luciona (5.13). Entao,

B-Vu+pu = f qtp. em Q (5.14)

u = 0 sobre 09~ (5.15)

Lema 5.2 (Coercividade em L? de a) A forma bilinear a definida por (5.12) é

L?-coerciva sobre V, isto €,

1
Vo eV a(0,0) > pollolae +/ L Jgnfo. (5.16)
o9
As demonstragoes da proposigao 5 e do lema 5.2 podem se encontrar em [3| na
pagina 43.
Teorema 5.1 (Boa colocagao) O problema (5.13) € bem posto.

Prova: A demonstracao encontra-se em [3], pg. 44, lema 2.9.

Agora veremos que acontece no caso em que a condi¢ao de fronteira é nao ho-
mogénea, i.e.,

u=g¢g sobre 02"

Estendemos o dado da fronteira g a 0f2 sendo zero fora de 02~ e supomos que

g € L*(|5-n];09).
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Entao o problema modelo na forma fraca fica assim:

Encontrar u € V' tal que a(u,w) = /

fw+/ (B-n)°gw YweV (5.17)
Q 00

O resultado chave para pesquisar as condigoes de fronteira nao homogéneas é a

sobrejetividade do operador trago v : V' — L?(|3-n|;02) definido no lema (5.1)

Lema 5.3 (Sobrejetividade do trago) Para todo g € L*(|3-n|;09), existe u, €
V' tal que uy = g q.t.p em 0Q~ U IQ"T. Além disso, existe C, que somente depende

de Q e 3, tal que |ugllv < CllgllL2qnl00)
Prova: A demonstracao encontra-se em [3], pg. 46, lema 2.11.

Teorema 5.2 (Boa colocagao) O problema (5.17) é bem posto. Além disso, sua

unica solugao u € V' satisfaz (5.14) e u =g q.t.p em 0~ .

Prova: A demonstragao encontra-se em [3], pg. 47, lema 2.12.

Com isso presente analisaremos o método de Galerkin descontinuo para aproxi-
mar o problema modelo (5.13). Conforme a se¢ao (4.1), o método ¢é elaborado de
modo a ser consistente, e a possuir estabilidade discreta assegurada pela coercividade
em L2

N6s vimos uma solugao aproximada no espago de polinomios quebrados P%(Tj)
definido em (3.5). Supomos que k > 1 e que 7, pertence a alguma sequéncia de

malha de forma regular. Seja V;, := PX(7,) e consideremos o problema discreto:
Encontrar uy, € Vj, tal que ap(up,vp) = / fon Yo, € Vp,
Q

para uma forma bilinear discreta a; ainda a ser proposta.
Para analisar o método, faremos uma suposi¢ao de regularidade um pouco mais

forte sobre a solucao exata u que agora pertencem ao espago grafo V. Esta suposigao
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é necessaria para formular a consisténcia do método, ao colocé-la diretamente na
forma bilinear discreta a;,. Em particular, é preciso considerar o traco da solugao
exata em cada face da malha.

Supomos que existe uma partigao Py = {;}1<i<n, de © em poliedros disjuntos

tal que, para a solucao exata u,
u €V, :=VnH(P). (5.18)

Assim como na secao (4.1), seja Vi := Vi + V.
Devido a desigualdade do trago (3.8) com p = 2, a suposigao anterior implica
que para todo T" € T, a restrigdo u|r tem trago q.t.p sobre cada face F' € Fr, e

esses tragos pertencem a L?(F). Com isto é possivel mostrar o seguinte lema

Lema 5.4 (Saltos de u através das interfaces) A solucio exata w € V. € tal

que, para todo F € F;,
(B-np)[u] (x) =0 qt.pemnzekF. (5.19)

Prova: A demonstragao encontra-se em [3], pg. 48, lema 2.14.

Quando trabalhamos com condigao de fronteira nao homogénea u = g sobre 027,

o problema discreto fica assim
Encontrar u, € Vj, tal que ap,(up,vy) = / fon +/ (B:n)%guv, Vo, € Vj.
Q o0

5.0.9. Derivacao Heuristica

A idéia principal para elaborar a forma bilinear discreta a, é de obter a coercivi-
dade em L? que vale no caso continuo e ao mesmo tempo mantermos a consisténcia.

e, . . 0 ) .
Nosso ponto inicial é uma forma bilinear discreta aEL ),a qual é derivada da forma
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bilinear exata a substituindo o termo de advecgao 3-V por seu termo equivalente

discreto -V, isto é definimos sobre Vi, x V,

aglo) (v, wp) = /Q {pvwy, + (B-Vyv)ws} + /69(B~n)evwh.

Podemos ver que aéo) tem consisténcia pois a solugao exata satisfaz (5.14) e (5.15).

Agora centraremos a analise na coercividade discreta. Uma observagao impor-
) . - . 0
tante é que esta propriedade nao é transferida de a a ag ). De fato:

Integrando por partes sobre cada elemento da malha temos, para cada vy, € Vj,

o () = l/m{uvi-k(ﬁ-vhvhﬁm}-+u/‘(ﬁ~n)9v2
/Mvh+2/5vvhvh+/ (B-n)7v

TeTh

:/Avh—i-Z/ (B-nr)vp + /(571)%

TeTh

onde lembremos que A = p — %VU-B e que nr denota a normal exterior a 1" sobre
OdT'. O segundo termo da expressao do lado direito pode ser reformulado como uma
soma sobre faces da malha. Fazemos isto aproveitando a continuidade de 3 através

das interfaces obtemos

> [ 5@t =3 [ 5@nauil+ X [ 5@

T€Th FeF} FeF?
Para todo F € F} com F = 9Ty U 9Ty, v; = vp|1;, 1 € {1,2}, vemos que

[67] = 50} —3) = 5 (01— 02) (0 + w2) = [enlfon},
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temos como resultado

o) = [ M+ 3 [ @obdod+ X [ 3@+ [ @0,

FeF} FeF}

e lembrando que |z| = 22° 4+ x entdo chegamos a
1
o) = [ k4 3 [ @nololnd+ [ 58l
Q peri T o9

Observamos que o segundo termo do lado direito involve interfaces e nao tem um
sinal definido. Portanto, este termo deveria ser retirado, e isto pode ser efetuado

mantendo a consisténcia se definimos para todo (v, wy) € Vi, X Vj,

aj, (v, wp) ::/ﬂ{;wthr(B-th)wh}Jr/ (B-n)%vwy — Y /F(B'nF)[[U]]{{wh}}

o0 FeFi

(5.20)
pois (B-nr)[u] = 0 para todo F' € F; devido a (5.19).
Agora podemos resumir as propriedades da forma bilinear discreta a$f. A coer-

cividade de aff ¢é expressada usando a seguinte norma definida sobre V,;:

_ 1
ol i= 72 ol + | 5l8enle? (5.21)

com a escala de tempo definida em (5.7). Observe que || - ||% ¢ de fato uma norma

pois controla a L?-norma.

Lema 5.5 (Consisténcia e Coercividade Discreta) A forma bilinear discreta

ast definida por (5.20) satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Consisténcia, isto € para a solugdo exata u € Vi,

aff(u,vh) = / fon, Yo, € Vp,
Q
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(11) Coercividade sobre Vi, com respeito a norma || - ||, isto é
V/Uh € Vh7 azf(vha Uh) Z Csta ”|/Uh H’gfa

com Cgq = min{1, 7o}

Prova: A prova é direta.

Antes de prosseguir, vamos registrar uma expressao equivalente da forma bilinear
discreta a$! obtida ap6s integrar por partes a derivada de advecgdo em cada elemento

da malha.

Lema 5.6 (Expressao equivalente para a;f) Para todo (v,wy) € Vi, X Vj, te-

mos que

ailto.un) i= [ L= V-Bpown— (@it [ (En)Foun= 3 [ (o) {obio]

o0

FeF!
(5.22)
5.0.10. Estimativa de erro
Consideraremos o seguinte problema discreto:
Encontrar u; € Vj, tal que aflf(uh,vh) = / fon, Yo, € V. (5.23)
Q

Este problema ¢ bem posto devido a coercividade discreta de a;f sobre V3. Nosso
objetivo agora é estimar a aproximagao de erro (u—wuy,) na norma || ||r. A anélise de
convergéncia ¢ realizado no espirito do Teorema (4.1). Devido ao lema (5.5), so resta

abordar a limitacao da forma bilinear discreta afo . Para este proposito, definimos
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sobre V,; a norma

Jlo]

2 = M0+ D 7l B-Voliay + D 7eB2h0 01201,
TeT TeTh

com a escala de tempo 7. e a velocidade de referéncia (. definida em (5.7).

Lema 5.7 (Limitagao) Para a forma bilinear a$t vale
Y(v,wn) € Vin X Vi, a5} (0, wn) < Conallvllet llwnlcs

com Cynq tndependente de h e dos dados e [3.

Com este lema também garantimos a continuidade da forma bilinear, a demonstracao
pode ser encontrada em ([3], pg.53), uma demonstragao similar a este resultado sera
desenvolvido para o lema 6.5 do préximo capitulo.

Uma consequéncia direta do teorema (4.1) é a seguinte estimativa de erro.

Teorema 5.3 (Estimativa de erro) Seja u que soluciona (5.13) e seja uy, solugao
de (5.23) onde af estd definida por (5.20) e Vi, = P5(T,) com k > 1 e Ty, pertence

a uma sequéncia de malhas de forma reqular. Entao vale

lu = unlles < € inf flu = ynller, (5.24)
thVh

com C independente de h e dependente apenas do fator {min(1, 7.uo)} .

Para inferir um resultado de convergéncia de (5.24), suponhamos que a solucao exata
é suficientemente suave, e tomando y, = mu, a projecao ortogonal de u sobre Vj,

em (5.24), e usando os lemas (4.7) e (4.8).

Corolario 5.1 (Taxa de convergéncia para solugoes suaves) Sob as hipdteses

do teorema (5.8), suponha que u € H*"(Q). Entdo temos

llu = unfles < Cuh®, (5.25)
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com Cy = Cllul| gr+1(q) e C independente de h e dependente 56 do fator {min(1, T.p0)}~

A estimativa (5.25) resulta numa taxa de convergéncia da aproximagcao de Galerkin

descontinuo para k > 1. O resultado nao é quase-6timo, mas é subétimo pois o

termo inf [lu —ya|| da equagao (4.13) converge com ordem k + 1 se a solugao for o
Yn€Vh

suficientemente suave como mostraremos a seguir. Em particular faremos as contas

com ¥y, = TpU, entao

_ 1
lu — mpull?y = 727t lu — mhul| 72 ) + /69 §|Bn\(u — mhu)? (5.26)

Para o primeiro termo notamos que,

> [ (= may

TeTh

= Z Ju— 7Thu||L2(T)

TeT

2
< Z <Oapphk+l|U|Hk+1(T)> , usando o lema (4.7)

TeT,
/
= (Capp)Qh%]H_Q Z |u|%lk+1(T)
TeTh
< C%h?rkH”UH?{kH(Q) onde €y = C(/lpp

= w2y = /u—ﬂw
Q

Para o segundo termo,

SlBenl(u—mu)* = > B-nl(u—mu)* < Y [ S|B-n|(u—mu)?
o3 |2 /.

1

FerF, FeFy
< —B, — 2
< 350 [—m)
FeF,
1
< Z é(capp) h2k+l‘u’Hk+1(T)
FeF,
1 /! 1 1"
< Z §(Capp) h2k+1|u|Hk+1(T) < §(Capp)2h%k+1 Z |u|§lk+1(T)
TeTh, TeTh
]. 1"
< C2h%"k+1||u||§{k+1(ﬂ)7 onde CQ = é(capp)za
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considerando que na terceira desigualdade foi usado o lema (1.59) de ([3], pg. 32).
Voltando para a equagao (5.26), obtemos:

_ 1
v — maulldy = Tcl|\u—7wl|iz<m+/ 318-nl(u = mhu)?

o0
< Tglc%h%k+2|’u"§{k+l(g) + C2h§"k+1HuH?'{k+1(Q)

= 7. (O 4+ Coh™) [ ey

Entao

_ 1
lw —mpulley = 7. 1/2\/012hT+C2 RE 2| g o

< OWhMe

onde Cy, = Clul| gr+1(q) onde C ¢é independente de A (pois hy < }Ena,;(lhT).
TE

Logo, deve ser possivel obter uma estimativa melhor que (5.25) no sentido de
modificar a forma bilinear e obter uma nova solu¢ao no mesmo subespaco V}, e com
isso esperamos obter uma melhor estimativa de erro. Isto sera visto na se¢ao 5.1 com

o uso de upwind na formulagao discreta.

5.1. Upwinding

O objetivo desta secao é fortalecer a estabilidade da forma bilinear do Galerkin
descontinuo de modo a obter uma estimativa de erro quase 6tima no sentido da
definigao (4.7). Este objetivo é alcancado penalizando os saltos das interfaces da
solugdo discreta, para isso continuaremos usando as suposigoes (5.4) e (5.6) sobre os
dados p e 8 assim também a condigao (5.18) sobre a regularidade da solugao exata

u, mas o grau polinomial £ é tal que k£ > 0.
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Consideraremos a nova forma bilinear
ap”" (vn, wp) = Gif(vh, wy,) + sp(vn, w), (5.27)

com a forma bilinear de estabilizacao

vh,wh Z /—‘ﬁ TLF‘ ’Uh U)h]] (528)

FeFy,

onde n > 0 é um parametro definido pelo usuério. Especificamente, usando (5.20)

temos,

ap™ (v, wp) = / {pvpwy, + (B-Vyup)ws } +/ (8- n)vpwy

o0

- Z / (B - np)[vn] §wnl} + Z/—m ne|[vn][wn], (5.29)

FE]—'Z Fer;

ou equivalentemente, usando (5.22) temos,

ay™ (vp, wp) : /{ w—N-B)vpw, — vp(B-Vywy)} +/ (B -n)Pvpwy

+ D / B - np){on}ws] Z/—\ﬁ ng|[vn][ws].  (5.30)

FeF} FeF}

A forma bilinear a,”™ é daqui em diante referida como a forma bilinear de Galerkin
descontinuo com upwind.

Assim, consideraremos o problema discreto:
Encontre uy, € Vj, tal que a,”" (up, vp) = / fuy, para todo vy, € Vi, (5.31)
Q

Primeiro examinaremos a consisténcia e a coercividade discreta da forma bilinear
de Galerkin descontinuo com upwind. Lembrando a defini¢ao da norma || - || em

(5.21), afirmaremos coercividade com respeito a seguinte norma, também definida
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em th:

ol = o+ 3 [ J18mellol (532)

FeF}

Lema 5.8 (Consisténcia e coercividade discreta) A forma bilinear de Galer-
kin descontinuo com upwind a;”" definida por (5.27) e (5.28) satisfaz as sequintes

propriedades:

(i) Consisténcia, isto € para a solugdo exata u € Vi,
ay™ (u,vp) = /vah Yo, € Vi,
(ii) Coercividade sobre Vi, com respeito a norma || - |lupws, isto €
Yo, € Vi, a3 (un, vn) = Catallvn s

com Csta = min(1, 7.p9) como no lema (5.5).

A coercividade discreta de a,”" sobre V}, implica o bom posicionamento do problema
discreto (5.31).

Na segao 2.3.2 de [3] pode se ver uma estimativa de erro obtida usando a coer-
cividade de a;”" com respeito & norma || - |luws, a qual é quase-6tima. No entanto,
o procedimento para estabelecer aquela estimativa tem uma desvantagem pois nao
proporciona informagao sobre o comportamento da derivada de advecgao. Na seguin-
te secdo, essa deficiéncia sera remediada estimando a aproximagao do erro (u — uy,),

usando a propriedade de estabilidade, isto é a condicao discreta de inf-sup.

5.1.1. Estimativa de erro baseado na condicao inf-sup

A anélise de convergéncia ¢ realizado no espirito do teorema (4.1). Com a con-

sisténcia de a,”" ja enunciada, e resta mostrar a estabilidade discreta e a limitacao.
h Y
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Ampliaremos a norma ||-||,w definida em (5.32) adicionando um termo com a deri-

vada de adveccao e definimos a seguinte norma

Iolus = Bollaws + D B2 hellB-Volfa)-
TeT,

Podemos agora enunciar o principal resultado da estabilidade em relacao ao método

de Galerkin descontinuo com upwinding.

Lema 5.9 (Condigao discreta inf-sup) Ewiste C.,, > 0, independente de h, j e
B, tal que

a,”™ (vp, wy)
\V/Uh S Vh’ Cstacstamvhmuwﬁ S sup
wneVi\(0)  [[Wnlluw

com Cya = min(1, 7eug) como no lema (5.8).

A demonstracao deste lema pode-se encontrar em ([3|, pg. 62).

Para formular um resultado sobre a limitacao, definimos a seguinte norma:

[k = ol + 3 Be (A I0acr) + I0l2com) )
TET,

Lema 5.10 (Limitacao) Temos que V(v,wp) € Vi, X Vp,

|an”™ (v wh) | < Conall 0w o llwn s

com Chynq independente de h, e 5.

Como nos casos anteriores, este resultado juntamente com o lema da condigao dis-
creta inf-sup vao ser tteis para a demonstracao do teorema a seguir. A demonstragao
do lema 5.10 pode ser encontrado em ([3], pg. 64).

Uma consequéncia direta do teorema (4.1) é a seguinte estimativa de erro.
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Teorema 5.4 (Estimativa de erro) Seja u a solugao de (5.13) e uy a solugao de
(5.31) onde a;" estd definida por (5.29), seja também Vi, = P5(T,) com k >0 e Ty,

pertence a uma sequéncia de malha admissivel. Entao, temos

lw = unfluws < € inf Jlu = yp[luws,« (5.33)
Yn€Vh

com C' independente de h e dependente do dado somente através do fator {min(1, Touo)} .

Para inferir um resultado de convergéncia de (5.33), supomos que a solugao exata é

o suficientemente suave e usamos os lemas (4.7) e (4.8).

Corolario 5.2 (Taxa de convergéncia para solugoes suaves) Sob as hipdteses

do teorema (5.4), suponha que u € H*1(Q). Entao,
e = wnflow < Cub* 2, (5.34)

com Cy = Cllul|gr+1q) e C independente de h e dependente dos dados somente

através do fator {min(1, T.uo)} .

A estimativa (5.34) fornece uma estima de convergéncia 6tima para o termo com a

derivada de advecgao. Concluimos assim que é possivel obter taxas de convergéncia
U o1 upw . .

quase-6tima para a forma bilinear a, ~ ao combinar normas apropriadas com a

condi¢ao de inf-sup.

5.2. Fluxos Numéricos

Nesta etapa, é instrutivo considerar um ponto de vista alternativo, baseado em
fluxos numéricos. Como estamos trabalhando com espacos de polinémios quebrados,
o problema discreto (5.31) admite uma formulagao local obtida considerando um

elemento de malha arbitrario 7' € T, e um polinémio arbitrario ¢ € P%(T'). Para um
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subconjunto S C 2, denotamos por xg sua funcao caracteristica, isto é

1 sexes,
xs(r) =
0 em outro caso.

Entao, usando a funcado teste wj, = {xr no problema discreto (5.31), e observando
que [Exr] = err€ com er g := ny-np, e considerando também 7" como um elemento
da malha que nao contém faces de fronteira (0T N O = &) vemos que na expressao

(5.30) da forma bilinear discreta a,”, obtemos

() = [ - V-00uE - w3V} + Y { JRCRRIGIG

+ [ Lip nlllel

—/T{(M—V-B)uﬁ—U(ﬁ-Vf)}
= 3 [ {6 notuders+ J18-nrlluderr} ¢

FiedT

Denotaremos
o) = Y [ {6 ne)ubers + 215 - nellulers} ¢

e vamos tomar o caso particular £ = 1 para mostrar que ¢z (uy) representa o fluxo
de u através da fronteira de 7. Lembrando a definigao (3.10), para cada interface
F € 0T existe um elemento 7" tal que F' = 9T N OT’, com isso podemos especificar

o salto e a média de v em F', assim

[u] = (ulr —ulr)err,

() = <U|T ; u|T/) '
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Com isso,

dp(up) = Z (B-np) M err + Q\ﬁ -np|(u|lr — ul).
. 2 2

Para reduzir mais a expressao anterior definamos

1 se B-np >0,
St =

—1 sefB-nr<0

e notemos que |5 - np| = |8 - ny| = Sr(B - nr) e também que (8- np)err = B - ny,

entao

or(un) = > / (U|T 7; U|T’> 4 gST(ﬁ -nr)(ulr — ulr)

FeoT
Ul + wl
T

Esta integral representa o fluxo da quantidade

w\lr + w|pr
# i gST(U|T — )

através da fronteira do elemento 7. Em particular, quando n = 1, temos o que é

conhecido como upwind puro

ulp +ulp St OT (ul — ) = uly  se f-np >0,
2 2
ulp se fnp <O0.

No caso n = 0 recuperamos a expressao do fluxo centrado, o qual é calculado como

a média do valor de v em cada lado da fronteira de T
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Capitulo 6

Equacao Adveccao-Reacao com

interface estabilizada

6.1. Método de interface estabilizada

6.1.1. Problema modelo

Considere um dominio poligonal Q C R? onde 1 < d < 3, con fronteira I' = 0.
O vetor unitario normal ao dominio é denotado por n. A equagao adveccao-reagao
esta dada por:

pu+a-Vu=f emQ, (6.1)

onde supomos que i > 0 constante, a : 2 — R? ¢ a velocidade de adveccio com
valores em RY, a qual é Lipschitz continua sobre Q e satisfaz ||al| e < 1, além
disso, vamos supor neste capitulo, que a tem divergéncia nulo, isto significa que
V-a = 0. A mudanca de notagao de  para a é para indicar que esta tem divergente
nulo. f : Q — R é uma funcao suficientemente regular. A porcao da fronteira na

qual @ -n > 0 ¢ denotada por I'", e e a por¢ao onde a - n < 0 é denotada por I'".

o8



Consideraremos também neste capitulo a seguinte condicao de fronteira

—ua-n=g¢g sobrel . (6.2)

6.1.2. O método

Seja T uma malha de §2, onde o tamanho de cada elemento K € T se denotara
por hy, com a suposicao que hxy < leh = max hi. A parte da fronteira de K onde
h4 saida de fluxo é a porcao na qual a-n > 0 e é denotado por 0K . A parte onde
ha fluxo entrante é onde a - n < 0 e é denotado por 0K ~. Denotaremos o conjunto
de todas as faces da malha 7 por F = {F'}, assim também a uniao de todas as faces
denotaremos por I'°.

Usando a seguinte notagdo w = (w,w) e v = (v,7), consideremos a seguinte

forma bilinear:

Bi(w,v :/,uwvdx— /aw-Vvdx— / a -nwv—wv)ds
R N o KT o MRSt

_;/Ma.nm(@_v)dpr/ a-nwvds (6.3)

T+

e a forma linear
L(v) = / fo d:v—l—/ gu ds. (6.4)
Q r—

Os espacos de elementos finitos para este problema sao considerados assim

W, = {U)h € LZ(Q),wth c Pk<K) VK € T}, (65)

W, = {w, € H(I"),w,|r € Pu(F) VF € F}, (6.6)

onde 0 < I < 1 e P(K) denota o espago de polinémios de grau até k sobre o
elemento K. O espago W), é o espago V}, de polinomios quebrados que esta definido

em (3.5) e também é usado no capitulo anterior, e o espago W}, contém os polinémios
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de Lagrange definidos somente as faces dos elementos e sao de valor tinico sobre as
faces.

Usando a notacao W, = W, x Wy e v, = (vn,Up), o problema discreto fica
assim:

Encontre u, € W tal que Ba(up, v,) = L(vy) Yo, € Wy (6.7)

O seguinte lema vai garantir a consisténcia do método, considerando u como a
solugdo do problema (6.1) e com isso definimos u = (u,u), onde u no segundo

argumento de u é a restricao de u em I'°.

Lema 6.1 Sewu = (u,u), ondeu € H(Q) e ¢ a solugao de (6.1) e se uy, € a solugao

de (6.7), entao para todo v, € W
BA(’U, — Up, ’Uh> =0. (68)

Prova:
Como wuy, ¢ solucao de (6.7) entdo Ba(up,vy) — L(vy) = 0, Yu, € W}, levando
em conta isso e devido a natureza da forma bilinear By, é suficiente mostrar que
Ba(u,vy) — L(vy) = 0, tratando os casos onde v, = 0 e 7, = 0.

Para isso, consideremos primeiro a seguinte notac¢do a, = |a - n| e com isso

obtemos,

Ba(u, (vp,0)) — L((vs,0)) = /Qmwh - g/l(au'VUh + g/mﬁ anuvp+

+;/8Kanuvh—/gfvh
:/Qmwh—;/K(a-Vvh)u—l—;/aKanuvh—/vah.
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Aplicando integragao por partes no terceiro termo, obtemos

:/Qu,uvh—Z/K(a-Vvh)u—FZ (/K(v-a,)uvh+/K(a-vu)vh+/K(a-wh)u)

- Jon

Q

:/Qmwh—i—/Q(V-a)uvh+/Q(a-Vu)vh—/vah

= /(uu +a-Vu— flu, + /(V-a)uvh usando o fato que u é solugao de (6.1)
Q Q

= /(V-a)uvh =0 pois V-a = 0.
Q

Agora, veremos o caso onde v, = 0,
Ba(u, (0,7,)) — L((0,T3)) = —Z/ (a-n)uv), — Z/ (a-n)umy,
K JOK+ K JOK-

+ /F+(a-n)u@h - /_ gun
= —/F(a-n)uﬂh — /r guy, = _/r [(a-n)u + glvp

lembrando a condigao de fronteira (6.2),
= Byu(u,(0,7,)) — L((0,73)) = 0.

Com isso,

Ba(u,vn) — L(vy) = Ba(u,(0,7)) + Ba(w, (v, 0)) — L((vs,0)) — L((0,v))
= Ba(u, (0,7,)) — L((0,Tx)) + Ba(u, (vs,0)) — L((vn,0))

= 0.

Para a analise da estabilidade do método e estimativa de erro usaremos os se-
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guintes espagos

W(h) = W,+ H'(Q), (6.9)

W(h) = W, + HY*TY), (6.10)

e também W*(h) = W(h) x W(h). O espaco W (h) tem sido definido tal que este
contém o trago de todas as fungoes em H'(2) sobre T.
Vamos definir duas normas em W*(h). A primeira ¢ referida como a norma

‘estabilidade’,

1 2 1 2
af (v — U)H ‘a?ﬁ‘ (6.11)

vl = pllv

0,0K or

Fat > hulla- Vol + |
K K

A segunda norma, a qual é referida como a norma ‘continuidade’; é a seguinte

1 1 2
azv anv (6.12)

2
Bl = ol + > R lelid s + Y| o T2
K K K

00Ky

Queremos estabelecer estabilidade para o método de interface estabilizada, e isso seréa
feito cumprindo a condicao de inf-sup. Mas é necessario apresentar antes, resultados

importantes que vao nos ajudar a este objetivo.

Lema 6.2 (Coercividade) Para todo v € W*(h)

2 1 2
+l
00K 2

(6.13)

<

1
2
Qnp

1
az (v —v)

1
Ba(v,v) = oo +5> | ,
K bl

Prova:

Lembrando a definicao da forma bilinear temos

Ba(v,v) = /Q,mﬂ—;/KavVv—; /M(+ anv(ﬂ—v)+z /8K an@(@—v)—l—/F+ a, 0>

K
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Integrando por partes o segundo termo da igualdade obtemos

:/Wﬂ_z B/ (a-n)UQ—%/K(v-a)v?] —;/W 4 (T — v)
+Z/8K_ (0 — v +/F+an62

Considerando que V-a = 0, quebrando 0K em O0K' e 0K~ e lembrando que

a, = |a-n|, temos

2 2
:/,u112+/ an€2+z</ an[v——ﬁv}—i—/ an{v——ﬁv—f—ﬁ])
9) r+ I IK+ 2 oK~ 2
2 =2 =2
2 _92 v _ v / v
= v° 4+ apv” + Ap | — — V0 + — | — ap—
/QM /r+ Z </6K+ [ 2 2 } oK+ 2

2+21/ (v —1)? / 62+/ @2+/ v’
= [ wv — a,(v—1)% — ap— ap— oy
Q = 2 Jox o+ 2 Jox- 2 Jr+

Separando K+ e 0K~ en interfaces e fases de fronteira obtemos

_M/U+z / z(//)

1
= ,u||1)||L2(Q + = Z||GT2L ”L2 oK) + = Z (/ anEQ—}—/};Jr (ln@Q)

Fbé]:b
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Lembrando que cada interface F; = 0K; NOK, onde ng, (v) = —ng,(x) q.t.p em F;.

1 1 _ 1 _
= Ba(o,0) = ullelagy + 5 3 o0 = Dl + 5 [
K
[ |

Lema 6.3 (Condigao inf-sup) FExiste 54 > 0, a qual € independente de h, tal que
para todo vy, € Wy,

By (vp, wp)

sup > Ballvnla. (6.14)

weW} llwnl| 4

A condigao inf-sup estabelece estabilidade para o método de interface estabiliza-
da, para a sua demonstracao vamos apresentar dois resultados importantes, lema 6.4
e proposigao 6, cujas demonstragoes pode se encontrar em [10] (lema 4.3 e proposic¢ao
4.4, pg. 9-10).

Consideremos uma fungao z; o qual depende de w), € W} de acordo a
zZp = (Zh, 0) = (—hKEK . th, 0), (615)

onde ax ¢é a média de a sobre o elemento K.

Lema 6.4 Se a funcio z, depende de wy, conforme a equagdao (6.15), entao para

todo wy, € Wy, existe uma constante ¢; > 0 tal que se vy, = cywy, + 23, entdao
1 2
§”|wh”|A S BA<Zh, wh) + ClBA(’LUh, ’LUh> = BA(’Uh, ’U.)h). (616)

Proposicao 6 Para z;, que depende de wy, conforme a equagao (6.15), existe uma

constante ca > 0 tal que para todo wy € Wy

Iznlla < caflwnlla- (6.17)
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Se vy, = cywy, + zp,, a proposicao anterior implica que

lonlla = llerwn + znlla < (e1 + co)[Jwnlla- (6.18)

Prova do lema (6.3):
Podemos afirmar que para todo v, € Wy, 3w, € W}, tal que v, = civ, + 2z,

mostraremos isso para um caso particular (d =1 ou seja W), = Py(K)).

Em cada K, seja v, = ap+a1x+. .. +aix”®, vamos encontrar wy, = by+bix+. .. +bya”
tal que

v, = crwy, — hgag - Vwy,
ou seja,

ap + a1w + ...+ apx® = cy(bg + bz + ...+ bpa®) — hg@ (by + 2byx + ..+ kb
= (Clb() — hKEKbl) + (Clbl — QhKasz)l’ 4+ ...+

+ (Clbk—l — thEKbk)xk_l + clbkxk

Dai vemos que a, = c1by = by = Ccl_lf,

depois ay_1 = c1bp_1 — khgagb, como b, ja é conhecido entao

ap—1 + /{:hKEKbk

br—1 = .
1

fazendo isso recursivamente, todos os coeficientes {bj}fzo ficam determinados, por-
tanto também wy; como desejavamos.

Com isso, para v, = c;wy, + 2, nao trivial, temos

lonllallwalla < (c1+ c2)Jwnll%y usando a equagdo (6.18)

< 2(c1 + ¢2)Ba(vy, wy) usando o lema (6.4) (6.19)
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o qual implica que para 4 = , existe wy, € Wy tal que

2(01 + Cg)
Ba(vy,, w B ,
Baloalla < 2anwn) o Balowwn) oy (g a)
llwnl 4 wewy  [lwnfla
E com isso a condig¢ao de inf-sup ¢ satisfeita. ]

Analisaremos a convergéncia do método, para isso é importante a continuidade

da forma bilinear com respeito as normas (6.11) e (6.12).

Lema 6.5 (Continuidade) FEziste Cy > 0, a qual € independente de h, tal que

para todo w € W*(h)e para todo v, € W,

| Ba(w, vn)| < Callwllaflvalla (6.21)

Prova:

|Ba(w,vp)| = |/ uwvh—Z/ aw- Vvh—Z/ a,w (v, — vp)
+Z/

a, w(Ty — vp) +/ a,W Tp,
T+

11
< /,uwvh +Z /(a.Vvh)w'—l—Z/ ajwaz (U, — vp)
Pt 11
—1—2/ aiwaz (T, — vp)| + / a2wazvy
K 0K~ r+

< ZMHUhHLQ(K)HwHLQ(K) + Z la-Vou| z2 )Wl z2(re)
K
1 1
+ Z laiw|| L2+ las (U — va)l| 2060+
1 1 1 1
+ Z ||a3@||L2(aK*)||aﬁ (U — vn)l 205~y + l@an ]| L2+ lai Unl| L2 0+

K

Vamos limitar cada somatoério da tltima expressao usando a desigualdade de Cauchy-

66



Schwarz discretal:

NI

1
2
Zu onll 2 ieype? [[w] 2 S(ZullvhHmK)) (ZM||w||i2(K)> =
K

1

1 1
2 2

= (slonliz) (llwl3e))
1 1 1
(Ionl)* (heol2)* < onlla (el )

= lvnllallvnllar;

IA

N|=

2
> laVoulaiollwllzge < <ZhK||a-Whlliz(K)> (Zh}lllwlliam)
K K K
(onll%)> (ol )

= lonllallwlla,

IN

D=

A

1
2
1 1 1 1
> laiwllzznllas @ — o)l 2or+) < (Z\\aﬁw\\%nam)> (Z lai (Tn — va)ll 72 8K+)>
K

K
1 1
(ewlZe)> (lonll)?

= lwllallon]la-

IN

De forma similar limitamos

1 1
> llaiwllcon-) las (O = on) | z2r-) < llwllalonlla.
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O altimo termo é limitado assim

1 3 1 3
(i@l ) * (NaimnlFages))
1 1
(Rl%)? (lonls)?
1
< (IwlP)? (loal?)

lewllarflonll 4

IN

1 1
HaﬁEHLZ(N) H@%ﬁhHLQ(F*)

IN

N

Juntando todos os resultados anteriores, obtemos
= [Ba(w, vp)| < 5llwllallvnlla,

onde Cy = 5. n
Este lema, juntamente com o lema (6.3), vao nos ajudar a estabelecer o seguinte

resultado de convergéncia:

Lema 6.6 (Convergéncia) Se u = (u,u), onde u soluciona a equagao (6.1) e uy,

¢ a solugao do problema discreto (6.7), entao
b~ ualla < (1452 int v (6.22)
nlla < By ) o hlla :

Prova:

Pela condigao inf-sup sabemos que

Bu(up, — wp, vy)

Ballup —wplla < sup
vnEW; lonlla

BA(U — Wy, ’Uh)

= sup usando a consisténcia
oW llvla
< (4 sup llv = wallaffonlla usando a continuidade de By
oneW; lvnlla

= Callu —wafla
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Dali, aplicando a desigualdade triangular temos que

fu—unlla < T —wnlla+ s — wnlla
Ca
< Ju—willa+ A fu - willy
5
Cx .
< Ju—will+ P lu—willa pois 14 <l
C
:=(H—i)w—wﬂm
3

= Ju—upfla < inf Jlu—wa.
thWh

Lema 6.7 (A melhor aproximagao) Seja u € H*™(Q) ¢ solu¢io da equagao
(6.1) e w = (u,u), além disso seja uy, a solugdo do problema discreto (6.7), entdo

existe um ¢, o > 0 tal que

= wnlla < cuah®™ 2 ullii10 (6.23)

| = unllon < cuah®*2[|ullisno (6.24)

Concluimos que os resultados de estabilidade e a estimativa de erro do método de
interface estabilizada sao similares aos resultados estabelecidos no capitulo anterior
usando Galerkin descontinuo usual com upwind, pois a taxa de convergéncia (k+1/2)

coincide em ambos métodos.
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