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Resumo

Neste trabalho, estudamos a relagao que existe entre o nimero de Milnor de uma série
formal com o ntmero de Newton. O nimero de Milnor de uma série formal é sempre
maior ou igual ao nimero de Newton e a igualdade entre os niimeros é obtida sempre

que a série formal f possui parte principal Newton nao-degenerada na origem.
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Abstract

In this work, we study the relation between Milnor’s number and the Newton’s number
of a formal series. The former is always greater than or equal to the latter and equality
occurs whan the formal series f has non-degenerate newtonian principal part at the

origin.
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Notacao

C corpo de base R ou C

Z conjunto dos ntmeros inteiros

N conjunto dos nimeros inteiros nao negativos

R, conjunto dos niimeros reais nao negativos

A = C[[z1, ..., zx]] 0 anel das séries formais

Clz1, ..., %] 0 anel dos polindomios

Clwy, 27", ...z, 7] = Clz,271] 0 anel dos polinomios de Laurent
C{x1, ...,z } o anel da séries convergentes

C o fecho algébrico de C

C[P] anel do semigrupo de P sobre C

(g1, ..., gx) 0 ideal gerado pelos elementos gy, ..., gk

z é a k-upla (xq, ..., xx)

fi= Lipa;
F; = Iz'g—ai + Anri

' (f) poliedro de Newton da série formal f

I'(f) fronteira ou bordo de Newton da série formal f

I, (f) poliedro de Newton do polinémio f

I'(f) fronteira ou bordo de Newton do polinomio f

I'% (f) poliedro de Newton do polinémio de Laurent f

I'*(f) fronteira ou bordo de Newton do polinémio de Laurent f
1 numero de Milnor

v ntimero de Newton

A =grA=®;0(A;/As1) 0 anel graduado associado



d(f) = max,erp){Inl}
M é o valor assumido pela aplicacao filtrante ¢ sobre a fronteira de Newton de uma

série formal.
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Introducao

Um importante invariante de um germe analitico f : (C*,0) — C é seu nimero

de Milnor u(f). Este nimero para uma série formal f € C[[z1, ..., z%]] ¢ dado por

u(f) = dimg SaE1 2]
<8_:C1’ ceey %>

No caso analitico complexo, temos que u(f) < oo se, e somente se, a origem é um
ponto singular isolado de f (ver [15], [21]).

Existem outras formas equivalentes de definir o niimero de Milnor de um germe
de func¢ao analitica que podem ser encontradas em [15|, mas nos usaremos apenas a
definicao acima.

O ntmero de Milnor de um germe de funcio f : (C*¥,0) — C descreve diferentes
aspectos da geometria de f. Em [22] Lé Ding Trang mostra que, para k # 3, u
¢ um invariante completo do tipo topologico da singularidade. Se dois germes de
hipersuperficies complexas V = f~1(0) e W = ¢~1(0) com singularidades isoladas sdo
homeomorfos, entao possuem o mesmo ntmero de Milnor. Convém ressaltar, que se
uma deformacdo f; de um germe f tem ntamero de Milnor u(f;) constante, entdo as
variedades V; = f,1(0) sdo topologicamente equivalentes. Em [15] J. Milnor mostra
que um germe f é finitamente determinado com respeito a acao do grupo dos germes
de difeomorfismos de (C*,0) no anel dos germes de funcoes analiticas se, e somente
se, f tem nimero de Milnor finito e também mostra que se f tem nimero de Milnor
finito e f; é uma familia de funcoes tais que f = fy e todos os pontos criticos de f;,
para t # 0 sao nao-degenerados, entao o ntmero de pontos criticos de f; que converge
para 0, quando ¢ tende a 0, é igual a p(f).

Apesar de sua importancia o namero de Milnor, em geral, é dificil de ser calculado.

Kouchnirenko em seu importante artigo: Polyédres de Newton et nombres de Milnor,



[11], exibe uma formula que facilita muito o célculo deste numero para germes de
funcoes com certas propriedades. Neste artigo Kouchnirenko apresenta um teorema
que relaciona o nimero de Milnor de uma série com o niimero de Newton o qual é a
soma alternada de volumes de regioes determinadas pelo poliedro de Newton da série.
O objetivo deste trabalho é apresentar a demonstracao detalhada deste teorema.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. No Capitulo 1 introduzimos vérios
conceitos e resultados preliminares da Algebra Comutativa e alguns conceitos da
Topologia Algébrica. Para o leitor que estiver familiarizado com estes conceitos, a
leitura deste capitulo podera ser omitida.

No Capitulo 2, introduzimos varios conceitos importantes, dentre os quais pode-
mos destacar o poliedro e fronteira de Newton, germes comodos e germes com parte
principal Newton nao-degenerada. Estes conceitos foram definidos para séries for-
mais, polinémios e polinémios de Laurent, embora, posteriormente, nos limitamos
apenas ao estudo para as séries de poténcias formais. Neste capitulo demonstramos
que o conjunto das partes principais Newton nao-degeneradas é aberto e denso na
topologia de Zariski e portanto o conjunto das partes principais degeneradas ¢ uma
subvariedade propria na variedade de todas as partes principais que correspondem a
fronteira de Newton dada. Na tltima secao do capitulo, construimos uma filtracao
no anel C[[xy, ..., zx]] e com auxilio desta, construimos o anel graduado associado.

O Capitulo 3, é o capitulo central do nosso trabalho. Neste capitulo enunciamos
o teorema principal, Teorema 65, o qual relaciona o nimero de Milnor com o ntimero
de Newton, e enunciamos também os resultados necessarios para demonstra-lo. Além
disso, apresentamos em linhas gerais a demonstragao deste teorema.

O Capitulo 4 ¢ dedicado as demonstragoes de resultados necessarios para a demon-
stracao do teorema principal.

No Capitulo 5, apresentamos a demonstracao detalhada do teorema principal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os pré-requisitos da Algebra Comutativa e Topolo-
gia Algébrica. Para o leitor que estiver familiarizado com estes conceitos, a leitura do
mesmo poderd ser omitida.

Por um anel R entendemos um anel comutativo com unidade (1 # 0) e por C
entendemos o corpo R ou C.

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados nas seguintes referéncias: [1],
[3], [12], [14], [17], [18] e [19].

Um R-médulo M é Noetheriano, se qualquer submodulo de M é finitamente ge-

rado.

Proposicao 1: ([1], pag.80) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) M ¢é Noetheriano;

b) Qualquer cadeia ascendente de submddulos de M,
N,CNy,C---CN,C---

¢ estaciondria, ou seja, existel > 1 tal que Ny = Njpqy = ---;
c¢) Qualquer familia nao vazia de submddulos de M contém um elemento maximal N,

ou seja, se existe elemento P da familia tal que N C P, entao N = P.
Um R-médulo M é Artiniano, se qualquer cadeia descendente de submoédulos

M=NyD>ND--DON,D---
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é estacionaria.
Dizemos que o anel R é Noetheriano (resp. Artiniano), se ele é Noetheriano
(resp. Artiniano) como um R-mo6dulo.

Sejam I, J ideais de um anel R. O seguinte subconjunto de R
(I:))={xeR:xJCI}
é um ideal. No caso de um R-modulo M, podemos também definir
O0:p J)={x e M:xJ=0}
Seja R um anel e P C R um ideal primo. Uma cadeia de ideais primos da forma
PoCcPiCPyC---CP,=P
tem comprimento n. A altura de um ideal primo P é definida por
altP = htP := sup{n : existe uma cadeia de comprimento n com P, = P}.
A dimensao de Krull de um anel R é dada por
sup{htP : P C R primo}

e a denotamos por kdim R = dim R.

Seja M um R-modulo e 0 o submo6dulo nulo de M. Dizemos que M é simples se
ele nao contém submodulos distintos de 0 e M.

Uma cadeia em um modulo M é uma sequéncia {M;}, com 1 <i < n, de submo-

dulos de M tal que
M=My>DM DMyD>---DM,=0.

Dizemos que n ¢ o comprimento da cadeia. Uma série de composi¢cao de M é uma
cadeia maximal, ou seja, M;_,/M; é simples, para 1 < i < n. Sabemos que se M tem
uma série de composicao de comprimento n, entao toda série de composi¢ao de M
tem comprimento n (ver [1], pag.77). Isto nos permite definir o comprimento de M
como sendo o comprimento de uma série de composicdo, denotado por Lg(M). Se
M # 0 e nao existe série de composicao de M a 0, entdo Lr(M) = +oo. Lr(M) =0

se M é o moédulo nulo.
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Teorema 2: (Teorema da Base de Hilbert) ([1/], pag. 16) Se R é um anel Noe-

theriano, entdo os anéis Rlxy, ..., x| e Rl[x1, ..., xx]] sao Noetherianos.

Teorema 3: (Teorema dos Zeros de Hilbert) (8], pag. 21) Seja C um corpo

algebricamente fechado, e seja I C Clxy, ..., xx] um ideal. Entdo
Z(V(I) =1

onde V(1) € a variedade algébrica do ideal I e Z(V (I)) € o ideal do conjunto algébrico
V(I).

Teorema 4: (Lema de Nakayama)([1], pag.21) Seja M um R-mddulo finitamente
gerado, e I um ideal de R contido no radical de JacobsonR de R. Se IM = M, entao
M =0.

Corolario 5: ([1], pag.22) Seja M um R-mddulo finitamente gerado, N um submo-
dulo de M, e I um ideal de R contido no radical de JacobsonR de R. Se M = IM+N,
entao M = N.

Consideramos um C-espago vetorial V. Logo temos, em V, uma estrutura de

C-méddulo.

Proposigao 6: (/1/, pag.78) Para um C-espago vetorial V as seguintes condi¢oes
sao equivalentes:

a) o C-espaco vetorial V' possui dimensao finita;

b) o C-mddulo V' possui comprimento finito;

c) € satisfeita a condi¢ao de cadeia ascendente;

d) € satisfeita a condi¢ao de cadeia descendente.

Além disso, se essas condi¢oes sao satisfeitas temos comprimento igual a dimensao.

Dizemos que P é um R-moédulo projetivo se satisfaz a seguinte condicdo: para
todo epimorfismo de R-modulos 3 : B — C' e qualquer homomorfismo de R-mddulos
a: P — C, existe um homomorfismo de R-médulos v : P — B tal que o = o 7.

Observamos que um modulo P é projetivo se, e somente se, o funtor Hom(P, -) é

exato (ver [18], pag.62).
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Dizemos que E é um R-mo6dulo injetivo se satisfaz a seguinte condicao: para todo
monomorfismo de R-moédulos 2 : A — B e qualquer homomorfismo de R-mddulos
f:A— E, existe um homomorfismo de R-médulos g : B — FE tal que f = gou.

E é injetivo se, e somente se, o funtor Hom(+, F') é exato (ver [18], pag.65).

Definicao 7: Uma resolucdo injetiva de um modulo M é uma sequéncia exata

0 M E° E? E?

em que cada E™ é injetivo.

Definigao 8: Uma resolucao projetiva de um méodulo M é uma sequéncia exata

Py Py F M 0

em que cada P, ¢é projetivo.

Consideramos a sequéncia

1 2
0 —— Hom(C, E®) —“ = Hom(C, E') —= = Hom(C, E?)
obtida a partir de uma resolucao injetiva de A
0 A EO dO El dl E2 d2

Definimos o funtor Ext como

Ext(C, A) = kerd”/Im d" .

Consideramos a sequéncia

0— Hom(Py, A) —2 = Hom(Py, A) — 2~ Hom(P,, A)
obtida a partir de uma resolucao projetiva de C'
P,—"%—> P —"—= P C 0.

Podemos ainda definir o funtor Ext como
Ext(C, A) =kerd,, /Imd,_,.

Observamos que as defini¢oes anteriores independem das resolucgoes injetiva e pro-

jetiva, respectivamente, e além disso, que elas coincidem (ver [18], pag.185 — 186).
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1.1 Anéis e M6dulos Graduados

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [17].

Definicao 9: Um mondide graduado é um par (I',+), onde I' € um conjunto nao
vazio e

+:I'x' —T

é uma operacao binaria em I' satisfazendo:

a) 71 + 72 = 72 + 71, para quaisquer v, 7, € I';

b) 11 + (92 +73) = (71 + 72) + 73, para quaisquer 71, 72, 3 € I';

c¢) Existe elemento 0 (necessariamente tnico) tal que v + 0 = v, para todo v € I';

d) Se v+ 71 =7 472, onde 7, 71, 72 estdo em I', entao 71 = 7.

Exemplo 10: 1) Qualquer grupo abeliano escrito aditivamente é um mondide gra-
duado.

2) O conjunto dos inteiros nao negativos munido com a adigdo é um mondide gradua-
do.

3) O conjunto das sequéncias da forma (mq, mo,...,m,), m; € Zy, para todo i =
1,...,p, com a seguinte lei de composigao

I ’ I

(m1,ma, ...,my) + (my, My, ..., m,) = (my + my, My + My, ..., my, + m;))

é¢ um monoide graduado.

Consideramos um monoide graduado I' e um anel R. Lembramos que R possui

estrutura de grupo abeliano com respeito a operagao adigao.

Definicao 11: Uma I'-graduagdo em R é uma familia {R,},cr de subgrupos do
grupo aditivo de R, satisfazendo:

a) R = @, erRy;

b) R,R, C R, /, para quaisquer 7, v eT.

Lembramos que

R.R, = {TVIp% + oo+ 71y,py, ondery, € R,ye,o%/_ € Ry, paraj=1,..s}
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Suponhamos que temos uma ['-graduacao em R. Cada elemento r de R tem uma

rzg Ty
Y

onde r, € R, e a soma contém somente um nimero finito de termos nao nulos.

linica representacao da forma

Definicao 12: Os elementos de R, sao chamados homogéneos de grau v e 1., é

chamada componente homogénea de r, de grau 7.

Observagao 13: 1) O elemento zero do anel R é homogéneo de grau v, para todo
vel.

2) Dado um anel R, podemos sempre obter uma I'-graduagao de R, pondo Ry = R e
R, =0, quando v # 0, chamada de I'-graduacdo trivial em R.

3) Seja R um anel I'-graduado. O elemento identidade de R é homogéneo de grau

zero, e consequentemente Ry é um subanel de R.

Exemplo 14: Seja I' = N, R um anel e R[xy,...,2x] o anel dos polindmios nas
indeterminadas 1, ..., 2. Os conjuntos Sy = {polinomios de grau d} sdo subgrupos

de R[x1, ..., x], para todo d > 0. Logo
R[C(]l, ,ZL’k] = @?lo:ogd-

Seja R = 27 R, um anel I'-graduado e seja M um R-modulo. Temos em M uma

estrutura de grupo abeliano aditivo.

Definicao 15: Uma I'-graduacdo em M é uma familia {M, },cr de subgrupos do
grupo aditivo M que satisfaz:

a) M = ©y My

b) R,M, C M_, _,, para quaisquer 7, 7 eT.

Lembramos que
R.M, = {r%m% Ty my sy € Byymy € My i =1, N}

Seja M = @erM, um modulo I'-graduado sobre um anel I'-graduado R = @&, R,.
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Cada elemento m € M tem uma tnica representacao na forma
m = E M.y
0l

onde m, € M, e a soma contém somente um nimero finito de termos nao nulos.

Definigcao 16: Os elementos de M, sao ditos homogéneos de grau -y e m, é chamada

componente homogénea de grau v de m.

Observagao 17: 1) Notamos que cada M., é um Ry-modulo.

2) Sejam R um anel e M um R-mo6dulo. Consideramos R com a I'-graduacao trivi-
al. Podemos sempre tornar M um modulo I'-graduado sobre o anel ['-graduado R,
fazendo My = M e M, = 0, para y # 0.

Proposicao 18: ([17], pag.115) Se K ¢é um submddulo de um R-mddulo I'-graduado
M = @, M, entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) K = &,(M,NK);

b) Sey € K, entao todas as componentes homogéneas dey pertencem a K ;

¢) K pode ser gerado, como R-mddulo, por elementos homogéneos.

Um submédulo K que satisfaz uma condigdo (e portanto todas as propriedades
(a), (b) e (¢)) da proposigao anterior é chamado submddulo homogéneo de M.

Seja M = @, M, um modulo I'-graduado sobre um anel I'-graduado R = © R, e
seja K um submodulo homogéneo de M. Se escrevermos K, = M, N K, entao K, é
um subgrupo do grupo aditivo K.

A familia { K, },er constitui uma I'-graduacao em K. Chamamos esta graduacao de
graduacao induzida.

Ainda assumindo que K é um submoédulo homogéneo de M, seja
¢: M — M/K

a aplicacdo natural. Ambos M e M/K siao Ro-modulos e portanto ¢ é um Rp-

homomorfismo. Colocamos
p(M,) = (M/K),. (1.1)
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Entdo (M/K)., é um Ry-submodulo de M/K e portanto um subgrupo aditivo de
M/K. Entao temos que a familia {(M/K),},er é uma I-graduacdo em M/K. A
I'-graduacao {(M/K),}yer em M/K é chamada de graduagdo quociente.

Teorema 19: ([1/, pag.106) Seja R um anel graduado, entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:
a) R € um anel Noetheriano;

b) Ry é Noetheriano e R € finitamente gerado como Ro-dlgebra.

1.2 Filtracoes

Seja R um anel. Uma filtracao em R é uma familia de ideais { R, },,>0 satisfazendo
R, O R,.1, para todon > 0.

Seja { R, }n>0 uma filtracdo de ideais num anel R. {R,,},>0 é uma filtracio mul-
tiplicativa em R se:
a) Ry = R;
b) RynR, C Ry in, para todo m,n > 0.

Exemplo 20: Seja I um ideal em R. Entao {I"},>0 (as poténcias do ideal I)

constitui uma filtracao multiplicativa em R.

1.3 Anel Graduado Associado a uma Filtracao Multi-
plicativa
Seja { R, }n>0 uma filtracdo multiplicativa em R. Definimos
grR=(Ry/Ry)® (R1/Ry) ® (Ry/R3)®--- .

Notamos que gr R possui uma estrutura de grupo abeliano. Podemos também definir

uma estrutura multiplicativa em grR da seguinte maneira
grRxgrR— grR

(Bszs, Xjy5) = (Baxq) (35y5) = Eij2iy;.
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Com estas operacoes gr? se torna um anel.
gr R é dito o anel graduado associado a filtra¢ao multiplicativa { R, },>0 do anel R.

Os elementos homogéneos de grau m, m > 0, do anel gr R sao os elementos de

Run/Rins1.

Observagao 21: O elemento identidade em grR é a imagem de 1z € Ry/R; =
R/R;.

1.4 Complexos

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [17].
Um complexo de R-mo6dulos é uma sequéncia

dn+1 dn dnf 1

o= My M, M,

My_y—> - (1.2)

de R-moédulos e R-homomorfismos estendida indefinidamente em ambas as direcoes,
com a propriedade que

dydsy =0 (1.3)

para todo n.

M,, serda chamado modulo componente de grau n ou a n-ésima componente do
complexo.

d,, serd chamado n-ésima diferencial ou n-ésimo homomorfismo de bordo.

Por simplicidade, representamos (1.2) por (M, d), ou ainda como M.

Além disso, a condigdao dada em (1.3), pode ser escrita comod? = 0.

Vamos agora definir os moédulos de homologia de um complexo. Para isto, conside-

ramos um complexo (M, d) de R-mé6dulos. Seja
Zn(M) = ker d,

Bn(M) =Im dn+1

os elementos de Z, (M) sao chamados os n-ciclos de M e os de B, (M) os n-bordos.

Segue de (1.3) que para todon > 0, vale a inclusao abaixo

Bn.(M) C Z,(M).
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Portanto, podemos definir o seguinte R-modulo quociente
H,(M) = Z,(M)/B,(M) (1.4)

que é chamado n-ésimo maodulo de homologia do complexo M.

Observagao 22: A sequéncia (1.2) é exata se, e somente se, os modulos de homolo-

gia H,(M) de M sao nulos, para todo n.

Definicao 23: Um complexo (M, d) é aciclico se H,(M) = 0, para qualquer n € Z.

Assim um complexo € aciclico se, e somente se, for uma sequéncia exata.

Sejam (M',d) e (M,d) complexos de R-modulos. Uma aplicacdo entre os com-

plexos (M',d') e (M, d), é uma familia {¢,} de R-homomorfismos
Gn + M, — M,

para todo n, —oo < n < oo, tal que o diagrama

/

’ dn /
M, ——M,_, (1.5)

%l =

Mn 4d> Mn,1
n

é comutativo, isto é, tal que
Gn1d,, = dny,
para todo n.
Por simplicidade, escrevemos ¢ : M’ — M. ¢ é chamado um isomorfismo de
complezos se ¢, ¢ um isomorfismo de R-moédulos, para todo n € Z.
Seja ¢ : M' — M uma aplicacio entre complexos. O fato do diagrama (1.5) ser
comutativo implica que

Gu(Zo(M')) C Zo(M). (1.6)

Por outro lado, o diagrama

d
/ n+1 ’
M, ,—M,
¢n+1l l n
Mn+1 d—> Mn

n+1
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é também comutativo, e portanto temos
Ou(Bu(M')) € BL(M). (1.7)

Com base em (1.6) e (1.7), ¢, ¢ uma aplicacdo entre os pares (B,(M"), Z,(M"))
e (B,(M), Z,(M)). Logo induz um homomorfismo

¢f : Hy(M') — H, (M) (1.8)

dado por ¢* (m + B,(M")) = ¢,(m) + B,(M), onde m € Z,(M").
Portanto a aplicacido ¢ : M’ — M de complexos induz homomorfismos

dos modulos de homologia de M’ nos modulos de homologia de M.
O complexo (M,d) é chamado um complexo & esquerda se M, = 0, para todo

n < 0. Portanto um exemplo tipico de um complexo a esquerda tem a forma

"%-MRAMTL—].%"'%MIAMO%()%"'.

1.5 Construcao do Complexo de Koszul

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [17].

Seja M um R-modulo e 7y, ...,7s(s > 0) elementos do anel R. Vamos construir
um complexo de R-modulos que chamaremos complezo de Koszul de M com respei-
to a v1,...,7s. Denotamos o complexo de Koszul de M com respeito a vi,...,7s por
K(71,-.,7s|R|M), ou por K(y|M) = K(71,...,7s|M) se ndo ha davidas sobre o anel
em questao.

O complexo de Koszul K (71, ...,7s| M) tem a forma

Para 0 < p < s, a p-ésima componente K, (y|M) é a soma direta de (Z) cOpias
de M, onde (;) é o coeficiente binomial usual. Portanto quandos = 0, K(:|M) é

simplesmente
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Para s > 1 é necessario descrever os homomorfismos de bordo e para isto intro-

duzimos algumas notacoes. Sejam 17,75, ..., T novos simbolos e escrevemos

KM(WI) a’ys|M) - @ Mﬂlj—’wﬂu
11 <t <-<iy
onde i1, 19, ..., 1, sa0 inteiros que variam 1 <1y < iy <--- <1, < s.

Exemplo 24: Seja s =3 e pu=2. Temos que

Ko(y1,ve,v3|M) =M @ M @ M.

Mas com a nova notagao escrevemos
Ks(v,v2,v3|M) = MT;, T;, ® MT,,T;, & MT;,T;,.

Portanto, quando 0 < pp <'s, K,,(71, ..., 7s| M) é efetivamente a soma direta de M,

(Z) copias e um elemento de K, (71, ...,7s|M) tem uma tnica representacao na forma

§ milig...iuﬂlﬂg"'ﬂu

i1<i2<~~~<’iu

onde mi”‘Q._iu pertence a M. No caso "= 0, noés temos que
Ko(’}/l, ,’}/s’M> =M.

Queremos agora definir um homomorfismo de bordo

d# : KM(W/lv 778‘M) - M*l(f)/l? 778‘M)

e observamos que aqui, somente valores de ;1 que satisfazem 0 < p < s é que necessi-

tam consideracao. Supomos entao que p estd nestas condi¢des e sejam i1, 1, ..., 7,

inteiros tais que 1 < 4 < i3 < -+ < 4, < s. Desde que cada elemento de

K, (71,...,7s|M) ¢é unicamente expresso como uma soma de elementos da forma

m1;,T;,...T;,, colocamos

"
du(mT, T, T;,) = Y (=1 'y,mT, . T, T,

p=1

(1.9)
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onde ~ sobre T, significa que este fator foi omitido. Notamos qued,, ¢ um homomor-
fismo de R-modulos.
Quando p = 1, (1.9) assegura que di(mT},) = v, m.

E necessario agora, mostrarmos que

du+1

dy
" 4>Ku+1(717 e Ys| M) ——— u(’Yla oy Ys| M) — ufl(’Yh ey Y| M) = -

realmente é um complexo, isto é, precisamos verificar que d,_1d, = 0. Supomos

0 <p—1<pu<sequeremos verificar que
d“_ldu(mﬂlﬂy..ﬂu) =0. (1.10)

Consideramos 1 < p < g < u, entao quando calcularmos o lado esquerdo de (1.10)
temos que o termo ;,v;, m71;, ﬁpﬁquu ocorre duas vezes. Numa ocasiao o termo
estd multiplicado por (—1)P7!1(—1)7"! e na outra por (—1)?"!(—=1)9"2 e daf os dois
termos se anulam e consequentemente temos d,_d,, = 0.

Desde que K (71, ...,7s|M) é um complexo, podemos formar seu modulo de ho-

mologia. O p-ésimo modulo de homologia sera denotado por
H,K(v,...,7vs|M)

que as vezes abreviaremos para H, K (y|M) = H, (y|M).

Observamos que H,K(y|M) = 0, quando p > s ou u < 0. De fato, pois para
p > s ou p <0 temos que K,(y[M) = 0.

Um elemento de Ky (71, ...,7s| M) tem a forma Y., m;T;, onde m; € M, logo por

dy(mT;1) = vim, temos
dy(Ei_ymiT;) = yimy + - - - + .

Portanto

Imd1 :’YlM—|—+’ysM

Assim, desde que K_1(71,...,7s|M) = 0, temos

HoK (71, ooy vs|M) = M/(yi M + -+ - + vsM).
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Cada elemento de K4(7y1,...,7s|M) tem a forma mT,T5...T;. Por (1.9)

d,(mT,,T,,..T,) = Zs:(—l)p_lyipmﬂl...’f T
p=1
Assim, d,(mT;,T;,.. T;,) = 0< yym =0, parai = 1,2, ..., s.
Identificamos K(v1, ...,7s|M) com M, assim mT;, T;,...T;, se identifica com m.
Logo
kerd, = (0 :pp (MR +---+7R)).

Portanto desde que K¢y 1(71,...,7s|M) = 0, temos
HSK(WM a75|M) = (0 ‘M (71R+ R ’YSR))

Definigao 25: Sejam yi, ..., yn elementos do anel R, denotados por y. Denotamos
por K(y) o complexo de Koszul dey. Mais geralmente, se M ¢ um R-modulo, entdo
K(y, M) é o complexo K (y) ®r M chamado complexo de Koszul dey com coeficientes

em M, sua diferencial é denotada por dy .

Definicao 26: Os elementos 71, ..., vs(s > 0) formam um sistema de multiplicidade
em M (M um R-modulo) se o R-modulo M /(1M + - -+ + M) tem comprimento
finito. Quando s = 0, esta condicao significa que Lg(M) é finito.

Lema 27: (/17],pag.369) Seja M um R-mddulo Noetheriano e 7y, ...,7s um Sis-
tema de multiplicidade em M. Entao cada um dos R-mddulos H, K (1, ...,vs| M) tem

comprimento finito.

Seja M um R-moédulo Noetheriano e 74, ...,vs(s > 0) um sistema de multiplici-
dade em M. Pelo lema anterior, cada moédulo de homologia H, K (71, ..., vs|M) tem

comprimento finito, portanto podemos definir a soma

XR(N, o0 Vs M) =Y (= DFLr(HL K (11,0, 75| M),

n
Para s = 0, temos xg(:|M) = Lgr(M).
Suponhamos que (M, d) é um complexo de R-mddulos tal que todos os modulos

componentes tem comprimento finito e no maximo um nimero finito deles sao nao
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nulos, entao a soma

S (1 La(M,)

I

estd bem definida e é chamada a caracteristica de Euler-Poincaré de M.

1.6 Anéis e M6dulos Cohen-Macaulay

Consideramos um anel Noetheriano local R, com ideal maximal M. Seja M um

R-mo6dulo finitamente gerado. O conjunto
Ann(M) ={a € R: am =0, para todo m € M}

¢ um ideal de R, chamado o anulador de M.
Definimos a dimensao de M, dim M, como a dimensao de Krull do anel R/ Ann(M),
assim

. . R
dlm M = dlm(m)

Observamos que, se Ann(M) = 0, temos dim M = dim R.

Seja (R, M) um anel Noetheriano local com dimensao r, ou seja, dim R = r.
Dizemos que o conjunto {ay, ..., a,} de elementos em M é um sistema de pardmetros
de R, se eles geram um ideal M-primério.

Seja M um R-modulo finitamente gerado e dim M = s. Dizemos que os elementos
ai, ..., as € M formam um sistema de pardmetros em M, se o R-mddulo

M
(@M + -+ a,M)

tem comprimento finito.

Notamos que o ntimero de elementos num sistema de parametros de M deve ser
igual a dimensao de M, por definicao.

Dizemos que um elemento a € R é M-regular se am = 0 para todo m € M,

m # 0, implica a = 0.

Definicao 28: Seja (R, M) um anel Noetheriano local e I um ideal do anel R.

Uma sequéncia aq, ..., a, € I de elementos de R ¢ chamada M -regular se as seguintes
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condicoes forem satisfeitas:
a) a; & M-regular, ay & (M/aM)-regular,..., a, é (M/(ay, ..., a,—1)M)-regular;
b) M/(ay,...,a,)M # 0.

Observamos que se I = M na definicdo anterior, diremos que ay, ..., a, é uma
M -sequéncia ou M -sequéncia regular.

Uma sequéncia M-regular x4, ..., z, em I é mazximal quando x4, ..., T, x nao é uma
sequéncia M-regular, para todo x € [.

Suponhamos que M # 0 e I = M. Qualquer M-sequéncia pode ser estendida
a uma M-sequéncia maximal. De fato, pois caso contrario, seria possivel construir
uma sequéncia infinita (aq, as, ...) satisfazendo (a) da defini¢do acima e uma cadeia

estritamente ascendente de ideais
<a1> - <a17a2> C <a17a27a3> -

o que contradiz o fato de R ser um anel Noetheriano. Além disso, observamos que
todas as sequéncias maximais tem o mesmo nimero de elementos e todaM-sequéncia

pode ser estendida a um sistema de parametros (ver [19], pag.61).

Definig¢ao 29: O nimero de elementos numa M-sequéncia maximal de M é chamada
a profundidade de M, e é denotada por depthy M. Um moddulo M é chamado mddulo
Cohen-Macaulay se

dim M = depthM.

Um anel R é chamado anel Cohen-Macaulay se ele ¢ um modulo Cohen-Macaulay

quando visto como um modulo sobre si mesmo.

Definimos profundidade de I em M, como o nimero de elementos de uma sequéncia

M-regular maximal contida em I e denotaremos por depth(I, M).

Teorema 30: (/19], pag.65) Se M ¢é um mddulo Cohen-Macaulay, todo sistema de
parametros de M ¢é uma M -sequéncia. Reciprocamente, se um sistema de pardmetros

de M ¢é uma M-sequéncia, M é um mdodulo Cohen-Macaulay.
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Outro modo de definirmos a profundidade de um moédulo M, vista por exemplo

em [14], é através do funtor Ext, como segue abaixo.

Teorema 31: (/14/,pag.130) Seja R um anel Noetheriano, I um ideal de R e M
um R-mddulo finitamente gerado tal que M # IM, entdo o comprimento de uma

M -sequéncia mazimal em I é um inteiro bem definido n, e n € determinado por
Ext%(R/I,M) =0, sei <n e Exth(R/I, M) # 0. Escrevemos n = depth(I, M), e
chamamosn o I — depth de M.

Assim o teorema anterior toma a forma
depth(I, M) = inf{i : Ext®(R/I, M) # 0}.

Em particular, para um anel local Noetheriano(R, M, K), onde K = R/ M, chamamos
depth(M, M) simplesmente o depth de M, e escrevemos depthM ou depth,M:

depthM = inf{i : Ext’ (K, M) # 0}.

Teorema 32: (/14/, pag.131) Seja R um anel Noetheriano, I = (y1, ..., yn) um ideal
de R e M um R-mddulo finitamente gerado tal que M # IM. Se

q =sup{i : H;(y, M) # 0}

entao qualquer M-sequéncia mazimal em I tem comprimenton—q, ondey denota ele-
mentos yi, ..., yn € R e Hi(y, M) = H;K(y, M), ou seja, sao os mddulos de homologia
do complexo de Koszul dos elementos yi,...,y, € R, com coeficientes no R-mddulo
M.

Observagao 33: O teorema anterior afirma que depth(/, M) é o ntimero de termos

nulos sucessivos, da esquerda para a direita, na sequéncia
H,(y, M), H,,_1(y, M), ..., Ho(y, M) = M/IM # 0.

Corolario 34: ([1}], pag.131) Nas hipdteses do teorema anterior, temosyy, ..., Yn €

uma M-sequéncia se, e somente se, depth(I, M) = n.
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1.7 Séries de Hilbert

Seja R = @;2 (R, um anel Noetheriano graduado. Depois do Teorema 19 segue
que Ry ¢ Noetheriano e R ¢ finitamente gerado como uma Ry-algebra, digamos por
Y1, ---, Ys € SUpomos que estes sao homogéneos de graus positivos!y, ..., ls, respectiva-
mente.

Seja M = @;2 oM, um R-mddulo graduado finitamente gerado e portanto Noethe-
riano. Entao podemos dizer que M ¢é gerado por um nimero finito de elementos

homogeéneos, tais como my, ..., m; homogéneos de graus 1, ..., r;j, respectivamente.
Definicao 35: Definimos a série de Hilbert do modulo M como
pat) = 3 LM )e" € Z[[)
n=0
onde Lg(M,) é o comprimento do submodulo M,,.
Teorema 36: ([1], pag. 117) pr(t) € uma fungao racional emt da forma
f(t)/f[(l —t"), onde f(t) € Z[t].
i=1

Logo p(t) possui um polo em ¢ = 1. Denotaremos por d(M) a ordem deste polo.
Observamos que d(R) = dim R (ver [1], pag.119), no caso em que M = R.
Supomos agora que M, seja um C-espaco vetorial, para todo ¢ > 0. Supomos

ainda que dim M, é finita, para todo ¢ > 0.

Definicao 37: Definimos a série de Poincaré do R-mo6dulo graduado M como a

série par(t) = D2 o(dim M,) - ¢2.

No caso em que M, é C-espaco vetorial de dimensao finita, segue que o compri-
mento é igual a dimensao, pelo Teorema 6, portanto a definicao de série de Hilbert e

série de Poincaré coincidem.

1.8 Complexo de Cadeia Celular

Os resultados das proximas duas se¢oes podem ser encontrados em [12].
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Definicao 38: Seja k£ > 0. Um simplezo k-dimensional, ou k-simplexo, é o fecho

convexo o de k + 1 pontos linearmente independentes vy, vy, ..., v € R™. Escrevemos
0 = VgUy...Vg.
Os pontos v; sao chamados os vértices de o.
Consideramos agora os seguintes conjuntos
E"={zeR":|z| <1}
Ut={xeR": x| <1}

Sl = {z € R™: |z| = 1} = O(EM).

Temos que U™ é homeomorfo a R”. Seja X* um espaco de Hausdorff e X um

subconjunto fechado de X*, tal que
X -x=Je

onde a uniao anterior ¢ uma uniao disjunta e cada e} é um subconjunto aberto,
homeomorfo a U". Chamaremos e} n-célula ou n-célula aberta.

Para cada indice A\ € A, existe uma aplicacao continua
f)\ Bt — ét\b

tal que fy aplica U" homeomorficamente em €% e f,(S"!) C X. Esta aplicagio

chamaremos de aplicacao caracteristica.

Definigao 39: Uma estrutura de CW-complezo em um espago X (Hausdorff) é uma

sequéncia ascendente de subespagos fechados em X
XlcxtcXx?*c--.

que satisfaz as seguintes condicoes:
a) X° tem topologia discreta;

b) paran > 0, X™ & obtido de X" ! colando uma colegao de n-células de modo que
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sejam satisfeitas as condicoOes vistas anteriormente;
¢) X é unido dos subespagos X', para i > 0;
d) o espago X e os subespacos X7 tém a topologia fraca: Um subconjunto A é fechado

se, e somente se, A Ne" é fechado em €”, para qualquer n-célula e, n =0,1,2, ....

Chamaremos X" de n-esqueleto.

1.9 Grupos de Homologia Relativa

Seja X um espago e A um subespaco de X. Seja C,,(X) o grupo abeliano livre
cuja base é o conjunto dos n-simplexos €} em X. Seja C,,(X, A) o grupo quociente

Cn(X)/C,(A). A aplicacdo de bordo
9 : Cn(X) — Cra(X)
é tal que 9(C,(A)) C C,,_1(A), portanto induz uma aplicagao de bordo quociente
0:Ch(X,A) — C,_1(X, A).

Assim temos uma sequéncia de aplicacoes de bordo

a’n

Chno1(X, A)

e O (X, A) I O (X A)

Observamos que 0,0,+1 = 0. Portanto temos um complexo de cadeias, chamado
complexo de cadeia celular de X. Logo, podemos considerar os grupos de homologia
ker 0, /Im 0,41 deste complexo, que serao chamados de grupos de homologia relativa
H,(X,A).

Os grupos de homologia relativa H, (X, A), para qualquer par (X, A), se encaixam

em uma sequéncia exata longa
o H(A) 2 Ho(X) 2 Hoy (X, A) 2 Hy (A) — - —= Hy(X, A)—0 (1.11)

onde 1, ¢ a aplicacdo que associa x + Im0 (x € kerd C C,(A)) em u(x) + Im0
(1(x) € kerd C C,(X)), onde 2 é a aplicagao inclusao de C,,(A) em C,,(X). Da mesma
forma é definido 7,, em funcao da aplicagao quociente j de C,,(X) em C,(X)/C,(A).
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Teorema 40: ([12]) Seja X um CW-complexo. Entio H, (X", X" 1) € zero para
q # n e € abeliano livre para ¢ = n, com base em correspondéncia um-a-um com as

n-células de X.

Com auxilio da sequéncia exata longa (1.11) dos pares (X" ™!, X™) (X", X" 1) e

(X1 X"2), obtemos a seguinte sequéncia

dn+l d
R —

s Hpq (XL X Hoy (X7, X1 = g (Xt X2)

onde d,, ;1 e d,, sao definidas como as composicoes 7,0,4+1 € Jn_10,. Como a sequéncia
(1.11) é exata, temos que 0,7, = 0, e entao a composicao d,d, 1 = 0.

Portanto a sequéncia anterior € um complexo de cadeias, chamado sequéncia de
homologia do complexo de cadeia celular de X.

Desde que H,(X™, X" 1) ¢ livre com base em correspondéncia com as n-células
de X, podemos pensar os elementos de H,(X™, X" ) como combinagoes lineares de

n-células de X.
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Poliedro e Filtracao de Newton

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos preliminares. Dentre estes, definire-
mos o poliedro de Newton, germes comodos e uma classe importante de fungoes, que
sao os germes com parte principal Newton nao-degenerada.

Construiremos ainda uma filtracao no anel das séries de poténcias formais, que
chamaremos filtracao de Newton, associada ao poliedro de Newton. Com auxilio
desta filtracao construiremos o anel graduado associado.

Em [2], esta construgdo é generalizada, uma vez que é construida a filtragao a
partir do poliedro de Newton de um germe qualquer, ndo necessariamente da série
em questao.

Observamos que neste capitulo definiremos os conceitos para séries formais, polino-
mios e polinémios de Laurent, mas no teorema principal nos limitaremos apenas as
séries formais. Convém ressaltar, que existe um teorema semelhante ao teorema

principal, para polinémios e polinémios de Laurent (ver [11],5.8 - 5.11).

Definicao 41: Seja f = >, ap2”, onde 2" = 1" --- 2% e a, € C. Definimos o
suporte da série f por:
supp f = {n € Z": a, # 0}.

Desde que N¥ C ZF, esta definicio é aplicavel para séries formais, polinémios e

polinémios de Laurent.

Definigao 42: Chamamos a série formal (ou polinémio) f = >\ anx™ comodo, se

24
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para qualqueri = 1,...,k 0o monémio z;", onde n; > 1, aparece em f com o coeficiente
nao nulo.

O polinomio de Laurent f = > .« a,z™ é chamado cdmodo, se o ponto 0 do espaco
R* nao pertence a nenhum plano das faces de dimensaoi (1 <i < k — 1) do poliedro

que est no fecho convexo do conjunto suppf \ {0} em RF.

Seja f = Y ek @™ € C[[x1,...,x4]]. Definimos poliedro de Newton, I'L(f),
de uma série formal como o fecho convexo em R% do conjunto U(n + R%) onde
n € supp [\ {0}.

Definimos a fronteira de Newton (bordo) da série f na origem como a uniao das
faces compactas do poliedro I' (f), denotada por I'(f).

A parte principal newtoniana ou simplesmente parte principal da série formal f,
na origem, é definida como sendo o polinémio fy = Zner(f) a,x". A uniao de todos

os segmentos de origem 0 e extremo sobre I'(f) é denotada por I'_(f).

Seja f = >, cnk @n@" € Clay, ..., 2] um polinémio comodo. O fecho convexo do
conjunto {0} Usupp f em R% & denotado por f,(f).

Definimos a fronteira de Newton (bordo) do polinémio f, no infinito, como a uniao
das faces fechadas do poliedro f,(f) que nao passam pela origem e denotamos por
T(f).

Definimos a parte principal newtoniana ou simplesmente parte principal do poliné-

mio f, no infinito, como o polinémio: fo = Zneﬁ(f) anx".

Seja f = >, cpr ant™ € Cla1, 27", ..., Ty, x5 '] um polinémio de Laurent comodo.
O fecho convexo em R do conjunto supp f \ {0} é denotado por I'* (f). Definimos a

fronteira de Newton do polinémio de Laurent f, como sendo

[(f) = or=(f).

Definimos parte principal newtoniana ou simplesmente parte principal de f, como

sendo o polindmio de Laurent

fo = Z ax".

nel*(f)
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Exemplo 43: Seja f: (C%0) — (C,0) dada por
f(z,y) = 2° + zy + 2%y + y*.

O poliedro de Newton de f, pensando f como sendo uma série formal, é dado pela
parte ilimitada em R%, a partir dos segmentos de reta que ligam os pontos (0,4) a
(1,1) e (1,1) a (3,0). ET_(f) é a parte limitada em R% pelos mesmos segmentos de
reta e estes segmentos de reta formam a fronteira de Newton, como observamos na

figura abaixo

Se pensarmos f como um polinoémio, temos que I'_(f) é a parte limitada em Ri
pelos segmentos pontilhados que ligam os pontos (0,4) a (2,3) e (2,3) a (3,0). E

estes segmentos pontilhados formam o bordo de Newton do polinémio f.
Exemplo 44: Seja f € C[z, 27!, y,y '] dada por
flrz by y D=+ 2%+t 2 a2y 2y 2oy a2ty

Temos que I'* (f) é dada pela area em R? limitada pelos segmentos de reta unindo os

pontos (2,2), (2,-2), (=2,-2), (—2,2) e (2,2). E estes segmentos de reta formam a
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fronteira de Newton do polinémio de Laurent f, como podemos ver na figura abaixo:

Definigao 45: Seja S um poliedro compacto de R . Definimos o nimero de Newton

v(S) do poliedro S pela formula
v(S) = kWi — (kb — DWiq + -+ (=) 111V + (= 1)F,

onde Vj é o volume de dimensao k& do poliedro S e V, é a soma dos volumes de
dimensao ¢ das intersecoes de S com todos os planos coordenados de dimensao ¢,

paral < g <k—1.
Esta defini¢ao é valida tanto para séries formais quanto para polinomios.

Definicao 46: Seja S um poliedro compacto de R¥. Definimos
v(S) = k!WVi(9).

Definicao 47: Seja f uma série comoda, ou um polindmio ou um polinémio de
Laurent. Definimos o nimero de Newton de f da seguinte maneira:

para [ € C[[z1, ..., xx]], definimos v(f) = v(T_(f));

para f € Clz1, ..., x;], definimos 7(f) = 2(T'_(f));

para f € Clzy,z7", ..., x5, 7, '], definimos v*(f) = v* (T (f)).

Exemplo 48: Consideramos a série, polindmio e polinémio de Laurent dos exem-
plos (43) e (44), ou seja, f : (C?,0) — (C,0) dada por

flz,y) = 3+ zy + 22 + gt
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Entao, se pensarmos f como uma série formal, temos que V5 = %, Vi=34+4=T1.
Logo,
z/(f):2!V2—1!V1+1:2-5—7%—1:1.
Se pensarmos f como um polinomio, temos Vo = %, Vi =3+4=17. Logo,
ﬁ(f):2!V2—1!V1+1:2~177—7+1:11.
Consideramos f € Clz,z!,y,y '] dada por
Flae gy D=t a2 vy ta 2oty 2yt oty 4ty
como no exemplo (44). Entdo
V() =21V =216 = 32.

Definigdo 49: Seja f € C[[z1,...,x;]] uma série formal nao-comoda onde nao se
encontram os mondmios contendo somente uma das indeterminadasxy, ..., 74, mas se
encontram monomios com indeterminadas 41, ..., zx. Entao definimos o nimero de
Newton de f por

V(f):su[él/(f+x?+~--+x;”).

Exemplo 50: Seja f € C[[x1, T2, 23, 74]] dada por f(z1,Te, 3, 74) = 2125 + 2325 +

x5 + x4, temos que f(xy, T2, 23, 74) ndo é comoda. Entao, por definigao

V(f(x17x27x37x4>> = sup V(f(xl,I2,$3,$4) + xin + xgn)
meN

Exemplo 51: Consideramos f(z,y) = 2° + zy. f é uma série nao-comoda. Defini-
mos g, = f +y™, para m € N. Temos na figura abaixo o suporte da série g,,, para

cadam € N:
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Por definicao

v(f)=supv(f+y™) =sup(2!(2 + mT—l) — 1834+ m)+1)=1

meN meN

Exemplo 52: Consideramos f(z,y) = 2°+z%y. A série f nao é comoda. Definimos
Im = [+ y™ que é uma série comoda, para todo m > 0. Para cada m, temos os

pontos do suporte da série g, como observamos na figura abaixo

Por definicao

1
v(f)=supv(f+y™")=sup2l(z+2+m—1)—1(3+m)+1)=sup(m+1) = oc.
meN meN meN

Introduziremos agora a nogao de Newton nao-degeneragao, para séries formais,

polinémios e polindmios de Laurent.

Definicao 53: Sejam g = Y ., a,2" ¢ A um subespaco compacto de R¥. Defini-

ga = Z anx".

ne(ANZK)

mos

Dizemos que a parte principal de uma série (de um polinémio ou de um polinémio de
Laurent) f & Newton nao-degenerada, se para qualquer face fechada A da fronteira
de Newton

af af

(Ila_avl)A7 ey mkﬁ_xk)A

nio se anulam simultaneamente sobre (C \ 0).
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Se um germe nao ¢ Newton nao-degenerado, dizemos que o germe é Newton de-

generado ou simplesmente degenerado.

Exemplo 54: Consideramos a série formal f(z,y) = 2? + 2y + y>. O poliedro de

Newton da série f é dado por

3
1
1 2
Notamos que f é uma série Newton nao-degenerada, pois se (.Ig—i)Al =0e (y%)A1 =

0, onde A; é a face formada pelos vértices (1,1) e (2,0), entdo x = 0ouy = 0. E

se (xg—x)AQ =0e (y%)A2 =0, onde A, ¢é a face formada pelos vértices (1,1) e (0, 3),

entao x =0 ou y = 0.

Exemplo 55: Consideramos a série formal f(z,y) = x'! + 2%y — 223y + xy° + y*L.

O poliedro de Newton da série f é dado por

11
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Temos que f é uma série degenerada, pois na face A formada pelos vértices (5, 1),
(1,5), temos (x%)A = zy(2? —y?)(5z? —y?) e (y%)A = zy(2? — y?)(2? — 5y?) tem o

polinémio 22 — y? = 0 como solucdo comum.

Definigao 56: Para f € C[[zy, ..., zx]], definimos

d(f) = max {|n|}

nel'(f)

onde n = (ni,...,ny) € N¥e [n| =ny + -+ + ny.

2.1 Densidade do conjunto das partes principais nao-

degeneradas

Nesta secao mostraremos que o conjunto das partes principais Newton nao-degene-
radas é aberto e denso, na topologia de Zariski. Portanto, o conjunto das partes
principais degeneradas ¢ uma subvariedade algébrica na variedade de todas as partes
principais que correspondem & fronteira de Newton dada.

Sem perda de generalidade, podemos supor que o corpoC ¢é algebricamente fechado.

Observagao 57: Consideramos A um poliedro compacto, convexo, de dimensao q
em R¥, cujos vértices pertencem a Z*, para ¢ entre 0 e k — 1. Supomos também, que

A nao estd situado em um subespaco linear de dimensaoq.

Seja S um subconjunto compacto de R¥. Definimos
C[S] = {f €C[Z"] : supp f C S}.

Teorema 58: (/9], pag.49) (Teorema de Sard) Seja f: N — P uma aplicagao

suave. O conjunto dos valores requlares de f € denso em P.

Teorema 59: Para cada poliedro A C R¥ satisfazendo as hipdteses da observacdo
anterior, existe um subconjunto do espagoC[A] aberto e denso na topologia de Zariski,
que consiste de todos os polinomios de Laurent f € C[A] tais que os polinomios de

Laurent
of of

O R~ N 1 M
8$17 7 (%k
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ndo se anulam ao mesmo tempo sobre (C\0)*.

Demonstragao: Para cada f € C[Z*], o ideal

o o,
or, " 0wy,

(1

nao depende da escolha da base em Z*.

Escolhendo uma nova base em Z*, podemos supor que para um certo i temos:

A C {t e RF:t, =i}

Substituindo z; por z¢, i < k — 1, para um d € N conveniente, podemos supor que

para um f € C[A] temos (0, ...,0,7) € supp f.
Entao
f(xb 7Ik) = ‘,lefcg('rlu ...,.Tk_1>

onde g(x1, ..., Tk_1) € um polindomio de Laurent nas variaveis z1, ..., Tx_1.
Se ztg € C[A], entao para cada a € C, temos zi(g — ) € C[A]. Calculando as

derivadas de x% (g — «), temos que se

9 9
xla—xl(%(g - 04))7 '"’mka_m(xk(g - a))

se anulam ao mesmo tempo sobre (C\0)*, entdo o ¢ um valor critico do polinémio de
Laurent g(xy,...,zx_1). De fato, se as derivadas, vistas anteriormente, se anulam ao

mesmo tempo sobre (C\0)*, significa que o seguinte sistema

i.. 09 __
xkxla—m = 0

=0

igry —iax), =0

) 9
Lklh—132,

se anula em um ponto 8 € (C\0)*, donde temos
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ou seja, o ¢ um valor critico de g.
Mas, pelo Teorema 58, o conjunto dos valores regulares deg é denso. Assim, para

cada f € C[A] e para quase todos os a € C os polinbmios

0 i 0 i
ri—(f —axy),....,op—(f —ax
181’1 (f k)? ) kaxk (f k)
ndo podem se anular ao mesmo tempo sobre (C\0)*. Dado que para cada a € C e
cada f € C[A], temos que f — axi € C[A] e temos que o conjunto de polinémios da

forma f — az! satisfaz a propriedade de que as séries

xla_xl(f — amy), aﬂUka—%(f — axy)

nao se anulam simultaneamente sobre (C\0)*, para quase todos os a e todos f e
portanto é denso. Além disso este conjunto é aberto uma vez que seu complementar

é o conjunto de zeros dos polindmios

0 A 0 A
xla—xl(f —axy,), ,xka—xk(f —axy,).
Portanto, {f — az!} com a propriedade de
9 i 9 i
xlﬁ_xl(f —axy,), ...,xka—xk(f — axy,)

nio se anular simultaneamente sobre (C\0)* ¢ um conjunto aberto e denso, na topolo-

gia de Zariski. [ |

Notamos que este resultado ¢ valido para séries formais, polindmios e polinémios

de Laurent.

2.2 A Filtracao de Newton

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [3].

Seja A = C[[1,...,x;]] o anel das séries de poténcias formais.

Defini¢ao 60: Seja I'y C R* um poliedro de Newton, dado um vetorv € R% \ {0},
definimos

[(v) =min{< n,v >:nel,}
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Uma face de I', é um subconjunto da forma
A(w)={n €Tl : <n,v>=I[(v), para algum v € R \ {0}}.

Defini¢ao 61: Dizemos que um vetor v € Z% \ {0} ¢ primitivo quando v é o vetor

de menor comprimento entre os vetores do conjunto { v : A € Ry} N {Z*\{0}}.

Consideramos A um poliedro compacto, convexo, de dimensaoq (¢ entre 0 e k—1)
em R”, cujos vértices pertencem & Z¥. Suponhamos que A nio esteja situado em um
subespaco linear de dimensao gq. Definimos C'(A) como sendo o cone convexo de
vértice 0 e de base A, isto ¢, a reunido de todas as semi-retas de R* de origem 0 que
passam por A.

Dizemos que uma face A(v) tem dimensao d, 0 < d < k — 1, quando o menor
subespaco afim que contém A(v) tem dimensdo d. Para cada poliedro de Newton,
definimos

K(T') = max{dim C'(A) : Aé uma face compacta del'}.

Definicao 62: Seja R um anel comutativo qualquer, uma filtracao sobre R é uma
funcao
d: R— Ry U{o0}

tal que

1) d(1) >0,d(0) = 400

2) d(z +y) > min{d(z),d(y)}
3) d(z-y) > d(x) +d(y)

Observamos que esta definicao e a definicao de filtracao da secaol.2 sao equiva-
lentes, pois a partir de uma filtracdod : R — R U {oo} podemos construir subcon-
juntos R, = {z € R:d(z) > q} C R, onde ¢ € N.

Pelas propriedades da aplicacao d temos que, Ry = R e que IR, é um ideal, para
todo ¢ > 0.

Além disso valem:

Rp'ngRerq € RgngRZQQRqQ
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Reciprocamente, dada uma filtracao no sentido da secaol.2, a funcao grau é uma
filtracdo segundo a defini¢ao (62).

Dizemos que a filtracdo d é homogénea quando d(z?) = q - d(z) para todo x € R,
q € N.

Supomos que I'y € R* ¢ um poliedro de Newton com vértices em Zﬁ e tal que
K(I') = k. Observamos que para cada face de dimensdo méaxima, existe um unico
vetor primitivo v tal que A = A(v).

Sejam vy, Vs, ..., v, 08 vetores primitivos correspondentes as faces de dimensaok — 1
de T', tais que [(v;) # 0 para todo j = 1,2,...,7. Seja M o minimo miltiplo comum
entre [(v1),l(ve),...,I(v,), ou qualquer outro multiplo destes nimeros. Para cada

7 =1,2,...,r consideramos a aplicacao linear
baw,) R — Ry

dada por

s ) = 1o

Definimos assim a aplicacao filtrante associada al'; como a aplicacao

<n,v; >.

¢:Ri—>R+

dada por
¢(n) = min{da,)(n);j =1,2,...,7}.
Notamos que

¢|C(A(vj)) (n) = gbA(Uj) (n)

para todo n € C(A(v;)) e para j = 1,...,r, ou seja, a aplica¢do ¢ ¢ linear sobre cada
cone C(A(vj)).
A aplicacao ¢ é tal que

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)

para todo a,b € R’j e se cumpre a igualdade se, e somente se, existe uma face A C I’

de dimensao méaxima tal que a,b € C(A).
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Além disso, qb(Zi) C Z, e o valor de ¢ sobre cada ponto de I' é igual a M.

Afirmamos que toda funcao
¢ R — R,

tal que ¢ ¢ linear sobre cada cone C(A(v;)) e ¢ é constante sobre I' ¢ um miiltiplo
de ¢.
De fato, queremos mostrar que ¢ = \ - ¢ para algum A € R. Como ¢ e ¢ sao
constantes sobre T, existe A € R tal que ¢’ = \- ¢ em T

Agora dadon € R% | entdo n € C(A(v;)) para alguma face A(v;). Logo n = p-m,

onde m € A(v;) e p € R, e assim temos
P(n) = do(ag)(n) = 1 Paw,)(m) = p- L =XNuN) = MNudgan,)(m) = A¢'(n),
para todo n pertencendo a R onde L = QS/A(vj)(F) e N = oaw)(D).
Definicao 63: Chamamos filtracao de Newton induzida por I'y a aplicacao
d: A— R, U{+o0}

dada por
d(h) = min{¢(n) : n € supp (h)},

quando h # 0 e d(0) = +o0.

d(h) é o grau (ou nivel) de h com respeito a I';.
Observamos que d é uma filtracdo homogénea sobre A.

Como na definicao 62, a partir desta funcao construimos os seguintes ideais

A;={g9eA: d(g) > q} ={g € A: ¢(supp(g)) C [g, +o0)} U {0},

para todo g € N.
Além disso, para qualquer n € N existe ¢ = ¢(n) € N tal que M™ C A,, onde M
¢ o tnico ideal maximal do anel C[[z1, ..., z¢]]. E temos que N,>0A4, = {0}.

A partir desta filtracao podemos considerar o anel graduado

A
A=grA= @qzo(A—il) = ®,>0(A,), para todo g > 0.
q
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Como A, é um ideal e A,4; C A,, para todo ¢ > 0, podemos considerar o quociente

AAL, que é um subgrupo aditivo induzido pela operacao de soma do ideal A,. Assim
q

Aq

q

A = Dol +1) tem estrutura de grupo aditivo. Logo, resta definirmos uma mul-

tiplicacio em A. Definimos f-g§ = f-g. Observamos que esta operacio esta bem
definida.

Outro anel associado a filtragao é o anel de Rees. Consideramos o anel graduado

A
A =grd=®go(4 )
Az
e qualquer f € A, com f = quof_q, onde 7q € A“jj‘rl para ¢ > 0. 7q é¢ um elemento

homogéneo de grau q. Fazendo

f:Z?q'tqv

q=>0
temos o anel de Rees

R(A) =R(d) = @qzo(ﬁ) 19 C Al

Exemplo 64: Em C|[z,y]] consideramos f(x,y) = 2? + xy + 3°. Entdo, supp f =
{(2,0),(1,1),(0,5)}. Logo temos duas faces compactas de dimensaol, A; e Ay com
vértices em {(2,0),(1,1)}, {(1,1),(0,5)}, respectivamente.

1 2

Temos que v; = (1,1) e vy = (4,1) sdo os vetores primitivos com respeito a A; e

Ag, respectivamente. E, temos também que [(v1) = 2 e I(vy) = 5. Assim, M =
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mmc {l(vy),l(ve)} = 10. Entdo

b(n) = min{(12—0) <n,u >, (%) < v >,

Vamos construir os ideais A,, para todo ¢ > 0. Segue que Ay = C[[z,y]], A =
(T, ), Ax = (z,y), A3 = (2,9%), A = (2,9°), As = (2,9°), As = (2%, 2y,9°),
Az = (2% 2y, y), As = (2% 2y,9%), Ay = (2%, 2y,9°), Aw = (2% 2y,9°), A =
(2%, xy?, 2%y, 4°%), A = (2%, 2?22y, 9°), Az = (2, 21®, 2%y, y7),...

Assim, obtemos os seguintes subespagos vetoriais Ag/A; = (1), A1/ Ay = (0),
As Az = (y), A/ As = (0), As/As = (v7), A5/ As = (2), A/ A7 = (%), Ar/As =
(0), As/ Ay = (y"), Ao/ A1o = (0), Ao/ A = (2%, 2y, 9°), Ai1/Arz = (0), Arz/ Aiz =
(zy%,9°%),...

Portanto o anel graduado associado a filtracao é dado por
A=grA=Da)sye0)s@)e@el’) e 0)e )0 e ay ") &) &y’ y*) & .

O anel de Rees R(A) é dado por

R(A) = ()& (0)ta (y) 2@ (0)* @ (y*)t* @ (a)t° & (*)t0 & (0)t" @ () P @ (0)t @ (a2, 2y, ")t 0@ - - .



Capitulo 3

O Numero de Milnor e o Numero de

Newton

O principal objetivo do nosso trabalho é fornecer uma relagao entre o ntimero de

Milnor e o ntimero de Newton. Esta relacao ¢ dada no seguinte resultado:

Teorema 65: a) O numero de Milnor de uma série formal f é maior ou igual ao

numero de Newlon, ou seja,

u(f) = v(f)

e u(f) = oo se v(f) = oo.
b) Se a parte principal fy da série f é Newton nao-degenerada entao u(f) = v(f).

Esta relacao, entre o nimero de Milnor e o ntimero de Newton, dada por Kouch-
nirenko em [11], é muito relevante, uma vez que o ntmero de Newton é facil de ser
calculado, em dimensoes "pequenas", e depende somente do poliedro de Newton da
série f, enquanto que nimero de Milnor, em geral, é muito dificil de ser calculado,

como observamos no exemplo a seguir.
Exemplo 66: Seja f: (C%0) — (C,0) dada por

fla,y) = 2" + 2% + aty* + 2y + ¢

39
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12

4 9 12

Temos que f é uma série com parte principal Newton nao-degenerada. Logo, pelo

teorema anterior, temos que o nimero de Milnor de f ¢ igual ao ntimero de Newton
p(f)=2o -1V +1=2-44—-1-24+1=65.

Por outro lado, determinar o ntimero de Milnor, usando a definicao, é determinar a
seguinte dimensao

Cllz, 4]l

dim,
(12210 4+ 918y + 4adyt + ¢, 2 + dutyP + xS + 12y11)

que é um calculo dificil.

Agora enunciamos os principais resultados necessérios para a demonstracao do
Teorema 65 e damos uma idéia geral da demonstragao deste resultado. Observamos
que a demonstragao detalhada do teorema serd dada no Capitulo 5. A demonstracao
da parte (b) do teorema sera feita em dois casos: quando f for uma série comoda e

quando f for nao-cémoda. Comecamos no caso em que f é comoda.

Teorema 67: Seja [ € C[[x1, ..., )] uma série formal comoda com parte principal

Newton nao-degenerada na origem. Entao

Cllz1, ..., xx]]

] ]
<J71a—i7~-,$k%>

— KV

dimc

onde Vi, é o volume de dimensao k do poliedro T'_(f).
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A demonstracao deste teorema é bastante trabalhosa e serd apresentada no pro-
ximo capitulo.
Observamos que em [2]| é feita uma generalizagao do teorema anterior.

A seguir enunciaremos e demonstraremos alguns lemas que sao essenciais:

Lema 68: Seqg,g" ,go,....0x €Cl[x1,....mx]] e g1 =g - ¢" entio

Cllz1, ..., ] — dim Cllz1, ..., 1] 4 dime C[[ml,...,xk]]_

dime cT 7
<917927-~7gk5> <g792""79k> <g 7927"'7gk‘>
Demonstracao: Observamos primeiramente que no caso de dimensao infinita, vale
a igualdade.

Assim podemos supor que todos os espacos vetoriais anteriores possuem dimensao

finita.
o Cller, 1]
0= <92,7-.->’9k> ‘
Entao o
Cllzr, . x]l o Clla, - xell /(92,5 gr) O

<g,g//ag27-.-7gk> <g,g”7g27"'7gk>/<92"”’gk> <g/g”>

onde ¢'¢" = g'g" + (g2, ..., gr). Da mesma forma,

Clly, ..., x]] o Cller, . za]l /g2, s) O
(9592, 98) (9’5925 s k) /(G5 s k) (g)

ql

Cllar, o an]] o Cllan, o wa]l/(g2, o r)

<g"7927"'7gk> <g//a927'--7gk’>/<g2a'--7gk> <?>
onde ¢ = ¢ + (¢, oy Gk) € qJ =g + (g2, ..., gr). Consideramos agora a seguinte

sequéncia exata

0——=(gV/(gq") ——0/{gg") ——=0O/{g) —0

onde 1 é a aplicacao inclusao, e y ¢ a aplicagdo que associa a cada classex + (¢'g"), a
classe = 4 (¢'), que esta bem definida pois o ideal (¢'¢”) esta contido em (g).

’

/ o

Assim, resta mostrar que (¢')/(¢'¢") = @/{g"). Consideramos o homomorfismo

Y : O — (¢} dado por ¥(n) = ng, e consideramos o homomorfismo sobrejetor



Capitulo 3. O Niimero de Milnor e o Niimero de Newton 42

/ ron

7 (g) — (@)GT). Seia o : O — (§)/(79"), a aplicagao composta 7 o 1.

Observamos que (¢”) C ker ¢, assim ¢ induz uma aplicagao

¢6:0/{g") —{d)/{d'g")

e "

da seguinte maneira ¢(§) = ¢(§), que esta bem definida pois (¢") C kerp, e é um

homomorfismo sobrejetor. Além disso, ¢ é injetor, pois se ¢(€) = 0, entdo g’ € (¢'g”).

"

Logo &9 = mg'g”. Se ¢ for nao-divisor do zero em O, entdo segue que & € (g").
Assim € = 0. Portanto ¢ é um isomorfismo.
Temos que ? ¢ nao-divisor do zero em O, pois a sequéncia ¢ , ga, ..., g € uma

sequéncia regular. De fato, como dimg Cllerzell g finita, entao pelo Teorema 6,

(9,92--:9%)
% tem comprimento finito, logo por definicdo ¢', g, ..., g ¢ um sistema de
parametros e como C[[z1, ..., x]] € um anel Cohen-Macaulay, temos pelo Teorema 30,

/ , N 3
que g, go, ..., g € uma sequéncia regular. [ ]

Seja I um subconjunto proprio de {1,2,...,k}. Por |I| entendemos o nimero de

elementos em . Consideramos o seguinte conjunto
Ry ={(ts,...,t,) € R'i : para qualquera € I, t, = 0}

e N; = N* NR,;. Dada f = ¥,cnra,2®, seja fr = Ynen, anx™ que é uma série formal
de k — |I] variaveis.

Denotaremos o ntmero de Milnor de uma série formal f; por u;. Caso I = 0,

-----

Lema 69: O numero

of  of

dime C[x1, ..., k]| /(21 IR xka—xk

)

,,,,,

0s subconjuntos das partes de {1,....k}.

Demonstracao: Queremos mostrar que

0 0
dimCC[[xl,...,xk]]/(xla—i,...,xka—i>: Z i1, (3.1)
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onde 2{1*#} significa todos os subconjuntos das partes de {1,...,k}, que sdo 2* sub-
conjuntos.

Para mostrar (3.1) vamos usar o principio de indugao em k (observamos que k
também é a quantidade de termos da formaz; 2L B, L além de ser o nimero de variaveis,
de forma que a inducao sera feita na quantidade de termos da forma xl%) Para

k =1 temos

. Cllz o Cllz Clz
dime <x[%_£ = dime % + dime <g_£1]

Cllx]]

L o) = wu(f) = po, e assim dime

onde dim¢ = >” = g1y e dime

Cllz]]

(L)

se escreve como
uma soma de dois elementos.

Observamos que para k = 2 temos:

< 8x7y8y> <$,y> <I’B_y> <$7y> <8_ (9_>

: Cllzyll — C[[z yl] C[[z /) g Clle]l  _
onde dim¢ ooy = w(f) = pp, dime ) = dime eIy dlmc<afa{j}>
M(f{z}) = K{2}; dime Hx’y]; = dimg %?Mﬁ; = dime T( J[f[ﬁ}> = (f{l}) = p{y €

oy 'Oy dy
dime <I7’y] =dimeC =1 = 9.
Portanto
. Cllzy
dime % = po + pgy gy Ry = Z Hr-
< oz’ 8y> ITe2{1,2}

Suponhamos por hipoétese de inducao que a afirmacgao ¢ verdadeira parak — 1, e
mostraremos que a afirmacao é verdadeira parak. Agora
C[[l‘l,... a:k}]

C[[ml,... Tk]] C[[xlv""xk‘ﬂ + dime of Bl;
s Do)

of of f
<{L‘1 oz’ Tk awk> <.’L'1 Ox,’ """ Tk-1 Oxp_1" xk> <x1 oxq’ 9 TE—1 Oxp_1' Oxyp

dimc

= dimc

onde dim¢ e Cllzrral], ~» por hipotese de inducdo, é uma soma de 2¥~! termos
k

6:61 Tk— 1oa, 1

c
e da mesma forma dime o [[z1..-. x%}; o7

161,17 Lk — lalk 178116)
de 2871 termos. Assim dimg CH;”’ 2]l
< z1 FPETRA Tk gz, aa:k >

Portanto, vale (3.1). [ ]

por hipotese de indugao, ¢ uma soma

¢ uma soma de 281 4 2F=1 — 2k termos.

Lema 70: Seja f € Cllxy,...,zx]] uma série formal comoda, com parte principal

Newton nao-degenerada na origem. Seja I um subconjunto proprio do conjunto
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{1,....k}. Entao:

a) a série f; é uma série formal comoda, com parte principal Newton nao-degenerada
na origem;

b) T-(f1) =T-(f) NRy;.

A demonstracao do lema anterior segue imediatamente do fato de f; ser a série f
vista com k — |I| variaveis e deste modo herda as propriedades de f.

A seguir esbocamos em linhas gerais o item (b) do Teorema 65, para séries co-
modas, com parte principal Newton nao-degenerada. Com auxilio do Lema 69, con-

seguimos escrever

. C[[xl,,xk]]
dim¢ 5 5
<Ila—jl, ceey $k%>

como uma soma de 2* termos, onde os termos desta soma sao os nimeros de Milnor
da funcao f;.

Por outro lado, pensando f como uma fungao de menos variaveis, digamosk — | L|,
onde L C {1, ..., k}, pelo Teorema 67

Cllz1, ..., xx]]

ofr ofr
<'r13_271’ ceey ZL’]fa—mk>

= (k= 1)V,

dimc

onde VkI—III ¢ o volume de dimensao k — |I| de I'_(f;). Fazendo somas alternadas

destes valores, para todo subconjunto I de {1, ..., k}, obtemos
kWi — (k= DWWy + -+ (=D 111V + (=1)F,

onde

Vk*i = Z Vklfzﬁ
Ic{l,.. .k}
1] =i

parat=0,1,..., k.

Com isto, mostra-se que

Para a demonstracao do item (b) do Teorema 65 para séries nao-comodas, consi-

deramos os seguintes resultados, cujas demonstracoes serao feitas no Capitulo 5.
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Proposicao 71: Sejam f, fi € Cl[z1, ..., x1]], u(f) =1 < 0o e sejam f, — f € M!T2,
Entao

plfr) = p(f).

Teorema 72: Seja f € Cllz1,...,xx]] uma série formal Newton ndao-degenerada,
nao-céomoda nao contendo monémios da formax;’, para i = 1,...,q, e contendo 0s
mondémios desta forma para as outras indeterminadas. Denotaremos porg = gom a
série

q
F+Y aal

i=1
para o; € C. Entao
a) exriste um my, tal que para m > mgy e a; # 0 a parte principal go da série g na
origem € igual a fo + X0z, Newton nao-degenerada para quase todos os ;.
b) se dimT'(f) = k — 1, entdo em (a) podemos tomar o nimero (d(f))* + 1 no papel
de mgy (lembramos que d(f) = maxpcrp{|n|}, onde |n| =ny +--- +ny).
c) existe um polinémio p(m) cujo termo de grau nulo € igual av(U'_(f)), tal que para

um ndmero infinito de valores dem tem-se v(gom) = p(m).

Com auxilio dos dois resultados anteriores esbogamos uma prova do item (b) do
Teorema 65, para séries nao comodas, com parte principal Newton nao-degenerada.
De fato, se v(f) < oo e usando a defini¢gao de v(f) para uma série formal nao-comoda

f, deduzimos

onde g = f+ > 7, o;x]" e supomos que f ndo contenha os mondémios da forma ",
parat = 1,...,q e f contenha os mondmios desta forma para as outras indeterminadas.
Como ¢ é uma série Newton nao-degenerada para quase todos osa; (pelo Teorema

72), segue pelo que ja haviamos observado que

Usando a Proposicao 71, segue que



Capitulo 3. O Niimero de Milnor e o Niimero de Newton 46

Supomos agora v(f) = 0o. Se u(f) < oo, entdao pela Proposigao 71, segue que

Novamente, como g é uma série Newton nao-degenerada para quase todos osa; (pelo

Teorema 72), segue que

Assim
v(f) =suppu(g) < oo

contradizendo a hipotese. Portanto u(f) = oo, e assim temos

Para obtermos a parte (a) do Teorema 65 usaremos o Teorema 59. Com auxilio
deste teorema e da semicontinuidade do nimero de Milnor, vamos dar uma idéia da
demonstracao do item (a) do Teorema 65. Dada uma série formal f, conseguimos uma
familia de séries Newton nao-degeneradas a um parametro, com a mesma fronteira
de Newton, convergindo para f. Pelo que ja provamos cada série desta familia é
tal que seu nimero de Milnor coincide com o nimero de Newton. Agora usando a

semicontinuidade do ntiimero de Milnor, temos

n(g) > v(g).



Capitulo 4

Codimensao do ideal <ng_x>l=1 2
Sli=1,...,

Neste capitulo demonstramos o Teorema 67, que diz que dada uma série formal

comoda, com parte principal Newton nao-degenerada na origem, entao

dlchHLL’h ,ij]]/<f1, ,fk> = ]{Z'Vk

onde f; = xi%, parai=1,...,k, e Vi & o volume de dimensao k de I'_(f).
Para demonstrar este teorema precisamos dos seguintes resultados que serao demon-

strados neste capitulo.

Teorema 73: Seja f € Cl[z1, ..., xx]] uma série formal comoda com parte principal
Newton nao-degenerada na origem. Entao a codimensao do ideal gerado, no anel

graduado associado

A =gr A= ®go(Ag/Ags1),
pelas formas iniciais das séries

of 9

1 ey T
Oxy 7N 0xy,

¢ igual a k'Vy. Em outras palavras, temos

onde F;, = xi% + Ayriq € a forma inicial de xi%, parat=1,...k e M ¢ o valor da

aplicacao ¢ (que define a filtragao d) sobre cada ponto deT.

47
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Teorema 74: Seja f € Cllzy,...,xx]] uma série formal comoda, com parte prin-

cipal Newton nao-degenerada na origem. FEntao a codimensao do ideal gerado por

xl%fl, ...,xk% em A, € igual a codimensao do ideal gerado pelas formas iniciais de
xlaa—gl, ...,xka% no anel graduado associado A = gr A. Em outras palavras, temos

dimc A/<F1, ceey Fk> = dlm(; C[[l‘l, ,xk]]/<f1, ceey fk>
Assim pelos Teoremas 73 e 74, temos

dimc C[[i[}l, ceey l’k]]/<f1, ceey fk> = k'Vk,

o que demonstra o Teorema 67.

Comecamos demonstrando o Teorema 73. Para demonstrar este resultado fazemos
um estudo do anel graduado associado.

Consideramos f € Aar \ Apry1. A classe de f em Ay /A1 depende somente da
parte principal fy da série f na origem.

As derivadas da série f nao pertencem a Aj;, mas as séries 93188—;1, ...,:Eka% per-

tencem a Aj; e sua forma inicial, ou seja, a classe xi% no quociente Ay / Anri1,
depende somente de fy. Estas observacoes seguem da construcao da filtracao de
Newton.

Denotamos a forma inicial do monoémio 2™ € A por J,, ou seja,
On = 2" + Agm)1 € Asm) /[ Asm)+1 = Agm);

e o elemento 9, no anel A serd chamado monémio de A. Considerado como espaco
vetorial, temos que a C-algebra A é isomorfa ao anel dos polinomios em k indeter-
minadas, uma vez que A ¢ gerado por monémios (ver [19], pag.15). Assim para
descrevermos a multiplicacao em A ¢é suficiente definir o produto de monémios.
Usando a definicao da filtracao de Newton e a definicao de multiplicacao no anel

graduado associado, provamos a seguinte formula

55— { Ony4+ny, S€ existe uma face A C I'tal que ny € P(A),ny € P(A), (11)

0, caso contrario.

Se existir uma face A C T tal que ny € P(A),ny € P(A), entao

d(n1 + n2) = ¢(n1) + ¢(n2),
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pois ¢ é linear em C(A). Logo

5711 . 5712 = (xnl + A¢(”1)+1)($n2 + "4¢("2)+1)
2" - 2"+ Ag(n) o (no)+1
In1+n2 + A¢(n1+n2)+1

= 5711 +na

Por outro lado, se n; € C(A;) e ny € C(Ay), onde Ay # Ay, entdo temos a seguinte

desigualdade estrita

P(ny +na) > d(n1) + d(na)

o que implica claramente que
¢(n1 +n2) = ¢(m) + ¢(n2) + 1.

Assim, pela desigualdade anterior, temos Ay, +ny) C Agp(ni)+é(nz)+1, l0go £+ €

Agn)+o(nz)+1 € consequentemente,

Ony * Ony (@™ + Agni)+1) (€™ + Agng)+1)

= ™2+ Ay, 1h(na) 41

0+ Agni)+o(n2) +1
= 0

No Capitulo 2, definimos uma fun¢ao com parte principal Newton nao-degenerada.
Daremos agora uma formulacao equivalente a esta definicao. Para fornecer esta
condicao equivalente, consideramos A um poliedro compacto, convexo, de dimen-
sao ¢ em R* cujos vértices pertencem a Z*, para q entre 0 e K — 1. Supomos que A
nao esta situado em um subespaco linear de dimensaog. Definimos C'(A) como sendo
o cone convexo de vértice 0 e de base A, isto é, a reuniao de todas as semi-retas de

R¥ de origem 0 que passam por A. Colocamos
P(A) =ZFNC(A).

Notamos que P(A) ¢ um subsemigrupo do semigrupo Z*.

Consideramos agora o conjunto

CP(A)] = {f €Clz,™"] : supp (f) C P(A)}.
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.....

C[P(A)] ¢ um subanel unitario do anel C[z,z7!]. De fato, se f,g € C[P(A)] entdo
supp (f +g) C supp f Usuppg C P(A) e supp (fg) C supp f + suppg C P(A).
Como supp (1) =0 € P(A), entdao 1 € C[P(A)]. Portanto C[P(A)] é um subanel com
identidade de C[z, z71].

Observamos que as derivagoes

P
92 R
do anel C[z,z~!] aplicam o subanel C[P(A)] nele mesmo.

O polinomio de Laurent f é Newton nao-degenerado sobre A, se os elementos

of of
(xla_:zcl)A7m’ xka_xk)A

do anel C[P(A)] geram em C[P(A)], um ideal de codimensao finita.

A parte principal é Newton nao-degenerada se for Newton nao-degenerada sobre
qualquer face da fronteira newtoniana.

O teorema a seguir da a equivaléncia entre a definicao de Newton nao-degeneracao
com a condicao apresentada anteriormente. Sua demonstracao pode ser encontrada
em [11], 6.2 e 6.4.

Teorema 75: A condicao de Newton nao-degeneracao que diz: se para qualquer face

fechada A da fronteira de Newton
of 9f

(xlﬁxl)A’ e xkamk)A

néao se anulam simultaneamente sobre (C\ 0)*, é equivalente a dizer que os elementos

af af

(Ila—xl)m---a xka_xk)A
do anel C[P(A)] geram um ideal de codimensao finita, em C[P(A)].

Para cada face A da fronteira de Newton I', denotamos o anel C[P(A)] por Aa.

Para cada face compacta A C I', a filtracao em A

A:AODAlDAQD"'
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induz uma filtracao
AA = (.AA)O D (.AA)1 D) (AA)Q DI
em Aa, onde (Ap), = Aa N A, Assim obtemos um anel graduado

An = Dg>0(Aa)g/(Aa)gt1-
Podemos identificar o anel AA com um subanel de A.

Proposicao 76: Para cada face A C T, existe um epimorfismo que respeita a gra-
duacgao das C-dlgebras

7TA:A—>AA

e para cada par Ay C A existe um homomorfismo de C-dlgebras
WA,AI . AA — AAl
que respeita a graduacdo e para o qual
7TA1 = WA,Al O TA.

Demonstracao: Notamos que A tem estrutura de C-algebra, pois A ¢é isomorfo ao
anel dos polindmios em k indeterminadas, assim dadoa € Cea € A, a-a := ¢(a)-a,
onde ¢ é o homomorfismo bijetor entre A e Clzy, ..., zx]. Analogamente, temos uma

estrutura de C-algebra em Aa. Definimos
A A — Ap

de modo que para cada f = qu c A; ma(f) = WA(ZqZOTq) = Zqz(](?q)C(A)'

Temos que ma € um homomorfismo sobrejetor, pois dado (7q)C(A) € A, existe
7(1 = fq + Aq+1 tal que 7T(7q) = (7q>C(A)'

Dados A; C A, pelo demonstrado acima existem ma e 7a,, de modo que dado

fe A, temos ma(f) = (f)ca) € ma, (f) = (f)c(a,). Definimos

WA,AI . AA e AAl
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por Tan, ((f)ew)) = (flea,). Observamos que ma A, ¢ um homomorfismo e além

disso, ma,(f) = (fle@any = man((flew)) = (7aa, o ma)(f), para todo f € A.
Portanto ma, = ma A, © A [ |

of

e respec-

Lembramos que Fi, ..., F}, sao as formas iniciais das séries xl—aaf s eeey T
1
tivamente, isto é,
of

Fy=x——+ AM+1 € A]V[-
0@-

A condicao de Newton nao-degeneracao é equivalente a seguinte condicao: Para cada
face A da fronteira de Newton I', os elementos homogéneos wa F1, ..., 1o Fy do anel
graduado A, geram em A um ideal de codimensao finita (ver [3| pag.61).

Dado o homomorfismo sobrejetor 7o : A — A, conseguimos introduzir uma
estrutura de A-mo6dulo no anel A como segue: dado f € A e g € A, definimos
fg:=ma(f)-g. Isto nos permite trabalhar com o anel A, no lugar do anel A.
Seja I o conjunto formado pelas faces de maior dimensao da fronteira de NewtonI'.
Através da formula (4.1) temos que o anel A é, em alguns casos, isomorfo a soma

direta ©ac;Aa. De fato, a aplicacao
Sacrma: A — GacrAa

é injetora, pois dado f € A, se ®acimal(f) = ((f)ca))acr = 0, para todo A € 1.
Entdo como UacrP(A) = N* (pois f é comoda), segue que f = 0.
Na proxima proposicao veremos o pouco que falta para a aplicacaod, = Gacrma

ser um isomorfismo.

Proposicao 77: Eziste uma sequéncia exata de homomorfismos de A-maodulos gra-

duados (que respeita as graduagoes)

dp, di—1 dk—2 do

di
@BaciApr ——Ci2

0—A

Ch

onde, para 0 < g < k — 1, nos designamos por Cy a soma direta dos A-mdodulos Ax
sobre todas as faces de dimensao q da fronteira de Newton I' nao situado na uniao

dos planos coordenados.
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Demonstragao: Denotamos por I, o conjunto formado pelas faces deI’ de dimensao
¢ nao situados na uniao dos planos coordenados. Para definirmos d, é suficiente
fornecer, para todo A € I,, Ay € I,_; um homomorfismo da a, : Ax — Aj,.

Definimos, para cada A € [, Ay € I,

dA,Al = U<A7 Al)WA7A17

onde o (A, Ay) = { tlse A C A o
0, caso contrario

Para determinarmos o sinal + ou — da defini¢do de o(A, Ay), atribuimos uma
certa orientacao da fronteira de Newton ', como segue: sobre a face A C I' definimos
uma orientacao, como sendo a induzida deI" e sobre as demais, definimos orientacoes
arbitrarias. Assim, se A € I,, Ay € I,_1 e Ay C A definimos o(A, A;) = 1, quando
a orientagao induzida sobre A; coincidir com a orientacdo de Ay, e (A, Aq) = —1,
caso contrario. De acordo com a Proposicao 76 segue qued, ¢ um homomorfismo de
A-modulos graduados respeitando a graduacao.

Como cada anel A possui estrutura de C-mddulo, podemos, por um momento,
esquecer a estrutura de A-modulo sobre C; e demonstrarmos que a sequéncia de

C-modulos (4.2) é exata.

Temos que

e A“:L é um espaco vetorial sobre C de dimensao finita, para todoq > 0. Assim, A se
escreve como soma direta de espacos vetoriais, logo A é um C-moé6dulo livre. Assim
podemos escrever A = ®°C. Definimos entao para todo m € N¥, A(m) = C e,
portanto A = @,,ene A(m).

Da mesma forma que fizemos para A, para cada m € N¥ e para A C I" definimos

An(m) C,se m € P(A)
m) = .
A 0, caso contrario

Assim temos que Apx = @,,ent Aa(m). Desta forma, conseguimos introduzir uma
Nf-graduacao sobre os médulos A e Ax.
Como Ap = @,,entAn(m), e lembrando que Ax(m) = 0 caso m ndo pertenca

a P(A), segue que Cy = @acr,Aa = Daer, (PmentAa(m)) = Opent (Bacr,Aa(m)).
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Entdo definindo Cy(m) como ®aer,Aa(m), para todo m € N¥, obtemos que C; =
BmentCy(m). Portanto, C, também possui uma estrutura de N*-graduagao.
Temos que d, respeita a Nf-graduagdo, para todo q pertencente a {1,....k — 1},
Para demonstrar que a sequéncia (4.2) é exata, é suficiente mostrar que para cada
m € N¥ a sequéncia
di(m)

dp—1(m) o da(m) di(m)

0—A(m) Co(m) —0 (4.3)

Cr—1(m) Ci(m)

é exata. Pois se a sequéncia (4.3) for exata, entdo tomando a soma direta emm € N*,
a sequéncia

dk dk—l dk—Z dQ d1

0—A SacrAa Cr—a C Co—0
¢é exata.
Seja X(m) = Umepa)A e consideramos a decomposicao celular da variedade

topolégica I' em células correspondentes as faces e a decomposicao induzida nos es-
pagos X (m).

Da defini¢do de Cy(m) e de X(m) (e do fato de A ndo estar situado em um sub-
espago linear de dimensao ¢, para 1 < ¢ < k — 1) temos que a sequéncia (4.3) (menos
o termo A(m)) é isomorfa ao complexo de cadeias celulares do par (X (m),0X(m))

com coeficientes em C. Assim temos que a sequéncia (4.3) é isomorfa ao complexo
i1 d
Cha(X (m), 0X (m)) == Cha(X (m), 0X (m)) == - - % Co(X (m), X (m)) — 0.

Como T" & uma uniao de subconjuntos convexos temos que o par (X (m),0X(m)) é
homotopicamente equivalente ao par (disco, fronteira do disco) (disco de dimensao
k — 1) e portanto, somente as homologias de dimensao maximal sao nao-nulas e elas
sao isomorfas & C = A(m). Portanto a sequéncia (4.3) (menos o termo A(m)) é
exata, uma vez que as homologias H;, 1 < ¢ < k — 2, sao nulas e a homologia de
dimensao maximal H,_, =C = A(m).

Assim, a sequéncia (4.3), e portanto a sequéncia (4.2), é exata. [ ]

Afim de estudar o anel quociente A /(F}, ..., F}), consideramos a sequéncia exata

Ak o1 A ™

A/(Fy, ..., F)
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onde 7 é a projecao natural, enquanto que 0y (ay, ..., ax) = a1 Fy + -+ - + ai Fy.
Estenderemos agora a sequéncia anterior a uma sequéncia semi-exata obtida atra-
vés do complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., F}, do anel A com o acréscimo do

epimorfismo 7:

A~ AT A/(F),  (4.4)

0— A

onde (F) = (Fy, ..., Fi). Como os elementos F1, ..., F}, sao homogéneos de grau M (pois
xig—i, para i = 1,..., k, pertencem a Ay, logo F; é homogéneo de grau M, no anel
graduado A), segue pela definigao de complexo de Koszul que todos os homomorfismos

aumentam a graduacao de M.

Lema 78: (/3/,pag.62) Seja R um anel qualquer. Consideramos o seguinte dia-

grama comutativo de R-mddulos

0 Ry Ri9 Ri3 e Ry, 0.
I B
| |
0 Ry : Roy —+— Ra3 s Ry, 0
|
|
: Bt
|
0 R : Rs» R33 — Rs, 0
| \
| o
|
|
|
| |
| |
|
| St Bt
| |
0 Rnl f RnQ Rn3 U Rnn % 0
| \
(| ! b
0 | 0 0 0 |
| |
| \

Denotaremos os homomorfismos horizontais porh e os verticais por v. Suponhamos

que v2 =0, h? = 0, que todas as linhas sao exatas e a i-ésima coluna é exata a partir
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do modulo Ry, parai=2,...,n, a saber a sequéncia

0— Ry Ry_1; Ry_2; e R;; Ri1;,—0

¢ exata. Entao a primeira coluna € exata.

Teorema 79: Seja f € Cl[xy, ..., zx]] uma série formal comoda com parte princi-
pal Newton nao-degenerada na ortgem. Nestas condigoes, o complexo de Koszul dos

elementos FY, ..., Fy, do anel A ¢ aciclico em dimensoes positivas.

Demonstracao: Desejamos mostrar que o complexo de Koszul dos elementos
Fi, ..., F}, do anel A é aciclico em dimensoes positivas. Para isto consideramos o com-
plexo de Koszul dos elementos F, ..., Fi, do anel A, com coeficientes nos A-mddulos

da sequéncia (4.2), formando um diagrama comutativo

0 A Cr—1 Ci—2 Co 0
0—=A() —=c0) ——¢l) ) —0
0 AG) : cl?) cl?) — o) ——0
0 Al ) el e e )
] ! P
0 0 0

no qual as linhas sdo exatas (pelo Teorema 77) e as colunas sdo complexos. Entéo

mostraremos que a partir da segunda coluna, da esquerda para a direita, as colunas
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sao exatas até os termos C’,g_i, e entao aplicando o lema anterior, concluiremos que
a primeira coluna é exata, ou seja, o complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., Fj, do
anel A é aciclico em dimensoes positivas.

Iniciamos a demonstracao construindo o complexo de Koszul dos elementos
Fy, ..., Fy do anel A com coeficientes nos A-modulos da sequéncia (4.2). Assim obte-
mos um diagrama, cujas colunas sao complexos e as linhas sao exatas, isto pois a
primeira linha ¢ a sequéncia (4.2) que é exata pela Proposi¢ao 77, a segunda linha
do diagrama é exata pois é a soma direta de (]1“) copias da sequéncia (4.2), e assim
sucessivamente, até a tultima linha, que é exata pois é a soma direta de (Z) copias da
sequéncia (4.2).

Uma vez que os homomorfismos da sequéncia (4.2) sao homomorfismos de A-
modulos, segue que o diagrama acima é comutativo.

De acordo com o Lema 78, basta mostrar que as colunas sao exatas em todos os
termos que se encontram abaixo da linha pontilhada, para obtermos a exatidao da
coluna extrema a esquerda em todos os termos.

Pela definicao do complexo de Koszul com coeficientes em um moédulo, temos
que o complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., F, do anel A com coeficientes nos
A-moédulos C,; é isomorfo a soma direta dos complexos de Koszul com coeficientes

em Ax, onde A € I,. De fato, consideramos o complexo de Koszul dos elementos
Fy, ..., F do anel A

K, Fr): 0—=A() — - —A() —aA()) — A

entdo K(F, ..., Fy, Cy) = K(F1, ..., Fy) ®a Cy, ¢ 0 complexo de Koszul dos elementos
Fy, ..., F;, do anel A, com coeficientes nos A-modulos C,, dando origem a seguinte

sequéncia

k k
2 1

0—+AW g0, ——=AG) @, 0,—~A0) gy 0,—~A®AC,

como o produto tensorial comuta com a soma direta, segue que a sequéncia acima é

isomorfa a

k
1

OQ@AGLI(A(];) XA AA) - Q@Agjq(A( ) XA AA) Q@Aelq(A XA AA)
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e esta sequéncia é a soma direta do complexo de Koszul com coeficientes em A x,
A € I,, como queriamos demonstrar.

Agora para cada face A em I, o complexo
é isomorfo, como um complexo de C modulos, ao complexo de Koszul dos elementos
TaFY, ..., mAF) do anel Ax. De fato, novamente aplicando a propriedade de que o
produto tensorial comuta com a soma direta, segue que o complexo anterior é isomorfo

ao complexo abaixo
0%@(Z>(A ®a An) %ﬁx@(;@)(A ®a Apr) — (A ®a Anr) .

Uma vez que Ax é um A-moédulo, temos que a sequéncia anterior é isomorfa a
sequéncia

k k k

que é o complexo de Koszul dos elementosma F, ..., ma Fy, do anel Aa, pois Aa é uma
A-algebra.
Pela observacao anterior e pelo Lema 78, para mostrar que a sequéncia

k k k
k 2 1

0—=AG) —= AGE) = —=A() = Al) = A

é exata, basta mostrar que a sequéncia
oA W) A GE) e ey () s f ()
0—= A} — A A Ay —Aa (4.5)
é exata em dimensoes > k—q, paratodoq =0,1,...,k—1. E isto é equivalente a dizer
que o complexo (4.5) é exato em dimensoes > k — ¢, para toda face g-dimensional A
etodog=0,1,....k— 1.
Seqe{0,1,....k —1} e A é uma face compacta g-dimensional de I}, entao pela
hipotese de ndo-degeneracdo o ideal de A, gerado pelos elementos wa (F1), ..., ma(Fk),

é de codimensao finita em A, ou seja,

An
dim < 00.
<’/TAF1, ...,WAFk>
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Entao pela Proposicao 6 segue que

Ax
<7TAF1, ...,WAFk>

possui comprimento finito.

O anel Ax é um anel Cohen-Macaulay (ver [10]) e temos quedim Ay = dim A +
1 = q+1 (ver [4], pag.210). Entao depth(wa(F;), Axr) = dim A = ¢+1. Isto implica
que a profundidade de Ax é ¢ + 1. Entao pela observacao do Teorema 32 o nimero

de termos nulos sucessivos na sequéncia das homologias ék — ¢, logo
Hi(ra(F), An) = -+ = Hy—g(ma(F3), An) = 0.

Portanto as homologias de (4.5) sao zero de k até k — ¢. Logo o complexo (4.5) ¢
aciclico em dimensoes > k — q.

Portanto o complexo (4.5) é aciclico em dimensoes maiores ou iguais ak — ¢, logo
o complexo

k k k

é aciclico em dimensoes maiores ou iguais ak — q.

Portanto pelo Lema anterior a sequéncia

k

04>A<£) 4>A<k51) > 4>A(2> 4>A<1) — A

¢ exata. [ |

Definicao 80: A série de Poincaré do C-modulo graduado A é dada pela expressao

o0
E (dime A
q=0

e denotamos por pa, (t) a série de Poincaré do C-modulo graduado Aa.

Lema 81: a) pa,(t) € uma fun¢do racional emt e o pontot = 1 é um polo de
ordem dim A + 1.
b) SedimA =k — 1, entao

pan () (1=t o= klVia

onde Via € 0 k-volume da piramide de vértice zero e de base A.
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Demonstragao: a) Observamos que o anel A é Noetheriano, pois é o quociente
de um anel Noetheriano (pois Ay = A/kerma pela Proposi¢ao 76). Portanto pelo
Teorema 36 a série de Poincaré de Ax é uma funcao racional emt¢ e o pontot =1 ¢é
um polo de ordem dim Ap = dim A + 1.

b) Sejam my, ..., my os vértices da face. Temos

lim; 1 pa, (£)(1 —tM)* = namero de pontos do conjunto P(A)\ UF_; (mg + P(A))
= ntmero de pontos do grupo quociente Z*/(my, ..., my,)
= |det(my,....my)| = klV,.

onde (my, ..., mg) denota o subgrupo gerado pelos elementosmy, ..., my (para as trés

ultimas igualdades ver [5]). [ |

Teorema 82: (/3], pag. 47) Seja R = ®n>0R,, um anel Noetheriano graduado com
Ry Artiniano e seja U = (u;j) uma matriz k x m com entradas em R, sendo k > m

e cada u;; homogéneo de grau d;;. Suponhamos que se cumpre

dij + dpy = dy + dpy;

para quaisquer t,7,n,l. Se o ideal gerado pelos menores de ordem maximal de U,
denotado por 1,,(U), tem profundidade k—m+1, entdo a série de Hilbert de R,,,(U) =
R/I1,,(U) ¢ dada por:

T
PR ) (®) = Pr(D) - (1+ (-1 2. (b i

=0 1<ji < <jo<m
1§ilg"'§i7n,+n§k

onder =k —m.

Observacao 83: Consideramos R = A = @04,/ Agr1 que tem estrutura de
anel graduado associado. Além disso, A é Noetheriano (pois é isomorfo ao anel
de polinémios nas indeterminadas x, ..., xx sobre o corpo C) e Ay é Artiniano (pois
Ay = Ay/ Ay =C[[z1, ..., zx]] /A1 que é um anel Noetheriano, com dimensao de Krull
zero, e portanto é um anel Artiniano). Consideramos no teorema anteriorm = 1 e
I(m) =1 = (F,...,F}), onde F; é homogéneo de grau M, para i = 1,....,k. Além
disso, Ry (U) = A/I possui dimensao finita como espaco vetorial. Logo pelo Teo-

rema 6, A /I tem comprimento finito e tem estrutura de anel graduado. Logo, estao
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satisfeitas as hipoteses do teorema anterior, param = 1. Portanto, temos

pasi(t) = pa(t)(1 — "),

Agora iremos demonstrar o Teorema 73. Iremos enuncia-lo novamente para faci-

litar a leitura do texto.

Teorema 84: Seja [ € C[[z1, ..., k]| uma série formal comoda com parte principal
Newton nao-degenerada na origem. Entao a codimensao do ideal gerado, no anel

graduado assoctado

A=grA= @qZO(Aq/Aq—i-l)a
pelas formas iniciais das séries

of  of

T ey L
8.7}1’ ’ 8xk

¢ igual a k!'Vy. Em outras palavras, temos
dime A/(FY, ..., F}) = k.
Demonstragao: Da exatidao da sequéncia (4.4) e da Observacao 83 temos:
PAy(F.h (t) = pa(t) (1 — tM)F,
A partir desta igualdade, temos:
lim pa/(p....) (t) = limpa (£) (1 — )",

Considerando em A/(F1, ..., F}) a graduagao trivial, a igualdade acima se reescreve

da seguinte forma
lim dime A/(Fy, ..., Fy) = limpa (£)(1 — )"

donde segue que

ou seja,

dime A/(FY, ..., Fy) = pa(t)(1 — )% |, . (4.6)
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Pelo fato da sequéncia (4.2) ser exata e a dimensao ser uma func¢ao aditiva temos:
dim A, — dim(Cj_1), + dim(Cy_5), — - - - + (—1)* dim(Cp), = 0.

Logo, multiplicando cada parcela da soma anterior port? e somando em ¢ de zero a

infinito, segue
D dim Ayt =Y dim(Croy)gt? + -+ (=1)F D dim(Cp)gt? =0
q=0 q=0 q=0

donde obtemos,

portanto
Pa(t) = pe,, (1) + R(t)

onde R(t) é a soma alternada das séries de Poincaré dos modulos A onde dim A <
k—2. Além disso, pc, , (t) = Poac,an(t) = Do acrPaa(t). Portanto a série de Poincaré
do C-modulo A é:

pa(t) = pas(t) + R(t). (4.7)

Al
Conforme o item (a) do Lema 81, temos que R(t) é uma func¢do racional em ¢ com

polo de ordem menor ou igual a k — 1. Entao

lim R(¢)(1 —t)(1 = t)* ' =lim R(t)(1 —t)* = 0

t—1 t—1
Logo,
lim,_; R(t)(1 —tM)F = lim_ Rt)(1 —t)FQ +t + 12+ M1k
= limy_ R(t)(1 — t)*limy (1 ¢+ 12 4 -+ - + M1k
= 0-MF=0.

Portanto
lim R(t)(1 — M = 0. (4.8)
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Consequentemente, por (4.6), (4.7), (4.8) e pelo segundo item do Lema 81, segue
dime(A/(Fy, ..., Fy)) = lime.ipa(t)(1 — )"
= lime 1 (P aerpan(t) + R(1)(1 — M)
= lime1 (o aer paa (B)(1 = 1)%) + lim, 1 (R(2)(1 — 1))
= lime 1 (P aer pan (t)(1 = 1))
= Paer(imei(pay (6)(1 —t)F))
= ZAGI klViy = k! ZAGI Via = KV

4.1 Codimensao do ideal <$¢%>¢:1,...,k coincide com a
1

geeey

codimensao do ideal <xi% + Anri1)i=1,..k

Nesta secao demonstraremos o Teorema 74.

Para os proximos resultados, entendemos por filtracao umaZ-filtragao decrescente,
que é definida como segue: uma Z-filtracao decrescente em um anel R é uma familia
de ideais { R, } ez satisfazendo as seguintes condi¢oes:

a) R = Ry;
b) R,11 C R, para todo n € Z;
¢) RyR, C Ryyy.

Definigcao 85: Uma aplicagao 9 : B — A de C-moédulos filtrados é dita estrita se
para todo q € Z, temos
0B, =0BNA,.

Seja A uma C-algebra filtrada que satisfaz a condigao A = UgezA,.
Denotamos grA = @yez A,/ Agt1, pOr

A= 69qEZlAqa

ou seja, A =grAde A,/ A1 = A,
Seja f; € Ag, e F; = fi + Ag,+1 que é um elemento de Ay, parai =1, ..., k.
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Consideramos uma aplica¢ao 0 : B — A de C-mddulos filtrados e 0 respeitando
a filtracao, isto é,

O(B;) C A
para ¢ > 0. Nestas condigoes, podemos definir
gro:grB—grA

onde, grd(f + Biy1) = 9(f) + Air1. Notamos que, gro estd bem definida e ¢ um

homomorfismo.

Lema 86: Seja

K—2 -2 4

um complezxo de C-mddulos filtrados, 0, e Oy respeitando a filtra¢ao. Suponhamos que

B = UgezB, e a sequéncia

gr K Bro: grB Bron

grA (4.9)
€ exata. Entao, para qualquer q € Z tem-se

o(B)NA, =(B,)
ou seja, o morfismo Oy € estrito.
Demonstracao: Temos que

01 (B) N Ay 2 01(By)
uma vez que 0;(B,) C A, e 01(B,) C 0;(B). Mostramos agora que,

01(B)n A, C o(B,).
Seja 01b = a € 01(B) N A, para algum b € B. Definimos

¢ =max{n: n<gq, a € (B}

Como b € B = UyezBB, segue que b € B,,, para algum m € Z e assim a € 0,(B,,).
Caso m < ¢, segue que m € {n: n < q, a € 9;(B,)}. Por outro lado, se m > g,
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temos que B, C B,; portanto a € 01(B,) e temos m € {n: n < ¢, a € 0,(B,)}.

Portanto o conjunto
{n tn S q, ac 81<Bn)}

é nao-vazio e estd bem definido. Resta mostrar que ¢ = ¢ para concluirmos a
demonstra¢do. Suponhamos que ¢; < ¢, por definicdo de ¢1, a € 9(B,). Logo
podemos encontrar by € B,,, para o qual 0;(b;) = a. Portanto, gro(by + By +1) =
O1by+ Ay 1 = a+ Ay 11 = Ay 41, este tltima igualdade segue pelo fato queq; +1 < ¢
e portanto A, C Ay 1. Portanto, by + By, 11 € kergr0;. Pela exatidao da sequéncia
(4.9), temos que ker gr &y = Im grds. Logo, existe x € Iy, tal que groa(x + Iy 11) =
O2(z) + By, 11 = by + By, 1. Por consequéncia, by — 0a(x) € By, 41 €

81<b1 - 821') = 81b1 — 8182:10 = albl = Q.

Entdo, a € 01(By,+1), 0 que contradiz a maximalidade de ¢;. Logo, ¢ > ¢1, mas desde

que q < ¢, concluimos que 0, ¢ estrita. |

Lema 87: Seja 0 : B — A um morfismo estrito de C-mddulos filtrados, isto €,
a(B) N A, = 9(B,), para todo q € Z. Entio temos o sequinte isomorfismo de C-

modulos

gr(A/0(B)) = gr A/gro(gr B).

Demonstracao: Da sequéncia exata,

e como A; NI(B) = J(B;), segue que
(A/0(B)); = A;i/0(B;).

Assim,

Portanto, gr(A/0(B)) = gr.A/gro(gr B). [ ]
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Teorema 88: Suponha que o complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., Fy da C-
dlgebra A € aciclico em dimensao 1. Entao temos

a) um isomorfismo de C-mddulos

gr(A/(f1, - i) = AJ(Fr, .., Fy). (4.10)

b) o morfismo 0y : A¥ — A que envia (g1, ...,gr) em g1 fi + -+ gufr € estrito para
a sequinte escolha da filtracao em A*: a filtracdo de (0, ..., g;,...,0) em A* € igual a
filtragdo de g; em A menos d;.

Demonstracao: Vamos considerar uma parte do complexo de Koszul dos elementos

fla"'7fk6"47
) —2 o () —2 4

k k
onde a filtracao em AG) ¢ introduzida da mesma maneira que a filtracao em AG) 1o

enunciado do teorema. A sequéncia

T o ro
¢é isomorfa a sequéncia
K 8o K 8ro
A(2> A(1)

que ¢ uma parte do complexo de Koszul dos elementos F1, ..., F, do anel A = gr A.
Por hipdtese temos que a sequéncia anterior é exata, entao pelo Lema 86 segue que o
morfismo 0; é estrito, o que demonstra a segunda parte do teorema.

Como Im 9y = (f1, ..., fx) e Imgrdy = (F1, ..., F}), entdao pelo Lema 87, temos
gr(A/9(B)) = gr. A/grd(gr B)

ou seja,
gI'(A/<f1, vy fk)) = A/<F1, ,Fk>

Portanto vale (a). [ ]

Agora demonstraremos o Teorema 74. Iremos enuncia-lo novamente para facilitar

a leitura do texto.
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Teorema 89: Seja f € Cl[zy,...,xx]] uma série formal comoda, com parte prin-

cipal Newton nao-degenerada na origem. FEntao a codimensao do ideal gerado por

xl%fl, ...,xk% em A, € igual a codimensao do ideal gerado pelas formas iniciais de

of of : _
T1gars o Thigp- NO anel graduado associado A = gr A. Em outras palavras, temos

dimc A/<F1, ,Fk> = dimcc[[$1, ,ka]]/(fl, 7fk>

Demonstracao: Colocamos f; = xi% € Ay, parai = 1,..., k. Por hipétese temos
que f é uma série formal comoda e com parte principal Newton nao-degenerada, entao
pelo Teorema 79 temos que o complexo de Koszul dos elementos F1, ..., F}, é aciclico

em dimensoes positivas. Logo, temos que vale (4.10) do Teorema 88, ou seja,

gr(A/(fi s fu)) = A/(FL o Fl).
Resta apenas mostrar que
dime (gr(A/(f1, -, fr))) = dime A/{f1, ..., fi)-
Seja Z = (f1, ..., fx) e gr (A/T) = @iz X/ Xi1. J& sabemos que
dime A/(FY, ..., Fy) = kIVj.
Assim, usando (4.10) e o Teorema 73, temos
of

Ly M) = BV,
Tk

0
dimc gI‘(.A/I) = dlmc A/<$1—f + AJV[-H» ey Tk
6x1 8

Portanto, dime gr(.A/Z) é finita. Logo, existe r € N| tal que
X=X =+
onde X; = (A/I); = (A, +I)/Z. Assim
IT+A=T+An="".
Decorre da filtracao de Newton, que existemn,l € N, n > r tal que

A, DM > MH S A4,
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Comon >r, temosZ+ A, =7+ A, e assim
I+ M CT+A =T+A, CT+ M
e consequentemente isto implica que
I+ M =T+ ML

Assim

McT+ M =T+ MM

Logo, aplicando o Lema de Nakayama (Corolario 5), segue que
A, c Mz

e portanto segue que
X, =A,/T =0

e assim A/Z = X, = X,/ X, logo
dime gr(A/Z) = X5 dime X, = X0 dime X, /X1 = dime Xy = dime A/Z.

Portanto dim¢ A/Z = dime gr(A/Z).



Capitulo 5

Demonstracao do Teorema Principal

Neste capitulo daremos a demonstracao completa do Teorema 65. Para isto, serao

necessarios mais alguns resultados além dos ja enunciados no Capitulo 3.

Lema 90: (/13/, pag.130) Seja J um ideal do anel C|[x1, ..., k]| que satisfaz para um

certo inteiro |l > 0 a sequinte condicao
dime C[[x1, ..., wg)] /(J + M) <,

onde M o ideal mazimal de C|[zy, ..., x4]]. Entdo J > M.

Demonstragao: Consideramos a seguinte cadeia descendente
(J+MIY+ MDD (J+ MY+ M DT+ MY L M2D .. D (J4+ MY,

Como J + M1 é um ideal de codimensio [ e cada uma das inclusdes acrescenta um

na codimensao de J 4+ M!*! segue que a cadeia é estacionaria em k < [, isto ¢é,
(J + MY+ MF = (T + MY + M

Logo J + MK = J + M*1 e por isto
MFC T+ ME =T+ M =+ MM,

Entdo pelo Lema de Nakayama, temos M! C M* C J. [ ]

Enunciaremos novamente alguns resultados ja apresentados no Capitulo 3, para

facilitar a leitura do texto.

69
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Proposicao 91: Sejam f, fi € Cl[z1, ..., x1]], u(f) =1 < 0o e sejam f, — f € M!T2,
Entao

p(fr) = p(f)
Demonstragao: Denotaremos J = <§—£,...,§—i) e J = (%7...,%>. Como por

hipdtese pu(f) =1 < oo temos

dime Cl[z1, ..., xi]] /T =1 < 0.

Como
JC J+ M
entao
CH$1, ,l’kﬂ - CHZBl, ,(L‘k]]
(J + ML) — J
¢ assim

Cllz1, -y 1] . Cl[z1, ey ]
ey = dime =

Pelo lema anterior, segue que, J O M1 entdo J = J + M1, Portanto
C[[xl,...,xk]] C[[Il,,ﬂjk]]

7o e g 51

Como por hipétese f — f € M2, temos 52 (f; — f) € M. Logo

T

dimc =1.

= p(f) = dime

J+ M = g + M

Por (5.1) e pelo lema anterior, temos J; D M. Entao J; + M = J;, e portanto
concluimos que pu(f) = p(f1). [ |
Observamos que o teorema anterior ainda é verdadeiro se supormosu(f) <I1. A

demonstracao segue analogamente.

Teorema 92: Seja [ € Cl[xy,...,xx]] uma série formal Newton nao-degenerada,
ndao-comoda ndao contendo mondémios da forma x;* para i = 1,...,q, e contendo 0s
mondémios desta forma para as outras indeterminadas. Denotaremos porg = gom @
série

q
f42
i=1
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para o; € C. Entao

a) existe um my, tal que para m > mg e a; # 0 a parte principal newtoniana go da
série g na origem € igual a fo+ Xi_jc;x", Newton nao-degenerada para quase todos
08 Q.

b) se dimT'(f) = k — 1, entdo em (a) podemos tomar o nimero (d(f))* + 1 no papel
de mgy (lembramos que d(f) = max,crpn{|n|}, onde |n| =ni +--- +ny).

c) existe um polinémio p(m) cujo termo de grau nulo € igual av(L'_(f)), tal que para

um ndmero infinito de valores dem temos v(gom) = p(m).

Demonstragao: a) Consideramos mg o maior inteiro positivo do conjunto de pon-
tos, os quais sao obtidos da intersecao dos hiperplanos passando pelas faces, obtidas
de f, com os eixos. Logo tomando valores m maiores ou iguais a mg, obtemos uma
série

q
9 = Gam = f + Zazx;m
=1

Agora os elementos do supp ga,m ja estao sobre a fronteira de Newton de g, assim para
conhecer a parte principal da série g basta considerar os elementos sobre a fronteira

de I'(f), que é a parte principal de f. Assim, temos
q

9o = fo+ Yl
i=1

go € Newton nao-degenerada para quase todos os; € C, pois o conjunto das partes
principais Newton nao-degeneradas é aberto e denso na topologia de Zariski, conforme
Teorema 59.

b) Os hiperplanos de dimensdo k — 1 da fronteira de Newton de f interceptam os
eixos nos pontos situados a uma distancia da origem menor ou igual a(d(f))~.

c¢) Pelo item (a) do teorema, temos que param > mg, a fronteira I'(g) possui um
numero de vértices constante. Existe uma quantidade finita de tipos combinatorios
distintos a um nimero de vértices dado. Fixemos I'(g), pela definicdo de v(g), o
nimero v(I'_(g)) é um polinémio dependendo das coordenadas dos vértices deI'(g),

ou seja, v(I'_(g)) ¢ um polindémio em m. O numero v(I'_(ga,m)), para cada m >

mg, se obtém por uma das formulas, dentre uma quantidade finita. Portanto, para
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um namero infinito de valores de m o nimero v(I'_(ga,m)) ¢ obtido por uma destas
formulas, digamos p(m). Observamos que, geometricamente, é claro que o termo

constante do polinémio p(m) é igual a v(I'_(f)). [ ]

Definicao 93: Seja X um espaco métrico qualquer. Dizemos que uma funcao f :
X — R & semicontinua superiormente em a se para toda sequéncia de pontos
T, € X, com lim, ., x, = a, temos

limsup f(z,) < f(a).

n—oo

Agora iremos demonstrar o teorema principal (Teorema 65):

Teorema 94: a) O nimero de Milnor de uma série formal f é maior ou igual ao

numero de Newton, ou seja,

n(f) > v(f)

e u(f) = oo sev(f) = oo.
b) Se a parte principal fo da série f é Newton nao-degenerada entio pu(f) = v(f), ou

seja,
p(f) = kWi — (k= D)Wy + -+ (=D 11V, + (=1)F (5.2)

Demonstragao: (a) Consideremos um série formal f. Depois do Teorema 59,
podemos encontrar uma aproximacao de f consistindo de uma familia { f,,} de séries
Newton nao-degeneradas a um parametro, com a mesma fronteira de NewtonI'(f)

para cada série. Depois do item (b) do Teorema 65, segue que

N(fn) = ’/(fn)

Observamos agora que o nimero de Newton ¢ uma soma de volumes, e o volume
é uma funcao continua, logo o nimero de Newton é uma funcao continua.
Usando a semicontinuidade do ntimero de Milnor, temos

limsup pu(fn) < p(f).

n—~o0
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Como para cada f,, temos: u(f,) = v(f.), segue que

limsup u(f,) = limsup v(f,).

n—oo n—oo
Uma vez que a sequéncia {f,} converge para a série f, temos, pela continuidade
do nimero de Newton que a sequéncia v(f,) converge para v(f). Assim, temos

limsupv(f,) = lim (f,) = (/).

n—oo

Portanto

u(f) = v(f).

(b) Demonstraremos agora, com auxilio do Teorema 67, a afirmagao (b), para séries
comodas com parte principal Newton nao-degenerada na origem.

Consideramos o conjunto {1,...,k}. Seja I um subconjunto préprio do conjunto
{1,...,k}. Denotaremos por w; o volume de dimensao (k — |I|) do poliedro I"_(f;)
multiplicado por (k — |I])!, ou seja, w; = (k — |I])!V(x—1). Colocamos wyi k=1 e
wp = k!'Vi, onde Vi, é o volume de dimensao k& de I'_(f7).

Seja f uma série formal comoda, com parte principal Newton nao-degenerada na
origem. Entdo pelo item (a) do Lema 70, a série f;, para cada I C {1,...,k}, é uma
série formal comoda com parte principal Newton nao-degenerada na origem. Assim,
podemos aplicar o Teorema 67 a cada uma das séries f7.

Depois da formula (3.1) para f; e um abuso de notagdo, obtemos

. Cllz1, ..y 1]
wy = dimg = [ (5.3)
<._'E1g_£§a ;xk%> 1162%’:'"’k} '

onde I C I.

Com auxilio do Lema 70, (parte (b)), obtemos a seguinte igualdade
Wi — (= DV 4+ + (=D 111 + (=1)F = (=), (5.4)

onde I € 2{L-k},
Mas por (5.3) temos que

DD o= =0y = Y (=D s = e = p(f),

I Ichc{1,..,k} ILic{1,..,k} ICh
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pois o coeficiente de py ¢ igual a 1 e o coeficiente de py,, para I # 0, ¢ dado por
Y ren (DM (que & ignal a Yoo, (=1 (") = 0).

Portanto vale (5.2).

Antes de continuar a prova faremos um exemplo para ilustrar (5.4) e o fato de
que o coeficiente de g é igual a 1 e o coeficiente de py,, para I # (), é dado por
> rer (=11 respectivamente.

Consideramos I € 2112} temos

SV = (1) + (Dl + (1) + (—1)02 w5
= AV -V v

onde I'_(fry) =T-(f)NRyqy e I (f2y) = T-(f) "R 123. Notemos que Vk{ﬂ +V}€{§
é a soma dos volumes de dimensao 2 das interse¢oes do poliedro I'_(f) com os planos
coordenados de dimensao 1. Assim a soma anterior é igual 2!V, — 11V; + 1.
Portanto X(—1)lw; = 21V, — 11V; + 1.
Consideramos I C {1,2}. Logo

SO )M=Y = Y mn— > pnt >

Lc{1,2} Ich 0cIic{1,2} {1}ycnhc{1,2} {2}cric{1,2} {1,2}cc{1,2}

= g+ g1y 2y T 12y — H{2y — {1y — {12 T2 — H{12y = Mo = w(f).

Observamos que o coeficiente de pp é igual a 1, enquanto que para |I;| = 1 os
coeficientes de pup, sio 0 =1—1= () — (}) = Zogigl(—l)i(llj‘), e no caso |[;| =2

os coeficientes sao 0 =1—2+1 = (g) — (f) — (;) = Zogigz(—l)i(”?l).

(2

Demonstraremos agora a afirmagao (b) para séries nao-comodas.

Vamos separar a demonstracao desta afirmacao em duas partes: primeiramente
para v(f) < oo e depois para v(f) = oo.
e Supomos que nas condi¢des do Teorema 92 tenhamosv(f) < oo.

Pela defini¢ao de v(f) (para f ndo-comoda) e pelo item (a) do Teorema 92, temos
para um m suficientemente grande, as seguintes igualdades

v(f) =supv(f+ 3 27") = supv(f + X uzf") = sup v(g) = v(g).
meN meN meN
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Uma vez que g = go,m ¢ uma série com parte principal Newton nao-degenerada

para quase todos os «;, segue de (5.2) que

Como

Gam — f=f+ Zg:laim;n —f= Egzlaix;-" €M™

e como V(f) = p(gam) = p(g) < oo, conseguimos m suficientemente grande de modo

que, m > v(f) 4+ 2. Assim pela Proposi¢do 91 e pela observacao anterior, temos

p(f) = :u(ga,m) = V(ga,m) =v(f).

Portanto

e Supomos agora que v(f) = oo.
Mostraremos que se u(f) < 0o, entao v(f) < 0o, 0 que sera um absurdo.

Se u(f) < oo, entao como
Jam — [ = Tl auz]" € M™
e para um m suficientemente grande, temos u(f) < m — 2, segue do Teorema 91

(Gam) = p(f).

Mas a série go, € comoda e Newton nao-degenerada, pelo item (a) do Teorema

92, portanto depois da formula (5.2) (t(ga.m) = V(ga,m) consequentemente

v(f) = sup v(gam) = sup u(f) < oo
meN meN

0 que é uma contradicao.

Logo, se v(f) = oo, entao u(f) = oo. Portanto v(f) = u(f). [ ]

Os exemplos a seguir ilustram os Teoremas 65, 67 e 73.
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Exemplo 95: Seja f: (C2,0) — (C,0) dada por f(z,y) = a* + 2%y + 3.

2 4

Observamos que a fronteira de Newton possui duas faces de dimensao um, digamos
A; e Ay, como podemos observar na figura acima. Os vetores primitivos sao, respec-
tivamente v; = (1,2) e v = (1,1). E l(v1) = min{a +2b : (a,b) € T} =4 e
l(ve) = min{a + b : (a,b) € 'y} = 3. Portanto, M = mmc{4,3} = 12. Logo, a

aplicacao filtrante associada a 'y é dada por
¢(a,b) = min{3a + 6b, 4a + 4b}.

Como f é uma série formal comoda com parte principal Newton nao-degenerada
na origem, temos pelo Teorema 65 que o nimero de Milnor u(f) é igual ao namero

de Newton v(f). Assim

Clleyll Cllz.y]
w(f) 1me <g_£’ g_@ e (4a® + 2xy, 2% + 3y?) " nr

Pelo Teorema 67 temos

. C[[x,y]] : Cllz, y]]
dime ———Z%— = dim, = 2!V, = 10.
T e TR T
Pelo Teorema 73 temos
A
dim¢ =21V, = 10.

(ng—i + Aus, yg—i + Aiz)

Para verificarmos esta igualdade em nosso exemplo, calculamos os ideais.A, para todo

q > 0, e determinamos os quocientes A,/ A, 1, para todo ¢ > 0.
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Temos (v3L + Anria, yg—gj + Apra) = (ot 4 222y + Agg, 2%y + 3y° + Ass).
O ideal I = (4z* + 22%y, 2%y + 3y®) contém M°E. Além disso, temos que z'y, 2%y?,
2292, xy?, 2%y e y* € I. Observamos também que 4a* + 222y € [ e 2%y +3y® € I,

L3y,

: 4 1 97 "3 _ 1.9 5 _ _ 1.3 3 _
assim temos que x = —3T7Y, Y° = —3T7Y, 0 = —3x°y e xY° = —3

Assim A /I é o seguinte anel quociente

(1)B(0)B(0) ®(x) B (y)D(0) B (x?) B(0) D (y* ) B(z®) B(0) B (0) b (z? ,y* ,wy? ,z%y) B(0)P...
(222 +ay+A13,2y+3y3+A13)

que é um espaco vetorial gerado gerado por (1,Z,7, 22, 42, T, 23, xy?, 22y, 23y).
Portanto

dime A /T = 10,
Exemplo 96: Seja f:(C%0) — (C,0), dada por

flz,y) = 2 + zy + 2%y + 2y’ + 5.

Note que a fronteira de Newton I'(f) possui somente duas faces, A; e Ay, formadas
pelos vértices {(2,0), (1,1)} e {(1,1), (0, 3)}, respectivamente, como podemos observar

na figura abaixo.

1 2
A face A; possui vetor primitivo v; = (1,1) e I(v1) = 2, e a face Ay possui vetor

primitivo v = (2,1) e l(vg) = 3. Temos que M = 6. Assim
¢(a,b) = min{3a + 3b, 4a + 2b}.

Pelo Teorema 65 segue que o ntmero de Milnor da série formal f é igual ao niimero

de Newton, ou seja, u(f) =2 - g — 5+ 1 =1. Pelo Teorema 67 temos que

Cllz, y]]
(r5t y5s)

dime =21V, = 5.
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E pelo Teorema 73 temos que

A
(5 + Az, y% + A7)

dime =2V, = 5.
Com auxilio de ¢ conseguimos determinar os ideais A,, e 0s espacos vetoriais
A/ Ags1, para todo ¢ > 0.

Temos a seguinte igualdade

of of

(r== +AM+1,y3—y

pe + Aprg) = 222 + 2y + A7,y + 3y° + Ay).

Considerando o ideal I = (22% + zy, yx + 3y®), temos que I contém M?*. Além
disso, observamos que os mondémios zy?, z%y, e 23 € I.

Logo temos o seguinte quociente

AJl = (1)@(0)® () &(x)D(y*) B(0)B(a? y° zy) ©(0) (Y zy?) B(2° 22y @...
(2z2+zy+A7,2y+3y3+A7)

que é um espaco vetorial gerado por (1,7, 7, y2, 77).
Portanto

A préxima proposicao nos fornece uma maneira de determinarmos o nimero de

Newton de uma série formal nao-cémoda.

Proposigao 97: Seja f € C|[x1, ..., k]| uma série nao comoda nao contendo mono-

mios da forma x*, para i = 1,...,q, e contendo os mondmios desta forma para as

outras indeterminadas. Entaov(f) = oo, ou v(f) =v(I'_(f)).

Demonstragao: Consideramos o polinémio p(m) cuja existéncia é provada no item
(¢) do Teorema 92. Se p(m) nao é um polinémio constante, entdop(m) = v(I'_(gam))
para um ntmero infinito de valores de m. Assim,
v(f) = sup v(f + B q;}") = sup v(gam) = sup ¥(I'-(ga,m)) = sup p(m) = oo
meN meN meN meN

entao

v(f) = oc.
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Se p(m) é uma constante, entdo por (¢) do Teorema 92 temos que

Entao pode-se encontrar um m suficientemente grande, tal quem —2 > v(I'_(f)), de

modo que
V(gam) = p(m) = v(I'_(f)).

Como a série g, é comoda, com parte principal Newton nao-degenerada, segue que
1(goym) = V(Gam) = v(L-(f)).
Agora, temos (gam) = v(I'-(f)) <m—2e¢ gom — f € M™ 0 que implica que

p(f) = 1(gam) = v(T-(f)).

Logo, como

v(f) = sup v(f + Z{_ cuxi") = sup v(gam) = sup p(gam) = sup pu(f) = v(I'-(f)),
meN meN meN meN

obtemos a igualdade
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