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"Tudo tem o seu tempo determinado, e ha tempo para
todo propédsito debaixo do ceu: ha tempo de nascer e
tempo de morrer; tempo de plantar e tempo de arran-
car o que se plantou; tempo de matar e tempo de curar;
tempo de derribar e tempo de edificar; tempo de chorar
e tempo de rir; tempo de prantear e tempo de saltar
de alegria; tempo de espalhar pedras e tempo de ajun-
tar pedras; tempo de abracar e tempo de afastar-se de
abracar; tempo de buscar e tempo de perder; tempo de
guardar e tempo de deitar fora; tempo de rasgar e tempo
de coser; tempo de estar calado e tempo de falar; tempo
de amar e tempo de aborrecer; tempo de guerra e tempo

de paz.”

(Eclesiastes 3)
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Resumo

Nesse trabalho, construiremos solugao global para uma lei de conservagao, devido a
C. M. Dafermos. Também discutiremos algumas propriedades para uma classe de

sistemas de leis de consevagao.



Abstract

In this work, we will construct global solutions for a conservation law, due to C. M.
Dafermos. Also we will discuss some properties for a class of systems of conservation

laws, due to B. Rubino.
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Introducao

Esse trabalho esta dividido em duas partes, apresentaremos inicialmente um
método para construcao de uma solucao global para uma classe de leis de conservacao
baseado em [D], depois faremos algumas consideragoes sobre um sistema nao-linear
2 x 2 hiperbdlico de leis de conservacao baseadas em [Ru].

No segundo capitulo, estudaremos o problema de valor inicial

u+ f(u), =0 (z,t) € R x [0,+00)
u(z,0) =up(x) xe€R

(1)

onde f é localmente Lipschitz continua em IR e ug é limitada e de variagao local-
mente limitada em IR. Primeiro, definiremos uma solucao fraca admissivel para (1).
Depois, mostraremos a existéncia de solu¢ao fraca admissivel para (1) em alguns
casos particulares e construiremos uma solucao fraca admissivel global para o caso
geral.

No terceiro capitulo, faremos algumas consideragoes sobre o problema de Cauchy

uy + ((%4—@) u2—|—f(v))z =0

v+ (uwv), =0 (2)
(u; v)t=0 = (10, Vo),
para funcdes u,v definidas em IR, x IR a valores reais. Assumiremos que a > % é

constante, f € C*(IR) é par e V v satisfaz

f'(w)v>0, v#0
f"(v) >0, v#£0.
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Verificaremos a existéncia de regioes invariantes e faremos algumas estimativas a
priori em L%°. Depois, estudaremos o sistema viscoso, mostraremos a existéncia
de infinitas entropias de diferentes tipos e aplicaremos os argumentos de Tartar e
DiPerna para provar a existéncia de uma entropia polinomial. Finalmente, estu-

daremos o problema de Goursat.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conteidos preliminares (definigoes,
lemas, teoremas) necesséarios para o desenvolvimento da dissertagao.
Enunciaremos agora, algumas defini¢oes e alguns resultatos que serao usados

no primeiro capitulo.

Definigao 1.1 Sejam f : [a,b] = R e P ={a =129 < 21 < ... < x, = b} uma
particao de [a,b] C R. Definimos

n—1

Z(fap) = Z |f(zis1) = flzi)]

1=0

A wariagao da fungdao f, no intervalo |a,b|, € definida por

Varyf = szljp Z(f, P).

Dizemos que f tem variagao limitada, no intervalo [a,b], se existe M > 0 tal

que Varygyf < M.
Definicao 1.2 Uma fungdo f : IR — IR € continua a esquerda de xo € R se

lim f(z) = f(z5) = f(zo)

T—T)

Teorema 1.1 Se f tem variagao limitada entao f(x~) existe Vx € IR e o conjunto

onde f € descontinua é enumerdvel.
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Demonstracao:  ver [R].

Teorema 1.2 (Teorema de Helly) Considere uma seqiiéncia de fungoes f, : IR —
R, tais que Varpf, < M e |f,(x)] < M, Vv eVaz € IR. Entdo existe uma
fungio f e uma subsegiiéncia { fn} tal que fn(v) — f(x), Vo € R, Varpf <M e
If(z)| < M, VzeR.

Demonstragao:  ver [B].
A seguir, enunciaremos algumas defini¢oes e alguns resultados que serao usados

no segundo capitulo.
Definicao 1.3 Seja T' > 0, definamos o conjunto de fun¢oes I'r por
Iy ={u e L7([0, T] X R); [lu(t) — tlle <7},
e o operador G sobre I'r por
t
Gu)(t) = Z(¢) * o — / Z,(t — 5) * f(u(s)) ds,
0

u € I'r, onde Z € a solucao fundamental da equacao do calor e x denota uma

convolucao em x.

Lema 1.1 Supomos que ug —u € L L?, f(u) = 0 e que ||ug — @ljoc = s < .
Entao se T > 0 € suficientemente pequeno (dependendo de s), valem as sequintes

afirmagoes:
a) G aplica I'r em si proprio.
b) G € uma contracao na topologia L™ sobre I'r.

c) FEziste uma constante Cy dependendo apenas de Z e f, tal que sempre que u € T'p

satisfizer
[u(®)ll2 < Colluoll2, ¢ € [0,T], (1.1)

entio G(u) também satisfaz (1.1).
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d) Eziste uma constante Cy dependendo apenas de Z e f, tal que sempre que u € T'p

satisfizer

C1||uollp

Vi

para p =2 ou p = 00, entdo G(u) também satisfaz (1.2).

[Jua(D)lp < , 0<t<T, (1.2)

e) Dado ty € (0,T), eziste uma constante Cy dependendo apenas de Z, f e to, tal

que, sempre que u € I'p satisfizer (1.2) e

Ca([Juoll2 + [uoll3)

Vi— 1t

entio G(u) também satisfaz (1.3).

[t (2) 2 <

Lo <t<T, (1.3)

Demonstragao:  ver [W].

Teorema 1.3 Suponhamos ug —u € L L? e ||Jug — U]|loc = s < r. Entdo existe
uma tunica solugcdo u de (3.4) definida em uma faiza [0,T] x IR, onde T depende
somente de Z, f e s. Mais ainda, us, Uy, Uy sao Holder continuas em t > tg > 0;

ue(t), ugp(t), Upe(t) € ug(t) estao em L*(IR) para t > 0.
Demonstragao:  ver [W].

Teorema 1.4 Sejam Qy = R x (0,7] e Q@ = R x [0,7]. Seja L um operador

parabolico com coeficientes continuos em €y, da forma

2
Ly = a(x, t)% + b(x, t)g—i} + c(z, ) —

i
ot

satisfazendo
la(z,t)| < M, |b(z,t)] < M(Jz| +1), c(z,t) < M(Jz]* +1).
Assuma que Lv <0 em Qg e que
v(z,t) > =B’ emQ),

para algumas constantes positivas B, 3. Se v(x,0) > 0 em R entdao v(z,t) > 0 em

Q.
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Demonstracao:  ver [Fr].

Definicao 1.4 A seqiéncia {fx}32, em L>®(Q), converge fraco * a f € L*(Q), e

escreve-se
fo = [ em L%(Q)
se

lim/fkgdx:/fgda;
k=0 Jo Q

para cada g € L'(Q2).



Capitulo 2

Aproximacao Poligonal de
Solucoes do Problema de Valor
Inicial para uma Lei de

Consevacao

2.1 Introducao

Segundo [D], Considere o problema de valor inicial

u + f(u), =0 (z,t) € IR x [0,400) 2.1)

u(z,0) =up(x) x€lR,

onde f é localmente Lipschitz continua em IR e ug é limitada e de variagao localmente
limitada em IR.
Em geral, nao existe solucao cldssica de (2.1), mesmo quando f e ug sdo suaves.
Segundo [D], estabeleceremos a existéncia de uma solugao que satisfaz a condigao
proposta por Hopf [Hf]. Tal solugao serd construida primeiro em um caso especial
onde ug é uma funcdo constante por partes e f(u) é linear por partes. No caso geral,
aproximaremos f(u) por uma seqiiéncia de fungdes lineares por partes e ug por uma

seqiiéncia de fungoes constantes por partes, entao estabeleceremos a existéncia de



solugao através de um argumento sugerido por Oleinik [O].

18
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2.2 Solucoes Admissiveis

Definicao 2.1 Uma fungao localmente limitada e mensurdvel u(x,t) definida em
R x [0, +00) € chamada uma solugao fraca admissivel de (2.1), sequndo [Hf], se para
qualquer fungdo h(u) nao-decrescente e qualquer fungdo ¢(x,t) € CL(IR x [0, +00))

nao-negativa, tivermos

/;OO/_JFOO(I(U)@ + F(u)¢,) drdt + /_+O<> I(ug)p(x,0)dz > 0, (2.2)

o0

onde
= [ "h(e) de, Flu) = / e df o). (2.3)

Observagao 2.1 Se u(z,t) é definida em IR x [0,T) e (2.2) € satisfeita para toda
fungdo ¢(x,t) € CL(IRx[0,4+00)) nao-negativa, entao u(z,t) é chamada uma solugdo

local fraca admissivel de (2.1) em IR x [0,T).
Observagao 2.2 Se h(u) =1 entdo I(u) =u e F(u) = f(u), logo (2.2) torna-se

+00 400 +o0
[ e s s+ [ ot 0yde =0,
0 —00

— 00

por outro lado, se h(u) = —1 entdo I(u) = —u e F(u) = —f(u), assim (2.2) torna-se

/ +OO/ N (—udr — f(u)ds) dedt + / - —uo$(w,0)dr 2 0,

—00

as duas desigualdades mostram que

+oo p+oo +oo
/ / (upy + f(u)p,) dedt + / upp(z,0) dx = 0,
0 —00 —

[e.e]

essa € uma condigdo satisfeita por qualquer solugao fraca de (2.1).

Proposicao 2.1 Uma fung¢do constante por partes u(z,t) com linha de descon-
tinuidade suave x = Z(t), t € (a,b), ou seja, a fungio u(x,t) € descontinua em
(z(t),t), t € (a,b), que satisfaz u(x,0) = up(z), v € R, é uma solugdo fraca ad-
missivel de (2.1) se, e somente se, a sequinte condi¢do € satisfeita: suponha que

x=2(t), t € (a,b), € qualquer linha de descontinuidade de u(z,t) e sejam

v = lim wu(z,t), vt = lim wu(x,t
z—Z(t)~ ( ) z—z(t)t ( )

Entao:
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i) A curva z(t) é uma reta com inclinagao

di _ fut) = f(uw)

= 2.4
dt ut —u~ (2:4)

ii) Para qualquer u entre u~ e u™

flut) = flu) _ flu?) = flu")

ut —u - ut —u~

(2.5)

Observagao 2.3 A equacao (2.4) € a classica condi¢ao de salto, em dinamica dos

gases € conhecida como condi¢ao de Rankine-Hugoniot, enquando (2.5) € a condi¢ao

de Oleinik.

Observagao 2.4 De acordo com (2.5), observamos que se u estd entre ut e u~™
e [ € estritamente conveza, entao temos que o ponto (u, f(u)), estd abaizo da reta
que passa pelos pontos (u™, f(u™)) e (u't, f(u™)), logo u™ < u™. Do mesmo modo,
se u estd entre ut e u” e f € estritamente concava, temos que o ponto (u, f(u)),

estd acima da reta que passa pelos pontos (u™, f(u™)) e (u™, f(u™)), logo u™ < u™.

Agora demonstraremos a Proposicao 2.1.
Demonstragao:

Supomos que u(x,t) é uma solugao fraca admissivel de (2.1). Entao, V h(u)
nao-decrescente e V ¢(z,t) € CH(IR x [0, 4+00) nao-negativa, u(z,t) satisfaz (2.2).
Sejam T uma curva suave na qual u tem um salto de descontinuidade, e

u = lim wu(z,t) e vt = lim wu(x,t).

x—T(t)~ z—z(t)t

Sejam p um ponto pertencente a & e B uma bola fechada, centrada em p tal que

400
t>0,V (z,t) € B. Seja ¢ € C}(B), assim / I(up)¢(z,0) dz = 0, logo temos

// u)gr + F(u)d,) dzdt //B )+ Flu™)g,) dudt

+f / ()6 F)o.) dade 20,
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X

Figura 2.1: B = By |J B, contem o suporte compacto da ¢.

onde By = {(z,1);t > ()} B e By = {(2,1);t <z(t)} () B.

Usando o Teorema de Green, temos que

// W + F(u)p,) dudt = /aBl I )pdr + F(u )t

+ /aBE —I(u")pde + F(u")pdt > 0.
Como ¢ = 0 em 0B, temos que
Q2
/ (=1 (u™) + I(u®)) ¢(z(t),t) dx + (F(u™) — F(u")) ¢(z(t),t) dt > 0,

V¢ e CLB).

Parametrizando z = Z(t) e como @ é arbitréria temos que
(1) — 1) 22 > Fut) — F(uo). (2.6)
Fazendo h(u) = 1 temos que I(u) = u e F(u) = f(u), assim
(ut —u™) — > fluh) = f(u),

Por outro lado, se h(u) = —1 entao I(u) = —u e F(u) = —f(u), logo
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Portanto

de _ f(u®) — f(u”)

dt ut —u—

assim, verificamos o item ¢). Para verificarmos o item i), supomos primeiro que

u” <@ < u'. Definimos

0, u<u
h(u) =
1, u>u,
assim, temos que
0, u<u 0, u<u
I(u) = , F(u) =
u—1u, u>u fuw)— f(a), u>u

flut) = fla) _ flu?) = flu”)

ut — 1 - ut —u~
Um argumento andlogo mostra que a desigualdade é verdadeira quando u™ < @ <
u- .

Reciprocamente, supomos que u(z,t) é uma fungao constante por partes, com
uma linha de descontinuidade suave, Z(t), que satisfaz u(x,0) = ug(z), zr € IR,
sem perda de generalidade podemos supor que Z(t) passa pela origem, além disso,
supomos que u(z,t) satisfaz i) e ii).

Sejam ¢(z,t) € C}(IR x [0, +00) e R = [a,b] x [0, T| um retangulo que contem o
suporte de ¢, tal que R = Ry |J Rs, como na figura (2.2), onde Ry = R(\{(z,t);t >

z(t)} e Ry = RNO{(x,t);t < Z(t)}. Queremos mostrar que u(x,t) satisfaz (2.2).



a T

Figura 2.2: R = Ry |J R» é o suporte compacto de ¢.
Como ¢(z,0) = 0, temos que

// u)dr + F(u)¢s) drdt = /aR —I(u")pde+ F(u™)pdt

—I—/ —I(uN)pdr + F(ut)pdt
OR>

_ / ' [(_M) 4 ety L0 = 160)

ut —u

+/O (F(u™) = F(u")) | o(z(t),t) dt.
Pelo Lema 6.1 de [G-R], temos que

) fu) = fu”)

ut —u~

(=I(u™)+I(u*

+ (F(u™) = F(u™)) >0,

assim, u(x,t) satisfaz (2.2).

23
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2.3 Existéncia de Solucoes Admissiveis

O resultado mais importante desse capitulo é o

Teorema 2.1 Assuma que uy € continua a esquerda, tem variacdao localmente lim-

itada em IR e que existem m, M € IR, tais que
m < wuy(zx) <M, z € R. (2.7)

Se f(u) € localmente lipschitz continua em IR e
|f(u) — f(u)| < Klu—1u|, YV u,u € [m, M], (2.8)

entao existe uma solucao fraca admissivel u(zx,t) de (2.1) que tem as sequintes pro-

priedades, para todo t fizo em [0, +00):

o u(x,t) € continua a esquerda.

u(z,t) € limitada superiormente por M e inferiormente por m.

u(z,t) tem variagao localmente limitada em IR.

A restricao de u(x,t) em qualquer intervalo [xy,xs] estd unicamente deter-
minada pela restri¢ao de ug no intervalo [v1 — Kt,xs + Kt] (dominio de de-

pendéncia finita).

e Além disso,

Vary, su(z,t) < Vary, -kt z,+kqto(T) (2.9)

Antes de demonstrarmos o Teorema 2.1, estudaremos dois casos especiais,

Lema 2.1 e Lema 2.2.

Lema 2.1 (O problema de Riemann para uma aproximag¢ao poligonal)
Assuma que f € linear por partes, ou seja, existe uma particao P = {m = xg <
<o < xy = M} de [m, M] tal que f € linear em cada intervalo [x;_1,z;], i =1,...,n.

Supomos que f satisfaz (2.8) e

u, € (—00,0]

ur, x € (0,400).
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onde u; e u, sao constantes em [m, M|. Entdo existe uma solu¢ao fraca admissivel
de (2.1), que consiste de um nimero finito de constantes separadas por ondas de

choque centradas na origem.

Demonstragcao:  Supomos primeiro que u; < u,. A fronteira da casca convexa
do conjunto {(u,v);w; <u < wu,,v > f(u)} é uma poligonal com vértices nos pon-
tos (ug, f(w)), (ul, f(ub)), (u?, f(u?)),..., (uk,f(uk)) , (Up, f(u,)), sendo u; < u' <
- < b < w,, onde (W, f(uh)), (W fF(u?)), ..., (v, f(u")) sdo também vértices do

grafico de f.

Uy iLl u u Up U
Figura 2.3: A linha pontilhada é um exemplo de representacao de fronteira da casca

convexa entre u' e u®, para uma funcao f linear por partes.

Mostraremos primeiro que

g @ ) ft) et

— un+1 —yn un+2 _ unJrl —

onden=0,1,2,...,k—1, u® = u; e u**!

Como os pontos (uy, f(w)), (u', f(u')), (u?, f(u?)) ..., (u*, f(u")), (ur, f(u;)) sdo

vértices de uma poligonal convexa, todos os pontos do grafico de f estao acima

= U,.

da reta que passa pelos pontos (u”, f(u")) e (v, f(u"1)) e acima da reta que
passa pelos pontos (v, f(u"1)) e (u"2, f(u"*?)), n = 0,1,2,...,k — 1. Sejam
Y1 € Yo as equagoes dessas retas e m; e my suas inclinagoes, respectivamente. Se
my = my entdo y; e Y sdo a mesma reta e o ponto (u", f(u"*1)) nao é vértice,
o que é uma contradicao pela construgao. Supomos agora que m; > my. Como

v (U™ = gy (u™h) e u"T < w2 entao yy (u"T?) > yo (u"T?). Mas nesse caso
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temos um ponto da poligonal que esta abaixo da reta y;, o que é uma contradigao,
pois a poligonal é convexa. Portanto m; < ms. Como —K < m; < my < K, pois f
é lipschitz em [m, M] com constante K, temos que

ko< FE =T ) - fe)

ul — u? —ul

< P " < K. (2.10)
Definimos
( w, L< fuh) — f(w)
t ul —
o S =S o f) - )
ul — t u? —ul
u(z,t) = ¢ : (2.11)
o T T e TS
uk — k-t t Uy — uF
Uy, f(ur)__f§Uk) <z,
\ Upr — U t

portanto u(z,t) definida em (2.11) satisfaz (2.4). Devido a convexidade da poligonal

que forma a fronteira da casca convexa, obtemos

f™) = flw) _ f™) = fu")

un—i—l —u — un—i—l —un

I

Vue (uut), n=01,2,...,k—1, logo u(x,t) satisfaz (2.5). Assim, segundo a
Proposigao 2.1, temos que u(zx,t) é uma solugao fraca admissivel de (2.1).

No caso em que w > u,, sejam (u, f(u,)), (u¥, f(uF)), ..., (u', f(u')),
(ur, f(w)), onde u, < u® < -+ < ul <y, os vértices da fronteira da casca concava
do conjunto {(u,v);u, <u < u,v < f(u)}. Entao (2.10) é verificado. Assim, u(z, )

definida como em (2.11) é uma solugao fraca admissivel de (2.1). u

Lema 2.2 O Teorema 2.1 é verdadeiro se f(u) € linear por partes satisfazendo (2.8)
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T

Figura 2.4: Representagao de uma solugao fraca admissivel de (2.1), para u; < u,.

com
)
v, TSI
Vo, T1 < T < Tg
Uy = (2.12)
Vs, Ts_1 < T,
\
onde vj € constante em [m,M], j=1,...,s.
Demonstragao:  Seja {(u', f(u')),..., (v, f(u*))} o conjunto de todos os vértices

do gréafico de f com abscissas u em [m, M]. Defina 7 = {u',... u*} U {vi,..., v }.
Diremos que uma funcao u(x,t) em R x [0,T") é de classe Dr se as seguintes

condigoes sao satisfeitas:
i) u(x,t) é uma solugao fraca local admissivel de (2.1) em R x [0,T).

ii) Para qualquer ¢ € [0,7) fixo, u(z,t) é uma funcdo constante por partes com

valores em J, continua a esquerda e de variacao limitada em IR. Mais ainda

Varpu(z,t) < Varpuo(z). (2.13)
iii) Para todo t,t' € [0,T)
+oo

/ (e, t) — u(e, )| dr < Kt — ¢ Varguo. (2.14)

Provaremos que existe uma funcdo u(z,t) de classe D, ou seja, u(z,t) é uma

fungao que satisfaz os itens i), ii) e iii) para todo 7' > 0. Para isso é suficiente
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mostrarmos primeiro que para algum 7 > 0 existe uma func¢ao em D, e segundo que
se u(z,t) é de classe Dy para algum T > 0, entdo existe T > T e uma extensao de
u(z,t) em R x [0,7") a qual é de classe Dy.

Aplicando o Lema 2.1 para v; e vj11, 7 = 1,2,...,5 — 1, temos um ntmero
finito de solugbes u;(z,t), j = 1,2,. — 1, que assumem valores no conjunto
J, e um numero finito de choques entre as linhas de descontinuidade. Escolhemos
7 > 0 de modo que ele seja menor que o instante 7" onde ocorre o primeiro choque
entre as linhas de descontinuidade. Definimos u(x,t) = u;(z,t) se uo(z) = v,
j=1,2,...,s—1,eu(x,t) =us_1(x,t) se ug(x) = v, assim obtemos uma soluc¢ao
fraca local admissivel u(z,t) de (2.1) em IR x [0, 7), pelo Lema 2.1.

Fixando 7, de acordo com a demonstragao do Lema 2.1, temos que se v; < vj41,
J=1,2,...,5 — 1, entao os vértices da poligonal que formam a fronteira da casca
convexa do conjunto {(u,w);v; <u <wjy,w > f(u)}, sao tais que v; < ul <

S<u™ <wjyy, j=1,2,...,5—1. Assim, para t € [0,7) fixo, dado uma particao
P={a=xy <z <--- <z, =0b}, de um intervalo [a,b] € R, onde u(a,t) = v; e

u(b,t) = vj41, para algum j =1,..., s — 1, temos

Z\umz, w(@ioa,t) | =[u(b,t) —ula,t) [=[ v —v; |-

Quando v; > vj41, j = 1,2,...,5 — 1, obtemos o mesmo resultado.
Dessa forma, se u(a,t) = v e u(b,t) = v entao

Jj=s—1

Z‘u .IZ, 331 15 )‘ - Z ’UjJrl_’Uj?

Jj=1

portanto
Vargpu(r,t) = VarRguo(r).

Até agora, mostramos que u(z, t) satisfaz i) e ii) em IR x [0, 7), resta mostrarmos
que u(z,t) satisfaz iii) em R x [0, 7).

Para isso é suficiente mostrarmos que: supondo v; < u" < vt < v;;1, sejam
t,t' €10,7) e w1, xe, 3, T4, 5, Tg, 0s pontos onde as linhas de descontinuidade tocam

as retas t e t , conforme a figura (2.5). Notamos que z1 = agt+c¢, x5 = agt’ + ¢, x5 =
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aot' + ¢, x4 = ast’ + ¢, x5 = ast+c e x5 = asgt + ¢, onde aq, as e ag sdo as inclinagoes

das linhas de descontinuidade e ¢ é uma constante, conforme a figura (2.5).

u” untl
t
t/
v; Uj+1
T T2 T3Tyg Ty Te
Figura 2.5:

Assim, temos

x6 T2 T4
/ lu(z,t) —u(z, )| dx = / |u"—vj|dx+/ ju"t — | da

1 xr1 z3

x5 T6
+/ ’Uj_;_l - u"| dx + / |Uj+1 - Un+1| dz
T4 x5
= (u' —vy) (aat’ — o) + (W™ — ") (ast’ — ast')
+ (vj-l—l - Un) (Oégt - Oégtl) + (Uj+1 - Un—H) (O[gt — Oégt)
= (W —v)oq (t' =)+ (v —u") ag (' — t)

+ (" —u") ap (t— 1)

< vj — vl Kt = 1],
Segue que
+00 s—1
/ () — u(e, )| de < 3 oy — vyl Kt — ] < K[t — ¢[Varpuo,
. 2-

Vt,t' €]0,7). Portando u(x,t) é de classe D,.
Supomos agora que u(x,t) é de classe Dy. Mostraremos que existe 77 > T tal
que podemos extender u a u de classe Dyp.

Dados B C IR compacto e t,t' € [0,T), de (2.14) obtemos

/ ju(x,t) —u(z,t')| de < K[t —t'| VarRuo.
B
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Como L} .(IR) é completo, existe u(z,T) € L} (IR) tal que u(x,t) — u(x,T),
quando t — T, em L} (IR).

Sejam x1,z9 € IR tais que x1 < x3. Entao

T2
/ ju(z,t") —u(z,t)| de < K|t' — t| Varguo,

x1

tomando o limite quando ¢’ — T', temos

2
/ lu(z, T) — u(x,t)|dv < K|T —t| Varguo.

1

Como x1 e xy sao arbitrarios, fazendo ;1 — —oo e depois 9 — +00, obtemos

400
/ lu(z,T) — u(z,t)|de < K|T —t| Varguo.

Consideramos agora a familia {u(z,?)}c0r). Temos que V¢ € [0,T) fixo,
lu(z,t)] < |ug(x)| < max{|M]|,|m|}, e que u(z,t) satisfaz (2.13). Assim pelo Teo-
rema, (1.2) (Teorema de Helly) existe uma subseqiiéncia (u(x,t)) de {u(z,t)}ico.n)
que converge pontualmente para uma funcao limitada e de variacao limitada. Como
w(x,t) = u(z,T) em L}, . (IR), entdao u(z, T) pode ser identificada como uma fungao

de variagao limitada continua a esquerda, além disso, |u(z,T")| < max{|M]|, |m|} e
Varpu(z,T) < Varpguo, (2.15)

Em particular, como existe uma subseqiiéncia (u(z,t)) de {u(x,t)}icpo,r) que
converge pontualmente para u(x,T'), concluimos que u(x,T’) é constante por partes
com valores em J, além disso, devido a (2.15), u(z,T") tem um nimero contavel de
pontos de descontinuidade.

Supomos que u(z,T) tem um nimero infinito de pontos de descontinuidade
em um intervalo [a,b] C R. Dada uma particdo P = {zg = a,x1,...,x, = b} do
intervalo [a, b], devido a nossa hipdtese e ao fato que u(x,T’) assume valores em 7,

podemos supor que |u(z;,T) — u(z;—1,T)| >0, j =1,...,n, assim obtemos
> lu(z;, T) — u(z;—1,T)| = nC,
j=1

onde C' = min{|x —y|;2,y € J,z # y}. Fazendo n — oo temos uma contradigao

com (2.15). Com um argumento similar podemos mostrar uma contradi¢ado quando
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todo intervalo [a,b] € IR possui um nimero finito de pontos de descontinuidades.
Portanto u(z,T) tem um nimero finito de pontos de descontinuidades.

Podemos entao usar a fungao u(x,T’) como novo dado inicial no enunciado
do Lema 2.2 e construir uma solugao fraca local admissivel u/(z,t) de (2.1) em
IR x [T, T") que admite condig¢ao inicial u(z,T). Como antes, (2.14) ¢é satisfeita para

quaisquer t,t' € [T, T"). Mais ainda
Vargu'(z,t) = Varpu(z,T),

Vte[l,T).

Assim, por (2.15), concluimos que

u(z,t), t€[0,7T)
u(z,t), te[T,T).

(z,t) =

satisfaz (2.13), ese t € [0,T) e t' € [T,T") entao

+00 +o00
/ la(x,t) — a(x, ') de = / lu(x, t) — u'(x,t")| dx

o o

IA

/ " lu(wt) — u(a, T)) da

—00

+oo
—l—/ \u(x, T) — o' (z,t")| dzx

e}

< KVarguo(jt = T|+ |t' —T)

< K|t —1t| Varguo,

logo u(x,t) satisfaz (2.14), portanto é de classe Dypr.

Continuando esse processo estabelecemos a existéncia de uma solucao fraca
admissivel de (2.1) em D,.

Agora, mostraremos que (2.9) é verificada. Considerando ainda a solugao

u(z,t) de (2.1), em IR x [0,7). Sejam x1, 2z € IR tais que z1 < xq, t € [0,7T) fixo,
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u(xy,t) = u? e u(zs,t) = u', sendo v’ u' € J. Suponha que ug(x) € {vp_1, v, Vrs1},
T € |11 — Kt, 79 + Kt], e além disso que u/ estd entre os valores v,_; e vy, e u’ estd
entre os valores vy e vp11. Seja P = {x; = 59 < 51 < ... < 8, = T2} uma particao

do intervalo [z, 2], assim temos que
m
D (st t) = ulsis, )] = [ = vl + o — u'l,
=1

pois devido a construgao da solugao os valores que a fungao u(x,t) assume entre u’
e vi, e entre vy, e u!, estdo dispostos de forma crescente ou decrescente, de modo que

temos cancelamentos. Supomos ainda que v,_; < v/ < v < u' < V41, assim

m
Z lu(s,t) —u(si_1,t)] = vp—w +u' —vp =u' —u! < vp — Ve
=1

< Jvrgr — vg| F Jvp—r — vl

Seja P’ = P J{x; — Kt = s',25 + Kt = §"}, que é uma particdo do intervalo
[11 — Kt, 29 + K], assim

Z uo(s1) = uo(si-1)] +  |uo(so) — uo(s')| + [uo(s”) — uo(sm)]
1=1
< kg1 — Vk| F |ve—1 — V| LV arp, —kez.+ ko),
logo
Z [u(s, t) — ulsi—1, )| < |vgpr — vl + |v—1 — v < Vary, ki m,+xqto().

=1

Portanto

Varg, s u(z,t) <Vary, —kiz,+kqto(x).

Os casos vg_1 > Vg > Upil, Vg—1 > Uk € U < Up_1, Up_1 < U € Up > Upypq SAO
andlogos. (ver figura (2.6)).

Assim o método de construcao garante que (2.9) é verificado.

Finalmente, a restri¢ao de u(z,t) a qualquer intervalo [z1, 3], fica determinada
de forma tnica pela restricao de ug ao intervalo [x1— Kt, zo+ Kt]. De fato, pelo limite
na inclinagdo das linhas de descontinuidade da solugao u(z,t), podemos aplicar os

resultados anteriores a restricao de ug, por construcao temos a unicidade. [ |
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Up—1 " Vksi

T, — Kt I T2 T + Kt

Figura 2.6: Dominio de dependéncia finita.

Observagao 2.5 A prova do Lema (2.2), sugere o sequinte método numérico
de constru¢ao de uma solu¢ao de (2.1) para f(u) linear por partes e ug(z) uma
funcao constante por partes: por superposi¢dao de solugoes do problema de Riemann
construimos uma solugao em Rx[0,T}), onde Ty é o tempo em que o primeiro choque
ocorre. Entao repetimos o processo usando u(x,Ty) como nova condi¢do inicial
(que é também uma fungao constante por partes). Assim extendemos a solugdo em
R x [0,T3), onde Ty € o tempo em que o primeiro "novo” choque ocorre, e assim
continuamos sucessivamente. Implementando, este processo nao existe garantia que

possamos atingir todos os pontos t € [0,4+00) em um nimero finito de passos. (ver

figura (2.7)).

45 X2 €3

Figura 2.7: Exemplo de superposicao de solugoes locais fracas admissiveis.

Exemplo 2.1 Suponha porém que f(u) é conveza, e que vj4q <vj, j=1,...,s—1.
Nesse caso, pela observacao 2.4, podemos construir a solucao com apenas uma linha
de descontinuidade separando dois valores diferentes do dado wnicial, além disso
duas, ou mais linhas de descontinuidades, quando se tocam produzem no mdzrimo

uma linha de descontinuidade. Assim a solucdo global pode ser construida em um
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numero finito de passos. Quando a fun¢do f € concava, podemos fazer uma andlise

semelhante. (ver figura (2.8)).

t

U1 Vg U3

T X2 x

Figura 2.8: Exemplo de solucao para f convexa.

Agora, estamos preparados para demostrar o Teorema 2.1.
Demonstracao:

Assumimos primeiro que ug(x) é de variagao limitada em IR. Como wug(x) é
continua a esquerda e limitada, podemos aproximé-la por baixo, como na integral

de Riemann, por uma seqiiéncia de fungoes (uf}) constantes por partes tais que
ug () — uo(x), n — +oo,

Vz € IR. Além disso, temos que |uf(x)| < max{|m|, |M|}, Vn € IN.

Dados ug(x) e [a,b] C R, seja P = {zy = a,x1,...,z, = b} a partigdo do
intervalo [a,b] tal que uj(x;) = uo(x;), j = 0,1,...,n, e dado y € uf([a,b]) entao
uf(x;) =y para algum j =0, 1,...,n, isso é possivel devido a construgao das ug(x).

Dessa forma, obtemos

n n

> lug () = uf(@-0)| =Y Juo(x;) — uo(wj-1)| < Varguo().

j=1 j=1

Assim, dada qualquer partigao @) do intervalo [a, b], temos
Y (w5Q) <Y (ug. Q) = Y (g, P) < Varpuo(w).
Portanto temos que

uf(r) — ug(z), n — +oo em Ly, .(IR). (2.16)

Varpug(z) < Varguo(z). (2.17)
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Considere também a seqiiéncia (f,(u)) de fungdes lineares por partes com
. (M —m
vértices nos pontos (u°, f(u?)), ..., (u™, f(u™)), onde u* = m—i—g, i=0,..,n,
n
ou seja, para cada n € IN, dividimos o intervalo [m, M] em n subintervalos de

1
comprimento igual a —, sendo que u® = m e u" = M. Note que devido a (2.8)
n
‘fn(u) _fn(u/)| < K‘U_u/‘v (2'18)

Vu,u' €[m,M]e

| F(a) = fulw) | < 2 Zm) (2.19)

n

Vuée[m,M|,n=1,2,...

De fato, se u € [/}, /] e v € [u?,uw/ ] entao

[faw) = ful)] < 1 ful) = fulu)] + [ fu(?) = fu(W)]

< Klu—v|+ Kl —| = Klu—1/].
Para verificar (2.19), se v € [u/~!, /], notamos que f,(uv/) = f(u’), assim

[f(u) = fuw)] < 1f(w) = F(u))] + [ fal) = fulu)]

. M —
< 2K|u— | SQKM.
n

Seja u,(x,t) a solugao fraca admissivel do problema de valor inicial

U + folu), =0 (x,t) € IR x |0, 400

+ a0 =0 (2,1) € R X [0,400) 020)
u(z,0) =uf(z) ze€lR,

cuja existéncia é verificada no Lema 2.2 e que satisfaz as propriedades da classe

Dy. Para todo t € [0,400) fixo, e em virtude de (2.13) e (2.17), a seqiiéncia

(un(x,t)) é uniformemente limitada e de variacdo uniformemente limitada em IR,

pois |up(z,t)| < |up(z)| < max{|M|,|m|}, Vn € IN, além disso
Varpu"(.,t) < Vargus < Varguo,

VnelN.
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Seja {t,} um conjunto enumeravel de niimeros racionais, em [0, 00). Pelo Teo-
rema (1.2) (Teorema de Helly), existe uma subseqiiéncia (ul(z,t)) de {u,(z,t1)}
pontualmente convergente. Considerando agora a familia {ul(z,t5)}, novamente
pelo Teorema (1.2) existe uma subseqiiéncia (u?(x,t5)) de {ul (x, )}, pontualmente
convergente. Continuando esse processo, encontramos uma subseqiiéncia (u'(x, t,,))
de {u™ Y(z,t,,_1)}, pontualmente convergente. Tome entao a seqiiéncia (u”(x,t)).
Seja t; € {t,}, como (u)(z,t;)) é convergente, entao (u"(z,t;)) converge pontual-
mente quando n — +oo, para cada j € IN. Para simplificar a notagao vamos chamar
ul(z,t) de u,(z,t).

Seja up(x,t;) — ¢j(r), n — +oo, para cada j € IN, assim, para qualquer
intervalo [z1,25] C IR,

/ (i ty) — ()| dr < /  lun(ty) — 65(2)| da

1 1

-/ () — 65(2)] d.

1
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada 3 kg € IN tal que se n > ky entao
€

| et~ oyta)ldo < &

1

Assim, se m,n > kg entao

/w1 |un(x7tj) — Um(l’,tj)| dr < %+ % — %

Logo (un(z,t)) converge também em L} (IR), V't € {t,} fixo.

Sejam t € [0,00), ' € [0, 00) racional e [z, z5] C IR, entdo

o —+oo
/ i (2, 1) — 1 (, £)] it < / (2, 1) — 1 (2, )| da
1

—00

xo —+o0
—I—/ [t (2, ) — U (2, 8| dx + / [t (x,t) — upm(z,t")| dr. (2.21)

T —00

De (2.14) e (2.17), temos que

+o0
/ (@, t) — (e, ) de < Kt — |Vargul ()

[e.9]

IN

K|t — t'|VarRuo(x) (2.22)
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Vn e N
Dados t € [0,00) e € > 0, tome ¢’ € [0, 00) racional tal que

5
t—t'| <
| = 3KVarpuo(z)’

entao

2 € € €
W2, t) —um(z, )| de < =+ -+ - =¢.
/a01 |tun (z,t) — up(z,t)| do 3+3—|-3 €
Por outro lado, dados B C [0,00) compacto, t € B e e > 0. Seja g1 =
£ .
W. Temos que B C U, ey 5t — €1t + €1), logo existe ny € IN tal
que B C UL, (t; —e1,tj +e1).

Tome 1 < 7 < ny tal que

3

t—1; .
| il < SKVarpuo(r)

Sejam m,n > ko entao

T2
/ i (2, £) — o (x, 8)] d: < .

1
Vemos assim que (u,(z,t)) é convergente em L} (IR), uniformemente em ¢,
para t em conjuntos compactos. Em particular, dado um compacto [a,b] X [c,d] C

IR x [0,00), temos que

b pd
// |un(z,t) — um(x,t)|dedt < e|b— al.
Concluimos assim, que (u,(z,t)) é convergente em L; (IR X [0,00)) e
up(z,t) — u(x,t), n— 400 (2.23)

em L} (IR x [0,00)), Vt € [0, 00) fixo.

Passando a uma subseqiiéncia se necessério, u,(x,t) — u(x,t), pontualmente
Vt e [0,00) fixo, q.t.p. em z € R. Assim, devido ao Teorema (1.2) (Teorema de
Helly) e as observagoes anteriores, u(z,t) (modificando se necessario em um conjunto
de medida nula) é limitada superiormente por M, inferiormente por m, é continua &

esquerda e de variagao limitada em IR. Mais ainda

Varpu(z,t) < Vargue, te€[0,00). (2.24)
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Afirmagao 2.1 u(z,t) € a solugao fraca admissivel de (2.1) desejada.

De fato, fixando uma funcao crescente h(u) e uma funcao ¢(z,t) € CL(IR x [0, +00))

nao-negativa. De (2.2)

+o0o oo +o0
/0 /_ (L (un)pr + Fro(un)ds) dedt + /_ I(ug)o(x,0)dx >0, (2.25)

onde

Emoz/mmowu@. (2.26)

Subtraindo (2.2) e (2.25) temos

/+°° /Ho w)y + F( )%)dmdt—%/_:o I(uo)¢(,0) dx

/+OO/+OO I(un)) e + (F(u) = Fo(u)) g} dadt

Vv

. / o / = (1)) b dadt + /_ " o) — 1)) (2. 0) di.
N (2.27)

Definimos o conjunto
H = mazpym an|h(§)] = maz{|h(m)], [R(M)]}.

Usando (2.3), (2.18), (2.19) e (2.26), temos que
e [ neyae] -

[1(uo) — I(ug)| < Hluo — ug,

() — I(u,)] = "ma%¢SHm—um
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< |nwer=—"— [ 2k dh@ﬂ
< KM =m) (rh<u>|+ urdh@r)

M—-—m
—

< 2K(H + h(M) — h(m))

Relembrando (2.16) e (2.23), concluimos que o lado direito de (2.27) tende a zero,
quando n — 400, tal que (2.2) é satisfeita.

Assim u(z,t) é uma solucao fraca admissivel de (2.1), devido a Definigao 2.1.

Paran =1,2,..., u,(x,t) tem a propriedade do dominio de dependéncia finita
e isso implica que u(z,t) tem a mesma propriedade. Portanto, podemos relaxar a
hipétese de que ug(x) é de variagao limitada em IR, assumindo que ug(z) é localmente
de variacao limitada.

Temos ainda que, passando a uma subseqiiéncia se necessario, u,(z,t) —
u(z,t), pontualmente ¥Vt € [0,00) fixo. Sejam t € [0,00) fixo, [x1,25] C R e P

uma particao de [zq,x]. Temos que
Var[:m,xg]“n(-a t) < Va?”[azl—Kt,ngth]Um

V' n € IN. Dessa forma, obtemos

m

> lulwg, t) — ulaj)| = Hm D (5, t) = un(@j-1)| < Varg, —xim, koo,
j=1 j=1

logo (2.9) é verificada. u



Capitulo 3

Algumas Consideracoes sobre o
Problema de Cauchy para um
Sistema 2 X 2 de uma Lei de

Conservacao

3.1 Introducao

Segundo [Ru, considere o seguinte sistema nao-linear 2 x 2 hiperbdlico de

ug + ((%—i—a) u2+f(v))m =

v + (uv), =0

Leis de Conservacao

(1, )= = (tg, Vo),

. . . . 1
para fungoes u, v definidas em IR, x IR;" a valores reais. Assumimos que a > 3 fe

C?(IR) ¢ uma funcdo par e V v satisfaz

vf'(v) >0, v#0
f"(v) >0, v#0.

O sistema (3.1) nao é estritamente hiperbélico quando (u,v) = (0,0), caso
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contrario o sistema ¢ estritamente hiperbélico. Mais ainda, o sistema nao ¢ genuina-
mente nao linear ao longo do eixo u.
De fato, o sistema (3.1) pode ser escrito na forma vetorial como uma simples

Lei de Conservacao

U+ F(U), =0 .
Ui—o = Uy ,

1 T
onde U = (u,v)T, F (U) = ((5 + a) u? + f(v),uv) e Uy = (ug,v9)7, ou seja,

u <%+a) u?* + f(v)
+ —0

(%
‘ uv N

O sistema (3.1) é dito estritamente hiperbdlico se os dois autovalores Ay =
A+ (u, v), satisfazem

Ao < Ap .

Em nosso caso, denotando por G' = G(u,v) = a*u® +vf (v) e g= = g+(u,v) =

—au F /G (u,v), podemos encontrar os autovalores do problema como segue: seja

(L+2a)u f(v)

(% u

entdo, o sistema (3.1) torna-se
+A = 0.

Como

det(A—AI) — (1+2a)u—X f'(v)

v u— A
= N = \2u+2au) —vf'(v) + (1 + 2a)u?,
fazendo det(A — AI) = 0, temos que

A= (14+a)uta*u?+vf'(v),
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portanto
A = Ar(u,v) = (1+a)u F VG.
Observamos que
A(u,0) = (1+a)u— VG < (1+a)u+ VG = X\ (u,v)

Y (u,v) # (0,0), pois vf'(v) > 0,Vv # 0. Entao a origem é chamada de ponto
isolado umbilical para (3.1).
Podemos calcular os autovetores a direita e a esquerda de A. Dado (u,v) fixo,

com v # 0, temos que

AT (I1+2a)u—X f'(v) |
v u— A
entao, para encontrar os autovetores a direita, precisamos resolver o sistema
(u+2au — Nz + f'(v)y =0
ve+ (u— ANy =0.

Temos que os autovetores a direita de A sao

B f'(v) B f'(v)
r-=r_(u,v) = , e =71y (u,v) =
g- g+
Para encontrarmos os autovetores a esquerda, precisamos resolver o sistema
(u+ 2au — Nz +vy =0
fwz+(u—Ny=0.

Logo os autovetores a esquerda de A sao

v v
(- =10_(uv)= au\/al—i— G|, o=t (uv)= GU\/F -G
VG NE
Observamos também que
—v 1
AR —— , (f' ), —au—- VG
i (au G-G \/@) <f() )
' (VG = a*?VG + auG — auG + GVG 0

(au/G — GG



43

0 = (au\/g+G,—\/1@).<f'(u),—au+\/5)

vf' (VG — a®u*VG + auG — auG — GVG

(auG — GG .

O sistema (3.1) é dito genuinamente nao linear se \yAz.ry # 0, V (u,v), em

nosso caso temos

VAzrs = <(1 +a)F Cj%, :va”(g)\/—l—af’(v)) : <f’(v), —au F \/5)

I (v)a*u N avv f"(v) + auf'(v) N vf"(v) + f'(v)

= FW) o) F 8 S .

_ % {f’(v) [(2@ +3)VG F au(2a — 1)] + vf"(v) [\/5 + au} } ;

como VG > au e (2a + 3) > (2a — 1), entdao quando v > 0 temos VAz.ry > 0,
e quando v < 0 temos VAg.ry < 0. Porém se v = 0 entao VA;.r+ = 0. Logo o
argumento de genuinamente nao linear falha no eixo u, ou seja, em {(u,v) € IR? :
v =0}

Uma solucao fraca para (3.2) é uma funcdo mensuravel limitada U = U(x, t)
tal que para toda ¢ € CJ (IR x IR"), temos

+oo ptoo +oo
/0 /_ U+ F)6,) dudr + /_ U@l 0)dr =0,

Um par de entropia-fluxo de entropia (7, q), que chamaremos de forma abre-

viada de um par e-f, do sistema (3.1) é definido como

Vg = VyVF. (3.3)
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3.2 Regioes Invariantes

Consideramos agora, a aproximagao de viscosidade nula para o sistema (3.1)

Uy + ((% +a) u? +f(v))m = EUyy

U+ (u0), = ey

(3.4)

(u,v)i=0 = (1o, vo)
e > 0. Para estabelecermos uma estimativa a priori, independente de ¢, usaremos
o Teorema de Regides Invariantes devido a Chueh, Conley e Smoller[C-C-S]. Os

resultados de [C-C-S] podem ser resumidos no seguinte

Teorema 3.1 Sejam g+ duas funcées suaves, ¢+ : R? — R e X = {(u,v); ¢4 (u,v) <
0} (u,v);o—(u,v) < 0}. Assuma que, ¥V t > 0 e (u,v) € 0%, as sequintes

condigoes se verificam:

a) Vo € um autovetor a esquerda de VF(u,).

b) ¢+ € quasi-convero em (U,), isto é, ¥V ( € R?
(Ve =0 = V26((,C) 2 0,

Entao ¥ é uma regido invariante para (3.4), para cadae > 0, ou seja, se (ug, vg) € 3,

VaeR entio (u(x,t),v°(x,t)) € &, V (x,t) € R x [0, +00).

Diremos que w_ € C*' (w,, respectivamente) ¢ uma primeira (segunda, respec-

tivamente) Invariante de Riemann para (3.1) se para todo (u,v)
Vw_(u,v).ry(u,v) =0

(Vwi(u,v).r_(u,v) = 0, respectivamente). Como l..r_ =0el_.r; =0, entdo Vws
e (4 sao paralelos, logo Vw_ e Vw, sao autovetores a esquerda de VF.
Além disso, para qualquer solucao classica (u,v) de (3.1), w_ = w_(u,v) e

wy = wy(u,v) satisfazem
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Ow_ Ow_
hbatul et
ot "M ar
(3.5)
8W+ 8w+ o
De fato, seja (u, v) solucao classica de (3.1), como Vw_ é autovetor a esquerda
de VF'| e
Qu- _ Qw- Ou | Ow- v
ot Ou ot Ov ot
Qo _ Ow- Ou | Ow- Ov
dr  Ou Or Ov Ox’
entao
Qoo ) Owo O e [P, O
ot "o T T T T e
_ (51 %) e At
ou ’ ov Ut‘i‘)\f'vx
u u
= Vw_. + A
v v
t T
= Vw_.[-FU), + .U,
= {Vw_.[-VF({U)+ \_I]}U, =0.
De modo analogo temos 8w_+ + )\+8w—+ =0.
ot ox

Diremos que uma onda de rarefagdo é uma solugao continua de (3.2) da forma
U=U(%), parat > 0, segundo [Sm|. Existem duas familias de ondas de rarefacao,
correspondentes aos dois autovetores r_ e r,. Uma onda da familia relacionada a r_
serd chamada de primeira onda de rarefacao, uma onda da familia relacionada a r
serd chamada de segunda onda de rarefagdo. Em nosso caso, a primeira (segunda,

respectivamente) onda de rarefagao satisfaz a EDO de primeira ordem

dv g_ (dv gt

N du — f(v)’

i o respectivamente) . (3.6)
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De fato, se t > 0, seja U = U(€) solugao de (3.2), onde & = %, como
T

1
Up = Uy = Ue (;) ,

entdo, substituindo em (3.2) temos
1 1
Ui + DF(U)ULE, = —Ug;; + DF(U)Uq =0,
logo
—&Ue + DF(U)Ue = 0.

Assim, Ug é um autovetor de DF(U) associado ao autovalor . Como DF(U) tem

dois autovalores distintos A_ e A, , temos

(DF(U(f)) . >‘:FI) Ug _ au + G(uvv) f (U) ‘ Ug _ 07
v —au F /G(u,v) o
entao
(au F G(u,v)) ue + f'(v)ve =0
vue + (—au F VG(u, v)) ve = 0,
logo
dv  ve  —aut/G(u,v)  g-
T ) N 0 (37)
e
ot Y (3.8)

du ue  aut G(u,v)

As duas igualdades anteriores sao equivalentes, para vermos isso basta multi-
plicarmos e dividirmos (3.7) por au + 1/G(u, v) (respectivamente).

A curva integral referente a primeira onda de rarefacdo serd denominada de

R_ e a curva integral referente a segunda onda de rarefacao serd denominada de R, .
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Lema 3.1 Com as hipdteses anteriores temos as sequintes propriedades:
a) O conjunto {(u,v) :u > 0,v =0} é uma curva R,.

b) As curvas Ry estdo em uma correspondéncia biunivoca com os pontos da parte

negativa do eiro u.
c) As curvas Ry nao interceptam a parte positiva do eixo u.

d) Toda curva Ry que nao fica sobre o eixo u tende a infinito quando u — +00.

Assim podemos concluir que qualquer curva R, que comeca na origem fica
sobre o eixo u e vai para infinito pela direita, caso contrario intersecta a parte
negativa do eixo u e lim wu(v) = oco. Finalmente, para (3.1), podemos construir

|v]—+00

Invariantes de Riemann w_, w, tais que w_(u,v) < 0 < w, (u,v).

Demonstragao: a) De (3.8) temos que

dv v

du qu+ a?u? + vf'(v)

Seja ug > 0, entao v = 0 é uma solucao da EDO acima com condigao inicial
v(ug) = 0, logo o conjunto {(u,v) : u > 0,v =0} é uma curva R,.
/!
b) Definimos h(u,v) = f'v) . Seja Q = [b,c] x [—1,1], onde

—au + \/a?u?® + v f'(v)
b,c < 0. Queremos mostrar que h é Lipschitz em 2. Observamos que

oh af'(v)
ou (—au + v/a?u? +vf'(v))?
1 a’u
+

(—au+ v/a?u? + v f'(v))? \/a?u® + v f'(v)
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Oh J"(v)
v —au+ a2+ uf(v)
N ! ol
(—au+ /a2u?2 + v f'(v))? | —au + \/a*u?® + v f'(v)

auf(v)?

a?u? + v f'(v)(—au + y/a?u? + v f'(v))

f/(v) !/ 1
+ v)+uf(v))] .
—au + a2u2+vf’(v)<f< ) +of )
oh Oh _ , ,
Como — e — sao continuas e {2 é compacto, temos que
ou  Ov

[Vh| <C,

onde C' é constante. Portanto h é Lipschitz em 2. Aplicando o Teorema de Picard,
concluimos que dado uy < 0 existe uma tnica curva R, em {2 que passa em ug. Um
argumento andlogo mostra que v = 0 é a unica solugao para a EDO em a).

Por outro lado, dado uma curva R, que ndo comega no conjunto {(u,v) :

u > 0,v = 0}, temos que R, ¢é estritamente crescente quando v > 0 e estritamente

decrescente quando v < 0. De fato, como gy (u,v) = —au + /a?u? +vf'(v) > 0 e
d
vf'(v) > 0, Vv # 0, entdo quando v > 0 temos f'(v) > 0, logo ﬁ = f?(J;}) > 0.
Por outro lado, como ¢g_(u,v) = —au — \/a*u? +vf'(v) > 0, entdo se v < 0 temos
d
f'(v) <0, logo d_Z = f,g(J;> < 0. De (3.7), notamos que
du f'(v)

dv —qu+ /a2 +uf'(v)’

como f é par, entao f’ é fmpar, assim d_:j é fmpar em v, logo u(v) é par, assim
R, é simétrica em relagao ao eixo u. Pela simetria e continuidade da curva R, e
considerando o resultado do item a), temos que ela corta a parte negativa do eixo u
apenas uma vez. Notamos que as curvas R, nao sao fechadas.

¢) Decorre de a) e b).



49

d) De fato, supomos que existe M > 0 tal que uma curva IR, permanece no
semiplano superior entre as curvas v = > e v = M, para todo v > u. Obtemos

de (3.8), que h = 0, isto é claro pois v é limitado e au + VG — 400,

+°Oau—|—\/_

quando u — +o0o. Porém f’ é continua, entdo existe B > 0 tal que f'(v) < B,

M
Vove [7,]\4], assim

vf'(v) < BM.
Temos também que 3 @ > @ tal que BM < 3a?u?, Vu > @, assim
au + +/a*u? +vf'(v) < au + 2au = 3au,
Y u > u, portanto

R >
du  au++/a*u? +vf'(v) ~

dv ) M 1
23 ’

Y u > u, integrando a desigualdade, temos

“ M
/ —du > — du,
- bau

u

assim
M
> 1
v(u) > o n|u| + ¢,

onde ¢ é uma constante, quando u — 400 temos que o lado esquerdo da desigualdade
tende a infinito, isso mostra uma contradicao.
Para estudarmos a convexidade da curva R,, calculamos a segunda derivada
m (3.7)

@ 1 (—a—i- 1 N a*u _au vf"(v)  awf"(v) 2a2u* f" (v)

du? f'(v) 2 VG 2@ 2f'(v) 2VGf(v)  f'(v)?
2auf"(v)VG

BT )

(g, @) 20uf(v)
_QNWﬁ*O 2a)g+ WWWF%ﬁ@2%>

g4 (u,v) o ol"() | 2auf"(0)g, ()
2/ () Gmm)O T T (e )
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Como

0 0, o) - L a’u?
5o g+ = 8u< au® + uy/a*u —H)f(v))— 2au+\/5+\/§

2020 + vf'(v) — 2auV/G g2
VG VG T

entdo, para cada v fixo, ug(u,v) é uma fungao crescente de u. Como

vf'(v) vf'(v)

lim wug,(u,v) = lim = ,
A uge(0) = M of'(v) 20
2
a—+1/a*+ 2
U
vf'(v
entao sup ugy < f2( ) Dessa forma temos que
a

welR

0f'(0) | 2auf"(v)gs(u,v)
( o) T ()P )SO‘

. . 1 ,
Considerando ainda que g, >0e a > 3> concluimos que

2 _
ﬂ<(1 2a) g+ <0

du® = 2 VG

quando v > 0.

Além disso, como f é par, e observando que se u > 0 entao

gr(=w,v)  —a(—u)+of'(v) autof(v) —au—vf'(v) g-(uv)

filv)y f'(v) -l froy — fl) 7

concluimos que as curvas R_ sao obtidas por uma reflexao das curvas R, sobre o

eixo v. Podemos assim restringir nossa atencao a familia R .

Portanto, no plano u X v, as curvas R, sao concavas no semiplano positivo
e, devido a simetria em relacao ao eixo u, sao convexas no semiplano negativo.
Similarmente, no plano u X v, as curvas R_ sao concavas no semiplano positivo e
convexas no semiplano negativo.

Os invariantes de Riemann w, sado constantes ao longo de cada curva R_,
bem como os invariantes w_ sao constantes ao longo de cada curva R.. De fato,

derivando-se wy (U(§)) em & e escolhendo Ug = r4, obtemos

Vi (U(€)).Ue = Varr.r-(U(€)) = 0.
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Podemos assim, definir

u, u <0 0, u<0
w(u,0) = (1, 0) = (3.9)

0, u>0 u, u > 0.
Dado um ponto (u,v) existe uma tnica curva integral R, e uma unica curva
integral R_, que passam pelo ponto (u,v) e tocam o eixo dos u. Os invariantes w_

e w, sao constantes ao longo das curvas Ry e R_, respectivamente.

Para u < 0 e v > 0 existe um unico u; < u e existe um tnico us > 0, tais que

w_(u,v) = w_(u1,0) =u; <0< up =wyi(ug,0) =wy(u,v).

Com um argumento analogo, podemos chegar a mesma conclusao quando o

ponto (u,v) estiver em outro quadrante. Portanto

w-(u,v) <0 < wi(u,v).

Figura 3.1: Curvas Integrais R, .

Da geometria das curvas temos também o seguinte

Corolario 3.1 Seja v # 0. Os invariantes de Riemann construidos como antes

satisfazem,

Py o0 =

L Ows
[ f'(v) dv
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Demonstracao: Por definicao,

0 0
Vwyre = %f’(v) - % (—au F \/@) =0,

entao

awi 1 &ui 1

o f'(v)  Ou aqu+ VG

Para v # 0 fixo, sejam u; < us, entao existem nicos 4; e Uy tais que

w_(uy,v) = w_(11,0) =y

w_(ug,v) = w_(tg,0) = g,

devido ao Lema 3.1 temos que @; < 9, caso contrario teriamos duas curvas Ry
distintas, se cruzando. Portanto para v # 0 fixo, w_ é crescente. Um argumento
analogo mostra que w, também é crescente para v # 0 fixo. Logo

&ui

— > 0.
ou

! 8& <0e ! % >0 [ |
f'(v) Ov f'(v) ov

De agora em diante, usaremos os invariantes de Riemann w_, w, fornecidos

Como au+ VG > 0 e au — VG < 0, entdo

pela construcao anterior. Por definicao, Vws sao autovetores a esquerda de VF', os
invariantes de Riemann sao as fungoes w+ usadas para definir as regioes invariantes

segundo o Teorema 3.1. Portanto encontramos uma familia de regides dadas por:
EC:{w_+020}ﬂ{w+—c§O}, c>0.

Essas regioes sao limitadas por duas familias de curvas. Para ¢; > ¢y temos que
Y., D X.,. Devido ao Lema 3.1, quando ¢ — 0o entdo ¥, gera todo o IR?.
Para mostrarmos que . é uma regiao invariante resta mostrarmos a pro-

priedade b) do Teorema 3.1.

Lema 3.2 Quando (u,v) # (0,0), temos
Vi (rr) >
Viw_(ry,ry) <

sendo Wy quase-convera € wW-_ quase—céncava.
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Figura 3.2: Regiao Invariante.
Demonstragao: Para (u,v) # (0,0) fixo, supomos v # 0. Denotemos
Viwy(r_,r) = (r_(u,v))". V2w, (u,v).r_(u,v).

Como Vwy.ry =0, entao

Owy Ow Ow Ow
(G2 52 ) (700.90) = P00 G 5 5 = (3.10)

Diferenciando em relacao a u, temos

Pwy DPwy  Owy g
ou? +g$8u8v ov Ou =0

R 1 8(4}:‘: 2
Multiplicando por 0 0 )

Ow. 282wi+ g+ [ Ows 282wi+ 1 0w\ Ow g+ 0
v ou?  f'lv) \ dv ) Oudv  f'(v) \ v o ou

f'(v)

logo

Ows\ 2 9w L9 Ows\ 2 92w 1 ows > g+ (3.11)
v ou?  f'(v) \ Ov ) Oudv  f'(v) \ Ov ou '
Por outro lado, diferenciando (3.10) em relagao a v temos
82wi 1 &Ui 8%& (9g$ &Ui
Jvou J (U)W 9= ov? * Jv Ov
1 Owg Ows
f'(v) du Ov’

Ows Ows *we  f"(v) [ Ows % Ow
Ju Ov dvou  f'(v) \ Ou ov

7(v) ~0.

Multiplicando por

_|_

g 82wi Ow4 Qw4 1 ag:F Owy (8wi)2 =0. (3.12)

7o) 0% Ou ov | Fo) o0 du \ v
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Como 052[ = —f?(j;) aau;i, entdo de (3.11) e (3.12) temos

Ows\ 2 9wy  Owg Qws Pws Oz | g+
v f'(v) Ou

ou? ou Ov Oudv (3.13)

<8wi > 22wy Owi Ows O%ws f"(v) (&ui ) ? Q.

du o2 Ou ov Ovdu f'(v) \ Ou ov

1 8g¢8wi &ui 2
f’( ) Ov Ou (8v ) - (314)

Lembramos que l.r+ = 0 e por defini¢ao Vw,.r = 0, ou seja, Vw, é paralelo
0 0 0 0
a ly. Como Vwi = ( e wi), entao ( Y T

ou’ v v du
d+v#0 € IR tal que
_Owe Owi)
oo ou ) T

assumimos, sem perda de generalidade, que r4 = (—

) ¢ paralelo a 7+, logo

Oz Jws
v’ ou )

Assim,

Viwg(re,re) =

Pw.y Owy 2_282(4& Ows Owy  Pwy [Ows\?
ou? ov oudv Ou Ov ov? ou )’

adicionando (3.13) e (3.14), obtemos

f'(v) Ows [ Ow 2 Owy 28wi8g¢ 1
f'(v) Ov (8u) +<8v) ou Ov f'(v)

- <a$)3 f%v) %gj
- 7 (5) [" (&) (5)

Owy 09+ (9g:F 8wi 89:F
ou 8v

Viwg(re,re) =

1 o 3 5 )
B '(v)3 (%) [f”(v)gi - f’(v)g:F% _ f/(U)Q%] 7
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a ultima igualdade é dada por (3.10). Devido ao corolario (3.1), precisamos provar

apenas que

) B
La(u,v) = f"(v)g% — f’(v)gch _ f’(@?% (3.15)

¢ nao-negativo. Para isso, temos que

1 dg+ 1 (—a\/é:F a2u> a

= — S
97 Ou  —auF VG VG VG

podemos escrever (3.15) como

Lalu,0) = ¢ |05 F £ /o) (L),

Como Fg+(u,v) > 0, precisamos apenas mostrar que

Qi(u,v) = Flg:f"(0) F f(v)

2 a

S

= F|f"(v) (gﬂF == UQf

v)
VG

N———

- f'(v)? (2(1— 1)}
VG 2
¢ nao-negativo. Mas

_ —2auv/G F 2a*u* F 2uf'(v) £ vf'(v)
-7 2VG

20%u? + v f'(v) £ 20uV/G
2VG ’

assim o Lema 3.2 é verdadeiro se Fu > 0. se Fu < 0, observamos que

(2a*u® + vf’(v))2 = da*u' + 07 f'(v)* + da*vPu f'(v)
> da*ut + da*uPvf (v)

> da*u® (aPu® +of'(v) = <2au\/§>

2
)

logo 2a*u?® 4+ vf'(v) > 2auy/G. Nesse caso, Qi (u,v) > 0
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Mostraremos agora que w, é quase-convexa, ou seja, que ¥ ¢ € IR? temos
<.Vu)+ =0= VZW_J,_(C,C) Z 0.

De fato, Vw, é paralelo a [, como [, e r_ sao linearmente independentes, entao
podemos escrever ( = al, + Or_, o, f € IR. Se (.Vw, = 0 entao temos que a = 0,

pois Vw,.r_ = 0, dessa forma temos que

V2w, (¢,¢) = Vi, (Br_, Br_) = B*V?w, (r_,r_) > 0.

De modo anélogo temos que w_ é quase-concava. Derivando em (3.9), quando
v =0, temos que V2w é identicamente nula. [ |

Devido a propriedade de quasi-convexidade, podemos concluir com o seguinte

Teorema 3.2 Assuma que (ug,vy) € L®(IR) x L>*(IR). Considere o problema de
viscosidade (3.4), entao a solugao (u,v®) € limitada a priori em L™ independente

de €.
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3.3 Estudo do Sistema Viscoso

Mostraremos agora que, para cada € > 0 fixo, (3.4) tem uma solugao global.
A prova serd obtida usando o resultado da secao (3.2) e o teorema da contragao.

Sejam Cr = C(IR) munido com a norma

[(w, v)|| = sup [Jul| + sup [[o]

x T

e C([0,T] x R)

()l = sup [, )(r)].

Sejam £ > 0 fixo qualquer e

Iy ={U = (u,v) € C([0, T] x R); [|(u, v)(t) — Z° * (uo, vo)|| < [|(uo, vo)[},

1

Vamet
Usando o Principio de Duhamel e propriedades de convolugao, temos

2
_z , 7 e
onde Z%(x,t) = e 45t é o nicleo do calor e * denota a convolu¢ao em z.

400 t ptoo
UEEUE(x,t):/ Ze(x—y,t)Ug(y)dynL/O/ Zi(x —y,t — 1)F(U(y, 7)) dydr.

Seja
“+o0o t p+oo
U= [z -y Ul dy+ [ [ 22w -yt = 1) PO ) dyir
—0o0 0J—oco
Mostraremos que G : I'r — 'y para T' > 0 suficientemente pequeno. De fato,

temos a estimativa

+o0 c
Zi(x —y,t —7)|dy < .
| 1za—ye-nia < 2

Por outro lado, se U¢ € I'y entao
|U| < |U® — ZF « Up| + | Z° x Up| < 2||Us],

Observamos que I'r é um conjunto fechado e limitado. Como f é continua,

denotamos por

. 1
Jo, = hax | f(v ”W'
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Se U¢ € I'r, temos que

) - <%+a> (u®)® + f(v°) . ‘(%M) () 4 £

+‘u€v€|
ucv®
1
< (§+a)| 2|+ 1)+ sup e sup o
]‘ 2
< (5 +a) s @] + 170 + 4l

1
< (§+a)2||Uo||2+|f< N+ Al < (2a+5+ fu,) U],

assim

sup |F(US(y,7))| < (2a+5 + fuo) | Us|”

ye

Portanto segue que

t pt+oo
GUS) — 25 % T < / / 25 (x — gt — D F(U(y, 7)) dydr
0J—0

dr < 2¢(2a 45 + fu,)||Uo|* V2.

< a4 5+ fu) HUOH/\/—

O lado direito da desigualdade esta limitado por ||Uy||, desde que

1
[2¢ (2a+5 + fu,) |U|]*

t<TlE

Para T suficientemente pequeno, G : I'yr — I'r é uma contracao em I'y. De

fato, se Ug,Us € 'y, entao

(L+a) ((u)? = (u3)?) + f(vf) = f(v5)

UTVT — UV;

[F(UY) = F(U3)| =

(1 +a) (uf +u3) (uf —vf) + f(v]) — f(v3)

ui (v — 03) + v (uf — uj)
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Como

(1 +a) (uy +u3) (uy —o7) + f(01) = f(03)] < [(1+a) (uf +u3) (uf — o))

+1f (1) = f(5)]

< (1 +a) (uj +u3) (uf — i)
+K |v] — v3]
< (14 a)4|Us|l |UT — Us]
+K U — Us]
e
i (vf —v3) + 5 (uf —u3)| < 2||Uo|| |UT — Us],
entao

|E(UY) = F(U3)| < cagullUT = Ul

onde ¢ s, > 0 é constante.

Dessa forma, temos que

rwwa—m@wtzl

A[Mé%wwi—ﬂWWﬁ—ﬂ@D@W

IN

t p4oo
/0/_ 1Z5(x — y,t — D[I(F(UF) — F(U3))| dydr

! |Uf — US|
< CC, #d7<200 (Jva_(]E \/E
/O a,f,Uo \/ﬁ = a,f,Uo || 1 2 ”

O lado direito da desigualdade anterior, esta limitado por ||Uf — US|, desde que

1

t<Ty= ——.
=T (ccann)?

Portanto para cada e > 0 fixo, (3.4) tem uma unica solu¢ao em C'((0,77*),C(T™)),

onde

1

T =
2 [max {2¢(2a + 5 + fu,)||Uol]; 2¢ca,r0, }]2
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Por causa da existéncia de uma regido invariante, 7* depende apenas de ||Up||. entao
podemos repetir o argumento tomando (u, v) =7~ como dado inicial. Portanto temos

a prova.

Teorema 3.3 Com as mesmas hipdteses anteriores a aprozimacgdo (5.4) para o
problema (3.1) tem uma unica solugao suave dentro de uma regido invariante limi-

tada apropriada.

A suavidade da solucao é garantida pelo Lema 1.1 pelo Teorema 1.3.

Concluimos essa secao mostrando que, quando os dados estao no semiplano
v > 0, a solucao permanece nele para todo v > 0. Para estabelecer esse resultado
aplicamos um teorema de solucoes positivas para equacoes parabdlicas de segunda
ordem.

Seja € > 0 fixo. Considere o operador linear

_ 0 W
L@D:Ew—u%—a—l@ﬂ/},

para qualquer fungao suave ¥. Se U = (u,v) é solugao de (3.4) entao Lv = 0.
Devido a equagao (3.4) e ao Teorema 3.2, existe M > 0 tal que |ul, |v] < M.

Portanto, para todo (x,t), 8 > 0, temos
v>—M > — Ml

Deduziremos um limite a priori || Uy || em termos de ||(%0) x|l € [[(v0)z]|oo- De

fato, se diferenciarmos (3.4) com respeito a x obteremos

—+o00 t p4oo
Uat) = [ 2@ -y Uwdy+ [ [ Zile =yt = P dodr
—00 0J—o0

Denotamos por

®(r) = max{sup [ug (, )|, sup [vz (2, 7)][},

entao



[E(U%)e| = [VEUH)U;| <

(1+ 2a)uus + /(oo

IN

[P [SP eI
VUL, + U,

IN

< Ca7M’f(I)(T),

onde cq 7,5 depende de a, Mef.

Afirmamos que

(11 + 2alfus| + [/ (v9)]) D(7) + ([v°] + [u7]) D(7)

61

D(t) = ®(0) = max{sup (e, 7] sup o (. 7)1} — masc{sup [(ua). ] sup (v0). |}

< sup|U(a, 1) — U(,0)].
De fato, supondo que

mase{sup 050, sup 052 )] b = sup o, 0)

e
max {sgp ()2, Slip ‘(Uo)x\} = Slip | (v0)el,
como
sup [uz (2, 1) < sup Jug, (2, 1) — (uo)a| + sup|(uo)a|
< sgp u(x,t) — (uo)z| + Slip |(v0)z|
entao

sup |u§(a:,t)] — Sup |(U0)x| < sup |u;(x,t) - (UO)I| < sup |Uz€($7t) o U§($,0)|

Os outros casos sao andlogos.
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Portanto

®(t) - 2(0) < sup|Uz(x,t) — Up(,0)]

= sup

t p+oo
// Zi(x—y,t —7)F(U(y, 7)) dydr
0J—00

t ~+o00
< sup / / \Z5(x — gt — 7 [FU(y, 7)), dydr
T 0J—c0

t
C
< 1B (T) dr, 3.16
< /O ——"Can (1) d7 (3.16)

Assuma que T > 0. Defina A : C([0,T]) — C([0,T]) por

(AD)(t) = /0 V@) g

t—1T1

Temos assim que

T ||‘1’Hoo—Sup?fll‘l’lloo—%/_ll‘l’lloo,

|AV|| o < sup < sup
t

Dai A é limitado e

1Al = sup{[| AW|o; U]l = 1} < 2VT.

1
Se T' < -———— entdo [|A]| < , portanto o operador (I — ccqnr fA) é
(2¢Canrf) CCa M, f
invertivel.
Seja

entao
(L — ceanr, s A)Y(E) = 2(0),
logo
L w(r
\If(t) = CD(O)+CCa7Mf dr.
0 t—T1
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Afirmamos que ®(t) < ¥(t), Vit € [0,T]. De fato, seja g(t) = max{0,d — V}.

Entao g(0) = 0, para t # 0 usando (3.16), temos que

¢
g(t) < cca,Mﬁf/ 9(7) dr.
0

Vit

Se 0 <7 < T entao g(r) < sup ¢g(t), assim para t # 0
0<t<T

1
sup g(t)dr

t
s [
0 VI—To<i<T

|
cCam,f SUP g(t / dr
Mg SUP (t) Y

IN

g9(t)

IN

IA

2CCa, 01, f Vit sup g(t)
0<t<T

2ccarr VT sup g(t).

0<t<T

IN

Assim

sup ¢g(t) < 2CCa7M7f\/T sup ¢(t).

0<t<T 0<t<T

Porém 2cc, ar, f\/T < 1, portanto a desigualdade anterior s6 é verdadeira se g(t) = 0,

V't € ]0,T]. Isso prova nossa afirmagao. Como
1W]|oe < [@(0)] + 2¢Canr, s VTI¥ o,

entao

[2(0)]
11— QCcmM,f\/T

[®lloe < [W]loo <

Concluimos que ® é limitada em [0,7] e, como T depende apenas de M,

podemos interar os argumentos anteriores, e obtermos para todo 1" > 0

sup [tz|(t) < o7, uo)alloo, | (v0)e 100

Vit el[0,T].
Resumimos nossas conclusoes nos seguintes resultados

Oug 0
Proposicao 3.1 Assuma que ug, vy, %, % € L>(R), vg(x) > 0, Vx € IR, entdo
x Ox

a solugao (u®,v°) para (3.4) satisfaz v¢(z,t) > 0V (z,t) € R x [0, +00).
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Demonstracao: Segue do Teorema 1.4.

Corolario 3.2 Com as mesmas hipdteses anteriores temos ¥V (z,t) € IR x [0, 4+00)

w* — lim (v°,0%) € {(u,v) : v > 0}.

e—0t

Demonstracao: O Teorema de Banach-Alaoglu aplicado aos espagos LP nos diz
que se tivermos ||U¢||, uniformemente limitada, com 1 < p < oo, entdo podemos
obter uma subseqiiéncia que continuamos denotando por (U¢) e uma funcao U tal

que U¢ — U (U® — U fraco * no caso L*).
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3.4 Entropias

Nessa secao, discutiremos algumas propriedades da entropia associada ao
nosso problema.

A equagao (3.3) pode ser escrita explicitamente como

% - (QCH' 1)“2—2 —I—v%
% - f’(v)% + u%
Derivando a primeira equagao em relagao a v e a segunda em relagao a u temos
3?028(]1) - f/(”>% + % + “afgv'

Eliminando ¢, obtemos uma equacao diferencial parcial de segunda ordem em 7

N 9

O produto interno de (3.3) com o autovetor a direita r+ de VF produz a forma

caracteristica de
(AsVn—Vq)rz =0 (3.18)

que ¢é equivalente a (3.3). Assim, os invariantes de Riemann (w_,w,) estdo bem

definidos, pois de acordo com o Lema 3.1
T: (u,v) = (w_,wy)

¢ uma bijecao que define uma mudanga de coordenadas no semiplano {(u,v);v > 0}.

De fato, dado um ponto (u,v), v > 0, existe apenas uma curva integral R, e
apenas uma curva integral R_, que passam pelo ponto dado, caso contrario teriamos
duas solugoes diferentes de um mesmo P.V.I. que se cruzam nesse ponto, o que ¢
uma contradicao pelo teorema de existéncia e unicidade, isso define um tinico ponto

(w_,w, ) relacionada ao ponto (u, v). Por outro lado, dado um ponto (w_,w ), como



66

w_ ¢é constante sobre a curva R, e w, é constante sobre a curva R_, e as curvas
R, e R_ se cruzam em um unico ponto, quando v > 0, temos que elas definem um
unico ponto (u,v), v > 0.
Podemos considerar r_ e r, normalizados de forma que
Vw_r_=1 Vw_.ry =0
Vwyro =0 Vwiry =1,

Definimos os operadores

(0
o Y
0
— =71V,
\ aw-i— i
que tranformam o sistema (3.18) em
AN = Qu_
o = (3.19)
>\+77w+ = qu)+‘
De fato, devido a (3.3), temos
0 0
L Vgr_=VnNVFr_=\Vnr_= )\,—n,
Ow_ Ow_
da mesma forma
0 0
A Vgry =VnVFEry =\ Vnry = /\+—77.
8W+ aW+

Além disso, se no sistema (3.19), derivarmos a primeira equagao em relagao a

w, e a segunda em relagao a w_ obtemos

( ON_ On L n 9%
Owy Ow_ T 0w Ow_ Ow,Ow_
OXy On ) n 9%
( Ow_ Ow,  TOw_ 0w, Ow_dwy
. d%q
Eliminando ——— temos, em coordenadas w = (w_, wy),
Ow_ 0wy
9n 1 Oy (w) In  IA_(w) In
— = 0. 2
Ow_ 0w * A (w) = A (w) ( Ow_  OJw, Ow, &u_) 0 (3:20)

Consideramos (3.20) apenas quando w_ < 0 < w,.

Estudaremos a seguir alguns tipos particulares de entropia.
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3.4.1 Entropias do Tipo Produto

Procuramos solugoes da forma

n(u,v) = a(u)s(v).

Para uma tal funcao n(u,v), (3.17) assume a forma

va(u)p” (v) — f'(v)a" (uw)B(v) + 2aud (u)F'(v) = 0. (3.21)

Dividindo por a(u)G(v)f'(v) e diferenciando em relagao a u, obtemos

(z&)) - (“Z,g)) ) @(ﬁ;f)()

que nos permite concluir que existe um k£ € IR tal que
v k.2
alu) = / ez’ dt
0

Bv) = el

Portanto encontramos uma familia de entropias do seguinte tipo

Por outro lado, dividindo (3.21) por a(u)3(v) f'(v) e diferenciando com respeito

a v, obtemos

(Ftia) =it (o)

Entao existe um h € IR tal que

Portanto encontramos uma outra familia de entropias dependentes do para-

metro h do tipo

w,v) = pihtle=hu?, 3.22
nh( ’ )
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Observamos que (3.22) é uma entropia para nosso problema que nao depende

de f, e m, é convexa se h > 0. De fato, temos que

92

8;7; = (4h%2 - 2h) Lt p—hu?
32
8ug’; = (—2ah2u — 2hu) pahe—h?
92

8;7; _ (a2h2 + ah) Uah—le—hu2'

Mostraremos que

Vi ((w, 2), (w, 2)) = (?;;th + 28822;2111 + 8;:7; 2 >0
V (w,z) € IR%. Como p2ehe=hu® > () (u,v) € IR?, entdo é suficiente mostrarmos que
(2ah2u + 2hu)2 - (—2h + 4h2u2) (a2h2 + ah) >0,
ou seja,
h? [h (20 + 4au®) + (20 + 4u°)] > 0.
Como h? > 0, V h € IR, basta que

h (2@2 + 4au2) + (2@ + 4u2) >0,

1 1 1
logo precisamos que h > ——. Como a > 5 basta que h > 0 > ——.
a a

3.4.2 Entropias do Tipo Soma

Agora, procuramos por solugoes da forma

n(u,v) = a(u) + (v).

Nesse caso (3.17) reduz-se a
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que admite a seguinte solucao

alu) = zu

nwmy:%ﬁ+évjff%1d

é uma entropia convexa bem definida. De fato, para v # 0, temos

assim

V2n(u,v) = ! /0
w=| L rw
v

Dado (w, z) € IR?, temos que

Van((w, 2), (w, 2)) = w? + ”

entao 7 é convexa.

Lembramos que Vq = VnVF', entao

2 °J () , * 1) )
p— d
Vq ((1+2a)u —i—v/o : (v)—f—u/o : ¢,
logo o fluxo correspondente é dado por

q(u7v)_2a—|—1 : / f/

3.4.3 Entropias Polinomiais

Nessa subsecao, assumimos que f é um polinomio de grau n. Com essa
hipétese provaremos a existéncia de entropias polinomiais por um processo de in-
teracao.

1
Supomos primeiro que f(v) = 502, sem perda de generalidade, pois se f(v) =

. ., v
v?, por meio de uma mudanca de varidvel v — —, obtemos
c

+((5+a)w+i?) =0
Uy 2au 2v x—

1 1
-y + —(uv), =0
c c
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1
que é o problema (3.1), com f(v) = 51)2.
De fato, (3.17) reduz-se a

0? 0? 0?
v—n — U—Z + 2au "

ov? ou

=0 (3.23)
que é invariante sobre a dilatagao

(u, v, 1) = (cu, cv, en).

n(u,v)

u
Sejam £ = — e (&) = , onde a > 0 é um inteiro que queremos deter-
v

minar para que 7 seja um polinomio de grau «. Entao

82
() = (€2
8277 ~// 2,,a0—4 ~/ a—3 ~/ a—3 ~ a—2
w(u, v) = 7" (§u v — (a = 2)7 (§uv* ™ — aif (§)uv® ™ + ala — 1)7(§)v
82
5 (,0) = 7' (€)uv™ ™ + (a = D (€2,

Substituindo em (3.23), temos

77”(6) [u20a73 . Uozfl . 2au2va*3] + ﬁ’(é‘) [—(Oé — 2)u1}a72 — OéUUa72

—2au(a — 1)v* 2] + (€)oo — 1) = 0.
Escolhendo o = 1, obtemos
i7'(€) [wv™? = 1= 2au*v™?] = 0.

1
Como [u*v™2(1 — 2a) — 1] # 0, pois a > 3 entao 7(§) = k1€ + ko, onde k; e kq sdo

constantes. Portanto

n(u,v) = vi <E> = kyu + kv,
v

¢ uma soluca@o polinomial de grau 1 de (3.23).
Agora, supomos que f é uma funcao polinomial de grau n que pode ser escrita

CcOo1mo

f(v) = S0" +g(v),
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onde g é uma fungao polinomial de grau maior que 2.

Seja

Entao (3.17) pode ser escrita como
L(n) = 0. (3.24)

Seja

0?n 0% 0%n
Lolm) = v (a— - 37) T 20ug 5y

Entao podemos encontrar solucoes para

Lo(n) = 0. (3.25)

Queremos encontrar uma solugao para (3.24). Seja 1o uma solugao para (3.25).

Podemos, entdo escrever a solucdo para (3.24) da seguinte forma
n=m+Hy + Hy",

onde HY é uma solugao para a equagao nao-homogenea

a27}0

Lo(n) = g'(v) 55

Como

2 2 2 2
L(n) = U(a 770_8770>+2au8770 —g’(v)a "o

ov?  Ou? Judv Ou2
(%~ 5 ) g 00 5
v (8;];11?‘ — 6;5;) + 2auglg§ — g/(v)a;ff
= —g’(v)agH? + L(HD),

ou?
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entdao HI' é uma solugio de
O*HY
L(n) =g (v) ==
() =g'(v)—5
Vamos agora dividir H¥ da seguinte forma

H{ = Hy + H,

onde HY é uma solugao de

O*HY
ou?

Lo(n) = ¢'(v)

Como

0*HY  O*HY 0*HY O?HY
Ry _ 2 2 2 2
L) = v ( ov? ou? ) - zau dudv Y () ou?

O*HE  O*HE O*HE . O*HE
U( o ou? >+2au Judv —g) ou?

(i O H

entdao HI' é uma solucio de

P HY

Lm) = ¢/(0) 57

Assim, a solugao n é dada por
n=no+ Hy + H + Hy + Hy.

Entao, continuando esse processo, depois de k passos obtemos

k

j=1

onde

Lo(mo) =0

O°HO_, (3.26)
Lo(HY) = ¢ (v)—

ou? ’

para j > 0. Finalmente, temos
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Proposicao 3.2 Com as hipdteses anteriores as sequintes propriedades sdo ver-

dadeiras:

a) Se Hj(.)_1 € um polinomio entdao existe H]Q que também € um polinomio.
b) 3k > 0 tal que HF = 0.

Demonstracao: Supomos que HO | tem grau m; em u e my em v, isto é,

mi1  m2

H)_\(u,v) = Zdehuv

k=0 h=0
entao

82HQ mi m2

au2 ZZ]{Z —1dkhu U

k=0 h=0
e existe djj, tal que
2170 mi1—2mo+n—1
QI(U)—E) = = E E dy puo"
ou? ’ '
k=0  h=0

Se assumirmos que

H](-](U,U) = Z Ckl’hlukl’l)hl

k120,h120

entdo (3.26); torna-se

Z hl h1 — 1>Ck1 i hl

k12>0,h12>2

Z ki (ky — 1)cgy pyu™ 20T

k12>2,h1 20
+ E 2ah ke, hlu Lyl E dk pukol
k1>1,hy>1 k=0,h=2

ou equivalente

Z hl(hl + l)ckthHu’“vhl

k120,h1 21

— Z (k‘l + 2>(l€1 -+ 1)ck1+27h1,1uk1vh1

k12>0,h12>1

+ Z 2a(hy + 1)kicpy pyufio™ = Z i puFo”

k1>1,h1>0 k=0,h=2
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de onde obtemos

;

ek =0, se ke N
cr2 =0, se ke N
< (h + 1)(h + Qak)ck7h+1 - (k? + 1)(1€ + 2>ck+2,h—1 = Jk,h»

sek<m;—2e h<mg+n-—1

crp =0, caso contrario.
\

Podemos escolher alguns dos coeficientes ¢y, j, arbitrariamente, por exemplo

Cmi—1,nh = 0

Cmy,h = 0.
Assim, obtemos H}J com grau m; — 2 em u, de fato se 1y tem grau v em w, depois
de [%} + 1 passos obtemos uma funcao que é independente de u. [ |

Portanto provamos que

Teorema 3.4 Se considerarmos (3.1) com um polinomio f de grau n, entao eriste

uma entropia polinomial em (u,v).

3.4.4 O Problema de Goursat

Consideramos o sistema de coordenadas de invariantes de Riemann (w_, w,).

Nesse caso, encontramos que as curvas caracteristicas para as equagoes de entropia

sao as retas paralelas aos eixos coordenados. O problema de Goursat consiste em en-

contrar uma solugao 1 de (3.20) quando seus valores nas duas curvas caracteristicas
sao conhecidos.

Tomamos duas constantes w*,w? com w’ < w?. Estudaremos o problema de

Gousat.

0n N 1 (W) On 9N (w) On 0
Ow_0wy  Ap(w) —A_(w) \ Ow_ 0wy Owy Ow_)
(3.27)

onde 6_ e 6, sao fungoes suaves dadas.

Relembramos o seguinte resultado devido a Sobolev
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Teorema 3.5 O problema de Goursat (3.27) admite uma solugao tao reqular quanto

os dados iniciais 0_ e 0. em qualquer dominio limitado fora do ponto umbilical e

do eizo w, .

Demonstragao: Segundo [Sb], considere que a equacao (3.27) seja da forma

0%n On on
R R R T
N(w-_,wi) =0_(w-) w*<w_ <a
nw*,wy) =04 (wy) wi <wy <b,
onde
_ B -1 OA_(w)
=l TN @) o
e

1 OAf(w)
A(w) = A (w) Ow_

Supomos também que 0_(w*) = 04 (w}). Sejam

ﬁ = ﬂ(w—vw-i-) =

on . on
— = — =
8(4&)_ aLU+ ’
dessa forma temos
ou ov
Ow,  Ow_ —au — v,
segue que
( W+
w(w_,wy) = u(w_,w}) + / (—ou — Bv) dws
wi

w—

v(w_,wy) =v(w*wy) + / (—au — fv) dw-

w*

W
) =nlomwt) + [ vdos.
\ wi
De (3.28) e (3.29) temos
* 877 !
u(w_,w?) = [@w_] o =60_(w-)
w+7w+

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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Assim, (3.31) torna-se

( ww_,wy) =0 (w_)+ /W+ (—au — fv) dwy
wmsw) =0 () + [ (cau—go) do- (3.33)
Nw_,wy) =0_(w_) + /W+ vdw, .

Qualquer solucao do sistema (3.33) satisfaz (3.30) e a segunda equacao em (3.29),
observamos ainda que

w4 w4
O _ 0" (w_) —|—/ v dwy =6 (w) —i—/ (—au — (v) dwy = u.

w— * w_ *
7 D vt

Consequentemente a primeira equagao em (3.29) também é satisfeita. Segue ainda

de (3.33) que n satisfaz

Mwowl) = 0-(w)

w4
nwi,wy) = H(wf)—l—/ v dwy

condigoes iniciais de (3.28)

Portanto, qualquer solugao do sistema (3.33) é uma solugao do problema (3.28).
Segue que o sistema (3.33) é equivalente ao problema (3.28).

Encontraremos entdao uma solucao de (3.33) por um método de aproximagoes
sucessivas. Sejam ug(w_,wi) = 0 (w_), vo(w",wy) = O (wy) e Mo(w_,w}) =

0_(w_), e escrevemos Vn > 1



w4

U, =6 (w_) +/ (—atn—1 — Buy_1) dwy

*

+

w—

v, =0 (wi) + / (—aty—1 — fop_1) dw_

w*

W
= 0 (w_) + / ons i

*
\ +

Mostraremos que as seqiiéncias u,, v, € 1, convergem. Para isso, assumimos

que todas as fungoes 0_, 0., ¢, 0’ , « e 3 sdo limitadas no retangulo definido em

+

(3.28). Assim temos

( W
Upy1 — Uy = —/ a (U — Un-1) + B (vy — Vn-1) dwy

*
+

Upg1 — Up = —/ a (n — Up—1) + B (v — Vp—1) dw_

*

Wt
Mn4+1 — M = _/ (Un — Unfl) dw+.

.
\ +
Mostraremos que

(w- +wy —w* —wk )"t

n — WUn— <Kn71A
ftn = tn—1] < (n—1)!

(w- +wy —wr —wt )t

(n—1)!

Vp — Up1| S K" 1A

*

(w- +wp —w* —wi
(n—1)! ’

)n—l

1y — Nt | < K"71A

onde K > |a|+|3] e os A’s sao ntiimeros independentes de n. Como estamos em um
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retangulo definido em (3.28), temos que se n = 1 entao

b b
lug —ug| < / |0t (w_)| dwy +/ |80 (wy)| dwy < 44
wi wi

vy —v| < / ot (w_)| dw- +/ 186", (wy)| dw_ < Ay,

*

b
=l < [ ol dos < 40— ) = 4
Yt
onde A;, Ay e A3 sdo constantes.
Supomos agora, que a desigualdade vale para n, mostraremos que ela é valida

para n + 1, assim

W
et =] < [ lalun = |+ 18] o = v o
w“i

-1

“r o1 4 W twy —w —wl "
< [ Gal+ioh K 1 o D,

+

w * x\n—1
. AK"/ (wo twy —wt —wh) do,
o (n—1)!
i
AK™ n «\ 7
< o lles e —wt —wi) = (w0 - )]
o gl e— et —w)”

)

n!

as outras diferencas sao estimadas de forma semelhante. Segue que as séries
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sao absolutamente e uniformemente convergente, pois seus termos sao limitados

pelos termos correspondente da série

+o0 * «\n—1
ot (Wo Fwy —wf — W)
A+A;K ) ,

que é a funcdo A + Aef(W-+w+—wi-wil)  Consequentemente, u,, v, e 7, tendem
uniformemente para limites definidos no retangulo definido em (3.28). Tomando o
limite na formula (3.34), vemos que as fungoes limites u, v e n satisfazem (3.33),
assim nosso problema esta resolvido. Podemos aplicar um argumento similar para
os casos @ < w’, b < w}. Para mostrarmos a unicidade, ¢ suficiente mostrarmos
que no caso onde 0_(w_) = 0, (w;) = 0, o sistema (3.33) nao possui outra solugao
limitada além de u = 0, v = 0 e n» = 0. Supomos que existe alguma solucao que
satisfaz as condigbes |u| < A, |v] < A e |n| < A. Entao as fungoes u, v e n satisfazem
as desigualdades

(w- +wy —w* —wi)"!

(n—1)!

(
lu| < K" 1A

(w- +wy —w* —wh )"t

< KA
vl = (n—1)

(3.35)

(w- +wy —w* —w )"t

(n—1)! ’

In| < K" 1A
\

que sao obtidas por aproximacoes sucessivas. Temos assim a unicidade da solucao,

pois as tnicas fungoes que satisfazem (3.35), Vn € IN, sdo u = v =n = 0. [ |



Referéncias Bibliograficas

[B] BRESSAN, A.: Hiperbolic Systems of Conservation Laws, Oxford Uni-

versitypress, New York, 2000.

[C-C-S] CHUEH, K. N.; CONLEY, C. C.; SMOLLER, J. A.: Positively Invariant
Regions for Systems of Non-Linear Diffusion Equations, Indiana Univ. J.

Math, Vol 26, 1977, pp. 372-411.

[C-H] COURANT, R.; HILBERT, D.: Methods of Mathematical Physics II:
Partial Differential Equations, Wiley and Sons, 1962.

[D] DAFERMOS, C. M.: Polygonal Approximations of Solutions of the Initial
Value Problem for a Conservation Law, J. Math Anal. and Applic., Vol
38, 1972, pp. 33-41.

[E] EVANS, L.C.: Partial Differential Equations, American Mathematical So-
ciety, Providence, Rhode Island, 1998.

[F] FRID NETO, Hermano: Compacidade Compensada Aplicada as Leis de

Conservacgao, IMPA, 19° Coléquio Brasileiro de Matematico.

[Fr] FRIEDMAN, A.: Partial Differential Equations of Paravolic Type, Pren-
tice Hall, Englewood Cliffs, 1970.

[G-R] GODLEWSKI, E., RAVIART, P. A.: Hiperbolic Systems of Conserva-
tion Laws, n° 3/4, Ellipses, Paris, 1990.

[Hl HORMANDER, L. : The Anaysis of Linear Partial Differential Opera-

tors , Vol.1, Springer-Verlag, Berlin, 1983.



81

[Hf] HOPF, E.: On the Right Weak Solution of the Cauchy Problem for a Quasi-
linear Equation of First Order, Indiana Univ. J. Math. and Mech., Vol 19,
1969, pp.483-487.

[L] LIMA, E. L.: Curso de Anaélise, Vol. 2, IMPA, Rio de Janeiro, 2000.

[O] OLEINIK, O. A.: Discontinuous Solutions of Non-Linear Differential Equa-
tions, Usp. Mat. Nauk 12, 1957, 3-73.

[R] RUDIN, W.: Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York, 1966.

[Ru] RUBINO, B.: On the Vanishing Viscosity Approximation to the Cauchy Prob-
lem for 2 x 2 System of Conservation Laws, Ann. Inst. Henri Poincaré, Vol.

10, 1993, pp.627-656.

[Sb] SOBOLEV, S. L.: Partial Differential Equations of Mathematical
Physics, Dover Publications, New York, 1964.

[Se] SERRE, D.: La compacité par compensation pour les systémes hyperboliques
non linéaires de deux équation a une dimension d’espace, J. Math. Pures

Appl., Vol 65, 1986, pp. 423-468.

[Sm] SMOLLER, J.: Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations,
Springer-Verlag, New York, 1983.

[W] WEBLER, Claudete M.: Existéncia Global de Solugoes para Certos Sistemas
Parabdlicos nao Lineares,Dissertacao de Mestrado, UFSCar, Sao Carlos,

2005.





