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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar uma versao generalizada do teorema
classico de Ljusternik-Schnirelmann devida a H. Steinlein [16], usando o con-
ceito de genus (c.f. [20]) de um espago de Hausdorff M com uma fungao
f M — M que gera uma Z,-agao livre em M, bem como estimar o valor

do genus de Ly, um espaco especial usado para majorar o genus de (M, f).



Abstract

The purpose of this work is to present a generalized version of the classic
Ljusternik-Schnirelmann theorem given by H. Steinlein [16] by using the con-
cept of genus (c.f. [20]) of a Hausdorff space M with a mapping f : M — M
which generates a free Z,-action over M and to estimate the value of the genus

of Ly,, a special space used to construct an upper bound for the genus of

(M, f).
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Introducao

Sejam S™ a esfera n-dimensional e A : S™ — S™ a aplicacao antipoda,
ou seja, A(x) = —x, para todo x € S". O teorema clédssico de Ljusternik-
Schnirelmann, afirma que se Hy, ..., H, sao subconjuntos fechados que cobrem
S™ tais que H; N (—H;) = () para i = 1,...,k entdo k > n + 2. Agora, se
trocarmos S™ por um espaco de Hausdorff M e A por uma funcao f : M — M
que gera uma Z,-agao livre sobre M (f continua, f? = idy e f(z) # =,
YV x € M), de forma que existam subconjuntos fechados M, ..., M} tais que
M = U M; e M;N f(M;) = () para todo i = 1,...,k, como poderfamos
substituir a estimativa do teorema de Ljusternik-Schnirelmann?

Nosso trabalho visa descrever uma resposta a essa questao, dada por
H. Steinlein em [16]. No capitulo 2 é dada a demonstracdo do teorema de
Steinlein, uma versao generalizada do teorema de Ljusternik-Schnirelmann
baseada no conceito de genus segundo A. S. Svarc, isto é, dado um espaco
de Hausdorff M, uma Z,-acao livre f e considerando o conjunto C(M, f) =
{G ¢ M : existem fechados disjuntos Gp,...,G,—1 C M tais que G =
W Gy eparatodo i =1,...,p—1, f(Gy) = G;}, define-se o genus de M
com a Z,-agao livre f (notagdo: g(M, f)) como sendo o minimo dos cardinais
de G C C(M, f) tais que UgegG = M.

Em 1955, Krasnosel’skii provou em [11] que o g(S™, f) = n+ 1 inde-

pendentemente da Z,-acao livre f : 8" — S™ e do primo p. Logo, podemos



substituir a estimativa £ > n + 2 do teorema de Ljusternik-Schnirelmann por
k > g(M, f) + 1. Nessa linha de pensamento temos, para p = 2, o seguinte
resultado (c.f. [17] e [21])

Teorema: Sejam M um espaco de Hausdorft, f : M — M uma Z,-
agao livre e My, My, ..., My C M subconjuntos fechados tais que UF_, M; = M
e M;N f(M;) =0 parai=1,...,k. Entao k > g(M, f) + 1.

Entretanto, a generalizacao dada em [16] por Steinlein, a qual trata-
mos no capitulo 2, contempla apenas a classe dos espagos normais. Stein-
lein mostra que dado um espaco normal M, uma funcao f : M — M que
gera uma Zy-acgao livre e My, My, ..., M}, C M subconjuntos fechados tais que
UM M; =M e M;Nf(M;) =0 parai=1,...,k entdo g(M, f) < g(Lip, Prp),
onde Ly, é um espago métrico, especialmente construido para esse propdsito
e Yrp ¢ uma Z,-acao livre sobre ele.

No capitulo 3, buscamos calcular o valor de g(Lyp, ¢kp), visando es-
timar o genus de M com a acao f em termos de k e p. Contudo, apenas para
k =3 ou p = 2 temos o valor exato de g(Ly.p, prp). Nos demais casos, apenas
uma estimativa um tanto grosseira sera dada. Um melhoramento da estimativa
dada no teorema 3.0.12 pode ser encontrada em [18] e [2], para p = 7.

Comecamos o trabalho definindo alguns conceitos e listando alguns

resultados no capitulo 1, os quais usaremos nos capitulos seguintes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo daremos algumas definicoes e listaremos alguns re-
sultados, os quais serao usados na confecgao do corpo do trabalho. Comecamos
definindo simplexos e complexos simpliciais Euclidianos. Em seguida, falare-
mos um pouco a respeito da agao de um grupo G sobre um espago topoldgico,
retrato absoluto e de extensao de homotopia. Em todo o capitulo, o intervalo
fechado [0, 1] serd denotado por .

Para maiores detalhes a respeito dos topicos abordados aqui consulte

as referéncias [4], [6], [8], [9], [10], [13] e [14].

1.0.1 n-simplexos e complexos simpliciais em R"

Seja R™ o espaco Euclidiano n-dimensional. Dados z,y € R", defi-
namos [z,y] ;= {tr+ (1 —t)y € R* : 0 <t < 1} como sendo o segmento de
reta unindo os pontos x e y. Dizemos que um subconjunto A C R” é convexo

se para quaisquer x,y € A, tivermos [z,y| C A.

Definigao 1.0.1 Seja A C R™. Definimos a envoltoria convexa de A
(notagao: co{A}) como sendo a interse¢ao da familia de todos os subconjuntos

de R™ que sao convexos e contém A.



Em outras palavras co{ A} é o menor subconjunto convexo de R™ que

contém o conjunto A no sentido de que:
1. co{A} C R™ é convexo
2. AC co{A}

3. Se K C R™ é convexo e A C K entao co{A} C K

Exemplo 1.0.1 Seja A C R™ e definamos P(A) := Uy yealr,y]. Suponha-
mos que para algum m > 0 tenhamos P™(A) convexo (estamos considerando
P°(A) = A e P™"(A) = P(P™'(A)), se m > 0). Entdo temos P™(A) =
co{A}.

De fato, uma vez que P™(A) € convexo e A C P™(A), conclui-se de 3
acima que co{ A} C P™(A). Basta entdo provarmos que, se K C R™ é convezo
e A C K entdo o conjunto P"(A) C K.

Mas se A C K, entio P(A) C P(K) = 'K. Repetindo tal procedi-
mento m — 1 vezes chegamos a P™(A) C K. Assim, como co{A} é convezxo e

contém A, seque que P™(A) C co{A}, donde seque a igualdade desejada.

Defini¢ao 1.0.2 Um subconjunto {ay,...,a,} de pontos do R™ é dito ser in-
dependente se o conjunto de vetores {a; — aq,...,a, — ag} for linearmente

independente.
Lema 1.0.1 Se A = {ag,...,a,} CR™ é um conjunto independente, entdio

co{A}:{x:Z)\iai; 0<\N<1 e Zkizl}
=0 =0

Além disso, se Y ;. qNa; = > Bia;, com 0 < N\, < 1 el N\ =

Yoo Bi =1, seque que \; = [; para todo it =0,1,...,n (veja [15]).

la igualdade é devido ao fato de K ser convexo



Definimos um n-simplexo ¢” em R” como sendo a envoltoria convexa
de n + 1 pontos {aq,...,a,} independentes de R". Pelo lema acima, um
elemento € ¢" é da forma x = Y ! (Na; com Y - A = 1 e os \’s,
os quais chamamos de coordenadas baricéntricas de x, sao unicamente
determinados. Os pontos ay, . . ., a, sao chamados de vértices de ¢" e qualquer
g-simplexo ¢? contido em o™ (¢ < n) é dito ser uma g-face de ¢". Dizemos
ainda que o nimero n é a dimensao de ¢". Além disso, o ponto [0"] =

> oo @i € o™ é dito ser o baricentro de o

Exemplo 1.0.2 Seja B = {ey,...,e,11} a base candnica do RPT'. Desde
que B € uma colecao independente de pontos em RPTL entdo B determina
um p-simplexo especial A,, o qual é chamado um p-simplexo padrdo. As

coordenadas baricéntricas desse simplexo coincidem com as cartesianas.

Definigao 1.0.3 Um complexo simplicial K em R" (ou um complexo sim-

plicial Euclidiano) é uma colegdo de simplexos em R™ tais que:

1. Toda face de um simplexo em K, ainda € um elemento de K
2. Dados 0,0’ € K, entio c No’ =) ou é uma face de ambos

Agora, se L é um subconjunto de K o qual é ele mesmo um complexo
simplicial, entao dizemos que L é um subcomplexo de K. Ao subcomplexo
de K formado por todos os p-simplexos, atribuimos o nome de p-esqueleto
de K, e denotamos por K® . Ainda, os pontos da colecio K(* sdo chamados

de vértices de K.

Exemplo 1.0.3 Qualquer p-simplexo pode ser considerado um complexo sim-
plicial cujos elementos sao todos os simplexos que o compoem. Para qualquer
k < p, temos que o conjunto formado por todas as i-faces de A, com 0 < i <k,

¢ um subcomplezo de A,.
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Observemos que, dado um complexo simplicial Euclidiano K C R",
cada simplexo ¢ € K pode ser encarado como um subespaco de R"™ com
a topologia induzida. Logo, faz sentido definir o espago |K| como sendo a
uniao de todos os simplexos de K, munido da topologia fraca, isto é, um
subconjunto A de |K| é aberto se, e somente se, A N ¢ é aberto em o, para
cada 0 € K. O espaco |K| assim definido é um espago topoldgico, o qual

denominamos poliedro de K.

Observagao 1.0.1 Seja agora V um conjunto nao vazio. Alternativamente,
definimos um complexo simplicial (abstrato) K como sendo uma familia

nao vazia de subconjuntos finitos de V tais que:
1. Seu eV, entao {u} € K.

2. Sese K es Cs, entio s’ € K.

1.0.2 G-agao livre sobre um conjunto S

Definigao 1.0.4 Sejam G um grupo e S uwm conjunto nao vazio. Uma ag¢ao
(a esquerda) de G sobre o conjunto S é uma fungdo G x S — S (usualmente

denotada por (g,x) — gz ) tal que, para todo x € S e g1, 9o € G, tem-se:

1. ex =x, sendo e o elemento neutro de G,

2. (g1-92)x = q1(g2).

Exemplo 1.0.4 Seja S, o grupo de todas as permutacoes do conjunto I, =
{1,2,...,n}. Entdo a funcao S, x I, — I, dada por (o,z) — o(x) € uma

acao de S, sobre I,.

Exemplo 1.0.5 Sendo H um subgrupo do grupo G, uma ac¢ao do grupo H

sobre o conjunto G € dada por (h,x) — h.x, para h € H e x € G.
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Suponhamos que G seja um grupo atuando no conjunto S. Conside-

remos a seguinte relacao sobre S
r~Yy <= gr=yparaalgumge G

Segue direto das propriedades da definicao de agao que essa relacao
é reflexiva e transitiva. Além disso, se x ~ y, entdo existe g € G tal que
gr =y = g lgr = goly = 2 = gy = y ~ x. Portanto, a relagio ~
¢ de equivaléncia sobre S. A classe de equivaléncia de um elemento x € S
damos o nome de 6rbita de x, a qual sera donotada por Z. Ainda, o subgrupo

G, ={9 € G; gx =z} de G é chamado subgrupo de isotropia de z.

Definicao 1.0.5 Seja G um grupo atuando sobre o conjunto S. Dizemos que
essa agao € uma G-agdo livre, se para todo x € S, G, = {e} sendo "e¢” o

elemento neutro de G.

Observamos que a acao do exemplo 1.0.4 nao é livre, uma vez que
podemos ter o(z) = x sem que 0 = 1lg,. Ja no caso do exemplo 1.0.5, como
o unico elemento que satisfaz a igualdade hx = x é o elemento neutro de H,
segue que a acao de H sobre G é livre.

Sejam Z, o grupo dos inteiros médulo p (p primo), X um espago
topoldgico e f: X — X uma funcao continua satisfazendo

o [P =idy (fP=fofo...0f)

p

e f(z)# x, para todo x € X

A fungdo Z, x X —. X dada por (k,z) — f*(z) é uma acdo livre de Z,,
sobre X, e dizemos que f gera uma Z,-acao livre sobre X.

Com efeito, verifica-se sem grandes dificuldades que a funcao ¢ definida
acima ¢ uma acao de Z, sobre X. Mostremos entao que essa acao ¢ livre. Para

isso, consideremos os seguintes resultados (c.f. [10]):



12

Lema 1.0.2 (Lagrange) Seja G um grupo. Entao® |G| =[G : G,].|G.| para

todo x € G, onde |G : G| € o cardinal do quociente G/G,.

Lema 1.0.3 Se um grupo G atua sobre um conjunto S, entao o cardinal da

orbita de x € S € o indice [G : G,].

Logo, os lemas acima nos permitem concluir que p = |Z||(Z,).|- Mas
p é primo e portanto devemos ter [Z| = 1 ou p. Como a érbita de z € X é o
conjunto {f*(x) ; k € Z,} e f ndo fixa pontos, entdo |T| > 2 e daf temos que
|Z| = p. Entao, |(Z,).| = 1 para todo z € X, isto é, (Z,), = {0} e portanto a

acao é livre.

Exemplo 1.0.6 Sejam X = S™ a esfera n-dimensional e A : X — X a
aplicagao tal que x —— —x (aplica¢ao antipoda). E facil ver que A% = idx e
que A(x) # x para todo x € X. A aplicagio A gera uma Zg-agao livre sobre
S

Vale ressaltar que quando n € par, Zs € o0 unico grupo nao trivial que

atua livremente sobre S™(c.f. [8], p. 135)

Exemplo 1.0.7 Consideremos S' C C. A funcao f : S' — S dada por

-1 .
f(z) = 7y gera uma Z,-agao livre em S*, com p > 3. De fato, observemos

nmi

que se "™ =1 entdo nm = 2kn, para algum k € Z. Logo se ewistisse z € S*

—1 .
tal que f(z) = z, entdo €7 = 1 — % = 2k para algum k € 7, o que

¢ absurdo, pois p é primo. Além disso, fP(z) = e

idX(Z).

2A notacio |G| significa cardinalidade de G

Py = e iy — 5 =
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1.0.3 Retrato absoluto

Sejam X e Y dois espacos e A C X fechado. Se f: A — Y é
continua, dizemos que uma fungao continua F': X — Y é uma extensao de

f, se F|4a = f, sendo F|a a restrigdo da fungao F' ao subconjunto A de X.

Definicao 1.0.6 Dados arbitrariamente um espaco X e um subconjunto fechado
A C X dizemos que o espago Y é um retrato absoluto de X (abreviada-
mente AR), se toda fun¢io f : A — Y continua pode ser estendida a uma

funcao continua F : X — Y. Se X € um espaco normal, dizemos que Y €

AR (normal).

Exemplo 1.0.8 Pelo teorema de Tietze ([14]), qualquer intervalo fechado e

limitado de R e o préprio R sdo espagos AR (normais).

Exemplo 1.0.9 O espaco euclidiano R™, o cubo n-dimensional I" e o cubo
de Hilbert I = {(z,) € [[;Ri : R =R, Vi e N e |z, < 1} sdo

AR(normais). Isso é consequéncia imediata do sequinte fato.

Lema 1.0.4 Seja{Y,}aca uma familia de espagos. Entao [[,, Yo € AR(normal)

se, e somente se, cada Y, € AR(normal).

O resultado a seguir serd fortemente usado no capitulo 2, para demons-
trar o teorema 2.0.8. Antes, considere o seguinte resultado, cuja demonstracao

se encontra em [6].

Teorema 1.0.1 Sejam X um espagco métrico, A subespacgo fechado de X, L
um espago vetorial localmente convexo e f : A — L continua. Entdo existe

uma extensao F 1 X — L. Além disso, F(X) estd contido na envoltdria

conveza de f(A), ou seja, F'(X) C co{f(A)}.
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Lembramos que um espago vetorial L ¢é dito ser localmente convexo,
se para cada a € L e cada vizinhanca U, de a, existir uma vizinhanca convexa

V,tal que a € V, C U,.

Corolario 1.0.1 Todo subconjunto convero C' de um espago vetorial local-

mente convezo é AR.

Teorema 1.0.2 Todo subconjunto fechado e convexo de um espago vetorial

normado de dimensao finita é AR (normal).

Demonstragao:

Seja V' um espago normado de dimensao finita e C um subconjunto
fechado convexo de V. Queremos mostrar que, se X é um espaco normal e A
¢ um subconjunto fechado de X, entao qualquer fungao continua f: A — C
possui uma extensao continua F': X — C

Seja entao f : A — (' uma funcao continua. Note que, como V é
espaco normado de dimensao finita, entao V' é homeomorfo a algum R™. Ora,
pelo lema 1.0.4, sabemos que R™ é AR(normal). Assim, se i : C — V é
a inclusao e h é o homeomorfismo entre V' e R", entao a aplicagao continua
g=hoiof

AL c Ly g

pode ser estendida a uma funcao G : X — R". Logo, temos a funcao continua
H=h"1oG: X — V. Basta entao mostrar que idc : C — C pode ser
estendida a uma aplicacao r : V — (C e dai a funcao F' = ro H sera a desejada
extensao de f com relacao a C.

Mas, V ¢ métrico® e localmente convexo pois V' é homeomorfo a R”, e

além disso, pelo corolario 1.0.1, C' é AR . Portanto, como C' é subconjunto

3Como V é normado entdo d(x,y) = |z — y| define uma métrica sobre V'
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fechado de V' segue que existe uma extensao r : V — (' de idg, como

queriamos.

1.0.4 Extensao de homotopia

Sejam f,g : X — Y funcdes continuas. Dizemos que f é ho-
motdépica a fungao g (notacdo: f ~ g), se existir uma aplicagdo continua

F:.: X xI—Y tal que

F(a,0) = f(z) e F(z,1) = g()
para todo z € X. F' ¢ dita ser uma homotopia entre f e g.
Lema 1.0.5 A relacio ~ € de equivaléncia

Dada uma f, denotamos por [f] a classe de homotopia de f, isto é,

[f] é o conjunto de todas as fungoes g tais que f ~ g.

Exemplo 1.0.10 Sejam f,g : X — R2?, onde X é um espaco qualquer.
Pode-se verificar sem maiores dificuldades que a funcdo F : X x I — R2?,
dada por F(x,t) = (1—t)f(z)+tg(z) é uma homotopia entre f e g. A fungdo
F é comumente chamada de homotopia linear, pois ela "move”o ponto f(x)

até o ponto g(x) através do segmento de reta ligando os dois pontos.

Observacao 1.0.2 Se A € um subespaco de um espaco X, ndao é simples res-
ponder quando uma dada funcao f : A — Y possui uma extensdo. Na grande
matoria dos casos, a resposta para esse tipo de questionamento depende da

classe de homotopia de f.

Defini¢ao 1.0.7 Seja f : X x{0} — Y e A subespago de X. Uma homotopia
H: AxI —'Y é dita ser uma homotopia parcial de f, se f(x,0) = H(z,0)

para todo x € A.
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Dado um espago topolégico X uma triangulagao 7' = {t, K} de X
consiste de um complexo simplicial K e um homeomorfismo ¢ : |K| — X.
O espago X é dito ser triangulavel se admite uma triangulagao 7' = {t, K'}.
Dizemos que X ¢ finitamente triangulavel, se existe uma triangulacao T' =

{t, K} de X tal que K é um complexo simplicial finito.

Exemplo 1.0.11 Sejam S' a esfera 1-dimensional e Ay o0 2-simplexo padrao.
Se K = 0Ay € a uniao das faces de Ay com dimensao menor que 2, entao existe
um homeomorfismo f : |K| — S, logo T = {f, K} é uma triangulagio de

S1. Em geral, S™ é trianguldvel.

Definigao 1.0.8 Um par de espagos topoldgicos* (X, A) possui a propriedade
de extensdo de homotopia (notagao: PEH) com relagio a um espago
Y se, para toda aplicacao f : X x {0} — Y e toda homotopia parcial
G:Ax I —Y, existir uma funcao F : X x I — Y fazendo o diagrama

abairo comutar

XxI—7FL

I

(X x{0hHu((Ax1I)
onde i € a inclusao e a fung¢io fUG : (X x {0}) U(AxI) —Y € tal que

Y

f(z,0), sexe X
(fUG)(z,t) =
G(z,t), sexe A
Notamos que fUG estd bem definida desde que G(x,0) = f(z,0) para

todo x € A e é continua pelo lema da colagem.

Teorema 1.0.3 Seja Y um espaco (finitamente) trianguldvel. Entdo todo sub-

conjunto fechado de qualquer espaco binormal’ X tem a PEH em X com relagdo

aY.
4X espaco topoldgico e A subconjunto fechado de X

5Um espaco X é binormal, se X x I é normal
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A prova desse teorema pode ser encontrada em [9]. No capitulo 3,

usaremos esse resultado fortemente na demonstracao do teorema 3.0.11.



Capitulo 2

Uma generalizacao do teorema
de cobertura de

Ljusternik-Schnirelmann

Considere o teorema classico de Ljusternik-Schnirelmann-Borsuk:

Teorema 2.0.4 Sejam Hy, Ho, ..., Hy subconjuntos fechados da esfera S™ tais

que U¥_ H; = S™ e H; N (—H;) =0 para i =1,...,k. Entiok >n+2

Agora, se ao invés da S™ tivermos um espaco de Hausdorff M qualquer
juntamente com uma fungao f : M — M que gera uma Z,-agao livre sobre M
tal que os fechados Hy, Hs, . .., Hj, cobrem M e satisfazem H;N f(H;) = (), para
t=1,...,k e p primo, como poderiamos substituir a estimativa k > n + 27

Nesse capitulo nos dedicamos a responder essa questao. Daremos uma
versao generalizada do teorema 2.0.4, segundo Steinlein [16], no contexto do

genus segundo A. S. Svarc

Definicao 2.0.9 Sejam M um espaco de Hausdorff, p um nimero primo e

f M — M uma fungio que gera uma Z,-agdo livre em M (isto €, f é

18



19

continua, fP =1idy e f(x) # x, Y € M ). Seja ainda

C(M, f) ={G C M : existem conjuntos fechados disjuntos Gy,G1,...,Gp_1 C
M com ' G; =G e f(Go) =Gy parai=1,...,p—1}

Entao, definimos o genus g(M, f) por

g(M, f) = min{card G ; G CC(M,f), UgegG = M}

Observagao 2.0.3 Por simplicidade, a partir daqui quando dissermos que f
¢ uma Zy-acao livre, estaremos nos referindo a uma fungdo que gera uma

ZLip-agao livre sobre M.

Nessa linha de pensamento, temos para p = 2 o seguinte resultado

(veja [17], [21]):

Teorema 2.0.5 Sejam M um espaco de Hausdorff, f : M — M uma Zs-
agdo livre e My, My, ..., My C M subconjuntos fechados tais que UF_, M; = M

e M;N f(M;)=0parai=1,...,k. Entiok > g(M, f)+1

Demonstracgao:
Como MNf(My) =0 e Ur_ f(M;) = f(U_ M;) = f(M) = M, segue

que M, C UF_ f(M;). Assim,
M = U M; = UK M U My, = U2 (MG U f(M))

Sejam G' = M; U f(M;) parai = 1,...,k — 1, e chamemos G} = M,
e G = f(M;). Logo, G' = G{UGY, f(GY) = GY e Gy NG, = () para todo
i =1,...,k — 1. Portanto, cada G* € C(M, f) e ainda M = U*Z!G’. Dai
g(M, f) <k-—1. O
Entretanto, a questao andloga para uma Z,-acao livre com p > 3
primo, parece ser muito mais complicada. Assim, descreveremos aqui uma

generalizagao do teorema 2.0.4 para espag¢os normais.
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Vale ressaltar que o calculo do genus, em geral, nao é tarefa simples,
apesar de existirem algumas estimativas em termos da dimensao, conexidade
ou (co)-homologia do espago. A exemplo disso, Krasnosel’skii mostra em [11]

0 seguinte

Teorema 2.0.6 Seja M um espaco de Hausdorff. Independente da funcao f
que gera uma Z,-agao livre sobre M e do primo p, temos sempre g(S™, f) =

n—+ 1.

Um resumo da demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [2].
Mostraremos, no teorema 2.0.8, que g(M, f) < g(Lyp, prp) sendo Ly,
um espaco normal especial e ¢, uma Z,-acao livre sobre Ly, ,,.
Consideremos N :={1,2,...} e R*:={z:N—R : z,=2(n)=0
para quase todo n € N} dotado da topologia Euclidiana, isto é, a topologia
induzida da métrica d(z,y) = (352, (z; — y;)?)2 . Assim, sendo e; € R™ tal

que

1l se i=n
ei(n) == 0 =
0 se i#mn

paratodon € N, g e N, I C {1,...,q} ei € {1,...,q}, definimos

A1 = co{er, ... e}
Al = colej | jel}

Agri = A —cofe | e {1, qh\ {i})

8Aq_1 = ngl Aq—l:i

Assim, A, é o simplexo (¢ — 1)-dimensional gerado por ey, ..., e, Aé—1 e
A,_1,; sao faces e 0A,_1 é o bordo de A,_;. Além disso, usaremos [Aé_l] para

denotar o baricentro de A!_,.
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Demonstraremos agora um teorema que é de fundamental importancia

na prova do resultado principal.

Teorema 2.0.7 Sejam M um espaco normal, k € N, p um numero primo,
f M — M uma Zy-agao livre e My, Ms, ..., M, C M subconjuntos fechados
tais que US_ M; = M e M; N f(M;) =0 parai = 1,...,k. Entao existe uma

fungao continua h : M — OAg_q tal que h(M;) C Ag_1, €

h(f (A~ (Ar-14))) C LJ co{[A L J{i} € K C{1,... . k}\{j}}

J#i

Em particular, h(f(h™ ' (Ap_14))) N Ap_1s =0 parai=1,... k.
Antes de demonstramos esse teorema, consideremos os seguintes lemas:

Lema 2.0.6 Nas hipdteses do teorema acima, para cada i = 1,...,k, existe

aberto N; C M tal que M; C N; e N; N f(N;) = 0.

Demonstracgao:
Notamos que f é homeomorfismo (f é continua cuja inversa é fP~1),
e como cada M; é fechado, segue que f(M;) é fechado em M. Dai, M; e f(M;)
sdo subconjuntos fechados do espago normal M tais que M; N f(M;) = 0, logo
existem abertos A e B de M os quais sao disjuntos e A D M; e B D f(M;).
Agora, como B é aberto e f é continua, entdao f~(B) é aberto em M.

Segue entdo que N; = f~1(B) N A é aberto.
Afirmacgao 2.0.1 N; € tal que M; C N; e N; N f(N;) =0 parai=1,... k.

De fato, como f(M;) C B entao M; C f~'(f(M;)) C f~*(B). Ainda,
M; C A, o que nos permite concluir que M; C f'(B)N A = N;, como

queriamos.
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Ainda,

(fT(B)NA)N(BNf(A) = fH(B)N(ANB)N f(A) =0

Portanto, N; N f(N;) = 0. O
Consideremos, nas notagoes acima, para I, J C {1,...,k}, o seguinte
conjunto:

W[ﬂ] = m Mz\ U Nj (21)

i€{1, kT jed

.....

.....

Sejan € {1,2,...,k —2}. Denotando por card I a cardinalidade do

conjunto I, definimos

M(n) = U ﬂie{l ..... k}\IMz (22)

Ic{1,..., k}
card I<n

Lema 2.0.7 Segundo as mesmas notacoes e defini¢oes dadas acima, valem as

sequintes afirmagoes:

1M =] (M U e, M),

Ic{1,..., k}
card I=n+1

..........

{1,...,k} comecard I =card Iy =n+1 e I # I.
Demonstracgao:

1. Pelo que definimos em (2.2) temos:

Mt U Miequ,...oprMi

Ic{1,....,k}
card I<n+1
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Dali,

M+ — ( U Nieqa,. 1 M) U ( U Nief1,... k7 Mi)

Ic{1,..., k} Ic{1,..., k}
card I<n card I=n+1
M™ U ( U Nieqa,...spa M)
IC{1,....k}

card I=n+1

= U (M™ U Nicq,. i r M)

Ic{1,...,k}
card I=n+1

2. Primeiramente, observemos que:

(Mieq,pnnn Mi) N (Niggr,en M) = Niegr,. e nn Mi (2.3)
pois

(Mieqt,pn i M) N (Nieqr,en M) = N, s\ 1)UL, k1) Mi

= Nicqr,..kp\nini M

Ainda, notemos que card (I; N Iy) < n, desde que card I} = card I, =

-----

----------

..........

----------

Ul(Nieqr,...op\i Mi) N (Nieqa,. 1. Mi)]

el ) )
C M™U(M™ N Nieq,mpnn M) UM™Y 0 Niepr, s Mi) € MM,

..........
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Dados Iy C {1,...,k} tal que card Iy =n+1em € {1,...,n+ 1},
definimos

MY =M U W (2.4)

JClIg
card J>m

Lema 2.0.8 Valem as sequintes propriedades:

1M = U (M U Wi, ).

JCIy
card J=m-—1

2. [(M](;n) U W) N (Ml(gn) U Wp.n)] C MI(:q’) para Ji, Jo C Iy tais que

card Jy =card Jo=m —1 e Jy # Js.

3. Se Jy C Iy entao WI&JO N Ml(gn) = U WLJO U U WIO,J'

JoCICIy JoCJClIy
card I<n card J>m

4. Secard Iy =n+1 entdgo M™ NW;, ;. =0

J. MI(Ol) =Mm" U Mic{1,...k3\Io M
Demonstragao:

1. De acordo com a definigao (2.4), temos:

Ml(énfl) = M(n)U U WIO,J

JClIg
card J>m—1

= MPu( |J Wou U W)

JClIy JClIy
card J>m card J=m—1

= Ml(gn) U U Wi,

JClIg
card J=m—1

= U (MI((:H) UWi,.s)

JClIg
card J=m—1

2. Para Jy, Jo C Ij tais que card J, = card Jo, =m — 1 e J; # Jy, temos:
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(M U Wiy ) N (M UWy, )] =
= (M U W) 0 MITU (M U W ) 0 W]
= 1(:1) U (MI‘;”) NWin) U (Mf(g”) NWipro) U Wiy " Wiy, 1)

® m . ; N
c Ml(o ) U (MI(O : N Wfo,Jl) U (M[(O ) N WIO,J2> C MI(O )

(*) Observe que, Wi, s, N Wi, 5, = Wi, 50, C MI(:Z) Com efeito, por

um lado, se tomarmos x € Wy, ;, N Wy, j, entao:

.....

oz c Wy, = ﬂie{l B\ M\Ujcs, Nj = = € Mi\Ujc;, N; para

77777

todo i € {1,...,k}\ o

Logo, x € M;\J N; para todo i € {1,...,k}\ly, isto é,

jeJ1UJ

Reciprocamente, se v € Wy, j,u,, temos

z € Mi\Ujc 07, Nj para todo i € {1,...,k}\Io
= & € (Mi\Ujc;, Nj) N (Mi\U,c,, N;) para todo i € {1,...,k}\Io
=z € (Mi\U,c,, Nj) e v € (Mi\Ujcj, N;) para todo i € {1,...,k}\Io

:>$€W]07J1 exEWIO,b :>$€WIO7J1HW]O7J2

Ainda, Wy, j,u5 C MI(;"), pois card (Jy U Jy) > m dado que card J; =

card Jo=m —1e J; # Js.
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3. Considerando as defini¢coes dos conjuntos envolvidos, temos

Wi VM = Wipon (MU ) Wi

JClIg

card J>m
= Wiue "M)YU ) (Wipse 0 W)
JClIy
card J>m
= U Wio,g0 N (Nieqr,.. s M;)] U U Wiy.g000
Ic{1,..., k} JClIg
card I<n card J>m
- U n myUmnc N mu
Ik (Lo ko j€do ie{1,.. kNI
U U Wiy.g000
JClIg
card J>m
= Ui N mn 1 MpnUusiv
Ik (L, ko ie{1, kNI jedo
U U Wig,gua
JClIy
card J>m
U N MUY U e
L i 1 JCI,
Icii;’]glfn} 16{17”.,19}\](1[0 jeJO ca'rdCJOZ'm
= U Wint,g U U Wiy.g070
Ic{1,..., k} JClIg
card I<n card J>m
= U wWu U Wi
JoCICIy JgCJClIg
card I<n card J>m

4. Seja Iy C {1,...,k} tal que card Iy = n + 1. Temos, por definigao, que:

M™M= U Nieq1,...kep\1 M

Ic{1,.., k}
card I<n

W[O,IO = ﬂ Ml\ U Nj

ie{1,...k\ o jelo
Notamos que, se existisse z € M™ N Wi,.1, entao, por um lado,
x € M;\ Ujelo N; para todo ¢ € {1,...,k}\Iy e portanto, desde que
M; C N; (veja lema 2.0.6) , segue que x ¢ M;, Vi € Iy . Mas card I, =

n+1ecard I < n, logo existe pelo menos um indice iy € Iy\I qualquer
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que seja I C {1,...,k}. Por outro lado, € Njcq1,.. ks M; para algum
I'c{1,...,k} com card I < n e conseqiientemente x € M;, poisio ¢ I e
Iy C {1,...,k}, o que contradiz o fato de = ¢ M; com i € I;. Concluimos

entdo que M™ N Wy, 1, = 0.
. Segue da defini¢ao (2.4) que

MI(Ol) =M™y U Wio.g

JClIy
card J>1

Logo, tomando-se x € MI(Ol), entdor € M™ouzx € U Wiy,

JClIy
card J>1

Se x pertencer a M certamente z € M™ U Nicg1,..kp\1o Mi. Agora

suponhamos que x € Wi, 7. Segue que z € Wy ; para algum
0, g 0,

JClIg
card J>1

J C Iy com card J > 1 e dai

reWns= [ M\UN c N M

iE{l,...,k}\Io jeJ iE{l,...,k}\[o

Portanto, x € M™ U mie{l,...,k}\lo M;

Agora, tomando-se x € M ™ U ﬂie{lp_.’k}\lo M;. Observa-se que,

paracada j=1,...,k
FING) N (N NG) = (F(N;) N NG) O (N2 NG) = 0
Logo,

NN = (N No) N M = (M2, N:) N (UG, f (V)
- U?:l[(mleNi) NfN;)] =0
Assim, para cada z € M, existe um indice j € {1,...,k} tal que = ¢

N;. Logo, se x € ﬂie{l kN o M;, entao existe j € Iy (aqui necessaria-

mente devemos ter j € I, visto que ﬂie{lwﬁ}\fo M; C N; para todo
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j S {1,,]{?}\]0), tal que T ¢ Nj e dai x € mie{l,...,k}\lo MZ\NJ =
Wiy C Ml(ol), isto ¢, z € Ml(ol) Por outro lado, se z € M™ entdo

T E MI(OI) =M™y U Wi

JClIg
card J>1

Demonstracao do teorema 2.0.7:

Daremos aqui apenas a demonstracao para o caso k = 4, meramente
para deixar mais "evidente” a técnica usada para k qualquer. A prova do caso
geral ¢ dada em [16] por indugao.

Assim, como no lema 2.0.6, para cada M; existe um aberto N; C M
tal que N; N f(IV;) = 0 para i € {1,2,3,4}. Queremos construir uma fungao
continua h : M — 0A; tal que h(M;) C As; para cada i = 1,2, 3,4, ou scja,
de forma que a imagem de cada M, por h esteja contida na face oposta ao

vértice e; e ainda

4

h(f(h™H(Ag.))) € | col[AFTHi} € K € {1, kN\{j}}

j=1
i

Para isso, definiremos h continuamente sobre M satisfazendo, para todo () #

JcIc{1,23,4}
h(Wr.5) C co{[AX])|J C K C I} (2.5)

0 que caracteriza as propriedades que exigimos para h, como acima (constata-
remos isso no final da demonstracao).

Bem, observemos que, para n € {1,2,3,4}, pelo que definimos em
(2.2) temos MM ¢ M® c M® = M (para n =4, M™ = (). Comecaremos
entao definindo uma funcao continua h; sobre o conjunto

MO = | NiepsapnrM;

1c{1,2,3,4}
card I=1
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chegando em 0Aj tal que, para todo I C {1,2,3,4} com card I = 1e () #
J C I, a imagem de cada conjunto Wy ; (veja (2.1)) por h; esteja contida em
co{[AK]|J C K C I}. Notemos que, para cada I nestas condigoes, o conjunto
Wi, nada mais é do que o conjunto dos pontos de Mjeq12,341\7M;, que nao
pertencem a UjesN; e portanto Wy ; é um subconjunto de Nicgr 2,343\ 1 M;.

2)

Em seguida, definiremos uma funcéo hy : M® — 9Aj3 de maneira

que hs seja uma extensao continua de hy. Ora, pelo lema 2.0.7 item 1, temos

M® = ) (MY UNeq, M)

Logo, desde que a intersecao duas a duas das parcelas dessa uniao esta contida
em MW (veja item 2 do lema 2.0.7), podemos assim definir hy em cada um
dos conjuntos MM U Nief1,...kp1M; separadamente, com card I = 2. Para

) para I C {1,2,3,4} com car-

isso, definiremos hsy sobre cada conjunto M 1(2
dinal igual a dois, e estenderemos para o conjunto ]\/[I(l)7 o qual é igual a
MO UNieqa,..kpaM; (lema 2.0.8, item 5) para cada I, o que consequentemente

nos dard uma definicio de hy sobre M. Vale ressaltar que, cada extensao

dessa é feita de modo a preservar a propriedade (2.5). Finalmente, desde que

construiremos hs : M) — A3, a qual estende hq, de maneira inteiramente
andloga ao que faremos para definir hg, mas agora para todo I C {1,2,3,4}

com card I = 3. Assim, como M®) = M, segue que hs serd a requerida funcéao

h.
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Sendo assim, consideremos o conjunto

MY = U Nicf1,2,34017M; =
1c{1,2,3,4}
card I=1
= (Myn Mszn My)U (M0 Mg My)U (M N My N My) U
U (M; N My N Ms)
Vi

Definamos entao, hy : MM — 9A; como segue:
(
e, se eV

ey, se el

e3, se xr el

| €1, se reV,

onde {eq, e, e3, €4}, s@o os vértices do 3-simplexo As.

Observemos que h; estd bem definida desde que V; N'V; = () para
todo 7,5 € {1,2,3,4} com i # j, pois My N My N M3 N My = () conforme ja
mostramos (veja pagina 20). Além disso, claramente hy é continua e satisfaz
a condigao (2.5), visto que para I = {t} C {1,2,3,4} podemos ter somente

J = I e portanto

W= (] MANM c (] M=V

ie{1,2,3 41\ i€{1,2,341\I

Logo, como h(V;) = e; e co{[AX|[I c K C I} = [Aét}] =e¢; parat =1,2,3,4,
segue que

hi(Wi 1) C co{[AX]|I € K C I}

Agora, nosso préximo passo serd definir hy continuamente no conjunto

M® = MWDy U Nief1,2.3407M;)

1c{1,2,3,4}
card I=2
1
= U (MM U Nicf1,2,341\1M;)
I1c{1,2,3,4}

card I=2
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de forma a estender h; no conjunto M® preservando (2.5).

Notamos que, para Iy, I, C {1,2,3,4} com card I, = card I = 2 e
I # I, segue do lema 2.0.7 item 2 que

(MY Nieq1,2,3400 M) N MYy Nie(1,2340\M;) C MM

e portanto, basta que h; seja estendida continuamente em cada um dos con-
juntos MOy Nief1,2,341\17M; para todo I C {1,2,3,4} com card I = 2.

Por uma questao de otimizacao da demonstragao, nos concentraremos
aqui apenas na construcao de hy especificamente para Iy = {1,2} C {1,2,3,4},
visto que para os demais I C {1,2,3,4} com cardinal igual a dois, a demons-

tracao é inteiramente andloga. Logo, considerando Iy, como ) # J C I,

temos
Caso 1 (J = I):
Para todo x € Wy, ;, definamos
ha(a) = [Ay].
Note que, MY "Wy, 1, = 0 (lema 2.0.8, item 4). Portanto a fungdo estd bem
definida e é continua em M 1(02) = MO UWy, 1. Além disso,

ha(Wiy 1) € co{[AF ][y © K € I} = [AY]

logo, h2|MI(2) satisfaz (2.5).
0

Caso 2 (J ={1} ou J ={2} ):
Por conveniéncia, chamemos J = {1} de J; e J = {2} de J; e consi-

deremos:
MI(Ol) = M[((?) U (WIO7J1 U W107J2)

2 2
= (MI(O) U WIO,Jl) U (MIEO) U WIO,Jz)
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Queremos mais uma vez definir ho, continuamente, agora sobre o con-
junto M I(;‘), de forma a satisfazer a condigao (2.5). Ja sabemos que hy estd
bem definida em (M UWy, 1) 0(M2 UW;, 5,) € MY (lema 2.0.8, item 2).
Portanto basta que estendamos hy em cada um dos conjuntos M }02) U Wi,
para i =1,2.

Mas, pelo lema 2.0.8 item 3, para ¢ = 1, 2, segue que:

(2)
Wiea, N M7 = Wr.g U Wiog
J;CICIy J;CJClIy
card I<1 card J>2

= WJiyji U Wfo,fo

Portanto,

ho(Wigs, " M2) = hao(Wy, 1) U ha(Wi, 1)
(%)

co{[AS]|K = Ji} U co{[AF]|K = I}

C cofe;, [AR]} i=1,2. (2.6)

) satisfazendo

(*) Essa passagem segue do fato de que hy estd definida em M }f
a condigao (2.5) e que (Wy, 5, N MI(OQ)) - MI(OQ)

Notemos ainda que, co{e;, [AX]} nada mais é do que o 1-simplexo ger-
ado por {e;, [AR]}, 0 qual é um subconjunto fechado e convexo de R?. Assim,
co{e;, [AR]} satisfaz as hip6teses do teorema 1.0.2 e, portanto é AR(normal).
Mas, M 1((?) e Wy, s, sao subconjuntos fechados de M, logo Wy, j, é normal

e Wiy N MI(:) ¢ um subconjunto fechado de Wy, ; para ¢ = 1,2. Dali,

h2|WI L AM® pode ser estendida continuamente para cada Wi, 5, de forma que
0:7;" M1y

(3

ho(Wi,.5.) C cofes, [AR]} = co{[AF]|J; ¢ K C Iy} para j = 1,2. Portanto,
temos hy definida sobre o conjunto M 1(3) e satisfazendo (2.5).
Dessa forma, finalmente obtivemos uma definicao para hy no conjunto

MMy Nie1,2,34010 M = MDYy (MsN My) = M](Ol)(lema 2.0.8, item 5). Como
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jé tinhamos dito antes para os demais I C {1,2, 3,4} com cardinal igual a dois,
construimos hy sobre cada M1 UNieq1,2,341\1M;, a qual estende hy, de maneira
inteiramente andloga ao que fizemos acima. Portanto, a uniao de todas essas

extensoes nos dé a requerida funcéo hy sobre o conjunto M) = U M }1)

1c{1,2,3,4}
card I=2

satisfazendo a condigdo (2.5), como queriamos.
Por fim, consideremos o conjunto

MB = U Nic(1,2,34017M;

Ic{1,2,3,4}
card I<3

= MPU( J Nezsand)

I1c{1,2,3,4}
card I=3

= M® U (MyU MsU M, U M)

= (MPuUM)UMDUM)UM?DUM)UMPUM,)

Mais uma vez, observemos que (M@ UM;)N (M@ uM;) C M para
todo,j € {1,2,3,4}, i # j e portanto basta que definamos hs : M®) — 9As,
uma extensao de hy, em cada M@ UM, com i = 1,2, 3, 4 separadamente. Note-
mos que M®) = M e, portanto se definirmos hs satisfazendo a condicio (2.5),
teremos h = hg : M — 0Ag3, como desejamos. A técnica para estendermos
hy é a mesma usada no processo de extensao de hy. Entretanto, agora temos
I C {1,2,3,4} com card I = 3. Por esse motivo, faz sentido comegarmos
definindo hg sobre M 1(3), em seguinda estenderemos ao conjunto M 1(2) usando

o fato de que co{[AX]|J C K C I} é AR(normal). Desde que
MI(S) C MI(Q) C Ml(l) para cada I C {1,2,3,4}, card I =3

pelo mesmo motivo estendemos h3 sobre Ml(l) =M®u Nicq1,2,3,41\7M; finali-

zando a prova do teorema.
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Nos restringiremos novamente a construir a funcao hg para um de-
terminado Iy C {1,2,3,4} com card I; = 3, mais especificamente para [} =
{1,2,4}, devido ao fato de que a constru¢ao para os demais casos é mais uma
vez analoga, o que tornaria a demonstragao longa e mais enfadonha. Assim,
considerando I, temos as seguintes possibilidades para () # J C I.

Caso 1 (J = I:)

Seja

MY =M@U ) Wi,

JCIy
card J>3

como definido em (2.4). Logo, MI(S’) = M@ UWy, ;,. Uma vez que ja temos a

hs para todo x € M@, definamos entéo,
hs(z) = [AL], Yo e W,

Portanto, como M® MWy, ;, = 0 (lema 2.0.8, item 4), entdo hj estd
bem definida em MI(IS), é continua e hg|, s satisfaz (2.5).
I
Caso 2 (card J = 2):

Agora consideremos,

P = MPu ) Wiy

1
JCIy
card J=2

3 3 3
= (Ml(l) U Wfl,Jm) U (Ml(l) U W117J14> U (Ml(l) U WI1,J24)

sendo que Jio = {1,2}, Jiy = {1,4} e Joy = {2,4}.

Novamente, pelo lema 2.0.8 item 2, segue que (Ml(f’) UWr 5,)0 (Mj(lg) U
Wi ..) C MI(IS), com J;; e Ji; sendo Jiz ou Ji4 ou Jos. Logo, basta definirmos
hs em cada parcela MI(I?’) U W, s, do conjunto Ml(f) com i, € {1,2,4}, i # 7,

separadamente.
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Mas pelo lema 2.0.8 item 3, temos que:

3

W117J12 N Ml(l) = WJ12,J12 U WflJl
3

WI1,J14 N Ml(l) = WJ14,J14 U Wh,h

3
WI1,J24 N Ml(l) = WJ24:J24 U WIhIl

e portanto, segue que

h3<W11,J12 N MI(?)) = h3(WJ12,J12) U h3(W11Jl)
C cof[AN]|K = Jia} Uco{[AF]|K = I}

— cof[AK]| T C K C I} = co{[A7], [AL]}.

Analogamente, verifica-se que

hs(Wr s N M) co{[AF]| s € K C I} = co{[AJ], [AD]}

hs(W,i N M) C o cof[Af]1Jos C K C I} = co{[Af™], [A}]}.

Logo, desde que co{[A3], [Ag']}, co{[A5"], [A3']} e co{[A3"], [Ay']}
sao subconjuntos fechados e convexos em R?, segue que eles sao AR (normais)
(teorema 1.0.2), o que nos permite concluir que podemos estender hy continua-
mente dos fechados Wy, 5,,NM 1(13), W g, NM I(f’) e Wi, 5, NM ](f) para 0s espacos

normais Wr, 7., Wi, .5, € Wi, s,, Tespectivamente, satisfazendo
hs(Wip,) C cof[Af]]J12 € K C I}

h3<W[17J14) - CO{[A?“JM Cc K C ]1}

hs(Wi, 1,,) C co{[AF]|Jo € K C I}
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Caso 3 (card J =1):

Resta definirmos h3 no conjunto,

My = MPu | Wi

JCIq
card J>1

2 2 2
= (MPUWy, ) U (Mz(l) U Wi 2y) U (M UW, )

Novamente, a interseccao duas a duas das parcelas do conjunto M 1(11)

estd contida em M 1(12), no qual a funcao hs ja estd definida. Portanto é suficiente
que definemos h3 para cada Wy, ;3 com 7 € I;. Mais um vez, pelo item 3 do

lema 2.0.8, temos

MI(12) N Wiy = U Wiy U U Wi, Viel

{i}cICIy {i}cJcIy
card I<2 card J>2
e, portanto
ha(M? O Wiy) = ha( | Wi)Uhs( | Wro)
{ i} CICIy {iycJcn,
card I1<2 card J>2
= U msWigu U k(W)
{i}cIcIy {i}cJcn;
card I<2 card J>2
c | codlaf]{i}c K cI}U
{i}ciciy
card I<2
U |J eoflaf)lJc K ch}
{i}cJcn
card J>2

C cof[AF){i}c Kc L} Viel,.

Logo, se chamarmos de A4; = co{[AX]|{i} ¢ K C I,} parai = 1,2,4, entdo,
pelo teorema 1.0.2, cada A; é AR(normal), e consequentemente podemos es-

tender hz de cada fechado M N Wi, qiy para Wy, ¢y, tal que

hs(Wi, 1) C co{[AF)|[{i} c K C L} Vi€ .
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(1)

Assim, desde que M 5, =M A UM;, finalmente temos uma extensao de hs sobre

o conjunto M3 cumprindo a condi¢ao (2.5), como desejdvamos. Observemos
que aqui obtivemos apenas a extensao para M3 devido as restrigoes que fizemos.
Entretanto, procedendo da mesma maneira para as outras possibilidades de I,
e I; obtemos uma extensao de hy para M, M, e M, e portanto em M. Resta
entdo mostrar que a condigao (2.5) implica que h(M;) C As,; e

4

h(f (R (As))) C U co{[Ag i} € K € {1,2,3,41\{j}}

J#i

Para isso, seja I; ;== {1,2,3,4}\{i} onde i = 1,2,3,4. Assim,

Wi, = N Mm\Um

= M\|JN;

jeJ

Afirmamos que M; C Uy, ;c;, Wr,s para todo i = 1,2,3,4. De fato,
seja x € M;. Como ﬂ?lej = (), segue que existe j € I; tal que x ¢ N;. Logo,
re Wy C U@;AJdi Wi, 7. Assim, para todo ¢ = 1,2, 3,4, temos

han) < |J nwig)c | eo{[Af)1J C K C I}
P£JCI; P£JCI;

Além disso, como M = U?Zle, entao

4 4
h(M\N;) = h(MA\N) = | (W7, 009)

J J
JF#i J#i

- U co{[A]{i} € K € {1,2,3,4}\{j}} C 0As5\As;

Jj=1
J#i
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e portanto, h™1(Az;) C N;. Ainda, N; N f(N;) = ) para i = 1,2, 3,4, impli-

cando que f(N;) C M\N;. Logo,
h(f(hH(As4))) C h(f(N:)) C R(M\N;)

C (Jeol[AFIHi} € K  {1,2,3,41\{j}}-

(]

Com esse teorema em maos, estamos aptos a demonstrar o resultado
principal deste capitulo. Entretanto, antes introduziremos algumas defini¢oes
e demonstraremos um lema que iremos precisar.

Sejam f : M — M e g : N — N homeomorfismos que geram
Zy,-agoes livres sobre os espacos M e N, respectivamente. Dizemos que uma
aplicacao continua P : (M, f) — (N, g) é equivariante se P satisfaz go P =
P o f. Neste caso, verifica-se sem maiores dificuldades, que g' o P = P o f*
para todoi=10,1,...,p— 1.

Além disso, se A é um subconjunto qualquer de N, temos
f(PH(A) = PH(g'(A) Vi=01,...p-1

De fato, por um lado se x € f{(P7'(A)) entdo z = f(w) para algum w €
P~1(A), isto é, P(w) = y € A. Assim, como g o P = P o f', segue que
P(z) = P(f'(w)) = ¢'(P(w)) = ¢'(y) = = € P~(¢'(A)). Agora, por outro
lado, se tomarmos x € P~1(g'(A)) entdao P(z) = ¢'(y) para algum y € A. Mas
f* é sobrejetora e portanto, existe w € M tal que x = fi(w) = ¢'(y) = P(z) =
P(fi(w)) = g"(P(w)). Desde que g' é injetora, segue que P(w) =y com y € A

e ainda z = fi(w), ou seja, x € f{(P1(A)).

Lema 2.0.9 Sejam f e h fungoes que geram uma Zy-agao livre sobre os

espacos de Hausdorff M e N, respectivamente, com p primo. Suponhamos que
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a aplicacao P : (M — (N, h) seja equivariante. Entao g(M < g(N,h).
plicag (M, f) (I, ja eq 9(M, g(N,

Demonstracgao:
Seja g(N,h) = n. Portanto, pela definicao do genus, existem n sub-
conjuntos G*,G?, ..., G" fechados de N tais que, N = U}_,G7 e ainda, para

cada G, existem fechados disjuntos G%, G{, e G;_l C N satisfazendo:
1. W G} =GY, paracada j=1,2,...,n¢
2. R(GH =Gl i=1,....p—1

Desde que P ¢ continua, consideremos a colecao {P~1(G'), P~1(G?),
,..., P7Y(G™)} de subconjuntos fechados de M. Denotemos M7 = P~1(GY),
paracada j=1,...,n.

Notamos que, se z € M entdo P(z) € N = U_,G7, ouseja, P(x) € G/
para algum j € {1,...,n} e portanto r € MY = M = U?Zle. Agora,

fixemos um j e definamos Mf = P‘l(G{) para cadai=0,1,...,p— 1. Entao,

para todo i € {1,...,p — 1}, temos

M = PTG = PTHULGY) = U PG = Ui M) (27)

M) = f(PHGY)) = PTH(R(GY) = PG = M} (2.8)
Além disso, se iy,i3 € {0,1,...,p — 1} com iy # iy, entao

M nM, =P GNP G, =P G, nG)=0  (29)
0
Portanto, temos n fechados M*, ..., M™ que cobrem M, cada um deles

satisfazendo (2.7), (2.8) e (2.9). Segue, da defini¢ao de genus, que g(M, f) < n.

O
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Ainda, para todo k € N e todo primo p, definamos

Ly, = {(z1,...,2p) € (0Ak_1)P|se m,n € {1,...,p},n =m+ L(modp)

e Ty € Ap_14, entao x, ¢ Ap_1,}

e
Zkyp = {(z1,...,2p) € (0Ak_1)P|se m,n € {1,...,p},n =m+ 1(modp)
k
e Tm € Ag_14, entdo x, € U co{[AF JHi} ¢ K c{1,...,kN\{j}}
VE
A idéia por tras da definigao de Ly, é de que, dada uma coordenada
z; em (z1,...,2,), ela ndo pode estar na mesma face em 90A;_; que a coor-

denada imediatamente anterior a ela pertence!. Esse fato é caracterizado pela

congruéncia médulo p, ou seja, dadon € {1,...,p} arelacdo n = m+1(mod p)
diz que o tnico m € {1,...,p} que satisfaz essa relagao é o indice imediata-
mente anterior a n. Logo, se x,, € Ay_1,; para algum i € {1,..., k}, segue que

T, & Ag_14. A exemplo disso, se tomarmos p = 5, k = 4 e n = 3, o dnico
nimero m € {1,2,3,4,5} que satisfaz 3 = m + 1(mod 5) é m = 2. Portanto
se x9 € As, ou seja, se xo estiver na face oposta ao vértice e; do 3-simplexo
Az entao x3 nao pode estar nesta face.

Ainda, notemos que Zk,p C Ly, Com efeito, basta observar que

k
dado = € Ly, tal que z, € Uco{[AkK_l]]{z’} C K c{l,....,k}\{j}}, como

j=1
i#i
{i} c K C{1l,...,k}\{j} ej # 1, entdo x, pertence somente as faces de 0A;_;

nas quais um dos vértices ¢é e; e portanto x ¢ Aj_1,;. Em outras palavras, Ly,

¢ o subconjunto de Ly ,, no qual exigimos ainda que se z; € A;_y,; para algum

!considerando x, a coordenada imediatamente anterior a xq
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t = 1,...,k, entao a coordenada imediatamente anterior a x; deve estar no
conjunto

k

oA} ¢ K c {1, kN {5}

j=1

i

o qual é uma espécie de vizinhaca bem determinada do vértice e;.
Consideremos também ¢y, : Ly, — Li,, a funcao definida da

seguinte maneira:

Crp(T1, ... 1) = (T2,...,2p, 71) (2.10)
Observemos que (za,...,T,,x1) € Lg,, desde que, se (z1,...,1,) €
Ly, aimagem de (xy, . .., z,) por meio de ¢y, no fundo é um tipo de renomeacao

das coordenadas, e portanto a propriedade exigida em Ly, ¢ preservada. Logo,
temos ¢k »(Lyp) C Ly, € portanto ¢y, estd bem definida.
Afirmacgao: ¢y, ¢ Z,-acao livre

Precisamos provar que ¢y, é continua, (¢p,)? = idg, , € que @, nao
fixa pontos.

Notemos que ¢y, @ Ly, — Lk, C (0A,_1)? e, portanto podemos
considerar ¢y, = (fa,..., fp, f1), onde cada funcdo coordenada é entendida
como f; : Ly, — 0Ag_y onde fi(x1,...,x,) = x; para cada i = 1,...,p,
isto é, a i-ésima projecao em cada "fatia”de (0Ay_1)P. Logo, como cada f; é
continua, consequentemente ¢y, também o ¢é.

Além disso, temos que:

Oep(T1,. .. mp) = (9, .., xp,x1)
(Orp)? (@1, .. xy) = @rplze, ... xp,21) = (z3,...,71,79)
(gpk,p):s(xl?' "7$p) = Spk7p($3>"'ax17$2) = (1’4,...,.1'2,1’3)

(sﬁk,p)i(wl, e ,ﬁp) = SDk,p(%‘, sy Lj—2, mi—1) = (l‘z‘+1, ey Li—1, !Ez)
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Portanto, (orp)P(71,...,2p) = (T1,...,0p_1,2p) = idp, (T1,...,Tp_1,Tp).

Agora, suponhamos por absurdo, que ¢y, fixe algum ponto, isto ¢,

que existe x = (x1,...,%,) € Ly, tal que ¢p,(2) = z. Logo, (x1,...,x,) =
(wg,...,%p,x1) implicando que #1 = z9 = ... = xp_1 = Tp. Assim, em par-
ticular x; = x5, e, portanto z1,zy € Ay_y,; para algum i € {1,...,p}, con-

tradizendo o fato de x € Ly,,.
Portanto, ¢y, ¢ uma Z,-acao livre.

Ainda, como observamos para Ly ,, devido a dinamica da funcao ¢y,
segue que gpk,p(ik,p) C E,w, e, portanto ¢y, também gera uma Z,-agao livre

sobre Ly, .

Observagao 2.0.4 Desde que (0Ag_1)P é métrico (pois cada OAg_y é métrico),
entdo se considerarmos em Ly, ,, a métrica induzida de (0A,_1)?, seque que Ly,

€ métrico e consequentemente normal.

Teorema 2.0.8 Sejam M um espaco normal, k € N, p um niumero primo,
f M — M uma Zy-agao livre e My, Ms, ..., My C M subconjuntos fechados
tais que UF_ M; = M e M; N f(M;) = 0 para i = 1,...,k. Entdo, temos

g(M, f) < g(zk,pa Okp) = 9(Lip, Prp)-

Demonstragao:
Nessas condigoes, pelo teorema 2.0.7, existe uma aplicagao continua
h: M — 0Ay_1 tal que h(M;) C Ag_1, €
k

(B (Dr-12))) € [ cof A} € K € {1 R}

j=1
Gt

Definamos P : M — Ek,p por

P(z) = (h(z), h(f(z)), ..., h(f*~ (z))). (2.11)
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Observemos que P é equivariante, isto é, P é tal que o diagrama

M—t

| e

~ (pk,p ~
Lk,p Lk,p

comuta.

De fato, se x € M, entao

(Pof)x) = P(f(z) = (h(f(2)),M(f*(2)),.... h(f*(x)))
= (h(f(@)), h(f*(@)),- - h(f7 (@), h(z)) (2.12)
(rpo P)(x) = @rp(P()) = ¢rp(h(x), h(f(2)),. ... h(f*~ (z)))

= (h(f(@)), h(f*(@)),- - h(f (@), h(z)) (2.13)

Logo, pelo lema 2.0.9, segue que g(M, f) < g(ik,p, Orp) < 29(Lip, rp)-
Resta mostrar que g(Lgp, kp) < g(Zkvp,%p). Para isso, usaremos
a mesma técnica aplicada acima para (L, k). Consideremos entdo os

seguintes subconjuntos de Ly,

o~

M; = {(z1,...,7p) € Lip ; 1 € Njp_1,i}-

Notemos que, cada ]\/4\, ¢ fechado em Ly ,. Com efeito, consideremos a projecao
na primeira coordenada p; : Ly, — 0Ag_; , isto é, pi(z1,...,2,) = 1.
Portanto ]\/4\1 é fechado, desde que ]\Z ¢ a imagem inversa de Ay_;.; por py, o
qual é fechado em OA,_;. Além disso, para cada x € Ly,, 1 € 00, =
UY  Ar 14 Logo, x1 € Aj_1,; para algum i € {1,...,k} e consequentemente
x € ]\/4\Z Assim, Ly, = Ulej\/ji.

Ainda, se existisse © = (z1,...,x,) € ]\/4\Z N rp(M;) entao x1 € Ag_q;

exr = Yrp(y) comy = (y1,...,Yp) € ]\/I\Z Logo, 1 = 32 0 que implica que

Zsegue também pelo lema 2.0.9, pois a inclusdo de Ly, em Ly, é equivariante
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Yo € Ag_1,;. Ora, isso contradiz o fato de y € Ly, ou seja, y1 € Ag_y,;(observe
que y € ]\Z) Segue entao que ]\/4\2 N gphp(]\/ii) = () para todoi=1,... k.
Ja que L, é normal ( veja a observagao 2.0.4) e os M; satisfazem

as hipdteses do teorema 2.0.7, entao existe uma funcao h' : Ly, — 0A;_4

continua, tal que

—

h'(M;) C Ag_1; paratodo i=1,...,k (2.14)
W (prp((h) 1 (Ak14))) C U co{[AFL {1} € K C{1,...,kI\{j}} (2.15)

Podemos assim, definir a funcao continua P’ : Ly, — Ly, por

P'(x) == (' (2), 1 (prp(2)), ... W (9, (2)))

Precisamos verificar se P’ estd bem definida, isto é, que P'(z) € Ly,
qualquer que seja x € Ly,. Para isso, dada uma m-ésima coordenada x,, de
x a qual pertence a Ay_1,; para algum ¢ = 1,2,...,k, devemos provar que a

n-ésima coordenada x,, de x tal que n = m + 1(mod p) pertence ao conjunto
k

J ol A1} € K {1 RN}

j=1
J#i

Observemos que cada coordenada de P'(z) é da forma A’ (goép(x))
com 0 < j < p—1. Suponhamos entao que h'(gpiyp(x)) € Aj_1, seja a m-

ésima coordenada de P’(x), para algum ¢ € {1,...,k}. Entao da definigao
de P’ concluimos que A/ (gogl(x)) é a n-ésima coordenada de P'(z). As-

sim, considerando (2.15) e como h/(ﬁpi:;l(l‘)) = h’(@k,p(gpi’p(x)), basta entao

provarmos que goi’p(x) € (W) *(Ak_1.4). Mas isso segue direto do fato de que
h’(goiuv(x)) € Ag_1, isto é, goivp(x) € (W) "' (Ax_1.4) e portanto,
k

W (el (@) € [ col AR € K € {1, kN1

j=1
J#i
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mostrando assim que (h'(x), b/ (pr (7)), . .., h’(cpi;l(x))) € Ly, Logo, P’ est
bem definida.

Ainda,

(Proprp)(@) = Ploip(@) = (1 (prp(x)), B (gr (@), - B (2], (2))
= (W (prp()), W (91, (@), .. W (9, (2)), W ()
(prpo P)(x) = @np(P'(2)) = @rp(h' (@), B (0rp(2), . 1 (], (2)))

= (W (prp()), 1 (91, (@), .. W (9, (2)), W ()

Logo, P’ o ¢y, = ¢rp o P'. Entao, novamente pelo lema 2.0.9, temos

9(Lips Prp) < g(zk,pa Prp)-
g
Assim, para que tenhamos uma estimativa do genus de M com a agao
f, basta entao que calculemos o valor de g(Ly, ¢rp). Desde que, Ly, é um
subconjunto de (0A;_1)P e cada dA;_; é homeomorfo a S*72, logo, a menos

de homeomorfismos, temos Ly, C 5’“‘2 X - X Sk_%, e portanto um primeiro

vV
p vezes

passo para que possamos estimar o genus de Ly, seria entao calcular o valor
de g(S*=2x -+ x S%=2 ;) (observemos que ¢y, gera uma Z,-agao livre sobre
Sk=2 % .o x Sk2),

Portanto, consideremos o seguinte resultado, cuja prova pode ser en-

contrada em [2]

Teorema 2.0.9 Seja M uma n—variedade topologica conexa por caminhos,
isto é, M € um espaco de Hausdorff com base enumerdvel conexo por camin-
hos, tal que para cada ponto p € M existe uma vizinhanc¢a aberta de p que é
homeomorfa a um aberto do espaco euclidiano R™. Se f: M — M gera uma

Zy-acao livre em M, entdo g(M, f) <n+ 1.
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Observemos ainda que, se M; é uma n;-variedade topoldgica, i =
1,...,k, entao My X ... x My é uma (n; + --- + ng)-variedade topoldgica.
Além disso, verifica-se que que S*~2 é uma (k — 2)-variedade topoldgica. Logo,
pelo teorema anterior, temos g(S¥2 x -+ x S¥72 ) < p(k —2) + 1.

O fato acima, juntamente com teorema 2.0.8, produz o seguinte

Corolario 2.0.2 Sejam M um espaco normal, k € N, p um nimero primo,
f M — M uma Zy-agao livre e My, Ms, ..., M, C M subconjuntos fechados
tais que U§:1Mz‘ =M e MnNf(M) =0 para i = 1,...,k. Entao, temos

g(M. f) < p(k—2)+ 1.

Entretanto, essa parece ser uma estimativa um pouco distante do que
se espera. Como prova disso, daremos no capitulo seguinte, uma outra esti-
mativa de g(Lyp, prp) & qual melhora a que acabamos de fornecer, mas que
ainda parece nao ser a melhor possivel.

Cabe ainda uma ultima observacao a respeito do teorema 2.0.8. O

espago Zk,p pode ser descrito da seguinte forma:

p

Zk,p = ﬂ(Ufﬂ (pj_l(Akfl;i) N pj_+11 (CZ>)>

Jj=1

sendo p; : (0Ak_1)? — 0Aj,_1 a projegao sobre a j-ésima coordenada e

Ci = U co{[Al{i} € K {1, , kN {5}}

j=
J#i

S

(quando j = p consideramos j + 1 = 1).
Como cada Ajy_y,; e C; sao fechados em 0A,_; parai = 1,...,k e
cada p; é continua (j = 1,...,p), segue que Zk,p é fechado em (0Ag_1)P =

t‘S”“’2 X ...x 8¥2 o qual é compacto, portanto Ly, ¢ compacto.

p
Assim, a estimativa para o genus de (M, f) no teorema 2.0.8 nao pode

ser melhorada se restringirmos a classe dos espacos normais para a classe dos

espagos compactos.



Capitulo 3

Estimativas para g(Lk,pa S%,p)

Vimos no capitulo 2 que dado um espago M, uma fungao f : M — M
que gera uma Z,-acao livre e fechados M, My, ..., M} que cobrem M satis-
fazendo M;N f(M;) = 0 para todo i = 1,2,...,k, entdo g(M, f) < g(Lyp, rp)
(teorema 2.0.8). Logo, um préximo passo no sentido de estimar o genus de M
seria calcular o valor de ¢g(Lg,p, ¢rp). Entretanto, o célculo do genus de Ly,
com a agao ¢y, em alguns casos nao ¢ muito facil.

Apenas para k = 3 ou p = 2 sabemos calcular o valor exato de

9(Ly.p, prp). Para os demais casos, temos a estimativa

-1 1 se p=3

p
9Lk, Prp) = —5—(k = 3) +
2 se p>5

a qual parece nao ser a melhor possivel. Um melhoramento dessa estimativa,
para p =7, é dada em [18] e [2].

Vale ressaltar que estamos considerando aqui a definicao do genus e
também de alguns conjuntos que utilizaremos, como dadas no capitulo 2. Além

disso, em todo o capitulo consideraremos [0, 1] = I.

47
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Teorema 3.0.10 Seja k € N. Entao g(Lyo, pre) =k — 1.

Demonstragao:

Primeiramente, exibiremos uma cobertura de Ly, com k — 1 fechados
cada um satisfazendo a propriedade do genus, o que nos permitira concluir que
9(Lig, oro) <k—1

Consideremos os fechados M; = {(x1,22) € Lo ; x1 € Ag_1,} para
i =1,...,k. Observamos que, pela definicao de Ly, ; e x9 nao podem per-

tencer ao mesmo Ay_1.4, logo M; Ny 2(M;) = 0. Portanto, M, C Uf:llgom(Mi)

e dai
Lo = U My = UM U My © UEZH(M; U g2 (M)) (3.1)
Mostremos que cada G; = M;Ugy 2(M;) é um elemento de C'(Ly 2, ¢, 2)
conforme a definicao 2.0.9. De fato, para cada i =1,...,k — 1 definamos

E obvio que ¢ 2(G%) = GL  Além disso, § = M; N ppa(M;) =
GY N G}. Portanto, segue que cada G; = M; U pra(M;) € C(Lga, ¢r2) €
dal g(Lg2, pr2) <k —1.

Para mostrarmos que ¢(Lgo2,pr2) > k — 1, basta considerarmos o

seguinte resultado (c.f [5] ou [1])

Lema 3.0.10 A esfera S*=2 pode ser coberta por k fechados M, ..., M, tais

que M; N (=M;) =0 parai=1,... k.

Mas, j4 sabemos do lema 2.0.6 que g(S*~2, —idgr—2) = k—1 e dai, pelo
teorema 2.0.8 juntamente com o lema acima, concluimos que g(Lya, pr2) >

g(SkiQ, —'L.dsk—2> =k—1.
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No teorema que segue, calculamos o valor do g(Ly,, ¢k p) para k = 3.
Consideraremos p > 3, pois para p = 2 ja temos a estimativa dada no teorema

3.0.10. Antes, consideremos os seguintes resultados.

Lema 3.0.11 Seja M um espago de Hausdorff e f : M — M uma Z,-
acao livre, com p primo. Suponhamos que g(M, f) = m. FEntdo existe um

subconjunto N de M tal que f(N) = N e g(N, f|ly) =m — 1.

Demonstragao:

Desde que g(M, f) = m, entdo existem F!,... F™ fechados tais que
M = UM F' F' = U?;éFji, f/(Fg) = F} para cada i = 1,...,m e para
j=0,...,p—1,onde Fj,F{,... ,F}_ | sao fechados disjuntos.

Seja entdao N = U ' F'. Afirmamos que g(N, f) =m — 1.

De fato, notemos que, f(N) = f(Ul'FY) = UM F(FY) = U F =
N. Logo, segue imediatamente das definigoes de N e do genus, que g(N, f) <
m — 1.

Agora, suponhamos que g(N, ) = k < m—1. Logo, existem G, ..., G*
fechados tais que N = UF G, onde cada G é coberto por p fechados dis-
juntos G, ..., Gy satisfazendo f/(Gf) = G%. Como M = N U F™, entao
G',...,G* F™ é uma colecao de conjuntos em C(M, f) que cobre M e por-

tanto g(M, f) < k+1 < m, o que é absurdo. Temos entao que g(N, f) = m—1.

O

Lema 3.0.12 Sejam M um espaco de Hausdorff e f : M — M uma Z,-ag¢ao
livre. Suponhamos que existam My, ..., My, subconjuntos (ndo vazios) fechados
disjuntos do espago M os quais sao invariantes por f e cobrem M. Entao, se

g(M;, f) <2 para cada i =1,... k, temos g(M, f) < 2.

Demonstracgao:
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Temos aqui trés possiveis casos. Primeiro suponhamos que para todo
i =1,...,k, g(M;,f) = 1 . Entao, para cada i, existem subconjuntos

GO, G, ...,GP"! de M; fechados e disjuntos tais que
1 i

° fj(G?):Ggparajzl,...,p—l

Ainda, desde que os M;’s sdo disjuntos entdao G7 N Gf; = () para todo
i1,io € {1,...,k} e iy # iy. Portanto, se definirmos W™ = U G com

m=20,1,...,p— 1, segue entao que

WM AWw™ = (UGN (U, GT?)
= U?:l[szl N (U§:1G;n2)]
= Uf:l[ué?:l(G;nl N G;”)] =0
0

Além disso, como f7(G?) = G para todo j =1,...,p — 1, entdo
fj<W0) = fj(UleG?) = Ulefj(G?) = Uf:ng =W’

Portanto, W = U. 2 W™ e C(M, f) e cobre M pois M = UF_ M;. Logo,
g(M, f) =1 (notemos que M é nao vazio).

Analogamente, se g(M;, f) = 2 para todo i = 1,...,k, podemos
construir uma cobertura como fizemos no caso anterior, mas agora com dois
fechados Wy = Ub 2 W e Wy = UL W3 onde W™ = UK G e Wi =
uleGg,i). Portanto, g(M, f) < 2.

Agora suponhamos, sem perda de generalidade, que g(M;, f) = 1 para
i=1,....1 e g(M;,f) = 2 para os demais i = [ + 1,..., k. Logo, temos [

fechados G, ..., G tais que, paracadai1=1,...,1

o Gi=U"_Gle fI(GY) =G
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d Mi:GieGglmGgQ:(Z)para’jhj?6{0717"'7p_1}ej1 ?éj%
e (7 sdo fechados em Gy = M;, ¥V j € {0,1,...,p—1}.

Além disso, como g(M;, f) = 2, para cada i = [ + 1,...,k, existem

dois fechados W(; 1) e W, 9) tais que M; = W; 1y U W(;2) e ainda
o Wiw =U W, paras=12ei=1+1,...,k

o Wi NWi, =0parat,ty € {0,1,...,p—1}, t1 # tae f{(W] ) = W},
coms=12et=1,...,p—1,

o W(ti,s) é fechado em W, ;) paratodo t € {0,1,...,p—1},i € {I+1,...,k}

ese{l2}.
Assim, definamos parar=20,1,...,p—1

Al = (U§:1G§)U(U§:l+1W(Z,1))

T k r
A2 = Ui W(m)

Logo, se chamarmos de A; = UP_j A7 e Ay = UPZ} A} entfio certamente
M = A; U Ay. Ainda, como os M;’s sao disjuntos e temos Gfl N G{é = () para
jl,jz c {0, 1, ce ,p—l}, jl 7é jg (§ zs)mwzs) = @para tl,tg € {0, ]., c. ,p—1}7

t1 # to, segue que

AP NAYR = [(Uin G U (UL Wil N ((Um GP) U (U W)
= (UG U (U W] 1 (U, G U
U{[(UiL, G U (Uf:z+1W(21))] (U Wiy}
= [<U2:1G21) N (UézlG?)} U [( i= l+1W(:11 )N (UézlG?)] U

Ul(Ui1 GF) N (Ui W) )T U (Ui W3ky) N (Ui W)
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= {UinlUin (G N G2 U{UL (Ui (W NG} U

U{Uim Ui (G N W) U AU (Ui (W n W) )]}

=0

AP NAT = (U W) N (UL WEy)

Uf=z+1[Uf:l+1(W(22) NWiy)l = 0
N———

para todo r1,ro € {0,1,....,p— 1} e 1y £ 1.
Além disso, desde que f/(G?%) = G7 e WG ) = Wi, para s =1,2

ej,t=1,...,p—1, entao para todor =1,...,p — 1 temos

fT(A(l)> - fr<<ui:1G?) ( = l+1W21 )) f (Uz 1G0) Uf ( = l+1Wzl)
= (Uﬁzlf’"(G?)) U (Uf:lJrlfT(W(g,l))) = (Uézle) U (Uf:mW&,l))
= A

FrAY) = U W) = Ui fT(Wyy) = Ui Wiia) = A
Segue portanto que g(M, f) <2 O

Observacao 3.0.5 Provamos no lema acima que g(M, f) < 2 supondo que
g(M;, f) <2 para todo i = 1,... k. Contudo, esse resultado vale de maneira

mais geral da sequinte forma

Proposicao 3.0.1 Sejam M um espaco de Hausdorff e f : M — M uma
Zy-agao livre. Suponhamos que existam My, . .., My, subconjuntos (ndo vazios)
fechados disjuntos do espaco M os quais sao invariantes por f e cobrem M.

Entao, se g(M;, f) < n para cadai=1,... k, temos g(M, f) < n.
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A prova dessa proposicao € dada de maneira andloga ao que fizemos no
lema 8.0.12, considerando o fato de que se g(M;, f) < n, entao para qualquer
m > n podemos construir uma cobertura com m fechados a qual ainda satisfaz

as propriedades do genus.

Teorema 3.0.11 Seja p um numero primo. Entao

1 se p=3
g(L3,P7 903,17) =
2 se p>5H

Demonstragao:

Primeiramente, seja p = 3. Por defini¢ao, temos que

Lyz = {(z1,79,23) € (0A)* : Se m,n € {1,2,3},n=m + 1(mod 3)

e Tpy € Ngy, entdo x, ¢ Aoy}

E facil ver que L33 # 0, por exemplo, o ponto ([Ags], [Az1], [As2])
pertence a Lj3. Portanto, g(Lss, ¢33) > 1

Consideremos o conjunto
Ml = {(x17$27$3) € L3,3 DX € AQ;l}

Agora, tomemos = = (21,2, 23) € L33. Entdo x; € Ay, para algum
i =1,2,3. Afirmamos que M; contem apenas um dos pontos x, ¢s3(x), @%73(1;).
De fato, suponhamos que x € M, logo z1 € Ay,y. Portanto, pela defini¢ao do
conjunto Ls 3, 3 € x3 ndo podem pertencer a Ay e dal 3 3(x), @%73(@ ¢ M.

Agora, se © ¢ M; entdo x5 ou z3 pertence a Ay

e Se x5 € Ay entao xy, x5 ¢ Agy. Logo, somente @3 3(x) € M,
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e Se x3 € Ay entdo x1, 9 ¢ Agq. Logo, somente <p§’3(x) e M,

Segue entdo que ¢j 4(Mp) N 30;3(]\/[1) = () parai,j € {0,1,2} e i # j.
Além disso, claramente L33 = U;_gp} 5(M1). Assim, pela defini¢ao do genus,
temos g(Ls 3, ¢33) < 1. Portanto, g(Ls 3, p33) = 1.

Agora, seja p > 5. Para mostrarmos que ¢g(Ls,, p3,) > 2, conside-

remos a Z,-agao livre f : S' — S dada por f(z) = e iz (veja exemplo

1.0.7). Para j = 1,2, 3, definamos
M; ={e*; 2m(j —1)/3 < a < 27mj/3}

Observemos que, os M; formam uma cobertura de S* por trés fecha-
dos. Além disso, para todo j = 1,2,3, dado = e¢* € M; a dinamica da
acao f é de somar o angulo I%?T a «, isto é, uma rotacao do angulo ’%171
Dai, como os arcos determinados pelos angulos a compreendidos no inter-

2

valo 27(j — 1)/3 < a < 27j/3 tem comprimento =7, entao f(x) ¢ M; para

qualquer x € M; desde que @

> %’T para todo p > 5 primo. Portanto,
M;Nf(M;) = 0. Segue entao do teorema 2.0.8 que 2 = ¢(S*, f) < g(Lsp, ©3,)-

Mostremos agora que ¢(Ls,, p3,) < 2. Para isso, construiremos uma
cobertura finita de L3, por fechados disjuntos invariantes por s ,, tais que
o genus de cada um desses fechados com a acao ¢3, ¢ < 2. Dali, pelo lema
3.0.12, teremos ¢(Lsp, p3,) < 2.

Assim, para cada x = (z1,...,2,) € L3, definamos o conjunto
T, ={(a1,...,ap) €{1,2,3}; z; € Agy, com j=1,...,p}

Ainda, para a;,a; € {1,2,3}, a; # a; e i,j € {1,...,p}, seja

1 se a; =a;+1 (mod 3)
r(ai,a;) =
2 se a; =a; +2 (mod 3)
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e para cada j € {1,...,p}, consideremos
it se g it se 22
jt= e jo=
1, se j=p p, se 7=1

Notamos que, qualquer que seja x € L3 ,, o conjunto 7, é nao vazio
desde que cada coordenada z; pertence a Ay para algum j € {1,2,3} e i =
1,...,p. O que determina a cardinalidade de T}, é a quantidade de coordenadas
de x que sao vértices de dA,. Na pior das hipdteses, quando nenhuma das
coordenadas de = é vértice de 0As, o cardinal de T, é 1. Faz sentido entao

definirmos a funcao v : Ly, — N por

v(z) = %Zr(aa‘»@ﬁ)

j=1
onde a p-upla (ay,...,a,) pertence a T,. Mostremos entdo que a definicao
de v independe da escolha do elemento (ay,...,a,) € T,. Suponhamos que

card T, > 2, pois para card T, = 1 nao temos problemas quanto a escolha do

representante.
Sejam entao (ay,...,ap), (b1,...,b,) € T, e suponhamos que para os
indices ji,...,5 € {1,...,p} com j; < ... < j; as coordenadas a;, # bj,,

k=1,...,l eparaos demais j € {1,...,p}, a; = b;.

Seja x; uma coordenada de z com k£ = 1,...,l. Como a;, # bj,,
Tj, € Agq, € x; € Agy, entdo necessariamente x;, estd no vértice cuja
face oposta é o simplexo determinado por co{eajk , ebjk}. Seja e,, esse vértice.
Portanto, Ag,, = co{ea].k , ebjk} e dai, concluimos da defincao de L3, que T e
Tyt necessariamente pertencem a As.,,. Logo, temos - = Qb = bj; = b]-;r =

m para todo 7 =1,...,1[.

Afirmagao 3.0.2 T(aj;, aj,) + r(a;,, ajz?) =3, para todo k=1,...,1
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Com efeito, suponhamos primeiro que r(ajk-,ajk) = 1. Logo,
aj, = a;-+1 (mod 3) = a;- = aj, —1=a;, +2 (mod 3).

Portanto, como a;- = a;+, temos 2 = r(a;,,a;-) = r(a;,,a;+) implicando
que r(ajk—,ajk) + r(a;,, aj]j) = 3. Analogamente, se r(ajk—, aj,) = 2, segue que
a;- = aj, —2=a; +1 (mod 3), e entdo 1 = r(ajk,ajk—) = r(ajk,aj:). Logo,
r(a;-, a;,) + r(a;, a;+) = 3.

Seja agora J = {j;,...,J, ,J1,-.-, 51} Pela afirmac@o acima e con-
siderando que para j € {1,...,p} \ {j1,..., 4}, a; = b;, segue que

P
E r(a;,a+) = r(aj, aj+) E r(a;, a;+)

DT jEJ

1
r(aj,aj+)+§(3+3+...+3)
N ————

AP\ l vezes

COIH

JE{1,.

je{l,.

MMM

r(a;,a;+)+1
FE{L,..p\J

Wl Wl wIH coll—

] .

r(bj, bj+) +1
Je{1,..p\J

(]

p
Z r(bj, b+ ).

COIH

1
r(bi,bi) + 3 > r(by b ) =

Je{l,..p\J jed

Assim, para mostrarmos que v estd bem definida, resta verificarmos que v(x) €
N.
Antes observemos que, dados x € L3, e (ai,...,a,) € T, entdo

(az,...,ap,a1) € Ty, (x). Dai

Wpsple)) = 500 0)+ (g ) +rlan,az)
= %(r(al, az) +r(az,as) + ...+ r(ay ar))
= %Zr (aj,a;+) =v(z).
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Afirmacao 3.0.3 Para cada x € Lj, temos v(z) € N e p/3 < v(x) < 2p/3.

Ainda, cada W,, = v~'(n) € fechado em Ls, para cada n € N.

Com efeito, tomemos = € Ls,. Logo, para qualquer (ay,...,a,) € Ty,

temos v(z) = 337, 7(a;,a;+). Portanto, para mostrarmos que v(z) € N,

basta verificarmos que 7_, (a;, a;+) é um miiltiplo de 3. Mas, considerando a

defini¢ao de r(a;, a;+) e denotando por 7 a classe do inteiro x médulo 3, temos

P P
E r(a;,a;+) = E r(a;, a;+)
Jj=1 Jj=1
p
= E Clj+ —Clj
Jj=1
= Qa9 — a1 + as — aq + -+ ap-—»ap_l + ay — ap
= CLg—al—|—CL3—CL2+"'+CLP—CLP71+CL1—6LP
-0 (3.3)

Segue entao que v(z) = %Z?Zl r(a;,aj+) é um nimero natural. Além disso,
observemos que nao podemos ter > *_, r(aj,a;+) = 1+... +1 = p pois v(x)
p vezes
¢ natural e p > 5 primo. Analogamente, Z§:1 r(aj,a+) #24+...+2=2p
p vezes
desde que 3t 2p (isso também pode ser verificado através da defini¢ao de T,).
Portanto, certamente p/3 < v(x) < 2p/3.

Agora, queremos mostrar que W,, C L, C (0A)P é fechado. Para
isso, mostraremos que o seu complementar Ls,\W,, é aberto.

Assim, tomando z = (z1,...,%,) € L3, \W, temos que v(z) = m # n.
Suponhamos primeiro que nenhuma das coordenadas de x é vértice de 0As.
Logo, z; € Ay, parai=1,...,p e consideremos (ay,...,a,) € T,. Seja entao
Vi, = B(x4,&;) N 0Ay uma vizinhanga de x;, onde ¢; é tomado suficientemente

pequeno de forma que V,, esteja inteiramente contida em A,,, para cada

i=1,...,p. Portanto, V,, =V, x--- xV, € uma vizinhanca de x em L3, que
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estd inteiramente contida em Lj,\W,. De fato, tomemos y € V,, = y;, € V,,, e
daf y; € Ngq,. Logo, (a1,...,a,) € T, = v(y) = 320 r(a;,a;+) = m # n.
Logo V, C L3, \W,,.

Agora, se algumas das coordenadas de z sao vértices de 0A,, digamos
Ty, ..., %;, entdo consideremos a vizinhanca de z;, Uy, = B(z,,, exik) N OA,
com &, suficientemente pequeno de tal sorte que Uxik N AZ;aik = () para todo
k=1,...,l. Observemos que, como z;, ¢ vértice de dA, entao se chamarmos

1 2 7 .
de b;,_e b;_os vértices da face oposta a a;, , segue que ;, € AQ;bllk e x;, € AQ;blzk.

1 1 2 2
Logo (ay,...,b;,...,b;,...,ap) e (ay,...,b7,.... b7, ... a,) pertencem a T,.
Para os x; tais que j € {1,...,p}\{i1,...,4} tomemos a vizinhanca V, como
acima.

Assim, seja entao U, a vizinhanga de x tal que nas i,-ésimas ”fatias”

temos U;, para k = 1,...,[ e nas demais V,,. Portanto se y € U, entao
Y € Doy, € yy, € AQ;% ou y;, € AQ%b?k' Logo, (a1,...,b},...,b,,... ap),
(a1,...,07,...,b%, ... ap) pertencem a T, implicando que v(y) = m # n.

Concluimos entao que Ls,\W,, é aberto e consequentemente W, é fechado.

Bem, desde que v(z) € N e p/3 < v(x) < 2p/3, temos entdo uma
quantidade finita de conjuntos W, de Lj, os quais sao disjuntos e cobrem
Ls,. Além disso, ¢3,(W,) = W, pois v(z) = v(ps,(z)) qualquer que seja
x € Ls,. Mostraremos que g(W,,¢3,) < 2 para todo p/3 < n < 2p/3 e
consequentemente g(Lsp, p3,) < 2 (veja lema 3.0.12).

Suponhamos entao, por absurdo, que exista algum n para o qual
tenhamos ¢g(W,,,3,) > 3. Tendo em vista o lema 3.0.11, podemos assu-
mir, sem perda de generalidade, que g(W,, ¢s,) = 3 pois, caso contrario,

poderfamos substituir W, por um subconjunto W, invariante por ¢s, e tal

que (W), ¢s,) = 3.
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Seja f: St — S! dada por f(z2) = e&™" ;. Como p/3 <n < 2p/3,
segue sem dificuldades que f gera uma Z,-a¢ao livre em S'. Contruiremos
uma funcdo P : W, — S equivariante, o que nos permitird concluir que

I(Wh,03,) < g(Sh, f) = 2 (lema 2.0.9), contradizendo o fato do g(W,,, p3,) =

3.
Seja h : 0Ay — S' 0 homeomorfismo tal que
o 2m(7 —1 2m)
h(Dgy) = {e ; % <a <=7} para j=1,2,3
Como g(W,, ¢3,) = 3, existem fechados W, W?2 e W3 que cobrem W,,
tais que, para cada j = 1,2, 3, existem fechados Wg, e Wz‘f_l satisfazendo:

o W =U W]
o Ok (W) =W eW] nWj =0parak,k €{0,1,....p—1} e ki # ky

Queremos definir uma homotopia H : (W*UW2UWS) x I — St A
idéia ¢ construir H sobre determinados subconjuntos de (W' UW? U W) x T
que possuem a propriedade de extensao de homotopia, o que ao final nos dara
a definicao de H desejada.

Comecemos entao definindo
Hiz,t) = h(z1) para (z,t) € (WPUW2UW?) x {0} U (Wy x I)
fk(H(wg;k(x), 1)) para (z,t) e Wl x {1}, k=1,...,p—1
Observemos que, [(WIUW2UWE) x {0} U (W x I) C (WHUW2UWS) x I

e além disso,
[(WEUW2U W) x {0y U (Wy x D] N (W, x {1}) =0

para todo k= 1,...,p — 1. Portanto H esta bem definida.
Ainda, @5 (W) = W} e daf @5 *(W}) = Wi para k =1,...,p— L.

Assim, H(Sf’g;k@),l)) = h(zp+1-k), desde que ¢§;k<$) = (Tps1-k- - Tpt)
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para todo z € W}l. Logo,
- 2i)n
PR (@), 1) = FF(Mapian) = €™ 0y 5) (3.4)

Afirmagao 3.0.4 Para todo v € W' a aplica¢io Hy(x) := H(x,1) € equivari-

ante.

Primeiramente, observemos que se x € Wt = Ui;éWkl, entao r € W}
para algum k = 0,1,...,p — 1. Assim, @3,(z) € p3,(W}) = Wi, (para
k=p—1, p3,(W}) = W) e portanto 3 ,(W?') C W', Por outro lado, se
b€ W} = oyl (W) = pap (W), entio & = ga(y) com y € Wi,
isto é, x € Wt e dal W' C @3,(W!). Logo, p3,(W') = W! e dal 3, gera
uma Z,-agao livre sobre W*.

Agora, para mostrarmos que H; é equivariante em W1, temos os

seguintes casos.
e Se z € W entao p3,(x) € p3,(Wy) = W{. Logo

foH\(zr) = f(H(x,1))= f(h(z1)) = 5™ h(zy)

Hiopgp(x) = Hi(psp(e)) = H(psp(r),1) = F(H(eE, (03,(2)), 1) =

e Para z € W,_,, temos

foH\(zx) = [(H(x,1)= [/ (H(e, " (2),1) =
= [P(H(psp(x),1)) = H(psp(x),1) = h(z2)

Hyopsp(r) = Hi(psp(r)) = H(psp(r), 1) = h(z2)

desde que, p3,(W, ;) = Wy.
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e Agora, para & € W} com k = 1,...,p — 2, temos que @3,(W}) =

gplgf;l(W(}) = W, . Assim,

foH(x) = f(H(z,1) = f(f*(H(gh, (),1) =
= [ piar) = e R0 )
Hyopsp(x) = Hilpsy(x)) = H(ps (), 1) =
= FRUHE (s (@), 1) = UH(G (), 1) =

— YA g)) = €T (g, ),

Portanto, (f o Hy)(x) = (Hy o p3,)(x) qualquer que seja x € W

Definamos agora a fungao d; : W' x I — (0, 27) por

di(e,) = arg(%) para (z,t) € W' x {0,1}
tdy(z,1) + (1 — t)dy(z,0) para (z,t) € W' x (0,1)

Notemos que, como f(z) # « paratodox € L3, entdo H(p3,(z),1) =
G h(z1) = f(h(z1)) # hx1) = H(z,1) para € Wy. Pelo mesmo motivo
P g 1)) 7 P (b(pes 1))  dai H(psp(2), 1) # H(z, 1) para todo o €
Wlcomk=1,...,p—1. Ainda, se x € L3, entdo 3 # r; e consequentemente
H(p3,(x),0) = h(xs) # h(x1) = H(z,0) e em particular para 2 € W . Logo,
di(z,t) € (0,27), V (z,t) € W' x {0,1} e portanto d; estd bem definida e é

continua. Podemos assim definir

H(x,t) = H(95,5( He““(“’w (3.5)

para (z,t) € W}! x (0,1), & = 1,...,p — 1. Temos assim, em particular,
H:W!'x T — S' Agora, consideremos o conjunto (W' U WE) x {0} onde
H também ja esta definida. Como (W' U W?) é um subconjunto fechado do
espaco normal Ls,, entao (W' U W) é normal. Além disso, (W' U WE) x T

é fechado em L3, x R e portanto normal. Logo (W' U Wg) é binormal. Dai,
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como W é fechado em (W' U WZ), pelo teorema 1.0.3, H pode ser estendida
ao conjunto (WU WE) x I de forma que H(W'U W) x I) C S*.

Ainda, definimos para x € W2 com k=1,...,p—1

H(z,1) = fRH (G, (@), 1) = €™ H (g} (2),1).

Desejamos agora estender continuamente H sobre W?2 x I. Para isso, basta
construirmos H sobre W2x(0,1), k =0,1,...,p—1, visto que, para W2 x {0, 1}
a funcao ja estd definida.

Assim, definamos dy : (W' UW?) x I — (0, 27) por

arg(%) para (z,t) € (W' UW?) x {0,1}
dy(x,t) :=

tda(x, 1) + (1 — t)da(z,0) para (z,t) € (W' UW?) x (0,1)

Observemos que dy(z,t) = dy(x,t) para todo (z,t) € W' x I. Além disso,

Afirmagao 3.0.5 Para todo x € WY UW?, (ay,...,a,) €T, es € {1,...,p}

temos
S

2w 2w
? Z am,am+ Z dg 903;0 , ) S ? (36)

m=1

Com efeito, consideremos primeiro os seguintes fatos:

(1) Se (a1,...,a,) € T, em e {1,...,p}, entdo
U < G+ <= arg(h(zy,)) < arg(h(zm,+)). (3.7)

Pela definicao de T}, temos que x,, € Ag,,,, € Tyt € Az;am . e portanto

h(m) € M(Aga,,) € Mzp+) € h(Ag, ). Dai,

2m(a,, — 1 2T,
2 =Y < ang(han)) <
27 (ap+ — 1) 27 A+

<arg(h(z,+)) <

3 3
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Mas, a,, < G+ = Ay < G+ — 1. Assim,

27 ay, < 27 (ap+ — 1)

5 = 3 < arg(h(x,+)). (3.8)

arg(h(r,,)) <

Ainda, x,, # z,+. Entdo arg(h(z,)) # arg(h(x,+)). Logo, arg(h(x,,)) <
arg(h(z,+)). Analogamente, verifica-se que, se a,, > a,,+ entao arg(h(z,,)) >
arg(h(x,+)).

Como consequéncia desse fato temos que

()
h(zm)

) =27 + (arg(h(z,+)) — arg(h(zy,)))

Uy < G+ = arg ( ) = arg(h(z,+)) — arg(h(zy,))

()

Ay, > A+ = arg(h(x )

(2) Dados a;,a; € {1,2,3}, a; # a; e i,j € {1,...,p} temos

a; —a;, Se a; > a;
r(ai,a;) =
3+ (aj —a;), se a; <aq;
Esse fato segue direto da definicao de r(a;, a;) dada anteriormente (veja p. 54).
Agora, seja s € {1,...,p} e consideremos A; = {m € {1,...,s}

U < At} e Ay ={m € {1,...,s} : a, > a,+}. Observemos que, pelos

fatos (1) e (2) temos que, se m € A;, entao

TGy Om+) = Gt — iy, (3.9)
PEm )\ _ arg(h(z,,+)) — arg(h(z
arg (7)) = arg(hlon)) - avgthien). (310

Mas, se m € As, segue que

7(Amy Q) = 3+ (Am+ — Q) (3.11)

Mame) ) _ 7+ (arg(h(zpm+)) — arg(h(z
arg (7)) = o+ (anglhn)) ~ anelhen)) (312)
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Suponhamos que card A, = 1. Segue entao que,

Zd2 ey (2),0) = da(x,0) + da(p3,(x),0) + - - + da(gp5,' (), 0)

o () oo (B 4 (1)

o " ar h(l’m+) ar h(Ier)
- mz g(h<ﬁffm> ) +m2 g(h(xm>>
= > (arg(h(wm)) — arg(h(zm))) +

+@2rl+ Y (arg(h(ame)) — arg(h(zn))))
= 2ml+ Z arg(h(x,+)) — arg(h(xm)))

= 27l + (arg(h(z2)) — arg(h(z1)) +
4+ arg(h($5+1)) - arg(h(%)))

— 2l + (arg(h(z,11)) — arg(h(a1)).

Além disso,

2% ir(am,am+) = 2% Z (A At ) + Z T(&m,am+))
m=1

meA meAs
2
= 3 Z (Qm+ — am) + (31 + Z (At — am)))
meA meAsz

2 ®
= ? 3l + mZ:1(am+ — am)>

2
= 27Tl+E(GQ—G1+G3—GQ+"'+GS+1—CLS)

2
= 2ml+ %(GS_H — a1>.
Logo
2T o > el 2T
? Z 7,(almaam'*‘) - Z d2(903,p (;U),O) = ?(as+1 - al) -
m=1 m=1

= —(arg(h(ze1)) — arg(h(zy))).
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Basta entao mostrarmos que a soma acima satisfaz a desigualdade
(3.6). Notamos que, se asr; —a; = 0 entdo xs1 1 e xp pertencem a mesma
face em OA; e portanto =T < arg(h(w,41)) — arg(h(z1)) < 2°. Suponhamos
entao agora que as1; # aj. Pela definicao de T}, sabemos que x; € Ay, €

Top1 € Doy, e dal h(xy) € h(Aog,) € h(zs41) € h(Agq,,,). Assim,

2 -1 2

% S arg(h(5(71)) S 7;@1
O (tgry — 1 ora,
20 2D g (h(rn)) < 20!

implicando que

(a1 = 1) = )T < arg(h(er)) — arg(h(en)) < (@ — ) + 1)
= Tl — 1) = 5 < arg(h(esg)) — arg(h(en)) < T (an —an) + o
= =< s — ) — (arg(h(er) — arglhlen) < 5

Consequentemente, segue que

Q?FZ am7am+ ZdQ 903p v ) Szg

m=1

Observemos ainda que, quando s = p temos

Zd2 et (x),0) = 27l (3.13)

Assim, como (WUW?) C W, = v (n), temos 2 >0 r(am, Gm+) =

27n e portanto, podemos concluir da afirmacao acima juntamente com (3.13)

que
2 2 1
|27m—27rl|§§:>27T\n—l|§§:>|n—l|§§:>n:l

poisn € N el € Z. Logo,

p

2m
Z da (5 (2),0) = 3 (s Q) = 2700

m=1
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Mostramos na afirmacao 3.0.4 que H; é equivariante em W?'. Analoga-

mente, mostra-se também que H; o 3, = f o H; para todo z € W2, Observe-

. . ~ 27mn . ; (2"—"+a)i
mos ainda que se z = ¢ € S! entao f(z) = e » ™" e daf @ =& o —=

27'rn

. Logo, arg(f(z)/z) = 2”—” e portanto

1) = arg( <sOi“’f”(g[”)’l)):arg (M)

1) H(z,1)
H(z,1)) 2mn
= ar =
® H(x,1) p
Ressaltamos que o mesmo vale para dy(¢5," (7),1) com m = 1,...,p, visto

que Hy o ™ = fP~" o H,

Assim, para todo (z,t) € (W' UW?) x I temos

P P P
D do(gh, () ) = tz do (5, (1), 1) + (1= ) Y da(ph," (), 0)
m=1 m=1
27m
= tz 1 — t 2mn = 2™

e consequentemente

Afirmagao 3.0.6 Para (z,t) e W' x T ek € {l,...,p—1} temos

H(z,t) = 803p H A" @0
De fato, se (x,t) € W} x (0,1), k = 1,...,p — 1, entdo pelo que

definimos em (3.5) temos

k
H(l’, t) 903;7 H eZd1 ‘ng

m=1

Além disso, como H;(x) = H(z,1) é equivariante em W' segue entao
que H(gf,"(x),1) = fr*(H (x,1)). Logo

H( @), 1) = f775(H(x,1) = H(z, 1) 50

_ H(le)ei(%T”)(p—k—lJrl) = H(z,1)é i(221) (p—(k+1)+1)

= H(Q?, 1)eian:k+1(%T") = H(I, 1)€izfﬂ=k+ld 1(¢5 pm(x)’l)
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Ainda, para (z,t) € W3 x I,

H(gh F(x),t) = H(x,t) = H(z,t)e?™ = H(z,t)e! Xm=r 25,7 @0

p
= H(z,t) [] et hsm 0
m=1
eparax € W, com k =1,...,p—1, analogamente ao que fizemos na demons-

tracao da afirmagao 3.0.5, segue que

> di(eh,"(2),0) = 2aly + (arg(h(zp—i41)) — arg(h(z1)))

m=k+1
onde l; é o cardinal de A" ={m e {k+1,...,p} : an > a!}. Dal,

H(5 (2),0) = h(zppp) = e @ehlonrn) =
ei2mh pilarg(h(z1))—arg(h(z1))+arg(h(zp—k+1)))
ot arg(h(z1)) i(2rli+arg(h(zp—k+1)) —arg(h(z1)))

h(xl)ei(27rll+arg(h(x?*k+1))*arg(h(ibl)))

p
= Hwo) ] enviren

m=k-+1
Portanto, V (z,t) € W' x I temos
k p k
H(gh, (2),1) Heidz(soé’;m(x),t) — H(z,t) H pid1 (" (2).) Heidg(wg;m(x)’t)
p k
= H(z,1) H eid2 (95" (),1) H pid2 (25" (2).1)
m=k+1 m=1
p
= H(x,t) [ e @0
m=1

= H(z,t)e o=t da(#h " ()1)

= H(z,t)e”™ = H(x,1).

Isso justifica o fato de definirmos, para todo (z,t) € W2 x (0,1) e

at) = L) [] 4055700
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Bem, até aqui ja temos H definida continuamente sobre o conjunto
[(WTUW?)x IJU(Wgx{0}). Para alcangarmos nosso objetivo, resta estender H
sobre o conjunto W3 x (0, 1). Mas, em particular, temos H : (W'UW?)x [ —
St e além disso (W!'UW?2UWE) é binormal (como observado para WU W?).
Assim, desde que W' U W? é um subconjunto fechado de (W' U W?2 U W),
novamente pelo teorema 1.0.3, segue que a funcio H : (W'UW?) x [ — S1
pode ser estendida & homotopia H : (WU W2 U W) x I — S* a qual
desejavamos obter.

Finalmente, podemos entao definir P : W,, — S! por

H(x,1), para x € WU W?2U W}
P(x) =
fk(H(ngg;k(.r),l)), parar € W2, k=1,....,p—1
Observemos que P estd bem definida, desde que (W!'UW?2 U W) N W2 = 0,
para qualquer k € {1,...,p—1}. Além disso, como H;(x) = H(z,1) é tal que
Hy o, = foH; para todo x € W' UW?2U W}, segue que P é equivariante

neste conjunto. Paraz € W2 k=1,...,p—1, temos que p3,(x) € p3,(W2) =

P36k (WE)) = WP, e dai
Pp3 () = fFHH (G, (0sp(2)), 1) = F(FH(H (G5, (2),1)) = f(P(2)).

Logo, pelo lema 2.0.9, temos g(W,,, p3,) < g(S*, f) = 2, contradizendo
o fato de g(W,,, v3,) = 3.

Portanto, temos que L3, ¢ coberto por uma quantidade finita de fecha-
dos disjuntos W,, = v™!(n) os quais sdo invariantes por @3, com g(W,, ¢3,) <
2. Segue entao do lema 3.0.12 que g(Ls,p, v3,) < 2.

g

Para demonstrarmos o teorema que segue, considere primeiro o seguinte:

Lema 3.0.13 Suponhamos que os subconjuntos fechados My, ..., My cubram
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o espago de Hausdorff M. Se f : M — M € uma Z,-agao livre e g(M;, f) = n;

para cada i =1,... k, entio g(M, f) < Zle g(M;, f)

Demonstracgao:

Como g(M;, f) = n;, entdo existem, para cada ¢ = 1,..., k, fechados
M}, ..., MM que cobrem M; tais que M} = UP_ BM(M) M, Gk = fR(M; )
MR A VIR — ) para ky ks € {0, ..., p—1}, ki # ko, j = 1,...,n;. Ainda,
cada Mi(j’k) é fechado em M.

Desde que cada Mf ¢ um subconjunto fechado de M;, o qual é fechado
em M, entao Mf é fechado em M. Portanto, se \; = {1,...,n;} com ¢ =
1,2,...,k, entdao o conjunto B = {Mf ;i=1,...,kej € )N} éuma cobertura

de M, satisfazendo as propriedades do genus. Logo, g(M, f) < Zle n; =
Z?:l g(M27 f)

Teorema 3.0.12 Sep >3 é um primo e k € {3,4,5,...}, entdo

(pgl)(k—?))—i— 1 se p=3

9(Lip, rp) <
2 se p>5H

Demonstragao:

Consideremos os fechados M; = {(xy,...,x,) € Z;w ;o € Apo1a}
0s quais cobrem Zk,p (como na demonstracao do teorema 2.0.8). Entao sejam
F;, = U?;égpf;p(]\/[i) parai=1,..., k— 3.

Agora, desde que Ug‘?:k_QAk,l;j é fechado em 0A_; entao segue que
(Us ) 9Ak_1,)P é fechado em (OA_1)P. Portanto, consideremos o subconjunto

fechado G = Lg, N (Ur e oAp_1y)P de Lip.

Afirmacio 3.0.7 L, = U'2F,UG
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Com efeito, certamente temos Zkﬁp D) Uf:_fﬂ- U G. Tomemos entao
x € /kajp. Como xy € OAp_; = UF Ay 1., entdo z; € Ay_y,, para algum
i=1,...,k Seie{l,...,k—3} entdo x € F; C Uf;fFJ Suponhamos entao
que 1 € Ag_y,; paraj € {k—2,k—1,k}. Sexy € Ay_y; parai=1,...,k—3
entdo = € ¢y ,(M;) C F;. Caso contrario, xg € Ay_yj para j =k —2,k— 1,k
e daf olhemos para x3. Resumidamente, se x; € Ay_y,; com j =k —2,k—1,k
para todo ¢ = 1,...,p entao x € (UfquAk_l;j)p e portanto a G. Mas se
alguma coordenada de = pertence a um Ay_;; com ¢ = 1,...,k — 3 entao
x € ‘Pi,p(Mﬁ para algum j =0,...,p—1, logo x € F;. Dali, Ek,p c U rua.

Notamos ainda que, como G é um subconjunto fechado de E,C,p, temos
que G ¢é normal. Além disso, se x € G entdo ¢y ,(r) € G pois todos as
coordenadas de z pertencem a (U¥_, _,Ay_1)?, logo as coordenadas de ¢y ()
também pertencem. Segue entao que ¢y ,|c¢ ¢ uma Z,-acao livre.

Consideremos entao os seguintes subconjuntos de GG

G = {ze€G; 1 €Mp1p2}
Gy = {re€G;x1€Np_ijp}

Gy = {ze€G; r €A1}

Observemos que G; = Mii;—3 N G para i = 1,2,3 e portanto sao
fechados em G. Notamos ainda que se x € G; entdo ¢y ,(z) ¢ G;, pois caso
contrario teriamos que x = (z1,...,2,) € G; € Ypp(x) = (z2,...,2p, 1) € G;
implicando que z; e z pertencem a mesma face Ayg_j44;—3 de Ay_q, con-
tradizendo o fato de x € Zk,p. Segue entao que G; N v ,(G;) = 0 para todo

i=1,23eG=UG;.
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Assim, pelos teoremas 2.0.8 e 3.0.11, temos

~ 1 se p=3
9(G,¢rp) < g(Lap, 3p) = 9(Lzp, p3p) =
2 se p>5

Além disso, Steinlein prova em [17], que g(F}, py,) < ZE. Segue entdo

do lema 3.0.13 que

g(Lk,pa on,p) = g(Lk,pa (pk:,p) S Z g(Fz7 (pk,p) + g(Gu Spk,p)

(p—1) 1 se p=3

IN

2 se p>5

g
Finalizamos o capitulo com alguns exemplos envolvendo o toro bidi-

mensional.

Exemplo 3.0.12 Considere o toro 2-dimensional T = S' x St e f: T — T

27i

a funcao dada por f(x,y) = (x,e» y) com p primo, ou seja, uma rotagdo de

27” radianos na sequnda coordenada. Observemos que f é continua desde que

suas fungoes coordenadas o sao, e além disso

27

fP(x,y) = (x, e Py) = (x,e™y) = (x,y) = idr(z,y)

Ainda, temos f(x,y) # (z,y) para todo (z,y) € T, pois se existisse

27i

(x,y) € T tal que f(x,y) = (z,y) entdo teriamos que (z,y) = (z,e » y) e dai
y = e%y = % =k para algum k € Z, o que é absurdo, visto que p € primo.
Segue entao que f gera uma Zy-agao livre em T

Consideremos agora os sequintes fechados de T

. ) ) — 1 ]
M; ={(e" e’y eT : MSBSE} para j =1,2
p p
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Notamos que, a dinamica da f é somar o angulo 2?” ao argumento [3.
Dai, se z = (', e) € Mj, seque que f(z) = (¢'*,e"), com TF(jTJrl) <q< ”(jTH)
e, portanto temos M; N f(M;) = O para j = 1,2. Concluimos entio que
fA(M;) N Y (M) = 0 para todo i =0,1,...,p— 1.

Assim, se definirmos Gl@ = fYM;) para cada i = 0,1,....p—1 e
j = 1,2, entdo os fechados GY = U f{(M;) pertencem a C(T, f) (veja
definicio do genus) e cobrem T, isto é, T = G UG®P. Portanto g(T, f) < 2.

Provemos que g(T, f) = 2. Com efeito, primeiramente observemos que
T #0, logo g(T, f) # 0. Agora, suponhamos que g(T, f) = 1. Assim, existem
fechados disjuntos G, ..., Gp_1 tais que f'(Go) = G, para todoi =1,...,p—1
el = Uf:_llGi, 0 que produz uma cisao nao trivial do toro, contradizendo o

fato de T' ser conezo. Concluimos entao que g(T, f) = 2.

Exemplo 3.0.13 Sejam T e f como no exemplo anterior, com p = 2. Temos
entdo que GY) = G(()j) UGY para j = 1,2 sdo tais que T = GO UG (veja
anezo I, figura 3.1.13).

Assim, como (Lo, pre) = k — 1 (teorema 3.0.10) e g(T, f) = 2,

seque do teorema 2.0.8 que
2=9(T,f) < g(Lga,pr2) =k—1 = k>3

ou seja, T pode ser coberto com no minimo 3 fechados My, My, M3 tais que
M; N f(M;) =0 parai=1,2,3 (anexo I, figura 3.2.13).

Agora, consideremos p = 3. Neste caso, temos GU) = UfZOng) para
Jj = 1,2 os quais pertencem a C(T, f) e cobrem T, como na figura 3.3.13 (veja
anexo I). Bem, uma vez que g(T, f) também € igual a 2, entdo ndo podemos
cobrir T com trés fechados My, My, M3 tais que M;N f(M;) = 0 parai =1,2,3,

visto que para k = 3 e p = 3 temos g(Ls3,33) = 1 (teorema 3.0.11) e daf,
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pelo teorema 2.0.8, teriamos 2 = g(T, f) < g(Lss,p33) = 1. Observamos
no entanto que T pode ser coberto com quatro fechados My, My, M3, My satis-
fazendo M; N f(M;) = 0 para i = 1,2,3,4 (anexo I, figura 3.4.13). Pode ser
mostrado com o auxilio de um resultado encontrado em [1] que para qualquer
primo p, existem 4 fechados My, My, M3 e My de T que cobrem T e satisfazem
M;N f(M;) =0 para todo i = 1,2,3,4, sendo [ a Z,-agdo livre dada no exem-
plo 3.0.12. Uma configuracao disso € dada na figura 3.5.13, no anexo I, para

p=5.
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