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RESUMO

A presente dissertacédo, estruturada na metodologia de pesquisa conhecida como Engenharia
Didatica, apresenta o desenvolvimento de uma aula inédita para o professor sobre analise
combinatéria no Ensino Médio. O objetivo deste trabalho é elaborar um material didatico, que
auxilie os alunos no aprendizado de alguns conceitos de analise combinatdria de forma
significativa. A sequéncia didatica elaborada estd inserida no contexto de telefonia e aborda o
assunto atual sobre o acréscimo do 9° digito nos nimeros de celulares da regido do Estado de
S&o Paulo com cddigo de &rea 11. Toda a sequéncia foi pensada de forma que o aluno seja o
protagonista de sua aprendizagem, fazendo observacgdes, conjecturas, debatendo com o0s
colegas, manipulando materiais e solucionando os problemas propostos nas folhas de
atividades de maneira autbnoma. A sequéncia didatica foi aplicada para duas turmas de 2° ano
do Ensino Médio na Escola Centro Educacional SESI Braganca Paulista. Para realizarem as
atividades, os alunos foram divididos em grupos. Todas as folhas de atividades realizadas
pelos alunos e os registros de observacdes feitos pelo professor durante a aplicacdo das
atividades serviram como ferramentas para verificar se 0s objetivos tracados foram atingidos.

Palavra-chave: Analise Combinatdria. Sequéncia Didatica.



ABSTRACT

This present dissertation, structured in the methodology of well-known research as Didactic
Engineering, it presents the development of an unpublished class for the teacher on
combination analysis in the High School. The objective of this work is to elaborate a didactic
material that aids the students in the learning of some concepts of combination analysis in a
significant way. The elaborated didactic sequence is inserted in the telephony context and it
approaches the current subject on the increment of the 9th digit in the numbers of cellular of
the area of the State of S&o Paulo with code of area 11. The whole sequence was thought so
that the student will be the protagonist of its learning, making observations, you conjecture,
debating with the colleagues, manipulating materials and solving the problems proposed in
the leaves of activities in an autonomous way. The didactic sequence was applied for two
groups of 2nd year of the High School in the School Educational Center SESI
Braganca Paulista. For they accomplish the activities, the students were divided in groups. All
the sheets of activities accomplished by the students and the registrations of observations facts
by the teacher during the application of the activities were good as tools to verify the
objective plans were reached.

Word-Key: combination analysis, didactic sequence.



Lista de llustracoes:

llustracao 1: Quadrado magico. Figura extraida do livro Introducdo a historia da matematica
(EVES, 2011, P.269) ... seseeeeesseesees sttt

llustracdo 2: Soma dos elementos da Linha, coluna e diagonais que contém o nimero

(01T ] = | USSP 20
llustracao 3: Posicionando o nimero 1 e o nimero 3 no elemento all..........cccoevevvennnnnnn, 21
lustracao 4: Solucdes do quadrado MAgico de ordem 3.......cccveiiveiieevie e 22
llustragdo 5: Figura do problema Stomachion retirado do site
http://www.jornaldaciencia.org.br/Detalhe.jsp?id=15162 acessado em: 05/05/2013. ............ 23
Hustracao 6: Item a da atiVIdade 1........cccoouiiiiiiiiiiiiee e 51

llustragcdo 7: Possibilidades para o numero do telefone de Maria terminadas em 0, 1, 2

(011 I TSRS OPPR 52
llustracéo 8: Possibilidades para o namero do telefone de Maria terminadas em 4, 5, 6, 7, 8
(0] R PP P PP PRPTPOPPRRP PRI 53

lustracgdo 9: Item c da atividade 1 resolvido por um grupo da classe 2

llustragcdo 10: Possibilidades para o numero do telefone de Maria terminadas com os dois

UItIMOS algariSMOS IMPAIES. .....ccuveeeiieeeiiieeeite e st e e st e e e e e e e e e et e e e srbeeesnteeesnteeeanseeeannees 56
lHustragdo 11: Item d da atividade 1 resolvido por Um grupo ........ccceevvveeiieeevieeeciiieesieeenn, 57
lustragdo 12: CondicGes para o preenchimento dos digitos N0 iteM €.........ccevveevvieeiinenne, 58
Hustragdo 13: Iteme da atividade L ..........cooovviiiiie i 59
llustracdo 14: Generalizagdo do principio multiplicativo feita por um grupo............cccve...... 61
lustracdo 15: Item a da atividade 2 resolvida por um grupo ........cccceceveeevveeevieeeciie e, 65
llustracdo 16: Item b da atividade 2 resolvida por um grupo daclasse 1.........c..cccccveevveenne. 69
lHustragdo 17: Tabuleiro e cartas para a atividade 3............ccccceveiiiieiiiie e 72
lustracdo 18: Permutacdo de 1 elemento feita por um grupo da classe 1............cccceeevnveeene 73
lustracdo 19: Permutacdo de dois elementos feita por um grupo da classe 1....................... 74
lHustracdo 20: Permutacdo de trés elementos feita por um grupo daclasse 1 ....................... 75
lHustracdo 21: Resolucdo do problema proposto (permutacdo de quatro elementos) ............ 76

llustracéo 22:

llustracao 23:

Utilizacao da linguagem de conjuntos para solucionar o problema proposto . 76

Resolucéo do problema proposto realizada por um grupo da classe 2............ 78



llustracdo 24: Possibilidades do nimero de telefone da situagdo 1 terminados em 3 ou 4
encontradas por Um grupo da ClASSE 2. ..........ooiiiiiiiiiiei e 84
llustracao 25: Todas as possibilidades do nimero de telefone da situacdo 1 terminados em 6
ou 8 e o total de possibilidades encontradas utilizando o produto cartesiano resolvida por um
GIUPO A CIASSE 2. 85
llustracio 26: Resolugéo da situagdo 2 realizada por um doS grupos..........ccevvverveenieenneenn. 87
llustracdo 27: Obtencdo da fracdo com numerador e denominador formados por nimeros

fatoriais através das informagdes das SItUAGBES 1 € 2 .....c.veieeieriieieiiesee e 89
lustragdo 28: Conjectura feita por um grupo da classe 1 das situagfes 1 e 2...........cccveeee. 90
lustracdo 29: Resolugéo dos casos A, B, C e D por um grupo da classe 2. ...........cccceevueeee. 92

llustragdo 30: Conclusdo de um grupo da classe 2 sobre a relacdo entre a permutacéo
simples de 4 elementos e o0 arranjo simples de 4 elementos tomados 4 a 4. ........ccccccecvvevnnnnn 93
lustragdo 31: Texto informativo retirado do site da ANATEL sobre a implementacdo do 9°
digito nos numeros de telefones celulares da regido com codigo de area 11...........cceevvveene. 97
lHustragdo 32: Confrontando informacdes do texto com 0s Calculos. .........cccocevveiiieeiinnnne, 98
llustracdo 33: Calculo para encontrar a capacidade de linhas telefonicas na regido apos a

implementacao do 9° digito realizado por um grupo daclasse 1 ........ccccovvvveeviiveeiieeenineeennnn, 99



Lista de Fotos:

Foto 1: Aplicac8o da atividade L...........ccoveiiiieiiiie et 54
Foto 2: Aplicagdo da atiVIdAAE 2..........c.eeiiiiiiiiiieie s 67
Foto 3: Alunos utilizando o tabuleiro e as cartas para solucionarem a atividade 3 ................ 79

Foto 4: Aplicagdo da atiVIdAdE 5........ccuiiiiiiiieiiiesie e 96



Lista de Quad

Quadro 1: Horario das aulas semanais dos 2° anos A e B

rosS.



Sumario

INTRODUGAO . ...ttt ettt s s en st s s 14
CAPITULO 1 A PRESENCA DA ANALISE COMBINATORIA NA MATEMATICA .... 17
1.1 A HISTORIA DA ANALISE COMBINATORIA ..ot 17
1.2 ALGUNS CONCEITOS DA ANALISE COMBINATORIA ......coivereeeeeeeeeeeeeseeeeeeeenene 24
121 FATORIAL DE UM NUMERO........coiiuiieiieeeeeeeeeeeeeeeeee e 24
1.2.2  PRINCIPIO ADITIVO DA CONTAGEM......coiuieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 24
1.2.3  PRINCIPIO MULTIPLICATIVO DA CONTAGEM ..o, 26
1.24  AGRUPAMENTOS SIMPLES .......oiiuiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e eee s es e 27
1.2.41 PERMUTAGOES SIMPLES.......ooiiiieeeeieiiieeeeeeeeeeeeee s 27
1.24.2  ARRANIO SIMPLES ..ottt es e 28
1.2.4.3 COMBINAGAO SIMPLES ..ottt 29
CAPITULO 2 A ANALISE COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO .......ccooeeiieeeiennn, 31
2.1 A PRESENCA DA ANALISE COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO ..................... 31
2.2 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS......ocoieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oot nen s 33
2.3 ANALISE DE DISSERTACOES CORRELATAS........ooiiiteeieeeieieeeeeeeren s, 37
CAPITULO 3 PRESSUPOSTOS EPISTEMOLOGICOS E PEDAGOGICOS.................... 40
3.1 DIDATICA DA MATEMATICA ..ottt 40
3.2 ENGENHARIA DIDATICA ..ottt 41
CAPITULO 4 CONSTRUCAO E APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA............... 43
4.1 INTRODUGAD .......cocoieieeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt eeeeeeas 43
4.2 CONTRUCAO DA SEQUENCIA DIDATICA ..ottt 43
4.3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA APLICACAO DA SEQUENCIA
DIDATICA. ..ottt e e s st e e e eeseee s eneeeeeeeean 47
4.4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA ANALISE DOS RESULTADOS DA
APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA ....ooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeer et 48
45 CONSIDERACOES FINAIS ...ttt ettt 48
CAPITULO 5 DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 1 ...ccoovoiiieiiiiieiieeeeee 49
5.1 INTRODUGAOD .......coouieieeeteeeeceeeesee e ses ettt s s assnes et essesessesssssassenanensans 49
5.2 RESUMO DA ATIVIDADE L.....ooeieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eene e, 49
5.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS .......oecoieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeerseere s, 50
5.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 1......cocuae.... 50
5.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE L.....ooieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 62
CAPITULO 6 DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 2......oovovoieieieeeeeeeeeen 63
6.1 INTRODUGAOD .......coouvieeeteeeeeeeeee e esese ettt sesass st essesessenesesassenanensans 63
6.2 RESUMO DA ATIVIDADE 2....oooieieeeeeeeeeeeeeeee e et eee e eeseeeene s 63
6.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS ........o.coiteeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseeeerseeneseenan. 64
6.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 2.........cn....... 64

6.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 2.......ouovoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeee e 69



CAPITULO 7 DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 3......coovoiiveieeeeeeeeeeeeeee. 71

7.1 INTRODUGAOD .......coouiiieeeeeeee ettt ettt ene s ssenaneneaes 71
7.2 RESUMO DA ATIVIDADE 3.ttt en e seseeeenenas 71
7.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS .........coooiueeieieeeeeeeeeeeeeeeeesensesessenesesssnanen 71
7.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 3........cccccou...... 72
75 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 3......oiiieeeeeeeeeeeveeee e, 79
CAPITULO 8 ANALISE E DESCRICAO DA ATIVIDADE 4......coooovoveevieeeeeienenen, 81
8.1 INTRODUGAOD ..ottt ettt en s sen e 81
8.2 RESUMO DA ATIVIDADE 4.....oooovveeeeeeeeeeeeeeee e sennans 82
8.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS .........oouiitieeeieeeeeeeeeeeseeseeeeesesessssssenennans 83
8.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 4...................... 83
8.5 CONCLUSAOQ E ANALISE DA ATIVIDADE 4......oovoveeeeeeeeeeeeees e 93
CAPITULO 9 ANALISE E DESCRICAO DA ATIVIDADE 5......cocooveviiiieeeeeeeenenen, 94
9.1 INTRODUGAD ......coeiiieeeeeeeeeeeeeeeeceee ettt sttt teeeseeas 94
9.2 RESUMO DA ATIVIDADE 5.ttt sn sttt snnans 95
9.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS .........ooiitieeeeeieeeeeeeterseseeeeesseeeeisessssennns 95
9.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADES..........co........ 95
9.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 5......ooovieeeeeeeeeeeeeeeeeeeene s 100
CAPITULO 10 CONSIDERACOES FINAIS ..ottt 101
10.1 AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA PELOS ALUNOS........c.cocvevuiveererenne. 101
10.2 AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA PELO PROFESSOR..........cccccceveunnne. 102
REFERENCIAS. ...ttt ettt ettt et eee et ee et et e 104

APENDICE ..ottt oot ee ettt e e e e e e et et e et e et et e et e st e ee et et e eteere e e e et e e e enerenae s 106



Introducao

Durante o més de julho do ano de 2012, os nimeros de celulares da regido do
Estado de Séo Paulo, composta por 64 municipios incluindo a capital, sofreram alteracdo na
quantidade de caracteres numéricos por decisdo da Agéncia Nacional de Telecomunicacfes
(ANATEL), através da Resolucdo n° 553/10, passando de 8 para 9 caracteres numéricos com
a finalidade de ampliar a disponibilidade de nameros de telefones méveis (celulares) e atender
a crescente demanda de novos usuarios na regido metropolitana de Sdo Paulo, pertencentes a
regido cujo codigo de area e 11.

O fator motivador para a elaboracdo desta sequéncia didatica, apresentada
neste trabalho, foi o questionamento feito por alguns alunos sobre esse acréscimo de digito
nos telefones celulares da regiéo.

Sou professor de uma das unidades educacionais do SESI conhecida como
Centro Educacional SESI Braganca Paulista, localizada na referida cidade, desde janeiro de
2012. A rede seleciona os alunos para entrarem no Ensino Médio, classificando os 64 alunos
que obtiveram melhor desempenho na 82 serie do Ensino Fundamental da propria escola.

Em 2012 ministrei aulas para os 1° anos A e B do Ensino Meédio no periodo da
tarde sendo em cada sala ministrada semanalmente 4 aulas .

Nos 1° anos do Ensino Médio, de acordo com o Curriculo da Rede SESI,
temos que trabalhar as expectativas relacionadas a traduzir e representar situacdes-problema
por meio de esquemas, diagramas, arvores de possibilidades e tabelas para contar 0s casos
possiveis em problemas que envolvam o principio fundamental da contagem. Como néo
houve tempo durante o ano letivo de 2012 para trabalhar tais conteddos os mesmos foram
abordados no 2° ano do Ensino Médio no ano de 2013 durante os meses de marco e abril junto
com os conteudos de anélise combinatoria.

O presente trabalho tem como objetivo, através do uso de folhas de atividades
contendo situacdes-problema dentro do contexto de telefonia, fazer com que os alunos
construam alguns conceitos de analise combinatoria tais como: principio fundamental da
contagem, fatorial de um namero inteiro positivo, permutacdo simples e arranjo simples.
Esses conceitos auxiliardo esses alunos no que diz respeito a compreensdo do acréscimo do

nono digito nas linhas de telefonia movel na regido com codigo de area 11, no qual se insere a
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escola em foco localizada na cidade de Bragancga Paulista e fazer com que esses alunos
desenvolvam as habilidades necesséarias referentes aos conceitos de analise combinatdria.

Para atingir o objetivo referente a compreensdo da ampliacdo de quantidade de
linhas telefnicas, foi trabalhado o texto “NUmeros de telefones mdveis da area 11 terdo nove
digitos a partir de domingo, 27 de Julho de 2012.” retirado do site da ANATEL. InformacGes
sobre a quantidade de prefixos na regido cujo cddigo de area € 11 foram retiradas do site
www.teleco.com.br para que os estudantes pudessem observar a quantidade de linhas
telefonicas para celulares com 8 caracteres numéricos e confrontassem o resultado com o
texto citado. Posteriormente, 0s alunos encontraram a quantidade de linhas de telefonia mével
na regido de codigo de &rea 11 com 9 caracteres numéricos usando como ferramenta os
conceitos desenvolvidos na aplicacdo da sequéncia didatica.

Segundo as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNEM plus), a contextualiza¢do sociocultural faz com que o aluno
se aproxime da realidade fazendo-o vivenciar situagfes proximas que lhe permitam
reconhecer a diversidade que o cerca e reconhecer-se como individuo capaz de ler e atuar
nesta realidade.

Por solicitagcdo do orientador lemos um pouco sobre Educacdo Matematica, no
que tange a didatica da Matematica da Escola Francesa, particularmente tivemos contato com
a metodologia de pesquisa conhecida como Engenharia Didatica. Ndo estamos afirmando que
nosso trabalho se pautou rigorosamente nesta metodologia, mas foi uma exigéncia dele que
tivéssemos um primeiro contato.

Neste momento sera feita uma sintese desta dissertacao.

O capitulo 1 aborda alguns aspectos histéricos da analise combinatoria, assim
como definicdes de principio fundamental da contagem, principio aditivo, permutacéo
simples, fatorial de um namero inteiro positivo, arranjo simples e combinacgédo simples.

No capitulo 2 é feito um modesto estudo sobre o ensino de andlise
combinatdria no Ensino Médio, analisando os documentos oficiais, alguns livros didaticos
para verificar a linha adotada pelos autores, incluindo o livro adotado pela rede, e a analise de
dissertacdes correlatas.

No capitulo 3 é apresentado todo o aporte tedrico que norteou o presente
trabalho trazendo a Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau e alguns aspectos da

Engenharia Didéatica que foram um dos pilares da elaboracéo da sequéncia didatica.
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No capitulo 4 é descrita a elaboracdo da sequéncia didatica, bem como a
inspiracdo para o tema relacionado a telefonia e a implantacdo do nono digito nos nimeros de
telefones celulares da regifo. E apresentada também a aplicacdo da sequéncia didatica nas
duas classes de 2° ano da escola SESI e as metodologias adotadas para as analises dos erros.

Do capitulo 5 ao capitulo 9 é feita uma descricdo detalhada de cada uma das
atividades da sequéncia didatica, as analises a priori e a posteriori. Cada um desses capitulos
traz a descricdo e a analise de uma atividade da sequéncia didatica.

A concluséo do trabalho se encontra no capitulo 10.

As folhas de atividades aplicadas e o tabuleiro com as cartas numeradas
utilizadas na atividade 3 estdo disponiveis no Apéndice.

Espero com esse trabalho colocar a disposi¢do dos colegas professores um
material didatico para o ensino de analise combinatdria no qual eu acredito, juntamente com a
explicacdo sobre a ampliacdo dos digitos nos nimeros de telefones celulares que ocorrera
gradativamente em todo o pais. A experiéncia adquirida com a elaboracéo, aplicacdo e com as
analises dos erros contribuiu para a reflexdo e aperfeicoamento do meu trabalho como

profissional da educacéo.
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Capitulo 1

A PRESENCA DA ANALISE COMBINATORIA NA MATEMATICA.

1.1 AHISTORIA DA ANALISE COMBINATORIA

O que se sabe sobre Matematica egipcia esta escrito em papiros dentre eles o
papiro de Rhind que recebe este nome, pois foi adquirido no Egito pelo egiptélogo escocés
Henry Rhind. Segundo Eves (2011) o papiro também recebe o nome de papiro de Ahmes
devido ao nome do escriba que copiou 85 problemas em escrita hieratica por volta de 1650
a.C.

Um problema escrito no papiro de Rhind, mais precisamente o problema de
namero 79, segundo Eves (2011), ndo tem uma interpretacdo tdo precisa e aparece um
conjunto de dados curioso.

Bens
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343

Espigas de trigo 2401
Hecates de grdos 16807
19607

Fica nitido que a sequéncia de numeros é formada pelas cinco primeiras
poténcias de 7, seguida de sua soma. De acordo com Eves (2011) a primeira impressao que
ficou quando o problema foi analisado era que o escriba talvez estivesse introduzindo a
terminologia casa, gatos, etc. para representar primeira poténcia, segunda poténcia e assim por
diante. Em 1907 o historiador Moritz Cantor deu uma interpretacdo ao problema, ele viu no
problema 79 um precursor de um problema da idade média e que aparecia no livro Liber abaci
(1202) de Leonardo de Fibonacci que era o seguinte: “Ha sete senhoras idosas na estrada de
Roma. Cada senhora tem sete mulos; cada mulo transporta sete sacos; cada saco contém sete

pdes; cada pao tem sete facas; para cada faca ha sete bainhas. Entre senhoras, mulos, sacos,
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paes facas e bainhas, quantos estdo na estrada de Roma?”. Como versdo posterior € mais

familiar tem os versos infantis ingleses:

Inglés Portugués
| was going to St. lves Quando ia a Santo Ivo
| met a man with seven wives; Encontrei um homem com sete mulheres;
Every wife had seven sacks; Cada mulher tinha sete sacos;
Every sack had seven cats; Cada saco tinha sete gatos;
Every cat had seven kits. Cada gato tinha sete gatinhos.
Kits, cats, sacks, and wives, Gatinhos, gatos, sacos e mulheres,
How many were going to St. lves? Quantos iam para Santo Ivo?

De acordo com Eves (2011), se baseando na interpretacdo de Cantor, 0
problema 79 do papiro de Rhind pode receber a seguinte interpretacao: “Uma relagdo de bens
consistia em sete casas, onde cada casa tinha sete gatos; cada gato comeu sete ratos; cada rato
comeu sete espigas de trigo e cada espiga de trigo produzia sete hecates de grdos. Casas,
gatos, ratos, espigas de trigo e hecates de grios, quanto havia disso tudo?”. E interessante o
fato do papiro de Rhind, escrito ha aproximadamente 3600 anos, conter um problema de
contagem.

Quando se analisa a matematica chinesa antiga, ndo pode deixar de citar o
famoso quadrado magico chamado lo — shu.

Segundo Eves (2011), no classico da matematica chinesa antiga, o I-King ou
livro das permutacbes aparece um diagrama numerico conhecido como lo — shu,

posteriormente desenhado como mostra a ilustracao a seguir.

R rrnsssses
!

o

llustragdo 1: Quadrado magico. Figura extraida do livro
Introducdo a histéria da matematica (EVES, 2011. p.269)
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Conta a lenda que o primeiro a ver o diagrama foi o imperador Yu, por volta de
2200 a.C., decorando a carapagca de uma tartaruga que lhe apareceu as margens do rio
Amarelo.

De acordo com Eves (2011), um quadrado magico de ordem n é um arranjo
quadrado de n? inteiros distintos dispostos de tal maneira que os nimeros de uma linha
qualquer, de uma coluna qualquer ou da diagonal principal ttm a mesma soma chamada de
constante magica do quadrado. Nesse caso 0 quadrado se chama normal se 0s n2 nimeros sao
0S N2 primeiros nimeros inteiros positivos.

Uma férmula matematica que pode ser utilizada para encontrar a constante

: - ) -(n%+1 ,
magica de um quadrado magico de ordem n é dada por % Essa formula pode ser

demonstrada da seguinte maneira:
Por definicdo, um quadrado magico de ordem n deve ser preenchido pelos n?

primeiros inteiros positivos cuja soma de todos esses nimeros é dada por:

n?-(m?+1)

14+2+34+4+ .. +(n—-D+n+Mm+1D+ ..+ n?= 5

Como um quadrado de ordem n tem n colunas a soma dos elementos que

preenchem cada coluna ¢é dada por:

1+2+ .. +(m-D+n++D+ ..+ n*> n>-(n*+1) n-n*+1)
n B 2n B 2 '

Como o Lo —shu é um quadrado magico de ordem 3, sua constante magica é

3-(32+1)

5 15.

Agora para descobrir o0 nimero que ocupa o quadrado central, basta somar a

coluna, a linha e as diagonais que contém o niamero central.
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llustracdo 2: Soma dos elementos da Linha, coluna e diagonais que
contém o ndmero central .

Como a constante magica € 15 essa soma resulta em 60 onde cada elemento do
quadrado magico é somado uma Unica vez, exceto o nimero central que é somado 4 vezes,

logo a soma, onde x representa o numero central, é dada por:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+3x =60

Onde o namero central € dado por x = 5.

A soma dos outros dois numeros que pertencem a mesma linha, a mesma
coluna e as mesmas diagonais onde aparece o algarismo central 5 é igual a 10.

Os pares de nimerossdo 1e9,2e8,3e7,e4eb.

Chamando de a;; 0 elemento que esta posicionado na linha i e coluna j, tem-se
que a,, = 5.

Iniciando com a,; = 1 o preenchimento das lacunas restantes, tem-se que o
elemento a;; € obrigatoriamente o 9. Dessa maneira, estudando os nimeros que podem

assumir a posicao a,,, hota-se que esse elemento nao pode ser o:

2, pois se a;, = 2, entdo a5 tem que ser o numero 12;

e 3, poisse a,, = 3, entdo a,5 tem que ser o numero 11;

e 4, poisse a,, = 4, entdo a,5 tem que ser o numero 10;

e 6, pois se a;, = 6, entdo a,; = 8 e como esse elemento estd na mesma
coluna do nimero 9 a soma dos elementos dessa coluna ultrapassa 15;

e 7,poisse a,;, =7, entdo a,; também tem que ser o nimero 7,
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e 8, pois se a;, = 8, entdo a;3; = 6 e como esse elemento estd na mesma
coluna do nimero 9, tem-se que somente a soma desses dois elementos

jaresulta em 15.

Dessa maneira pode-se concluir que os nimeros 1 e 9 ndao podem ser
posicionados em uma diagonal do quadrado magico de ordem 3.

Preenchendo a,, com o nimero 3, tem-se que a5 € obrigatoriamente o 7.

Estudando os nimeros que podem ser preenchidos na posi¢do a,,, nota-se que

0 elemento ndo pode ser 0 nUmero:

e 1, poissea;, =1, entdo a,; tem que ser o nimero 11;

e 2, poisse a;, = 2, entdo a,5 tem que ser o numero 10;

e 4, pois se a,;, = 4, entdo a;; = 8. Como 0 8 esta na mesma coluna que
0 7, somente a soma desses dois elementos ja resulta em 15;

e 6, poisse a,;, = 6, entdo a,; tambem tem que ser 0 numero 6;

e 8, pois se a;, = 8, entdo a,5 tem que ser o nimero 4. Como 0 4 esta
na mesma coluna que o 7, para que a soma dessa coluna resulte em 15,
0 elemento a,; também tem que ser 4, mas ndo pode haver repeticdo
de nimeros;

e 9 poissea;, =9, entdo a;3 = 3, ou seja, um elemento repetido.

Dessa maneira pode-se concluir que 0s nimeros 3 e 7, também ndo podem ser

posicionados em uma diagonal do quadrado magico de ordem 3.

aA11|A12|A13 A12|A13 a12]A13
Az1|A22|A23] |A21 Ao3||A21 ar3
a31|A32|A33] |A31|A32 a31|d32

lustrag&o 3: Posicionando o nimero 1 e o nimero 3 no elemento a4 1
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Logo as posi¢cdes a;;, a;3, as; € asz devem ser preenchidas somente pelos
nameros pares (2, 4, 6 e 8).

Para cada nUmero par posicionado em a,; hd 2 possibilidades para
preenchimento em a,.

Se a, for igual ao nimero:

e 2, entdo a,, pode ser 7ou 9;
e 4, entdo a,, pode ser 3ou 9;
e 6, entdo a,, pode ser 1 ou 7;

e 8, entdo a,, pode ser 1 ou 3;

llustracdo 4: Solugdes do quadrado mégico de ordem 3

Aparentemente ha 8 maneiras para resolver o problema, mas cada uma delas
pode ser encontrada a partir de uma Unica solucdo através das rotacoes de 90°, 180°, 270° e
360°, simetria em relacdo a 12 bissetriz , 22 bissetriz e simetria em relacdo a 22 linha e a 22

coluna.

Um dos primeiros registros sobre a analise combinatdria foi encontrado através
de fragmentos de manuscritos dos manuscritos de Arquimedes de Siracusa que datam do
século Il a.C que continha um problema geométrico chamado “Stomachion”, nome derivado
da palavra grega “estbmago .

O problema consiste em um quadrado formado por 14 figuras poligonais

planas com areas comensuraveis, ou seja, 0 quociente entre a area de cada figura e a area do

22



quadrado é um nUmero racional, e 0 objetivo é descobrir de quantas maneiras diferentes
podem-se rearranjar essas 14 pecas para formar um quadrado.

Os historiadores que analisaram esse tratado de Arquimedes acreditam que ele
sabia 0 numero de arranjos, caso contrario ndo teria apresentado, mas ndo sabem ao certo se

Arquimedes chegou a um resultado correto.

llustracédo 5: Figura do problema Stomachion retirado do site
http://www.jornaldaciencia.org.br/Detalhe.jsp?id=15162
acessado em: 05/05/2013.

Os pesquisadores descobriram a quantidade de rearranjos para esse problema
que € 17.152.

A anélise combinatoria comegou a ter mais atencdo no século XVII com os
estudos sobre jogos de azar. O intuito era descobrir a quantidade de casos favoraveis e
desfavoraveis que um jogador tem em um determinado jogo.

Segundo Rooney (2012) a dupla formada por Fermat e Pascal, em uma série de
cartas trocadas entre eles, discutia um problema proposto por um jogador que se chamava

Chevalier de Méré. O problema era o seguinte:

Dois jogadores estdo fazendo um jogo de azar perfeito no qual cada um apostou 32
moedas. O primeiro a vencer trés vezes seguidas ganha tudo. No entanto, o jogo é
interrompido apds apenas trés jogadas. O jogador A ganhou duas vezes e o jogador

B ganhou uma vez. Como eles podem dividir o prémio de forma justa?

Os dois chegaram ao mesmo resultado, sendo que Fermat respondeu o
problema em termos de probabilidade. Para Fermat, o jogo teria, no maximo, mais duas
partidas que poderiam ter como vencedor: AA, AB, BA e BB, ou seja, ha quatro possiveis

resultados para os vencedores das proximas duas partidas onde B s6 ganhara o jogo no ultimo
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caso e A nas outras trés. A divisdo das moedas de forma justa deverd ser na razdo de 3:1
sendo 48 moedas para o jogador A e 16 moedas para o jogador B. Pascal prop6s uma solucéo
baseada na expectativa. Se B ganhar a quarta jogada ent&o deveria ser 32 moedas para cada
jogador, mas como A e B sdo jogadores com a mesma habilidade no jogo, ambos tém 50 % de
chance de ganhar a quarta jogada, entdo B teria o direito de apenas 16 moedas e o jogador A,
além de possuir o direito as 32 moedas, teria o direito de receber outras 16 totalizando 48

moedas.

1.2 ALGUNS CONCEITOS DA ANALISE COMBINATORIA

1.2.1 FATORIAL DE UM NUMERO.

Dado um numero inteiro positivo n, o fatorial deste nimero é definido pelo

produton!'=n(n—1)(n—2)(n—3)---3:-2-1sen>=1e0! = 1 por defini¢éo.

1.2.2 PRINCIPIO ADITIVO DA CONTAGEM.

De acordo com Oliveira e Fernandez (2010), aplicando o principio aditivo para
dois conjuntos finitos quaisquer A; e A,, 0 nimero de elementos da unido entre esses dois

conjuntos é dada por:

n(A,; UA,) = n(4,) + n(4,) — n(4; N A,).
No caso da unido de dois conjuntos finitos quaisquer, € subtraido a quantidade
de elementos comuns aos dois conjuntos para que 0s mesmos nao sejam contados duas vezes.
O namero de elementos da unido de trés conjuntos finitos quaisquer

Aq, A, e A5 é determinado da seguinte forma:

n(4; UA, UAz) =n(4,) + n(4,) + n(4;)
—[n(4; N 4,) + n(4; N 43) + n(4, N A3)]
(A N Ay N A4y).
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A demonstracdo é dada da seguinte maneira:

Pela unido de dois conjuntos finitos quaisquer
n(A4; U (A2 UA3z)) = n(A;) + n(A; UAz) — n(A; N (A, U4z)) .

Sabe-se  que, pela unido de dois conjuntos finitos quaisquer,
n(4, U A;) =n(4;) + n(4;) — n(4, N A3), onde se obtém:

n(4; UA, UAz) =n(4) + n(4y) + n(43) — n(4; n4;3) —n((4;n4;) U (4; nA43)).
Aplicando novamente a unido de dois conjuntos quaisquer

n((A4,N4,)U(A;nA3))=n(A;NnA4A) + n(4; n4;) — n((A4;, N 4,) N (A; N A3)),
logo,
n(A; UA, UA;) =n(4,) + n(4,) + n(43) — n(4, NnA;) —
n(A;NnA,)— n(A;NA;) +
n((A;Nn4,) N (4, NA43)).

Desta forma chega-se a

n(A; U4, UAz) =n(4)) + n(4;) + n(4;)
—[n(4; N 4,) + n(4; N A3) + n(4, N A3)]
+n(4; N A, NA3).

A Versdo geral do principio aditivo é dada,
segundo Oliveira e Fernandez (2012), da seguinte maneira: Sejam 0s conjuntos finitos

A, Ay As, ... A, @S SOMAS Sy, S5, S5, ..., Sy, tal que

n

Si= ) n(4)

i=1

Sk = z Tl(Ail ﬂAiz n ...ﬂAik

1< i1<i2<"'<ikSTl
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por:

1.2.3 PRINCIPIO MULTIPLICATIVO DA CONTAGEM

S, =n(4; N4, N ..NA,).

Logo, o nimero de elementos da unido dos conjuntos A, A,, As, ..., A, é dada

CJAL') = Z(—l)i_l S

i=1

Segundo Lima et al (2006) o principio fundamental da contagem diz que se ha

m modos de tomar uma decisdo D,, tomada a decisdo D, hd n modos de tomar a deciséo D,,

entdo o nimero de maneiras que se pode tomar sucessivamente as decisbes D, e D, é dada

pelo produto m x n.

Uma versao do principio multiplicativo da contagem € dada pela linguagem de

conjuntos. Dados dois conjuntos A, e A,, ndo vazios, tal que a; € A; e b; € A, tem-se que

(a;,b;) € um par ordenado determinado pelo produto cartesiano A;x A,.

Al ={a1,a2,a3,a4,a5,...,am} e AZ = {bl,bz,b3,b4,b5,...

A; x A, é constituido pelos seguintes pares ordenados:

(ay, by)

(az, by)

(as, by)

(am' bl)

(all bZ)

(az, by)

(az, by)

(am' bZ)

(all b3)

(az, bs)

(az, bs)

(am' b3)

(a1, by)

(az, bs)

(az, bs)

(am' b4)

,b,} tem-se que

(alﬂ bn)

(aZ' bn)

(a3' bn)

(am, by)

Seja

0 conjunto
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A quantidade de pares ordenados do produto cartesiano A; X A, é dada por:
n(4; X Az) =n(A;) xn(4z)
Uma extensdo deste principio para um nimero finito qualquer de conjuntos é:
n(A;x A,x Asx ... x Ay) =n(4;) xn(4,) xn(4;3) x...x n(4,),
onde 0s conjuntos Ay, A,, A3, Ay, As, ..., A, S0 finitos e ndo vazios.
A quantidade de n-uplas ordenadas é dada pelo produto entre a quantidade de

elementos em cada conjunto.

1.24 AGRUPAMENTOS SIMPLES

Os agrupamentos simples sdo divididos em permutaces, arranjos e

combinagdes.

1.2.4.1 PERMUTACOES SIMPLES

Uma permutacdo simples de n objetos distintos € qualquer agrupamento
ordenado desses n objetos e a quantidade de permutac6es de n objetos distintos é representada
por B,.

De acordo com Oliveira e Fernandez (2012), a quantidade de permutacdes
simples dos n elementos do conjunto C = {c; ¢, c3¢y, ..., c,} € dado por B, = n!. A formula
é valida para n =1, pois a quantidade de permutacGes simples de 1 elemento é 1, ou seja, 1!.

Verifiqguemos a validade da relagéo entre P, e P,,_,, para n = 2 que é dada por:

Pn = ‘I’an_l

Para que essa afirmacao seja comprovada, sera tomado o numero inteiro i, tal
que 1 <i < n, onde para cada i serd definido A; como o conjunto de todas as permutacfes
dos n-1 elementos {c; ¢, ...,Ci—1 Cit1,...,Cn}. Dessa forma o nimero de elementos de A; ¢
dado por P,_;, e sera representado nessa secdo por |A; | para cada i. Assim para se obter uma
permutacdo dos n objetos do conjunto C, basta fixar um objeto inicial ¢; e tomar um

elemento do conjunto A4; .
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Logo, pelo principio aditivo tem-se que:

Pn: |A1| + |A2| + |A3|+ ot |An|: Pn—l + Pn—l + Pn—l + -t Pn—l = nPn—l .
. U
~
n parcelas

Como a relacdo P, = nP,,_; € valida para todo n > 2, ela pode ser aplicada
para n- 1, obtendo:
Ppy=Mm—1)P,

de onde vemque P, = n(n—1)P,_,
Repetindo esse argumento, fica:

B,=n(n—-1)(n—-2)(n—3):+3-2-1=nl
1.2.4.2 ARRANJO SIMPLES

De acordo com Oliveira e Fernandez (2012), dados os numeros n e p inteiros
positivos, tal que 1 < p < n. Um arranjo de n elementos tomados p a p é uma selecdo de p
elementos distintos onde cada arranjo difere do outro pela ordem dos elementos ou pela
natureza de cada um, ou seja, dois arranjos simples diferem-se entre si pela ordem se todos os
elementos que figuram em um figuram no outro, mas nao nas mesmas posicdes. E dois
arranjos simples sdo diferentes pela natureza se pelo menos um elemento de um deles é
diferente do elemento do outro. A quantidade de arranjos simples de n elementos tomados p a
p é denotada por A3.

Um arranjo simples de n objetos tomados n a n é uma permutacdo simples de n
objetos. Logo, A% = B, = nl.

A quantidade de arranjos simples de n elementos do conjunto

C ={cy, cp 34 ..., cn} tomados p a p € dada por A} = (nf—!p)l. Essa formula é valida para

n=1.Paran> 2, é valida a igualdade A} = nA}~7 que é verificada da seguinte maneira.
Seja i um namero inteiro positivo tal que 1 < i < n. Para cada i sera definido
A;como sendo o0 conjunto de todos os arranjos simples dos n — 1 objetos

{cic, ooy Ci=1 Ci41, o, Cp} tomados p—1 a p—1. O nlmero de elementos de A;sera
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representado por |A; | = Aj~7. Dessa forma, para se obter um arranjo simples de n elementos
tomados p a p basta fixar o objeto inicial c; e tomar um elemento de A;, que é um arranjo
simples de n — 1 tomados p — 1 ap — 1 dos elementos restantes {c; ¢, ..., Ci—1 Ci41, =) Cn}-

Pelo principio aditivo, a quantidade de arranjos simples de n elementos
tomados p a p é dada por:

AR = | Ay |+ A+ |As]+. #] Ay =é;;:% + AR+ AR T+ A;‘:j = nAp_i.

—~—
n parcelas

Logo, como a formula € valida para todo n > 2, ela pode ser aplicada a
n — 1, obtendo-se A~} = (n — 1)A}3,
de onde vem que

n=n(n—1)Ap73.

Repetindo este argumento sucessivamente, tem-se:

Ap=n(n—1)n-2) M- (@p-2)A_F ) =

=n(n—1)n-2)n—p+2)4, P
Pode-se observar que A’f"p“: n —p + 1. Logo, a igualdade anterior fica da
seguinte maneira:
nn—1)n-2)m—-p+2)(n—p+1) =
nn-1)(n-2)---(n-p+2)(n-p+1)(n-p)--1 _  nl!
) (n—p)-1 T -

1.2.4.3 COMBINACAO SIMPLES

O ultimo conceito de agrupamento simples é a combinacdo. Segundo Oliveira e
Fernandez (2012) dados n e p nameros inteiros positivos, tal que 1 < p < n é denominada
uma combinacdo simples de n elementos tomados p a p uma selecdo de p objetos distintos
entre n, de modo que as combinacBes simples se diferenciam uma da outra apenas pela
natureza dos objetos, ou seja, 0 que importa € quem participa no grupo selecionado. A

quantidade de combinagBes simples de n objetos tomados p a p € denotada por C}
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A combinagdo simples esté estreitamente relacionada com o arranjo simples.
Dada uma combinagdo simples de n elementos tomados p a p, pode-se encontrar todos 0s
arranjos simples utilizando os p elementos tomados na combinagdo permutando-os. Dessa
forma uma combinacgéo simples de n elementos tomados p a p gera p! arranjos simples de n
elementos tomados p a p. Entdo, tem-se que o produto entre p! e C} € igual ao total de

arranjos simples de n elementos tomados p a p. A relacdo fica da seguinte maneira:
l. n = n = n_l
pilp =4y (n-p)!’
n!
p!(n-p)’

de onde segue que Cj} =
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Capitulo 2

A ANALISE COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO

2.1 A PRESENCA DA ANALISE COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO

No ensino médio, a Matematica é uma parcela do conhecimento importante
para a formacdo dos jovens, contribuindo para a visdo de mundo, para a leitura e interpretacéo
da realidade e contribuindo também para o exercicio da pratica social e profissional.

Conforme as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNEM Plus, p. 111),

Aprender Matemética de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos traz em si 0 desenvolvimento de competéncias e habilidades
que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacfes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusbes proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras acGes
necessarias a sua formacao.

As Orientacbes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais dizem que ao final dessa etapa da educacdo basica, espera-se que 0 aluno seja
competente em resolucédo de problemas, se ndo em todos, pelo menos daqueles que permitam
desenvolver forma de pensar matematica.

De acordo com o PCNEM Plus, um conjunto de temas que possibilitam o
desenvolvimento das competéncias almejadas com relevancia cientifica e cultural e com uma
articulacdo légica das ideias e conteudos matematicos pode ser sistematizado nos trés
seguintes eixos ou temas estruturadores, desenvolvidos de forma concomitante nas trés series

do ensino médio:
1. Algebra: nimeros e funcdes
2. Geometria e medidas

3. Anélise de dados
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O estudo sobre a analise combinatoria estd inserido no eixo, ou tema
estruturador chamado Analise de dados. Esse eixo tem como objeto de estudo os conjuntos
finitos de dados, que podem ser numéricos ou informacdes qualitativas, diferenciando dos
demais temas pela maneira como sdo feitas as quantificagdes.

Esse eixo, ou tema estruturador se organiza em trés unidades tematicas:
Estatistica, Contagem e Probabilidade.

A unidade tematica em foco neste trabalho é a contagem, que foi desenvolvida
dentro do contexto de telefonia, mais especificamente para contar a capacidade de linhas
telefonicas em diversas situacdes.

Segundo as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNEM Plus, p. 126):

A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais completa da
probabilidade por si s6, permite também o desenvolvimento de uma nova forma de
pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir sobre a
forma mais adequada de organizar nimeros ou informacgdes para poder contar os
casos possiveis ndo deve ser aprendido como uma lista de férmulas, mas como um
processo que exige a construgdo de um modelo simplificado e explicativo da
situacdo. As formulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério
desenvolvido frente a resolucdo de problemas diversos e devem ter a funcdo de
simplificar calculos quando a quantidade de dados € muito grande.

Na unidade tematica referente a contagem, os conteudos e habilidades
propostos a serem desenvolvidos séo :
Principio multiplicativo; problemas de contagem.

v Decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros e informagoes
com o objetivo de simplificar célculos em situacbes reais envolvendo
grande quantidade de dados ou de eventos.

v Identificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em
processos nos quais se fazem necessarios 0s processos de contagem.

v Identificar dados e relagBes envolvidas numa situagdo-problema que
envolva o raciocinio combinatério, utilizando os processos de contagem.

A sequéncia didatica desenvolvida nesse presente trabalho e que sera
apresentada mais adiante, segue essa linha, onde os alunos, de forma autdnoma, devem criar
estratégias de resolucdo, utilizando esquemas e posteriormente encontrem um padrdo para
situacOes deste tipo, obtendo as férmulas como consequéncia das observagdes do raciocinio

combinatorio.
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2.2 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

O objetivo da analise dos livros didaticos é verificar qual € a linha utilizada
pelos autores no ensino da andlise combinatéria. Ndo temos como objetivo aqui fazer
qualquer tipo de julgamento.

Foram analisados trés livros didaticos, dentre eles o livro utilizado pela rede,
tomando como critérios; a abordagem historica do assunto, a forma como é apresentada as
definigdes e se existem situacOes-problema que antecedem as definigdes estimulando dessa
forma o pensamento combinatério e o trabalho independente.

Os livros analisados foram:

L1: Matematica — Ciéncia e Aplicacbes — Volume 2, dos autores: Gelson lezzi, Osvaldo
Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida. Editora Atual, 2006.

L2: Matematica — Contexto & Aplicacdes — Volume 2, autor: Luiz Roberto Dante. Editora
Atica, 2012.

L3:  Matematica: Ensino médio 2° ano/ SESI-SP, Coordenacédo geral: Maria José Zanardi
Dias Castaldi. Editora SESI-SP, 2012.

No livro Matematica — Ciéncia e Aplicacbes o0s autores iniciam o capitulo
pedindo aos alunos para considerarem algumas situac6es envolvendo a contagem. Apos essas
situacOes iniciam o estudo do Principio Fundamental da Contagem utilizando dois exemplos
expondo assim algumas estratégias de resolucdo tais como arvore de possibilidades, pares
ordenados e ternas ordenadas. Os autores definem o Principio Fundamental da Contagem ap0s
os exemplos, apresentam mais trés exemplos seguidos de uma lista composta por 33
exercicios inseridos em diversos contextos. Os autores também definem o que é fatorial de
um namero natural seguido de trés exemplos ndo contextualizados e terminam com uma lista
composta por 11 exercicios que priorizam os célculos, o operacional e ndo as aplicacdes. O
livro traz o estudo dos agrupamentos simples; arranjos, permutacfes e combinacBes. Os
autores iniciam o estudo sobre arranjos e permutac@es apresentando as defini¢ces seguidas do
raciocinio para obtencdo das formulas. Em ambos os agrupamentos sdo seguidos de trés
exemplos, sendo no caso do arranjo, ensinando a calcular a quantidade de arranjos simples
com e sem a utilizacdo de formulas. Os dois casos de agrupamentos simples sdo seguidos de

exercicios. No estudo das combinacfes simples os autores introduzem o assunto com um
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exemplo resolvido mostrando aos alunos que nesse tipo de agrupamento cada escolha é
diferenciada pela natureza dos elementos e ndo pela ordem dos mesmos. Logo depois a
combinacdo simples é definida. Sdo apresentados trés exemplos de combinagdes simples
seguido da notacdo de combinacdo, o0 modo de obtencdo da férmula, mais dois exemplos que
apresentam a resolugdo de problemas com a utilizacdo da férmula e finaliza com uma lista de
exercicios.

O dltimo conceito estudado na unidade referente & andlise combinatéria é a
permutacdo com elementos repetidos. Os autores pedem para 0s alunos considerarem duas
situacOes e falam que ambas sdo casos de permutacdo com repeticdo de elementos. Depois
apresentam o caso onde apenas um elemento se repete seguidos de trés exemplos, o caso onde
dois elementos diferentes se repetem, e por fim, apresenta o caso geral seguido de um
exemplo e uma lista de exercicios. A Unidade é finalizada com uma lista de testes de
vestibulares e dois desafios.

No livro Matematica — Contexto & Aplicagdes 0 autor inicia o capitulo citando
uma peca de teatro nacional chamada de “O mistério de Irma Vap” e comenta que
“Irma Vap” ¢ um anagrama da palavra vampira, j4 que o nome da peca ¢ trocadilho
proposital. Em relacédo a historia da matematica o autor cita o problema geométrico chamado
“Stomachion” proposto por Arquimedes de Siracusa, que consiste em determinar de quantas
maneiras podem ser reunidas 14 figuras planas, de diferentes formatos e tamanhos, para
formar um quadrado. O autor cita tambem o problema resolvido por Leonard Euler
denominado “As sete pontes de Kénigsberg”. Apds a apresentagdo historica o autor propde
duas atividades sendo uma delas relacionada a peca de teatro citada. Na introducéo é dada
uma situacdo problema para os alunos analisarem. O principio fundamental da contagem é
iniciado com dois problemas resolvidos seguido da sua definicdo, mais dois problemas
resolvidos utilizando o principio fundamental da contagem e uma lista de exercicios. O autor
trabalha simultaneamente os conceitos de permutacdo simples e fatorial de um nimero. Ele
comegca encontrando sindbnimos para a palavra permutar e resolve dois problemas relacionados
a permutacdo simples seguidos da definicdo. Na definicdo de permutacdo simples o autor
utiliza o produto dos n fatores e define fatorial de um namero para simplificar a férmula de
permutacdo simples. Os contetdos de permutacdo simples e fatorial de um nimero seguem
com mais dois exemplos e uma lista de exercicios. O contetdo de arranjo simples é
introduzido com dois exemplos sobre esse tipo de agrupamento simples que sdo resolvidos

utilizando a arvore de possibilidades, esquemas e o principio multiplicativo para depois
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apresentar o raciocinio utilizado para a obtengdo da formula de arranjo simples. Durante esse
processo de obtencdo da formula aparecem algumas observacGes para auxiliar 0os alunos na
compreensdo de alguns passos desse procedimento. Logo o autor traz varios exemplos
resolvidos com e sem a utilizacdo da férmula e finaliza com uma lista de exercicios. No
contetdo de combinagdo simples o autor inicia comentando que a ideia de combinacdo esta
intuitivamente ligada a ideia de subconjuntos e apresenta dois exercicios resolvidos seguidos
da formula de combinacdo simples e da definicdo. O autor apresenta também a propriedade de
combinacdo simples referente a combinacdes complementares seguido de oito exercicios
resolvidos, sendo que o segundo mostra aos alunos o0s passos de uma resolucao de problemas,
(ler o problema, planejar uma solugédo, executar o que foi planejado, emitir uma resposta e
ampliar o problema) e uma lista de exercicios. Sobre agrupamentos com repeticdo, apenas a
permutacdo € estudada iniciando com quatro exemplos, a formula e uma lista de exercicio.
Apos isso 0 autor traz varios problemas resolvidos que envolvem os varios tipos de
agrupamentos inclusive o problema citado na introducéo deste livro e traz também uma lista
de exercicios.

O livro traz neste capitulo estudos sobre os nimeros binomiais iniciando com a
definicdo, um exemplo e uma lista de exercicios. O binbmio de Newton também é definido no
inicio, apresentando alguns desenvolvimentos, a relacdo dos coeficientes com 0s nimeros
binomiais seguido da férmula do desenvolvimento do binbmio de Newton. Posteriormente,
sdo apresentados alguns exemplos seguidos de uma lista de exercicios. No estudo do termo
geral é apresentada a formula, alguns exemplos e uma lista de exercicios. No triangulo de
Pascal o autor faz o desenvolvimento para o bindmio de expoente zero até o expoente 5,
evidenciando os coeficientes com uma coloracdo diferente para mostrar como surgem 0S
elementos do tridngulo e os relacionam aos nimeros binomiais, em seguida é apresentada as
propriedades de binomiais complementares, a relacdo de Stifel e a soma dos elementos de
uma linha do triangulo de Pascal . Em todas as propriedades o caso geral vem imediatamente
apos o término do exemplo, terminando com uma lista de exercicios. A unidade termina
trazendo uma lista de exercicios de vestibulares, chamada de atividades adicionais e um texto
sobre o triangulo aritmético.

O livro Matematica: Ensino Médio 2° ano, da rede SESI-SP, inicia o capitulo
de analise combinatéria com informagdes sobre a copa do mundo no Brasil no ano de 1950. O
livro traz ainda no inicio do capitulo um momento chamado de Dialogo e Reflexdes. Nesse

momento o autor fala sobre a copa do mundo no Brasil em 2014 e sobre a copa do mundo de
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2010 na Africa do Sul que possuia 32 times subdivididos em grupos com 4 equipes e
questiona os alunos sobre guantos jogos foram realizados em cada grupo, na primeira fase e
finaliza com o seguinte questionamento: “Qual é a parte da Matematica que trata desses tipos
de problemas de contagem?”. O livro apresenta um topico chamado Em Foco onde fala sobre
a selecdo espanhola de futebol que ocupa a 1° colocagdo no ranking da FIFA seguida de
outras 19 selegdes.

No topico chamado Conhecimento em Xeque o autor tras uma breve histéria da
analise combinat6ria e uma breve nocao de agrupamentos, descrevendo um pouco o arranjo, a
permutacdo e a combinacdo. ApOs a apresentacdo da parte histérica o autor traz duas
situacdes-problema sobre o principio multiplicativo e duas situacfes sobre permutacfes
simples. Apds essas quatro atividades o livro traz a definicdo de permutacdo simples, um
topico chamado Desdobramento, explicando aos alunos o que € um anagrama e uma lista com
cinco situacbes-problema sobre permutacdes sendo a ultima situacdo sobre permutacdo com
repeticdo. As duas situacdes seguintes sdo relacionadas a arranjos simples e nelas os alunos
encontram a quantidade de arranjos para alguns casos particulares e depois hd um item que
faz com que os alunos conjecturem uma regularidade para esses casos, esperando que eles
cheguem a formula de permutacéo simples. O conceito desse tipo de agrupamento simples é
definido, sequido de trés situacbes-problema, sendo que a ultima situacdo apresenta duas
perguntas: “De quantos modos diferentes pode-se formar um grupo de 4 alunos dispondo de
20 alunos?”. E a outra pergunta é: “Quantas comissdes podem ser formadas contendo um
presidente, um vice-presidente, um ajudante e um vice-ajudante dispondo de 20 alunos?”. O
objetivo dessas duas questdes é fazer com que 0s alunos percebam que na primeira a ordem
dos alunos ndo formam grupos diferentes, pois se trata de um problema de combinacao
simples e na segunda a ordem e a natureza dos alunos formam comissdes diferentes, pois se
trata de um problema de arranjo simples. O autor traz mais uma situacao-problema sobre
combinacdo simples, logo a seguir define esse tipo de agrupamento acompanhado de mais
quatro problemas de combinacdo simples e dois de permutacdo com repeticao. O livro encerra
a unidade com quatro topicos: Ciéncia e Tecnologia, O Futuro em Jogo, Conecte-se e
Xeque-Mate. O primeiro topico apresenta uma reportagem, sobre a descoberta do manuscrito
que revela que Arquimedes ja fazia analise combinatéria ha 2200 anos, o segundo sdo duas
questdes de vestibulares, o terceiro traz uma dica de leitura e um site relacionado ao contetdo

estudado e o ultimo topico apresenta quatro situacdes-problema.
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Através da analise dos livros vemos que ainda, em alguns casos, aparece a
sequéncia formada por defini¢bes, exemplos seguidos das férmulas dos agrupamentos e
algumas estratégias de resolucdo para que os alunos facam as listas de exercicios, mas vemos
também que existem preocupacdes e esforcos em relacdo a exploragdo das estratégias
pessoais, a busca, por parte dos alunos, de regularidades e expressGes algébricas que
representam tais padrdes. A historia da analise combinatdria e as aplicagdes estdo mais
presentes fazendo que o estudo da andlise combinatdria ndo seja voltado apenas as técnicas
operacionais. Esses esforcos vém de encontro com o que é citado nas Orientacfes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais em relacdo ao

desenvolvimento da competéncia na resolucéo de situagdes-problema.

2.3 ANALISE DE DISSERTACOES CORRELATAS

Apresentamos uma breve analise de dissertacdes correlatas sobre o ensino de
analise combinatdria. Vale citar que ndo sdo muitos os trabalhos realizados sobre o tema, e
dos poucos que existem foram analisados os de Almeida (2010), Vazquez (2011) e Pinheiro
(2008).

Na dissertacdo de Almeida (UFOP - 2010) - Ensinando e aprendendo analise
combinatdria com énfase na comunicacdo matematica: um estudo de caso com o 2° ano do
ensino meédio — o objetivo desse trabalho é pautado na dinamica da sala aula, mais
precisamente na comunicacgdo entre os alunos e entre aluno e professor abrindo espaco para 0s
alunos argumentarem e discutirem solucBes de situacdes-problema sobre anélise
combinatdria, criando dessa maneira um ambiente favoravel para uma aprendizagem
significativa.

A pesquisa foi aplicada em uma turma do 2° ano do Ensino Médio de periodo
noturno de uma escola publica onde haviam 43 matriculados sendo que apenas 31
frequentavam as aulas. Os grupos eram constituidos por quatro alunos e foram criados pelos
mesmos. Esses grupos precisavam solucionar situacdes-problema com crescente grau de
dificuldade, sempre incentivado pela pesquisadora a criarem e utilizarem suas préprias
estratégias de resolucdo e trocarem ideias entre eles discutindo essas estratégias,
posteriormente, com a sala de aula, incluindo a pesquisadora.

Segundo a pesquisadora, de acordo com os registros dos alunos feitos durante a

aplicagdo das atividades, hé evidéncias de que as atividades contribuiram efetivamente para o
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desenvolvimento do pensamento combinatério da maioria dos alunos que participaram do
estudo, ressaltando que antes da aplicacdo das situacGes-problema ndo foi desenvolvido

nenhum conceito sobre analise combinatdria.

Na dissertacdo de Vazquez (UFSCAR - 2011) — O ensino de analise
combinatéria no Ensino Médio por meio de atividades orientadoras em uma escola estadual
do interior paulista — 0 objetivo do trabalho é fazer com que os alunos sejam os sujeitos de
acdo e de tomada de decisdes sobre as atividades desenvolvidas. A autora cita que o estudo de
analise combinatdria nesse trabalho visa ser feito sem o uso abusivo de formulas, através de
atividades estruturadas de modo que fagcam que os alunos interajam, mediados por um
contetdo, negociando significados, com o objetivo de solucionarem coletivamente
situacOes-problemas, junto ao principio multiplicativo da contagem, tornando o aprendizado
mais significativo aos alunos melhorando a compreensdo de tal contetdo.

A sequéncia de atividades desse trabalho apresenta a estratégia de resolucédo de
problemas de contagem utilizando a arvore de possibilidades que era desconhecida pelos
alunos em estudo. Os agrupamentos ordenados e ndo ordenados também s&o desenvolvidos na
sequéncia.

O trabalho foi desenvolvido com quatro turmas de 2° anos do Ensino Médio em
periodo matutino da Escola Estadual José Ferreira da Silva que é a Unica escola publica da
cidade de Descalvado localizada no Estado de S&o Paulo. Cada turma tem em média 40
alunos e tem como professora a propria pesquisadora desse trabalho.

A autora cita que a escola estadual utiliza os “caderninhos” distribuidos pelo
Estado de S&o Paulo e que apds a aplicacdo das atividades orientadoras os alunos
apresentaram desenvolvimento no pensamento combinatorio e mais confianca para resolver
0S exercicios sobre o tema que vem nos ‘“caderninhos”, fato que ndo ocorria em anos
anteriores com 0S mesmos exercicios quando resolvidos por turmas que nao tiveram a
oportunidade de participar da pesquisa.

Na dissertacdo de Pinheiro (UEPA - 2008) - O Ensino de Analise
Combinatéria a partir de situacGes-problema - O objetivo da pesquisa € investigar a
viabilidade da sequéncia de ensino para introduzir 0s conceitos basicos de Analise
Combinatdria, por meio de Situa¢bes Didaticas, utilizando a resolucdo de problemas como
ponto de partida. Na pesquisa o0 autor fez um breve estudo sobre a resolucdo de problemas e

uso de jogos na matematica. Ele considera a utilizagdo da resolugdo de problemas uma forma
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mais adequada para o desenvolvimento de uma sequéncia didatica que possibilite encontrar
respostas as questdes da sua pesquisa e considera o estudo de jogos por facilitar a fixacdo dos
conceitos desenvolvidos durante as aulas. Foram utilizados um pré-teste que consiste na
aplicacdo de cinco problemas de combinatéria para verificarem se 0s alunos conseguiriam
resolvé-los utilizando habilidades basicas de analise combinatdria, uma sequéncia didatica
que apresenta momentos para o desenvolvimento de habilidades relacionadas ao principio
fundamental da contagem, permutacdo simples, arranjo simples, combinacdo simples, a
diferenca entre os agrupamentos de arranjo e combinacédo, aplicacdo de jogos relacionados a
analise combinatoria tais como: O PIF-PAF da combinatdria e o domind combinatério, aula
de combinatéria. O autor finaliza a sequéncia com um poés-teste que foi um instrumento
diagndstico para verificar se ocorreu aprendizado que, assim como o pré-teste, era composto
por cinco questdes. Os registros dos alunos e uma camera de video foram utilizados como
instrumentos para a coleta de dados da pesquisa que foi realizada na Escola Estadual Deodoro
de Mendonca localizada em Belem, capital do Para, no més de junho de 2008 para 15 alunos
do 2° ano do Ensino Médio chamado de “Turma 202” onde o pesquisador ndo era o professor
da turma.

Segundo o autor da pesquisa, a sequéncia didatica apresentada proporciona
condicdes favoraveis para o desenvolvimento das habilidades basicas de analise combinatoria.
O autor cita que no pos-teste pode-se verificar o desenvolvimento satisfatorio dos alunos
relativos a resolucdo de problemas com principio fundamental da contagem, permutacéo,

arranjos e combinacdes.
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Capitulo 3

PRESSUPOSTOS EPISTEMOLOGICOS E PEDAGOGICOS

3.1 DIDATICA DA MATEMATICA

Nesta secdo sera abordada a teoria das situagdes didaticas que é um modelo
tedrico desenvolvido pelo francés Guy Brousseau que se refere as formas de apresentacao
dos contetidos matematicos aos alunos.

Segundo Machado et al (2012), a teoria das situa¢des didaticas representou
um marco importante na pesquisa de ensino e aprendizagem da matematica, pois até entdo
a grande maioria das teorias pedagogicas abordavam aspectos excessivamente gerais, que
ndo contemplavam a especificidade do saber matematico.

A situacédo didatica de acordo com
Brousseau (apud MACHADO et al, 2012)

¢ um conjunto de relacdes estabelecidas explicitamente e ou implicitamente
entre um aluno ou um grupo de alunos, hum certo meio, compreendendo
eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor)
com finalidade de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em vias de
constituicdo (...) o trabalho do aluno deveria, pelo menos em parte, reproduzir
caracteristicas do trabalho cientifico propriamente dito, como garantia de uma
construcéo efetiva de conhecimentos pertinentes.

O meio é onde ocorrem as interacGes do sujeito e € nele que surgem 0s
conflitos, contradicdes, as possibilidades de aprender novos conhecimentos e provoca
mudancas tendo como objetivo desestabilizar o sistema didatico.

Para que essas situacGes didaticas existam € necessario um conjunto de
obrigac6es reciprocas, implicitas ou explicitas, envolvendo os estudantes, o professor e o
saber. Brousseau define esse conjunto de obrigacGes como contrato didatico.

Contrato didatico é segundo Brousseau (apud ALMOULOUD, 2007)

uma relacdo que determina — explicitamente em pequena parte, mas sobretudo
implicitamente — aquilo que cada parceiro, professor e aluno, tem a
responsabilidade de gerir e pelo qual serd, de uma maneira ou de outro,
responsavel perante o outro.
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A sequéncia didatica aplicada sobre analise combinatdria foi norteada por essa
teoria e teve como objetivo o aprendizado dos alunos por adaptacéo ao meio, adquirindo dessa
forma novos conhecimentos através de um tema significativo para eles.

Segundo Brousseau (apud ROSSI, 2009) é preciso criar situacdes didaticas em
que o saber ndo seja dissociado de seu significado. O saber tem que ser contextualizado, para
que os estudantes consigam aplicar o saber ndo s6 naquele momento.

Através desse estudo é perceptivel que é necessario criar um ambiente de
aprendizagem que possibilite ao aluno construir e adquirir o conhecimento de forma

significativa e autbnoma associando por sua vez esse novo conhecimento a diversas situacoes.

3.2 ENGENHARIA DIDATICA

O termo Engenharia Didatica surgiu no inicio dos anos 80 na Franca. A
engenharia didatica € uma metodologia de pesquisa que tem por finalidade analisar as
situacOes didaticas.

Segundo Artigue (apud MACHADO et al, 2012), este termo foi dado para o
trabalho didatico que é aquele que se assemelha ao trabalho do engenheiro, que para realizar
um projeto preciso, se apoia sobre conhecimentos cientificos de seu dominio, aceita submeter-
se a um controle de tipo cientifico, mas, ao mesmo tempo, se vé obrigado a trabalhar sobre
objetos bem mais complexos que os objetos depurados pela ciéncia e, portanto, a enfrentar
praticamente, com todos os recursos que dispde, problemas que a ciéncia ndo quer ou nao
pode levar em conta.

Segundo Artigue (apud ALMOULOUD, 2007), a engenharia didatica é
composta de quatro fases: a) analises prévias: b) Construcdo das situacdes e analise a priori:
c) experimentacdo: d) analise a posteriori e validacdo. Cada uma dessas fases &, caso
necessario, retomada ao longo do trabalho. Uma singularidade dessa metodologia é a
validacdo que é interna, ou seja, fazendo a comparacdo entre a analise a priori e a analise a
posteriori, sem a necessidade de aplicacdo de um pré-teste ou de um pos-teste.

Na anélise prévia deve-se considerar os problemas de ensino e aprendizagem
do objeto de estudo e propor uma intervencdo que traga melhoria desse ensino. Segundo
Almouloud (2007) nessa fase da engenharia didatica, alguns aspectos que devem ser
considerados sdo: os obstaculos epistemoldgicos relativos ao conceito, o ensino usual e seus

efeitos, os objetivos especificos da pesquisa, etc.
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A préxima fase é a construcdo e a analise a priori, onde é elaborada uma
sequéncia didatica, descrevendo todas as escolhas feitas e também cada atividade.

A experimentacdo é o0 momento da aplicacdo de todo o material elaborado. A
correcdo de tal material pode ser feita desde que seja retomada a andlise a priori para um
processo de complementacéo.

E por fim, na ultima fase dessa metodologia de pesquisa, é feita a analise a
posteriori e a validacdo. A andlise a posteriori é feita utilizando todo o material usado na
experimentacao.

Nos capitulos seguintes serdo apresentados com mais detalhes cada uma dessas

fases.
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Capitulo 4

CONSTRUCAO E APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

4.1 INTRODUCAO

Este capitulo traz uma sintese da construcdo, da aplicacdo e da analise dos
erros das atividades que compdem a sequéncia didatica que aborda o tema sobre analise
combinatéria, mais precisamente, 0s conceitos referentes ao principio fundamental da

contagem, permutacdo simples e arranjo simples.
4.2 CONTRUCAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Leciono Matematica desde o ano de 2005 quando cursava o Ultimo ano da
graduacdo em Matematica pela Universidade Sdo Francisco localizada na cidade de Itatiba
SP.

Minha primeira experiéncia como professor foi em um curso pré-vestibular
chamado EDUCAFRO entre os meses de maio e dezembro de 2005 na cidade de Braganca
Paulista.

A primeira oportunidade que tive de trabalhar com o Ensino Médio foi no ano
de 2006 na Escola Estadual Francisco de Aguiar Pecanha, localizada na cidade de Atibaia SP,
onde ministrava aulas para cinco salas de 2° anos. Nesses dois momentos, com 0 Curso
pré-vestibular e na escola de Atibaia, desenvolvi os contetdos referentes a Analise
Combinatdria. Posso dizer que sempre consegui resolver problemas de analise combinatéria
com a utilizacdo de formulas e no inicio de minha profissdo como professor buscava resgatar
na memdéria como aprendi tais conceitos quando cursava o 2° ano do Ensino Médio.
Recordo-me que, quando aluno, tive nesse ano do Ensino Médio trés professores de
matematica e entre a troca de professores ficamos algumas semanas com professores
substitutos, ou seja, nesse ano fomos prejudicados em relacdo ao aprendizado de diversos
conteldos de Matematica. A professora que nos ensinou analise combinatéria dizia que
existiam algumas palavras fundamentais para distinguir os agrupamentos de arranjo simples e

combinagéo simples. Ela dizia que se aparecessem as palavras “algarismos distintos” era um
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problema de arranjo e caso ndo aparecessem essas palavras seria um problema de
combinagao.

Quando lecionei esse contetdo pela primeira vez, nos anos de 2005 e 2006,
essa regra das palavras vinha em minha mente, mas sempre me questionava se 0 ensino de
analise combinatdria, mais precisamente, em agrupamento simples ficava restrito a verificar a
apresentacdo de palavras-chave em situacOes-problema e a partir dai saber qual férmula
utilizar. Hoje vejo que na época eu era muito imaturo matematicamente para identificar tais
deficiéncias no ensino de anlise combinat6ria, mas posso dizer que em nenhum momento
apareciam situacdes que nos “provocassem” a realizar tais problemas utilizando as préprias
estratégias de resolucéo.

Vejo hoje, como professor de matematica, que desenvolvi bem as habilidades
relacionadas ao ensino de andlise combinatoria no curso de Mestrado Profissional na
Universidade Federal de Sdo Carlos (UFSCAR) na cidade de S&o Carlos SP, pelo
PROFMAT, curso muito bem ministrado pelos professores da instituicdo Marcio e Renato no
primeiro semestre de 2011.

Ap0s o0 curso me senti mais confiante para a resolucao de problemas, comecei a
ver 0s problemas de combinatdria de outra maneira, mas até entdo nao tive a oportunidade de
trabalhar o conteudo desde o ano de 2006, pois fiquei cinco anos afastado do Ensino Médio.

No ano de 2012 me efetivei na rede SESI-SP de ensino ministrando aulas para
duas classes de 1° ano do Ensino Médio e continuei com a turma no presente ano de 2013,
hoje sdo meus 2° anos. Na rede, segundo o curriculo, devemos trabalhar o principio
fundamental da contagem e as estratégias desse contetdo nos 1° anos do Ensino médio e a
parte de Analise combinatoria no 2° ano. Como, por questdo de tempo, ndo consegui trabalhar
0 conceito de principio fundamental da contagem com essas classes no 1° ano, resolvi
desenvolvé-lo com a anélise combinatoria no 2° ano.

Minha preocupacéo era como desenvolver esse conteldo, agora com uma Visao
diferente do ensino de analise combinatéria, de uma forma diferente da qual aprendi e da que
lecionei em meus primeiros anos como professor.

A ideia da sequéncia didatica surgiu com uma pergunta feita por alguns alunos
sobre 0 motivo da ampliacdo de um digito nos telefones celulares de nossa regido em meados
de 2012. Tal questionamento me fez refletir sobre como poderia respondé-lo utilizando os

recursos da analise combinatoria e elaborando uma sequéncia didatica.
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Durante 0 més de setembro de 2012, comecei a elaborar minha sequéncia
didatica sobre analise combinatdria pensando em sua aplicacdo na sala de aula para o inicio de
2013. A sequéncia so6 foi finalizada na segunda quinzena do més de marco de 2013, com a
orientagdo do professor Dr. Ivo Machado da Costa. O produto final ficou bem mais
“encorpado” do que a ideia original, englobando o principio fundamental da contagem e os
agrupamentos simples de arranjo, permutacdo e a linguagem de conjuntos. As atividades nao
ficaram focadas apenas na implementacdo do nono digito nos telefones celulares da regido,
embora todas estejam restritas ao contexto de telefonia.

As atividades foram pensadas e elaboradas para que os alunos fossem os mais
autdbnomos possiveis. A ideia é que eles fossem “provocados” a realizarem tais atividades e de
forma gradativa fossem conjecturando e construindo 0s conceitos esperados.

As atividades foram pensadas desde a maneira como seriam colocadas as
situacOes, as questdes até o layout da folha, buscando ser, de certa forma, mais instrutiva e
atrativa possivel, visualmente falando.

Foram cinco atividades elaboradas envolvendo os conceitos de principio
multiplicativo, principio aditivo e agrupamentos simples (permutacdo e arranjo). Essas
atividades serdo apresentadas a seguir de forma resumida junto ao tempo programado para

aplicacdo de cada uma delas.

Atividade 1 — Tempo de duragéo 2 - aulas de 50 minutos.

A atividade 1 apresenta alguns casos de trocas de numero de telefones por
amigos, mas na hora de ligarem um para o outro percebem que alguns algarismos estdo
borrados. Cada um dos amigos tem algumas pistas para descobrirem os algarismos que estdo
faltando. Através dessas pistas eles possuem um conjunto de algarismos que podem ser
usados para preencher cada digito desconhecido. Nesse momento espera-se que 0s alunos
encontrem todas as possibilidades para o numero de telefone utilizando as opc¢des de
algarismos para cada digito borrado. Espera-se também que os alunos relacionem o total de
possibilidades com a quantidade de opc¢des para preencher cada digito borrado, percebendo
que esse total de possibilidades é o produto entre quantidade de opg¢des para preencher cada
digito borrado. A atividade € finalizada com uma situacdo que tem como objetivo que 0s
alunos generalizem esse caso, chegando assim ao conceito do Principio fundamental da

Contagem.
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Atividade 2 — Tempo de duracdo — 1 aula de 50 minutos.

A atividade 2 é uma situacdo que reforca o que foi desenvolvido na atividade 1.
A situacdo envolve todos os prefixos de telefones comerciais e residenciais da cidade de
Braganca Paulista, com o intuito de saber quantas linhas de telefones é possivel formar nessa
cidade, lembrando que os quatro ultimos algarismos do telefone ndo podem ser iguais a zero.
Tal restricdo foi imposta, pois ha poucas possibilidades de linhas telefonicas para esse caso.
Nessa atividade espera-se que os alunos descubram que para tal restricdo ha 9.999 linhas
telefénicas para cada prefixo e através do principio aditivo encontrem o total de linhas
disponiveis para a cidade.

Atividade 3 — Tempo de duracdo — 2 aulas de 50 minutos.

A atividade 3 utiliza um telefone da atividade 1, agora com os algarismos
completos, e através de materiais manipulaveis (cartdo numerado e tabuleiro) faz com que os
alunos encontrem todos os numeros de telefones que podem ser formados mantendo fixo o
prefixo e trocando a ordem dos quatro ultimos algarismos que séo distintos, ou seja, diferentes
um do outro. O conceito de permutacdo simples & desenvolvido nessa atividade sendo
utilizado como recurso a linguagem de conjuntos. Tambem sdo definidos nessa atividade os

conceitos de fatorial de um namero inteiro positivo e de permutacao simples de n elementos.

Atividade 4 — Tempo de duracdo — 2 aulas de 50 minutos.

A atividade 4 apresenta duas situacOes onde duas pessoas esqueceram,
respectivamente, de dois e trés digitos de um telefone, mas sabem que existe uma quantidade
de algarismos (maior do que a quantidade de digitos a preencher) que podem ser utilizados
para preencher tais digitos. O conceito abordado é o de arranjo simples e busca apresentar aos
alunos a diferenca entre o0s arranjos pela natureza e pela ordem de seus elementos. Novamente
utilizando a linguagem de conjuntos, o objetivo dessa atividade é fazer com que os alunos
encontrem o maior nimero possivel de ligacdes que devera ser feita para acertar o nimero do
telefone pretendido. ApOs essas situacbes espera-se que o0s alunos encontrem uma
regularidade para a resolucdo de problemas de arranjos simples. A atividade 4 é finalizada

com cinco situagfes-problema, sendo que na Gltima os alunos devem analisar se a quantidade
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de arranjos de 4 elementos tomados 4 a 4 € a mesma que a quantidade de permutacdo simples

de 4 elementos.

Atividade 5 — Tempo de duracdo — 1 aula de 50 minutos.

A atividade 5 apresenta a implementacéo do nono digito nos telefones celulares
da regido com codigo de area 11. Nessa atividade sdo utilizados um texto informativo retirado
do site da ANATEL, um mapa do Estado de S&o Paulo para que os alunos localizem tal regido
e a quantidade de linhas telefénicas ativas com 8 digitos. A ideia central é que os alunos
utilizem o conceito de Principio Fundamental da Contagem para calcularem o total de linhas
de telefones celulares com nove digitos.

4.3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA APLICACAO DA SEQUENCIA
DIDATICA.

A aplicacdo da sequéncia didatica ocorreu alguns dias apos o término da
elaboracdo da mesma.

A aplicacdo ocorreu na escola SESI-Braganca Paulista, para 0 2° ano A e B
com, respectivamente, 30 e 29 alunos. As classes do Ensino Médio tém quatro aulas semanais

de matematica. Os 2° anos A e B tém as quatro aulas nos seguintes horarios:

2° ano/Aula 1% aula 2% aula 3*aula 4% aula
A Segunda-feira: Terca-feira: Terca-feira: Sexta-feira:
16:20as 17:10 | 15:10as 16:00 | 16:20as 17:10 | 18:00 as 18:50
B Quinta-feira: Quinta-feira: Sexta-feira: Sexta-feira:
13:30 as 14:20 | 14:20 as 15:10 | 15:10as 16:00 | 16:20as17:10

Quadro 1: Horério das aulas semanais dos 2° anos Ae B

O recurso utilizado na aplicacdo foi a folha de atividade que foi resolvida em

grupos de 2 e 3 alunos formados por eles, de modo que esses grupos continuassem juntos até

o final da atividade 5.
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Antes de iniciar a aplicacdo, os alunos foram avisados que ndo poderiam
utilizar nenhum equipamento eletrdnico (exceto na atividade 5) para a realizacéo dos célculos
e que precisariam resolver as atividades de forma mais autbnoma possivel, mas caso houvesse
alguma davida que estivesse atrapalhando o andamento da resolucdo o professor deveria ser
chamado.

As aplicacOes das atividades tiveram duracdo de duas semanas, iniciada no dia
21 de margo e finalizada no dia 05 de abril de 2013.

4.4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA ANALISE DOS RESULTADOS DA
APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Apos a aplicacdo das folhas de atividades nas duas classes, todo material foi
recolhido e separado por sala. Foi feita uma analise quantitativa dos resultados, construindo
uma tabela com a quantidade de acertos e erros por sala e por atividade e uma analise
qualitativa dos resultados, ja que diversos grupos responderam as questbes de maneiras
diferentes.

Nessa analise qualitativa busca-se compreender o raciocinio dos grupos,

conhecer o motivo pelo qual erraram e quais foram os erros mais comuns.

4.5 CONSIDERACOES FINAIS

Em anos anteriores, quando lecionei Analise Combinatoria, ndo houve um
envolvimento por parte dos alunos como ocorreu com a aplicacdo dessa sequéncia.

A sequéncia didatica demorou em torno de seis meses para ficar pronta para a
aplicacdo, mas posso dizer que atingiu o resultado esperado. Foi muito gratificante ver os
grupos analisando e discutindo sobre as situacdes apresentadas nas atividades dependendo
muito pouco da minha intervencao.

As folhas de atividade auxiliam muito o trabalho do professor, pois no mesmo
momento que apresentam 0s conceitos e as construgdes dos mesmos, o professor pode
verificar imediatamente os erros cometidos pelos alunos e fazer as intervengdes necessarias.
Espero com esse curso de mestrado ter desenvolvido habilidades para identificar os
obstaculos que dificultam o aprendizado de meus alunos e consiga buscar e construir

situacdes que me possibilite auxilid-los para superarem tais barreiras.
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Capitulo 5

DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 1

5.1 INTRODUCAO

A folha de Atividade 1 traz situacGes de auséncia de algarismos em nimeros de
telefones de forma que os alunos tenham que analisar todas as possibilidades que ha para
completé-los. O conceito central dessa atividade é o Principio Fundamental da Contagem,
sendo que a principio, os alunos devem encontrar todas as possibilidades por substituicéo de
algarismos e, posteriormente, contar todas essas possibilidades. Nessa atividade reaparece a
linguagem de conjuntos, desenvolvida com os alunos no ano anterior, para que eles possam
encontrar o conjunto formado pelos algarismos que podem ser utilizados para preencher cada
casa vazia e sua quantidade de elementos.

A atividade chama a atengdo dos alunos para saber se ha alguma relacdo entre a
quantidade de elementos de cada conjunto e o total de possibilidades encontradas.

A atividade 1 foi aplicada para dois 2° anos do Ensino Médio totalizando
59 alunos, sendo 30 deles do 2° ano A divididos em 13 duplas, 1 trio e uma aluna realizou a
atividade sozinha, pois faltou no dia da aplicacdo dessa atividade. No 2° ano B a atividade foi
aplicada para 29 alunos divididos em 13 duplas e 1 trio. As duplas, trios e individual seréo,
de agora em diante, chamados de grupos e esses foram formados pelos proprios alunos, sendo
avisados pelo professor que deveriam trabalhar juntos até o final da atividade 5.

A aplicacdo ocorreu no dia 25/03/2013 no 2° ano A e no dia 21/03/2013 no
2° ano B e teve duracdo de 100 minutos (2 aulas) em ambas as salas. Nas analises de acertos

e erros o 2° ano A serd chamado de classe 1 e 0 2° ano B de classe 2.
5.2 RESUMO DA ATIVIDADE 1

A atividade 1 é composta por cinco itens, que buscam conduzir o aluno a

compreensdo do Principio Fundamental da Contagem.
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Os itens a, b, ¢ e d desta atividade estdo relacionados a um problema
contextualizado onde dois amigos trocam seus numeros de celulares, mas alguns algarismos
estdo borrados. A partir de entdo a folha de atividades traz vérias vezes os numeros de
telefones onde cada algarismo esta dentro de um retdngulo e o algarismo borrado é
representado por uma lacuna a ser preenchida dentro das condigdes estabelecidas em cada
item. Ao final desses preenchimentos, a atividade faz com que os alunos transformem esses
algarismos utilizados no preenchimento em conjuntos de modo que eles possam relacionar o
namero de elementos de cada conjunto com o nimero de possibilidades para formar o nGmero
de telefone de cada amigo.

O item e segue 0 mesmo raciocinio dos itens anteriores, mas neste caso ha trés
algarismos borrados e algumas restricbes para o preenchimento de cada casa vazia do
telefone.

A atividade é finalizada com uma situacdo onde ha um numero de telefone
comn casas vazias e tem como objetivo fazer com que os alunos fagam uma generalizagédo

das situacOes realizadas anteriormente.

5.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

A folha de Atividade 1 é composta por problemas que necessitam de uma boa
leitura e, consequentemente, compreensdo. E esperado que alguns alunos facam uma leitura
superficial dos problemas comprometendo assim chegar ao objetivo dos mesmos.

Outra dificuldade esperada é a generalizacdo das situacfes no final dessa

atividade, dificuldades essas relacionadas a linguagem de conjuntos.

5.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 1

Sera descrita nessa secdo a analise a priori e a analise a posteriori da atividade
1, ressaltando que a boa leitura dos enunciados é fundamental para a compreensdo dos
mesmaos.

Nos itens a e b, espera-se que os alunos preencham as lacunas com o0s
algarismos de 0 a 9, completando assim as possibilidades para os nimeros de telefone. E

esperado também que os alunos tenham confianca nas possibilidades encontradas, pois o
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namero de possibilidades a serem encontradas € menor do que o nimero de telefones com

lacunas a serem preenchidas.

a) Nos quadrados abaixo esta escrito apenas um dos possiveis nimeros do celular de José
(3951 - 0045). Vamos completar os demais quadrados para encontrar as outras
possibilidades para o nimero do telefone dele:

[3liei{s]l1]-[o]{o]fla]ls] [3][e]/s][1]-[o]l |[4]5]

C2llel[s][1]-[e][[a][s] [3lells][1]-[e][ I[4][s]
L3lisl[sl1]-[o]l |lalls] [s|[s]lsl[1]-[o] |[4]s]
[3lielisil1]-[o]l I[4ls] [s][e][s][1]-[o] |[4]s]
(3lls]lsll1]-[oll Jl4lls] [3][=][s][+]-[o][ ][4][s]
(3llellslial-{oll_l{4lls] [sll=][s][+]-[o][ I[4][s]

Quantos numeros diferentes de telefone vocé encontrou?

llustracdo 6: Item a da atividade 1

Item a) Classe 1 Classe 2
Acertaram 14 14
Cometeram algum erro 0 0

Na classe 1, oito grupos ndo contaram o numero de telefone que ja vinha
impresso na folha de atividades, mas isso ndo foi considerado um erro, pois tanto a resposta 9
ou 10 foram consideradas corretas. Na classe 2 um grupo refor¢ou por escrito que ndo havia
mais possibilidades para formar o nimero borrado como forma de justificar as lacunas vazias
que sobraram. Um grupo também complementou a resposta afirmando que havia apenas dez
possibilidades a serem formadas, pois, caso contrario, era necessario comecar a repetir as
possibilidades. Alguns alunos ficaram preocupados em relacdo a sobrar quadrados para serem
preenchidos, mas argumentavam que ndo havia mais possibilidades. Durante a aplicacdo da
atividade os alunos comentavam estarem desconfiados com a atividade, pois estava muito

“facil” e ndo era possivel o resultado estar certo.
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b) Vamos encontrar, assim como feito para o telefone de José, os possiveis nimeros de telefone da

Maria.
Quantos nimeros diferentes existem, tal que o Gltimo algarismo seja o zero? 10
[3llells]{1]-[all2]] |[o]
10 N 074 ¢ o ¢ G o e (
Quantos nimeros diferentes existem, tal que o Gltimo algarismo seja 0 1? KD

[3llellsi[1]-[af[2][ [[1]

A e e £ .= X M OcC X

Quantos nimeros diferentes existem, tal que o Gltimo algarismo seja o 2? 10

[3llells|[1]-[a][2] ][2]

O

Quantos nimeros diferentes existem, tal que o altimo algarismo seja o 3?

L3llelsil1]-[all2] | 3]

llustragéo 7: Possibilidades para o nimero do telefone de Maria terminadas em 0, 1, 2 ou 3.



Quantos numeros diferentes existem, tal que o Gltimo algarismo seja 0 4?

3119||5

1 |=—

4

2 -

ALOCOD N 8 Y\ C

Quantos numeros de telefones diferentes podemos encontrar, tal que o Gltimo algarismo seja 5, 6, 7, 8, ou

9?

GIssll-aal ]
[3)[sl[si{el-[al[z/2][5]
[3)[e]ls ‘:}"L‘_i{_z_vLi__}
[3)[sllsi(1]-[a][2][a][5]
[3)[el[si[1]-[a][2]s][s]
[3l[sisi{1]-[a]2][c](5]
‘_‘EIB'_% [s][z][3](5]
(3lslls '___i- 4' 2l zlls
[3)[=]s] [z]5](s)
[3]lelfs Q—ldltz__bj
jj alls D_ a “1 2] ‘j

Resposta:

uzb

s1]-[a][2][3](8]
[si[s][1]-[s][2][allB]
lsz_};_x DLL_j
=lslls]1]-[s]z][c] 8]
3]s ‘SW—JL 28]
sj[aj[sli+]-[all2][v][8]
sisllsl1-[<)z2]0] 8]
[silsi[ai-[«][2][ (8
DongnBaRn

Resposta:

E@UDL@MB@@E@

Quantos nimeros diferentes de telefone vocé encontrou no total para o nimero de Maria?

EEEE-EE
ST =]-(=]]
BEEE-EE
BEEE-e
BoOnsn
BDoOnsan
BOoBngnn

[3i[sl[s]1]-[a][2][3][9]
EiEE-[alz)[4)e]
Dﬂﬁr-Lm@j
DTF-FW-[:F{E@
l_riiﬁ_J-L_JL_;El
[3l[si[si[a]-[a][2][T][]
[si[slls] 1*-‘4!!: 9]
[zi[slls1]l-[al[2] 1[9]

Resposta:

o

EEEE-EECE
Booognaay

BiOOngnir
[3ilsfls][1]-[a]
[3l[slls][1]-{4] ui—‘
ELQLQE—LJLJ
[3i[s][s][1]-[4] L.J
[z]lsl[s][1]-[4]
3][sl[s][1]-[a][2]®
WEDD—‘—WEWT
B “—7&— {allz] 7]
[3][sls] ng

Resposta:

llustragédo 8: Possibilidades para o0 nimero do telefone de Maria terminadas em 4, 5, 6, 7, 8 ou 9.

Acertaram 11 9

Cometeram algum erro 3 5
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Na classe 1, um grupo chegou a conclusdo de que h& 45 possibilidades para o
namero de telefone de Maria e ndo relacionou 0 n(A x B) com n(4) e n(B). Um grupo
somou apenas as possibilidades para o nimero do telefone de Maria que terminavam com 0s
algarismos 5, 6, 7, 8, e 9 obtendo o resultado 50 e se esqueceu das demais possibilidades. Por
fim, um grupo relacionou n(4) com n(B). Na classe 2, cinco grupos afirmaram que existem
50 possibilidades para formar o nimero do telefone de Maria, utilizando apenas as
possibilidades terminadas em 5, 6, 7, 8 e 9. Um grupo contou 81 pares ordenados na tabela,
pois contou nove elementos em cada conjunto e se esqueceu do algarismo zero respondendo
que n(4) = 9 e n(B)= 9 e que n(AxB) =9x9 =81. Trés grupos ndo souberam se
expressar corretamente sobre a relacdo do total de linhas de telefone de Maria e 0 nimero de

elementos de cada conjunto.

Foto 1: Aplicagdo da atividade 1

No item ¢ e d do exercicio 1 sdo impostas algumas condicGes para 0sS
preenchimento dos nameros do telefone de José e Maria respectivamente. No caso do
telefone de José a condicdo que surge é que o algarismo borrado seja par e no caso de Maria,
os dois algarismos borrados sejam impares. Espera-se que os alunos utilizem o principio

multiplicativo da contagem assim como utilizado nos itens a e b.
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¢) Maria se lembra de que o algarismo borrado da anotagdo do numero do telefone de José é par.
Abaixo esta escrito um provavel nimero do telefone de José que é o nimero 3951 - 0045. Quais

seriam as outras possibilidades para o telefone dele?
Baansnnnn
jj[j__—g;g: e
GEEE-EOEE] s)[e](s](1]-[o][ 4]
BRangnnnn GleE -]

Quantos nimeros diferentes de telefone vocé encontrou?

Vamos chamar de 4 o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a
62 casa do numero do telefone de José e de n(4) o nimerc de elementos do conjunto A. Escreva o

conjunto A e determine n(4).

A= { } n(4) =

O namero de elementos de A, ou seja, n(4) é a mesma quantidade de nimeros diferenies de telefones

que vocé encontrou? (1) SIM ( )NAO

llustracdo 9: Item ¢ da atividade 1 resolvido por um grupo da classe 2

Item c) Classe 1 Classe 2
Acertaram 7 10
Cometeram algum erro 6 4

Na classe 1, dois grupos afirmaram que encontraram quatro possibilidades
para 0 numero do telefone de José e desconsideraram a possibilidade que ja estava impressa,
por essa razao responderam que o0 nimero de possibilidades encontradas nao tem relacdo com
0 numero de elementos de A. Trés grupos chegaram que o numero de possibilidades e o
namero de elementos de A sdo iguais a 5, afirmaram que ndo sdo iguais pois uma
possibilidade ja veio impressa e ndo a considerava como uma possibilidade encontrada. Um
grupo afirmou que o conjunto A é dado por A={0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} e afirmou também
que o numero de possibilidades encontradas € igual ao nUmero de elementos do conjunto A.
Na classe 2, dois grupos, embora tenham respondido que o namero de possibilidades para o
telefone de José e o numero de elementos de A sdo iguais a 5, afirmaram que ndo ha relacédo
entre eles, assinalando a op¢do NAO. Dois grupos afirmaram que o nimero de elementos de

A é igual a 10. Os grupos que escreveram que o numero de possibilidades para a linha
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telefonica de José € igual a 10 podem ndo ter lido com atencdo a restricdo dada no enunciado,

que era do algarismo borrado ser par.

Neste item alguns grupos perguntaram se o algarismo zero é neutro ou poderia

ser considerado um numero par.

No item d, havia restricdes para o nimero do celular de Maria. As restricoes
sd0 que 0 7° e 0 8° algarismos sejam impares. Alguns grupos se manifestaram questionando
que o numero de lacunas a serem preenchidas ndo era suficiente, mas posteriormente
observaram que estavam preenchendo os dois Gltimos quadrados com os algarismo 2 e 1
respectivamente, e apds lerem novamente a questdo perceberam que os dois algarismos a
serem preenchidos devem ser impares e ndo apenas formarem um namero impar, logo o

algarismo 2, assim como outros algarismos pares, ndo pode figurar nas lacunas que

representam os algarismos borrados no telefone de Maria.

d) José se lembra de que os algarismos dos nimeros borrados de Maria sdo impares. Abaixo esta
escrito apenas uma possibilidade para o nimero do telefone dela. Vamos encontrar todas as outras

possibilidades?

(][]
[]

R
el e R

[¢]
[a]

[o]
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Quantos nimeros diferentes de telefones vocé encontrou?

llustragdo 10: Possibilidades para o nimero do telefone de Maria terminadas com os dois Ultimos algarismos impares.
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Vamos chamar de_A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a
72 casa do nimero do telefone de' Ma_ﬁ;a ede n_(ﬁ) 0 numero de plemeq{o_s desse conjunto. Vamos chamar
de B o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a 82 casa e n(B) o
namero de elementos do conjunto B. A
Descreva os conjuntos A, B e determine n(4) e n(B).

A={},32;5.39 } n@=| -

B={1-B:D:+ 1 } n(B) =

Preencha a tabela de dupla entrada abaixo para encontrar 4 x B, sabendo agora que as duas ultimas
casas do telefone de Maria sdo impares.

Opcoes de algarismos para a 82 casa (Conjunto B)

e {28 oy
_/}\ <D q. i
( 3% A, =7 Ne) (i) (A9

Opgoes de
algarismos para a

72 casa (Conjunto A)
SO IOV (v~

Temos que n(Ax B) =

Existe alguma relagéo entre n(4 x B) com o numero de elementos de cada conjunto, n(A)e n(B)?
() SIM
( )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual é essa relacéo.

\ YA (6,5 = Y

llustragdo 11: Item d da atividade 1 resolvido por um grupo

Item d) Classe 1 Classe 2
Acertaram 13 14
Cometeram algum erro 2 0

Na classe 1, cinco grupos responderam que encontraram 24 possibilidades para
0 numero do telefone de Maria, pois uma possibilidade ja estava impressa entdo ndo deveria
ser contada e assim como nas situacfes anteriores ndo foi considerada uma resposta errada.
Dois grupos interpretaram, de forma errada, a relacdo entre n(4AxB) e 0s nimeros de

elementos n(A) e n(B) interpretando que estava sendo pedida a relacdo entre n(A) e n(B), e
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responderam que ambos 0s conjuntos possuem o mesmo numero de elementos, um total de 5,
e todos eles sdo impares e um grupo ndo se expressou corretamente dizendo: “Sim, pois
multiplicando n(A x B) temos o A cartesiano B .

Na classe 2, ndo houve erros neste item.

No item e da atividade 1, surge a primeira situacdo em que o numero de
algarismos em cada conjunto sdo diferentes. Nessa atividade espera-se que o aluno encontre
todas as possibilidades para o namero de telefone desconhecido, o nimero de elementos de
cada conjunto e os relacionem ao niumero de possibilidades de linhas telefonicas.

e) Vamos analisar agora outra situagéo. Nesse caso temos trés casas de um telefone que estdo
ilegiveis. Sabemos que a 52 casa pode ser preenchida pelos algarismos 1, 2 e 3, sabemos também
que a 72 casa pode ser preenchida pelos algarismos 4 e 5. E por fim, a dliima casa pode ser
preenchida pelos algarismos 6, 7,8 e 9.

<775, 9
& Jf/%q/ 9

W o T —

A4 L 2 "sﬁ‘*
P — o
ook e 00 o

llustragéo 12: CondigBes para o preenchimento dos digitos no item e
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Nos retangulos abaixo aparecem duas possibilidades para o nimero do telefone. Complete os demais
retangulos com as possibilidades restantes dentro das condigdes estabelecidas para cada digito borrado.

[3951 - 1946 |[3951 - 1947 |[3051 - [| 3951 - [ 3051 - |
[ 3951 - || 3051 - || 3051 - HESE [zes1 - |
[ 3951 - |f 3051 - [[3051 - |[3951 - [[ 3051 - |
[ 3951 - [ 3951 - [[ 3051 - |[ 3951 - |[ 3051 - I
[ 3951 - |[ 3051 - |[ 3051 - |[ 3051 - |[ 3951 - |
[ 3951 - |[3951 - |[ 3951 - || 3951 - |[ 3051 - |

Quantos nimeros diferentes de telefones vocé encontrou? I:]

Dentro das condigdes estabelecidas, vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem

ser usados para preencher a 52 casa e de n(4) o nimero de elementos desse conjunto. Vamos chamar de

B o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a 72 casa e n(B) o nimero

de elementos do conjunto B. E por fim, vamos chamar de C o conjunto formado pelos algarismos que

podem ser usados para preencher a 82 casa e n(C) o nimero de elementos do conjunto C. Determine os
conjuntos A, B, C e o niimero de elementos de cada um deles.

o I
n(B) = :I
o= ]

AxBxC é o conjunto formado por todas as temas ordenadas (x,y,z), tal que x é elemento de 4, y é

A={
B={
c={

e

e

elemento de B e z é elemento de C. Por exemplo, a terna ordenada (1, 4, 6) € uma solugio para o telefone

que fica da seguinte maneira:

~ o~ ~| ~| ~

R e I

~ ~| ~| ~

~ ~| ~| ~

| | |
~ o~ o~ o~

| | | |

~ | ] s~
L) B R R
~ ~| ~| ~[ ~
A~ ~| ~| ~| ~
| | —| ~| ~

n(AXBxC)=

Existe alguma relacéo
de
n(AxBxC)?

ndmero

linhas

telefones que

( )SIM

( )NAo

vocé

entre o numero de elementos de cada conjunto, ou seja, n(4),n(B) en(C),e o
de

encontrou que é representado  por

No caso de sua resposta ter sido SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual é essa relago.

llustracdo 13: ltem e da atividade 1
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Item e) Classe 1 Classe 2

Acertaram 14 14

Cometeram algum erro 1 0

Os grupos das duas classes comentaram que o item e ficou “mais facil”, pois
bastava seguir os exemplos das atividades anteriores. Na classe 1, apenas um grupo
apresentou erros nesse item. Esse grupo encontrou todas as possiveis linhas de telefone do
item e preenchendo os retangulos totalizando 24 linhas, respondeu também que 0s nimeros de
elementos de A,Be C sdo n(A)= 3, n(B)= 2 e n(C)= 5, e encontrou apenas 20 ternas
ordenadas. O grupo respondeu que n(Ax B xC) é igual ao nimero de ternas ordenadas
encontradas, consequentemente, assinalaram a opcdo NAO quando perguntado se ha alguma
relagédo entre n(Ax B xC) e o numero de linhas telefénicas encontradas, pois segundo o
grupo, ha 24 linhas telefonicas e 20 ternas ordenadas. Na classe 2 ndo houve erros nesse item.

Nesse item, na hora de encontrar todas as possiveis linhas telefonicas
preenchendo os retangulos, era feita a seguinte pergunta: “Quantos numeros diferentes de
telefones vocé encontrou?”. Como ja havia duas possibilidades impressas 0s grupos
precisariam preencher apenas 22 possibilidades e alguns grupos responderam que
encontraram apenas 22, ndo colocando na contagem as possibilidades ja impressas. Esse fato
ndo foi considerado um erro do aluno, pois a pergunta pode ter como resposta tanto o nimero
22 como 0 24.

No final da atividade 1, apds o item e, aparece uma situacdo que espera gque 0S
alunos generalizem as situacfes anteriores utilizando o numero de elementos de cada
conjunto, que representa 0s possiveis algarismos que podem ser utilizados em cada casa, com

o total de possibilidades para um nimero de telefone com n casas.
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VVamos entdo pensar no seguinte caso:

Imagine um namero de telefone com n casas, como mostra a figura abaixo, tal que os algarismos que
podem ser usados para preencher a 12 casa pertencem ao conjunto A4, (ndo vazio) e que tem
a, elementos, os algarismos que podem ser usados para preencher a 22 casa pertencem ao conjunto
A, (ndo vazio) e que tem a, elementos, os algarismos que podem ser usados para preencher a 32 casa
pertencem ao conjunto 43 (nae vazie) e que tem as elementos, e assim por diante até os algarismos que
podem ser usados para preencher a n-ésima casa que pertencem ao conjunto 4,, (ndo vazio) e que tem
a, elementos.

1" casa 2 casa $F casa 4% casa 5% casa 6° casa n=ésima casa

Sabemos que

n(44) = a,; (nGmero de elementos de 4,)
n(4;) = a, (nimero de elementos de 4;)

n(43) = az (nimero de elementos de 43)

n(4,) = a, (nimero de elementos de 4,,)
O numero total de telefones diferentes que podemos formar nessa situagdo é dado por:
n(4;x Ax Asx ... X 4p).

Existe alguma relagdo entre n(A4,x A,x A3x...x 4,,) com n(4,),n(4,),...,n(4,)? (<) SIM ( )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual € essa realagio.

AL L\{X Ba Xp-... X By Jw::’;’j\,r(}_‘ Chs as) * NiAz) .. - A,

o 4 \
Lackidt § 2 AAC

T

=Y
.\1

llustragdo 14: Generaliza¢&o do principio multiplicativo feita por um grupo

Generalizagdo Classe 1 Classe 2
Acertaram 12 7
Cometeram algum erro 3 7

Na classe 1, dois grupos responderam que ndo ha relacdo entre o nimero de
elementos de cada conjunto e o numero de linhas que podem ser formadas. Um grupo
respondeu: “Das possibilidades que podem ser formadas um algarismo esta contido em n(4,),
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outro em n(A4,), e assim por diante.”, mas ndo relacionou a quantidade de linhas telefonicas
que podem ser formadas com o produto dos nimeros de elementos de cada conjunto. Na
classe 2, trés grupos ndo responderam a questdo, um grupo respondeu que o numero de
elementos de cada conjunto € igual a 10 e afirmou que o numero de telefones que podem ser
formados é a soma de n(4,) + n(4,)+ ...+ n(4,_;) + n(4,,) totalizando 10 possibilidades, um
grupo respondeu que se ele soubesse os valores de A; e A, poderia encontrar 0s outros
nameros de elementos. Acredito que esse Ultimo grupo relacionou A, e A,, com progressdes
aritméticas e progressdes geométricas, conteldos esses que estavam sendo revistos alguns
dias antes da aplicacdo dessa atividade. Um grupo respondeu: “O ndmero de casas vazias
corresponde ao numero de algarismos que podem estar presentes nos nimeros de telefones.”,
interpretando que j& que todos o0s conjuntos s&o no minimo unitarios, nunca ficardo casas sem
preenchimento. Por fim, um grupo afirmou, de forma confusa, que “cada casa possui 0

namero de casa igual a quantidade de nimeros que ficam em cada casa.”.

5.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 1

Os grupos gostaram da atividade 1 e comentaram ser uma atividade simples de
ser realizada comparada aos exercicios e problemas desenvolvidos diariamente na sala. Uma
aluna, durante a realizacao da atividade, me contou uma cena do filme de comédia “As férias
do Mr. Bean” que aparece o protagonista do filme ajudando um garoto perdido a ligar para a
sua casa onde alguns algarismos do telefone desse garoto também estdo borrados. Gostei da
associacgdo feita pela aluna, pois ali percebi que ela tinha compreendido 0 que era necessario
realizar. A grande maioria dos grupos realizou a atividade sem dificuldades, mas sempre
insistiam em saber se estava respondido da maneira certa.

Foi muito bom ver que os alunos associavam corretamente o total de linhas
telefonicas com os numeros de elementos de cada conjunto. Ao final da aplicacdo da atividade
1 na classe 2, um aluno veio conversar, em particular, e comentou: “dessa Matematica que eu
gosto de realizar, pois assim posso responder utilizando meu préprio raciocinio sem a
necessidade de usar formulas” .

Baseando-me nos resultados e na observacao das discussdes geradas entre 0s
alunos durante a aplicacdo da atividade 1 vejo que 0s objetivos da atividade 1 foram

atingidos.
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Capitulo 6

DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 2

6.1 INTRODUCAO

A atividade 2 esta dentro de um contexto de telefonia fixa da cidade de
Braganga Paulista. Nela os alunos devem encontrar a capacidade de linhas para a cidade sem
a necessidade de encontrar todas as linhas possiveis, ou seja, apenas utilizando o Principio
Fundamental da Contagem desenvolvido na Atividade 1. A aula foi aplicada no 2° ano A no
dia 01/04/2013 e no 2° ano B no dia 22/03/2013. Os alunos do 2° ano A foram divididos em
13 duplas, 1 trio e uma aluna realizou sozinha. No 2° ano B os alunos foram divididos em 13
duplas e 1 trio.

Em cada sala a duracdo da aplicacdo foi de 1 aula de 50 minutos.

6.2 RESUMO DA ATIVIDADE 2

A atividade 2 é uma continuagdo da atividade 1, pois nela o aluno tem que
aplicar os conhecimentos adquiridos na primeira atividade. A atividade 2 tem como objetivo
encontrar a quantidade de linhas telefénicas que a cidade de Braganca Paulista comporta.
Inicialmente sdo apresentados todos os prefixos de telefones residenciais e comerciais que ha
na cidade.

No item a os alunos devem encontrar as possibilidades de linhas telefonicas
para um grupo de prefixos, excluir as possibilidades terminadas com quatro zeros e descobrir
também quantas linhas podem ser formadas para cada prefixo desde que ndo existam linhas
com o0s quatro ultimos algarismos iguais a zero.

Por fim, no item b, pede-se aos alunos para encontrarem a quantidade de linhas

de telefones fixos que podem ser formadas na cidade de Braganca Paulista.
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6.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Como citado na atividade 1, a atividade 2 requer uma boa leitura para a
compreensdo da questdo. Esse € um fator que podera comprometer os resultados esperados.
Muitos alunos fazem leituras superficiais e ndo releem a questdo. Para chamar a atencdo dos
alunos, algumas palavras foram grifadas com o intuito de auxiliar 0S mesmos na compreenséo

do enunciado.

6.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 2

A atividade 2 é composta apenas pelos itens a e b. No item a os alunos devem
determinar a quantidade de linhas telefénicas que existem para um grupo de cinco prefixos
que se diferenciam a partir do quarto digito. Apos determinarem a quantidade de linhas
formadas, os alunos precisam subtrair as linhas telefénicas que possuem os quatro Gltimos
algarismos iguais a zero. Essa subtracdo foi solicitada, pois foi considerado na atividade que
ndo ha linhas de telefones com os quatro ultimos algarismos iguais a zero. Nesse item 0s
alunos devem determinar também, o nimero de linhas telefénicas para cada prefixo sem
contar a linha que possui 0s quatro ultimos algarismos simultaneamente iguais a zero.
Espera-se no item a que os alunos determinem os algarismos que podem ser utilizados para
preencher cada lacuna vazia do telefone indicado na folha de atividade, determinando assim
os conjuntos A, B, C, D e E e seus respectivos nimeros de elementos. Depois de encontrarem
as informacdes acima, espera-se que os alunos utilizem o principio fundamental da contagem,
construido na atividade 1, para encontrar o total de linhas telefénicas, a quantidade de linhas
telefonicas com os quatro Gltimos algarismos simultaneamente diferentes de zero e o total de

linhas telefénicas por prefixo, sendo a ultima adquirida através de uma simples divisao por 5.
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Atividade 2

Na cidade de Braganga Paulista, interior de Sdo Paulo, situada a 88 km da capital, os prefixos de
telefones residenciais e comerciais sdo: 2247, 2473, 3404, 4031, 4032, 4033, 4034, 4035, 4481, 4603 e
4892. )

a) Nesse item vamos analisar quantos nimeros de telefones podemos formar utilizando apenas os
prefixos 4031, 4032, 4033, 4034 e 4035.

4/0(3 -

Vamos chamar de A o conjunto dos algarismos que podem ser usados para preencher a 4 casa, de B o

conjunto de algarismos que podem ser usados para preencher a 5° casa, de C o conjunto formado pelos
algarismos que podem ser usados para preencher a 6* casa, de D o conjunto formado pelos algarismos
que podem ser usados para preencher 7% casa e por fim, de E o conjunto formado pelos algarismos que
podem ser usados para preencher a 82 casa.

E={0.%2,3,456189 3 n(E)=
A quantidade de linhas telefonicas é representada por n(A x Bx C x D x E). Entdo,
n(AxBxCxDxE)=
Quantas linhas telefonicas diferentes podem ser formadas?

Das linhas telefonicas que vocé encontrou acima, exclua as que tém os quatro ultimos algarismos iguais a
zero. Quantos nimeros de telefones ha nesse caso?

Resposta:

(descreva nas linhas abaixo como vocé pensoul)

Quantos nimeros de telefones diferentes podemos formar para cada prefixo, excluindo a possibilidade
dos quatro Gltimos digitos serem zero?

(descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)

llustracdo 15: Item a da atividade 2 resolvida por um grupo



A atividade acima foi realizada por um grupo da classe 1. As alunas deste
grupo argumentavam que para ndo figurar o algarismo zero nas quatro Gltimas casas bastava
retirar o algarismo zero de cada conjunto e entdo o nimero de linhas disponiveis era dado por
5x 9 x9x9 x9 totalizando 32.805 linhas. E para encontrar o nimero de linhas disponiveis
para cada prefixo, de forma que os quatro Gltimos algarismos ndo fossem iguais a zero teria

que realizar a diviséo de 32.805 por 5 que resulta em 6.561 linhas telefonicas.

Item a) Classe 1 Classe 2
Acertaram 4 8
Cometeram algum erro 11 6

Na classe 1, um grupo encontrou corretamente os elementos de cada conjunto,
mas para determinar n(AxBxCxDxE), realizou a soma n(4) + n(B) + n(C) + n(D) + n(E)
totalizando 45. Um fato interessante que aconteceu foi que essa dupla registrou que o nUmero
de linhas possivel é 50.000, mas ndo percebeu que n(AxBxCxD xE) representava
também o numero de linhas possiveis. Dois grupos responderam que o numero de linhas
telefonicas possivel ¢ 500.000, demonstrando falta de atencdo na multiplicagdo com varios
fatores iguais a 10. Quatro grupos registraram que havia 5 linhas telefénicas com os quatro
altimos algarismos iguais a zero, porém, ndo subtrairam das 50.000 linhas telefonicas
encontradas anteriormente. 1sso mostra que esses grupos fizeram uma interpretacdo errada da
questdo proposta. Cinco grupos escreveram que retirando o algarismo zero dos conjuntos
B,C,D e E cada conjunto teria 9 elementos e entdo o nimero de possibilidades para formar
linhas telefonicas é dado por: 5 x 9 x 9 x 9 x 9 = 32.805. O grupo que respondeu que havia
500.000 linhas telefonicas encontrou as 5 linhas que terminam com o0s quatro algarismos
iguais a zero, mas subtraiu 5 de 500.000 chegando ao resultado de 499.995 linhas telefonicas
e ndo em 49.995 como era esperado. Quatro grupos responderam que para encontrar o nimero
de linhas para cada prefixo, excluindo a possibilidade dos quatro Gltimos algarismos serem
iguais a zero, bastava dividir 32.805 por 5 chegando ao resultado de 6561 linhas, ou seja,
interpretaram corretamente a questdo, mas utilizaram o nimero 32.805 ao invés de 49.995.
Um grupo chegou a resposta de 6.481 linhas. Um grupo repetiu o resultado 32.805 e néo
compreendeu que era necessario dividir esse resultado por 5. Um grupo respondeu que para
cada prefixo ha 40 linhas telefénicas, provavelmente, como esse grupo respondeu que

n(Ax B xCx D x E)= 45 no inicio da atividade e respondeu que hd 5 linhas telefonicas que
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terminam com quatro zeros, subtraiu 5 de 45 resultando nas 40 linhas. Um grupo respondeu
que para cada prefixo h4 49.999 linhas, subtraindo 1 de 50.000 ao invés de 5.

Na classe 2, trés grupos responderam no item a que n(AxBx C x D X E) é 45,
pois somaram os nimero de elementos de cada conjunto, mas responderam que o0 nimero de
linhas telefonicas possivel é 50.000. Trés grupos afirmaram que o total de linhas telefonicas,
excluindo as linhas que possuem o0s quatro Gltimos algarismos iguais a zero, é 5. No item
referente ao nimero de linhas para cada prefixo, excluindo a possibilidade dos quatro ultimos
algarismos serem iguais a zero, um grupo respondeu que ha apenas 9 linhas, pois se retirar o
zero dos conjuntos restam 9 elementos. Um grupo respondeu que ha 10.000 linhas telefénicas
para cada prefixo, mas se esqueceu de retirar uma linha que termina com os quatro zeros. Um
grupo ndo respondeu essa questdo. Um grupo respondeu que para encontrar 0 nimero de
linhas para cada prefixo bastava retirar o algarismo zero dos conjuntos B, C, D e E e encontrar
0 produto de 9 x 9 x 9 x 9 = 6561. Por fim, uma dupla respondeu que ha
5x9x9x9x9=232.805 linhas disponiveis para cada prefixo.

Foto 2: Aplicagdo da atividade 2

No item b os alunos deverdo encontrar a quantidade de linhas telefénicas que
podem ser formadas na cidade de Braganca Paulista. Para chegarem ao resultado, os grupos
deverdo utilizar os 11 prefixos apresentados no inicio da atividade 2, a resposta encontrada
para a quantidade de linhas telefonicas para cada prefixo e fazer uma simples multiplicacédo de

11 prefixos por 9 999 linhas telefonicas totalizando 109.989 linhas residenciais e comerciais.
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Item b) Classe 1 Classe 2

Acertaram 7 3

Cometeram algum erro 8 11

Na classe 1, quatro grupos que encontraram 6561 linha telefénicas para cada
prefixo multiplicaram esse valor por 11 e chegaram ao resultado de 72.171 linhas telefonicas.
Dois grupos pensaram que o nimero de linhas telefénicas para a cidade de Braganca Paulista
era 0 mesmo que o numero de linhas para os prefixos 4031, 4032, 4033, 4034 e 4035 e
repetiram o resultado que € 32.805. Um grupo que respondeu que ha 6.481 linhas para cada
prefixo multiplicou esse resultado por 5 e obteve o resultado 32.405 linhas. Os grupos que
multiplicaram o nimero de linhas para cada prefixo por 5 ndo perceberam, na leitura do item
b, que desejava-se saber o total de linhas para a cidade, lembrando que ha 11 prefixos em
Braganga Paulista. E por fim, um grupo retirou 11 linhas telefénicas que terminam com os
quatro ultimos algarismos iguais a zero do total de 50.000 linhas e ndo de 110.000.

Na classe 2, dois grupos ndo responderam o item. Um grupo respondeu, sem
justificar, 45 mil possibilidades. Um grupo chegou aos 110 mil linhas telefénicas, mas na hora
de excluir as possibilidades com os quatro ultimos algarismos zeros, subtraiu 11 mil
possibilidades chegando ao resultado de 99 mil linhas telefénicas. Um grupo repetiu o total de
possibilidades do item a que sdo 49.995 linhas. Dois grupos encontraram 11 possibilidades de
linhas que terminam com os quatro ultimos algarismos iguais a zero, mas cada uma encontrou
um total diferente. Um deles chegou ao total de 1.099.999.999.989 linhas telefonicas e a outro
grupo subtraiu as 11 linhas telefénicas de 50 mil chegando ao valor de 49.989 linhas
telefonicas. Um grupo retirou o zero de cada conjunto encontrado e realizou o produto
cartesiano 9 x 9 x 9 x 9 = 6561 e multiplicou por 11 chegando ao valor de 72.171 linhas. Dois
grupos também retiraram o algarismo zero de cada conjunto e realizam o produto 6561 x 5
que resulta em 32.805 linhas telefonicas. E por fim, um grupo multiplicou 11 por 9.999, mas
teve erros de calculo, chegando ao resultado de 209.989 linhas para a cidade de Braganca

Paulista.
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b) Agora que vocé ja sabe quantas linhas telefdnicas ha para cada prefixo, determine quantas linhas
de telefone fixo podem ser formadas na cidade de Braganga Paulista de forma que nédo existam

numeros de telefones com os quatro Gitimos digitos com o algarismo zero.

Resposta: (descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)

llustracdo 16: Item b da atividade 2 resolvida por um grupo da classe 1

6.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 2.

A atividade 2 foi elaborada pensando no cotidiano do aluno. Acredita- se que
todos eles possuem em suas residéncias, uma linha telefénica com um daqueles prefixos.
Alguns alunos me falaram que ndo sabiam que existiam na cidade alguns dos prefixos citado
na atividade 2. A ideia foi partir do cotidiano do aluno e das ferramentas adquiridas durante a
atividade 1 para descobrir quantas linhas telefénicas a cidade de Braganca Paulista comporta.
Para que isso fosse possivel, os alunos iniciaram encontrando os elementos que podem
preencher cada lacuna vazia, ressaltando que todos os grupos obtiveram éxito nessa parte da
atividade. Durante minhas observacgdes na hora da aplicacdo, alguns grupos ndo se lembravam
de como encontrar o produto cartesiano entre os conjuntos A, B, C, D e E, mas sabiam,
através da atividadel, que para encontrar o total de linhas bastava multiplicar o nimero de
elementos de cada conjunto. A leitura superficial foi um dos grandes fatores para alguns erros
nessa atividade, tem-se como exemplo, grupos que ao invés de responderem que haviam
49.995 linhas disponiveis para os 5 prefixos com a condi¢do que ndo haviam linhas com os
quatro Gltimos algarismos iguais a zero, acabaram respondendo que haviam 5 linhas. O que se
pode perceber nessa atividade é que a resposta de cada item era usada no item seguinte e isso
fez com que houvesse uma sucessdo de erros e ndo que, em algumas situagbes, 0S grupos

tivessem interpretado de forma errada as questdes.
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Diversas vezes 0s grupos chamavam-me e perguntavam se 0 zero ndo poderia
aparecer em nenhuma das quatro Ultimas casas, por exemplo, no nimero 0234 aparece um
zero entre os quatro Ultimos algarismos e se ndmeros como esse deveriam ser descartados.
Todo momento que isso acontecia eu questionava-os sobre a leitura, se era o que estava sendo
pedido, se era 0 que o grupo tinha interpretado.

A questdo referente ao numero de linhas telefonicas com os prefixos 4031,
4032, 4033, 4034 e 4035 onde os quatro Ultimos algarismos devem ser diferentes de zero foi
determinante para os erros dos itens seguintes. Essa questdo foi a que iniciou, na maioria dos
casos, os erros das quantidades de linhas para cada prefixo e, posteriormente, no item b, o

total de linhas telefonicas para a cidade de Braganca Paulista.
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Capitulo 7

DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 3

7.1 INTRODUCAO

A atividade 3 retorna ao nimero do telefone de Maria que foi estudado na
atividade 1. Nessa atividade o objetivo € fazer com que os alunos construam o conceito de
permutacdo simples utilizando os quatro Gltimos nimeros do celular de Maria para formar
linhas telefonicas diferentes sem a repeticdo de algarismos.

Essa atividade foi aplicada no dia 02/04/2013 para 0 2° ano A e 28/03/2013
para 0 2° ano B e teve duracdo de 1 aula (50 minutos). A aluna do 2° ano A que fez
individualmente as atividades 1 e 2 faltou em todas as outras atividades e nao as realizou. A

atividade foi aplicada para 26 duplas e 2 trios totalizando 28 grupos.
7.2 RESUMO DA ATIVIDADE 3

Na atividade 3 os alunos devem trabalhar com os quatro ultimos algarismos do
telefone de Maria (4213). Em um primeiro momento os alunos precisam fixar os algarismos
4, 2 e 1, respectivamente, na primeira, segunda e terceira casa e encontrar todas as
possibilidades de linhas telefonicas completando a quarta casa vazia com o algarismo 3. Em
um segundo momento, os alunos precisam fixar os algarismos 4 e 2, respectivamente, na
primeira e segunda casa , precisam completar as duas Gltimas lacunas com os algarismos 1 e 3
e assim por diante até que permutem os quatro algarismos. Todas essas permutacdes devem
ser feitas com o auxilio de um tabuleiro com cartas numeradas de 1 até 4 nas cores vermelha e
azul, frente e verso para que nao haja repetices de algarismos e o0s grupos visualizem melhor

essas possibilidades.
7.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

De acordo com o que os alunos produziram durante as atividades 1 e 2 ndo séo

esperadas dificuldades que interfiram na construcdo do conceito de permutacdo simples.

71



7.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 3

A atividade 3 busca ser, assim como as atividades 1 e 2, autoexplicativa. No
inicio dessa atividade sdo definidos os termos: cédigo de acesso de usuério, prefixo e linha
telefonica para auxiliar na compreensao das situacoes a serem realizadas.

Com o auxilio de um tabuleiro e cartas numeradas com os ultimos algarismos
do telefone de Maria (frente em vermelho e verso em azul) 4213, os alunos precisam
encontrar todas as linhas telefénicas possiveis de serem formadas. Os cartdes azuis séo fixos,
ou seja, a partir do momento em que foram posicionados ndo podem mais ser movimentados e
os cartdes vermelhos sdo moveis. Os posicionamentos dos cartdes azuis e as movimentacoes
dos cartbes vermelhos sdo dadas em quatro situacfes, sendo a ultima, chamada de problema
proposto. No problema proposto, os alunos devem encontrar todas as linhas telefonicas

possiveis movimentando-se apenas 0s quatro Ultimos digitos.

Tabuleiro para a Atividade 3
Cartdes Moéveis |

Cartdes Fixos

Ny®L N3™ L Nomy Ny

llustragdo 17:Tabuleiro e cartas para a atividade 3
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Na primeira situagdo os grupos devem encontrar todas as possibilidades de
linhas telefénicas utilizando os algarismos do nimero 4213 de forma que o algarismo 4 fique
fixo na primeira casa, o algarismo 2 fique fixo na segunda casa e o algarismo 1 fique fixo na

terceira casa podendo assim apenas movimentar o algarismo 3.

Primeira Situagao Classe 1 Classe 2
Acertaram 14 14
Cometeram algum erro 0 0

Todos os grupos da classe 1 e 2 encontraram corretamente o nimero de linhas
telefonicas que podem ser formadas utilizando apenas a carta com o algarismo 3 para a
movimentacdo e as demais fixas. Nesse momento houve minha intervencdo, pois alguns
grupos estavam movimentando as cartas azuis. A intervencdo consistia em chamar a atencao
dos alunos para a legenda do tabuleiro, que diz que as cartas azuis sdo fixas e as cartas

vermelhas sdo as cartas moveis.

Com N.=4, N;= 2 e ¥, =1, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos

organizar ¥ ;N; ¥, N, completando ¥, com o algarismo 3 ao lado?

Resposta: f

llustragdo 18: Permutacdo de 1 elemento feita por um grupo da classe 1

Na segunda situacdo os alunos devem formar linhas telefénicas distintas
mantendo o algarismo 4 fixo na primeira casa e 0 algarismo 2 fixo na segunda casa e

movimentando os algarismos 1 e 3 nas duas Ultimas casas do telefone de Maria.

Segunda Situagdo Classe 1 Classe 2
Acertaram 14 14
Cometeram algum erro 0 0
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Todos os grupos das classes 1 e 2 encontraram todas as possibilidades de linhas

telefonicas permutando os algarismos 1 e 3.

Com N,=4 e N;= 2, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos organizar

N, NN, ¥, completando ¥, e &, com os algarismos 1 e 3 a0 lado?

Resposta:

llustragdo 19: Permutacdo de dois elementos feita por um grupo da classe 1

Na terceira situacdo, os grupos devem fixar o algarismo 4 na primeira casa,
permutar os algarismos 1, 2 e 3 nas trés Ultimas casas e encontrar todas as possibilidades de

linhas telefonicas.

Terceira Situacéo Classe 1 Classe 2
Acertaram 13 13
Cometeram algum erro 1 1

Os dois erros, um na classe 1 e um na classe 2, foram devido a conjectura feita
pelos grupos. Esses grupos chegaram a conclusao de que se a quantidade de permutacdes de 1
elemento é 1, a quantidade de permutac@es de 2 elementos € 2, entdo, ndo havia a necessidade
de encontrar todas as linhas, pois a quantidade de permutacdes de 3 algarismos distintos
resulta em 3 linhas telefénicas diferentes. Tal conjectura levou os alunos ao erro da questdo. O
gue se pode observar € que os alunos buscaram um padrdo para evitar encontrar as linhas

telefénicas uma a uma.
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Com #, = 4, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos organizar ?

completando ¥ ¥; e A; comos algarismos 1, 2 e 3 ao lado?

Resposta: |0 |

llustracdo 20: Permutacdo de trés elementos feita por um grupo da classe 1

Na ultima situacdo, chamado de Problema Proposto, 0s grupos devem permutar

os algarismos 1, 2, 3 e 4 e encontrar todas as possibilidades de linhas.

Problema Proposto Classe 1
Acertaram 13
Cometeram algum erro 1

Na classe 1, 0 mesmo grupo que conjecturou de forma errada que a quantidade

de permutacbGes de 3 elementos distintos é 3, chegou a conclusdo que a quantidade de

permutacbes de 4 elementos distintos € 4. Esse grupo ndo tentou encontrar todas as

possibilidades nessa situacdo. Na classe 2, um grupo respondeu que ha 4 possibilidades de

linhas permutando os quatro algarismos, lembrando que esse grupo é o0 mesmo que respondeu

gue a quantidade de permutacdes de 3 elementos distintos é 3. Quatro grupos responderam

que a quantidade de permutacdes de 4 elementos distintos é 16.
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Problema Proposto

Com as quatro casas vazias, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos formar
N, N, N, N, completando-os com os algarismos 1, 2, 3 e 4 ao lado?

- (:' ‘2‘3"(,\
{4 g
"2’_“" (:2 1‘,‘1 '4‘\' ( i} i) (,, i
(l = ) {l) Xy - 4 L2t
L crver ) ey 34,3) (3,8
4 . ,1 R% L . / ,«" )
Resposta: -(.~. L) ( YR {
4.4, %) prdpl S €
=1 i i 5 \ ]
. : ) /
{

llustracéo 21: Resolucéo do problema proposto (permutacdo de quatro elementos)

Vamos analisar o Problema Proposto acima.
Para atingir esse objetivo vamos utilizar os cartdes distribuidos pelo professor.

1% casa 2° casa 3° ¢asa 4" casa

Vocé deve preenché-las com os algarismos distintos abaixo.

Vamos chamar de 4 o conjunto formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a 12 casa.
Uma vez escolhido o algarismo da 12 casa, vamos chamar de B o conjunto formado pelos algarismos
restantes que podemos usar para preencher a 22 casa. Uma vez escolhido o algarismo da 2® casa, vamos
chamar de € o conjunto formado pelos algarismos restantes que podemos usar para preencher a 3% casa.
E por fim, escolhido o algarismo da 32 casa vamos chamar de D o conjunto formado pelo algarismo
restante que podemos usar para preencher a 4° casa.

llustragdo 22: Utilizagao da linguagem de conjuntos para solucionar o problema proposto

Nessa analise os grupos devem escrever os conjuntos A, B, C e D, seus
respectivos nimeros de elementos e, posteriormente, encontrar alguma relacdo entre o nimero
de elementos de cada conjunto com o total de linhas telefonicas possiveis encontradas no

problema proposto que é 24.
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Resolucéo do Problema
proposto com a linguagem Classe 1 Classe 2
de conjuntos

Acertaram 12 9

Cometeram algum erro 2 5

Na classe 1, um grupo relacionou 0s nimeros de termos entre si, respondendo
que esses numeros de elementos iam diminuindo de um em um e ndo os relacionou com o
total de permutacbes com 4 algarismos. Outro grupo dessa classe respondeu que o resultado
do nimero dos conjuntos € o total de algarismos estabelecidos no conjunto A. Na classe 2,
um grupo respondeu que ndo ha relacéo entre o nimero de elementos de cada conjunto com o
namero de linhas possiveis, embora tenha encontrado n(AxXxB X C x D) =4 x3 x2 x 1 =24,
esse grupo encontrou, no problema proposto, onde havia a necessidade de permutar os 4
algarismos, 16 possibilidades de linhas telefénicas. Devido a isso, esse grupo respondeu que
ndo havia relacdo. Dois grupos encontraram valores errados para alguns conjuntos. Um desses
dois grupos encontrou de forma correta todas as possibilidades de formar o conjunto B, mas
na hora de determinar n(B), somou todos os elementos dos seis conjuntos encontrados,
respondendo que n(B) = 18 e encontrou duas possibilidades de formar o conjunto C, cada um
com dois elementos, e respondeu que n(C) = 4, pois somou dois elementos de um conjunto
com dois elementos do outro conjunto. O outro grupo errou 0 nimero de elementos de C e 0
namero de elementos de D, fazendo a repeticdo de elementos dentro de cada conjunto dizendo
que C={1,3,3,1} ou que C = {3,1,1,3} e que n(C) = 4. Por fim, dois grupos relacionaram os
nameros de elementos de cada conjunto dizendo que esses numeros sdo diferentes entre si.
Esses dois ultimos grupos provavelmente ndo encontraram a relacao pedida, pois no problema

proposto encontraram 16 possibilidades de linhas telefénicas permutando os 4 algarismos.
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De acordo com as informagdes acima, determine o conjunto 4 e n(4).

A={ 10,34 } ny=| 4|

O conjunto B depende do algarismo que escolhemos para a 12 casa, por exemplo, se escolhermos o
algarismo 3 para a primeira casa, o conjuntc B serd B = {1, 2, 4}. Quais sdo as outras maneiras que

podemos escrever o conjunto B?

B={<>% 1} B={ }
B ={ 2 U } B ={ }
Bi={ Az } B={ }

Em qualquer situagédo, podemos afirmar que n(B) = :l

O conjunto € depende dos algarismos que escolhemos para a 1% casa e para a 2° casa, por exemplo, se
escolhermos o algarismo 2 para a primeira casa e o algarismo 4 para a segunda casa temos que o
conjunto C = {1, 3}

Quais s&o as outras maneiras que podemos escolher o conjunto C?

C=§ BI85 B c={ | u 1}
€ ={ ) } c={ 1,2 }
c={ } c={ | = 1}

Em qualquer situagéo, podemos afirmar que n(C) =

O conjunto D depende dos algarismos que escolhemos para a 12 casa, para a 22 casa e para a 3% casa,
por exemplo, se escolhermos o algarismo 4 para a primeira casa, o algarismo 1 para a segunda casae o
algarismo 3 para a terceira casa temes que o conjunio D = {2}.

Quais sdo as outras maneiras que podemos escolher o conjunto D?

p={ U ) p={ > )
D={ 3 B=f }
D={ } D = }

Em qualquer situag@o, podemos afirmar que n(D) = | |

Temos que n(AxBxCxD) = l Al |

Existe alguma relacdo entre o nimero de maneiras distintas que vocé encontrou no Problema Proposto
acima e os n(A), n(B),n(C) e n(D)? (7¢ ) SiM { JNAO
No caso de sua resposta ser sim, escreva, nas linhas abaixo, qual é essa relacéo.

AP C YN T o a) - 0 O~ ()~ (D

L

llustragdo 23: Resolucéo do problema proposto realizada por um grupo da classe 2
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Foto 3: Alunos utilizando o tabuleiro e as cartas para solucionarem a atividade 3

7.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 3

Apos as atividades 1 e 2 0s grupos comecam a ter mais confianga nas
respostas da atividade 3, pois eles passaram a perceber que era fundamental fazer uma boa
leitura e que alguma palavra poderia fazer diferenca na resolucdo. Mesmo com essa atencao
voltada a leitura foi preciso ler junto com os alunos as legendas dos tabuleiros, ressaltando
que as cartas azuis sao fixas e as cartas vermelhas s&o as Unicas que podem ser movimentadas.
No comego muitos grupos comegaram a movimentar as cartas azuis também e isso
influenciava nos resultados. Houve por parte de alguns grupos algumas conjecturas erradas,
mais precisamente, na quantidade de permutacdes com um, dois, trés e quatro algarismos
distintos. Esses grupos perceberam que a quantidade de permutacdo de um elemento € 1, de
dois elementos é 2, e concluiram que a quantidade de permutactes de trés elementos é 3 e a
quantidade de permutacGes de quatro elementos € 4, sem mesmo tentarem encontrar as
possibilidades de linhas telefonicas escrevendo ou utilizando o tabuleiro com as cartas.
Nota-se que em diversas situacfes semelhantes a essa, os alunos buscam, de forma
antecipada, um padrdo de comportamento para evitar encontrar todas as situacdes, muitas
vezes essa busca por uma regra ndo é bem sucedida. Um ponto onde muitos grupos tiveram
dificuldades de interpretacdo foi no momento em que precisavam encontrar 0 nimero de
elementos de cada conjunto. Nesse item aparecia o exemplo que o conjunto B, formado pelos
algarismos que podem preencher a segunda casa, poderia ser B = {1, 2, 4} caso o algarismo 3
fosse utilizado para preencher a primeira casa. Esses grupos comecaram a permutar 0S
elementos 1, 2 e 4 dentro das chaves ficando B = {2, 1, 4}, B = {4, 1, 2}, enfim, néo
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perceberam que na realidade estavam encontrando uma forma diferente de escrever 0 mesmo
conjunto e, consequentemente, ndo encontraram todos 0s possiveis conjuntos B. O mesmo
vale para os conjuntos C e D. Mas na grande maioria dos grupos, essa compreensao nédo
influenciou o nimero de elementos de cada conjunto. De acordo com os resultados analisados
pode-se concluir que o objetivo da atividade 3 foi atingido.
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Capitulo 8

ANALISE E DESCRICAO DA ATIVIDADE 4

8.1 INTRODUCAO

A atividade 4 apresenta dois casos, chamados de situacdo 1 e situacdo 2. A
situacdo 1 é sobre uma pessoa que tentou memorizar um namero de telefone, mas esqueceu
dos dois altimos digitos podendo preenché-los com os algarismos 3, 4, 6 e 8 de forma que
sejam diferente um do outro. A folha de atividade traz esse nimero de telefone com o
7° digito para ser preenchido e o 8° digito, em alguns momentos, terminados em 3, 4, 6 ou 8
para que os alunos encontrem todas as possiveis linhas que terminam em 3, em 4, em 6 ou em
8. Espera- se que os alunos encontrem trés linhas telefénicas para cada terminagdo resultando
em 12 possibilidades. Dentro da situagdo 1 hd um momento que pede para 0s alunos
completarem o conjunto A (conjunto formado pelos elementos que podem ser usados para
preencher a 72 casa) e determinarem seu numero de elementos. Pede-se também para que 0S
alunos completem o conjunto B (conjunto formado pelos elementos que restaram apds
completarem a 72 casa) e seu numero de elementos. Os objetivos de trabalhar com conjuntos
se deve a facilidade de encontrar o numero de linhas telefénicas possiveis apenas
multiplicando o nimero de elementos de cada conjunto e que os alunos percebam a relacéo de
dependéncia entre os dois conjuntos, ou seja, 0s elementos que pertencem a B dependem do
algarismo que foi escolhido para preencher a 7° casa. A situacdo 2 segue a mesma ideia da
situacdo anterior sendo que nesse caso ha trés digitos para preencher e cinco algarismos que
podem ser utilizados para preencher esses digitos vazios sem repeti-los. ApoOs essas duas
situacbes ha um momento que auxilia os grupos a escreverem 0s produtos encontrados, em
cada situagdo, na forma de fracdo de modo que o numerador e o denominador sejam ndmeros
fatoriais. O intuito é fazer com que 0s grupos estabelecam uma relacéo entre a quantidade de

elementos que podem ser utilizados para preencherem as casas vazias (n) e a quantidade de

(nf!p)' que ¢ utilizada para determinar a quantidade de

casas vazias (p) chegando a expressdo

arranjos simples de n elementos tomados p a p. Por fim a atividade apresenta quatro casos
onde faltam os quatro ultimos algarismos de telefone cujo o prefixo é 4035, onde em cada um

dos casos o0s alunos devem encontrar a quantidade de linhas telefénicas que podem ser
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formadas , sem que haja repeticdo de algarismos nessas casas vazias. No Ultimo caso,
chamado de caso D, h& apenas 4 algarismos para preencher as 4 casas de modo que 0s
algarismos dessas quatro ultimas casas sejam distintos. A atividade 4 termina perguntando aos
alunos se a quantidade de arranjos de 4 elementos tomados 4 a 4 é a mesma quantidade de
permutacdes simples de 4 elementos, fazendo com que os alunos percebam que o total de
permutacGes simples de n elementos € 0 mesmo que o total de arranjos simples de n
elementos tomados n a n.

Essa atividade foi aplicada no dia 02/04/2013 no 2° ano A e no dia 04/04/2013
no 2° ano B para 28 grupos no total, e teve duragéo de 2 aulas de 50 minutos em cada classe.

8.2 RESUMO DA ATIVIDADE 4

Na atividade 4 aparecem situacdes onde duas pessoas esqueceram de alguns
algarismos de telefones. Na situacdo 1 uma pessoa se lembra apenas dos seis primeiros
algarismos do numero do telefone (9456 — 75XX) , sabe também que os algarismos que
preenchem as duas Ultimas casas s@o distintos, ou seja diferente um do outro e essas casas
podem ser preenchidas pelos algarismos 3, 4, 6 ou 8. Na situacdo 2 uma pessoa se lembra
apenas dos cinco primeiros algarismos de um numero de telefone impresso em um outdoor
(9567 — 1XXX) e nédo se lembra dos algarismos que aparecem nas trés Ultimas casas desse
telefone (cada uma das casas esquecidas é representada por um X), mas se lembra que os
algarismos 4, 6, 7, 8 e 9 podem ser usados para preencher as trés ultimas casas de forma que
esses trés ultimos algarismos sejam distintos, ou seja diferentes um do outro. Apos essas duas
situacOes, a atividade 4 faz com que os alunos escrevam o numero de linhas telefénicas que
podem ser formadas como um produto, onde cada fator é representado pela quantidade de
elementos que podem ser utilizados para preencher cada digito e transformem esse produto
em uma fracBes cujo numerador e o denominador sejam numeros fatoriais. No final da
atividade os alunos retornam ao prefixo 4035 da cidade de Braganca Paulista para encontrar o
total de linhas telefénicas com os quatro ultimos algarismos distintos para 4 casos, onde cada
caso, 0s alunos dispdem de uma determinada quantidade de algarismos para preencher as

quatro ultimas casas de modo que os algarismos dessas casas sejam distintos um do outro.
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8.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

E esperado que os alunos apresentem dificuldades para encontrar a relagio
entre as quantidades de elementos que podem ser utilizados para o preenchimento das casas
vazias e a quantidade de casas vazias, pois 0s alunos tém pouco conhecimento sobre

representacdo de niumeros fatoriais.

8.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 4

Na situacdo 1 da atividade 4, espera-se que os alunos preencham as lacunas
vazias com 0s possiveis algarismos sempre se preocupando com o fato de que os algarismos
da 72 e da 82 casa devam ser distintos, ou seja diferentes um do outro. Os alunos precisam
encontrar, completando a lacuna da 72 casa, todas as possibilidades de linhas telefonicas
terminadas em 3, depois todas as possibilidades terminadas em 4, terminadas em 6 e por fim
todas as possibilidades terminadas em 8. O objetivo dessa situacdo 1 é fazer com que o0s
alunos percebam que para cada terminacdo eles conseguem encontrar 3 linhas telefonicas e
como pode haver 4 terminacGes ha entdo 12 possibilidades de linhas telefonicas para o
namero esquecido. Os alunos devem perceber que comecando a preencher as duas casas
vazias a partir da 72 casa eles dispem dos algarismos 3, 4, 6 e 8, ou seja, quatro elementos e
que apos escolhido o algarismo dessa casa, Ihes restam apenas trés algarismos para preencher
a 82 casa, notando que para obterem 12 possibilidades de linhas telefonicas ndo é necessario
encontra-las uma a uma, mas sim realizar o produto 4 x 3 =12. Espera-se também com essa
atividade que os alunos percebam a relacdo de “dependéncia” entre a quantidade de
algarismos que podem ser usados para preencher cada casa em uma situacdo em que 0
algarismo utilizado para preencher uma determinada casa ndo pode ser utilizado para

preencher outra.

Situacdo 1 Classe 1 Classe 2
Acertaram 11 9
Cometeram algum erro 3 5

Na classe 1, um grupo respondeu que o nimero de elementos de B é n(B) = 6

sendo que encontrou corretamente 0s possiveis conjuntos B e escreveu que o produto
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n(A) x n(B) = 12. Dois grupos relacionaram n(A) com n(B) e responderam que 0S mMesmos
elementos que pertencem a B também pertencem ao conjunto A, ou seja, dizendo que o
conjunto B esta contido no conjunto A. Na classe 2, um grupo ndo concluiu a relacdo entre o
namero de linhas telefonicas com os valores de n(A) e n(B). Quatro grupos encontraram a
relacdo de n(A) com n(B), sendo que dois deles responderam que esses valores sdo iguais e

dois grupos responderam que o valor de n(B) depende de n(A).
Atividade 4

O que acontece, com muita frequéncia, enfre as pessoas que tentam
guardar o nimero de telefone de cabega é esquecerem-se da ordem dos
algarismos ou mesmo ficar na duvida se um determinado algarismo aparece
no nimero do telefone ou néo.

Na correria de nosso dia-a-dia, quem nunca tentou registrar um némere de
telefone de cabeca, mas depois, na hora de passar para a agenda do celular
ou mesmo em um papel, se pergunia: “qual era mesmo a ordem dos

nimeros?”, “o ditimo algarismo era 3 ou 57°.

Sdo nessas horas que acontecem as ‘ligagbes por engano” Que,
dependendo do humor de quem esta do outro lado da linha, ndo séo
nada boas.

Iremos analisar agora duas situacoes.

Situagdo 1

Uma pessoa tentou memorizar um numero de ceiuiar, como mostra a figura abaixo, mas esta com duvidas
quanto aos dois Gltimos algarismos. Ele estd em divida se eram os aigarismos 3, 4, 6 ou 8 que apareciam
nas duas uitimas casas, mas se iembra que os dois Uitimos aigarismos eram distinios, ou seja, na sétima e
na oitava casa os algarismos ndo eram iguais.

9il4])l 5|6 |—]71] 5

Nossa infengdo ndc € descobnir o niimerc esquecids, mas sim vaiificar quantias linhas telefdnicas podem
ser formadas com os algarismos 3, 4, 8 & 8 preenchendo, sem repaticio, apenas as duas ultimas casas.

Quantas linhas telefonicas podem ser formadas tal que o ultimo algarismo seja 0 3?

[ofafelle]-[7]e] -]

E - 586 |-]7 5ib

— i Bl 108 Bt grre—
9 4 =3 6 |- 7 5 3 3 Resposta:l fe I

E 4 5||6 |—| 7 S

2] 4 SiH8:—-17 5

Quantas linhas telefdnicas podem ser formadas tal que o ultimo algarismo seja 0 47
E alsfle|-|7]s] 2]«

alslel-[7]s]clla
G- :
[ollelslle]-[7]sl2 =] Respostal 2
‘I S| 45875 4
! slla]s 16 -17lisf |4

llustragdo 24: Possibilidades do nimero de telefone da situagéo 1 terminados em 3 ou 4 encontradas por
um grupo da classe 2.
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Quantas linhas telefénicas podem ser formadas tal que o Gltimo algarismo seja 0 6?
[e]-[z1=]=] <]
7 5 4 6

7

o lﬂ'@ © || @
Bl 5‘5 L)
ol ool oom )| en

ajflaj|jla|ja|]a
I

ooy o

7
=17

Quantas linhas telefénicas podem ser formadas tal que o dltimo algarismo seja o 8?

lella]slsl-|71]s HIE
gllalls|e|=[7|5B]~n]l s
9 _i_. 56 |- 7|5 G | 8 ]
a sllel-171s B Resposta: =
gsllalslie|-|{7| S5 &

Quantas linhas telefonicas diferentes vocé encontrou no total? Resposta:

Analisando a mesma situagdo, vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser
usados para preencher a sétima casa e de n(4) o nimero de elementos desse conjunto. Uma vez
escolhido um algarismo para a sétima casa, vamos chamar de B o conjunto formado pelos algarismos
RESTANTES que podem ser usados para preencher a citava casa e de n(B) o nimero de elementos
desse conjunto.

Determine o conjunto 4 e n(4).

A={3>46,8 } e n(A)=

O conjunto B depende do algarismo que vocé escolheu na sétima casa, por exemplo, caso vocé tenha
escolhido para a sétima casa o algarismo 8, entio ¢ conjunto B = {3,4,6}

Quais séo as outras possibilidades para o conjunto B?

o

O

L

D

6>

T
L B

ooyt

L T I T

[asa Tana Rare KasaYaal
m ¢)

St At A N N

Em qualquer situag&o, podemos dizer que n(B) =

Existe alguma relagZo entre o numero de linhas telefdnicas diferentes que vocé encontrou (que sera
chamado de n(4 x B)) com os valores de n(4) en(B)?  ( > )SIM ( ) NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual & essa relagdo.

/g"d':', 2o, e dTiabicosce S © WMAF s !?'(f’,/f‘g)f G,

) : i Y U G :
A\ NN P O = {- L3y

llustracéo 2.55 Todas as possibilidades do nimero de telefone da situagdo 1 terminados em 6 ou 8 e o total de
possibilidades encontradas utilizando o produto cartesiano resolvida por um grupo da classe 2.
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A situacdo 2 também € sobre uma pessoa que tentou memorizar um nimero de
telefone impresso em um outdoor, sé que nessa situacdo essa pessoa hao conseguiu
memorizar as trés Gltimas casas do telefones. Essas trés casas devem ser preenchidas com os
algarismos 4, 6, 7, 8 e 9 de modo que os algarismos dessas casas sejam distintos entre si.
Nessa situacdo espera-se que 0s alunos ja utilizem a ideia de multiplicar os nimeros de
elementos de cada conjunto para obter o total de linhas telefénicas que podem ser formadas,
pois ndo ha nessa situacdo lacunas para serem preenchidas como aparece na situacdo 1. O
objetivo é que os alunos utilizem o principio fundamental da contagem sem que haja a
necessidade de encontrar as possibilidades uma a uma. Espera-se que os alunos percebam que
nesse caso eles dispdem de 5 maneiras para preencher a 62 casa, apds escolhido o algarismo
da 62 casa, restam 4 maneiras para preencher a 72 casa e escolhido o algarismos para 72 casa,
restam 3 maneiras para preencher a 82 casa chegando ao produto 5 x 4 x 3 totalizando 60

possibilidades de linhas telefonicas para o nimero impresso no outdoor.

Situacéo 2 Classe 1 Classe 2
Acertaram 10 11
Cometeram algum erro 4 3

Na classe 1, dois grupos encontraram os valores corretos de n(A), n(B) e n(C),
mas ao invés de encontrar todos os possiveis conjuntos B e C inverteram as ordens dos
elementos dos conjuntos dados nos exemplos da folhas de atividade, ou seja, acabaram
encontrando os mesmos conjuntos B e C dos exemplos, modificando apenas as posi¢des dos
elementos. Um grupo encontrou as seguintes possibilidades para o conjunto B: B = {6, 4, 7},
B={4,6,8} B={8,7,6} B={7,8,4}eB ={8,9, 6}. Pode-se perceber que 0s possiveis
conjuntos B encontrados por esse grupo possuem apenas trés elementos ao invés de quatro. Se
fosse para encontrar o total de subconjuntos com trés elementos que podem ser formados com
os elementos do conjunto A= {4, 6, 7, 8, 9} a resposta deveria ser 10 subconjuntos e ndo 5
como encontrado pelo grupo. Esse grupo cometeu dois erros de naturezas diferentes, sendo
um deles a quantidade de elementos no conjunto B e o outro, seguindo o raciocinio de trés
elementos por conjunto, havera 10 subconjuntos possiveis e ndo cinco como foram
encontrados pelo grupo. Por fim, um grupo encontrou os valores de n(A) = 5, n(B) = 2,

n(C) = 3 e respondeu que n(A x B x C) = 60. Este ultimo grupo copiou a resposta de outro
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grupo, pois havia escrito que n(A x B x C) = 30, mas apagou esse resultado e colocou 60 sem
justificar.

Vamos analisar outra situac8o. Uma pessoa, dirigindo seu carro, observou um
outdoor que mostrava um nimero de telefone de seu interesse. Como estava
ao volante, ela registrou o nimero de cabega. Na hora de ligar para o local,
essa pessoa ndo se lembrava dos trés ditimos digitos, como mostra a figura
abaixo, ela esta em duvida, porém, os Gnicos possiveis algarismos séo 4, 6, 7,
8 e 9 a serem colocados nas casas vazias. Essa pessoa se lembrava de que
os trés dltimos algarismos eram distintos.

Vamos chamar de 4 o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a sexta
casa e de n(4) o nimero de elementos desse conjunto. Uma vez escolhido um algarismo para a sexta
casa, vamos chamar de B o conjunto formado pelos possiveis algarismos restantes que podem ser usados
para preencher a sétima casa e de n(B) o nimero de elementos desse conjunto. E por fim, chamaremos
de € o conjunto formado pelos possiveis algarismos restantes que podem ser usados preencher a oitava
casa e de n(€) o nimero de elementos desse conjunto.

Determine o conjunto 4 e n(4).

A={ } n(A):

Como comentado em outras situacdes, o conjunto B depende do algarismo que foi escolhido na sexta
casa. Encontre todas as possibilidades para o conjunto B.

A

oty W
o
o Nane Yana

} B
& o ! .} B
& } B

I
e Raee Nana
N N Nl

Em qualquer situagdo, podemos dizer que n(B) = [:l

O mesmo vale para o conjunto C, que depende dos algarismos escolhidos para a sexta casa e depois para
a sétima casa. Enconfre todas as possibilidades para o conjunto €.

F

oo n
1 | (I
e e Raa R W
v N ! N Sy
o0 n
| | A T
A o e, by A
A S e N Nt

Em qualquer situagdo, podemos dizer que n(C) = I:l

Chamando de n(4 x B x €), o total de telefones que esse motorista pode formar com os algarismos 4, 6, 7,
8 e 9, preenchendo as trés Gltimas casas do telefone, sem repeticio, determine:

n(AxBxC)= J

llustracdo 26: Resolugéo da situacéo 2 realizada por um dos grupos

Nessa atividade, apos os alunos encontrarem a quantidade de linhas telefonicas
que podem ser formadas dentro das restrigdes estabelecidas, hd uma situacdo resolvida em

gue mostra como encontrar a quantidade de possibilidades de senhas que existem em um
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cadeado segredo com trés digitos chamando cada uma dessas possibilidades de um arranjo de
10 elementos tomados 3 a 3. O objetivo desse momento da atividade 4 é fazer com que 0s
alunos transformem os produtos de nimeros decrescentes e “antecessivos” das situagdes 1 e 2

em uma fragcdo cujo numerador e denominador sejam nimeros fatoriais e, posteriormente,

~ O ! . . ~ ~
encontrem a expressao algébrica ﬁ para generalizar as situa¢Ges chegando a concluséo de

gue essa expressao representa a quantidade de arranjos de n elementos tomados p a p, onde n
representa a quantidade de elementos que podem ser utilizados para o preencher as casas

vazias e p representa a quantidade de casas vazias a serem preenchidas.

Fracdo cujo numerador e

: ) - Classe 1 Classe 2
denominador sdo numeros fatoriais
Acertaram 8 6
Cometeram algum erro 6 8

Na classe 1, trés grupos erraram apenas a notacdo do arranjo simples da
situacdo 2 colocando A5 . Esses grupos ndo perceberam que havia trés casas a serem
preenchidas nessa situacdo e provavelmente colocaram o 2, pois estavam se orientando pela
notacdo da situacdo 1 que é A3. Um grupo, na hora de encontrar a fracdo formada pelo

numerador e pelo denominador com ndmeros fatoriais da situagdo 2, escreveu

5x4x3x2x1 5! 5!
5x4x3= """ = Z =4} = :
2x1 2! (5—-1)!

Um grupo respondeu que a fracdo para a

situacdo 1 € % e na situacdo 2 chegou a fracao (55—;). Por fim, um grupo respondeu de

2!
forma confusa, mostrando que ndo compreendeu o que era necessario realizar. Esse ultimo

grupo respondeu as situacdes 1 e 2 da seguinte maneira:

6

Situacio 1: 8 x 6 x 4 x 3 = SXOXAXIXZXT 8 5O
2x1 2! (6—4)!
8
Situacio 2: 9X 8 X 7 x 6 x 4 = ZXBXTXOXAXINAXT _ B _ 5 8
3x2x1 3! (8—-5)!

O grupo desapareceu com os fatores 7 e 5 na situa¢do 1, com o fator 5 na
situacdo 2 e fez a notacdo de arranjo de 6 elementos tomados 4 a 4 utilizando uma fracdo. O
mesmo ocorre na situacdo 2. Na classe 2, dois grupos erraram apenas a notacao de arranjo.
Em ambas as situacdes esses grupos repetiram a notacdo do exemplo do cadeado colocando

A% mas encontraram as fracGes de niimeros fatoriais esperadas. Trés grupos erraram a fragéo
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. ~ a N ~ 5! . .
da situagdo 2. Esses trés grupos chegaram & fragdo — e interpretaram o algarismo 5 como

sendo o numero de algarismos que podem preencher as casas vazias e 0 algarismo 2 como
sendo o0 numero de casas a serem preenchidas, sendo que o correto sdo 3 casas. Os grupos

chegaram a conclusdo que A3 =

(55’2)| e ndo perceberam que (5 - 2)! = 3! e ndo 2! como

. ~ 5!
encontrado no denominador da fragao e

Um produto de nameros naturais decrescentes e “antecessivos” nem sempre € um numero fatorial, mas
pode ser representado por uma fragdo cujo numerador e o denominador s@o nameros fatoriais.

Por exemplo, um cadeado com segredo tem frés digitos que podem ser preenchidos
pelos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Sabe que a senha desse cadeado &
formada por trés algarismos distintos.

Podemos escolher o algarismo da 1°® casa de 10 maneiras diferentes. Escothido o g7E
algarismo da 12 casa, temos 9 maneiras para escolher o algarismo da 2°® casa. Por =
fim, escolhido o algarismo da 22 casa, temos 8 maneiras de escolher o algarismo da
32 casa. O numero de possibilidades para a senha desse cadeado & dade por:

i o

10.9.8 = 720 possibilidades

um rragio de 10 eiementos iomadus 3a 3'e é iepresentaﬂb pam"‘ '

O produto 10.9.8 ndo & um namero fatorial mas pode ser escrito como uma fragdo cujo o numerador e 0
denominador sdo nimeros fatoriais. Vejal

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 10t P
e 7.6.5.4.3.2.1 e

10!
(0—3)

Nas situagbes 1 e 2, que vocé realizou anteriormente, escreva os produtos de nimeros naturais
decrescentes e “antecessivos” que vocé chegou na forma de fragio de nidmeros fatoriais.

" 4.5 9.4 I 4
s 4.3:—grded - 4l 4
Situagado 1: ) oA (4-
Stuagio2: | 5.4.»>: 243 01- 5! 5 : 5l
ituacdo 2: D o LN A4 § : A3 = O
’ AR S 21 ) (5-3)!

llustragao 27:0btencéo da fragdo com numerador e denominador formados por nimeros fatoriais atraves das
informacdes das situagdes 1 e 2
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No momento seguinte da atividade 4 os alunos devem encontrar a quantidade
de algarismos que podem ser utilizados para preencher as casas vazias, representada pela letra
n, e a quantidade de casas vazias, representada pela letra p, nas situacdes 1 e 2. O objetivo
desse momento é que os alunos encontrem uma relacdo entre os valores de n e de p com a

fracdo cujo numerador e o denominador sejam numeros fatoriais.

Relagéo entre ne p Classe 1 Classe 2
Encontraram alguma relagéo 8 12
N&o encontraram relacéo 6 2

Na classe 1, trés grupos responderam que a quantidade de algarismos
disponiveis para preencher as duas ultimas casas do telefone da situagdo 1 é n = 2, ao invés de
n = 4. Nessa classe 0s seis grupos citados na tabela acima responderam que ha alguma relacao
entre n e p com a fragdo cujo numerador e denominador sdo numeros fatoriais, mas
escreveram conclusdes confusas e algumas incompreensiveis. Na classe 2, um grupo
respondeu que ndo ha relacdo entre n e p com a fracdo embora esse grupo tenha encontrado
corretamente a fracdo de nimeros fatoriais e 0s valores de n e p das situagdes 1 e 2. Um grupo

respondeu que “O niimero de possibilidades varia de acordo com o numero de casas.”.

Nas duas situagdes vamos chamar de n o nimero de algarismos disponiveis para o preenchimento e de p
o nimero de casas vazias.

Na situacdo 1
Na situagdo 2

Vocé consegue observar, em cada situag3o, alguma relacdo enfre a fragdo com nimeros fatoriais e os
valores de ne p?

( X ) sim
( ) NAo

No caso de sua resposta ser SIM, escreva nas linhas abaixo, qual é essa relagio.
(descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)

A X et A : & 8
\\/l}- (f’\?.’,il J\Y o, (o Tamo O A y .80 - plo ,'%{—\

A o | d o 1
,L\ 0. T Yo, ouwi o xowetude = WL ; |
J ! ‘ e\
! M-v

llustragdo 28: Conjectura feita por um grupo da classe 1 das situacdes 1 e 2
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Apo6s encontrarem a relacdo entre a quantidade de elementos disponiveis para o
preenchimento das casas vazias e a quantidade de casas a serem preenchidas, ha quatro casos,
onde em cada caso 0s alunos possuem uma determinada quantidade de algarismos para
preencher, sem repeticdo, as quatro Ultimas casas dos telefones cujo prefixo é 4035.

No primeiro caso os alunos tém o conjunto A= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} para
preencherem as quatro Ultimas casas, no segundo caso o conjunto B = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}, no
terceiro caso o conjunto C = {1, 5, 6, 7, 9} e no quarto caso o conjunto D = {2, 3, 5, 8}. Para
finalizar a atividade 4, pergunta-se aos alunos se eles encontraram alguma relacdo entre o
quarto caso que é uma questdo de arranjo de 4 elementos tomados 4 a 4 com a permutacao de
4 elementos. Espera-se que os grupos utilizem a relagdo encontrada anteriormente ou utilizem
0 produto onde cada fator é a possibilidade de preenchimento em cada casa e por fim
percebam que o arranjo simples de 4 elementos tomados 4 a 4 é 0 mesmo que a permutacdo

simples de 4 elementos.

Casos A, B, CeD Classe 1 Classe 2
Acertaram 8 6
Cometeram algum erro 6 8

Na classe 1, trés grupos responderam que no caso A existem 10 possibilidades
de linhas, no caso B ha 7, no caso C hd 5 e no caso D ha 4 possibilidades. Esses grupos
pensaram que devido os conjuntos serem nomeados por A, B, C e D os elementos do conjunto
A poderiam preencher apenas a primeira casa vazia, 0s elementos do conjunto B poderiam
preencher apenas a segunda casa vazia e assim por diante, pois algumas atividades anteriores
sugerem isso. Um grupo respondeu que no caso A existem 5.670 possibilidades de linhas
telefonicas. Trés grupos responderam que ndo ha relacdo entre o arranjo simples de 4
elementos tomados 4 a 4 e a permutacdo simples de 4 elementos. Trés grupos responderam
que ha relacdo, mas dois deles responderam que o arranjo simples de 4 elementos tomados de
4 a 4 e a permutacdo simples de 4 elementos sdo iguais a 16 e um grupo respondeu que ha 8
permutacdes entre os algarismos 2, 3, 5 e 8. Na classe 2, dois grupos responderam, assim
como os grupos da classe 1, que no caso A existem 10 possibilidades, no caso B ha 7, no caso
C existem 5 e no caso D ha 4. Um grupo respondeu que no caso A existem 518.400
possibilidades de linhas telefénicas, encontrou 5.040 possibilidades no caso B, fazendo 7 !, no

caso C existem 120 possibilidades e acertou o caso D respondendo 24 possibilidades. Esse
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grupo ndo percebeu, por exemplo, no caso B, que havia 7 maneiras para preencher a primeira
casa vazia, apos escolhido o algarismo para essa casa, restavam 6 algarismos para preencher a
segunda casa vazia, e assim por diante até a quarta casa formando o produto
7 X6 x5x4 =2840. Um grupo cometeu 0 mesmo erro do grupo citado anteriormente, mas no
caso A respondeu que a quantidade de linhas telefonicas possiveis é dado por 10!. Um grupo
escreveu, nos casos B e C, o produto preenchendo apenas trés casas vazias, fazendo
7x6x5=210nocaso Be5 x4 x3=60no caso C. Um grupo encontrou na atividade
passada que uma das relacbes entre n e p com a fragdo cujo numerador e denominador
formados por numeros fatoriais é que o denominador é formado pela expressdo (n — p) e para
encontrar o total de possibilidade em cada caso subtraiu quatro do nimero de elementos de
cada conjunto respondendo que no caso A existem 6 possibilidades, no caso B existem 3
possibilidades, no caso C existe 1 e no caso D ndo existe nenhuma possibilidade de linha
telefonica que pode ser formada. Dois grupos responderam que ndo ha nenhuma relagéo entre
0 arranjo simples de 4 elementos tomados de 4 a 4 e a permutagdo de 4 elementos. Quatro
grupos assinalaram que ha relacdo entre eles, mas dois deles ndo justificaram, um grupo
respondeu “as possibilidades vdo aumentando” ¢ um grupo respondeu “Sim, a relagdo ¢ que a

soma de todos os casos da o resultado de 0 a 10”.

Escolhendo o prefixo 4035, da cidade de Braganca Paulista, determine o &
nimero todas as diferentes linhas telefonicas que podemos formar para esse 3]
prefixo (fixado), de forma que os quatro Gltimos algarismos sejam distintos. ¢ 3

40 S|

CASO A - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto A={0, 1,2,3,4,5,6,7,8e 9}.

s Te)) KOs Ao T2
Resposta:! > ONQ } st

2
2 2 1

€

SOG o
CASO B - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto B ={2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}. .

Resposta:l_—__l i o *x G { Srste=ta, T

CASO C - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto C ={1,5,6, 7, 9}.

iz S ! S %8 2 o PO

Al

CASO D - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto D ={2, 3, 5, 8}. ;‘j'

Resposta: l:] — Seed >

A

llustragdo 29: Resolugéo dos casos A, B, C e D por um grupo da classe 2.
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No CASO D acima, temos arranjos de 4 elementos tomados 4 a 4, pois as linhas felefonicas diferem uma
da outra somente pela ordem dos algarismos. Existe alguma relacdo entre a quantidade total desses
arranjos e a quantidade de permutaces de quatro algarismos?

(/) sm

( )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual & essa relagio.

/A
n F

) o5 Vi & 3 U 2 ; 3 . -
eV A\ AN "\ YO, O IO O : O 4

A ) \ S ) O A
| A = O O

7
e = -
{ Oy 32121

llustracdo 30: Conclusdo de um grupo da classe 2 sobre a relagdo entre a permutacdo simples de 4 elementos e o arranjo
simples de 4 elementos tomados 4 a 4.

8.5 CONCLUSAO E ANALISE DA ATIVIDADE 4

Observando as resolucbes e as discussdes geradas durante a aplicacdo da
atividade pude perceber que os alunos compreenderam o conceito de arranjo simples. Embora
apenas 2 grupos chegaram a conclusdo que a relacdo entre a quantidade de elementos que

podem ser utilizados para preencher as casas vazias (n) e a quantidade de casas a serem

n!

(n-p)!’

preenchidas (p) € dada pela fracéo porém quando a situacao era resolvida analisando a

quantidade de elementos que eles poderiam utilizar para preencher cada casa, a grande

maioria dos alunos compreendeu o conceito de arranjo simples.
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Capitulo 9

ANALISE E DESCRICAO DA ATIVIDADE 5

9.1 INTRODUCAO

A atividade 5 tem como objetivo responder aos alunos sobre a necessidade da
implementacdo do nono digito nos nimeros de telefones celulares da regido com cédigo de
area 11 de uma maneira simples. A ideia é que os alunos utilizem o conhecimento sobre
principio fundamental da contagem adquirido durante as atividades 1 e 2 para verificarem se a
quantidade de linhas de telefones mdveis passara de 44 milhdes para 90 milhdes. Esses
resultados séo apresentados no texto inicial da atividade 5 e foi retirado do site da Agéncia
Nacional de Telecomunicagdes (ANATEL). A atividade 5 traz também o mapa do Estado de
S&o Paulo com as distribuicGes dos codigos de area que variam de 11 a 19 e apresenta o
nome dos 64 municipios (incluindo a capital), onde os numeros de telefones celulares
sofreram o acréscimo do nono digito. Um relatorio consolidado de tecnologia também é
mostrado aos alunos indicando os nimeros de linhas de telefones celulares ativas nessa regido
nos meses de agosto e setembro de 2012 e o niumero de linhas ativas por operadora.

E apresentada uma tabela com todos os prefixos para a regido e o nimero de
linhas disponiveis para telefones celulares com oito digitos, que através de célculos ja
impressos chega a 42.060.000 de linhas.

Os itens | e Il pedem para que os alunos verifiquem se 42.060.000 representam,
aproximadamente, 95% de 44.000.000 de linhas e observando o nimero de linhas ativas na
regido no més de setembro de 2012 que €é 34.340.813, verifiquem se restam,
aproximadamente, 8 milhdes de linhas em estoque. Por fim, os alunos devem calcular o total
de linhas de telefones celular ap6s a implementacao do nono digito cujo codigo de acesso de
usuario tem o formato 9 — XXXX — XXXX.

A atividade foi aplicada para 13 duplas e 1 trio em cada sala, totalizando 28
grupos, no dia 5/04/2013 para 0 2° ano A e 2° ano B. A atividade teve duracdo de 1 aula de
50 minutos. Nessa atividade foi utilizada a calculadora para realizar os calculos de

porcentagem.
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9.2 RESUMO DA ATIVIDADE 5

A atividade 5 comeca convidando os alunos a compreenderem a alteracdo
ocorrida com os numeros de celulares da regido 11. Um texto retirado do site da ANATEL,
explica quando e onde essa mudanca ocorreu. Nessa atividade sdo apresentados, através de
dados retirados do site www.teleco.com.br, os célculos para se aproximar do nimero de linhas
disponiveis com 8 algarismos e a necessidade da expansdo do nimero de linhas de telefonia
mével na regido.

O objetivo da atividade 5 é fazer com que os alunos confrontem os célculos
realizados por eles com as informacdes fornecidas pelo site da ANATEL. O mais importante
deles é o célculo referente a ampliacdo para 90 milhdes de linhas telefénicas, resultado esse
que ¢ encontrado utilizando o Principio Fundamental da Contagem.

9.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Nessa atividade, para o célculo de porcentagem, os alunos utilizardo a

calculadora e ndo séo esperados erros.

9.4 ANALISE A PRIORI E ANALISE A POSTERIORI DA ATIVIDADE 5

Na atividade 5 espera-se que os alunos, apds observarem os céalculos
apresentados na atividade referente a quantidade de linhas de telefones celulares com 8
digitos, confrontem os resultados desses calculos com os nimeros apresentados no texto no
inicio da atividade 5. A primeira questao é sobre porcentagem, onde os alunos devem calcular
95% de 44.000.000 para encontrar o total de linhas de celulares disponiveis para a regido com
cddigo de area 11 e na segunda questdo devem subtrair o total de linhas ativas apresentada na
tabela de relatério consolidado de tecnologia no més de setembro de 2012, do total que é
42.060.000 linha telefénicas, para descobrirem o total de linhas em estoques. Por fim,
utilizando o conceito de principio fundamental da contagem, os alunos precisam calcular o

namero de linhas telefénicas que havera com o acréscimo do nono digito.
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Foto 4: Aplicagdo da atividade 5

Itens 1 e ll Classe 1 Classe 2
Acertaram 9 9
Cometeram algum erro 5 5

Nas classes 1 e 2 todos 0s erros que constam na tabela acima aconteceram no
item Il. Nesse item pede-se aos alunos que verifiguem, com o uso da calculadora, se das
linhas disponiveis (42.060.000) restam aproximadamente 8 milhdes de linhas em estoque. O
item sugere que os alunos utilizem como numero de linhas ativas o valor 34.340.813 que é
apresentado na tabela de relatorio consolidado de tecnologia. Os alunos devem encontrar o
namero de linhas em estoque subtraindo o nimero de linhas ativas (34.340.813) do niumero de
linhas disponiveis (42.060.000), ou seja, 42.060.000 — 34.340.813 = 7.719.187. Dos 10
grupos que erraram esse item 9 deles subtrairam 34.340.813 de 41.800.000 (valor que
representa 95% de 44.000.000) chegando ao valor de 7.459.187 e 1 grupo subtraiu
34.340.813 de 44.000.000 chegando ao resultado de 9.659.187 linhas telefénicas em estoque.
Pode-se verificar que houve uma dificuldade de interpretacdo ou foi feita uma leitura

superficial do item, pois o enunciado diz que o total de linhas disponiveis é 42.060.000.
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Atividade 5

Vocé deve se iembrar de que no ano de 2012 seu numero de
celular ganhou um algarismo a mais. Desde entdo vocé coloca o

algarismo 9 na frente do nimero do seu celular.

Sera que essa mudanca foi em todo o pais? Por que ocomeu essa
mudanga? Essas € outras perguntas ficaram na cabeca de muitas
pessoas que tiveram, em seus numeros de celuiares, o acréscimo

do algarismo 9.

Vamos entender melhor como e porque isso aconteceu.

O texto abaixo, retirado do site da ANATEL, nos ajudara a compreender melhor essa mudanga.

Numeros de telefones mdveis da drea 11 terdo nove digitos a partir de domingo 27 de Julho de 2012

Os nimeros dos =
telefones moéveis dos 64 ! =
municipics da drea 11 j
receberdo um digito a mais a s z
partir de 29 de julho de 2012. Sera acrescentado o digito
"9" a esquerda de todos os nimeros atuais, que
passardo a contar com o formato 9XXXX-XXXX. A area
11 abrange grande parte do Estado de Sao Paule, como
a capital e os municipios integrantes de sua regide
metropolitana. Com a medida, a capacidade de
numeracgéo da area 11 aumentara de 44 milhoes para 90
milhdes de nimeros. Atualmente, ha 34,2 milhdes de
acessos moveis ativos e oito milhdes em estoque nas

i
=

prestadoras. Desta forma, 95% dos ntimeros possiveis
na area 11 foram atribuidos e 77% estdo em uso. O
nono digito ndo seré adicionado aos nimeros utilizados
em servigos que utilizam operagdes tipo despache, ou
seja, conexdo direta via radio. Por um tempo
determinado as ligacdes com 8 digitos ainda serdo
completadas, para adaptagdo das redes e usuarios.

llustragdo 31: Texto informativo retirado do site da ANATEL sobre a implementagéo do 9° digito nos nimeros de

Gradualmente, haverd intercepiages e os usuarios
receberdo mensagens com orientacdes sobre a nova
forma de discagem. Apds esse periodo, as chamadas
com 8 digitos ndo serdo completadas. O nono digito
deve ser acrescentado, no momento da discagem, por
todos os usudrios de telefone fixo e movel que ligam
para telefones méveis da area 11, independentemente
da sua area de origem. Ou seja, quem ligar de outros
Estados para celulares da drea 11 também devera
marcar os nove digitos para que a chamada seja
completada. O assunto foi tema de entrevista coletiva do
gerente de Acompanhamentc e Conirole das
Obrigacdes de Interconexdo da Anatel, Adeilson
Evangelista Nascimento, no Escritério Regional da
Agéncia em S3o Paulo.

Fonte:
hitp://wwew.anatel. gov. bi/Partal/exibirPortalPaginaEspecialPesquisa.do
?acao=&tipoConteudoHtmi=1&codNoticia=26182 acessado em :20 de
outubro de 2012

telefones celulares da regido com cddigo de area 11
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Comegzsdos com Comegados Come@;!os com Comegadoscom Comegadoscom
8 9

5020 6011-6999 7011-7699 8010-8999 9100 — 9999
5023 7909
5028 7922
5030 7950 - 7999
5037-5040
5043
5047 — 5048
5050
5057
5059
5064
5075-5076
5100-5101
5104
5106-5109
5113-5114
5116-5170
5172-5179
5190
5192-5211
5214-5324
5329 — 5500
5520
5530
5540
5550 — 5552
5554 — 5559
5569
5700 - 5810
5813
5815
5900-5903
5905
5910 — 5919
5930
5935 — 5937
5940 — 5969
5980 — 5999

Na tabela abaixo, vocé pode ver todas as possibilidades de linhas de telefones celulares comegados em 5,
6,7,8e9.

Nimeros iniciados com o algarismo Quantidade de linhas
5 5 860 000
6 9890 000
7 7 410000
8 9 900 000
9 9 000 000
Total 42 060 000

No trecho do texto “Atualmente, ha 34,2 milhdes de acessos moveis ativos e oito milhdes em estoque nas
prestadoras. Desta forma, 95% dos mimeros possiveis na drea 11 foram atribuidos e 77% estdo em uso.”
Verifique, com a ajuda de uma calculadora:

l. se 95% das linhas possiveis, ou seja, 95% de 44 000 000 representa, aproximadamente,

42060000. o oy 00O x G5 = ¢ (80 000.0X0 =00 = 41 800. 000
m@xmn«m oo™ | ORI &
~eandds 4D, -060. A0
1. se das linhas disponiveis que sdo 42 060 000, restam aproximadamente 8 milhdes de linhas

em estoque. (Sugestdo: Verifique o total de celulares afivos na tabela de Relatério
consolidado de Tecnologia no més de setembro de 2012).

$0 060 000 =~ 4.D%0.1d= FHA, 189

QP X~ mo,a’mwwrz ‘/A

llustragdo 32: Confrontando informagdes do texto com os calculos.
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Nos celulares da regido de area 11, os nimeros tém o seguinte formato:
A i) < i») c z (G H B

9 =

& = =
Vamos chamar de 4 o conjunto formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a 12 casa, de
B o conjunto formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a 22 casa, de € o conjunto dos
algarismos que podemos usar para preencher a 32 casa, e assim por diante até a ultima casa que
chamaremos de conjunto I formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a Ultima casa.

Logo fica:
A={9}
B={1,2,3,45,6,7,8,9}
€={01,2,3,45,6,7,8,9}
D =1{01,2,3,4,56,7,8,9}
E =4§01,2,3,4.5,6,7,8,9}
F={01,2,3,4,56,7,89}
¢={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
H=1{01,2,3,4,5,6,7,89}
I'=1{01,2,3,45,6,7,8,9}

O algarismo zero ndo pertence ao conjunto B, pois se a primeira casa € 0 9 e a segunda é o zero fica
90 e esse € um coédigo de ligagdo & cobrar e ndo e ser utilizado como inicio de nimero de telefone
Celular - e

——

Determine entéo:

n(4) = { aB)=| 9 @) ={ O | a@=| (0

-~

nE)=| 1O n(F)=| O nG)=| 79 | nH)= {0 ah=| 410

O numero de linhas de telefones celulares que podemos formar com nove digitos, é dado por:
n(AxBxCxDxExFxGxHxI).

Determine

n(AxBxCxDxExFxGxHxD=|9 x 0%  GO. 000.200

Esse resultado encontrado é o mesmo que o citado no texio (90 milhdes de linhas)?

(><) SIM
( ) NAo

llustragdo 33: Célculo para encontrar a capacidade de linhas telefnicas na regido apds a implementacédo do 9° digito
realizado por um grupo da classe 1
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Verificando a ampliagdo

e : Classe 1 Classe 2
para 90 milhdes de linhas
Acertaram 14 14
Cometeram algum erro 0 0

9.5 CONCLUSAO DA ANALISE DA ATIVIDADE 5

O objetivo dessa atividade é que os alunos utilizem o principio fundamental da
contagem para compreenderem o motivo de adicionar um algarismo nas linhas telefénicas da
regido de codigo de area 11. De acordo com as analises da atividade 5 pode-se concluir que o
objetivo da mesma foi atingido, pois os alunos ja haviam percebido, nas atividades anteriores,
que o produto entre a quantidade de algarismos que podem ser usados para preencher cada
casa vazia resulta no total de linhas telefénicas que podem ser formadas. Embora o resultado
do produto 9 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 seja simples de ser resolvido, o uso da

calculadora fez com que ndo houvessem erros de calculos.
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Capitulo 10

CONSIDERACOES FINAIS

Nessa secdo gostaria de fazer uma avaliacdo da metodologia utilizada para
desenvolver os conteidos de analise combinatéria e apresentar algumas opinides dos alunos
submetidos a aplicacdo da sequéncia didatica com o intuito de observar quais foram os pontos
mais relevantes para eles, o que ficou dessa atividade. A intencdo € saber se nossos objetivos
tragados no inicio foram alcangados.

10.1 AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA PELOS ALUNOS

Foi solicitado aos alunos que ao final da atividade 5 escrevessem de modo
informal sobre o que eles aprenderam com a sequéncia didatica aplicada. N&o foi seguido
nenhum roteiro de perguntas para que os alunos fossem respondendo, ficando em aberto para
responderem com maior liberdade.

Muitos alunos julgaram as atividades faceis de serem realizadas, mas relataram
que ficaram muito preocupados, pois as respostas eram muito Obvias e que poderiam ser
“pegadinhas”. Outros escreveram em seus relatos que perceberam que a sequéncia didatica
apresentava crescente grau de dificuldade, e que para superarem tais dificuldades utilizaram
0S conceitos matematicos que aprenderam nas primeiras atividades dessa sequéncia.

Alguns alunos relataram que descobriram um modo mais eficiente de encontrar
o total de possibilidades, onde bastava multiplicar a quantidade de op¢des de escolha em cada
situacdo. Falando em possibilidades, varios alunos, durante o relato, escreveram no lugar de
possibilidades a palavra probabilidade. Como tal contetdo ainda ndo foi desenvolvido com
eles no Ensino Médio, os mesmos imaginam que probabilidade e possibilidades sejam
sinbnimos.

Em diversos relatos os alunos citam a frase “tivemos que utilizar nosso proprio

b

raciocinio para realizar as atividades...”. Eles perceberam que a atividade buscava a
autonomia deles para a resolucéo das situagdes-problemas. O recurso mais eficiente para eles

disponivel no momento era a discussdo com os integrantes do grupo, ficando nitida durante a
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aplicacdo a preocupacdo de cada um na argumentacdo, de modo que o0 outro entendesse seu
raciocinio e fosse convencido de que seu pensamento era mais coerente. Alguns alunos
escreveram sobre as discussdes geradas e que elas contribuiram para o aprendizado deles.

A grande maioria dos alunos citou que foi interessante saber o motivo que
levou a implementacdo do nono digito nos nimeros de telefones celulares, pois simplesmente
tinham percebido a mudanca, mas ndo sabiam que era para ampliar o nimero de linhas de
celulares. Escreveram também que a matematica envolvida para descobrir a quantidade de
linhas de telefonia mdvel ap6s a implementagdo do nono digito era muito simples.

Alguns alunos escreveram que embora as atividades fossem interessantes, eram

muito cansativas e em determinados momentos apareciam questdes repetitivas e confusas.

10.2 AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA PELO PROFESSOR

Os alunos quando submetidos a uma metodologia de ensino diferente da
convencional ficam inseguros necessitando perguntar ao professor se seus raciocinios estao
corretos.

Quando estudamos as teorias das situacOes didatica de Brousseau, mais
precisamente sobre situacOes adidaticas, vemos que os alunos se sentiram “provocados” com
as situacdes-problema presentes na sequéncia didatica e isso fez com que eles ficassem mais
motivados para realizarem as atividades. Era nitida a concentracdo dos alunos e o
envolvimento que eles tiveram com as atividades. Os alunos, durante as atividades,
comegaram a Se preocupar mais com a leitura das situacbes para que ndo houvesse
interpretacdes equivocadas. Esses pontos citados foram determinantes para o bom
desenvolvimento da aplicacdo das atividades.

No inicio da aplicacdo os alunos estavam inseguros para realizarem esse tipo
de atividade, pois suas resolu¢ées ndo tinham a aprovacgéo ou reprovacdo do professor. Com o
decorrer da aplicacdo eles foram percebendo que o professor iria intervir o minimo possivel e
gue a dinamica da aula estava focada na autonomia deles. Gradativamente as perguntas feitas
ao professor iam diminuindo e as discussdes entre os integrantes dos grupos iam aumentado.

E claro que, embora os alunos comecassem a ser mais autdnomos, as dividas
ainda persistiam o que mostra outro ponto positivo da metodologia utilizada, pois eu

conseguia realizar uma avaliacdo continua identificando com maior precisdo as dificuldades
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dos grupos, que eram desde a interpretacdo da questdo até conjecturas erradas. Essas
dificuldades foram percebidas também quando fiz a anélise qualitativa dos erros.

Os pontos positivos que posso destacar da metodologia incluem o
envolvimento da sala de aula com as atividades, as discussbes e o aperfeicoamento das
argumentacdes dos alunos, a autonomia criadas por eles, é criado um espaco que facilita
detectar as dificuldades dos alunos e fazer as intervengGes imediatamente.

Espero com esse trabalho deixar aos colegas professores um material sobre
analise combinatéria que me auxiliou muito no desenvolvimento desse contetdo. Posso
concluir que, embora existissem alguns alunos que ndo conseguiram realizar com sucesso
todas as atividades da sequéncia didatica, os objetivos tracados no inicio deste trabalho
relacionados a construcdo dos conceitos de principio fundamental da contagem, permutacdo

simples, arranjo simples e nimero fatorial foram atingidos.
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e m Centro Educacional SESI 012 — Braganga Paulista

Nomes: Ne_ , 22Ano-___ EM

Data: / / Nome do Professor:

Atividade 1

Maria e José sdo amigos que ndo se viam ha muitos anos. Para manter
contato, Maria e José anotaram o numero de celular um do outro. Na hora de
Maria ligar para José ela percebeu que havia um algarismo borrado, sem a
menor chance de identificar o algarismo. E José percebeu que no nimero de
Maria haviam dois algarismos borrados, também sem a chance de identifica-

los. Seguem abaixo as anotac¢des feitas por Maria e José:

e ’ 7 // e
CicFone  DE JBSF N R
23951- O 495 3951 - 43!

a) Nos guadrados abaixo esta escrito apenas um dos possiveis nimeros do celular de José (3951 - 0045).

Vamos completar os demais quadrados para encontrar as outras possibilidades para o numero do telefone

dele:

IR IR IR IR RS
ajajajjajjaljla

W (W W|[[W]||w]]|w
O (o|]|lo|[©]||lw]||®
[ | |- | -] -
I
=NIE-RIN-RIE-NIN-RAN-]

I
ollo|le||e|le]||e

| e |k | | e -

ajajjajjajjalla

WV W[ W]||w||lw
V||V||v||v]||lV]||®

hih[(d]D]A]]D
ajfajjaljo|lalla

ajajfajfajjal|le

Quantos numeros diferentes de telefone vocé encontrou?

107



b) Vamos encontrar, assim como feito para o telefone de José, os possiveis numeros de telefone da Maria.

Quantos numeros diferentes existem, tal que o ultimo algarismo seja o zero?

3

9

5

4

2

0

Quantos numeros diferentes existem, tal que o Gltimo algarismo seja o 1?

3

9

5

4

2

Quantos numeros diferentes existem, tal que o Ultimo algarismo seja o 2?

3

9

5

4

2

2

Quantos numeros diferentes existem, tal que o Ultimo algarismo seja 0 3?

3

9

5

4

2

3
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Quantos numeros diferentes existem, tal que o ultimo algarismo seja o 4?

3||9]|5]||1]|—

4

2 -

Quantos numeros de telefones diferentes podemos encontrar, tal que o ultimo algarismo seja 5, 6, 7, 8, ou

9?

[3]le](s]l1]-[a](2] ][5]
[3]le][s][1]-[a](2] ][s]
[3]le][s][1]-[a](2] ][s]
[3]le](s]l1]-[a](2] ][5]
[3]le](s]l1]-[a](2] ][5]
[3]le][s][1]-[a](2] ][s]
[3]le](s]l1]-[a](2]_][5]
[3]le][s][1]-[a][2] ][s]
[3]le](s]l1]-[a](2] ][5]
[3]le][s][1]-[a](2] ][s]
[3][e][s][1]-[a](2] ][5]
[3]le](s]l1]-[a](2]_][s]

Resposta:

[3)[e](s]l1]-[a](2] ][8]
[3][e]ls][1]-[a]l2]_I(8]
[3)(e]ls](1]-[a](2] (8]
[3]le](s](1]-[a](2] (8]
[3][e]ls]l1]-[a]l2]_I(8]
[3)le](s]l1]-[a][2] (8]
[3lle](s]1]-[a](2] (8]
(3](e]ls]l1]-[a)2] V8]
[3)le][s] 1]-[a](2] [[8]
[3lle](s]1]-[a](2] (8]
(3][e]ls]l1]-[s]2] V8]
[3)le](s]l1]-[a](2][ ][8]

Resposta:

Quantos numeros diferentes de telefone vocé encontrou no total para o nimero de Maria?

3)le (sl 1]-[a](2] (6]
(3]le](s][1]-[](2] ][6]
(3]le](s][1]-[a](2] ][6]
3)le](s][1]-[a](2] ][]
3)le (sl 1]-[a](2] (6]
(3]le](s][1]-[](2] ][6]
3]s ](s]l1]-[a](2][_][€]
[3]le][s][1]-[][2] ][6]
(3]le](s)[1]-[«][2]_][6]
(3]le](s][1]-[](2] ][6]
(3]le][s][1]-[«][2] (6]
[3]le]ls]l1]-[a](2][_][6]

Resposta:

[3]le](s][1]-[a](2] ][9]
[3]le](s][1]-[a][2] ][9]
[3)le](s][1]-[a][2] ][9]
[2lle](s][1]-[a](2] ][9]
[3](=](s][1]-[s][2]][2]
[2)le](s][1]-[a](2] ][9]
[3lle](s]l1]-[a](2] ][9]
[3][=](s][2]-[2](2]_][2]
[3][e][s][1]-[a][2] ][9]
[3lle](s]l1]-[a](2] ][9]
[3][e][s][1]-[a][2][ ][9]
[2]le](s][1]-[a](2]_][9]

Resposta:

3lle)ls]l1]-[a](2] ][7]
[3lle][s][1]-[a][2] ][7]
[3)le][s][1]-[a][2] ][7]
[3)le)(s]l1]-[a](2] ][7]
3lle]ls]l1]-[a](2] ][7]
[3lle][s][1]-[a][2] ][7]
[3lle](s]1]-[a][2]_][7]
[3][e][s][1]-[a][2] ][7]
(3]s ][s][1]-[a](2][ ][7]
[3lle][s][1]-[a][2] ][7]
[3]le][s][1]-[a][2] ][7]
[3lle]ls]1]-[a](2]][7]

Resposta:
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Vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a
72 casa do numero do telefone de Maria e de n(4) o niumero de elementos do conjunto A. Da mesma
forma, vamos chamar de B o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a

82 casa e de n(B) o numero de elementos do conjunto B.

Determine os conjuntos A e B.

A
B

~

Quais séo os valores de n(4) e n(B)?

n(A) = n(B) =

A tabela abaixo apresenta todas as possibilidades para as duas Ultimas casas do telefone de Maria que
vocé completou anteriormente. Essa tabela representa A x B (Ié-se: A cartesiano B), ou seja, 0 conjunto
formado por todos os pares ordenados (X,y) tal que x é elemento de A e y é elemento de B.

Assim, n(A x B) é o nimero de pares ordenados de A x B.

Opcdes de algarismos para a 82 casa (Conjunto B)

(Conjunto A)

Opcodes de algarismos para a 72 casa

Contando-se os nimeros de pares ordenados da tabela acima obtemos n(4 x B) =
Existe alguma relacéo entre n(4A x B) com n(A) e n(B)? ( ) SIM ( ) NAO
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c)

d)

No caso de vocé ter respondido SIM, escreva, em poucas palavras, nas linha abaixo, qual € essa relacao.

Maria se lembra de que o algarismo borrado da anota¢do do numero do telefone de José € par. Abaixo
esta escrito um provavel nimero do telefone de José que € o nUmero 3951 - 0045. Quais seriam as outras
possibilidades para o telefone dele?

3|19 —| 0|0

1

1|—| 0
1/—| 0
1 0

W)W

I
olle|le||le
NEIENIES

O|o||lw]||w
Qujfea||n||n

|||
LR IIE IS

3|9
3||9
3|19

Quantos numeros diferentes de telefone vocé encontrou?

Vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a
62 casa do numero do telefone de José e de n(4) o nimero de elementos do conjunto A. Escreva o

conjunto A e determine n(A).

A= { } n(4) =
O numero de elementos de A, ou seja, n(4) é a mesma quantidade de nimeros diferentes de telefones
gue vocé encontrou? () SIM (  )NAO

José se lembra de que os algarismos dos numeros borrados de Maria sdo impares. Abaixo esta escrito

apenas uma possibilidade para o numero do telefone dela. Vamos encontrar todas as outras

possibilidades?

L3 lol[sil1]-[all2][1][] L3lefisilr]-[a]l2]] I |
Laloflsilr]-[all2]l | | Lsllelisi{1]-[allz] |[ |
[3l(ellsi{1]-[all2] ][ | Lledisi{1]-[allz] |[ |
Lelolfsilr]—-[all2]l [ | Ldlelisilr]-[a]l2]] J[ |
[3loflsil1]-[all2]l | | Lallelisi{t]-[allz] |[ |
Laleflsilr ][]z I | L3lefisilr]-[all2]] I |
[3lfells|{t]-[all=2] | | Lsllelisi{1]-[allz] |[ |
Lelolfsilr]-[all2]] [ | Lledisi{1]-[allz] |[ |
Lleflsilr ][]z I | L3lefisilr]-[a]l2]] J[ |
[3][ells][1]-[a][=2]] [[ | Lsllellsi{t]-[allz] |[ |
L3lofisir]-[all2]l | | [ellellsi{1]-[allz] |[ |
[3llells|{1]-[all2] |[ | Lledisi{1]-[allz] |[ |
L3 lelfsi]—-[all2] [ | Ldlelisilr]-[a]l2]] J[ |
L3jlofisir]-[all2]l | | 0N I | N I e
[sllells|{1]-[all2] ][ | Llleisilt]-[allz][ |[ |




Quantos numeros diferentes de telefones vocé encontrou?

Vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a
72 casa do numero do telefone de Maria e de n(4) o nimero de elementos desse conjunto. Vamos chamar
de B o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a 82 casa e n(B) o
namero de elementos do conjunto B.

Descreva os conjuntos A, B e determine n(4) e n(B).

A ={ } n(4) =

B ={ } n(B) =

Preencha a tabela de dupla entrada abaixo para encontrar A x B, sabendo agora que as duas Ultimas
casas do telefone de Maria séo impares.

Opcdes de algarismos para a 82 casa (Conjunto B)

paraa 72casa
(Conjunto A)

Opcoes de algarismos

Temos que n(AxB) =

Existe alguma relacdo entre n(A x B) com o nimero de elementos de cada conjunto, n(A4)e n(B)?
( )SIM ( )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual € essa relagéo.

e) Vamos analisar agora outra situacdo. Nesse caso temos trés casas de um telefone que estéo ilegiveis.
Sabemos que a 52 casa pode ser preenchida pelos algarismos 1, 2 e 3, sabemos também que a 72 casa

pode ser preenchida pelos algarismos 4 e 5. E por fim, a ultima casa pode ser preenchida pelos
éqf—)ﬁ"(a"’ 112

algarismos 6, 7, 8 e 9.



Nos retadngulos abaixo aparecem duas possibilidades para o numero do telefone. Complete os demais
retangulos com as possibilidades restantes dentro das condi¢Ges estabelecidas para cada digito borrado.

3951 - 1946 3951 - 1947 3951 - 3951 - 3951 -
3951 - 3951 - 3951 - 3951 - 3951 -
3951 - 3951 - 3951 - 3951 - 3951 -
3951 - 3951 - 3951 - 3951 - 3951 -
3951 - 3951 - 3951 - 3951 - 3951 -
3951 - 3951 - 3951 - 3951 - 3951 -

Quantos numeros diferentes de telefones vocé encontrou?

Dentro das condi¢des estabelecidas, vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem
ser usados para preencher a 52 casa e de n(4) o nimero de elementos desse conjunto. Vamos chamar de
B o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a 72 casa e n(B) o nimero
de elementos do conjunto B. E por fim, vamos chamar de C o conjunto formado pelos algarismos que
podem ser usados para preencher a 82 casa e n(€) o niumero de elementos do conjunto C. Determine os

conjuntos A, B, C e o nimero de elementos de cada um deles.

A={ } e n(4) =

C={ } e n(C) =

B={ }e n(B) =

Ax BxC é o conjunto formado por todas as ternas ordenadas (x,y,z), tal que x é elemento de 4, y é

elemento de B e z € elemento de C. Por exemplo, a terna ordenada (1, 4,6) € uma solucéo para o telefone

j\’iﬁi’%}hlg

A954- 1946

Encontre todas as ternas ordenadas de A x B x C.

gue fica da seguinte maneira:

C . ). ) . . )yjc.. ). ). o )Cc. )
Cc . .. ). ). ). ). o ){C.. )
C . ). ) . ). ). ). o )C.. )
Cc . ). ) . . H)jc.. ). ). o )C.. )
Cc . ). ). . )jc.. ). ). o ){C.. )
n(AxBxC)=
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Existe alguma relacdo entre o niumero de elementos de cada conjunto, ou seja, n(4),n(B) en(C),e o
namero de linhas de telefones que vocé encontrou que € representado  por
n(AxBxC)? ( )SIM ( )NAO

No caso de sua resposta ter sido SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual € essa relacao.

Vamos entdo pensar no seguinte caso:

Imagine um ndamero de telefone com n casas, como mostra a figura abaixo, tal que os algarismos que
podem ser usados para preencher a 12 casa pertencem ao conjunto A; (ndo vazio) e que tem
a; elementos, os algarismos que podem ser usados para preencher a 22 casa pertencem ao conjunto
A, (ndo vazio) e que tem a, elementos, os algarismos que podem ser usados para preencher a 32 casa
pertencem ao conjunto A; (ndo vazio) e que tem az elementos, e assim por diante até os algarismos que
podem ser usados para preencher a n-ésima casa que pertencem ao conjunto A, (ndo vazio) e que tem

a, elementos.

12 casa 2% casa 3? casa 4? casa 5% casa 6? casa n=gesima casa

Sabemos que
n(4;) = a; (ndmero de elementos de A,)

n(4,) = a, (ndmero de elementos de A4,)

n(43) = az (ndmero de elementos de A3)

n(4,) = a,, (nUmero de elementos de 4,,)
O numero total de telefones diferentes que podemos formar nessa situagéo é dado por:
n(A;x A,x Azx ... X A4y).

Existe alguma relacdo entre n(A;x A,x A3x ...x A,) com n(4;),n(4;),..,n(4,)? ( ) SIM ( )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual € essa relagédo.
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== m Centro Educacional SESI 012 — Braganca Paulista

Nomes: Ne_ ,  22Ano-___ EM
Data: / / Nome do Professor:

Atividade 2

Na cidade de Braganca Paulista, interior de S&do Paulo, situada a 88 km da capital, os prefixos de
telefones residenciais e comerciais séo: 2247, 2473, 3404, 4031, 4032, 4033, 4034, 4035, 4481, 4603 e

4892.

Nesse item vamos analisar quantos niumeros de telefones podemos formar utilizando apenas os prefixos

4031, 4032, 4033, 4034 e 4035.

4103 —

Vamos chamar de A o conjunto dos algarismos que podem ser usados para preencher a 42 casa, de B o

conjunto de algarismos que podem ser usados para preencher a 52 casa, de C o conjunto formado pelos

algarismos que podem ser usados para preencher a 62 casa, de D o conjunto formado pelos algarismos

gue podem ser usados para preencher 72 casa e por fim, de E o conjunto formado pelos algarismos que

podem ser usados para preencher a 82 casa.

A= { } e n(4) =
B = { } e n(B) =
C={ } e n(C) =
D={ } e n(D) =
E={ } e n(E) =

A quantidade de linhas telefénicas é representada por n(Ax B x C x D x E). Entéo,

n(AxBxCxDxE) =

Quantas linhas telefénicas diferentes podem ser formadas?
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Das linhas telefénicas que vocé encontrou acima, exclua as que tém os quatro dltimos algarismos iguais a

zero. Quantos numeros de telefones ha nesse caso?

Resposta:

(descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)

Quantos numeros de telefones diferentes podemos formar para cada prefixo, excluindo a possibilidade

dos quatro ultimos digitos serem zero?

Resposta: (descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)

b) Agora que vocé ja sabe quantas linhas telefénicas ha para cada prefixo, determine quantas linhas de
telefone fixo podem ser formadas na cidade de Braganca Paulista de forma que ndo existam nimeros de

telefones com os quatro ultimos digitos com o algarismo zero.

Resposta: (descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)
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== m Centro Educacional SESI 012 — Braganca Paulista

Nomes: Ne_ ,  22Ano-___ EM

Data: / / Nome do Professor:

Atividade 3

Vamos supor que o numero do telefone de Maria, do exercicio 1, seja:

jﬁ%ﬂf, oz ///ﬁ cf(/m

39514213

nokia — p (| |)

—-

O Codigo de Acesso de Usuario é formado por . )
Para a Agéncia Nacional de

Telecomunicagbes
(ANATEL), o nimero do
celular de Maria 3951 — 4213

[N8N7N6N5+N4_N3N2N1]. é chamado de
Cédigo de Acesso de Usuario

As quatro primeiras casas, NgN,NgNs, representam o prefixo e as quatro ‘
. ANATEL

ultimas, NyN3N, N, representam a linha telefénica da pessoa.

No caso do numero de Maria, temos:

Ng N, N¢ N5 Ny N3 N, N4

3 9 5 1 4 2 1 3

Daqui para frente pretendemos estudar um outro tépico de contagem.
Vamos utilizar, para nosso estudo, apenas as quatro Ultimas casas do telefone de Maria (4213), ou se€ja,

N,N3;N,N4, nimeros esses que definem a linha telefénica, pois 0s quatro primeiros constituem o prefixo.

Utilizando os cartbes distribuidos pelo professor com os algarismos 1, 2, 3 e 4 nas cores vermelha e azul,

e o tabuleiro vamos solucionar os seguintes problemas:
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Com N, =4, N3 = 2 e N, =1, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos
organizar NyN3N,N; completando N; com o algarismo 3 ao lado?
N, N; N, N,

Resposta:

Com N, =4 e N3 = 2, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos organizar
N4N3N,N,; completando N, e N; com os algarismos 1 e 3 ao lado?
N, N3 N, N4

Resposta:

Com N, = 4, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos organizar Ny4N3N, N
completando N3 N, e Ny com os algarismos 1, 2 e 3 ao lado?

Ny N3 N, N4

Resposta:

Problema Proposto

Com as quatro casas vazias, como mostra a figura abaixo, de quantas maneiras distintas podemos formar

N4N3;N,N; completando-os com os algarismos 1, 2, 3 e 4 ao lado?

Resposta:
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Vamos analisar o Problema Proposto acima.
Para atingir esse objetivo vamos utilizar os cartbes distribuidos pelo professor.

1° casa 2° casa 3" casa 4° casa

Vocé deve preenché-las com os algarismos distintos abaixo.

Vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a 12 casa.
Uma vez escolhido o algarismo da 12 casa, vamos chamar de B o conjunto formado pelos algarismos
restantes que podemos usar para preencher a 22 casa. Uma vez escolhido o algarismo da 22 casa, vamos
chamar de € o conjunto formado pelos algarismos restantes que podemos usar para preencher a 32 casa.
E por fim, escolhido o algarismo da 32 casa vamos chamar de D o conjunto formado pelo algarismo

restante que podemos usar para preencher a 42 casa.

De acordo com as informagdes acima, determine o conjunto 4 e n(A).

A=A } n(4) =

O conjunto B depende do algarismo que escolhemos para a 12 casa, por exemplo, se escolhermos o
algarismo 3 para a primeira casa, 0 conjunto B sera B = {1, 2, 4}. Quais sdo as outras maneiras que

podemos escrever 0 conjunto B?

B ={ } B ={ }
B={ } B ={ }
B={ } B ={ }

Em qualquer situacédo, podemos afirmar que n(B) =

O conjunto € depende dos algarismos que escolhemos para a 12 casa e para a 22 casa, por exemplo, se
escolhermos o algarismo 2 para a primeira casa e 0 algarismo 4 para a segunda casa temos que o0
conjunto € ={1, 3}

Quiais sao as outras maneiras que podemos escolher o conjunto C?

C={ } C={ }
C={ } C={ }
C={ } C ={ }

Em qualquer situagdo, podemos afirmar que n(C) =
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O conjunto D depende dos algarismos que escolhemos para a 12 casa, para a 22 casa e para a 32 casa,
por exemplo, se escolhermos o algarismo 4 para a primeira casa, o algarismo 1 para a segunda casa e 0
algarismo 3 para a terceira casa temos que o conjunto D = {2}.

Quais sao as outras maneiras que podemos escolher o conjunto D?

D={ } D ={ }
D={ } D ={ }
D={ } D ={ }

Em qualquer situagdo, podemos afirmar que n(D) =

Temos que n(AxBxCxD) =

Existe alguma relacdo entre 0 nimero de maneiras distintas que vocé encontrou no Problema Proposto
acima e os n(4),n(B),n(C)en(D)? ( )SIM ( YNAO
No caso de sua resposta ser sim, escreva, nas linhas abaixo, qual é essa relagéao.

Para simplificar a resposta vocé poderia ter escrito o algarismo 4 seguido do ponto de exclamagéo,

4! (Ié-se: “quatro fatorial”).
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== m Centro Educacional SESI 012 — Braganca Paulista

Nomes: Ne_ , 22Ano-__ EM
Data: / / Nome do Professor:

Atividade 4

O que acontece, com muita frequéncia, entre as pessoas que tentam
guardar o numero de telefone de cabeca é esquecerem-se da ordem dos
algarismos ou mesmo ficar na divida se um determinado algarismo aparece
no numero do telefone ou nao.

Na correria do nosso dia-a-dia, quem nunca tentou registrar um numero de
telefone de cabeca, mas depois, na hora de passar para a agenda do celular
ou mesmo em um papel, se pergunta: “qual era mesmo a ordem dos
nameros?”, “o Ultimo algarismo era 3 ou 5?”.

Sao nessas horas que acontecem as ‘“ligagbes por engano” que,
dependendo do humor de quem esta do outro lado da linha, ndo sdo nada
boas.

Iremos analisar agora duas situacoes.

Situacédo 1

Uma pessoa tentou memorizar um nimero de celular, como mostra a figura abaixo, mas esta com duvidas
guanto aos dois Ultimos algarismos. Ele estd em dlvida se eram os algarismos 3, 4, 6 ou 8 que apareciam
nas duas Ultimas casas, mas se lembra que os dois Ultimos algarismos eram distintos, ou seja, ha sétima e
na oitava casa 0s algarismos nao eram iguais.

9|l 4| 5|6 |—|7 ]| 5| %2 | ?

Nossa intengédo nédo € descobrir o nimero esquecido, mas sim verificar quantas linhas telefénicas podem
ser formadas com os algarismos 3, 4, 6 e 8 preenchendo, sem repeticdo, apenas as duas ultimas casas.

Quantas linhas telefénicas podem ser formadas tal que o Ultimo algarismo seja 0 3?

94| 5|6 |-|7]| 5 3
9 4 5 6 |—| 7 5 3
9 4 5 6 |—| 7 5 3
9 4 5 6 |—| 7 5 3
9| a4 5|6 |—-| 7| 5 3 Resposta:
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Quantas linhas telefénicas podem ser formadas tal que o Ultimo algarismo seja o0 4?

9

a4

5

6

7

5

4

bbb H

ajajfa|a

o|lo|leo|o

7
7
7
7

5
5
5
5

Bl (&P

Resposta:

Quantas linhas telefénicas podem ser formadas tal que o Gltimo algarismo seja o 6?

O|lw|]|Ow]|w]|©

R I I |

ajlajjailjn|a

||| ®

N N[N NN

afaijfa|al|la

Resposta:

Quantas linhas telefénicas podem ser formadas tal que o Ultimo algarismo seja o 8?

9 4 5 6 [—| 7 5 8
9 4 5 6 [—| 7 S 8
9 4 5 6 [—| 7 5 8
9 4 5 6 [—| 7 5 8
9 4 5 6 [—| 7 5 8

Quantas linhas telefénicas diferentes vocé encontrou no total?

Resposta:

Resposta:

Analisando a mesma situacdo, vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser
usados para preencher a sétima casa e de n(4) o numero de elementos desse conjunto. Uma vez
escolhido um algarismo para a sétima casa, vamos chamar de B o conjunto formado pelos algarismos
RESTANTES que podem ser usados para preencher a oitava casa e de n(B) o numero de elementos

desse conjunto.

Determine o conjunto A e n(4).

n(4) =
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O conjunto B depende do algarismo que vocé escolheu na sétima casa, por exemplo, caso vocé tenha
escolhido para a sétima casa o algarismo 8, entéo o conjunto B = {3, 4, 6}

Quais séo as outras possibilidades para o conjunto B?

T W W
Il

~ e
[
o]
~—
[

Em qualquer situagéo, podemos dizer que n(B) =

Existe alguma relagdo entre o numero de linhas telefénicas diferentes que vocé encontrou (que sera
chamado de n(4 x B)) com os valores de n(4) e n(B)? ( )SIM ( ) NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual é essa relagao.

Observe gque da quantidade de linhas telefénicas (cujo prefixo é 9456) que vocé
encontrou apenas uma é a correta, ou seja, 0 humero esquecido. Por isso a

chance de fazer uma ligacdo por engano é muito grande.

Situacédo 2

Vamos analisar outra situacdo. Uma pessoa, dirigindo seu carro, observou um !
outdoor que mostrava um numero de telefone de seu interesse. Como estava ‘
ao volante, ela registrou o nimero de cabeca. Na hora de ligar para o local,
essa pessoa nao se lembrava dos trés ultimos digitos, como mostra a figura
abaixo, ela esta em davida, porém, os Unicos possiveis algarismos sao 4, 6, 7,
8 e 9 a serem colocados nas casas vazias. Essa pessoa se lembrava de que
0s trés ultimos algarismos eram distintos.

BATTLEF{ELD3

T 1S

O(15((6(|7|—-|1(2|?2] ?

Vamos chamar de A o conjunto formado pelos algarismos que podem ser usados para preencher a sexta
casa e de n(4) o numero de elementos desse conjunto. Uma vez escolhido um algarismo para a sexta
casa, vamos chamar de B o conjunto formado pelos possiveis algarismos restantes que podem ser usados
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para preencher a sétima casa e de n(B) o numero de elementos desse conjunto. E por fim, chamaremos
de C o conjunto formado pelos possiveis algarismos restantes que podem ser usados preencher a oitava
casa e de n(€) o niumero de elementos desse conjunto.

Determine o conjunto A e n(A).

A={ } n(A) =

Como comentado em outras situacdes, o conjunto B depende do algarismo que foi escolhido na sexta
casa. Encontre todas as possibilidades para o conjunto B.

B={ } B ={ }
B={ } B ={ }
B={ } B ={ }

Em qualquer situagéo, podemos dizer que n(B) =

O mesmo vale para o conjunto C, que depende dos algarismos escolhidos para a sexta casa e depois para
a sétima casa. Encontre todas as possibilidades para o conjunto C.

aaoaoaon
Il

laon Nace Naca Wase Nace)

[ VN L SV R

a0 nan
Il

laoe Nace N aca Nace Nace)

e e e

Em qualquer situacéo, podemos dizer que n(C) =

Chamando de n(4 x B x C), o total de telefones que esse motorista pode formar com os algarismos 4, 6, 7,
8 e 9, preenchendo as trés ultimas casas do telefone, sem repeti¢do, determine:

n(AxBxC) =

Um produto de numeros naturais decrescentes e “antecessivos” nem sempre € um nimero fatorial, mas
pode ser representado por uma fragdo cujo numerador e o denominador sdo numeros fatoriais.

Por exemplo, um cadeado com segredo tem trés digitos que podem ser preenchidos pelos
algarismos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 e 9. Sabe que a senha desse cadeado é formada por trés ‘ \
algarismos distintos. Podemos escolher o algarismo da 12 casa de 10 maneiras diferentes.

Escolhido o algarismo da 12 casa, temos 9 maneiras para escolher o algarismo da 22 casa. (7

Por fim, escolhido o algarismo da 22 casa, temos 8 maneiras de escolher o algarismo da 32 7

casa. O numero de possibilidades para a senha desse cadeado é dado por: ol
e c—

10.9.8 = 720 possibilidades
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O produto 10.9.8 ndo é um numero fatorial mas pode ser escrito como uma fragao cujo o numerador e 0
denominador sédo numeros fatoriais. Veja!

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 100 & 10!

7.6.54.3.2.1 — T T8 T @0-3)!

10.9.8 =

Nas situacdes 1 e 2, que vocé realizou anteriormente, escreva os produtos de numeros naturais
decrescentes e “antecessivos” que vocé chegou na forma de fragdo de numeros fatoriais.

Situacédo 1:

Situacédo 2:

Nas duas situac6es vamos chamar de n o nimero de algarismos disponiveis para o preenchimento e de p
0 numero de casas vazias.

Na situacéo 1

Na situacéo 2

n= p=

Vocé consegue observar, em cada situagdo, alguma relagdo entre a fragdo com numeros fatoriais e os
valores de n e p?
( )SIM ( )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva nas linhas abaixo, qual € essa relagéo.
(descreva nas linhas abaixo como vocé pensou!)
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Como exercicio de fixagdo, vamos analisar varios casos para o problema abaixo:

Escolhendo o prefixo 4035, da cidade de Braganca Paulista, determine o
namero todas as diferentes linhas telefénicas que podemos formar para esse
prefixo (fixado), de forma que os quatro Ultimos algarismos sejam distintos.

40 3|5 -

CASO A - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto A ={0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9}.

Resposta:

CASO B - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto B ={2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}.

Resposta:

CASO C - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto C ={1, 5, 6, 7, 9}.

Resposta:

CASO D - Os algarismos a serem utilizados pertencem ao conjunto D ={2, 3, 5, 8}.

Resposta:

No CASO D acima, temos arranjos de 4 elementos tomados 4 a 4, pois as linhas telefénicas diferem uma
da outra somente pela ordem dos algarismos. Existe alguma relacdo entre a quantidade total desses
arranjos e a quantidade de permutacbes de quatro algarismos?

( )SIM

(  )NAO

No caso de sua resposta ser SIM, escreva, nas linhas abaixo, qual € essa relagao.
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== m Centro Educacional SESI 012 — Braganca Paulista
o

Nomes: Ne_ , 22Ano-___ EM

Data: / /

Nome do Professor:

Atividade 5

Vocé deve se lembrar de que no ano de 2012 seu numero de
celular ganhou um algarismo a mais. Desde entdo vocé coloca o
algarismo 9 na frente do nimero do seu celular.

Sera que essa mudanca foi em todo o pais? Por que ocorreu essa
mudanca? Essas e outras perguntas ficaram na cabeca de muitas
pessoas que tiveram, em seus numeros de celulares, o acréscimo
do algarismo 9.

Vamos entender melhor como e porque isso aconteceu.

O texto abaixo, retirado do site da ANATEL, nos ajudara a compreender melhor essa mudanca.

Numeros de telefones mdéveis da area 11 terdo nove digitos a partir de domingo 27 de Julho de 2012

forma de discagem. Apds esse periodo, as chamadas

!

telefones moveis dos 64 ”
He niciTo
g

partir de 29 de julho de 2012. Sera acrescentado o digito

municipios da é&rea 11

receberdo um digito a mais a

"9" & esqguerda de todos os numeros atuais, que
passardo a contar com o formato 9XXXX-XXXX. A area
11 abrange grande parte do Estado de S&o Paulo, como
a capital e os municipios integrantes de sua regido
metropolitana. Com a medida, a capacidade de
numeracdo da area 11 aumentara de 44 milhdes para 90
milhdes de numeros. Atualmente, h4 34,2 milhdes de
acessos moveis ativos e oito milhdes em estoque nas
prestadoras. Desta forma, 95% dos nimeros possiveis
na érea 11 foram atribuidos e 77% estdo em uso. O
nono digito ndo sera adicionado aos nimeros utilizados
em servicos que utilizam operages tipo despacho, ou
seja, conexdo direta via radio. Por um tempo
determinado as ligagbes com 8 digitos ainda serdo
completadas, para adaptacdo das redes e usuarios.
Gradualmente, havera interceptacbes e 0s usudrios

receberdo mensagens com orientacdes sobre a nova

com 8 digitos ndo serdo completadas. O nono digito
deve ser acrescentado, no momento da discagem, por
todos os usuarios de telefone fixo e mével que ligam
para telefones méveis da area 11, independentemente
da sua area de origem. Ou seja, quem ligar de outros
Estados para celulares da area 11 também devera
marcar os nove digitos para que a chamada seja
completada. O assunto foi tema de entrevista coletiva do
gerente de Acompanhamento e Controle das
Obrigacdes de Interconexdo da Anatel, Adeilson
Evangelista Nascimento, no Escritério Regional da

Agéncia em Sao Paulo.

Fonte:
http://www.anatel.gov.br/Portal/exibirPortalPaginaEspecialPesquisa.do
?acao=&tipoConteudoHtml=1&codNoticia=26182 acessado em :20 de
outubro de 2012
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Como citado no texto, a mudanca ocorreu, por enquanto, apenas na regido com DDD 11. Observando a
figura abaixo, podemos perceber que a densidade de celulares para cada 100 habitantes em agosto de
2007 j& era maior nessa area chegando a marca de 71 aparelhos de celulares para cada 100 habitantes.

Densidade do Celular por Cadigo DDD - Sao Paulo AGOf07

celulat por 100 hab
de 40 a 50

W des0a 38

W de 59 aE3

Bl

Densidade do celular por cédigo DDD
Fonte: http://www.teleco.com.br/comentario/com229.asp acessado em: 20 de outubro de 2012

A regido onde a area 11 abrange é composta pela capital, Sdo Paulo, e por mais 63 municipios,
como mostra a tabela abaixo:

Cidades com DDD 11

ALUMINIO EMBU-GUACU JUNDIAI SALESOPOLIS
ARACARIGUAMA FERRAZ DE VASCONCELOS JUQUITIBA SALTO
ARUJA FRANCISCO MORATO MAIRINQUE SANTA ISABEL
ATIBAIA FRANCO DA ROCHA MAIRIPORA SANTANA DE PARNAIBA
BARUERI GUARAREMA MAUA SANTO ANDRE
BIRITIBA-MIRIM GUARULHOS MOJI DAS CRUZES SAO BERNARDO DO CAMPO
BOM JESUS DOS PERDOES IGARATA MORUNGABA SAO CAETANO DO SUL
BRAGANCA PAULISTA ITAPECERICA DA SERRA NAZARE PAULISTA SAO LOURENCO DA SERRA
CABREUVA ITAPEVI OSASCO SAO PAULO
CAIEIRAS ITAQUAQUECETUBA PEDRA BELA SAO ROQUE
CAJAMAR ITATIBA PINHALZINHO SUZANO
CAMPO LIMPO PAULISTA Ty PIRACAIA TABOAO DA SERRA
CARAPICUIBA ITUPEVA PIRAPORA DO BOM JESUS TUIUTI
COTIA JANDIRA POA VARGEM
DIADEMA JARINU RIBEIRAO PIRES VARGEM GRANDE PAULISTA
EMBU JOANOPOLIS RIO GRANDE DA SERRA VARZEA PAULISTA

Municipios com DDD 11
Fonte: http://ddd.megasorte.net/ddd11/
Veja na tabela abaixo dados da Agéncia Nacional de Telecomunica¢des (ANATEL) em relagéo ao

numero de linhas de telefonias moveis ativas nessa area:

Relatério Consolidado de Tecnologia

Consolidado Mensal da Tecnologia
AMPS, CDMA, TDMA, GSM, WCDMA, CDMA 2000, LTE, Dados M2M, Dados Banda Larga

F‘ R ‘ Empresa ‘ Agosto/2012 ‘ Setembro/2012
F_ ‘T ‘ CLARO ‘ 6.587.468 ‘ 6.453.356
F' ‘T‘ CLARO (NAO UNIFICADA) ‘ 0 ‘ 0

F' ‘T ‘ ol ‘ 5.874.782 ‘ 5.958.769
F' ‘T‘ PORTO SEGURO S.A. (AUTORIZADA DE REDE VIRTUAL) ‘ 8.000 ‘ 8.300
F' ‘T‘ TIM ‘ 11.161.568 ‘ 11.172.435
F' ‘T‘ UNICEL ‘ 0 ‘ 0

F_ ‘T ‘ VIVO ‘ 10.694.274 ‘ 10.747.953
F' ‘T‘ VIVO (NAO UNIFICADA) ‘ 0 ‘ 0

‘ TOTAL ‘ 34.326.092 ‘ 34.340.813

Numero de linhas de telefones celulares ativas na regido com DDD 11

Fonte:http://sistemas.anatel.gov.br/'SMP/Administracao/Consulta/ConsolidadoDadosMesaMes/tela.asp Acessado em: 22 de outubro de 2012.
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http://ddd.megasorte.net/aluminio/
http://ddd.megasorte.net/embu-guacu/
http://ddd.megasorte.net/jundiai/
http://ddd.megasorte.net/salesopolis/
http://ddd.megasorte.net/aracariguama/
http://ddd.megasorte.net/ferraz%20de%20vasconcelos/
http://ddd.megasorte.net/juquitiba/
http://ddd.megasorte.net/salto/
http://ddd.megasorte.net/aruja/
http://ddd.megasorte.net/francisco%20morato/
http://ddd.megasorte.net/mairinque/
http://ddd.megasorte.net/santa%20isabel/
http://ddd.megasorte.net/atibaia/
http://ddd.megasorte.net/franco%20da%20rocha/
http://ddd.megasorte.net/mairipora/
http://ddd.megasorte.net/santana%20de%20parnaiba/
http://ddd.megasorte.net/barueri/
http://ddd.megasorte.net/guararema/
http://ddd.megasorte.net/maua/
http://ddd.megasorte.net/santo%20andre/
http://ddd.megasorte.net/biritiba-mirim/
http://ddd.megasorte.net/guarulhos/
http://ddd.megasorte.net/moji%20das%20cruzes/
http://ddd.megasorte.net/sao%20bernardo%20do%20campo/
http://ddd.megasorte.net/bom%20jesus%20dos%20perdoes/
http://ddd.megasorte.net/igarata/
http://ddd.megasorte.net/morungaba/
http://ddd.megasorte.net/sao%20caetano%20do%20sul/
http://ddd.megasorte.net/braganca%20paulista/
http://ddd.megasorte.net/itapecerica%20da%20serra/
http://ddd.megasorte.net/nazare%20paulista/
http://ddd.megasorte.net/sao%20lourenco%20da%20serra/
http://ddd.megasorte.net/cabreuva/
http://ddd.megasorte.net/itapevi/
http://ddd.megasorte.net/osasco/
http://ddd.megasorte.net/sao%20paulo/
http://ddd.megasorte.net/caieiras/
http://ddd.megasorte.net/itaquaquecetuba/
http://ddd.megasorte.net/pedra%20bela/
http://ddd.megasorte.net/sao%20roque/
http://ddd.megasorte.net/cajamar/
http://ddd.megasorte.net/itatiba/
http://ddd.megasorte.net/pinhalzinho/
http://ddd.megasorte.net/suzano/
http://ddd.megasorte.net/campo%20limpo%20paulista/
http://ddd.megasorte.net/itu/
http://ddd.megasorte.net/piracaia/
http://ddd.megasorte.net/taboao%20da%20serra/
http://ddd.megasorte.net/carapicuiba/
http://ddd.megasorte.net/itupeva/
http://ddd.megasorte.net/pirapora%20do%20bom%20jesus/
http://ddd.megasorte.net/tuiuti/
http://ddd.megasorte.net/cotia/
http://ddd.megasorte.net/jandira/
http://ddd.megasorte.net/poa/
http://ddd.megasorte.net/vargem/
http://ddd.megasorte.net/diadema/
http://ddd.megasorte.net/jarinu/
http://ddd.megasorte.net/ribeirao%20pires/
http://ddd.megasorte.net/vargem%20grande%20paulista/
http://ddd.megasorte.net/embu/
http://ddd.megasorte.net/joanopolis/
http://ddd.megasorte.net/rio%20grande%20da%20serra/
http://ddd.megasorte.net/varzea%20paulista/
http://ddd.megasorte.net/ddd11/
http://sistemas.anatel.gov.br/SMP/Administracao/Consulta/ConsolidadoDadosMesaMes/tela.asp

A tabela abaixo, retirada do site http://www.teleco.com.br/num_cel.asp, apresenta os prefixos
referentes as linhas de telefone moveis ativas e linhas em potenciais.

Percebe-se que nos prefixos ja foram feitos o acréscimo do digito 9.

Consulte as faixas das operadoras por DDD:

Selecione o DDD e veja quais faixas pertencem a cada operadora

DDD: 11 j

NUmeros :

vivo & eED FEHEN sercomeer (th: nesctel oviors

95550-95552 95905

95554-95559 95910-95919

95569 95930

95769-95786 95935-95937

96057-96060 95940-95969

96182-96199 95980-95999

96370-96419 96061-96085

96470-96499 96340-96369

96840-96866 96420-96469

95020 96168-96181 95100-95101 95252-95267 97909 95399
95023-95028 96300-6339 95104 95400-95419 97922
96900-96913 96827-96839

97087-97599 97011-97051

99500-99999 97950-97967

98100-98799

95030 96570-96650 95106-95109 95700-95768

95037-95040 96914-96931 95113-95114 96011-96056

95043 97052-97086 95116-95170 96086-96167

95047-95048 97600-97699 95172-95179 96200-96299

95050 97968-97970 95190 96500-96569
95057 98800-98999 95192-95211 96651-96826
95059 99100-99499 95214-95251 96867-96899
95064 95268-95299 96932-96999
95075-95076 95329-95398 97971-97999
95300-95324 95420-95471 98010-98099
95472-95474 95475-95499

95500 95787-95810

95520 95813

95530 95815

95540 95900-95903

Prefixos disponiveis para telefonia mdvel na regido de codigo de area 11

Fonte: http://www.teleco.com.br/num_cel.asp Acessado em: 21 de outubro de 2012
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Para analisarmos as quantidades de linhas de telefones celulares disponiveis com oito digitos,

vamos desconsiderar o primeiro algarismo 9 nos prefixos da tabela anterior.

Prefixos organizados

Comecados com Comecados Comecados com Comecados com Comecgados com
5 com 6 7 8 9
5020 6011-6999 7011-7699 8010-8999 9100 — 9999
5023 7909
5028 7922
5030 7950 - 7999
5037-5040
5043
5047 — 5048
5050
5057
5059
5064
5075-5076
5100-5101
5104
5106-5109
5113-5114
5116-5170
5172-5179
5190
5192-5211
5214-5324
5329 — 5500
5520
5530
5540
5550 — 5552
5554 — 5559
5569
5700 - 5810
5813
5815
5900-5903
5905
5910 — 5919
5930
5935 — 5937
5940 — 5969
5980 — 5999

Na tabela abaixo, vocé pode ver todas as possibilidades de linhas de telefones celulares
comecados emb5,6,7,8e9.

NUumero de possibilidades de linhas de telefones celular na regido com DDD 11

NUmeros iniciados com o algarismo Quantidade de linhas
5 5 860 000
6 9 890 000
7 7 410 000
8 9 900 000
9 9 000 000
Total 42 060 000
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No trecho do texto “Atualmente, hd 34,2 milhdes de acessos moveis ativos e oito milhBes em estoque nas
prestadoras. Desta forma, 95% dos numeros possiveis na drea 11 foram atribuidos e 77% estdo em uso.” Verifique,
com a ajuda de uma calculadora:

I.  se 95% das linhas possiveis, ou seja, 95% de 44 000 000 representa, aproximadamente, 42 060 000.

II. se das linhas disponiveis que sdo 42 060 000, restam aproximadamente 8 milh6es de linhas em
estoque. (Sugestdo: Verifiqgue o total de celulares ativos na tabela de Relatério consolidado de
Tecnologia no més de setembro de 2012).

Nos celulares da regido de &rea 11, os numeros tém o seguinte formato:

9 —

Vamos chamar de A4 o conjunto formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a 12 casa, de
B o conjunto formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a 22 casa, de € o0 conjunto dos
algarismos que podemos usar para preencher a 32 casa, e assim por diante até a Ultima casa que
chamaremos de conjunto I formado pelos algarismos que podemos usar para preencher a Ultima casa.
Logo fica:
A=1{9}
B={1,23,4,5,6,7,89}
c=1{01,273,45,67,89}
D={01,23,4,5,6,7,8,9}
E={01,23,4,56,7,8,9}
F={01,2,34,56,7,89}
G¢={01,23,45,6,7,89}
H={01,23,4,56,7,89}
I=1{01,23,45,6,7,89}

O algarismo zero ndo pertence ao conjunto B, pois se a primeira casa € o 9 e a segunda é o zero fica
90 e esse é um cddigo de ligacdo a cobrar e ndo pode ser utilizado como inicio de nimero de telefone
celular.

Determine entao:

n(4) = n(B) = n(C) = n(D) =

n(E) = n(F) = n(G) = n(H) = n(l) =

O nuamero de linhas de telefones celulares que podemos formar com nove digitos, é dado por:

n(AxBxCxDxExFxGxHXxI).

Determine

n(AxBxCxDxExFxGxHxI) =
Esse resultado encontrado é o mesmo que o citado no texto (90 milhées de linhas)?
( ) SIM

(  )NAO
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