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RESUMO

O valor do comprimento de uma circunferéncia dividido pelo seu
didmetro tem como resultado um valor constante. Tal constante € denominada
. Este valor € conhecido desde a antiguidade, por egipcios e gregos, mas
somente na histéria mais recente esta constante foi reconhecida como sendo
um numero irracional. O objetivo deste trabalho foi explorar essa relagédo do
circulo por alunos do Ensino Fundamental Il e ampliagdo dos conjuntos
numeéricos a partir desta constante. Determinar este valor, verificando sua
regularidade em todos os circulos através de experimentos praticos e também
explorando os recursos tecnoldgicos disponiveis na escola, fazendo com que
os alunos calculem o valor numérico de 7, fazendo-os participar do processo

de construcao e descoberta deste novo conhecimento.

A sequéncia didatica proposta foi baseada na Engenharia didatica
como metodologia de investigagédo, realizando-se ao final, uma analise a
posteriori que demonstra que o aprendizado a partir de objetos manipulaveis,
aliados aos recursos tecnologicos disponiveis, proporciona aos alunos uma
maior assimilacdo do conteudo matematico, tornando-se uma experiéncia
marcante para os alunos do Ensino Fundamental e sendo uma importante
ferramenta que completa as aulas e as tornam mais participativas. Espera-se
que este trabalho auxilie os professores de matematica a refletirem que o uso
de materiais manipulativos, software educacionais e todos o0s recursos
disponiveis proporcionam maior assimilagdo e aproximag¢ao do aluno com os

conceitos matematicos.

Palavras-chave: Circulo, Valor de =, Irracionais, materiais

manipulativos, software educacional.



ABSTRACT

The value of the circumference’s length divided by its diameter has a
result a constant named . This value is known since ancient times by the
Greeks and Egyptians, but only in current history this constant has been
recognized as an irrational number. This study has as objective to explore the
relationship of the circle by Il elementary school students and extension of
numerical sets from this constant. Making sense of this value by checking its
regularity in all circles through practical experiments and also exploring the
technological resources available in the school, making the students to follow
the steps for determining of the numerical value and to participate in the

construction and discovery process of new knowledge.

The teaching sequence proposed was based on Engineering
teaching as research methodology, conducting in the end a posteriori analysis
which demonstrates that learning from manipulable objects, together with
technological resources available provides to students with a greater
assimilation of mathematical content, one becoming a remarkable experience
for elementary school students and being an important tool which complements
the lessons and makes them more participative. It is hoped that this work
support math teachers to reflect the usage of manipulative materials,
educational software and all available resources which provide greater

assimilation and approach the student with the mathematical concepts.

Keywords: Circle, Value of m, Irrational, manipulative materials,
educational software.
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INTRODUCAO

O Ensino da matematica tem sido, ao longo dos anos, dissociado
da realidade e de significado para o aluno. A utilizacdo de formulas sem
sentido, de numeros sem significado, de problemas imaginarios e distantes da
realidade tem feito com que esta disciplina seja temida pela maioria dos

estudantes, pois acabou sendo sinbnimo de reprovacéao e fracasso dos alunos.

“Deve ficar claro que o problema com a matematica é universal... a

matematica é a disciplina mais temida em todo o mundo.” (DRUCK)

Noticias tém sido divulgadas constantemente nos meios de
comunicacao, ressaltando a incapacidade de alunos em aprender e de

professores em ensinar Matematica nas escolas de todo pais.

“Resultados do Programa de Avaliagdo Internacional de Alunos
(PISA-2009) apontaram que o Brasil ocupa a 53° posigao no ranking
mundial de desempenho da matematica, entre os 65 paises que

participam do exame” (Sesi)

Muitos sdo os motivos que levaram a esses resultados que
colocam a educacgao do Brasil numa posicao insatisfatoria: o despreparo dos
professores, desinteresse dos alunos, falta de infraestrutura nas escolas,
curriculo defasado, abandono intelectual das familias, auséncia de politicas
educacionais efetivas, entre outros. No entanto, muitos esforcos vém sendo
realizados com o objetivo de reverter essa situacdo. Um destes esforcos é o
PROFMAT.

Iniciado em 2011, o PROFMAT, Programa de Mestrado
Profissional patrocinado pela CAPES, tem promovido o aperfeicoamento de

professores em todo o pais. Consta no Artigo 1° do Regimento do PROFMAT:

O Objetivo do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional é proporcionar ao aluno formagdo matematica
aprofundada, relevante ao exercicio da docéncia em matematica no
ensino basico, visando proporcionar ao professor da escola basica
competéncia matematica certificada, relevante ao exercicio da

docéncia. O programa prevé aquisicdo de competéncias e de
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conteudo matematico com vistas a habilitar o egresso ao exercicio
das seguintes atividades:

» Coordenacgao do ensino de matematica nas escolas;

* Elaboragao de material didatico;

» Orientacdo de equipes no uso de materiais alternativos e de

ferramentas computacionais;

Além do programa ha muitas obras na literatura que abrem
possibilidades de um trabalho de qualidade, com idéias que utilizam recursos
tecnoldgicos, a histéria da matematica, materiais manipulativos, resolu¢ao de
problemas que tornam o ensino da disciplina mais atrativo e significativo para o
aluno. Os préprios Parametros Curriculares Nacionais, de 1998, ja apontam a

necessidade dessa adaptagao:

‘O papel da Matematica no ensino fundamental pela proposicéo de
objetivos que evidenciam a importancia de o aluno valoriza-la como
instrumental para compreender o mundo a sua volta e de vé-la como
area do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o
espirito de investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para

resolver problemas.”

Ao longo do desenvolvimento da matematica muito foi estudado a
respeito dos numeros, de suas propriedades e como este estudo propiciou o
desenvolvimento da tecnologia existente. Um destes numeros, objeto de
estudo desta dissertagdo, o numero =z, foi muito explorado ao longo dos
séculos. Além deste numero aparecer naturalmente, como por exemplo no
calculo da area de um circulo, bem como no comprimento dele, entre as
diversas aplicagdes, uma delas € o uso ligado a area computacional para que
se possa, por exemplo, testar a velocidade e confiabilidade de processamento
de novos computadores. Entre as tarefas computacionais busca-se exibir o

maior numero de digitos do 7, como pode ser verificado na literatura atual.

O objetivo desta dissertacdo estda em expor uma opgado de
trabalho com materiais concretos e experimentais e também utilizar um
software de geometria dinamica (Geogebra) explorando recursos tecnoldgicos
com os alunos, para que eles possam verificar na pratica que o valor do

numero x € constante e que esse numero nao se caracteriza como o0s



16

numeros estudados pelos alunos até o momento que, ou sdo exatos ou
dizimas perioddicas. Atrair a atengao e a curiosidade dos alunos, fazendo com
que eles se sintam protagonistas do processo de aprendizagem do seu proprio
conhecimento também é um dos objetivos deste trabalho, cuja atividade
pretende estimular a participacdo e envolver os alunos na busca de solugoes,
além de despertar a parte ludica da Matematica. Quando féormulas sao
simplesmente colocadas aos alunos, sem um trabalho de como elas surgiram,
o aluno tende a esquecé-las facilmente ou utiliza-las de maneira mecanica,
assim como ela foi memorizada. A percepcao de que a formula tem uma
justificativa da sentido aquela expressao, garantindo a compreensado das
nogdes envolvidas, conforme é apontado nos Parametros Curriculares

Nacionais.

“Outro aspecto a ser salientado diz respeito a obtengédo de formulas.
A experiéncia tem mostrado que os alunos que aprendem
mecanicamente féormulas costumam emprega-las de forma também
mecanica e acabam obtendo resultados sobre os quais ndo tém
nenhum tipo de critica e controle, além de as esquecerem
rapidamente.” (PCN, 1998)

A escolha da utilizagdo de duas diferentes metodologias para o
mesmo conteudo é a possibilidade de que a atividade possa ser desenvolvida
tanto em escolas cujos recursos materiais sejam escassos, pois utiliza
materiais que podem ser trazidos pelos préprios alunos, como em escolas
cujos recursos tecnoldgicos, como computadores, estejam a disposicdo do

professor e dos alunos.

A primeira parte deste trabalho foi desenvolvida com materiais de
facil acesso como objetos circulares (pratos, CDs, bacias, tampas), barbante e
calculadora. A utilizagdo desses recursos mais acessiveis garante a sala de
aula o trabalho colaborativo e a possibilidade de se verificar experimentos

matematicos. Neste sentido, Vitti (1999, pg. 89) afirma que

“(a geometria) pode ser “encontrada” nos mais simples objetos, na
natureza e até mesmo em projetos mais arrojados do homem. Essa
busca de elementos na geometria também se deu na tentativa de
mostrar que € possivel tornar o ensino da matematica atraente e —

por que nao? — prazeroso.”
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A tecnologia esta presente na vida dos alunos através de
celulares, computadores, notebooks, smatphones e tablets. Colocar estes
aparatos tecnoldgicos a favor da educagao € um desafio aos professores que
ainda concorrem com o dinamismo desses recursos. Neste sentido, a segunda
parte deste trabalho foi realizada com o auxilio do software livre Geogebra, que
pode ser adquiro em www.geogebra.com. Atrair a atengdo dos alunos com a
utilizacdo desses recursos deve fazer parte do dia a dia dos professores. Além

disso,

“os softwares de geometria dindmica podem mudar drasticamente e
melhorar o ensino da geometria. A habilidade dos estudantes para
explorar relagbes geométricas com esse tipo de software é
incomparavel com qualquer modo nao-computadorizado”. (WALLE,
2009)

Como consequéncia desta sequéncia didatica, espera-se
proporcionar ao aluno determinar uma regularidade que ocorre quando
dividimos o comprimento de uma circunferéncia pelo seu didmetro e que esta
constante obtida ndo é classificada como numero racional. Para tanto
desenvolvemos esta atividade com uma turma do inicio do 9° ano e que até o

momento os alunos nao tinham contato com numeros irracionais.

Este trabalhado estd organizado como segue. No capitulo 1
apresentamos um relato da escola, dos alunos envolvido no projeto e da
professora aplicadora. O capitulo termina com os objetivos pertinentes ao

projeto.

No capitulo 2 abordamos o referencial teérico no qual o trabalho
foi desenvolvido e relatamos o desenvolvimento do projeto, enfocando as
etapas da Engenharia Didatica: a analise a priori, a experimentacdo e a analise

a posteriori.

No capitulo 3 relatamos a conclusdao geral do projeto e
comentarios sobre a aplicacdo do projeto considerando diferentes contextos

sociais.

Finalizamos o trabalho com os apéndices. No apéndice A esta a

atividade proposta que podera ser atualizada por outro docente interessado em
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desenvolver esta atividade com sugestdes de atividades e propostas de
intervencgdes. No apéndice B ha um relato da histéria do numeror desde a
antiguidade até seu uso atual relacionado a area computacional. No apéndice
C exploramos as formulas utilizadas por Arquimedes na obra “A medida de um
circulo” e demonstramos todas as férmulas utilizadas. No apéndice D
apresentamos algumas definigdes relacionadas ao numero 7, as definigbes de
irracional e transcendente e para finalizar o apéndice E traz o trabalho

produzido pelos alunos durante a realizacdo das atividades desenvolvidas.
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1. A ESCOLA, A DOCENCIA E OS ALUNOS

1.1. HISTORICO DA UNIDADE ESCOLAR

Este trabalho foi desenvolvido em uma classe de 9° ano do
Centro de Educacgao Basica, em Bariri. A cidade de Bariri sempre teve tradicéo
por sua qualidade de ensino, mas havia uma aspiragdo comum entre pais
baririenses de garantir aos filhos um ensino de boa qualidade, com
mensalidades mais acessiveis. A solucdo foi se associarem, criando a
Cooperativa Educacional de Bariri - Coeba - isso no dia 22 de agosto de 1997,
para, no ano seguinte, tornar-se a mantenedora de uma escola de Ensino
Fundamental e Médio. E, posteriormente, também de Ensino Infantil.

A Cooperativa Educacional de Bariri € instituicdo privada
comunitaria, sem fins lucrativos e registrada de acordo com as normas
especificas para Cooperativas e legislagdo em vigor, com Estatuto
devidamente registrado. Tem sede, administragao e foro juridico no municipio
de Bariri, com endere¢o na Av. Centenario n°® 257, em Bariri. O objetivo era
oferecer ensino de qualidade em classes menos numerosas (pelo regulamento
da escola as classes s6 podem ter 25 alunos no Ensino Fundamental |, 30
alunos no Fundamental Il e 35 alunos no Ensino Médio) e que atendesse tanto
aos conteudos quanto a formacao da cidadania, pautada em valores éticos e
morais. A escola foi entdo fundada em 28 de abrii de 1998 com
aproximadamente 100 alunos, distribuidos da 12 série a 82 série do Ensino
Fundamental e do 1° e 2° ano do Ensino Médio. Os professores do Ensino
Fundamental foram selecionados através de concurso por uma empresa de
Presidente Prudente que realizou processo seletivo através de prova de
conhecimentos especificos, entrevista com psicélogo e apresentagao de uma
aula para uma equipe de pais cooperados que também fossem professores da
area a ser avaliada. Os professores do Ensino Médio foram contratados por
serem professores de renome, tendo ampla experiéncia com cursinhos e
escolas particulares da regido. Em seu segundo ano de funcionamento, a

escola ja tinha mais de 150 alunos, abrigando também a 32 série do Ensino
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Médio. Hoje, a escola atende desde a educacgéo infantil, com alunos a partir de
1 ano e conta com mais de 600 alunos.

A escola oferece uma carga horaria ampla aos alunos, sendo 36
aulas semanais no Ensino Fundamental Il, além de plantdo de Matematica,
Lingua Portuguesa e Fisica (para o 9° ano). Para o ensino Médio, a carga
horaria ¢ de 37, 39 e 50 aulas semanais para os 1°, 2° e 3° ano,
respectivamente, além de plantdes de Lingua Portuguesa, Matematica,

Biologia, Fisica e Quimica para o Ensino Médio.

A escola é destaque na regidao em indices de Enem e aprovagéo
de vestibulares. Nos anos de 2010, 2011 e 2012 esteve entre as 5 melhores
notas do ENEM da regido de Bauru. Também é destaque dentro do seu
Sistema de Ensino (Anglo) nas avaliagbes e simulados. O 7° ano em 2012
esteve em primeiro lugar no ranking das escolas conveniadas no simulado
anual. Além disso, a matematica também ¢é destaque. No ano de 2012, um
aluno do 7° ano do Ensino Fundamental foi medalhista na 32 fase da OBM

(Olimpiada Brasileira de Matematica).

1.2 A ESCOLHA PELA DOCENCIA

Filha de professora, nunca tive em mente outra profissdo a nao
ser a docéncia. Durante a adolescéncia realizei varios trabalhos que me
levavam a este destino, desde muito nova ja fui catequista de criangas,
montava grupos de estudos com vizinhos para ensinar e uma de minhas
brincadeiras preferidas era escolinha (eu sempre era a professora) e com 14
anos optei por fazer magistério ao colegial. Iniciei fazendo estagio em salas de
1° e 2° ano do ensino fundamental e tinha sonho de fazer o curso de Letras.

Foi no magistério que descobri minha paixdo pela matematica.

Durante o Ensino Fundamental, a matematica apresentou-se
sempre muito cansativa: listas interminaveis de polinbmios e equacdes para
resolver, poucos problemas e muitas contas, a geometria foi praticamente

esquecida, a nao ser algumas férmulas de areas e umas definicdes para
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decorar. Muito pouco de geometria era trabalhado nos livros, ja que estavam
sempre nos ultimos capitulos e se chegasse até la (algo incomum) sempre
estavamos ja em clima de final de ano e férias. Mas no 3° ano do magistério
tive uma professora que mudou minha visdo da matematica: Professora Selma
Rosana Santiago Manechine. Era meio atrapalhada e sempre andava com uma
caixa de solidos, palitos, barbantes e todos esses materiais ‘didaticos’ para
uma aula de matematica. Pouco trabalhou com algebra. O curso basicamente
se resumiu a geometria plana e espacial. Quando aqueles solidos da caixa
ganharam vida e comecei a perceber que Pitagoras, Tales e tantos outros
matematicos desenvolveram conceitos que retratavam a natureza e o cotidiano
e que suas férmulas e teoria faziam sentido, tudo se encaixava, ampliei meus
horizontes. Ficava encantada em perceber que tudo tinha um porque, tudo
tinha uma justificativa, tudo tinha uma demonstragéo, alias, foi a primeira vez
que tive contato com o termo demonstracdo matematica. Queria que todos
vissem as ligagdes e as conexdes que outrora nem imaginava existir. Optei,

sem sombra de duvidas pela faculdade em Licenciatura em Matematica.

Cursei Licenciatura plena em Matematica na UNESP em Bauru de
1993 a 1996. J& em 1994 comecei a ministrar aulas em escolas estaduais,
passando em concurso publico no ano de 2000. Em 1998 comecei a dar aulas
no Centro de Educacdo Basica (COEBA) onde estou até hoje. Na rede
estadual trabalhei em varias cidades como Bauru, ltaju, Bocaina e Bariri, tanto
com Ensino Fundamental como com Ensino Médio. Trabalhei também como
coordenadora da area de matematica em uma escola particular na cidade de
Ibitinga. Atualmente atuo na EE Prof® Idalina Vianna Ferro, onde sou designada
como coordenadora pedagogica do Ensino Médio. Durante esses quase 20
anos de docéncia, nunca abandonei os estudos e a oportunidade de
aperfeicoamento profissional: cursei Especializagdo em Matematica na
UNIFRAN (Franca), Especializagao no Redefor em convénio com a Secretaria
da Educacdo do Estado de S&o Paulo, formei-me pedagogia na UNINOVE
(Bauru) e atualmente participo de um curso a distancia pela UFMG sobre a
Juventude Brasileira (JUBEMI).
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1.3. O OBJETIVO DO PROJETO

O numero 7 é um valor que gera grandes dificuldades ao chegar
ao Ensino Médio, pois € muito comum a confusido dos alunos que afirmam que
7 € igual a 180 graus. Se a definigdo de x for bem trabalhada no ensino

fundamental, provavelmente este tipo de erro ndo sera tdo comum.

Nem todos os alunos aprendem do mesmo modo. Segundo
Gardner (1999) as pessoas aprendem de maneiras diferentes e reagem a
estimulos diversos. Alguns aprendem a partir da leitura, outros a partir da

escrita, outros ainda a partir de estimulos sonoros. Com isso:

“‘os educadores precisam levar em conta as diferencas entre as
mentes de estudantes e, tanto quanto possivel, moldar uma
educagdo que possa atingir a infinita variedade de estudantes”.
(Gardner, 1999)

Portanto a escolha de explorar o valor de 7x utilizando-se
instrumentos diferentes proporciona a aquisicdo do conhecimento por um
numero maior de alunos. O trabalho com materiais concretos sempre teve
maior destaque no Ensino Fundamental por proporcionar ao aluno uma maior
vivéncia da matematica. O uso da calculadora também ja gerou muita polémica
e tem sido defendida por muitos educadores e por matematicos, desde que nao
seja restrito ao seu uso somente pelo calculo. Estudos mostram que quando
fundamentado, todos esses recursos auxiliam no desenvolvimento do

raciocinio.

“Em uma sociedade voltada a comunicagéo, que se apdia no uso de
calculadoras e computadores, nada mais natural do que os alunos
utilizarem ferramentas para explorar as idéias numéricas,
regularidades em sequéncias, tendéncias, comprovagéo de calculos
com numeros grandes, aplicagbes da Matematica em problemas
reais, etc.” (Dante, 2009).

A classe escolhida foi do 9° ano composta de 22 alunos. As aulas
forma desenvolvidas no periodo da tarde com a participagdo de todos os

alunos que se dispuseram a vir no periodo diverso das aulas. As aulas foram
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filmadas e fotografadas e foi realizada em um periodo de 2 dias de aulas

duplas, ja no inicio do ano letivo de 2013.

O objetivo da sequéncia didatica € mostrar aos alunos, através de
manipulacdo de objetos e uso de recursos tecnoldgicos que a razao entre o
comprimento de uma circunferéncia e a medida do seu diametro € um valor
constante e se aproxima de 3,14, que posteriormente foi representado por .
Completando o tema, os alunos realizaram uma pesquisa onde puderam
ampliar o conjunto numérico até agora conhecido (o conjunto dos numeros
racionais) e perceber que essa constante ndo € um numero racional, mas um

numero infinito e ndo periddico.
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2 — Metodologia de pesquisa
2.1.Referencial tedrico

A metodologia de pesquisa do trabalho € com base na
Engenharia Didatica criada na década de 1980 e tendo como principal
representante a francesa Michele Artigue(1988).

A engenharia didatica € uma linha de pesquisa que apresenta
como resultado final a elaboracdo de uma sequéncia didatica aplicada em sala
de aula que foi observada, testada e avaliada. Nela é realizado um estudo de
caso que apresenta trés etapas fundamentais: a analise a priori, a
experimentacéo e a analise a posteriori e validagéo.

A andlise a priori € o momento em que ha um estudo do objeto a
ser trabalhado. E nesta fase que sdo levantadas as hipoteses, as possiveis
variaveis, a caracterizagao da clientela a ser trabalhada, o ambiente em que
ocorrera a atividade a ser desenvolvida. E importante que o professor colete
dados para serem comparados com os resultados alcangados apods a aplicacao
da sequéncia didatica.

A experimentacgao é a aplicacdo da sequéncia didatica em si, com
todas as suas caracteristicas, variaveis, levantando dados sobre a
receptividade, participacado, conclusdes, imprevistos que ocorreram durante as
atividades propostas. E muito importante a anotacdo e registro de todas as
situagbes vivenciadas para uma analise completa da realizacdao do
experimento.

A analise a posteriori € o confronto entre a hipotese realizada e o
resultado atingido. E a verificacdo se a situagdo de aprendizagem proposta

teve um impacto positivo na aprendizagem dos alunos.

2.2. Analise a priori

A atividade foi desenvolvida com o objetivo de que os alunos
reconhecessem o numero 7 como uma constante resultante da raz&o entre o
comprimento de uma circunferéncia e o seu didmetro e refletissem sobre a

natureza do numero 7, que ndo € um numero racional. Espera-se que os
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alunos compreendam que essa razdo € constante, que este valor é
aproximadamente 3,14 e que consigam determinar o comprimento de qualquer
circunferéncia dado seu didmetro ou raio. Ainda espera-se que identifiquem o
7/ como um numero irracional, conhecendo um pouco a histéria dessa

constante.

Desde a antiguidade, ja se observara que esse valor ndo é
variavel. No Antigo Testamento, é citado no Primeiro Livro dos Reis, 7;23: “Fez
mais o mar de fundicdo, de dez cdbvados de uma borda até a outra borda,
perfeitamente redondo, e de cinco cOvados de alto; e um corddo de trinta
cbvados o cingia em redor.” De acordo com as escrituras sagradas o valor da

divisdo do comprimento pelo didmetro de uma circunferéncia é exatamente 3. E

A o : , 1
dos babilénicos um dos primeiros registros de que este valor variava entre 3§

e 3%, que em valores decimais correspondem a 3,125 e 3,142

respectivamente. O escriba egipcio Ahmes, autor do famoso papiro de Rhind,

também determinou essa constante com o valor de %em escritos de

aproximadamente 2 mil anos antes de Cristo. Arquimedes também se dedicou
ao estudo dessa constante e obteve o valor 3,1416 utilizando de poligonos
inscritos e circunscritos. O método de Arquimedes parte do principio que um
poligono inscrito a um circulo tem perimetro menor que o comprimento da

circunferéncia e que o poligono circunscrito tem perimetro maior.

Podemos verificar esta observagao inicial como exemplo em dois

poligonos. No caso do quadrado temos:

Figura 1: Quadrados inscrito e circunscrito no circulo.
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Dado um circulo de raio r, temos que o perimetro do quadrado

circunscrito no circulo sera 8r. Usando o Teorema de Pitagoras podemos obter

que cada lado do quadrado inscrito ao circulo é 4r+2 . Sabendo que o

comprimento da circunferéncia é 2 zr, temos:

Ar 2 <27r<8r =22 < 7 <4

Portanto 7 & um valor maior que 2,8 e menor que 4.

Figura 2 Hexagonos inscrito e circunscrito no circulo.

Realizando a mesma comparagdao nos hexagonos temos que,

2r\/§
3

dado um circulo de raio r, o hexagono circunscrito tera lado e portanto

seu perimetro sera 4r+/3 enquanto o perimetro do hexagono inscrito sera 6r.

Como o comprimento da circunferéncia € 2 zr, temos:

Br<27r<4rd3 = 3< 7 <243

Entdo o valor de 7 fica reduzido a um numero maior que 3 e

menor que 3,42.

Prosseguindo por esse método, ao aumentarmos os lados dos
poligonos inscritos e circunscritos, estaremos sempre reduzindo o intervalo do
qual pertence o valor de 7. Por aplicagdes sucessivas desse processo, sempre
dobrando o numero de lados dos poligonos regulares, Arquimedes realizou
calculos com poligonos de até 96 lados e obteve a seguinte aproximagao em

seu trabalho para a medida de um circulo:

3+ES7Z'S3+£.
71 7
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No apéndice C faremos esta demonstracido apresentando o
método que Arquimedes utilizou. Sua formula envolve um processo de

recorréncia que permite obter o valor aproximado de r.

Somente em 1706 o matematico inglés William Jones usou pela
primeira vez o simbolo 7, mas o simbolo so foi aceito e utilizado depois que

Leonhard Euler passou a utiliza-lo em 1737.

Em 1767, Johann Heinrich Lambert demonstrou que = &
irracional, ou seja, que néo pode ser representado por meio de uma fragéo de
numeros inteiros. E somente em 1882, Ferdinand Von Lindemann provou que
ele é transcendental, ou seja, ndo é raiz de nenhuma equacgao polinomial de
coeficientes inteiros. Tais definicbes estarao presentes no apéndice D, mas néo

€ 0 objetivo desta dissertacdo mostrar tais resultados importantes.

Uma outra aproximacao interessante ao numero 7 pode ser

obtida pela séria descoberta em 1677 por James Gregory, que mostrou que a

3 5 7
série infinita arctg x = x — x?+ x?— x7+ .. (-1<x<+1), quando x =1,

.. 1 1 1
torna-seasériel — =+ - — =+ ..= =,
3 5 7 4

Ao realizar as atividades propostas com os alunos do ensino
fundamental, ndo elaboramos atividades que exijam conteudos complexos pois
os alunos ainda ndo possuem conhecimentos prévios necessarios a esse
trabalho, mas espera-se que aprendam que o valor de 7 € obtido a partir da
divisdo do comprimento de um circulo pelo didmetro do mesmo, e por
conseguinte, que para determinar o perimetro de qualquer circulo basta

multiplicar o diametro pela constante ~.

2.3. Experimentacéao

“... a Matematica pode dar sua contribuicdo a formagao do cidadao ao
desenvolver metodologias que enfatizem a construgdo de estratégias,
a comprovagdo e justificativa dos resultados, a criatividade, a

iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia advinda da
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confianga na propria capacidade para enfrentar desafios.” (PCN, p.
27)

O desenvolvimento da atividade deu-se em quatro aulas (duas
duplas de aulas). Para despertar o desafio, os alunos foram questionados:
“Quantas vezes o didametro de uma circunferéncia cabe no seu comprimento?”
As respostas foram as mais variadas, desde uma vez e meia até 6 vezes.
Entao foi proposto aos alunos uma atividade pratica que pudesse dar indicios
da resposta a pergunta elaborada: dispostos de barbantes e objetos circulares
trazidos por eles mesmos, recortaram barbantes do tamanho do didmetro dos
objetos e verificavam quantos pedacos do tamanho do didmetro seriam
necessarios para contornar o circulo. Para determinar o tamanho do diametro
dos objetos, os alunos desenharam os objetos em folhas de papel sulfite,
realizaram a dobradura do recorte de circulo em 4 partes iguais e ao abrir o
papel o tamanho do diametro seria a medida equivalente de uma das dobras

do circulo. Utilizando régua, mediram e cortaram o barbante.

Os objetos trazidos pelos alunos foram pratos, CDs, bacias,
tampas plasticas, caixa de CDs, tigelas e disco de vinil. Os alunos trabalharam
em grupos, supervisionado pela professora que passava pelos grupos
constantemente, observando a realizacdo da atividade e questionando os

resultados obtidos.

Figura 3 Alunos contornando CD com barbante
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Figura 4 Alunos contornando um prato com barbante.

Apds a medi¢cdo de todos os grupos, os alunos socializaram os
resultados obtidos com a classe toda. Todos os grupos chegaram a conclusao
que o valor ultrapassava um pouco trés medidas de didametro. Neste momento
foi colocado o seguinte questionamento: O didmetro cabe trés vezes e quanto
no comprimento? As respostas foram 1cm, 6cm, 10cm, etc.. Foi entdo colocado
pelo aluno Raphael que esta medida era maior quanto maior fosse o circulo
utilizado. Por intervengdo da professora, os alunos foram desafiados: “Essa
medida corresponde a quanto do diametro: 2? 1/3? Y4? Como saber mais
precisamente quanto é isso?” A partir da sugestdo dos proprios alunos,
concluiram que para ter uma medida mais exata seria necessario dividir a
medida do comprimento da circunferéncia pelo valor do seu didmetro. Como
isso deveria ser realizado da maneira mais precisa possivel, foi sugerido usar a
medida do didametro da atividade anterior e determinar a medida do contorno da
circunferéncia circulando os objetos com barbante e esticarem o barbante,

medindo seu comprimento.



Figura 7 Desenhando o circulo da bacia em papel sulfite
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Figura 8 Medindo o comprimento do barbante

De posses dos valores obtidos, completaram a tabela abaixo e
com uma calculadora determinaram quantas vezes o diametro de um circulo
cabe em seu comprimento, com aproximagao de 2 casas decimais. A tabela
com os valores foi registrada numa folha que posteriormente foi colada no

caderno dos alunos:

Tabela 1: Calculando o valor de 7 com as medidas dos objetos.

Objeto Medida do Medida do C/D
comprimento (C) didmetro (D)
Tampa 1 38 cm 12 cm 3,166
Tampa 2 45 cm 14 cm 3,21
Bacia 70,3 cm 22 cm 3,19

ApOs a socializagdo da tabela, os alunos perceberam que o
namero variava entre 3,1 e 3,3. Foi informado aos alunos que este niumero era
chamado de 7 e proposto para que na proxima aula os alunos trouxessem
informagdes, através de uma pesquisa, que tipo de numero é o 7 e o que eles

conseguissem de informagdes sobre essa constante.

Na semana seguinte, a aula foi iniciada com a socializacédo da

pesquisa feita pelos alunos. Os dados coletados pelos alunos foram

7 éirracional e transcendente;
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O r éigual e constante;

N&o podemos conhecer a ultima casa;

E a mais antiga constante que se conhece;
O numero nao termina;

O nome é "TrepipeTpog”;

O filme “As aventuras de Pi” é porque o protagonista do fime adotou o

nome da letra e sabia escrever o nimero 7 até encher a lousa.

Apos a socializacdo, destaquei a primeira afirmacdo: 7~ €
irracional. Mas que tipo de numero € esse? Até o momento os alunos tiveram
apenas contato com numeros racionais. Voltamos entdo a definicido de numero
racional: todo o numero que pode ser expresso na forma de fragdo. Entdo o 7

nao pode ser expresso como uma fragcdo? Retomamos o conceito de fragao

. . . a .
que é todo numero que pode ser escrito na forma E,com aeZe beN". Com

esse conceito em mente, foi langado o seguinte questionamento: “Entéo, se 7
nao é racional, significa que n&o existe uma circunferéncia onde o comprimento
e o didmetro sejam numeros naturais?” Neste momento, levei os alunos a sala

de informatica.

Com 2 e 3 alunos por computador, eles utilizaram o GEOGEBRA
para realizar as construgdes e completar a mesma tabela da aula anterior, com
3 exemplos quaisquer, mas com esse novo recurso tecnologico, pude ampliar a

questdo do .

“ele (Geogebra) traz muitas vantagens em relagdo ao trabalho no
papel ou quadro, como movimentar as figuras em diversas diregdes,

comparar e voltar ao aspecto inicial.” (Revista Nova Escola)

Além de ter medidas mais precisas, 0 GEOGEBRA possibilitou
que fossem realizados mais dois desafios. Os alunos tiveram que alterar o

tamanho do circulo e garantir:

1° que o diametro tivesse uma medida inteira;
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2° que o comprimento da circunferéncia tivesse uma medida

inteira.

Figura 9 Desenhando um circulo qualquer no geogebra

Figura 10 Usando a calculadora do computador para determinar o valor de 7
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Figura 13 Circulo de raio com medida inteira representado no Geogebra

ApOs essas atividades, foi realizada uma série de exercicios sobre
o calculo do comprimento da circunferéncia, uma autoavaliagcdo da atividade
realizada e uma avaliagcdo sobre comprimento de circulo e classificagdo do

ndmero r.

2.4. Analise a posteriori

Para andlise da atividade desenvolvida, realizamos uma
tabulagcédo das questdes aplicadas na avaliacdo correspondente a comprimento

de circunferéncia e a classificagdo do numero r.

A primeira questdo da prova a ser tabulada foi a questao
envolvendo calculo de circunferéncia. A questao foi reproduzida a seguir:

6 - Calcule o comprimento e a area de uma circunferéncia de:

a) raio = 3 cm.

b) raio = 1,2 cm.

c) didmetro = 7 cm.

d) didmetro = 10,6 cm.
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No caso, o objeto de pesquisa foi apenas o comprimento cujo

resultado € mostrado na tabela abaixo:

Tabela 2: Tabulagdo do niumero de acertos na prova logo ap0s a atividade.

Acertou todos os itens 15 alunos 68%

Acertou quando foi dado o didametro, mas 1 aluno 5%

errou quando foi dado o raio (no caso elevou o

raio ao quadrado)

Errou a questédo ou deixou em branco 6 alunos 27%

22 alunos 100%

A outra questao correspondia a classificagao do .

2 —Dados os numeros:

-4,5 6,444... 12/4 -2/4

_16 V15 1000 m

Quais desses numeros sao:
a) Naturais:

b) Inteiros

c) Racionais

d) Irracionais

Nesta questdo analisei somente o0s que classificaram

corretamente 0 numero 7~ como um numero irracional. 17 alunos, o que

corresponde a 77%, identificaram corretamente o0 7 como um numero

irracional

Quanto a autoavaliacéo realizada, os alunos deveriam completar

uma tabela com as seguintes informagdes: o que eu aprendi e 0 que ainda

tenho duvida.
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Tabela 3: Tabulacéo do resultado da autoavaliacéo.

O que eu aprendi O que ainda tenho duvida

Calcular o] comprimento da | Calcular o comprimento do circulo — 3
circunferéncia — 16 . ] .
Diferenca entre numero racional e
O numero 7 — 12 irracional — 3

Usar o Geogebra — 2 Diferenciar didametro de raio — 1

O que sao numeros irracionais — 5

Decorridos dois meses da aplicagao das atividades propostas e
com o intuito de verificar se o que os alunos aprenderam foi realmente
assimilado ou decorado de uma forma mecéanica, foi reaplicado os mesmos
exercicios da avaliagcdo. O resultado obtido para a questdo do calculo do

comprimento do circulo foi:

Tabela 4: Tabulacdo do numero de acertos na prova 2 meses apds a realizacdo da

atividade.
Acertou todos os itens 11 alunos 50%
Acertou quando foi dado o didametro, mas 4 aluno 18%

errou quando foi dado o raio (no caso elevou o

raio ao quadrado)

Errou a questdo a questdo ou deixou em 7 alunos 32%

branco

22 alunos 100%

Percebemos que os resultados sao satisfatérios. Metade dos
alunos nao teve dificuldade em resolver a questdo mesmo depois de um
periodo sem retomar “a formula” do comprimento da circunferéncia. O niumero
de alunos que erraram a questao praticamente manteve-se estavel. Quanto

aos 4 alunos que acertaram apenas quando foi dado o didmetro, um errou, pois
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fez os calculos com o proprio raio, os outros trés elevaram o raio ao quadrado.
Isso pode ter sido causado devido ao assunto seguinte, quando foi abordado o
tema da area do circulo, que neste caso sabemos ser zr?, com r o raio do

circulo.

Quanto a classificagdo do numero 7z, pedi para que os alunos
dissessem se ele é racional ou irracional e por que. Todos os alunos
classificaram 7 como irracional, alguns justificaram corretamente, mas outros

apresentaram algumas justificativas equivocadas:
Porque é uma dizima nao periédica — 11
Porque possui infinitas casas decimais — 5
Porque ele ndo tem raiz — 2
Porque nao pode ser colocado na forma de fragao — 1
Porque ele pode ter qualquer valor — 1
N&o justificou — 2

Como podemos observar, a maioria dos alunos soube caracterizar

corretamente o valor de .
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3. Conclusdes

O trabalho com recursos diversificados principalmente no Ensino
Fundamental leva os alunos a visualizar a Matematica de uma maneira
diferente. A utilizacdo de materiais ludicos ou manipulativos proporciona uma
maior aproximacao do professor e dos alunos. Nesta fase da escolaridade dos
alunos é importante os alunos se identificarem nao apenas com a disciplinas e
0s conceitos nela englobados, mas é necessario um olhar diferente tanto do
professor quanto dos alunos. O olhar do aluno com o professor, sua empatia,
suas afinidades colaboraram para o interesse e o processo de ensino

aprendizagem.

Ao trabalhar com os alunos, aulas diferentes de giz e lousa, cria-
se um vinculo afetivo e de cumplicidade com os alunos. Este contato direto
com os alunos para explorar os conceitos matematicos em grupos menores faz
com que a aprendizagem seja menos cansativa e mais produtiva. O trabalho
em grupo também favorece esse dinamismo em sala de aula, proporcionando

um clima favoravel e o aluno se sente mais aberto a novas experiéncias.

Na adolescéncia, o mundo oferece aos alunos muitas opgdes de
divertimento e lazer. Os recursos tecnoldgicos tornam a vida do adolescente
uma atividade dindmica e muito longe da monotonia de algumas atividades.
Proporcionar aos alunos aulas que acompanhem esse avango tecnoldgico
apenas reforca que estamos no caminho certo para torna-los nossos parceiros

na aprendizagem.

Nao sao todos os conteudos que proporcionam ao professor essa
abertura e liberdade de trabalhar com materiais diversos, mas acreditamos que
a capacitacado e atualizacdo constante dos professores tém um papel
fundamental nessas aulas. E do professor a responsabilidade de poder
observar perspectivas diferentes nos conteudos escolares. Seja com material
concreto, jogos, tecnologias, historia da matematica, aulas através de situagdes
problemas, é o professor que comanda o rumo das aulas e abre aos alunos
caminhos e desperta a curiosidade, a atencdo, o entusiasmo, os horizontes

para que o conteudo va além das paginas dos livros e ganhe vida.
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O projeto proposto pode ser aplicado em salas de aula de todo o
pais, em sua integra ou mesmo parte dele. Cada escola deve adequar o
conteudo a sua realidade, pois sabemos da realidade de algumas escolas
publicas que ndo tem nem computadores para os alunos. Em escolas cujos
alunos dispdem de computadores, até em casa, a atividade pode até ser
enriquecida com outras possibilidades de uso do geogebra, como por exemplo,
o aluno tentar descobrir, como se calcula a area de um circulo. As aplica¢gdes
sao inumeras e acreditamos que com um sélido conhecimento e com muita
criatividade, o professor podera realizar outras adaptacbes que julgar

necessaria.
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APENDICE A
Proposta da atividade.
12 aula: Calculando o numero 7 a partir de objetos concretos.

Material necessario: objetos circulares de tamanhos diferentes:
CD, pratos, tampas de panelas de diferentes tamanhos, tampas de potes, disco
de vinil, aros de bicicletas, bacias... , barbante, folha de papel sulfite e

calculadora.
Desenvolvimento:

Retomar com os alunos o conceito de didmetro de circunferéncia
e comprimento. Pedir para que eles estimem: quantas vezes o diametro de
uma circunferéncia cabe em seu comprimento? Para responder a essa
pergunta os alunos deverdo cortar pedacos de barbante que tenham o
tamanho do diametro do circulo a ser medido e com esses pedagos contornar o
circulo para tentar responder a pergunta proposta. Como este processo pode
gerar alguma duvida, pois os alunos deverdo concluir que sao 3 pedagos e
ainda falta um pedago, podera ser proposta a seguinte atividade: Como
descobrir com mais exatiddao quantas vezes o didmetro de um circulo cabe no
seu comprimento? O professor deve conduzir a discussao para que os alunos
realizem a seguinte atividade em grupos de dois ou trés alunos: contornar o
circulo com barbante e medir seu comprimento. Depois, desenhar o circulo em
uma folha de papel e determinar seu didametro a partir de dobradura. Medir este
didmetro. Por fim, organizar todos os dados coletados em uma tabela que
contenha o comprimento do circulo, a medida de seu didmetro e o valor
correspondente a divisao do comprimento pelo didmetro, que devera ser
resolvido com o auxilio de uma calculadora. O quociente obtido é a resposta da
pergunta: quantas vezes o diametro cabe no comprimento. A tabela tera o

formato abaixo:
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Tabela 5: Modelo para registro da atividade com barbante.

Medida do comprimento | Medida do Diametro (D) | C: D, ou seja, quantas
do circulo (C) vezes o didmetro cabe

no comprimento.

O professor devera passar pelos grupos para verificar se as
medicdes estdo sendo realizadas de forma correta e se a divisao esta em um
valor proximo a z. ApOds 0s grupos encerrarem a atividade, socializar as
respostas obtidas e questionar com os alunos se os valores encontrados estao
todos proximos de 3,14. Informar que este numero ja € conhecido ha muito
tempo e propor que os alunos realizem uma pesquisa sobre o numero 7.
Neste momento € importante que o professor ndo dé muitos detalhes sobre
essa constante, deixando que os alunos descubram suas caracteristicas

principais.
22 aula:

Iniciar a aula socializando o que os alunos pesquisaram sobre o
numero 7. Verificar se entre as informacgdes obtidas apareceu que o numero 7
€ um numero irracional. Se ainda néo foi citado, acrescentar essa informacéao
aos dados coletados. Explorar com os alunos o que € um numero irracional.
Até o momento, provavelmente, os alunos tiveram contato apenas com
numeros racionais. Retomar com eles a definicdo de numero racional: todo
namero que pode ser escrito na forma de fragdo, ou seja, como razao de dois
numeros inteiros. Como o prefixo i € de negag¢do, os humeros irracionais sdo os
que nao sao racionais. Pode-se levantar o seguinte questionamento: mas se «
€ originario da divisdo do comprimento pelo didmetro, ndo existe uma
circunferéncia onde o comprimento e o didmetro sdo numeros inteiros? Neste
momento, o professor deve levar os alunos a sala de informatica onde sera

proposta a utilizagdo do software Geogebra.

E importante que antes desta aula os alunos ja tenham nogdes
basicas de utilizagdo do programa. Se a escola dispde de aulas de informatica,

peca para que o professor utilize o programa em algumas aulas anteriormente,
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se nao tem o professor, leve os alunos antes a sala de informatica e faca uma
atividade de construgdo de figuras que utilize as principais ferramentas do
programa: construgdo de poligonos, construgdo de circunferéncia, medicao,

tracado de retas paralelas e perpendiculares.

“Depois de estudar o software, vocé pode mostrar para a turma o que
€ possivel fazer com os botdes basicos — como ‘mover’ e ‘poligono’.
Em seguida, propor atividades que permitam explorar os demais.
Assim, os alunos vao descobrir o que é possivel fazer” (Revista

Escola, agosto 2011)

Na Revista Escola ha uma sequéncia didatica completa —

Ambientagcdo com o Geogebra. Ha também sugestdes no site www.uff.br/cdme

da Universidade Federal Fluminense.

Dando continuidade a atividade eles deverdo abrir o softawe
Geogebra e na janela de visualizagdo deverao deixar a pagina em branco, sem
os eixos. Para isso, clicar na barra de eixos logo abaixo da janela de

visualizacao:

¥ GeoGebra .e ¢ —— = I

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A * s @ Fe g o z
|% oML Al Pl GG L el o\ fiFAse | 2s21l) «3» |
W W W W W W ¥ W W W W
» Janela de Algeb (] | = Janela de Visualizagéo
T

1

Logo apés, proponha que eles construam um circulo qualquer no

Figura 14: Retirar os eixos do Geogebra.

Geogebra. Para isso eles deverao clicar no icone “circulo dado o centro e um

de seus pontos”.
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7 GeoGebra L - - i

Arquivo Editar Exibir Opces Ferh. s Janela Ajuda

1] -

¥ Janela de Algebra .

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos 4 ]

@ Circulo dados Centro e Raio

ABC
/]

a=2
]

%

|

‘ v

| *7 Compasso

—

O Circulo definido por Trés Pontos

p Semicirculo Definido por Dois Pontos

..) Arco Circular dados Centro e Dois Pontos

f:j Arco Circular definido por Trés Pontos

Figura 15: icone para a construc&o do circulo

Clicando em um ponto qualquer € possivel construir uma

circunferéncia a clicar novamente quando formar a circunferéncia do tamanho

pretendido.
7 GeoGebra . T L. B R il - C=NEEl X |
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda
B F
DDDDBEDDE’DD Y
‘Ju. {
b Janela de Mgebra ~ Janela de Visualizagio )
= Cdnica L = | O- -
L e X - 0068+ (y - 1727 =1
= Ponto
3 A={0.06,1.72)
@ B=(2.74,3.62)
B
4
4 ‘—I'l?—- 3
Entrada: =

Figura 16: Construcao da circunferéncia
Com o comando “Distancia, comprimento ou perimetro”, meca o
comprimento do circulo construido apenas clicando sobre a circunferéncia e o

raio da mesma clicando nos pontos A e depois no ponto B.
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% GeoGebra ad IR —— - i -
~
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas 7 Ajuda
[ A~ nac) a4 |
i 7 ¥
F Janela de.ﬁ.lgebra El + Janela de \ﬂsu ‘/i‘ A |
: o a ngulo
= Cénica | ﬁ| =~ ?
L@ X -0.06F + (y - 1.72F=1C
- Ponta ‘\. Angulo com Amplitude Fixa

@ A=(0.06,1.72)
@ B=(2.74,3.62)

m

Distancia, Comprimento ou Perimetro < ]

cm?

4 Area
/ Inclinaco

{1,2} CriarLista

Figura 17: icone para a medi¢cdo do comprimento e raio do circulo

Podem continuar anotando na tabela da aula anterior, lembrando
que no computador esta a medida do raio e que o aluno devera dobrar para
passar para a tabela que deve ser preenchida com a medida do diametro. A

tela tera as seguintes informacgoes:

©7 GeoGebra L L —— ot - o |

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda

Rl AL o o) ) +) o

- ©, D 4

b Janela de ﬁlgeura ~ Janela deVlsuaIlzagao [

= Cbnica _l_i%|.v ® v ALw

@ (k- 0.06) +{y-1.72F=1(

= Namero .

.0 distanciaAB=3.25 Medida da

‘- perimetroc = 20.43 f

= Ponto T circunferéncia

5 A-(006,172) Circunferéncia de ¢ = 20.43

- B=(2.88,3.34)
Medida do raio (que devera
ser multiplicado por 2 para
obter o diametro

4 [ . = 3

Ertrardn "

Figura 18: Configuracédo da tela apds realizacéo da atividade

Utilizando a ferramenta mover, peca que alterem o tamanho do

circulo. Para isso deveréo clicar com o cursor sobre o ponto B e mové-lo.
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7 GeoGebra e . B i ﬂ‘é

\ |Arquwu Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
I B B o) =) [ N = 5

d 7 2

b Janela de Algebra [x] | = Janela de Visualizagao
= Cénica J_g}”.v v Aivw
e @ e - 0,06 + (y - 1727 =1(
= Mimera
++ O distanciaAB = 3.25
L) perimetroc = 20.43
= Ponto
@ A=(0.06,1.72)

4 B=(2.88,3.34)

R
|

Xli.. >

Clicar no

Circunferéncia de c= 20.43

ponto B

< . [

Entrada:

Figura 19: icone do cursor para modificagdo do circulo

Anotem mais uma vez os valores obtidos. A modificagcdo deve ser
realizada mais uma vez. Com o uso de uma calculadora, deverao dividir o
comprimento pelo didametro. Chamar a atencdo dos alunos que a aproximacao

agora é bem proxima de 3,14, com diferengas de menos de 0,1.

O objetivo agora é discutir a natureza do numero z . Relembrando
que ja foi dito que se o 7 fosse um numero racional poderia ser escrito como a
razao de dois numeros inteiros. Entdo a proposta é: modifique o circulo de
forma que o didmetro seja um numero inteiro, o que acontece com o
comprimento do circulo? Faca essa alteracdo varias vezes a troque
experiéncias com as outras duplas sobre o resultado obtido. Observarao que
nao tem comprimento inteiro. Agora fardo o inverso: deverdo garantir que o
comprimento seja um valor inteiro e entdo observar que tipo de numero é o

didametro.

A atividade mostra alguns exemplos de que nao existe para 7~ a
possibilidade de que o comprimento e o didmetro sejam numeros inteiros, mas
provar formalmente essa afirmagcdo nao é possivel para o nivel de

conhecimento dos alunos do Ensino Fundamental.



48

APENDICE B

Um pouco da histéria do nUmero z

O 7 é um numero muito especial. Possui um simbolo préprio para
representa-lo e esta intimamente ligado a uma das formas geométricas mais
perfeitas: a circunferéncia e seu didmetro. Nao importa o tamanho da
circunferéncia medida (de uma moeda, de um CD, de uma bola de futebol,
etc.), o resultado dessa razdo vai se aproximar do valor de 7, ou seja, 3,14... .
E claro que, na pratica, podemos obter resultados um pouco abaixo ou acima
do valor de 7, pois nem sempre os objetos medidos sao circunferéncias
perfeitas. Além disso, pode haver alguma imprecisdo ao se tomar medidas de
objetos circulares.

Hoje em dia é possivel calcular teoricamente o valor de 7 para
uma circunferéncia perfeita, usando-se formulas matematicas, com a precisao
que se desejar. Contudo, o conhecimento sobre como calcular o valor de 7
tem uma longa historia, de mais de 3 000 anos. A busca por um método de
célculo preciso para 7 intrigou matematicos e fildsofos desde a Antiguidade.

No antigo Egito, acreditava-se que essa razao valia aproximadamente % Na

Mesopotamia, os antigos babilénios usavam a fragéo 28—5 Na Alexandria, por
volta do século Il d.C., o filosofo grego Ptolomeu aproximou o valor de 7 da
~ 377
fracdo —.
120

Contudo, é atribuido a Arquimedes (287-212 a.C.) uma das
primeiras tentativas de se calcular rigorosamente o comprimento da
circunferéncia e o valor de 7.

Arquimedes escreveu a obra A medida de um Circulo. Esta obra é
composta de apenas trés proposicbes na qual Arquimedes demonstra
primeiramente que a area de um circulo (A;) de raio igual a r é igual a area de

um triangulo cuja base é igual a circunferéncia do circulo (C) e cuja altura é r,

, . Cr a ~ . , .
isto é, Ac = o Por consequéncia, a razdo entre a area do circulo e o raio ao

quadrado € o que hoje sabemos ser o valor de 7 Qpserve:
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Ao 2 rC C
7

Arquimedes quis descobrir a razdo entre o comprimento e o
didmetro de uma circunferéncia. Partindo de um hexagono regular inscrito e
circunscrito a um mesmo circulo calculou os perimetros dos poligonos obtidos.

2r\/§ e

Assim, dado um circulo de raio r, 0 hexagono circunscrito tera lado 3

portanto seu perimetro sera 4r+3 enquanto o perimetro do hexagono inscrito

sera 6r. Como o comprimento da circunferéncia € 2 zr, temos:

6r<27r<4ry3 = 3< 7 <2/3=3< 1 <3434

Figura 20: Hexagonos inscrito e circunscrito no circulo.

Arquimedes ja sabia que, se px e Px correspondem,

respectivamente, aos perimetros dos poligonos regulares de k lados inscritos e

. . . ~ 2 pnP,
circunscritos ao mesmo circulo, entdo P,, = ppjr‘P" € pon = (pnPZn)1/2. Com estas
n n

férmulas (que estdo demonstradas no Apéndice C), Arquimedes calculou p1z,
P24, P4s € Pos € O resultado obtido foi que a aproximacdo ao = com 8 casas
decimais era

3,140704872 < r < 3,14232195.

Esta metodologia mostrou ser possivel obter aproximag¢des do
valor de ~x tdo precisas quanto desejarmos, bastando aumentar,
continuamente, o numero de lados dos poligonos inscritos e circunscritos. Por
exemplo, o calculo de Ptolomeu foi feito com base em um poligono de 720

lados. Em 1579, FranQOiS Viete encontrou 7 até a nona casa decimal de

exatiddo utilizando um poligono de 393 216 lados e em 1610 o holandés



50

Ludolph van Ceulen calculou 7 até a trigésima quinta casa usando um
poligono de 2% lados. Ele gastou grande parte de sua vida nesta tarefa tanto
que apos sua morte a vilva mandou gravar o numero em seu tumulo. Por isso
o0 numero 7 é as vezes chamado de “numero ludolphiano”. A Ultima vez que o
método de Arquimedes foi utilizado para calcular o valor de 7 foi em 1630 por
Grienberger.

Nesta mesma obra, Arquimedes trabalhou com as areas destes
poligonos regulares, tentando calcular a area do circulo percebeu que ela era
limitada por estas areas e que este limite se estreitava até a area real do
circulo. Este foi o inicio do calculo, embora fossem necessarios mais 20
séculos para que Newton desenvolvesse esta idéia quando formulou os

elementos essenciais do calculo diferencial.

Em 1677 o matematico escocés James Gregory obteve a série

x> x7

3
infinita arctg x = x —x? ot (-1<x<1). A partir desta série e
utilizando outras relagdes trigonométricas, varios outros matematicos tiveram

sucesso no calculo de 7 com varias casas decimais. Por exemplo, em 1699,

Abraham Sharp encontrou as primeiras 17 casas decimais utilizando x = \/}/ ,

em 1841, William Rutherford calculou # com 208 casas, sendo 152 casas
corretas, utilizando a série de Gregory e em 1948 Ferguson e Wrench
publicaram o valor correto e testado com 808 casas decimais.

A letra 7, do alfabeto grego, foi escolhida por ser a primeira letra
da palavra peripheria (Trewijefwov), cujo significado é circunferéncia, ou seja, o
contorno de um circulo. Também foi nessa época que se fez uma das
descobertas mais importantes sobre 7. O matematico francés Johann Heinrich
Lambert, em 1767, conseguiu provar que ndo ha nenhuma razdo de numeros
inteiros cujo resultado seja igual a 7. Ou seja, 7 € um numero irracional, cuja

terminacao decimal € infinita e ndo periédica. E em 1882, F. Lindemann provou

que 7 ¢ transcendente, ou seja, que ele ndo é raiz de nenhum polinémio de
coeficientes racionais.
A grande evolugao no calculo do valor de 7 aconteceu a partir do

momento em que o computador entrou em cena. Com o advento da
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computacdo, associado ao descobrimento de métodos de calculos mais
poderosos e eficientes, tornou-se possivel calcular o valor de 7 com milhares
de casas decimais, em um tempo muito mais curto. Logo, o numero de digitos
de 7 obtidos saltou para a casa dos milhdes. Um dos ultimos recordes foi
obtido pelos pesquisadores japoneses Kanada e Takahashi que, em 2002,
conseguiram obter o valor de 7 com mais de um trilhdo de casas decimais.

Além do desafio intelectual relacionado a estas pesquisas, o
calculo do 7 ¢é usado, por exemplo, para testar a eficiéncia dos novos
computadores. Por exigir uma computagcdo intensa e precisa, o calculo de
milhdes de casas decimais do =z serve de parametro para verificar a
velocidade e a confiabilidade dos novos processadores.

Contudo, na pratica, ndo precisamos conhecer o valor de 7 com
tantas casas decimais.

Na maioria das aplicacbes, uma aproximacao do valor de 7 com
uma ou duas casas decimais é suficiente para garantir precisdo em
construcdes, desenhos, etc. Em calculos cientificos, uma aproximagdo com
quatro casas decimais € mais do que suficiente. Por exemplo, o valor de 7
com 11 casas decimais permitiria calcular a circunferéncia da Terra com uma

precisdo de milimetros.
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APENDICE C
Demonstragdes

Arquimedes em seu tratado “A medida de um circulo” obteve a
aproximagdo do valor do numero 7z utilizando-se da aproximagédo do
comprimento da circunferéncia de raio R através do comprimento de poligonos
regulares inscritos e circunscritos a circunferéncia.

Arquimedes demonstrou que

2 pnPn
P, = — 1
2n = L p (1)

Pon= PuPa)z ()

sendo que P, e p,, denotam os perimetros dos poligonos regulares de n lados

circunscrito e inscrito ao mesmo circulo respectivamente. Para tanto ele iniciou
os calculos obtendo os valores de Ps e ps (hexagonos), e calculando
sucessivamente P12, P12, P2s, P24, Pag, Pas, Pos € Pos.

Nosso objetivo sera mostrar estas duas formulas e obter os
valores encontrados por Arquimedes.

Vamos inicialmente demonstrar que tendo dois poligonos
regulares de n lados, um inscrito e outro circunscrito a um circulo, podemos
obter a medida do lado de um a partir da medida do lado do outro. Denotemos
por Sn a medida do lado do poligono circunscrito e s, a medida do lado do

poligono inscrito, e seja R o raio da circunferéncia. Entao valem as seguintes

relagdes
2RS
Sp = —— (3)
/4R2 + 5,2
2Rs
Sp = ———(4)

J4R%? — 5,2
A figura a seguir servira de auxilio aos calculos. Apesar da figura

ser um hexagono, os resultados obtidos ndo dependem deste fato.
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Figura 21: Rela¢cdes no poligono inscrito e circunscrito

Aplicando o Teorema de Pitagoras temos as seguintes relagdes

2
H2—R2+<Sn) N
- 2

4
h? = R? — (s_n)z _ AR5 h= JARZ- 5,2
2 4 2 '

Nao é dificil verificarmos que os tridngulos azul e vermelho séo

semelhantes pelo caso AA (Caso Angulo — Angulo). Portanto temos

/4R2 + 5,7
n

S

25 H Sn 2 2RS,
S—=——)—= —_— o § = Y
°n R Sn R 5 2
2 4R+ S,

Analogamente podemos obter a medida do lado S, do poligono
circunscrito a partir da medida do lado s, do poligono inscrito, ambos em um

circulo de raio R. Da relagao acima temos que

S
> _ R L, Sn_ R . _ 2Rs,
57” h Sn [4R2— 5,2 n J4RZ-5,2’

2

concluindo assim a demonstragao das formulas (3) e (4).
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Agora, vamos mostrar uma formula geral para encontrar o lado de
um poligono regular de 2n lados inscrito em um circulo em fungdo de um
poligono de n lados.

Para ilustracdo usaremos o hexagono

Figura 22: Rela¢cdes no poligono regular inscrito de n e 2n lados

Denotemos por x a diferenga entre a medida do raio do circulo e a
medida da altura do tridngulo isésceles formado e y a metade da medida do
lado do poligono inscrito neste circulo.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que
R—x= \/mﬁx:R— \/m -
x2=R?—- 2R+R?2— y2+ R?— y? >
x>+ y>=2R?>—- 2R./R? - y2.
Por outro lado, temos que
(5271)2 = x* + yz_
Logo

S
(s2n)? = 2R = 2RJRE=y? > s;,= [2R*= 2R [R*= (3] ,
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O que nos leva a

Sop = \/ZRZ—R 4R — 5,2

Na sequéncia, demonstraremos uma féormula que nos permite
determinar o lado de um poligono regular circunscrito a um circulo com 2n
lados, conhecendo o lado do poligono circunscrito de n lados. Novamente com

o auxilio da figura temos

Sn/2 D

C
Figura 23: RelagBes no poligono regular circunscrito de n e 2n lados.

Sejam A, B, C, D, E, F e G pontos tais que A é ponto médio do
lado do poligono circunscrito de 2n lados, BDCF um retangulo com lados

medindo H e Sn/2, OEF um tridngulo isésceles com lados congruentes iguais a
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H e base o lado do poligono regular circunscrito de n lados. O ponto G é o
vértice do poligono circunscrito de 2n lados.

Aplicando Teorema de Pitagoras no triangulo OBE obtemos
Sp\° 1
H? = (%‘) + R? 5H= > /Sn2+ 4 R?,

Observe que os triangulos AOG e DOC séo retangulos em A e D
e tem o angulo O em comum, por isso, pelo caso AA, eles sdo semelhantes.

Portanto vale a seguinte relagao

R Son R 2RS,

= — o 2= - S, =
Sn T R+H S 2n '
2 n R+§ /Sn2+4R2 2 R+ /sn2+4R2

Usando as expressdes deduzidas acima, vamos agora

demonstrar as formulas (1) e (2) utilizadas por Arquimedes. Mostraremos

L , . , 2 pnP.
inicialmente a férmula (1), isto éP,,, = ﬁ , em que P, e p, correspondem aos
n

n

perimetros dos poligonos regulares de lados n circunscrito e inscrito no circulo
de raio R.
De fato. Por (4) temos que

2RS 2RS 4nRS, s
Py, =2n.5,, =2n = = 2n = -7

2RS, 2Rs,.+2RS
2R+ /Sn2+ 4 R? 2R+ —— " "

_2nSpsy  2nSpns,  2pph
B sn+Sn_nsn+nSn_pn+ P,

Vamos agora demonstrar a férmula p,,, = (pn.PZn)l/z :
Ja sabemos que

2RS 2RS
= = [4R2+ 5,° = = (5)

S
/4R2 + S,° "

2Rs, 2R s,
S, = ———= =>J4R?>— 5,2 = (6)
" 1/4R2—Sn2 " Sn

Sp =




S7

4 R%s, 2 16 R* — 4R?s,%2 + 4 R%s5,2
/4R2+ S = [4R2+ — " = n n
4 R? — 5,2 4 R? — s,?

16 R* 4 R?

= =
4 R? — 5,2 [4RZ = 5,2
4R?>= |4R?+ S, J4R2— 5,2 . (7)

Assim
4 R2S 2
Sp’ = 4R2—+n52 o 4 R%s,% + 5,2 5,2 = 4 R2S,,>
n
4R?S, 4R%s, s,5,°
o = +
S‘I’l Sn STl
2RS 2 Rs 2Rs
& 4R = 4R? "4 52 L

Sp Sy, "oS,
& 4 RS /4R2 + 5,2 =4R%J4R? — 5,2 + S,2R\J4R? — 5,2
& 4R3 /4R2+ S,2— 4R3J4R? — 5,2 — S, RJ4R? — 5,2 =0
& 4R3 /4R2 + 5,2 + 8R* — 8R* — 4R3\[4R? — 5,2 — S,,*R\[4R? — 5,2 + 2R%S,* = 2R?S,,%.

Substituindo a equacgao (7) temos
4 R3 /4R2 + S, +8R*+2R2S,2 — 2R%2|4R? + S,%\J4R% — 5,2
— 4R3,/J4R?— 5,2 — S,” R\J4R% — 5,2 = 2R%S,?

& 2R? <2R /4R2 + 8,2 +4R? + 5,3) — R\J4R?% — 5,2 <2R /4R2 + 8,2 +4R? + 5n2> = 2R?S,?
s <2R /4R2 +S,° + 4R? +5n2> (ZRZ — RJ4R2- an) = 2R?%S,”
& /4 Rz + §,° <2R + f4 RZ + snz) (S,,)% = 2 R2S,?

2 R2S. 2
S (SZn)Z = = =

/4 Rz + 5,2 <2R + /4 R2 + 5,3)
RS, 2RS, S
. = 7 .SZn.
/4R2 + S,° 2R+ /4R2 + 5,7
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Portanto (S,,)? = 57".52,1, 0 que nos leva a

S
4n? (530)° =4n” EnSZn

& (2nsy,)? =ns,.2nS,,
< (pZn)Z = Pn-Pon

1
S Pon = (pn PZn)2
concluindo assim a demonstracgao.

Voltando aos calculos de Arquimedes, vamos determinar o valor

de 7 para os poligonos de 6, 12, 24, 48 e 96 lados. Para o poligono hexagono
temos
P < Ac <Pg
ou seja,
6R < 2mR <4RV3,
e dividindo por 2R concluimos, com 4 casas decimais de aproximacao, que
3 < m <34641.

Para o poligono de 12 lados, temos

2.6R4RV3 _ 24RV3 _ 24R\/?(3—2\/§):8R\/§(2\/§_ 3)

12

" 6R+4RvV3 3+2V3 9—12
= 48R — 24 RV3
1
p12 = [6R (48R — 24RV3)] 2 _ J144R2(2— V3) =12R /2— V3
Assim

P12z < Ac < Py

levando a

12Rv2—- V3 <2mR <48R—24RV3.
Dividindo tudo por 2R obtemos

6 /2—\/§< T <24—123,

Usando 6 casas decimais de aproximagao obtemos
3,105828 < m < 3,21539.

Para o poligono de 24 lados, temos
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P _2.24R(2-+3).12RV2- V3 _48R(2- V3)V2- V3
U 2R(2-V3)+ 12RV2- V3 2(2-V3)+ 42— V3

3
2

(2—x/§)%. lz(z—ﬁ)—(z-ﬁ)ﬂ 2(2= V3) - (2 V3)

= 48 R TCEEOEE = 48R =
(2- v3) lz(z— \/5)%— 1] (7 + 4V3)
= 48R 7918 =48R(2+\/§)l2 /2—\/5— 1].

Agora, para o poligono p,, temos

p2a= [12RV2 - V3.48R (2+ v3) (22— V3 - 1)]%:

j576R2(2 + V3) (2 (2-+v3)- (2- \/§)§> _

24R J2(4 _3)= (24 V3)(2— \A) =

1
2

24R\/2— (2+ V3)(2 - V3)~

Assim, como p,, < A, < P,,entao

24R\/2— (2+V3)(2- \/5)% <2mR < 48R(2+ \/§)I2 /2— V3 - 1]
onde segue que

12J2— (2+ \/§)(2—\/§)% <m<24(2+ \/§)[2 /2—\/§— 1],

0 que nos da, com 9 casas decimais de aproximagao
3,132628631 < m < 3,159716334.

Repetindo o argumento para o poligono de 48 lados, temos:

. 2.6,265257262R .6,319432668R  79,18574283 R?
* 7 6,265257262R + 6,319432668R ~ 12,58468993 R

= 6,291123885R

Pas = (6,265257262R .6,291123885R)"/2 = 6,278177252 R .

Umavez que pug <A, < Pug

e, para evitar maiores equacdes aproximando as expressdes obtemos que
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6,278177252R < 2m R < 6,291123885
ou seja
3,139088626 < m < 3,145561943.

Para o poligono de 96 lados temos

o _ 2.6,278177252 R.6,291123885R _ 78,99358173R?
% ™ 6278177252 R + 6,291123885R ~ 12,56930114R

= 6,284643899R

DPoe = (6,278177252 R .6,284643899R )% = 6,281409743R
Portanto pgg < A, < Pyg €
6,281409743R < 2mR < 6,284643899R
e divindo por 2R, nos da a aproximagao, com 9 casas decimais
3,140704872 < m < 3,14232195.
Podemos continuar o processo para obtermos uma aproximagao

do valor do numero m com a precisao desejada.
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APENDICE D

Algumas definigdes importantes relativas ao numero «

Neste apéndice apresentamos, como dois teoremas, duas
importantes caracteristicas a respeito do numero =z, ser irracional e
transcendente. Nao € o objeto de estudo tais demonstragdes, as quais podem

ser encontradas em Figueiredo,1985.
NUmeros irracionais

Definicdo: Seja x € R. Dizemos que x é racional se 3a, beZ, comb +# 0 tal

que x = %. Caso contrario, x sera irracional.

Teorema: O numero 7 € um numero irracional.
Tal resultado foi demonstrado inicialmente por Johann Heinrich Lambert

em 1761, no qual ele provou que se um numero X nao nulo € um numero

. ~ ~ , , . . T
racional, entdo tan x ndo € um numero racional. Em particular, como tanT =

. V/ ’ .
1, conclui-se que -, Nao & um nimero racional.

NUmeros Transcendentais

Definicdo: Um numero real é dito algébrico se € solugdo de uma equacgao
polinomial com coeficientes inteiros. Um numero que nédo é algébrico é

transcendente.
Exemplo: O nimero v2 é algébrico pois é solugdo da equagdo x> — 2 = 0.

Teorema: O numero 7 é um numero transcendente.



APENDICE E

Trabalho dos alunos

Neste apéndice apresentamos algumas imagens

realizadas pelos alunos, referente a primeira parte do trabalho.

4 &
d a8
5 :
| ¥ ' WJ Kﬁ “g
- ()_J/
{ -9
| =
w \ o il CLC Lo L AT ‘-171"0 .C'E,C(UL A UG,
"_ > J)Lu—t'lﬂl\ 2o N:J/‘M_,.{_MM wm,;uv!uf
4 » Hh_f S AU AT Cuuﬁt"-}iv’(“—‘- £ 'L'b“ ﬁu‘f‘”"d'o—
fre- ;e cutuar }ﬂb{:uuﬂv" A e /(b\fumr.w ricL G Ao
i 7
L \]x‘k-_’ul_l o W +‘ ¥ KL‘O "‘LLD\'V ’L{ | ‘EHIM L% /]i.L,LH’L(.
| W ) .
= Ae & AGUOXN. 4 “P
B o \,‘,. AV pua  po eo oy pun "491*")@“
pre- 144592 %).
-. o A L “lmm H O“ (mu{(’”u"a é . -
<) Fonb - Wikipcaiee
]
)

Figura 24: Pesquisa da alunal sobreo 7«
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Figura 25: Pesquisa realizada sobreo 7.
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Figura 26: Autoavaliacédo realizada.

O que eu aprendi

O que eu ainda tenho davida
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Figura 27: Autoavaliacdo realizada apdés atividade.

De acordo com as atividades realizadas pelo seu professor, descreva o que vocé lembra sobre *
o numero Pl.

LOW”JM_#&NM 2 o k-

J&b@.&g_f@p_@wm{hwzam Je
o nenler. €de opnascrmdprmande 3 MY, <
i pents, [t log) toflitr (oror decim

At NE A

O PI é um numero racional ou irracional? Por que?
nﬁéﬁ“ (od‘; A«z

\\x.m W@’A/VM("D\CQ

Lahoh /!lrl,fwod;ﬂ» I_A_P_ AL LCC M
::')\‘/v-nr... Wfﬁ&d-
d

Calcule o comprimento de uma circunferéncia de:

Mre

a) raio = 3 cm. (5f§?.]-ﬁ = éﬁom e

b) raio = 1,2 cm. (1,2.2\_?": 2,9 [Tem ~ 3
?ﬁ&m / =

40,@?(0‘«/

Figura 28 Atividade realizada ap6s experiéncias

o
¢)diametro=7cm. *. 1 =

-
d) didmetro = 10,6 cm. ’.’(716. =

64
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De acordo com as atividades realizadas pelo seu professor, descreva o que vocé lembra sobre:

o nimero Pl.

T 97 ava i .MMMLM&AAQ&"
% T ik COOCA (4 14

que 106 M mepde

O Pl é um numero racional ou irracional? Por que?

Calcule o comprimento de uma circunferéncia de:

C-D.T b

a) raio = 3 cm. il

3) 6 Wern¥ ¢ >4
_QijJ,L\fW ¥ f

C’,) 3{“) LA

d) didmetro = 10,6 cm. C‘D 4016‘“ o ® al

F‘igu-ra 20: Atividade realizada apn()s ablicagéo da sequéncia didatica

b) raio = 1,2 cm.

i

¢) didmetro = 7 cm.

O que vocé achou da utilizagdo do software Geogebra?

o R oM ogaenn’ Ly AMS" aL -&W&wle_d& c,gm?)umw_,.:

:E«;- Ao /U.xvffYCU cﬂvﬂngl&u'fww . )

O que mais lhe chamou ateng3o na atividade desenvolvida sobre comprimento do circulo?

Iviinden v /c/‘vm“ﬂm -’amhx:u ,caMﬁ AL GQMWW

Figura 30: Avaliacdo da sequéncia didatica
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O qug vocé achou da utilizagdo do software Geogebra?

Figura'31: Avaliagdo da sequéncia didatica realizada.

Atividade com o circulo —Em sala

Objeto

Comprimento do
diametro

Medida da
circunferéncia

Valor da divisdo do
comprimento pelo
didmetro

y i\
vy

22 A
22
CYV

Figura 32: Tabela com as medidas dos objetos circulares.

Atividade no Geogebra

Vo :
Circulo Cgmpnmento do Medida da circunferéncia | Valor da divisdo do |

didmetro comprimento pelo
% didmetro

1A ;
oL . X 0 Y NRETE
: ¥ g S(L_, v, O Yoly by
0 P L
F}Q‘ﬁa \s 5\7 | B'qi—ﬁd\,’\ud

Figura 33: Tabela com as medidas dos circulos no Geogebra.






