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Capítulo 1

Introdução

Nos dias de hoje sabemos que os físicos, químicos e biólogos moleculares têm
usado as mesmas ferramentas computacionais para compreensão e solução de muitos de
seus problemas, o que torna difícil de�nir uma fronteira dessas áreas que cada vez mais
estão sobrepostas.

Desde a última década, o interesse pela Nanociência, por exemplo, vem re-
cebendo uma atenção especial em várias áreas do conhecimento destacando a física, a
química, a biologia e a engenharia de materiais. Os sistemas físicos quando manipulados
em escala nanométrica apresentam tantos comportamentos novos que, hoje é possível a�r-
mar tratar-se de uma nova subárea do conhecimento com provavelmente muito impacto
na engenharia de materiais e na medicina do futuro, por exemplo. A simulação computa-
cional é um instrumento de pesquisa aplicável a materiais conhecidos, proporcionando um
entendimento microscópico mais profundo, sendo também aplicável a projetos de mate-
riais virtuais capazes de serem fabricados para um uso especí�co.1 Em conseqüência, os
avanços obtidos em simulação de materiais tornam-se cada vez mais importantes. Este
fato associado ao rápido crescimento do desempenho dos computadores e aos desenvolvi-
mentos de novos algoritmos, tem tornado a física e a química computacional, bem como
a física de materiais teóricas disciplinas de grande capacidade de predizer e comstatus
diferente daqueles que ocupavam no passado.

Nas principais áreas em estado sólido na física, química e engenharia de
materiais a simulação computacional constitui atualmente uma ferramenta fundamental
empregando uma gama de métodos de cálculo. Entre estes métodos encontram-se os
métodos mecânico-quânticos os que vêm sendo uma parte integral na pesquisa cientí�ca
e no desenvolvimento à indústria química por mais de 20 anos, tal como na indústria
farmacêutica. Os métodos computacionais baseados na Teoria do Funcional da Densidade
(DFT - Density Functional Theory)2�6 podem ser aplicados em sistemas moleculares cada
vez maiores, devido a desenvolvimento de algoritmos e desempenho de computadores
que tem melhorado a e�ciência e a precisão dos cálculos. Os métodos computacionais
mecânico-quânticos podem ser utilizados não somente para compreender os resultados
experimentais com maior profundidade, mas também para guiar-los.

1.1 - Fotoluminescência em tungstatos PbWO4, BaWO4

e SrWO4

A Fotoluminescência (FL) é uma das importantes propriedades óticas para
aplicações tecnológicas e que vem sendo intensivamente pesquisada. A propriedade FL
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

de um material se caracteriza pelo fato de tal material apresentar capacidade de emitir
luz durante a excitação de elétrons por absorção de radiação eletromagnética. Particu-
larmente, em um material sólido semicondutor, elétrons na banda de valência podem ser
excitados para a banda de condução por meio de uma fonte externa de radiação eletro-
magnética monocromática, se a energia dos fótons desta radiação de excitação for maior,
ou no mínimo igual, à energia de gap deste material.

Considerando, inicialmente, um semicondutor hipotético isolado em temper-
atura ambiente possuindo uma energia degap muito maior queKB·T (≈ 0.026 eV), então,
os elétrons estão em seus estados fundamentais, na banda de valência. Em seguida, con-
siderando uma fonte externa de radiação eletromagnética monocromática agindo sobre o
semicondutor, sendo que fótons desta radiação de excitação são absorvidos e possuem en-
ergia maior que a energia de gap do material. Então, elétrons são excitados para a banda
de condução. Parte dos elétrons excitados pode decair diretamente para a banda de
valência emitindo luz (decaimento radiativo), e depois, podendo decair em outros estados
menos energéticos na banda de valência produzindo geralmente energia térmica (decai-
mento não radiativo). E a outra parte dos elétrons excitados pode, inicialmente, decair
não radiativamente em outros estados menos energéticos na própria banda de condução
e, em seguida, decair radiativamente para a banda de valência, e por último, podendo
até decair em outros estados menos energéticos na banda de valência. E no �nal, após a
retirada da fonte de radiação sobre o semicondutor, a con�guração eletrônica do material
retorna para a con�guração de estado fundamental.

A Figura 1.1 ilustra qualitativamente as bandas de valência e de condução de
um semicondutor hipotético, e ilustra também alguns níveis de energia destas bandas que
envolvam possíveis emissões radiativas e não radiativas. As setas para cima representam
a excitação de elétrons por fótons de mesma energia (radiação monocromática), as setas
negras para baixo representam decaimentos radiativos (emissão de luz), e as setas vermel-
has representam decaimentos não radiativos. Observe que existem várias possibilidades
de caminhos nos decaimentos radiativos, podendo emitir fótons com diferentes energias,
e conseqüentemente, podendo formar uma banda larga de emissão FL.

Propriedades óticas dos tungstatos no estado sólido são intensivamente pes-
quisadas experimentalmente. Os tungstatos de bário BaWO4 e de estrôncio SrWO4 da
estrutura scheelita (grupo espacial I41/a) são perspectivos materiais para aplicação de
conversores Raman, lasers e ampli�cadores.7�14

Entre os tungstatos scheelitas, o tungstato de chumbo PbWO4 é um dos
materiais mais estudados por várias décadas,15�24 o PbWO4 não dopado é amplamente
pesquisado para a aplicação como cintiladores, e os estudos foram intensi�cados na dé-
cada de 90 quando este material foi selecionado como um cintilador para aplicações de
detectores de calorimetria eletromagnética em experimentos na física de alta energia.25�33
Embora o cristal PbWO4 vem sendo pesquisado por várias décadas, vários mecanismos es-
pectrais ainda estão em questão.34�37 Por exemplo, existem vários trabalhos experimentais
na literatura direcionados a identi�car tipos de defeitos na rede cristalina, que também
relacionam às suas propriedades óticas com tais supostos defeitos.34,36,38�43

Uma das propriedades óticas mais importante tecnologicamente, a FL, vem
sendo investigada intensivamente em tungstatos PbWO4 cristalinos.16,18�23,28�31 Existem
discussões44,45 sobre defeitos como centros emissores de cores que contribuem para regiões
da banda de emissão FL, principalmente para a região de emissão verde. Groeninket al.16
e o grupo de Korzhik28,31,46,47 concluem que a emissão verde é originada do centro (WO3

+ F) em um cristal PbWO4 não dopado, onde F é um elétron ligante em uma vacância de
oxigênio. Sokolenko et al.48 atribuem a emissão verde-vermelha para o centro de�ciente
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Figura 1.1: Diagrama qualitativo da estrutura eletrônica de um semicondutor hipotético
durante a absorção (excitação de elétrons) e emissão de fótons.

de oxigênio (WO3 · V..
o), e Sinelnikov et al.49 sugerem que o tetraedro WO4 distorcido

devido à formação de vacância de oxigênio V..o é responsável pela a emissão verde. Por
outro lado, Shi et al.44,45,50 sugerem que o centro (WO4 + Oi) como centro FL verde,
enquanto Huang et al.51 concluem que o oxigênio intersticial Oi intensi�ca a emissão FL
verde.

Atualmente, há um aumento na demanda tecnológica de dispositivos emis-
sores de luz, como mostradores digitais (displays) e na área da comunicação. A obtenção
da visível e intensa emissão FL à temperatura ambiente de um composto processado por
um método de baixo custo é de interesse para a aplicação de dispositivos optoeletrônicos.
Entre muitos dispositivos optoeletrônicos, semicondutores com desordem estrutural po-
dem substituir semicondutores altamente cristalinos, principalmente quando apresentam
melhores propriedades óticas.

Pizani et al.52�54 foram os pioneiros no estudo da fotoluminescência de ti-
tanatos perovskitas ATiO3 (A = Ba, Sr e Pb) com estruturas desordenadas. Estes ma-
teriais apresentaram, à temperatura ambiente, uma intensa banda larga de emissão FL.
Estes resultados associados com mecanismos observados em outros trabalhos na literatura
indicam que a presença de desordem estrutural é importante para a propriedade FL.

No laboratório na qual desenvolvi esta Tese (Laboratório Interdisciplinar de
Eletroquímica e Cerâmica - LIEC), os seguintes tungstatos PbWO4, SrWO4, BaWO4 e
CaWO4 foram recentemente sintetizados55�58 pelos pesquisadores experimentais por meio
da técnica do Método de Precursores Poliméricos (Pechini).59�62 No LIEC, os pesquisadores
teóricos têm como principal objetivo interpretar com maior profundidade os resultados ex-
perimentais ou os mecanismos envolvidos por meio de simulações computacionais. As sim-
ulações computacionais consistem principalmente no desenvolvimento de modelos forte-
mente baseados em dados experimentais obtidos tanto no LIEC quanto na literatura.

A intensa propriedade FL dos tungstatos PbWO4, SrWO4, BaWO4 e CaWO4

na forma desordenada ainda não tinha sido evidenciada na literatura até serem publica-
dos os nossos (grupo LIEC) recentes trabalhos.63�67 Nestes artigos foram associados os
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resultados experimentais e teóricos por meio de cálculos ab initio com base na teoria
DFT visando identi�car condições favoráveis para a intensa emissão FL. Alguns destes
artigos foram resultados de parte do projeto desta Tese, desenvolvida em parceria com
pesquisadores experimentais.

1.2 - Inserção e difusão de Li na estrutura Li1+xTi2O4

O crescimento na demanda de dispositivos portáteis tais como notebooks,
telefones celulares e câmaras tem levado a um intenso desenvolvimento de baterias se-
cundárias. Em particular, baterias à base de íon de lítio (baterias de Li) são muito
promissoras devido à sua alta razão de armazenagem energia/peso,68 e, atualmente, o
avanço da pesquisa nesta área é de grande importância tecnológica para um melhor de-
sempenho na potência de dispositivos portáteis e não portáteis.69�71

Em geral, nas baterias de Li comerciais é usado um composto de lítio-
carbono (LixC6) como anodo, e óxido de cobalto e lítio (LiCoO2) como catodo. Quando
a célula é carregada, os íons de Li são extraídos do catodo e inseridos no anodo, e na
descarga, os Li são liberados pelo anodo e levados novamente para o catodo,72 veja a
Figura 1.2.

Figura 1.2: Diagrama esquemático de uma bateria de Li.

Durante a última década, óxidos de metais de transição com estrutura es-
pinélia têm surgido como uma classe muito promissora para materiais eletrodos à base de
Li. A concentração de Li em óxidos do tipo espinélio Li-Ti-O é restrito a um intervalo
limitado pelas duas composições LiTi2O4 e Li4Ti5O12

73,74, originalmente sintetizados e
caracterizados no sistema de solução sólida Li1+yTi2−yO4 (0 ≤ y ≤ 1/3).75 Estes materiais
apresentam reversibilidade no processo de inserção e extração de Li sem signi�cante vari-
ação no volume da célula unitária (menos que 2%), e também apresentam boa capacidade
de retenção de Li.73,76�78 A combinação destas propriedades com as de alta mobilidade de
Li e tensão nula de inserção77,79,80 faz este sistema como perspectivo material anodo para
aplicações em baterias de Li, sendo mais atrativo que os atuais anodos de lítio-carbono.76

O uso do espinélio LiTi2O4 como material eletrodo é devido a sua habilidade
como matriz conduzir para a composição Li2Ti2O4 durante a inserção de Li.81 A inserção
de Li no espinélio LiTi2O4 foi primeiro reportado por Murphy et al. no início da década
de 80.81,82 Colbow et al. realizaram os ciclos de carga e descarga entre 1 e 3 Volts,
conduzindo o anodo para as composições entrex = -0.2 e 1.0 para Li1+xTi2O4. Entre x =
0 e 1 o potencial é praticamente constante em torno de 1.34 Vvs Li/Li+, e os ciclos de Li
podem ser realizados reversivelmente com pequena perda de capacidade.73 Muita atenção
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tem sido focalizada na composição do LiTi2O4 pois este foi o primeiro supercondutor
descoberto, possuindo uma temperatura de transição de Tc ' 11 K.74,83

O espinélio LiTi2O4 é caracterizado pela estrutura cúbica (grupo espacial
Fd3̄m) com oito unidades LiTi2O4 por célula unitária (Figura 1.3), na qual os íons de
lítio estão ocupando todos os sítios tetraédricos 8a, os íons de titânio todos os sítios
octaédricos 16d e os oxigênios todos os sítios 32e. Durante as reações eletroquímicas
no composto Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 1), os íons de Li inseridos vão ocupando os sítios
octaédricos vazios 16c, enquanto os íons Li já existentes nos sítios tetraédricos8a migram
também para os sítios 16c devido às forças repulsivas dos Li inseridos. Estes processos de
inserção e difusão causam uma transformação da estrutura espinélia para a estrutura do
tipo rock salt do Li2Ti2O4, que continua sendo uma estrutura cúbica e pode também ser
indexado no grupo espacial Fd3̄m.82,84,85

Bateria de Li recarregável é ainda um intenso desa�o na pesquisa para
maior e�ciência em suas propriedades e características. Alguns estudos teóricos mecânico-
quânticos do composto Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 1) (Fd3̄m) já foram reportados,85�87 entre-
tanto, a análise da difusão de Li nesta estrutura não foi ainda relatada na literatura.
Nesta Tese é apresentada a investigação de inserção e difusão de Li para diferentes con-
centrações e arranjos na estrutura Li1+xTi2O4. Cálculos de barreiras de potencial para
vários caminhos de migração de Li foram desenvolvidos para identi�car os estágios mais
favoráveis na difusão durante os processos de inserção ou extração de Li neste composto.

Figura 1.3: Figura esquemático da estrutura espinélia LiTi2O4.

Este material é atrativo não somente para ser usado em propósitos práti-
cos, mas também para ser empregado como material modelo no estudo fundamental do
processo de intercalação e difusão de Li na matéria condensada. Os resultados experi-
mentais oferecem numerosas e valiosas informações para cada material de interesse, mas
não provam diretamente aspectos atômicos do cristal e da estrutura eletrônica ao longo
dos processos de intercalação e difusão. A teoria pode complementar estas informações e
a simulação computacional por meio de cálculos ab initio pode servir como uma impor-
tante ferramenta complementar para auxiliar na compreensão e estabelecer distinções da
natureza do processo de intercalação e de difusão com o aumento da concentração de Li
nos sólidos.



Capítulo 2

Objetivos

Esta Tese está divida em duas partes distintas de investigação. Uma asso-
ciada com o estudo teórico relacionado ao fenômeno de FL nos sólidos BaWO4, SrWO4 e
PbWO4, e a outra associada com estudo teórico dos processos de intercalação e difusão
de Li no sólido Li1+xTi2O4.

2.1 - Fotoluminescência nos tungstatos PbWO4, BaWO4

e SrWO4

Os objetivos desta Tese são puramente de caráter teórico, consistindo parte
de simulações computacionais dos compostos PbWO4, BaWO4 e SrWO4. Mas antes
de esclarecer o objetivo principal com respeito ao estudo em FL, será feito um breve
comentário sobre os experimentos destes tungstatos realizados no LIEC, pois parte do de-
senvolvimento de modelos nas simulações computacionais é baseado nos resultados destes
experimentos. Estes dados experimentais são resultados a parte dos resultados do obje-
tivo desta Tese, ou seja, os resultados experimentais foram resultados de outras Teses.55,58
Maiores detalhes dos resultados experimentais destes compostos são mostrados paralela-
mente com os resultados teóricos ao longo desta Tese (na seçãoResultados e Discussão)
para auxiliar na clareza e na validade do trabalho teórico realizado.

Amostras do tungstato de chumbo PbWO4 foram sintetizadas na forma de
�lmes �nos cristalinos (na fase scheelita) e desordenados (amorfos) com diferentes graus
de ordem.58 Isto é, uma amostra de �lme de PbWO4 pode receber um tratamento térmico
até a temperatura no qual o �lme se cristaliza (temperatura de cristalização), enquanto
outras amostras podem ser tratadas termicamente em diferentes temperaturas abaixo
da temperatura de cristalização. Com isso, tais amostras não chegam a se cristalizar e,
quanto mais próxima à temperatura de cristalização uma amostra é tratada maior é o
grau de ordem em sua estrutura desordenada.

Amostras de BaWO4 e SrWO4 foram sintetizadas na forma de pó cristali-
no (fase scheelita) com diferentes temperaturas de tratamento térmico, e conseqüente-
mente, possuem diferentes graus de ordem.55 Estes diferentes graus de ordem nas amostras
cristalinas foram detectados por medidas de espectroscopia Raman.55

Os �lmes de PbWO4 foram caracterizados estruturalmente por medidas de
Difratometria de Raios X (DRX), Microscopia de Força Atômica (MFA) e espectroscopia
de absorção na região ultravioleta e visível (UV-vis) no intervalo de comprimento de onda
(λ) entre 200 e 800 nm.58

As amostras em pó dos BaWO4 e SrWO4 foram caracterizados estrutural-
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mente por medidas de DRX, espectroscopia Raman e absorbância.55 A espectroscopia
Raman tem sido amplamente utilizada para avaliar informações do ordenamento local (a
curta e média distância) em estruturas de materiais, como por exemplo, a evolução das
fases em função dos tratamentos térmicos.

Medidas de FL foram realizadas para todas as amostras destes tungstatos.
Todas as medidas foram executadas à temperatura ambiente. As amostras de tungstatos
altamente ordenadas não apresentaram a propriedade FL e as amostras altamente desor-
denadas também não apresentaram ou apresentaram baixa emissão FL. As intensas emis-
sões FL foram apresentadas pelas amostras com ordem e desordem simultâneas (ordem-
desordem) na rede. Assim os resultados experimentais revelaram que a intensa e larga
emissão FL para os tungstatos scheelitas depende do grau de ordem-desordem estrutural
em suas redes.

O objetivo nesta Tese com respeito ao estudo em FL é:
- Por meio de simulações computacionais, utilizando o método mecânico-

quântico DFT, interpretar o porquê a ordem-desordem estrutural nos sólidos PbWO4,
SrWO4 e BaWO4 é uma condição favorável para a geração da intensa banda FL.

2.2 - Processos de intercalação e difusão de Li na es-
trutura Li1+xTi2O4

Os objetivos citados abaixo são para os estudos realizados por meio de sim-
ulações computacionais utilizando a técnica mecânico-quântica DFT.

- Estudo dos processos de intercalação (inserção) e de difusão de Li no sólido
Li1+xTi2O4 nas concentrações 0≤ x ≤ 0.375, implicando nas migrações de Li entre sítios
octaédricos e tetraédricos através de e em planos descritos por oxigênios da primeira
vizinhança.

- Investigação das possibilidades de intercalação e de difusão de Li resultando
em diferentes arranjos locais de Li na rede.

- Análises de seus respectivos per�s de energia e barreiras de potencial,
comparando com dados experimentais na literatura.

- Identi�car os tipos de caminhos e de arranjos locais de Li mais favoráveis
no processo de difusão em diferentes concentrações.



Capítulo 3

Fundamentos Teóricos

3.1 - Equação de Schrödinger
A teoria em que se baseia o estudo da estrutura microscópia de molécula e

de sólidos é a teoria quântica. Essa teoria fundamenta-se em um conjunto de postulados
estabelecidos e testados por meio de fatos experimentais.

A teoria quântica no estágio atual admite uma apresentação elegante e
sucinta baseada no chamado Problema de Heisenberg.88,89 Para estabelecer esta formu-
lação, pode-se partir das formulações de Lagrange e Hamilton da mecânica clássica.

O resultado principal do ponto de vista de teoria de moléculas e sólidos é a
apresentação da Equação de Schrödinger dependente e independente do tempo.

3.1.1 - Cálculo Variacional
O Cálculo Variacional tem sua origem na determinação de valores extremos

ou estacionários de funcionais onde por funcional entende-se, de uma forma geral, uma
quantidade que depende de uma ou mais funções, em lugar de um número �nito de
variáveis discretas.

O Cálculo Variacional é uma base fundamental para a formulação daEquação
de Euler-Lagrange. Observa-se a expressão:

S =

∫ x2

x1

F
(
y(x), x

)
dx. (3.1)

Nota-se que S não depende da variável contínua x, pois esta sendo integrado
em todo x e, após a integração, o x desaparece. Entretanto, S depende do tipo da função
y.

O S é uma função de uma outra função. S é dito ser um funcional de y e
geralmente se representa:

S = S[y]. (3.2)
Até aqui, pode-se ver o papel do Cálculo Variacional. Ele está relacionado

aos funcionais, assim como o cálculo usual está relacionado às funções.90
Um funcional S = S [y ] tem um extremo em y0 se

δS = 0, (3.3)
e pode-se fazer uma analogia com o cálculo usual; uma funçãoy = y(x) tem um máximo
ou um mínimo em x0 se dy = 0.

8
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A Figura 3.1 ilustra esquematicamente um funcional S qualquer que de-
pende das funções y(x) e y(x)+δy(x), e comparativamente, ilustra a diferença entre as
variações dy e δy.

Figura 3.1: Diferença entre dy e δy.

O problema em determinar o extremo deS é resolvido da seguinte maneira:

δS =

∫ x2

x1

F (y + δy, x)dx−
∫ x2

x1

F (y, x)dx. (3.4)

Expandindo F(y + δy, x)dx em série de Taylor no entorno de y, e após
desprezar os in�nitésimos de ordem superior a δy, tem-se:

F (y + δy, x) = F (y, x) +
∂F (y, x)

∂y
δy.

Então,

δS =

∫ x2

x1

∂F

∂y
δydx. (3.5)

A condinção de extremo δS = 0 implica, portanto, que
∫ x2

x1

∂F

∂y
δydx = 0.

Na integração acima, δy(x), embora uma quantidade in�nitesimal, é uma
função arbitrária de x. Assim, para que a integração seja nula, para qualquer que seja a
função in�nitesimal δy(x), é preciso que

∂F

∂y
= 0. (3.6)

O que acaba de ser visto foi a maneira de encontrar a condição de extremo
para S =

∫ x2

x1
Fdx onde F = F(x,y). A condição encontrada está expressa na relação
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(3.6). Este foi um caso simples. Seja, agora, o caso em que a funçãoF possui a seguinte
dependência:

F = F
(
y(x), y′(x), x

)
. (3.7)

Pode ser visto que S é um funcional de y e y ′, ou seja

S = S[y, y′].

A condição de extremo para este caso pode ser obtida seguindo o raciocínio
desenvolvido anteriormente. Primeiro, segue que

δS =

∫ x2

x1

(∂F
∂y

δy +
∂F

∂y′
δy′
)
dx. (3.8)

Para poder extrair alguma conclusão da expressão acima, desenvolve-se con-
venientemente o segundo termo da integral,

∫ x2

x1

∂F

∂y′
δy′dx =

∫ x2

x1

∂F

∂y′
δ
dy

dx
dx

=

∫ x2

x1

∂F

∂y′
d

dx
δydx

=
∂F

∂y′
δy

∣∣∣∣∣

x2

x1

−
∫ x2

x1

δy
d

dx

∂F

∂y′
dx

= −
∫ x2

x1

δy
d

dx

∂F

∂y′
dx.

(3.9)

Na segunda passagem, os operadores δ e d/dx foram usados independente-
mente (recordando de que δ é uma operação onde x não varia, como ilustrado na Figura
3.1), isto é,

δ
d

dx
=

d

dx
δ.

Na última passagem da equação (3.9), foi usado o fato de que todas as
funções devem passar pelos pontos P1 e P2. Portanto, δy(x) = 0 tanto para x = x1 e
como para x = x2, observe a Figura 3.1.

Substituindo a equação (3.9) na equação (3.8):

δS =

∫ x2

x1

(∂F
∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)
δydx. (3.10)

Para satisfazer a equação (3.10) considerando a condição de extremoδS =
0 e que δy(x) é uma função arbitrária de x resulta na seguinte condição:

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0.
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Esta equação é conhecida como Equação de Euler-Lagrange, que foi obtida
por Euler em 1744 e é a base da formulação da lagrangiana. Esta relação representa a
condição de extremo para o funcional S, onde F = F(y,y ′,x).

3.1.2 - Equação de Euler-Lagrange
Daqui já pode ser ampliado o conceito funcional na formulação de Lagrange,

considerando o estado de um sistema dinâmico com um número n �nito de graus de liber-
dade é dado em qualquer instante do tempo �xando-se as componentes das funções n-uplas
1∗ denominadas coordenadas generalizadas q = (q1, q2, . . . , qN) e velocidades generalizadas
q̇ = (q̇1, q̇2, . . . , q̇N). A dinâmica do sistema é descrita por uma função do tempoq = q(t),
esta função dá a evolução das coordenadas generalizadas e as velocidades generalizadas
tomam a forma q̇ = dq/dt. A classe das funções q = q(t) é determinada por uma lei
dinâmica obtida usando o funcional S = S [q(t)], que é uma aplicação que associa à q(t)
o número S. q é dita ser a função argumento do funcional. O domínio de um funcional é
em geral uma determinada classe de funções.

Generalizando a funçãoF da equação (3.7) para uma função também escalar
L:

L = L(q1, q2, · · · , qN ; q̇1, q̇2, · · · , q̇N , t)
ou compactamente,

L = L(q, q̇, t).

A função escalar L é chamada de lagrangiana, dependendo das N coorde-
nadas generalizadas. A con�guração deste sistema num certo instante t1 é dada pelos val-
ores das N coordenadas e das N velocidades generalizadas (oumomentos generalizados)
no instante t1. Conforme o tempo vai passando, o sistema vai evoluindo e, conseqüente-
mente, a con�guração vai mudando. No instante t2, o con�guração será provavelmente
outra:

S = S[q(t)] =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt. (3.11)

O funcional S é chamada de funcional ação. O princípio de Hamilton,
também denominado demínima ação, estabelece o seguinte:

A evolução do sistema da con�guração 1 para a con�guração 2 é
tal que a ação é um mínimo.

Aplicando o conceito do Cálculo Variacional na equação (3.11) e seguindo
os passos anteriores obtem-se a relação similar à equação (3.10):

δS =

∫ t2

t1

N∑
i=1

(∂L
∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi(t)dt. (3.12)

Como os δqi(t) são funções arbitrárias de t, a condição de mínimo, δS = 0,
é satisfeita se

N∑
i=1

(∂L
∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi(t) = 0.

1∗Uma função real com n-componentes é chamada de função n-upla.
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Se não houver relação de vínculo entre os qi's, temos que os diversos δqi's
são independentes. Neste caso, e somente neste caso, tem-se:

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, i = 1, 2, . . . , N. (3.13)

Esta é a equação Euler-Lagrange (o nome de Euler está ligado ao cálculo
variacional e o de Lagrange ao problema de descrever a con�guração ou evolução temporal
de um certo sistema por uma certa função escalarL dependendo dasN coordenadas gener-
alizadas e do tempo). Desta equação, pode-se diretamente extrair uma lei de conservação.
Se a coordenada qi não aparece explicitamente na lagrangiana tem-se que:

∂L

∂qi
= 0 ⇒ d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 ⇒ ∂L

∂q̇i
= const. . (3.14)

A quantidade ∂L/∂q̇i é, sem dúvida, uma quantidade importante pois, me-
diante certas condições, ela se conserva. Esta grandeza, chama-se demomento general-
izado conjugado à variável q̇i ou, simplesmente, momento conjugado ou, ainda, momento
canônico. Quando q̇i tem dimensão de comprimento a quantidade ∂L/∂q̇i é o momento
linear e quando tiver dimensão de ângulo, é um momento angular. Então:

ṗi =
∂L

∂q̇i
. (3.15)

Foi obtido a conservação do momento através de uma simetria da lagrangiana,
pois, quando a lagrangiana não depende de uma certa coordenada q̇i, ela apresenta uma
simetria perante a ação desta variável. Mais especi�camente, sejaq̇i um ângulo correspon-
dente à rotação em torno de um eixo. Se esta coordenada for cíclica, pode ser feito uma
rotação do sistema em torno do eixo correspondente que a sua lagrangiana continuará
a mesma. Assim pode ser dito, que a lagrangiana possui uma simetria de rotação. Em
conseqüência desta simetria, o momento conjugado é conservado.

Pode ser vista uma outra lei de conservação. Seja a derivada em relação ao
tempo da lagrangiana,

dL

dt
=
∑
i

∂L

∂qi
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∂L

∂t

=
∑
i

( d
dt

∂L

∂q̇i
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

)
+
∂L

∂t

=
d

dt

∑
i

piq̇i +
∂L

∂t

onde, na segunda passagem acima, usa-se a equação de Euler-Lagrange e, na última, a
de�nição de momento [veja a equação (3.15)]. Se a lagrangiana não depende explicita-
mente de tempo, tem-se que dL/dt = 0 e, conseqüentemente,

d

dt

(∑
i

piq̇i − L
)

= 0 ⇒
∑
i

piq̇i − L = const. .
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Observa-se que é outra quantidade que se conserva. Ou seja, quando a
lagrangiana não depende do tempo explicitamente (tempo cíclico), a grandeza

H =
∑
i

piq̇i − L(q, q̇), (3.16)

que é chamada de hamiltoniana, se conserva. Num dado sistema de partículas no caso em
que uma quantidade V detém as informações sobre o tipo de interação que a partícula
(ou partículas) está sujeita, depende apenas das coordenadas generalizadas, tem-se que a
Hamiltonina é a energia total e aV é a energia potencial. Então

H = T + V. (3.17)
Particuarmente, a forma da energia cinéticaT de um sistema de partículas

em coordenadas cartesianas retangulares e em coordenadas esféricas, respectivamente é:

T =
1

2

∑
a

ma(ẋ
2
a + ẏ2

a + ż2
a),

T =
1

2

∑
a

ma(ṙ
2
a + ṙ2

aθ̇
2
a + ṙ2

asenθaφ̇
2
a).

O índice a refere-se ao número e partículas do sistema.
Nota-se que no caso das coordenadas esféricas, aparecem também as cood-

enadas generalizadas e não apenas as velocidades, como no caso das coordenadas carte-
sianas retangulares. De uma maneira geral, a energia cinética é quadrática nas velocidades
generalizadas. Assim, pode-se escrever a energia cinética como:

T =
1

2

∑
ij

aij(q)q̇iq̇j. (3.18)

Agora os índices i e j referem-se ao número de coordenadas generalizadas.
Considerando a expressão da hamiltoniana, tem-se:

H =
∑

k

pkq̇k − L =
∑

k

q̇k
∂L

∂q̇k
− L

=
∑

k

q̇k
∂T

∂q̇k
− L =

∑

k

q̇k
∂

∂q̇k

[
1

2

∑
ij

aij(q)q̇iq̇j

]
− L

= 2T − L. (3.19)
onde, na segunda passagem, usamos a de�nição de momento canônico [equação (3.15)] e,
depois, da energia cinética (3.18). Igualando as equações (3.17) e (3.19), tem-se:

T + V = 2T − L
L = T − V. (3.20)

É claro que nem sempre a hamiltoniana tem a formaT + V. Ela só é igual
a T + V no caso que, quando V depende apenas das coordenadas generalizadas. A
lagrangiana L de um sistema deve depender da sua natureza. Por exemplo, para um
sistema de partículas interagindo entre si, a lagrangiana correspondente deve depender
do tipo de interação.
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3.1.3 - Equação de Hamilton
Partindo da equação (3.16):

H =
∑
i

piq̇i − L(q, q̇, t). (3.21)

Na formulação Lagrangiana, consideráva-se que as variáveis independentes
eram (q,q̇,t). No caso da formulação hamiltoniana o conjunto de variáveis independentes é
dado por (q,p,t). De fato, é fácil veri�car que é este o conjunto de variáveis indenpendentes
para a função hamiltoniana. Considerando queL = L(q,q̇,t), tem-se:

dL =
∑
i

∂L

∂qi
qi +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i +

∂L

∂t
dt

=
∑
i

∂L

∂qi
qi +

∑
i

pidq̇i +
∂L

∂t
dt,

(3.22)

onde na segunda passagem foi usada a de�nição de momento canônico. Tendo em conta
que pode ser escrita pidq̇i = d(piq̇i) - q̇idpi, combinando este resultado com a relação
(3.22):

d
(∑

i

piq̇i − L
)

=
∑
i

q̇idpi −
∑
i

∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂t
dt

De acordo com a equação (3.21):

dH =
∑
i

q̇idpi −
∑
i

∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂t
dt

O que mostra nitidamente que H = H(q,p,t). Observe que para se chegar
a esta conclusão, não foi necessário usar a equação de Euler-Lagrange, apenas é usado a
de�nição de momento canônico. Isto signi�ca queH = H(q,p,t) independente do princípio
de Hamilton, ou seja, mesmo fora da trajetória clássica.

Se reescrever a relação acima na trajetória clássica, o que pode ser feito
diretamente com o uso da equação de Euler-Lagrange, isto é, pela substituição de∂L/∂qi
por q̇i, tem-se:

dH =
∑
i

q̇idpi −
∑
i

ṗidqi − ∂L

∂t
dt

Por outro lado, como H = H(q,p,t), pode ser escrito:

dH =
∑
i

∂H

∂qi
dqi +

∑
i

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂t
dt

Comparando com a relação anterior (que foi escrita sobre a trajetória clás-
sica), tem-se:
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q̇i =
∂H

∂pi
(3.23)

ṗi = −∂H
∂qi

(3.24)

Estas são chamadas Equações canônicas de Hamilton2∗. Não foi escrita a
relação ∂H

∂t
= - ∂L

∂t
por ser uma mera identidade [veja expressão a (3.21)].

Para obter as relações (3.23) e (3.24), faz-se uso da equação de Euler-
Lagrange. Isto garantiu a evolução correta do sistema. Poderia, alternativente, em lugar
de usar a equação de Euler-Lagrange ter partido do princípio de Hamilton, isto é,

δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0

e substituindo L pela expressão obtida de (3.21), isto é:

δ

∫ t2

t1

[∑
i

piq̇i −H(q, p, t)

]
dt = 0

Desenvolvendo a relação acima, vem:
∫ t2

t1

∑
i

[
piδq̇i + q̇iδpi − ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi

]
dt = 0

Como nos extremos t1 e t2, δqi = 0, tem-se:
∫ t2

t1

piδq̇i dt = −
∫ t2

t1

ṗiδqi dt

Substituindo este resultado na expressão anterior e rearranjando convenien-
temente os termos, vem:

∫ t2

t1

∑
i

[(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
dt = 0 (3.25)

É preciso ter um pouco de cuidado antes de se concluir alguma coisa desta
equação. Embora as variáveis qi e pi sejam independentes, não pode-se dizer que os
coe�cientes de δqi e δpi sejam nulos na relação (3.25). Para convercer disto, na obtenção
da Equação de Euler-Lagrange (3.12), tinha:

∫ t2

t1

∑
i

(∂L
∂qi

δqi − ∂L

∂q̇i
δq̇i

)
dt = 0

Ora, apesar de qi e q̇i serem independentes, não foi concluído que os coe�-
cientes de δqi e δq̇i fossem nulos. Seja, então, a relação (3.21) e tomemos a derivada em
relação ao momento e ambos os lados

∂H

∂pk
= q̇k +

∑
i

pi
∂q̇i
∂pk
−
∑
i

∂L

∂q̇i

∂q̇i
∂pk

= q̇k, (3.26)

2∗Observe que a equação (3.23) foi obtida sem a necessidade de se considerar a trajetória clássica. Ela
está relacionada com a expressão do momento.
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que é uma das equações de Hamilton [veja (3.23)]. É interessante observar que esta relação
foi obtida diretamente das de�nições da Hamiltoniana e do momento canônico. Não foi
preciso usar as equações de movimento. Ela vale mesmo fora da trajetória clássica! Assim,
esta expressão não está propriamente relacionada à evolução temporal do sistema. Ela é
apenas uma consistência em relação à de�nição de momento.

Levando o resultado dado por (3.25) em (3.26), tem-se:
∫ t2

t1

∑
i

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δpi dt = 0.

Agora, sim, pode-se sem dúvida concluir que ṗi = - ∂H/∂qi, que é a outra
das equações de Hamilton.

É oportuno considerar uma análise comparativa entre os formalismos la-
grangiano e hamiltoniano. Um ponto importante a destacar é que ambos se fundamentam
no princípio de Hamilton.

(i) No formalismo lagrangiano tem N equações diferenciais de segunda or-
dem, desenvolvidas num espaço com N coordenadas generalizadas, chamado espaço das
con�gurações. No hamiltoniano, são 2N equações de primeira ordem e o espaço possui2N
coordenadas (N coordenadas generalizadas e N momentos), chamado espaço das fases.
Diga-se de passagem que ambos os casos fornecem as mesmas equações diferenciais (como
não podia deixar de ser). Neste caso, não há vantagens em usar um outro formalismo.

(ii) No formalismo hamiltonano, os momentos e coordenadas (quantidades
independentes) ocupam uma posição quase que simétrica na equações de Hamilton. O
mesmo não ocorre na equação de Lagrange em relação às coordenadas e velocidades
generalizadas.

(iii) Quando uma coordenada é cíclica na lagrangiana ela o é também na
hamiltoniana. Idem para a dependência temporal explícita. Então, as leis da conservação
para o momento conjugado e hamiltoniana são também diretamente obtidas no formalismo
hamiltoniano.

No desenvolvimento das equações (3.14) até (3.20) é uma maneira de vi-
sualizar da Mecânica Clássica um caminho para a Mecânica Quântica, onde o princípio
da mínima ação correspondia à física clássica e, no caso do mundo quântico, todas as
"trajetórias" poderiam contribuir para o cálculo do propagador. Tal método, não muito
difundido nos cursos de graduação, é conhecido comointegrais de caminho ou integrais de
trajetória de Feynman. Uma outra maneira de passar do mundo clássico para o quântico,
num processo conhecido como quantização canônica.

Começando a considerar uma quantidade genérica, de�nida no espaço das
fases, que será chamada de A(q,p,t). A evolução temporal desta quantidade é dada por:

dA

dt
=
∑
i

(
∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi

)
+
∂A

∂t
. (3.27)

Se desejar que esta expressão represente uma evolução temporal consistente
com o mundo clássico, deve-se usar as equações de Hamilton. Assim, substituindo em
(3.27) q̇i e ṗi dados pelas equações de Hamilton, encontra-se

dA

dt
=
∑
i

(
∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂A

∂t
= {A,H}+

∂A

∂t
, (3.28)

onde {A,H} é, por de�nição,
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{A,H} =
∑
i

(
∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

)
,

que é chamado de parêntese de Poisson entre A e H. De uma maneira geral, o parêntese
de Poisson entre duas quatidades quaisquerA e B é dado por:

{A,B} =
∑
i

(
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂qi

)

Os parênteses de Poisson satisfazem às seguintes propriedades

{A,B} = −{B,A},
{A+B,C} = {A,C}+ {B,C},
{AB,C} = {A,C}B + A{B,C},

{A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}} = 0.

(3.29)

A última relação acima é chamada de identidade de Jacobi. Para o caso
particular de qi e pj, tem

{qi, pj} = δij

{qi, pj} = 0 = {pi, pj},
que são chamados de parênteses fundamentais de Poisson.

3.1.4 - Problema de Heisenberg
Tendo apresentado as formulações lagrangiana e hamiltoniana da mecânica

clássica é possível estabelecer o processo de quantização de um sistema físico com n
graus de liberdade através da solução do Problema de Heisenberg, ou seja: encontrar os
operadores lineares p̂j(t) e q̂j(t), j = 1, 2,. . .,n que atuam em um espaço de HilbertH
satisfazendo as relações:

[q̂k(t), q̂j(t)] = [p̂k(t), p̂j(t)] = 0 (3.30)
[q̂k(t), q̂j(t)] = i~δkj (3.31)

e
˙̂qk(t) =

i

~
[H(q̂(t), p̂(t)), q̂k(t)] (3.32)

˙̂pk(t) =
i

~
[H(q̂(t), p̂(t)), p̂k(t)] (3.33)

onde:

q̂(t) = (q̂1(t), q̂2(t), . . . , q̂n(t))

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â

p̂(t) = (p̂1(t), p̂2(t), . . . , p̂n(t))
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e ~ é a constante de Plank h dividida por 2π.
A solução do Problema de Heisenberg foi obtida por von Neumann91,92 e

compreende duas partes: a etapa cinemática e a etapa dinâmica.
Etapa Cinemática: esta etapa compreende a determinação dos operadores

lineares e auto-adjuntos q̂0
j e p̂0

j (j = 1,2,. . .,n) sobre um espaço de HilbertH satisfazendo
as relações:

[q̂0
j , q̂

0
k] = [p̂0

j , p̂
0
k] = 0

[q̂0
j , p̂

0
k] = i~δjk.

Von Neumann demostrou que para esta etapa a solução é a seguinte:
(i) o espaço de Hilbert H é o espaço L2 das funções complexas ψ(q1, q2, . . . , qn),

de�nidas sobre o espaço de con�gurações e de quadrado integrável em relação a seus
argumentos reais qk (- ∞ < qk <∞);

(ii) os operadores lineares q̂0
k e p̂0

k são auto-adjuntos e dados no espaçoL2 por:

q̂0
kψ(q1, q2, . . . , qn) = qkψ(q1, q2, . . . , qn)

p̂0
kψ(q1, q2, . . . , qn) = −i~ ∂

∂qk
ψ(q1, q2, . . . , qn)

os quais coincidem com os operadores introduzidos por Schrödinger, na formulação de-
nominada mecânica ondulatória, usando a representação das coordenadas.

Etapa dinâmica: esta etapa compreende a determinação do operador
hamiltoniano H(q̂0

k,p̂0
k,t) auto-adjunto obtido substituindo, na expressão clássica, as var-

iáveis canônica qk, pk pelos operadores q̂0
k, p̂0

k, respectivamente. O operador H (q̂0,p̂0,t)
assim construído de�ne, pela equação

i~
∂T̂ (t, t0)

∂t
= H(q̂0, p̂0, t)T̂ (t, t0), T̂ (t0, t0) = 1, (3.34)

o operador unitário T̂ (t, t0), com o qual obtém-se:

q̂k(t) = T̂ (t, t0)−1q̂0
kT̂ (t, t0)

p̂k(t) = T̂ (t, t0)−1p̂0
kT̂ (t, t0)

que são soluções das equações (3.30), (3.31), (3.32) e (3.33).
O Problema de Heisenberg pode também ser formulado para a teoria quân-

tica de campos sendo nesse caso denominado Problema de Heisenberg e Pauli,93�95 que
traduz um princípio variacional dentro da estrutura quântica. Este princípio foi enunciado
por Schwinger em 195196,97 e é denominado Princípio Quântico de Ação Estacionária.

3.1.5 - Equação de Schrödinger
No mundo quântico, as grandezas observáveis são obtidas mediante atuação

de operadores hermitianos sobre funções de estado. Sendo que estas funções são vetores
num espaço chamado espaço de Hilbert H. Seja, então, a seguinte equação de autovalores

Aψ = aψ, (3.35)
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onde A é um operador hermitianoA† = A e a é o correspondente autovalor. A necessidade
de o operador A ser hermitiano é porque o autovalor a tem que necessariamente ser real.

Tanto ψ, A e a podem, num caso geral, depender do tempo. A evolução
temporal de ψ é dada pela equação de Schrödinger

i~
∂ψ(q, t)

∂t
= H(q̂0, p̂0, t)ψ(q, t) (3.36)

conhecida como equação de Schrödinger dependente do tempo.
O operador H = H(q̂0, p̂0, t) é por de�nição o hamiltoniano do sistema. Ĥ

é obtido da expressão clássica da função hamiltonianaH = H(p, q, t) com a substituição
de q e p pelos operadores q̂0 e −i~ ∂

∂q
, respectivamente, como determina a solução de von

Neumann.
A partir das equaç�es (3.35) e (3.36), pode-se obter como o operadorA evolui

com o tempo. Tomando a derivada temporal de ambos os lados de (3.35), encontra-se:

∂A

∂t
ψ + A

∂ψ

∂t
=
da

dt
ψ + a

∂ψ

∂t
(3.37)

Nota-se que em a foi usado a derivada total (o observável a é dado por a(t)
=
∫
d3~xψ∗Aψ). Combinando (3.36) e (3.37), encontra-se:

∂A

∂t
ψ − i

~
AHψ =

da

dt
ψ − i

~
aHψ

Considerando que aHψ = Haψ = HAψ, onde na última passagem foi usada
a relação de autovalores (3.35), obtem-se

(
∂A

∂t
+
i

~
[H,A]

)
ψ =

da

dt
ψ, (3.38)

onde

[H,A] = HA− AH
é o comutador entre os operadores H e A. Para dois operadores quaisquer A e B, teria:

[A,B] = AB −BA
Teria, também, as seguintes propriedades:

[A,B] = −[B,A],

[A+B,C] = [A,C] + [B,C],

[AB,C] = [A,C]B + A[B,C],

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0.

(3.39)

A essência da qual deseja apresentar até aqui está em parte embutida na
semelhança entre as expressões (3.29) e (3.39).

Voltando à relação (3.38). Como da/dt deve ser decorrente da atuação do
operador dA/dt sobre ψ, pode, então, concluir que a evolução temporal do operadorA é
dada pela seguinte equação:

dA

dt
=

1

i~
[A,H] +

∂A

∂t
(3.40)
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Como é visto, conhecendo-se a evolução temporal do estadoψ, pode-se obter
a evolução temporal do operadorA. Da mesma forma, partindo-se de (3.40) e da equação
(3.35), chega-se à equação de Schrödinger (3.36). Os dois formalismos quânticos são
equivalentes. O primeiro, dado por (3.36), é também conhecido como representação de
Schrödinger e considera a evolução temporal do sistema quântico através dos vetores de
estado. O segundo, correspondente à Eq. (3.40), chama-se representação de Heisenberg,
onde a evolução temporal é feita por intermédio dos operadores correspondentes aos ob-
serváveis. Mas o que é desejado destacar até aqui é a semelhança entre relações (3.28)
e (3.40). Isto sugere que as relações quânticas devam ser obtidas das correspondentes
clássicas por substituições do tipo:

{A,B} −→ 1

i~
[A,B]

Isto realmente acontece. Este processo de quantização, introduzindo por
Dirac, é conhecido como quantização canônico.

A dinâmica do sistema exige que a função ψ tenha uma dependência tem-
poral ψ = ψ(q, t). Assim, supondo que a funçãoψ(q, t0) refere-se ao estado do sistema no
instante t0, e que ψ(q, t) seja obtida a partir de ψ(q, t0) pela ação do operador T̂ (t, t0), ou
seja,

ψ(q, t) = T̂ (t, t0)ψ(q, t0). (3.41)
A equação (3.34) e a condição T̂ (t0, t0) = 1 podem ser combinadas na equação integral:

T̂ (t, t0) = 1− i

~

∫ t

t0

H(q̂0, p̂0, t′)T̂ (t′, t0)dt′ (3.42)

Em particular, no caso em que H(q̂0, p̂0, t) não depende explicitamente do
tempo, Ĥ(q̂0, p̂0), dada a condição inicial T̂ (t0, t0) = 1 a solução formal de (3.34) é

T̂ (t, t0) = exp

[
− i
~

(t− t0)Ĥ

]
.

E considerando (3.41) tem-se:

ψ(q, t) = exp

[
− i
~

(t− t0)Ĥ

]
ψ(q, t0)

que é a solução de (3.36). Se Ĥ tiver dependência explícita do tempo, em geral não é
possível obter uma solução fechada de (3.36), devendo-se usar métodos aproximados.

Com o estado do sistema representado por uma funçãoψ = ψ(q, t), o valor
médio de uma observável f(q,p) é postulado como

〈f〉 =

∫
ψ(q, t)∗f(q,−i~ ∂

∂q
)ψ(q, t)dq

com
∫ |ψ(q, t)|2dq = 1. O observável quântico f(q̂0, p̂0), associado ao observável clássico

f(q, p), é realizado através de um conveniente ordenamento dos produtosq · p, de modo
que se obtenha operadores auto-adjuntos F̂ = f(q̂0, p̂0) ≡ f(q,−i~ ∂

∂q
) com signi�cado

físico.

3.1.5.1 - Notação de Dirac
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A função ψ(q, t) é denominda função de estado na representação das co-
ordenadas. Essa função é a amplitude de probabilidade para encontrar o sistema no
q = (q1, q2, . . . , qn) do espaço de con�gurações, se uma medida das coordenadas for re-
alizada. Agora, para efetuar uma medida das coordenadas é preciso preparar o sistema,
ou seja, submetê-lo a ações experimentais de forma a deixá-lo com certas características
bem determinadas, i.e., deixá-lo com valores de�nidos para alguns observáveis físicos.
Designando esses observáveis por (Â1, Â2, . . . , Ân) = Â e sendo (a′1, a

′
2, . . . , a

′
n) = a′ seus

valores obtidos no processo de preparação, a notação completa para a função de estado
(3.36) deve ser:

i~
∂ψa′(q, t)

∂t
= H(q̂0, p̂0, t)ψa′(q, t) (3.43)

com ψa′(q, t) a amplitude de probabilidade de que, se o sistema físico for preparado num
estado caracterizado pelos valores (a′1, a

′
2, . . . , a

′
n) = a′ uma medida das coordenadas re-

sulte no ponto q = (q1, q2, . . . , qn).
A formaψa′(q, t) para a função de estado é denominadanotação de Schrödinger.

Na notação de Dirac usa-se o bra (〈 |) e o ket (| 〉) para designar os estados, de modo que
a função de estado ψa′(q, t) é notada por 〈q|a′, t〉, ou seja:

ψa′(q, t) = 〈q|a′, t〉 (3.44)
O estado físico caracterizado, no instantet, pelos valores (a′1, a

′
2, . . . , a

′
n) = a′

para observáveis (Â1, Â2, . . . , Ân) = Â é denotado pelo ket |a′1, a′2, . . . , a′n; t〉 ≡ |a′; t〉 e para
cada ket |a′; t〉 há um correspondente bra 〈a′; t|.

A notação de Dirac98 adquire signi�cado preciso na estrutura matemática de
espaço vetorial e seu dual. Nesta estrutura, os vetores de estadokets constituem o espaço
vetorial H e os vetores de estado bras pertencem ao dual H∗. O bra-ket 〈 | 〉
é a forma que de�ne o produto escalar em H e tem signi�cado físico de amplitude de
probabilidade como indica (3.44). Desta forma, cada vetor deH é caracterizado pelo
conjunto de valores obtidos para os observáveis usados na preparação do sistema ou a
serem determinados num processo de medida e está em correspondência biunívoca com
os vetores do espaço dualH∗.

Deve-se lembrar que o número de observáveis independentes, necessário para
caracterizar de forma completa um estado do sistema, está diretamente relacionado com
o número de graus de liberdade; esses observáveis devem ser tais que os operadores auto-
adjuntos em H, que os descrevem, comutem entre si. Um tal conjunto de observáveis é
dito ser formado de observáveis compatíveis e denominado um conjunto completo.98

Outro fato a observar é que dada uma amplitude de probabilidade〈a′; t′|a′′; t′′〉
qualquer variação δ〈a′; t′|a′′; t′′〉 pode ser expressa como:

δ〈a′; t′|a′′; t′′〉 = i〈a′; t′|δW |a′′; t′′〉
onde δW é um operador hermitiano in�nitesimal.

3.1.5.2 - Estados Estacionários
Considerando a equação de Schrödinger (3.43). Se Ĥ for independente do

tempo pode-se usar a separação de variáveis

ψ(q, t) = ϕ(q)χ(t) (3.45)
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onde, por simplicidade de notação, esta sendo deixado de indicar o conjunto de valoresa′
como índice.

Sendo H(q̂0, p̂0) um operador diferencial linear em q e ∂
∂q
, substituindo-se

(3.45) e (3.43), encontra-se que

χ(t) = exp

[−i
~
Et

]
, t0 = 0

onde E ′ é a constante de separação, e que ϕ(q) satisfaz a equação:

Ĥϕ(q) ≡ H(q̂0, p̂0)ϕ(q) = Eϕ(q) (3.46)
é conhecida como equação de Schrödinger independente do tempo.

A equação de Schrödinger (3.46) é uma equação de autovalor. Diz-se que
ϕ(q) é uma autofunção de Ĥ, com autovalor E . Se o operador hamiltoniano admitir um
conjunto completo de autofunçõesϕi(q), associados a um conjunto discreto de autovalores
Ei, tem-se:

Ĥϕi(q) = Eiφi(q), i = 1, 2, . . .

com
∫
ϕ∗iφj(q)dq = δij (ortornomalização)

e
∑
i

ϕ∗i (q
′)φi(q′′) = δ(q′ − q′′) (completude),

onde δ(q′ − q′′) é a função delta de Dirac.
A solução geral de (3.43) será então:

ψ(q, t) =
∑
j

Ciϕj(q) exp

[
− i
~
Ejt

]
(3.47)

onde cada parcela é chamada de estado estacionário do sistema. De fato, usando (3.47)
segue que, se o sistema estiver em um dos estados estacionários, o valor médio de um
observável f será:

〈f〉t =

∫
ϕ∗j(q) exp

[
i

~
Ejt

]
F̂ φj(q) exp

[
− i
~
Ejt

]
dq

=

∫
ϕ∗j(q)F̂ϕj(q)dq = 〈f〉t=0

i.e., o valor médio permanece constante no tempo.

3.2 - Teoria do Orbital Molecular
3.2.1 - O Funcional Energia Eletrônica

A teoria do orbital molecular é uma extensão das idéias de Borh onde existe
uma função de estado para cada elétron e a composição destas, forma a função de estado
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total dos N elétrons. Ela foi desenvolvida originalmente por Hartree, Slater, Roothaan,
Löwdin e muitos outros e culminou com o prêmio Nobel conferido a Robert S. Mulliken
em 1966.99

Seja ϕi(rµ) = ϕi(x
µ, yµ, zµ) o orbital molecular (O.M.) onde xµ, yµ, zµ rep-

resentam as coordenadas do elétron µ e i indica o estado eletrônico. A consideração do
spin resulta no spin-orbital molecular (S.O.M.), de�nido por

ψi(q
µ) = ϕi(x

µ, yµ, zµ)ξ(Sµ) = ϕi(µ)ξ(µ) = ϕµi ξ
µ, (3.48)

onde

ξ(Sµ) =

{
α(µ) ↑
β(µ) ↓

A função de estado total do sistema de N-elétrons é construída como um
produto anti-simétrico dos spin-orbitais, de maneira a satisfazer o princípio de exclusão
de Pauli, ou seja

Φ = (N !)1/2Â{ψ(1)
1 ψ

(2)
2 · · ·ψ(N)

N } (3.49)
onde Φ é a função de estado total para N elétrons e Â é o operador antisimetrizador.1
Em (3.49) por conveniência de notação, está sendo denotadoΦa,b,...,k(q

1, q2, . . . , qN) por
Φ e cada estado ψj(qµ) por ψµj por ψ(µ)

j . A relação (3.49) pode ser escrita na forma de
determinante, i.e., o determinante de Slater:100,101

Φ = (N !)−
1
2




ψ
(1)
1 ψ

(1)
2 . . . ψ

(1)
N

ψ
(2)
1 ψ

(2)
2 . . . ψ

(2)
N... ... ... ...

ψ
(N)
1 ψ

(N)
2 . . . ψ

(N)
N




A função de estado (3.49) tem algumas características:
(a) Os S.O.M. são linearmente independentes.
(b) O princípio de exclusão de Pauli é automaticamente satisfeito.
O operador Â obedece a propriedade Â2 = Â, seja então

Â =
1

N !

∑
P

λP P̂

onde P̂ é o operador permutação e λP = (−1)εP , com εP o número de transposições de
P̂ , ou seja, λP é a paridade de P̂ .

Primeiramente, mostra-se que [Â, P̂ ] = 0. Temos:

ÂP̂ =
1

N !

∑
Q

λQQ̂P̂

e com λ2
P = 1,

ÂP̂ =
1

N !
λP
∑
Q

λPλQQ̂P̂ =
1

N !
λP
∑
Q

λQλP Q̂P̂ .

Como as permutações formam um grupo, pode-se dizer que Q̂P̂ = R̂ e
escrever

∑
Q →

∑
R, uma vez que os elementos Q̂P̂ , para P̂ �xo, quando Q̂ varia entre

os elementos do grupo, geram todos os elementos do grupo. Então,
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ÂP̂ =
1

N !
λP
∑
R

λRR̂ = λP Â

da mesma maneira, mostra-se que

P̂ Â = λP Â (3.50)
daí,

P̂ Â = ÂP̂ .
Agora,

Â2 =
{

1
N !
{∑P λP P̂}Â

}

e usando a equação (3.50):
Â2 =

{
1
N !

∑
P λPλP Â

}

que resulta em
Â2 =

{
1
N !

∑
P (1)Â

}
= N !

N !
Â = Â.

Portanto, Â é um operador idempotente:

Â2 = Â.
Escrevendo o conjunto dos S.O.M. ψk ∈ H na forma de uma matriz linha

ψ̄ = (ψ1ψ2 . . . ψN).

Como base deH, os ψ′ks podem ser submetidos a uma transformação linear,

ψ′k =
∑

λ

ψλAλk,

ou seja, ψ̄′ = ψ̄Ā, onde Ā é uma matriz N ×N .
Se designar o produto anti-simétrico construído com ψ̄ e ψ̄′ por Φ e Φ′,

respectivamente, tem-se:

Φ′ = ΦDet(Ā)

A função de estado Φ′ representa a mesma situação física queΦ, já que ψ e
ψ̄ são bases do mesmo espaço de HilbertH.

Como os S.O.M. ψk são linearmente independentes, pode-se sempre escol-
her uma matriz de transformação Ā tal que os ψ′s transformados formem um conjunto
ortonormal. Então assumindo

∫
ψ∗k(µ)ψl(µ)dτµ = δkl, (3.51)

conseqüentemente, tem-se
∫

Φ∗Φdτ = 1, (3.52)

pois

∫
Φ∗Φdτ =

∫
. . .

∫ [
(N !)1/2Â{ψ(1)

1 ψ
(2)
2 . . . ψ

(N)
N }

]† [
(N !)1/2Â{ψ(1)

1 ψ
(2)
2 . . . ψ

(N)
N }

]
dτ1 . . . τN ,
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e como

Â† = Â e Â2 = Â (3.53)
tem-se

∫
Φ∗Φdτ =

∫
. . .

∫
N !{ψ(1)

1 ψ
(2)
2 . . . ψ

(N)
N }Â{ψ(1)

1 ψ
(2)
2 . . . ψ

(N)
N }dτ1 . . . τN . (3.54)

Para qualquer parcela de Â diferente da identidade tem-se zero em (3.54).
Então, (3.52) torna-se

∫
Φ∗Φdτ =

∫
. . .

∫
{ψ(1)

1 ψ
(2)
2 . . . ψ

(N)
N }†{ψ(1)

1 ψ
(2)
2 . . . ψ

(N)
N }dτ1 . . . τN ,

e usando (3.51), tem-se �nalmente
∫

Φ∗Φdτ =

∫
ψ

(1)†
1 ψ

(1)
1 dτ1

∫
. . .

∫
ψ

(N)†
N ψ

(N)
N dτN = 1.

A energia do sistema é dada por:

E =

∫
Φ∗ĤΦdτ ≡ E[Φ], (3.55)

onde o operador hamiltoniano em unidades atômicas é de�nido por:

Ĥ =
∑
µ

ĥ(µ) +
1

2

∑

µ 6=ν

1

rµν
. (3.56)

Em (3.56), ĥ(µ) é o operador hamiltoniano de uma partícula para oµ-ésimo
elétron movendo-se no campo dos núcleos; ĥ(µ) é um operador hermitiano e linear expresso
por

ĥ(µ) = −∇
2
µ

2
−
∑
A

1

rµA

com 1
2
∇2
µ sendo a energia cinética do elétron µ, e

∑
A

1
rµa

a energia coulombiana da
interação elétron-núcleo. É usual notar 1

rµν
como ĝµν que é um operador de duas partículas.

Note que em (3.55) está sendo considerado 〈Φ|Φ〉 = 1. Então, se considerar
o núcleo puntual, tem-se 1

rAB
como a interação coulombiana, com rAB a distância entre o

núcleo A e o núcleo B.
Será tratado apenas casos de camada fechada,102 onde se trata de todos os

orbitais moleculares são duplamente ocupados, número de elétrons com spinα igual ao
número de elétrons com spin β. Pois nos modelos utilizados nesta Tese somente foram
modelos com camada fechada. Utilizando as seguintes relações:

ψ2i−1(µ) = ϕi(µ)α, ψ2i(µ) = ϕi(µ)β, i = 1, 2, . . . , n =
N

2
.

Introduzindo a notação matricial onde ϕ̄ é a matriz linha (1 × n) com n
colunas e n̄ a matriz linha (1× 2) com as duas colunas,

ϕ̄ = (ϕ1ϕ2 · · ·ϕn)

η̄ = (αβ)
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a matriz ψ̄ representando o conjunto de spin-orbitas é dado pelo produto direto

ψ̄ = ϕ̄⊗ η̄.
Da equação (3.51) segue que:

∫
ϕ∗iβϕjβdτ =

∫
ϕ∗iϕjβdϑ = δij (3.57)

ou seja, os O.M. formam um conjunto ortonormal.
O produto anti-simétrico (3.49), no caso de camada fechada, é dado por:

Φ = [(2n)!]1/2Â[(ϕ1α)1(ϕ1α)2 · · · (ϕnα)2n−1(ϕnα)2n] (3.58)
para N = 2n elétrons.

O primeiro termo de (3.55), e utilizando (3.56), é

∫
Φ†(
∑
µ

ĥ(µ))Φdτ = [(2n)!]1/2[Â{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}]†

(
∑
µ

ĥ(µ))[(2n)!]1/2[Â{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}]dτ

e usando (3.53), tem-se:

(2n)!
∑
µ

∫
{(ϕ∗1α)1(ϕ∗1β)2 . . . (ϕ∗nα)2n−1(ϕ∗nβ)2n}ĥ(µ)Â

{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}dτ

Para qualquer permutação de elétrons, diferente da identidade, essa integral
se anula. Então

(2n)!

(2n)!

∑
µ

∫
{(ϕ∗1α)1(ϕ∗1β)2 . . . (ϕ∗nα)2n−1(ϕ∗nβ)2n}ĥ(µ)

{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}dτ

Como os elétrons são partículas indistinguíveis, tem-se:

∑
µ

∫
{(ϕ∗1α)1(ϕ∗1β)2 . . . (ϕ∗nα)2n−1(ϕ∗nβ)2n}ĥ(µ)

{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}dτ = 2
∑
i

hi

onde

hi =

∫
ϕ∗µi ĥ(µ)ϕµi dϑ

µ. (3.59)

O segundo termo de (3.55) resulta em:
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1

2

∫
Φ†


∑

µ,ν
µ6=ν

1

rµν


Φdτ =

1

2
(2n)!

∑

µ6=ν

∫
[Â{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}]†

1

rµν
[Â{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}]dτ.

Usando (3.53) segue que

1

2
(2n)!

∑

µ6=ν

∫
{(ϕ∗1α)1(ϕ∗1β)2 . . . (ϕ∗nα)2n−1(ϕ∗nβ)2n}

1

rµν
Â{(ϕ1α)1(ϕ1β)2 . . . (ϕnα)2n−1(ϕnβ)2n}dτ.

(3.60)

Para desenvolver (3.60), primeiramente deve cosiderar o caso em que não há
permutação e é analisado o termo envolvendo os elétronsµ e ν que estão nos estados l e
k, respectivamente. Escrevendo o termo em consideração obtem-se:

{. . . (ϕ∗lα)µ . . . (ϕ∗kα)ν . . .} 1

rµν
{. . . (ϕlα)µ . . . (ϕkα)ν . . .}.

Existem mais três termos com a mesma energia:

{. . . (ϕ∗lα)µ . . . (ϕ∗kβ)ν+1 . . .} 1

rµν+1
{. . . (ϕlα)µ . . . (ϕkβ)ν+1 . . .}

{. . . (ϕ∗l β)µ+1 . . . (ϕ∗kα)ν . . .} 1

rµ+1ν
{. . . (ϕlβ)µ+1 . . . (ϕkα)ν . . .}

{. . . (ϕ∗l β)µ+1 . . . (ϕ∗kβ)ν+1 . . .} 1

rµ+1ν+1
{. . . (ϕlβ)µ+1 . . . (ϕkβ)ν+1 . . .}.

Como tem o duplo somatório
∑

µ

∑
ν , com µ = ν, aparecerão em (3.60) os

termos (µ, ν) e (ν, µ) o que resulta num total de oito termos envolvendo as densidades
|ϕl|2 e |ϕk|2.

Existe mais uma situação em que a integral (3.60) é diferente de zero: é
aquela na qual o operador Â atua permutando as partículas entre dois estados l e k de
mesmo spin. Neste caso terá (−1)εP = −1, pois εP sempre será ímpar, i.e.,

{. . . (ϕlα)µ . . . (ϕkα)ν . . .}(−1)εP

rµν
{. . . (ϕkα)µ . . . (ϕlα)ν . . .};

que é igual à expressão

{. . . (ϕlβ)µ+1 . . . (ϕkβ)ν+1 . . .} (−1)εP

rµ+1ν+1
{. . . (ϕkβ)µ+1 . . . (ϕlβ)ν+1 . . .}.

Como no caso anterior terá também os termos (ν, µ) e (ν + 1, µ + 1) o que
perfaz um total de quatro termos. Então, utilizando (3.59) e (3.60), a expressão (3.55)
torna-se
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E = 2
∑
i

hi +
1

2

(2n)!

(2n)!
8
∑
i,j
i>j

∫ ∫
ϕ∗µi ϕ

∗ν
j ϕ

µ
i ϕ

ν
j

1

rµν
dϑµν

−1

2

(2n)!

(2n)!
4
∑
i,j
i>j

∫ ∫
ϕ∗µi ϕ

∗ν
j ϕ

ν
iϕ

µ
j

1

rµν
dϑµν

ou

E = 2
∑
i

hi +
∑
ij

(2Jij −Kij) (3.61)

onde Jij e Kij são, respectivamente,

Jij =

∫ ∫
ϕ∗µi ϕ

∗ν
j ϕ

µ
i ϕ

ν
j

1

rµν
dϑµν (3.62)

e

Kij =

∫ ∫
ϕ∗µi ϕ

∗ν
j ϕ

µ
jϕ

ν
i

1

rµν
dϑµν (3.63)

Das expressões (3.62) e (3.63) segue que:

Jij = Jji = J∗ij = J∗ji

Kij = Kji = K∗ij = K∗ji

e Kii = Jii.
Em (3.61) Jij representa a interação coulombiana entre as densidades |ϕi|2

e |ϕj|2; o termo Kij não tem análogo clássico e é conhecido como energia deexchange ou
troca.

É usual de�nir um operador de CoulombJi e um operador de Exchange Ki

pelas relações

Ĵµi ϕ
µ =

(∫
ϕ∗νi ϕ

ν
i

rνµ
dϑν
)
ϕµ (3.64)

K̂µ
i ϕ

µ =

(∫
ϕ∗νi ϕ

ν

rνµ
dϑν
)
ϕµi . (3.65)

Esse operadores são lineares hermitianos e permitem escrever as integrais de
Coulomb Jij e Exchange Kij, como

Jij =

∫
ϕ∗µi Ĵjϕ

µ
i dϑ

µ =

∫
ϕ∗µj Ĵiϕ

µ
j dϑ

µ

Kij =

∫
ϕ∗µi K̂jϕ

µ
i dϑ

µ =

∫
ϕ∗µj K̂iϕ

µ
j dϑ

µ

É interessante observar que os termos Kij e Jij satisfazem a seguinte de-
sigualdade:

0 ≤ Kij ≤ Jij ≤ 1

2
(Jii + Jjj).
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Também é usual escrever Jij e Kij como:101

Jij = 〈ij|ij〉 ≡ (ii|jj) (3.66)

Kij = 〈ij|ji〉 ≡ (ij|ji). (3.67)
Nota-se que para o caso de hamiltoniano livre de spin como (3.56), a função

de estado exata ψ(q1, q2, . . . , qN) é autofunção dos operadores de spin total Ŝ2 e Ŝz. Então

Ŝ2ψ(q1, q2, . . . , qN) = ~2S(S + 1)ψ(q1, q2, . . . , qN)

Ŝzψ(q1, q2, . . . , qN) = ~MSψ(q1, q2, . . . , qN),

onde S = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . . e −S ≤MS ≤ S.
Se considerar um determinante formado por spin-orbitais moleculares (3.48)

contendo, por exemplo, nα funções ψi com η(S) = α e ηβ funções ψi com η(S) = β, (ηα +

ηβ = M), esse determinante de Slater será auto-estado de Ŝz mas não necessariamente
auto-estado de Ŝ2.103 Para que a função de estado (aproximada) Φ tenha simetrias da
função de estado exata deve-se, ao escolher a classe de funçõesF ′, estabelecer restrições
sobre spin-orbitais moleculares que comporão essas funções. Terá então as funções de
estado adaptadas em spin e em simetrias características do sistema molecular.1

O funcional energia eletrônica (3.61), por exemplo, foi obtido considerando
como classe F ′ as funções monodeterminantais Φa,b,...(q

1, q2, . . . , qN) de�nidas por (3.58),
com os spin-orbitais moleculares da forma:

ψ2j−1(qµ) = ϕj(rµ)α(Sµ); ψ2j(q
µ) = ϕj(rµ)β(Sµ). (3.68)

As funções (3.68) são chamadas sucintamente spin-oritais e os determi-
nantes de Slater com elas construídos determinantes restritos.103 No caso de (3.61) foi
ainda suposta uma con�guração em que o número de elétrons N é par e onde se usa apenas
N/2 funções espaciais ϕ(r) diferentes, cada uma delas associada a um par (α, β) de spins
(con�guração de camada fechada). Nesse caso o determinante (3.58) é auto-estado deŜ2

e Ŝz com autovalores S = 0 e MS = 0, respectivamente, e exempli�ca uma função de
estado aproximada adaptada em spin (estado singleto).

3.2.2 - Método de Hartree-Fock
O método de Hartree-Fock, em estrutura eletrônica, busca uma solução

aproximada para o estado fundamental de um sistema de elétrons num átomo, numa
molécula ou em um sólido considerando apenas um determinante de Slater.104

Para obter a melhor aproximação possível nessa forma monodeterminantal
é preciso desenvolver um critério de escolha das funções de estado de uma partícula,i.e.,
dos spin-orbitais, que comporão o determinate de Slater. Esse critério é obtido usando o
método variacional.

3.2.2.1 - Sistemas de Camadas Fechadas
Seja, a equação a resolver

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉,



CAPÍTULO 3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 30

com Ĥ dado por (3.56).
Considere a classe de funções constituída pelos monodeterminantes (3.58)

com os spin-orbitais a determinar.
O funcional a estudar será dado por (3.55), torna-se nessa classe de funções

e con�guração de camada fechada.102,103

E[ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN/2] = 2
∑
i

hi +
∑
i,j

(2Jij −Kij), (3.69)

com a soma em (3.69) efetuada nos orbitais moleculares ocupados.
Quando cada orbital molecular ϕi é modi�cado por uma quantidade in-

�nitesimal δϕi, a variação na energia será:

δE = 2
∑
i

δhi +
∑
ij

(2δJij − δKij)

ou

δE = 2
∑
i

∫
(δϕ∗i )hϕidϑ+

∑
ij

{∫
(δϕ∗i )(2Ĵj − K̂j)ϕidϑ+

∫
(δϕ∗j)(2Ĵi − K̂i)ϕjdϑ

}
+ 2

∑
i

∫
ϕ∗ih(δϕi)dϑ+

∑
ij

{∫
ϕ∗i (2Ĵj − K̂j)(δϕi)dϑ+

∫
ϕ∗j(2Ĵi − K̂i)(δϕj)dϑ

}
.

Cada uma das duas expressões dentro das chaves, depois de uma soma sobrei
e j, fornece o mesmo resultado. Se �zermos uso da hermiticidade dos operadoresĥ ≡ ĥ(µ),
Ĵi e K̂i, pode-se escrever:

δE = 2
∑
i

∫
(δϕ∗i )

{
ĥ+

∑
j

(2Ĵj − K̂j)

}
ϕidϑ+

2
∑
i

∫
(δϕi)

{
ĥ∗ +

∑
j

(2Ĵ∗j − K̂∗j )

}
ϕ∗i dϑ.

(3.70)

Como os orbitais moleculares estão sujeitos à condição de ortogonalidade
(3.57), terá uma restrição sobre a variação dosϕi dada por:

∫
(δϕ∗i )ϕjdϑ+

∫
(δϕj)ϕ

∗
i dϑ = 0 (3.71)

Agora, para que E seja um extremo, será necessário (mas não su�ciente)
que δE = 0 para alguma escolha dos δϕi, a qual deverá ser compatível com a equação
(3.71).

Para determinar essa condição usa-se o método dos multiplicadores de La-
grange: multiplica-se a equação (3.71) por um fator a ser determinado e adiciona-se aδE
obtendo-se δE ′.

O problema de encontrar as condições para δE = 0, para alguma escolha
dos δϕi compatível com a equação (3.71), conduz ao problema de encontrar as condições
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para se ter δE ′ = 0. Efetivamente, multiplicando a equação (3.71) pelos multiplicadores
de Lagrange −2εji, tem-se a equação resultante:

−2
∑
ij

εj i

∫
(δϕ∗i )ϕjdϑ− 2

∑
ij

εj i

∫
(δϕj)ϕ

∗
i dϑ = 0

que pode ser escrito na forma:

−2
∑
ij

εj i

∫
(δϕ∗i )ϕjdϑ− 2

∑
ij

εij

∫
(δϕi)ϕ

∗
jdϑ = 0. (3.72)

Adicionando-se (3.72) a δE dado por (3.70), obtem-se:

δE ′ = 2
∑
i

∫
(δϕ∗i )

[{
ĥ+

∑
j

(2Ĵj − K̂j)

}
ϕi −

∑
j

ϕjεj i

]
dϑ+

2
∑
i

∫
(δϕi)

[{
ĥ∗ +

∑
j

(2Ĵ∗j − K̂∗j )

}
ϕ∗i −

∑
j

ϕ∗jεij

]
dϑ.

e assim as condições para δE ′ = 0 são dadas por:
{
ĥ+

∑
j

(2Ĵj − K̂j)

}
ϕi =

∑
j

ϕjεj i; (3.73)

{
ĥ∗ +

∑
j

(2Ĵ∗j − K̂∗j )

}
ϕ∗i =

∑
j

ϕ∗jεij. (3.74)

Considerando o complexo conjugado de (3.74) e subtraindo (3.73) tem-se:
∑
j

ϕj(εj i − ε∗ij) = 0;

e, desde que as ϕi são linearmente independentes, segue que

εj i = ε∗ij.

Logo, a matriz ε̄ = [εij] é hermitiana. As expressões (3.73) e (3.74) sugerem
de�nir o operador de interação eletrônica total Ĝ e o operador de Fock F̂ por

F̂ = ĥ+ Ĝ (3.75)
com

Ĝ =
∑
i

(2Ĵi − K̂i).

Usando (3.75), as equações de condição para os melhores O.M. são escritas
como:

F̂ϕi =
∑
j

ϕjεj i

ou, em notação matricial:
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ˆ̄Fϕ̄ = ϕ̄ε̄. (3.76)
Submetendo os O.M.'s ϕ̄ a uma transformação unitária Ū obtem-se um novo

conjunto ϕ̄ ′:

ϕ̄′ = ϕ̄Ū , (3.77)
com

Ū †Ū = Ī

e, de (3.76), segue que

F̄ ϕ̄′ = ϕ̄′Ū †ε̄Ū .

De�nindo então a matriz transformada:

ε̄′ = Ū †ε̄Ū

tem-se

F̄ ϕ̄′ = ϕ̄′ε̄′. (3.78)
Nota-se que a equação (3.78) não tem a mesma forma que F̂ ϕ̄ = ϕ̄ε̄, pois

F̄ é de�nido em termos dos orbitais moleculares ϕi. Faz-se necessário analisar como
F̄ ′ construído em termos dos orbitais ϕ′i está relacionado com F̄ . Com este objetivo,
observa-se que:

∑
i

ϕ∗µ
′

i ϕν
′
i =

∑
j

∑

k

ϕ∗µj ϕ
ν
k

∑
i

U∗j iUki =
∑

jk

ϕ∗µj ϕ
∗
kδjk =

∑
j

ϕ∗µj ϕ
ν
j .

Então, usando (3.77), (3.64) e (3.65) tem-se:
∑
i

Ĵ ′i =
∑
i

Ĵi,

∑
i

K̂ ′i =
∑
i

K̂i.

Em conseqüência,

Ĝ′ = Ĝ, ĥ′ = ĥ, F̂ ′ = F̂ ,

e �nalmente,

F̂ ′ϕ̄′ = ϕ̄′ε̄′.

Este resultado é natural, já que F̂ é um operador hamiltoniano efetivo para
uma partícula e deve ser invariante sob uma transformação unitária.

Dos dois conjuntos de orbitais moleculares (ϕ̄ e ϕ̄′) é possível construir dois
outros conjuntos de spin-orbitais (ψ̄ e ψ̄′) usando o fato que ψ̄ = ϕ̄⊗ η̄ e ψ̄′ = ϕ̄′ ⊗ η̄, ou
seja,

ψ̄′ = (ϕ̄Ū)⊗ η̄ = (ϕ̄Ū)⊗ (η̄Ī) = (ϕ̄⊗ η̄)(Ū ⊗ Ī) = ψ̄(Ū ⊗ Ī),

onde Ī é a matriz de transformação identidade no espaço dosη(S).
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Assim, a função de onda total (Φ′) estará ligada à função de onda total (Φ)
por:

Φ′ = ΦDet(Ū ⊗ I) = ΦDet2(Ū);

onde usa-se a propriedade que se Ām for uma matriz m × m e B̄n uma matriz n × n,
tem-se:

Det(Ām ⊗ B̄n) = DetnĀ×DetmB̄
o que neste caso dá

Det(Ū ⊗ Ī) = Det2(Ū)Detn(Ī) = Det2(Ū).

Como a matriz ε̄ é hermitiana, existe uma matriz unitária tal que ε̄′ = Ū †ε̄Ū
seja diagonal com elementos reais.105 Então pode-se concluir que os orbitais moleculares
satisfazem a equação:

F̂ϕi = εiϕi, i = 1, 2, . . . , n = N/2, (3.79)
conhecida como equação canônica de Hartree-Fock.

Esta é uma equação de autovalores onde F̂ , conhecido como operador de
Fock, é um operador hermitiano; todos os seus valores são reais e as autofunções per-
tencentes a diferentes autovalores são mutualmente ortogonais. Resolvendo (3.79) terá
um conjunto de soluções onde, para o estado fundamental, osn valores devem ser os de
menor valor; pois caso contrário estaría resolvendo um estado excitado. Asn funções ϕi
correspondentes são chamadas deorbitais moleculares ocupado do estado fundamental, as
demais autofunções de F̂ são denominadas de estados virtuais.

É importante salientar que ao atuar sobre uma função ϕi, o operador F̂
representa um campo de 2n - 1 elétrons; isto ocorre devido ao fato que os operadores Ĵi
e K̂i tornam-se iguais quando operam sobreϕi.

Como o operador F̂ depende dos ϕi's, ele só é conhecido quando os ϕi's
forem determinados. Assim, a solução da equação (3.79) é feita de forma interativa. Na
convergência, as ϕi's determinam F que por sua vez determina ϕi; tem-se neste caso uma
solução autoconsistente.102,104

3.2.2.2 - Combinação Linear de Orbitais Atômicos ou Método de Hartree-
Fock-Roothaan

Para átomos, o problema de resolver a equação de Hartree-Fock é grande-
mente simpli�cado devido à sua simetria esférica.106 No caso de moléculas a situação é
mais complexa já que perde essa simetria.

A grande maioria dos cálculos de estrutura eletrônica é baseada na teoria de
orbitais moleculares em que os ϕi's são escritos como uma combinação linear de orbitais
atômicos (LCAO-MO: Linear Combination of Atomic Orbital - Molecular Orbital)102
dados a priori. Tem-se:

ϕi =
∑
p

χpCpi (3.80)

onde χp representa o p-ésimo orbital atômico e ϕi representa o i-ésimo orbital molecular,
sendo
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∫
χ∗pχpdϑ = 1. (3.81)

Para simpli�car este tratamento será introduzida a notação matricial:

χ̄ = (χ1, χ2, . . . , χp, . . . , χs)

C̄i =




C1i

C2i
...
Csi




e

C̄ =




C11 C12 . . . C1n

C21 C22 . . . C2n
... ... ... ...
Cs1 Cs2 . . . Csn


 ,

onde s é o número de orbitais atômicos linearmente independentes usados na expansão
(3.80); isso implica que s ≥ n = N

2
.

Agora será construída os melhores LCAO-MO's para o estado fundamental
que tem uma con�guração de camada fechada. O objetivo é encontrar um conjunto de
coe�cientes Cpi para que o funcional energia eletrônica alcance um mínimo.

Seja M̂ um operador de uma partícula e

Mpq =

∫
χ∗pM̂χqdϑ,

com a matriz M̄ quadrada sendo:

M̄ =




M11 M12 . . . M1s

M21 M22 . . . M2s
... ... ... ...

Ms1 Ms2 . . . Mss


 ,

Segue de (3.59) e (3.80), que

hi =

∫
ϕ∗i ĥϕidϑ =

∫ (∑
p

χpCpi

)∗
ĥ

(∑
q

χqCqi

)
dϑ

ou seja,

hi =
∑
p

∑
q

C∗piCqihpq, (3.82)

com

hpq =

∫
χ∗pĥχqdϑ.

Por outro lado,
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Jij =

∫
ϕ∗µi ϕ

∗ν
j

1

rµν
ϕµi ϕ

ν
jdϑ

µν ,

dará

Jij =
∑
p

∑
q

∑
r

∑
s

C∗piC
∗
rjCqiCsj

∫
χ∗µp χ

∗ν
r ĝµνχ

µ
qχ

ν
sdϑ

µν ,

ou

Jij =
∑
p

∑
q

∑
r

∑
s

C∗piC
∗
rjCqiCsj〈pr|qs〉,

que também pode ser notada como (veja a equação (3.66)):

Jij =
∑
prqs

C∗piC
∗
rjCqiCsj(pq|rs).

Da mesma maneira o termo de exchange é dado por (veja a equação (3.67)):

Kij =
∑
pqrs

C∗piC
∗
rjCqiCsj(ps|rq).

Em notação matricial terá para o operador de um elétron:
∫
ϕ∗µi M̂ϕµj dϑ

µ =
∑
p

∑
q

C∗pi

(∫
χ∗µp M̂χµqdϑ

µ

)
Cqj,

ou
∫
ϕ∗i M̂ϕjdϑ = C̄†i M̄C̄j. (3.83)

Como os ϕi's formam um conjunto ortonormal, obtem-se:

∫
ϕ∗iϕjdϑ =

∫ (∑
p

C∗piχ
∗
p

)(∑
q

Cqjχq

)
dϑ =

∑
p

∑
q

C∗piCqj

∫
χ∗pχqdϑ = C̄†i S̄C̄j = δij

(3.84)

onde S̄ é a matriz de sobreposição, cujos elementos são dados por:

Spq =

∫
χ∗pχqdϑ.

O ente de um elétron hi é obtido diretamente de (3.82) e usando (3.83),

hi = C̄†i h̄C̄j.

No caso dos termos Jij e Kij tem-se:

Jij =

∫
ϕ∗i Ĵiϕjdϑ =

∑
p

∑
q

C∗pi

[∫
χ∗pĴjχqdϑ

]
Cqi;

então
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Jij = C̄†i J̄jC̄i = C̄†j J̄iC̄j.

O termo exchange pode ser escrito de forma similar, como:

Kij = C̄†i K̄jC̄i = C̄†j K̄iC̄j.

Para determinar os melhores O.M.'s deve ser considerada um novo problema
variacional com o funcional E[C̄1, C̄2, . . . , C̄l] dado por:

E[C̄1, C̄2, . . . , C̄l] = 2
∑
i

C̄†i h̄C̄i +
∑
i,j

(2C̄†i J̄jC̄i − C̄†i K̄jC̄i),

e os C̄i sujeitos às condições subsidiárias (3.84).
Então;

δE = 2
∑
i

(δC̄†i )h̄C̄i +
∑
ij

{(δC̄†i )(2J̄j − K̄j)C̄i + (δC̄†j )(2J̄i − K̄i)C̄j}+

2
∑
i

C̄†i h̄(δC̄i) +
∑
ij

{C̄†i (2J̄j − K̄j)(δC̄i) + C̄†j (2J̄i − K̄i)(δC̄j)}.

Notando que os somatórios em i e j entre chaves são idênticos, tem

δE = 2
∑
i

(δC̄†i )

{
h̄+

∑
j

(2J̄j − K̄j)

}
C̄i+

2
∑
i

C̄†i

{
h̄+

∑
j

(2J̄j − K̄j)

}
(δC̄i).

(3.85)

Como as matrizes h̄, J̄i e K̄j são hermitianas, δE pode ser também descrita:

δE = 2
∑
i

(δC̄†i )

{
h̄+

∑
j

(2J̄j − K̄j)

}
C̄i+

2
∑
i

(δC̄†i )

{
h̄† +

∑
j

(2J̄∗j − K̄∗j )

}
C̄i.

O operador de Fock na base matricial dos O.M.'s é conhecido comooperador
de Hartree-Fock-Roothaan (HFR):

F̄ = h̄+
∑
j

(2J̄i − K̄j).

Com isto a equação (3.85) �ca:

δE = 2
∑
i

(δC̄†i )F̄ C̄i + 2
∑
i

(δC̄t
i )F̄

∗C̄∗i .

Como anteriormente no método de Hartree-Fock, será utilizada a técnica
dos multiplicadores de Lagrange com o vínculo dado pela expressão (3.84), ou seja,
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C̄†i S̄C̄j = δij.

Segue que

(δC̄†i )S̄C̄j + C̄†i S̄(δC̄j) = 0

ou

(δC̄†i )S̄C̄j + (δC̄t
j)S̄
∗C̄∗i = 0. (3.86)

Considerando os multiplicadores de Lagrange -2εji, multiplicando a equação
(3.86) e somando sobre i e j resulta:

−2
∑
ij

(δC̄†i )S̄C̄jεij − 2
∑
ij

(δC̄t
j)S̄
∗C̄∗i εij = 0

ou

−2
∑
ij

(δC̄†i )S̄C̄jεij − 2
∑
ij

(δC̄t
i )S̄
∗C̄∗j εji = 0.

Adicionando essa equação à expressão para δE tem:

δE ′ = 2
∑
i

(δC̄†i )

(
F̄ C̄i −

∑
j

S̄C̄jεij

)
+ 2

∑
i

(δC̄t
i )

(
F̄ ∗C̄∗i −

∑
j

S̄∗C̄∗j εji

)
.

A condição δE ′ = 0 para alguma escolha da variações δC̄i ou δC̄t
i é satisfeita

se

F̄ C̄i =
∑
j

S̄C̄jεij (3.87)

e

F̄ ∗C̄∗i =
∑
j

S̄∗C̄∗j εji.

A equação (3.87) pode ser escrita de maneira mais geral como:

F̄ C̄ = S̄C̄ε (3.88)
onde em (3.88) foi usado a fato que existe uma transformção unitária que tornaε̄ diagonal.

A equação (3.88) pode ser escrita:

(F̄ − εS̄)C̄ = 0, (3.89)
que é a generalização da equação de autovalores da matriz hermitianaF̄ , já que em (3.89)
não tem S̄ = 1.

Assim, terá de (3.89) um conjunto de equações
s∑

p=1

(Fqp − εiSqp)Cpi = 0, i = 1, 2, . . . , n; q = 1, 2, . . . , s (3.90)

onde os autovalores são raízes da equação secular
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det|Fqp − εSqp| = 0. (3.91)
Em (3.91) todos os ε's são raízes reais e os autovetores pertencentes a auto-

valores diferentes ortogonais, i.e.,

C̄†i S̄C̄j = δij.

Considerando uma molécula AB, as matrizes F̄ e S̄ têm a seguinte forma
geral:




[caroço A] . . .
[caroço B]

. . .
[valência A] [interação A-B]

[interação A-B] [valência B]



,

onde por [valência A] entende-se os elementos de matriz envolvendo orbitais moleculares
descrevendo elétrons das camadas mais externas.

Os elementos de matriz Fpq podem ser escritos da seguinte forma:

Fpq = hpq +
∑
rs

Prs

[
(pq|rs)− 1

2
(ps|rq)

]
(3.92)

onde P̄ = [Prs], a matriz de população, é dada por:

Prs = 2
∑
i

C∗riCsi.

Os n autovetores obtidos de (3.88), pertencentes aos n autovalores mais
baixos, descrevem o estado fundamental da molécula.

O procedimento para resolver a equação de Hartree-Fock-Roothaan é através
do método iterativo chamado campo autoconsistente (Self-Consistent Field - SCF).102
Como vê-se da equação (3.92), o operador F̂ depende dos orbitais a determinar; dessa
maneira: (i) faz-se uma escolha inicial para Fpq; (ii) as equações (3.90) e (3.91) são
resolvidas; (iii) constrói-se um novo operador F̂ e (iv) repete-se o processo iterativo até
obter-se uma autoconsistência entre o valor de entrada e o valor de saída para a matriz
de população, por exemplo, ou a energia (veja a Figura 3.2).

Para ilustrar o procedimento, considere uma molécula AB, onde o orbital 1s
do átomo A interage com orbitais 3s e 3pz do átomo B. Considerando a seguinte base de
orbitais atômicos:

χ1 = (1s)→ centrado no átomo A;
χ2 = (3s)→ centrado no átomo B;
χ3 = (3pz)→ centrado no átomo B.

Então os orbitais moleculares serão descritos como:

ϕi = C1si(1s) + C3si(3s) + C3pzi(3pz),

e usando a equação (3.90), terá o sistema de equações:
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Figura 3.2: Fluxograma para resolver as equações de HFR usandoP = [Prs].

(F1s,1s − εiS1s,1s)C1si + (F1s,3s − εiS1s,3s)C3si+

(F1s,3pz − εiS1s,3pz)C3pzi = 0
(3.93)

(F3s,1s − εiS3s,1s)C1si + (F3s,3s − εiS3s,3s)C3si+

(F3s,3pz − εiS3s,3pz)C3pzi = 0
(3.94)

(F3pz ,1s − εiS3pz ,1s)C1si + (F3pz ,3s − εiS3pz ,3s)C3si+

(F3pz ,3pz − εiS3pz ,3pz)C3pzi = 0
(3.95)

cuja a equação secular é:
∣∣∣∣∣∣

F1s,1s − εiS1s,1s F1s,3s − εiS1s,3s F1s,3pz − εiS1s,3pz

F3s,1s − εiS3s,1s F3s,3s − εiS3s,3s F3s,3pz − εiS3s,3pz

F3pz ,1s − εiS3pz ,1s F3pz ,3s − εiS3pz ,3s F3pz ,3pz − εiS3pz ,3pz

∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.96)

A equação acima terá três soluções para autovalores ε. A obtenção dos
coe�cientes Cpi para três funções orbitais (ϕi) é realizada substituindo-se os valores de ε
em (3.93), (3.94) e (3.95). No desenvolvimento do determinante (3.96) usa-se a equação
(3.81) e o fato que os orbitais atômicos centrados sobre o mesmo átomo são ortogonais.

3.3 - Teoria do Funcional da Densidade
Para um sistema de muitos elétrons, com certo grau de aproximação pode-se

transformá-lo num problema tratável como se faz na teoria de Hartree-Fock (HF), que
transforma o problema de N corpos em N problemas de um corpo. A função de onda
total Ψ, que depende das coordenadas dos N elétrons, é o objeto fundamental. Existe, no
entanto, outra maneira de resolver o problema, em que o objeto fundamental é a densidade
eletrônica total ρ(r).107,108 Ou seja, a equação de Schrödinger de N elétrons com a função
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de onda com 3N variáveis (se não considerar o spin) pode ser escrita como uma equação da
densidade eletrônica com somente três variáveis. A solução exata foi dada por Hohenberg
e Kohn2(HK) em 1964 e é conhecida como �Teoria do Funcional da Densidade (DFT)�.
Por esse trabalho, Walter Kohn veio a ser agraciado com o prêmio Nobel de Química em
1998.99 Um importante avanço na aplicabilidade da DFT foi feito em 1965 por Kohn e
Sham.3 A aplicação da Teoria do Funcional da Densidade em átomos, moléculas e sólidos
vem crescendo bastante e desde a última década tem se mostrado o método mais e�ciente
para cálculo de propriedades eletrônicas e estruturais do estado fundamental.1

3.3.1 - Fundamentos da Teoria do Funcional da Densidade
A Teoria do Funcional da Densidade está alicerçada em dois teoremas pro-

postos por Hohenberg e Kohn2 que podem ser provados de uma forma simples. Considere
um sistema com N elétrons sendo ri = (xi, yi, zi) o vetor posição do i-ésimo elétron.

Teorema 1: O potencial externo v(r) sentido pelos elétrons é um funcional
único da densidade eletrônica ρ(r).

Prova: Seja ψ o estado fundamental do sistema, caracterizado por hamilto-
niano Ĥ com um potencial externo v(r), onde Ĥ = T̂ + Û + V̂ (energia cinética + energia
de interação elétron-elétron + energia potencial). Supondo que exista um outro potencial
externo v ′(r), resultando em Ĥ ′ e um estado fundamentalψ′. Por hipótese, pode ser con-
siderado que os dois potenciais levam à mesma densidadeρ(r). Trata-se aqui de estados
não degenerados, porém, a prova pode ser estendida para sistemas degenerados.

Tem-se pelo teorema variacional:

E = 〈ψ|T̂ + Û + V̂ |ψ〉 < 〈ψ′|T̂ + Û + V̂ |ψ′〉
E ′ = 〈ψ′|T̂ + Û + V̂ ′|ψ′〉 < 〈ψ|T̂ + Û + V̂ ′|ψ〉

ou
〈ψ|Ĥ|ψ〉 < 〈ψ′|Ĥ|ψ′〉 = 〈ψ′|Ĥ ′|ψ′〉+ 〈ψ′|V̂ − V̂ ′|ψ′〉. (3.97)

Lembrando que:

ρ(r) = 〈ψ|
N∑
i=1

δ(r− ri)|ψ〉 e V̂ =
N∑
i=1

v(ri)

tem-se que

〈ψ|V̂ |ψ〉 =
N∑
i=1

∫
d3r1 . . .

∫
d3rNψ

∗(r1, . . . , rN)v(ri)ψ(r1, . . . , rN)

ou

〈ψ|V̂ |ψ〉 =
N∑
i=1

∫
d3r

∫
d3r1 . . .

∫
d3riv(r)δ(r− ri)

∫
d3ri+1 . . .

∫
d3rNψ

∗ψ

=

∫
ρ(r)v(r)d3r.

Utilizando o resultado da equação anterior na expressão (3.97), terá:

E < E ′ +
∫

[v(r)− v′(r)]ρ(r)d3r
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se repetir o procedimento para 〈ψ′|Ĥ ′|ψ′〉, terá:

E < E ′ +
∫

[v′(r)− v(r)]ρ(r)d3r.

ou seja1

E + E ′ < E ′ + E.

Então, como assumido a mesma densidade ρ(r) para v 6= v′, obtem-se um
absurdo decorrente do fato que ψ 6= ψ′. Para evitar o absurdo, pode concluir que a
unicidade de ρ(r) exige considerar ψ 6= ψ′. Concluindo, o primeiro teorema diz que a
densidade ρ(r) do estado fundamental deve conter as mesmas informações que a função
de onda do estado em questão. Do ponto de vista prático, um observável físico designado
pelo operador Ô é determinado da seguinte forma:

O = 〈ψ|Ô|ψ〉 = O[ρ(r)].
Assim, este será um funcional único da densidade.

Teorema 2: A energia do estado fundamental E0[ρ] é mínima para a den-
sidade ρ(r) exata,

E[ρ] = 〈ψ|T̂ + Û + V̂ |ψ〉 (3.98)
.

Prova: Aqui ρ(r) é a densidade de um determinado estado ψ; não neces-
sariamente a densidade proveniente de Ĥ = T̂ + Û + V̂ que é ρ0. Então

ρ 6= ρ0 ⇒ ψ 6= ψ0, ou seja, E > E0

ρ = ρ0 ⇒ ψ = ψ0, ou seja, E = E0.

Dito de outra forma, o segundo teorema expressa queE[ρ] é um funcional de
ρ(r), cujo valor mínimo é obtido através da densidade eletrônica do estado fundamental.

Considerando a equação (3.98) que pode ser escrita como:

E[ρ] = 〈ψ|T̂ + Û |ψ〉+ 〈ψ|V̂ |ψ〉
ou

E[ρ] = F [ρ] + 〈ψ|V̂ |ψ〉. (3.99)
Em (3.98)E[ρ] é um funcional universal válido par qualquer sistema coulom-

biano e o termo 〈ψ|V̂ |ψ〉 depende do sistema em questção.
Analogamente a (3.99) tem-se

E[ρ0] = F [ρ0] + 〈ψ0|V̂ |ψ0〉,
onde ψ0 é função do estado fundamental. Comoρ0 como todos os ρ são determinados por
algum potencial externo, isto é, que são v-representáveis, então pode aplicar o teorema
variacional, isto é

E[ψ0] < E[ψ]

〈ψ0|T̂ + Û |ψ0〉+ 〈ψ0|V̂ |ψ0〉 < 〈ψ|T̂ + Û |ψ〉+ 〈ψ|V̂ |ψ〉
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F [ρ0] + 〈ψ0|V̂ |ψ0〉 < F [ρ] + 〈ψ|V̂ |ψ〉
ou

E[ρ0] < E[ρ].

3.4 - Sistemas Periódicos
Desde a formulação da Mecânica Quântica numa base mais sólida, desen-

volvida por Bohr, Heisenberg, Schrödinger, Dirac e muitos outros, a grande aspiração
em física de materiais era explicar as propriedades elétricas, térmicas, óticas, magnéticas
dos sólidos, conhecendo-se somente seus constituintes primários, os átomos. A solução
exata da equação de Schrödinger para um sistema de muitas partículas, onde a interação
coulombiana entre os elétrons, os núcleos e entre os elétrons e núcleos está presente, é
impraticável. Mas pode obter sua solução para o estado fundamental com uma precisão
fantástica. Na busca do conhecimento microscópico da matéria, baseado no paradigma da
Mecânica Quântica, vários métodos foram desenvolvidos e vêm tendo grande sucesso. Isto
é bem ilustrado nos avanços obtidos para explicar propriedades eletrônicas e estruturais
dos novos materiais e dos materiais complexos cujo arranjo atômico é formado por muitos
átomos em con�gurações desordenadas.1

Uma aproximação fundamental, presente em todos os métodos de obtenção
das propriedades eletrônicas e vibracionais dos materiais, é a aproximação de Born-
Oppenheimeir.1 Ela estabelece que uma descrição separada dos movimentos dos núcleos
e dos elétrons seja possível. Os elétrons movem-se muito mais rápido e, em média, sofrem
pouca in�uência do movimento dos núcleos. Uma das idealizações básicas utilizadas é
considerar apenas os estados de um elétron numa rede periódica, rígida e in�nita (méto-
dos tipo Hartree, Hartree-Fock e de Kohn-Sham), e ocupá-los com os muitos elétrons
presente, seguindo o princípio deAufbau.1

3.4.1 - Potenciais Periódicos
Um cristal é um sistema de in�nitos pontos3∗ com arranjos regulares em

todo o espaço, constituindo a chamada rede de Bravais. Desses pontos da rede, sempre
se pode separar um conjunto mínimo de tal maneira que forme um sólido geométrico,
denominado célula unitária, que se repete periodicamente no espaço. Então, uma rede de
Bravais possui simetria de translação, ou seja, um ponto é geometricamente equivalente
a outro por uma operação de translação nos pontos dessa rede. Por essa razão, a energia
potencial deste sistema tem a propriedade de ser periódica com a periodicidade da rede
em questão, isto é,

V (r + Rn) = V (r), (3.100)
onde R, é um vetor de translação que leva de um ponto da rede a outro;n indica o sítio.
Com a célula unitária de�nida na rede Bravais, três vetores primitivos de translaçãoa1,
a2 e a3, linearmente independentes, podem ser escolhidos como base. O vetorR pode ser
escrito em termos dessa base como:

Rn =
3∑
i=1

lniai, (3.101)

3∗Cada um desses pontos pode ser composto de um conjunto de vários átomos denominado base.
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com lni(i = 1, 2, 3) sendo inteiros.
As operações de simetria de um cristal são translações, rotações próprias ou

impróprias, inversões e re�exões. Devido à condição de contorno periódica imposta pela
simetria translacional, o cristal torna-se finito por meio da célula unitária, e o conjunto
das operações de simetria constitui um grupo �nito. Os estados eletrônicos de um cristal
são descritos pela equação de Schrödinger:

ĤΨ = EΨ,

onde Ĥ é o hamiltoniano do sistema cristalino, tendo o potencial a propriedade (3.100).
Esse hamiltoniano comuta com todas as operações de simetria do sistema, ou seja,

OĤ = ĤO, (3.102)
para qualquer operação de simetria O do cristal. As operações de translação, rotação,
inversão e re�exão que levam o cristal de uma a outra con�guração geometricamente
equivalente chama-se grupo espacial.

3.4.1.1 - Teorema de Bloch
Um grupo espacial de simetria de um cristal contém as operações de simetria

translacional, as operações do grupo de ponto e a combinação destas.109�111 Todas essas
operações do grupo satisfazem a relação (3.102), isto é, comutam com o hamiltoniano do
cristal.

A notação {α|t} será usada para designar um elemento desse grupo espacial,
cujo signi�cado é, considerando a atuação sobre o vetor-posiçãox,

{α|t}x = αx− t,

onde α representa uma rotação (própria ou imprópria), inversão ou uma re�exão et uma
translação. A multiplicação de dois desses elementos{α|t} e {β|t}, resulta em:

{β|t′}{α|t} = {βα|βt + t′}. (3.103)

Note que, em geral,
{α|t}{β|t′} 6= {β|t′}{α|t};

isto é, esses dois elementos não são comutativos. Denotando-se a rotação de 0o por e e a
tanslação nula por 0, pode-se escrever a operação {α|t} como:

{α|t} = {e|t}{α|0};
onde translações pura são denotadas por {e|t} e as operações do grupo de ponto, isto é,
rotações, inversões e re�exões por {α|0}.

A operação identidade é designada, então, por {e|0}. Combinando isso e
(3.103) prova-se que a inversa é dada por:

{α|t}−1 = {α−1| − α−1t}.
Os subgrupos do grupo espacial são dois:

a) Grupo de Translação: É o grupo que consiste inteiramente de operações
de translação que levam o cristal à con�gurações geometricamente equivalentes, isto é, o
grupo consiste somente de operações {e|t}.
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b) Grupo de Ponto: É o grupo das operações {α|0} que levam o cristal à
con�gurações geometricamente equivalentes. Este grupo deixa um ponto (a origem) in-
variante e por isso é denominado grupo de ponto.

Em muitos casos, um grupo espacial é composto do produto direto dos dois
subgrupos, isto é,

(grupo espacial) = (grupo de ponto)⊗ (grupo de translação).

Um grupo espacial desse tipo é chamado simór�co.
Entretanto, isto nem sempre é verdadeiro. Podem existir operações{α|t}

que pertencem ao grupo espacial, mas {α|0} ou {e|t}, ou ambas, não pertencem. Um
grupo formado por esses tipos de operações é ditonão simór�co ou assimór�co.

As operações de translação comutam entre si:

{e|t}{e|s} = {e|t + s} = {e|s}{e|t}.
Portanto, cada translação constitui uma classe. Conseqüentemente, as rep-

resentações irredutíveis desse grupo são todas unidimensionais. SendoRn um vetor da
rede de Bravais de um cristal e ψ(r) uma base para uma representação irredutível do
grupo de tanslações, tem-se que:

{e|Rn}ψ(r) = λnψ(r), (3.104)
porque a representação é unidimensional. Esta é uma equação de autovalor do operador
{e|Rn} cuja autofunção éψ(r) e o autovalor é λn. Quando ψ(r) é também uma autofunção
da equação de um elétron

Ĥψ = Êψ,

onde Ĥ é um hamiltoniano cristalino, com potencial periódico do tipo (3.100), |ψ(r)|2
representa a densidade de probabilidade de um elétron. Como o potencial é determinado,
em parte, pela distribuição espacial de elétrons, a condição (3.100) impõe que:

|ψ(r + Rn)|2 = |ψ(r)|2,
o que expressa formalmente o fato que a distribuição de elétrons deve ter também a mesma
periodicidade da rede. Se essa distribuição eletrônica for normalizada na célula unitária,
tem-se a igualdade

∫
|ψ(r + Rn)|2dv =

∫
|ψ(r)|2dv = 1.

Como
{e|Rn}ψ(r) = ψ(r + Rn), (3.105)

segue que |λn|2 = 1, isto é, que

λn = eiξn

com ξn a ser determinado.
Aplicando sucessivamente duas operações de translação,{e|Rn} seguida de

{e|Rm}, chega-se a:
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{e|Rm}{e|Rn}ψ(r) = λmλnψ(r) = {e|Rm + Rn}ψ(r) = λm+nψ(r).
Isto mostra que λm+n = λmλn, isto é, o produto dos autovalores de duas

translações distintas é igual ao autovalor da translação combinada. Essa condição é
preenchida assumindo ξn = k ·Rn, onde k é um vetor de onda arbitrário, sendo o mesmo
para todas as operações de translação do grupo.

Assim,

λn = eik·Rn . (3.106)
Portanto, cada vetor de onda k produz uma representação irredutível do

grupo de translação, cujo caráter é dado por (3.106).
Substituindo (3.106) e (3.105) em (3.104), obtém-se:

{e|Rn}ψ(r) = ψ(r + Rn) = eik·Rnψ(r). (3.107)
Este resultado é conhecido como Teorema de Bloch. Este teorema é inter-

pretado como sendo uma condição de contorno das soluções da equação de Schrödinger
para um potencial periódico. Os autovalores e as autofunções dos estados monoeletrôni-
cos são, então, classi�cados através dos vetores de ondak que são assim utilizados para
caracterizá-los como em Ek e ψ(k, r), respectivamente.

3.4.2 - Rede Recíproca e Zona de Brillouin
Uma rede recíproca associada à rede cristalina pode ser de�nida através de

um conjunto de vetores {Gm} satisfazendo a relação

Gm ·Rn = 2π × inteiro, (3.108)
para todos os vetores de translação da rede cristalinaRn. O conjunto dos vetores {Gm}
são os vetores de translação da rede recíproca e, portanto, de�nem os pontos dessa rede.
Assim como os vetores de translação, Rn, da rede cristalina podem ser expressos em
termos dos vetores primitivos a1, a2, e a3, os vetores do conjunto {Gm} podem também
ser expressos em termos de três vetores primitivos de translação da rede recíprocab1,b2

e b3 (linearmente indenpendentes), tal que:

Gm =
3∑
i=1

gmibi,

onde gmi (i = 1, 2, 3) são também todos inteiros. A condição (3.108) é satisfeita desde
que ai e bj (i, j = 1, 2, 3) satisfaçam a condição

ai · bj = 2πδij. (3.109)
Em particular, com a escolha

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · (a2 × a3)
,

b2 = 2π
a3 × a1

a1 · (a2 × a3)
,

b3 = 2π
a1 × a2

a1 · (a2 × a3)
,

(3.110)
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a condição (3.109) estará satisfeita.
Também de maneira análoga à rede cristalina, pode-se construir uma célula

unitária da rede recíproca. Existe uma certa arbitrariedade na sua escolha, mas é adotado
que seja uma célula de Wigner-Seitz, centrada num dos pontos escolhidos como sendo a
origem da rede recíproca. Esta célula unitária tem todas as propriedades de simetria da
rede recíproca e é denominada primeira zona de Brillouin. Os pontos k da superfície da
primeira zona de Brillouin devem satisfazer a condição

k2 = (k + Gm)2,

para alguns Gm próximos da origem.
Se Gm é um vetor de translação qualquer da rede recíproca, os vetoresk′ e

k são ditos equivalentes se:

k′ = k + Gm.

Neste caso, segue a igualdade

eik
′·Rn = eik·Rn ,

para todo vetor Rn da rede, porque

eiGm·Rn = 1,

devido (3.108). Como conseqüência, as funções de ondaψk′ e ψb satisfazem as mesmas
condições de contorno, têm os mesmos caracteres de representação irredutível e podem
descrever o mesmo estado monoeletrônico.

Particularmente, k e k + Gm são equivalentes e produzem os mesmos car-
acteres da representação irredutível. Então, o autovalor da energia,Ek, pode ser con-
siderado uma função multivalente de k, cujo domínio é a primeira zona de Brillouin,
incluindo os pontos da sua superfície. Assim, dentre os pontos {k + Gm} do espaço
recíproco, escolhem-se aqueles que estiverem mais próximos da origem, isto é, aqueles que
satis�zerem a condição:

k ≤ |k + Gm|,
para qualquerGm, de maneira que um conjunto dek restrito à primeira zona de Brillouin
represente todos os k's equivalentes. Esta restrição de se escolher apenas os vetoresk na
primeira zona de Brillouin é somente uma convenção por pura conveniência, mas muito
utilizada. Este procedimento é chamadoesquema de redução à primeira zona de Brillouin.

3.4.3 - Condição de Contorno Cíclico
Uma rede cristalina é idealizada como sendo repetição periódica de �pontos�

no espaço in�nito. Além do número de átomos, o número de estados eletrônico para se
lidar é in�nito. Então, um grupo espacial é, na realidade, um grupo in�nito. Entretanto,
um cristal real é �nito, apesar do número de seus �pontos� (ou células unitárias) ser muito
grande (∼ 1023). A condição de contorno cíclico, introduzida por Born-von Karman,
consegue dar um tratamenteo matemático adequado para se levar em consideração que
um cristal é �nito.

Nos vetores de translações da rede de Bravais, descritos pela equação (3.101),
existirão restrições
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0 ≤ ln1 < N1, 0 ≤ ln2 < N2, 0 ≤ ln3 < N3, (3.111)
quando se considera um cristal �nito. Os números inteirosN1, N2 e N3 são em geral
muitos grandes, de tal maneiraN = N1N2N3 é o número de células unitárias que existem
no cristal. Este é também igual ao número de operações de translação que existem no
grupo espacial.

Em outras palavras, o grupo espacial associado ao cristal é, agora, �nito.
As condições (3.111) implicam que um cristal de dimensõesN1a1, N2a2 e N3a3 nas três
direções básicas da rede é considerado cíclico. Os estados eletrônicos devem, então, satis-
fazerem as condições:

ψ(k, r +Niai) = ψ(k, r), i = 1, 2, 3.

Estas condições só são satisfeitas nos estados de Bloch se

eik·(Niai) = 1, i = 1, 2, 3.

Como conseqüência, k deve ser tal que

k =
3∑
j=1

kjbj =
3∑
j=1

gj
Nj

bj, (3.112)

onde gj, j = 1, 2, 3, são inteiros. Os operadores de translação da rede têm, agora, as
propriedades:

{e|ai}Ni = {e|0}, i = 1, 2, 3

que é a condição de contorno cíclico.
O volume no espaço-k (∆k) permitido para cada valor de k obtem-se dire-

tamente de (3.112). O volume será um paralelepípedo com lados bj
Nj

, isto é

∆k =
b1

N1

·
(b2

N2

× a3

N3

)
=

1

N
b1 · (b2 × b3).

Ou seja, o número de vetores de ondak permitidos em uma célula primitiva
da rede recíproca é igual ao número de sítios do cristal. Comob1 · (b2 × b3) é o volume
da célula primitiva no espaço recíproco. Usando (3.110) vem que

∆k =
(2π)3

Ω
,

onde Ω = volume do cristal(V )
N

. Sendo Ω o volume da célula primitiva, segue que,

∆k =
(2π)3

volume do cristal(V )
.

O auto-estado ψ do hamiltoniano de um elétron com potencialV (r) = V (r+
R), pode ser escrito na forma de uma onda plana multiplicado por uma função com a
periodicidade da rede de Bravais que é uma forma equivalente a (3.107). Seja,

ψn(k, r) = eik·run(k, r)
com

un(k, r) = un(k, r + R). (3.113)
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Então TR aplicado a ψn(k, r) terá:

ψn(k, r + R) = eik·(r+R)un(k, r + R).

Usando (3.113) terá

ψn(k, r + R) = eik·reik·Run(k, r).
Obtendo a expressão (3.107),

ψn(k, r + R) = eik·Rψn(k, r).
A função u(k, r) tem a periodicidade da rede.



Capítulo 4

Programas

4.1 - Crystal
Os sistemas que podem ser tratados pelo programa CRYSTAL abrangem

periodicidade em 1 (polímeros lineares), em 2 (camadas bidimensionais (slabs)) e em 3
(cristais) dimensões. Realiza cálculos ab initio da energia do estado fundamental, função
de onda eletrônica e propriedades de sistemas periódicos. Pode-se usar hamiltonianos
Hartree-Fock ou Kohn-Sham (DFT). Baseia-se na aproximação LCAO onde cada orbital
cristalino se expressará como combinação linear de funções de Bloch, construídas a partir
de orbitais atômicos de tipo gaussiano. A estrutura geral do programa CRYSTAL é
similar à de programas moleculares, salvo na qual leva em conta a periodicidade dos
sistemas cristalinos. A estrurura de cálculos por meio do CRYSTAL está dividido em três
etapas:

- Etapa I. Incluí inicialmente, um arquivo de entrada que permite introduzir
dados necessários como geometria, funções de base, parâmetros do programa, critérios de
truncamento, etc. Também, analisa a simetria do cristal, e faz uma seleção das interações
que devem ser consideradas. Avalia as integrais mono e bieletrônicas, utilizando dois
algoritmos: um para a avaliação das integrais das bieletrônicas entre as camadass, sp e d.
Esta etapa proporciona como saída das informações gerais sobre o sistema, os parâmetros
geométricos, as integrais monoeletrônicas, e as integraissimetrizadas utilizadas na parte
SCF (Self Consistent Field).

- Etapa II. Reservada ao cálculo SCF. Compreende quatro subunidades: 1)
Reconstrução da matriz direta de Fock (F g) por combinação das integrais que provêem
da etapa I e da matriz direta de densidade. 2) Transformada de Fourier da matrizF g

para obter uma estrutura em blocos diagonais no espaço recíproco (sobre as funções de
Bloch). 3) Diagonalização dos blocos de F(k). 4) Cálculo da energia de Fermi a partir
dos valores próprios de F(k) e da matriz direta de densidade a partir dos vetores próprios
de F(k). Ao �nal do cálculo SCF, a etapa II produz como saída dos valores próprios da
matriz de Fock.

- Etapa III. Está dedicada ao cálculo das propriedades de estado fundamental
a partir da solução SCF, como estruturas de bandas (BS), densidade de estados (DOS),
análises de população de Mulliken.

O programa de visualização XCRYSDEN112 permite a visualização de estru-
turas geométricas, estruturas de bandas, DOS, zona de Brillouin, células de Wigner-Seitz
e também permite gerar supercélulas.

A versão CRYSTAL98113 não permite realizar otimizações automáticas, re-
querendo então algoritmos externos, como por exemplo, é utilizado neste trabalho, o OP-
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TIM114 para as otimizações do parâmetro de rede e das coordenadas atômicas internas.
Entretanto, na versão posterior, 2003, CRYSTAL03115 já está implementado o processo
de otimização das coordenadas internas.

4.2 - Vasp
VASP (Viena ab initio Simulation Program)116,117 é um programa que per-

mite realizar dinâmicas moleculares (MD) mecânico-quânticasab initio, usando funções de
base pseudopotenciais de ondas planas. A aproximação implementada em VASP baseia-
se na densidade local (de temperaturas �nitas) com a energia livre como quantidade
variacional e uma avaliação exata do estado eletrônico fundamental a cada passo-MD.
Se utilizam e�cientes algoritmos numéricos de diagonalização matricial e de misturas de
técnicas de Pulay e Broyden,118,119 técnicas estas que evitam problemas como os que
ocorrem no método original de Car-Parrinello,120 que baseia-se na integração simultânea
de equações eletrônicas e iônicas do movimento. A combinação destes algoritmos com
métodos numéricos apropriados conduz a uma estrutura algoritma e�ciente, robusta e
rápida para avaliar a solução auto-consistente do funcional de Kohn-Sham. As estruturas
iterativas implementadas para a diagonalização matricial (RMM-DISS e Davidson) são
provavelmente as estruturas mais rápidas atualmente disponíveis.

A interação entre os íons e os elétrons é descrita por pseudopotenciais "ultra-
soft"de Vanderbilt,121,122 ou pelos "PAW"(projector argumented-waves).123 Ambos per-
mitem uma redução considerável do número de ondas-planas por átomo para os metais
de transição e elementos da primeira �la. As forças e a tensão "Pulay stress" podem ser
calculadas com VASP assim como relaxar os átomos em seu estado fundamental instan-
tâneo.

O código de simetria que incluído no VASP, com a utilização dos pontos
k especiais de Monkhorst-Pack,124 permite o cálculo e�ciente de materiais "bulk" e de
clusters simétricos. A integração da energia da estrutura de bandas sobre a de Brillouin
se realiza com métodos de "smearing". O VASP permite a consignação de memória
dinâmica de um só executável que se pode utilizar para qualquer tipo de cálculo. Os
quatro arquivos de entrada são:

- INCAR: arquivo de entrada central do VASP. Determina o que e como
fazer, e contém um número relativamente grande de parâmetros. A maioria destes
parâmetros já possui valores pre�xados convenientemente.

- POTCAR: arquivo que contém o pseudopotencial para cada espécie atômica
usada no cálculo.

- KPOINTS: arquivo que deve conter as coordenadas dos pontos-k. A grade
dos pontos-k pode ser gerada de forma automática mediante o método de Monkhorst-
Pack.

- POSCAR: arquivo que contém a geometria da rede utilizada e as coorde-
nadas atômicas.



Capítulo 5

Metodologias

5.1 - Fotoluminescência nos tungstatos PbWO4, BaWO4

e SrWO4

5.1.1 - Métodos Computacionais
Os cálculos foram realizados por meio dos pacotes CRYSTAL98113 e CRYS-

TAL03115 com a estrutura do DFT, usando o funcional de correlação do gradiente cor-
rigido por Lee, Yang e Parr, combinado com o funcional de troca Becke3 (B3LYP),125,126
que foi demonstrado por Hu e Chong127 como apropriado para cálculos de parâmetros
estruturais e de estruturas eletrônicas para uma grande variedade de compostos sólidos.
Os centros atômicos têm sido descritos por funções de base pseudopotenciais Durand-
21G∗, HAYWSC-31G, HAYWSC e 8-51G∗ para o chumbo (Pb), estrôncio (Sr), bário
(Ba) e o tungstênio (W), respectivamente. O átomo de oxigênio foi descrito pela função
de base com todos os elétrons 6-31G∗. Estas funções de base podem ser encontradas
na página o�cial do CRYSTAL.128 Foram convenientemente identi�cados e escolhidos 36
pontos k irredutíveis na primeira zona de Brillouin. O programa OPTIM114 foi utilizado
para otimizar os parâmetros de rede e as coordenadas internas em cálculos realizados
pelo programa CRYSTAL98, e foi utilizado para otimizar somente os parâmetros de rede
em cálculos realizados pelo programa CRYSTAL03. Os valores iniciais dos parâmetros
de rede (a e c) e das coordenadas internas dos oxigênios (x, y e z ) para o processo de
otimização foram obtidos de dados experimentais,129,130 veja a Tabela 5.1. O programa
XCRYSDEN112 foi usado como visualizador grá�co das estruturas e como ferramenta para
esboçar os grá�cos de DOS e de estruturas de bandas.

5.1.2 - Estrutura Cristalina e Modelos Periódicos
Os tungstatos do tipo AWO4 (A = Pb, Sr, Ba) cristalizam na estrutura

tetragonal no grupo espacial I41/a conhecida como fase sheelita. Os tungstênios nesta
fase, conhecidos como formadores de rede, são envolvidos por quatro oxigênios eqüidis-
tantes em sua primeira vizinhança, formando uma con�guração tetraédrica. Os áto-
mos A, chamados de modi�cadores de rede, são envolvidos por oito oxigênios nas duas
primeiras vizinhanças, formando uma con�guração pseudocúbica. Os valores experimen-
tais e otimizados dos parâmetros de rede e das coordenadas atômicas dos oxigênios são
apresentados na Tabela 5.1. As coordenadas atômicas dos átomos W e A são (0, 1/4, 1/8)
e (0, 1/4, 5/8), respectivamente. Para simpli�cação computacional, o programa CRYS-
TAL realiza cálculos da célula primitiva em vez da célula convencional. Nesta Tese foi
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Tabela 5.1: Parâmetros de rede e coordenadas atômicas fracionárias de oxigênios dos
compostos PbWO4, BaWO4 e SrWO4 na fase sheelita.

a (Å) c (Å) x y z
PbWO4

Experimental129 5.456(2) 12.020(2)
Experimental130 0.25(2) 0.13(2) 0.075(2)

Calculado 5.31929 11.89434 0.22937 0.10342 0.04316
BaWO4

Experimental130 5.6148(5) 12.721(1) 0.25(2) 0.13(2) 0.075(2)
Calculado 5.56322 12.56649 0.22640 0.12332 0.04741
SrWO4

Experimental130 5.4168(5) 11.951(1) 0.25(2) 0.13(2) 0.075(2)
Calculado 5.38250 11.84602 0.23244 0.11121 0.04403

usada uma célula primitiva como um modelo periódico cristalino dos tungstatos, rotulado
como PWO-c para o composto PbWO4, como BWO-c para o BaWO4 e como SWO-c para
o SrWO4. Na célula primitiva contém 12 átomos, dois W, dois A e oito O, veja as Figuras
5.1(a), 5.2(a) e 5.3(a).

Figura 5.1: Modelos periódicos (a) PWO-c, (b) PWO-p e (c) PWO-pw da estrutura
PbWO4. As setas ilustram o sentido de deslocamento do átomo de chumbo rotulado
como Pb2.

Figura 5.2: Modelos periódicos (a) BWO-c, (b) BWO-b e (c) BWO-bw da estrutura
BaWO4. As setas ilustram o sentido de deslocamento do átomo de bário rotulado como
Ba2.

O caminho inicial é comparar a estrutura eletrônica do modelo cristalino
com modelos representando tungstatos com ordem-desordem estrutural.

Foi suposto que os tungstatos AWO4 tratados abaixo da temperatura de
cristalização são compostos com uma mistura aleatória de clusters distorcidos WO3 e
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Figura 5.3: Modelos periódicos (a) SWO-c, (b) SWO-s e (c) SWO-sw da estrutura SrWO4.
As setas ilustram o sentido de deslocamento do átomo de estrôncio rotulado como Sr2.

clusters regulares WO4 (ou clusters levemente distorcidos WO4, na qual um dos oxigênios
não está distante o su�ciente de W para quebrar uma ligação W-O e formar WO3). É
também suposto que parte dos modi�cadores A podem estar distorcidos na rede.

Além do primeiro modelo cristalino para cada um dos tungstatos PbWO4 e
BaWO4, dois outros modelos periódicos foram desenvolvidos para simular as estruturas
PbWO4 e BaWO4 contendo ordem-desordem estrutural. O segundo modelo foi gerado
deslocando 0.4 Å o modi�cador A (Pb ou Ba) no sentido oposto do oxigênio O2, como
ilustrado nas Figuras 5.1(b) e 5.2(b). Estes modelos periódicos são rotulados como PWO-
p para o composto PbWO4 e como BWO-b para o BaWO4. Partindo do modelo cristalino,
os átomos W2 e A2 (Pb2 ou Ba2) foram deslocados 0.3 Å e 0.4 Å nos sentidos opostos
dos oxigênios O1 e O2, respectivamente. Estes modelos periódicos são rotulados como
PWO-pw para o PbWO4 e como BWO-bw para o BaWO4, como ilustrados nas Figuras
5.1(c) e 5.2(c).

Os modelos periódicos com ordem-desordem estrutural também foram de-
senvolvidos para o composto SrWO4. O segundo modelo foi gerado deslocando 0.3 Å o
átomo Sr2 no sentido oposto do oxigênio O2, veja a Figura 5.3(b). Este modelo periódico
é nomeado como SWO-s. Partindo do modelo cristalino, os átomos W2 e Sr2 foram deslo-
cados 0.2 Å e 0.3 Å nos sentidos opostos dos oxigênios O1 e O2, respectivamente. Este
terceiro modelo é rotulado como SWO-sw, veja a Figura 5.3(c).

Muitos valores foram testados para os deslocamentos dos átomos W e A
nos modelos que representam os tungstatos AWO4 com ordem-desordem estrutural. As
estruturas eletrônicas dos modelos com diferentes deslocamentos são similares, embora
os resultados sejam diferentes quantitativamente, mas eles não in�uenciam as conclusões
desta Tese, na qual o propósito é comparar diferentes possibilidades e graus de desordem
estrutural.

Como mencionado no Capítulo 2 (seção Objetivos), o estudo teórico com
relação à PL é baseado em resultados experimentais de outras Teses,55,58 que são apresen-
tados ao longo deste trabalho (na seçãoResultados e Discussão) para auxiliar na clareza e
na validade do trabalho teórico realizado. Portanto, as metodologias experimentais para
o composto PbWO4 são encontradas na Tese da Maurera58 e para os compostos BaWO4

e SrWO4 são encontradas na Dissertação de Picon,55 e parcialmente nos artigos63,65.
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5.2 - Processos de intercalação e difusão de Li na es-
trutura Li1+xTi2O4

5.2.1 - Métodos Computacionais e Modelos Periódicos
Cálculos mecânico-quânticos foram realizados com a estrutura DFT per-

iódica utilizando o programa VASP.116,117 As equações de Kohn-Sham foram resolvi-
das por meio da aproximação do gradiente generalizado (GGA) proposto por Perdew
e Wang,131,132 e a interação íon-elétron descrito por pseudopotenciais PAW.123 A expan-
são onda plana foi truncada em 400 eV e as zonas de Brillouin foram descritas pelos pontos
k especiais de Monkhorst-Pack assegurando a convergência geométrica e energética para
as estruturas Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 0.375) consideradas. Foram otimizados o volume e as
coordenadas atômicas para cada arranjo local de Li em diferentes concentrações e para
cada ponto nos caminhos de difusão de Li. Uma aproximação considerando o efeito de
spin (spin-unrestricted) foi empregada quando Li foram intercalados e migrados na rede.

A estrutura cristalina do composto LiTi2O4 é caracterizada por uma estru-
tura cúbica do grupo espacial Fd3̄m, conhecida como fase espinélio, na qual oito Li estão
localizados em sítios tetraédricos 8a, dezesseis Ti em sítios octaédricos 16d e trinta e dois
O em sítios 32e. A célula unitária possui 64 sítios tetraédricos (8 sítios8a, 8 sítios 8b, 48
sítios 48f ) e 32 sítios octaédricos (16 sítios 16d e 16 sítios 16c), resultando então 56 sítios
tetraédricos (os sítios 8b e 48f ) e 16 sítios octaédricos (os sítios 16c) vazios. A Figura 1.3
ilustra os sítios ocupados 8a, 16d e 32e e os sítios vazios 16c.

O estudo de intercalação e difusão de Li baseia-se:
- O processo de intercalação de Li consiste nas inserções de Li em sítios

octaédricos vazios 16c, em diversas possibilidades com respeito às posições dos Li vizinhos
mais próximos, formando diferentes arranjos locais de Li, com o propósito de analisar
todas as formas possíveis de arranjos não equivalentes nos sistemas Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤
0.375).

- O processo de difusão consiste em analisar diversos caminhos de migração
de Li entre sítios tetraédricos 8a e octaédricos 16c, envolvendo os diversos arranjos locais
de Li para identi�car os estágios mais prováveis na difusão de Li em diferentes composições
x.

As posições atômicas das primeiras e segundas vizinhanças foram relaxadas
durante os processos de migração de Li. A energia (Eint) associada aos processos de
migração dos íons de Li no volume LiTi2O4 foi calculada pela seguinte equação:

Eint = ELi+bulk − nELi − Ebulk (5.1)
onde ELi+bulk é a energia do sistema Li1+xTi2O4, n é o número de Li inseridos, ELi é a
energia de um lítio em uma caixa com os mesmos parâmetros de rede do cristal hospedeiro,
e Ebulk é a energia do volume LiTi2O4.

Embora a e�ciência de um material eletrodo para aplicação em baterias
dependa de vários parâmetros como os citados na introdução, o coe�ciente de difusão de
Li é um parâmetro chave relacionado diretamente com a e�ciência de tal material. O
coe�ciente de difusão DJ , para os Li migrando para sítios vizinhos vazios tem a forma:

DJ = Γl2 (5.2)
onde l é a distância de migração e Γ é a velocidade de migração, que pode ser estimada
pelas barreiras de ativação por aproximação da teoria do estado de transição:133
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Γ = ν0 exp(−∆E/KBT ) (5.3)
onde ν0 é a freqüência vibracional de uma espécie migrante em torno de sua posição de
equilíbrio que é tipicamente 1013 s−1 (valor utilizado no trabalho desta Tese), e ∆E é a
energia de ativação de migração, isto é, a diferença de energia entre o estado ativado e o
estado de equilíbrio inicial. A energia do estado ativado é o valor do ponto com máxima
energia ao longo do caminho de migração.



Capítulo 6

Resultados e Discussão

6.1 - Fotoluminescência nos tungstatos PbWO4, BaWO4

e SrWO4

6.1.1 - PbWO4

Os �lmes �nos de PbWO4 foram tratados termicamente nas temperaturas de
200, 300, 400 e 500 ◦C e suas medidas de DRX, MFA, absorbância e FL são apresentadas
nas Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4, respectivamente. Todas as medidas foram realizadas
à temperatura ambiente. Estas amostras foram sintetizadas e caracterizadas com tais
medidas por Maurera.58

Entre as medidas de DRX apresentadas na Figura 6.1, um padrão difuso é
observado para a amostra tratada termicamente a 200 ◦C, indicando a formação de uma
estrutura altamente desordenada (amorfa). Na temperatura de tratamento de 300◦C o
PbWO4 ainda não apresenta qualquer pico de difração. A amostra tratada a 400◦C já
apresenta alguns picos de difração, indicando maior grau de ordem estrutural do que nos
�lmes tratados a 200 e 300 ◦C. A amostra tratada a 500 ◦C apresenta picos de difração
mais visíveis e bem de�nidos que os picos apresentados na medida do �lme tratado a 400
◦C, evidenciando alto grau de ordem na estrutura tratada a 500◦C.

Fases intermediárias não foram detectadas nas amostras, sugerindo um pro-
cesso direto de cristalização a partir da estrutura altamente desordenada (tratada a 200
◦C) até a fase cristalina (tratada a 500 ◦C) por tratamento térmico. Todos os picos de
difração são descritos para a fase scheelita (grupo espacial I41/a, simetria C6

4h).
Na Figura 6.2 são apresentadas imagens da morfologia super�cial das amostras.

Os parâmetros rugosidade e diâmetro médio de grãos destas amostras são apresentados na
Tabela 6.1. Estes parâmetros são obtidos por meio de análise MFA. As Figuras 6.2(a) e
6.2(b) mostram que as morfologias super�ciais são homogêneas para as estruturas tratadas
a 200 e 300 ◦C, respectivamente. Estas amostras apresentam baixa rugosidade como ap-
resentadas na Tabela 6.1. Estes resultados não evidenciam a presença de grãos em suas
redes. A imagem da Figura 6.2(c) já evidencia aumento na rugosidade da superfície do
�lme tratado a 400 ◦C e a Tabela 6.1 apresenta que esta estrutura já é composta de grãos
com um máximo da distribuição de diâmetro entre 50 e 60 nm, indicando um aumento
no grau de ordem na rede. A rugosidade do �lme tratado a 500 ◦C é aumentada apre-
ciavelmente como ilustrada na Figura 6.2(d) e apresentada na Tabela 6.1, esta tabela
mostra também o elevado aumento do tamanho médio de grãos. Estes últimos resultados
concordam com as medidas de DRX indicando que a amostra tratada a 500◦C possui um
alto grau de ordem estrutural.

56
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Figura 6.1: Medidas de DRX à temperatura ambiente de �lmes do composto PbWO4

tratados termicamente a (a) 200, (b) 300, (c) 400 e (d) 500 ◦C durante 4 horas em ar
atmosférico.

Figura 6.2: Medidas de MFA à temperatura ambiente nos �lmes do PbWO4 tratados
termicamente a (a) 200, (b) 300, (c) 400 e (d) 500 ◦C.



CAPÍTULO 6. RESULTADOS E DISCUSSÃO 58

Tabela 6.1: Evolução da rugosidade e do diâmetro médio de grãos com a temperatura de
tratamento nos �lmes do PbWO4.

Temperaturas de tratamento (◦C) 200 300 400 500
Rugosidade (nm) 0.41 0.42 1.15 9.31
Diâmetro médio de grão (nm) − − 50−60 260−270

Espectros de absorbância dos �lmes tratados termicamente a 300, 400 e 500
◦C são apresentados na Figura 6.3. As energias de gap destas amostras foram obtidas
pelo método de Wood e Tauc134 por meio dos dados de absorbância. As energias de
gap das amostras tratadas a 500, 400 e 300 ◦C são 4.5, 4.4 e 4.1 eV, respectivamente.
A diminuição da energia de gap foi associada por Wood e Tauc à existência de estados
localizados na banda de gap (região proibida) causada por deformações na estrutura.
Este comportamento indica que a densidade de estados localizados na banda degap da
amostra tratada a 300 ◦C é maior que as densidades presentes nas estruturas tratadas a
400 e 500 ◦C, devido à alta desordem estrutural da amostra tratada a 300◦C. A densidade
de estados localizados na banda de gap do �lme tratado a 400 ◦C é maior que a densidade
presente no �lme tratado a 500 ◦C, porque o grau de desordem estrutural da amostra
tratada a 400 ◦C é maior que o da amostra tratada a 500 ◦C.

Figura 6.3: Dependência espectral UV-vis de absorbância à temperatura ambiente dos
�lmes do PbWO4 tratados termicamente a (a) 300, (b) 400 e (c) 500 ◦C.

A Figura 6.4 apresenta espectros FL dos �lmes PbWO4 excitados por laser
de argônio com comprimento de onda λ = 488 nm (≈ 2.54 eV). As amostras tratadas a
200, 300 e 400 ◦C apresentaram bandas largas de emissão FL. Banda larga FL é típica
de um processo multi-fônon quando a excitação em um sistema é realizada com um único
comprimento de onda, ocorrendo relaxações por vários caminhos envolvendo a partici-
pação de numerosos estados. A amostra tratada a 500 ◦C não apresenta emissão FL. O
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�lme tratado a 200 ◦C apresentou uma baixa emissão FL comparada às emissões dos �lmes
tratados a 300 e 400 ◦C. A amostra tratada a 400 ◦C apresentou a mais intensa emissão
FL. Observa-se que a intensa emissão FL não é favorável em estruturas PbWO4 altamente
desordenadas (amostra tratada a 200 ◦C) e altamente ordenadas (amostra tratada a 500
◦C). Estes resultados de FL associados com os resultados de DRX e MFA indicam que a
intensidade FL depende do grau de ordem-desordem na rede do PbWO4.

Figura 6.4: Espectro fotoluminescente à temperatura ambiente dos �lmes do PbWO4

tratados termicamente a (a) 200, (b) 300, (c) 400 e (d) 500 ◦C.

As bandas de emissão FL destas amostras de PbWO4 foram decompostas
em duas componentes, outras duas bandas largas, uma banda com seu pico no intervalo
de 520-562 nm (região verde) e a outra banda com pico no intervalo de 589-649 nm
(região vermelha), como ilustrado na Figura 6.4. A área da banda verde representa 23,
29 e 31% da área da banda FL experimental para os �lmes tratados a 200, 300 e 400
◦C respectivamente, como apresentado na Tabela 6.2. A intensidade da emissão FL no
PbWO4 aumenta (≈ 2.5 vezes) com a elevação da temperatura de tratamento de 200
para 300 ◦C, aumentando a fração de área na banda verde de 23 para 29% e diminuindo
a fração na banda vermelha de 76 para 70%. A amostra tratada a 400 ◦C apresenta a
mais intensa banda de emissão FL. A área da banda verde aumenta para 31% enquanto
a área da banda vermelha diminui para 67%. Os resultados de DRX, MFA e absorbância
associados com os obtidos da decomposição das bandas FL indicam que a fração vermelha
da emissão FL está relacionada com o alto grau de desordem estrutural na rede PbWO4,
porque quanto menor a temperatura de tratamento térmico (maior o grau de desordem)
maior é a fração de emissão vermelha.
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Tabela 6.2: Evolução da fração verde FL com o aumento do grau de ordem estrutural nos
�lmes PbWO4.

Amostras Pico 1 Pico 2 A1/AE A2/AE A1/AF A2/AF AF/AE
(nm) (nm)

Amostra 562 638 0.23 0.76 0.23 0.77 0.99
tratada a 2000C

Amostra 560 649 0.29 0.70 0.29 0.71 0.99
tratada a 3000C

Amostra 520 589 0.31 0.67 0.32 0.68 0.98
tratada a 4000C

Amostra - - - - - - -
tratada a 5000C

A1, A2, AE e AF são áreas da banda verde decomposta, da banda vermelha
decomposta, da banda experimental e da banda ajustada, respectivamente.

Até aqui, parte destes resultados experimentais das amostras do PbWO4 e
parte das análises citadas acima são apresentados na Tese de Maurera.58 Agora, seguem
os resultados teóricos de modelos, baseados nestes experimentos, por meio de simulações
computacionais com o objetivo de interpretar o porquê a ordem-desordem na estrutura
do PbWO4 é uma condição favorável para a geração da intensa banda FL.

Estruturas de banda dos modelos periódicos PWO-c, PWO-p e PWO-pw
são esboçadas ao longo de cinco direções simétricas na zona primitiva de Brillouin da fase
scheelita.135 Esta zona de Brillouin está ilustrada na Figura 6.5 e as decorrentes estruturas
de banda estão ilustradas na Figura 6.6.

Figura 6.5: Diagrama da zona primitiva de Brillouin tetragonal de corpo centrado.

A estrutura de banda do modelo cristalino PWO-c é apresentada na Figura
6.6(a). O topo da banda de valência (BV) está localizado no ponto∆ da direção XΓ e
o mínimo da banda de condução (BC) está no pontoΣ. O modelo cristalino apresenta
uma banda de gap indireta entre os pontos ∆ e Σ com uma energia de gap de 4.19 eV.

Na Figura 6.6(b), o modelo PWO-p no qual somente um Pb foi deslocado
por célula primitiva, também apresenta uma banda degap indireta entre ∆ e Σ com uma
ligeira diminuição na energia degap para 4.12 eV. A degenerescência de estados na direção
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PX é quebrada nas BV e BC devido à perturbação da simetria eletrônica relacionada com
o deslocamento do Pb.

Figura 6.6: Estrutura de banda para os modelos periódicos (a) PWO-c, (b) PWO-p e (c)
PWO-pw. A energia zero em cada modelo é o nível de Fermi (EF ).

Na Figura 6.6(c) o modelo PWO-pw também apresenta uma banda degap
indireta, mas com o topo da BV localizado no pontoQ (direçãoNP ) e o mínimo da BC no
ponto N . A degenerescência de estados neste modelo torna-se profundamente quebrada
porque a simetria eletrônica é fortemente perturbada devido aos deslocamentos de dois
átomos (Pb e W) por célula. Conseqüentemente, a densidade de estados localizados na
banda de gap é maior no modelo PWO-pw do que no modelo PWO-p, provocando então,
uma maior redução na energia de gap para 3.93 eV. Estes estados localizados na banda
de gap estão ligados ao grau de desordem estrutural, introduzido pelos deslocamentos dos
átomos de Pb e W, que já foram sugeridos pelas medidas de absorbância apresentadas
na Figura 6.3, onde as estruturas com ordem-desordem (tratadas à 300 e 4000C) apre-
sentaram menores energias de gap que a energia de gap do �lme cristalino (tratado a 500
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0C).
Já é conhecido, por meio do trabalho de Wood e Tauc,134 que a diminuição

da energia de gap está associada com a existência de estados localizados na banda de
gap causada por deformações na estrutura, mas a informação adicional e interessante do
ponto de vista cientí�co é; quem são os estados localizados, ou seja, qual o caráter destes
estados localizados? O caráter predominante de tais estados localizados foi identi�cado
por simulação computacional para as estruturas simuladas. A Figura 6.7 ilustra os níveis
de energia de estados predominantes na região em torno da banda de gap (região de
fronteira). Estes níveis de energia correspondem aos pontos do topo da BV e de mínimo
da BC para cada modelo, isto é, os níveis da BV e da BC são respectivamente nos pontos
∆ e Σ para os modelos PWO-c e PWO-p, e são respectivamente nos pontosQ e N para
o modelo PWO-pw.

Para o modelo cristalino PWO-c (Figura 6.7(a)), os estados na parte superior
da BV são principalmente formados pelos orbitais 2p (2px, 2py, 2pz) e 6s dos átomos de
oxigênio e de chumbo, respectivamente. A contribuição dos orbitais6s (Pb) é muito baixa
nos níveis superiores da BV, quando comparada com a contribuição dos orbitais2p (O).
Os níveis de energia inferiores da BC são formados principalmente pelas contribuições dos
orbitais 5de (5dz2 , 5dx2−y2) (W), 6p (6px, 6py, 6pz) (Pb) e 2p (O).

Os estados superiores da BV do modelo PWO-p (Figura 6.7(b)) é dominado
pelas contribuições 2p (O), 6s (Pb) e 6p (Pb). Os orbitais 6p (W) e 5d (5dz2 , 5dx2−y2 ,
5dxz, 5dyz, 5dxy) (W) também contribuem, devido à perturbação eletrônica causada pelo
deslocamento do Pb. Estados das contribuições 2p (O), 6s (Pb), 6p (Pb), 6p (W) e 5d
(W) foram desdobrados para dentro da banda de gap com relação ao modelo cristalino,
sendo conhecidos como estados localizados. Os estados inferiores da BC são compostos
pelas contribuições 2p (O) e 5de (W).

Figura 6.7: Diagrama dos orbitais predominantes na região de fronteira para os modelos
periódicos (a) PWO-c, (b) PWO-p e (c) PWO-pw.

Para o modelo PWO-pw (Figura 6.7(c)), os estados da parte superior da
BV são compostos predominantemente pelas contribuições2p (O), 6s (Pb), 6p (Pb), 6p
(W) e 5d (W), similar ao modelo PWO-p. O desdobramento dos estados na banda de
gap, entretanto é maior, devido ao aumento do grau de desordem na rede, causado pela
quebra de ligações W-O que controla a região de fronteira. A quebra da ligação W2-O1
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é vista na Figura 5.1(c). A conseqüência deste fato é uma maior redução da energia de
gap devido à maior densidade de estados localizados na banda degap.

A Tabela 6.3 apresenta cargas líquidas de cada cluster nos três modelos
periódicos do composto PbWO4. O cluster Pb2O6 é formado por um átomo de chumbo
(rotulado como Pb2 na Figura 5.1) e por somente seis átomos de oxigênio devido ao
deslocamento do Pb2 no sentido oposto do oxigênio rotulado como O2. Ocluster W2O3

é formado por um átomo de tungstênio (rotulado como W2) e por somente três oxigênios
devido ao deslocamento do W2 no sentido oposto de um oxigênio rotulado como O1. Os
clusters Pb1O8, Pb2O8, W1O4 e W2O4 são clusters regulares como ilustrados na Figura
5.1.

Tabela 6.3: Cargas de clusters nos modelos periódicos do composto PbWO4 e as respec-
tivas energias de gap destes modelos.

Cargas dos Cargas dos Cargas dos
clusters PWO-c |e| clusters PWO-p |e| clusters PWO-pw |e|

Pb1O8 : -1.91 Pb1O8 : -2.27 Pb1O8 : -2.47
Pb2O8 : -1.91 Pb2O6 : -1.17 Pb2O6 : -1.38
W1O4 : 1.91 W1O4 : 1.72 W1O4 : 1.71
W2O4 : 1.91 W2O4 : 1.72 W2O3 : 2.14

Ganho local de carga δc Ganho local de carga δp Ganho local de carga δpw
dos clusters PWO-c |e| dos clusters PWO-p |e| dos clusters PWO-pw |e|

Pb1O8 : 0.00 Pb1O8 : -0.36 Pb1O8 : -0.56
Pb2O8 : 0.00 Pb2O6 : +0.74 Pb2O6 : +0.53
W1O4 : 0.00 W1O4 : -0.19 W1O4 : -0.20
W2O4 : 0.00 W2O4 : -0.19 W2O3 : +0.23

Energia de gap = 4.19 eV Energia de gap = 4.12 eV Energia de gap = 3.93 eV

Para o modelo PWO-p, a carga do cluster Pb2O6 é positivamente aumen-
tada por um ganho local de carga δp = + 0.74 |e|, e, conseqüentemente, um buraco
eletrônico local foi induzido pela perda da ligação do Pb2 com dois ânions de oxigênio,
que é compensado por ganhos eletrônicos em outros clusters ao longo da célula.

Para o modelo PWO-pw, a carga do cluster Pb2O6 é positivamente aumen-
tada por um ganho local δp = + 0.53 |e|. Este ganho é menor que o ganho do cluster
Pb2O6 para o modelo PWO-p porque o deslocamento do W2 induz uma compensação de
carga. Estes dados resultam que um buraco local é maior no caso de uma deformação
(modelo PWO-p) do que no caso de duas deformações (modelo PWO-pw), por célula dev-
ido às compensações de cargas por outros clusters adjacentes. Este comportamento indica
que estruturas com um menor grau de desordem estrutural possuem maiores buracos lo-
cais e, conseqüentemente, são mais favoráveis para a emissão FL. Isto porque, quanto
mais intensos forem os buracos locais na rede, mais favoráveis serão as transferências de
elétrons, quando estes estiverem sendo submetidos à excitação de fótons.

As transformações estruturais ocorrem da fase desordenada, para a ordenada
começando do estágio inicial de poliesteri�cação da solução de citrato contendo cátions
chumbo (Pb2+) e tungstênio (W6+). O processo de cristalização ocorre por tratamento
térmico. O tungstênio tende idealmente a se ligar com quatro oxigênios formando o
cluster WO4, ao passo que o chumbo tende idealmente a se ligar com oito oxigênios em
uma con�guração pseudocúbica PbO8. Os resultados experimentais juntamente com os
dados teóricos, indicam que o tungstênio, que é o formador de rede, se organiza antes do
chumbo, e que na estrutura pouco antes da completa cristalização ainda existem vários
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arranjos de Pb com diferentes coordenações, enquanto que os clusters de tungstênio WO4

já estão regulares. A estrutura PbWO4 tratada a 400 ◦C, pouco antes da completa
cristalização, apresentou uma condição favorável para a mais intensa emissão FL. Quando
a completa cristalização é alcançada, somente existem clusters regulares WO4 e PbO8.
Nestas condições a emissão FL desaparece, mostrando que uma completa ordem estrutural
não é apropriada para a intensa emissão FL na região do visível à temperatura ambiente.

Os espectros de FL mostraram que as estruturas altamente desordenadas
e as altamente ordenadas não são favoráveis para a mais intensa emissão FL. A ener-
gia de excitação utilizada nas amostras (2.54 eV; 488 nm) é menor que a emissão azul
(2.95 eV; 420 nm), freqüentemente atribuída na literatura para osclusters regulares WO4

nos tungstatos.28,44�46,136 Por esta razão, tal emissão azul não foi observada na amostra
cristalina (tratada a 500◦C) PbWO4 apresentada nesta Tese.

As análises dos espectros de absorbância e dos resultados teóricos mecânico-
quânticos apontaram o surgimento de estados localizados na banda degap em estruturas
PbWO4 desordenadas. O aumento do grau de desordem estrutural diminui a energia de
gap, como pode ser visto na Figura 6.3 e na Tabela 6.3. A presença de estados localizados
é uma condição de armadilhamento de elétrons e buracos, que pode permitir recombi-
nações radioativas FL em compostos desordenados estruturalmente. Como explicado por
Blasse et al.,17 a emissão FL surge do retorno de elétrons para o estado fundamental, um
fenômeno que é melhorado pela presença de cargas armadilhadas à temperatura ambiente.

6.1.2 - BaWO4 e SrWO4

As amostras em pó dos tungstatos BaWO4 e SrWO4 foram tratadas termi-
camente nas temperaturas de 500, 600 e 700 ◦C e suas medidas de DRX, absorbância,
Raman e FL foram realizadas à temperatura ambiente. Estas amostras foram sintetizadas
e caracterizadas com tais medidas por Picon.55

As Figuras 6.8 e 6.9 ilustram os difratogramas dos compostos BaWO4 e
SrWO4, respectivamente. Pode-se observar que os tungstatos tratados termicamente a
partir de 500◦C já apresentam a fase desejada, ou seja, o material já se apresenta cristalino
(ordem a longa distância) com todos os picos referentes aos planos cristalográ�cos do
sistema tetragonal da estrutura scheelita. Nenhuma fase intermediária ou adicional foi
observada nestes compostos, sugerindo uma cristalização direta da fase desordenada para
a cristalina. Nos difratogramas das amostras de BaWO4 e SrWO4 tratadas a 600◦C,
observa-se uma ligeira diminuição na largura à meia altura dos picos de difração, assim
como se observa picos ligeiramente mais estreitos e bem de�nidos nas amostras tratadas
a 700◦C. Isto sugere que o grau de ordem estrutural foi aumentando com o aumento
da temperatura de tratamento térmico de 500 até 700◦C. Os picos de difração foram
indexados à célula unitária tetragonal do tipo scheelita (grupo espacial I41/a, simetria
C6

4h), segundo as �chas JCPDS 8-457137 para o BaWO4 e 8-490138 para o SrWO4.
De acordo com Basiev et al.9 a célula primitiva do cristal scheelita, à tem-

peratura ambiente, inclui duas unidades da fórmula AWO4. O cluster WO4, com fortes
ligações covalentes W-O, é uma peculiaridade da estrutura scheelita. Devido à fraca in-
teração entre o cluster WO4 e o modi�cador de rede A (A = Pb, Ba ou Sr), os modos
vibracionais no espectro Raman da estrutura scheelita podem ser divididos em dois gru-
pos, internos e externos. As vibrações internas (νint) correspondem às oscilações dentro
do cluster WO4: ν1 (Ag), ν2 (Ag), ν2 (Bg), ν3 (Bg), ν3 (Eg) e ν4 (Eg). As vibrações
externas (νext) da rede correspondem ao movimento de A e da rígida unidade molecular
WO4.
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Figura 6.8: Difratogramas obtidos à temperatura ambiente de pós do BaWO4 tratados
termicamente a (a) 500, (b) 600 e (c) 700 ◦C, durante 2 horas em ar atmosférico.

Figura 6.9: Difratogramas otidos à temperatura ambiente dos pós do SrWO4 tratados
termicamente a (a) 500, (b) 600 e (c) 700 ◦C durante 2 horas em ar atmosférico.
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Os espectros Raman apresentados na Figura 6.10(a), do composto BaWO4,
mostram que para a amostra tratada a 500◦C não é observado ocorrência de picos de
modos vibracionais. Isto indica que o ordenamento do cristal a curta e média distâncias,
detectável pela medida de espectro Raman por meios dos respectivos modos vibracionais
νint e νext, ainda não ocorreu. Com o aumento da temperatura de tratamento para 600◦C,
somente picos dos modos internos são observados no espectro, indicando que osclusters
WO4 já estão ordenados. O espectro da amostra de BaWO4 tratada a 700◦C já apresenta
um pico do modo externo, que corresponde às vibrações dos modi�cadores de rede Ba e
dos clusters WO4, indicando também o ordenamento local dos átomos de Ba na estrutura.

Figura 6.10: Espectros Raman à temperatura ambiente dos pós de BaWO4 tratados
termicamente a (a) 500, (b) 600 e (c) 700 ◦C.

A Figura 6.11 apresenta os espectros Raman do composto SrWO4. Assim
como para o BaWO4, não se observa a presença de qualquer pico no espectro da amostra
tratada termicamente a 500◦C, Figura 6.11(a), também indicando desordem a curta e
média distância na estrutura. O espectro da amostra tratada a 600◦C, Figura 6.11(b),
apresenta somente picos dos modos internos, porém bastante discretos e alargados, o que
indica que os clusters WO4 começaram a se organizar localmente nesta temperatura. O
espectro da amostra de SrWO4 tratada a 700◦C, Figura 6.11(c), apresenta o acréscimo de
picos do modo externo, indicando também a ordem local dos átomos de Sr na rede.

Espectros de absorbância dos compostos BaWO4 e SrWO4 tratados a 600
e 700 ◦C são apresentados respectivamente nas Figuras 6.12 e 6.13. As energias degap
destas amostras foram obtidas pelo método de Wood e Tauc,134 sendo de 4.7 e 4.1 eV,
respectivamente, para as amostras do BaWO4 tratadas a 700 e 600 ◦C. As energias de gap
das amostras do SrWO4 tratadas a 700 e 600 ◦C são 4.7 e 4.5 eV, respectivamente. Este
comportamento indica a existência de estados localizados na banda degap das amostras
de BaWO4 e SrWO4 tratadas a 600 ◦C, visto que elas apresentam energias degap menores
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que suas respectivas amostras tratadas a 700 ◦C.

Figura 6.11: Espectros Raman à temperatura ambiente dos pós de SrWO4 tratados ter-
micamente a (a) 500, (b) 600 e (c) 700 ◦C.

Figura 6.12: Dependência espectral UV-vis de absorbância à temperatura ambiente dos
pós de BaWO4 tratados termicamente a (a) 700 e (b) 600 ◦C.

A Figura 6.14(a) apresenta os espectros de emissão FL a temperatura am-
biente das amostras de BaWO4 tratadas a i) 500, ii) 600 e iii) 700 ◦C. Observa-se que a
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amostra tratada a 500 ◦C praticamente não apresentou emissão FL e a amostra tratada
a 600 ◦C apresentou a mais intensa emissão FL. A amostra tratada a 700◦C apresentou
baixa intensidade FL quando comparada à emissão da amostra de 600◦C. As bandas de
emissão FL foram decompostas em duas componentes, onde se observou uma primeira
banda com seu máximo no intervalo de 520-544 nm (região verde) e outra segunda banda
com o máximo no intervalo de 587-606 nm (região vermelha), como ilustrado nas Figuras
6.14(b) e 6.14(c). Com a elevação da temperatura de tratamento de 600 para 700◦C, a
fração da área correspondente à banda verde aumenta de 37 para 44% enquanto a fração
da banda vermelha diminui de 62 para 55%, como apresentado na Tabela 6.4.

Figura 6.13: Dependência espectral UV-vis de absorbância à temperatura ambiente dos
pós de SrWO4 tratados termicamente a (a) 700 e (b) 600 ◦C.

A Figura 6.15(a) apresenta os espectros de emissão FL das amostras de
SrWO4 tratadas a i) 500, ii) 600 e iii) 700 ◦C. A amostra tratada a 500 ◦C não apresentou
emissão FL e a amostra tratada a 600 ◦C apresentou a mais intensa emissão FL. A
amostra tratada a 700 ◦C apresentou baixa intensidade FL. Bandas de emissão FL do
SrWO4 também foram decompostas em duas componentes. A primeira banda aparece
com seu máximo entre 524 e 530 nm (região verde) e a segunda banda com o máximo
entre 587 e 599 nm (região vermelha), como ilustradas nas Figuras 6.15(b) e 6.15(c).
A Tabela 6.5 apresenta que a fração da área na banda verde é aumentada de 39 para
40%, enquanto a fração correspondente à banda vermelha diminui de 60 para 58% com a
elevação da temperatura de tratamento de 600 para 700 ◦C.

Os resultados de DRX dos compostos BaWO4 e SrWO4 mostram que todas
as amostras tratadas de 500 até 700 ◦C já se encontram cristalinas. Os resultados de
DRX e de Raman indicam que o grau de ordem estrutural aumenta com a temperatura
de tratamento, e também que os compostos tratados a 500 ◦C estão ordenados somente
a longa distância, enquanto que os compostos tratados a 700◦C estão ordenados a curta,
média e a longa distância. Os resultados de absorbância indicam que quanto menor a
temperatura de tratamento térmico (menor o grau de ordem estrutural) nos compostos
BaWO4 e SrWO4 maior a densidade de estados localizados. Os resultados dos espectros
Raman e de emissão FL indicam que as mais intensas emissões FL na região visível são
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devida à desordem local somente dos modi�cadores de rede (Ba ou Sr). A análise das
decomposições das curvas de emissão FL indica que a emissão vermelha está associada à
fração de alta desordem presente na rede, e que a emissão verde está associada à fração
de menor grau de desordem na rede.

Figura 6.14: (a) Espectros de emissão fotoluminescente à temperatura ambiente dos pós
de BaWO4 tratados termicamente a i) 500, ii) 600 e iii) 700 ◦C. (b) Banda experimental
FL e seu ajuste numérico (�t) seguido de suas duas bandas decompostas para a estrutura
tratada a 600 ◦C. (c) Banda experimental FL e seu ajuste seguido de suas duas bandas
decompostas para a estrutura tratada a 700 ◦C.

Tabela 6.4: Evolução da fração verde FL com o aumento do grau de ordem estrutural no
composto BaWO4.

Amostras Pico 1 Pico 2 A1/AE A2/AE A1/AF A2/AF AF/AE
(nm) (nm)

Amostra - - - - - - -
tratada a 500 ◦C

Amostra 520 587 0.37 0.62 0.37 0.63 0.99
tratada a 600 ◦C

Amostra 544 606 0.44 0.55 0.45 0.55 0.99
tratada a 700 ◦C

A1, A2, AE e AF são areas da banda verde decomposta, da banda vermelha
decomposta, da banda experimental e da banda ajustada, respectivamente.

Até aqui, os resultados experimentais dos compostos BaWO4 e SrWO4, e
parte da análise de tais resultados citada acima são apresentados na Dissertação de Pi-
con.55 Baseados nestes resultados experimentais, seguem os resultados teóricos de modelos
por meio de simulações computacionais com o objetivo de interpretar o porquê a ordem-
desordem nas estruturas BaWO4 e SrWO4 é uma condição favorável para a geração da
intensa banda FL.
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Figura 6.15: (a) Espectros de emissão FL à temperatura ambiente dos pós de SrWO4

tratados termicamente a i) 500, ii) 600 e iii) 700 ◦C. (b) Banda experimental de emissão
FL e seu ajuste numérico, seguido de suas duas bandas decompostas para a estrutura
tratada a 600 ◦C. (c) Banda de emissão experimental FL e seu ajuste seguido de duas
bandas decompostas para a estrutura tratada a 700 ◦C.

Tabela 6.5: Evolução da fração verde da banda de emissão FL com o aumento do grau de
ordem estrutural no composto SrWO4.

Amostras Pico 1 Pico 2 A1/AE A2/AE A1/AF A2/AF AF/AE
(nm) (nm)

Amostra - - - - - - -
tratada a 500 ◦C

Amostra 530 599 0.39 0.60 0.39 0.61 0.99
tratada a 600 ◦C

Amostra 524 587 0.40 0.58 0.41 0.59 0.98
tratada a 700 ◦C

A1, A2, AE e AF são areas da banda verde decomposta, da banda vermelha
decomposta, da banda experimental e da banda ajustada, respectivamente.
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Densidade de estados (DOS) dos três modelos periódicos BWO-c, BWO-b
e BWO-pw do composto BaWO4 são apresentadas na Figura 6.16. Na Figura 6.16(a)
estão apresentados os DOS atômicos e total do modelo cristalino BWO-c, os estados
entorno da banda de gap são principalmente formados pelos orbitais 2p (2px, 2py, 2pz)
dos oxigênios (O) e 5d (5dz2 , 5dx2−y2 , 5dxz, 5dyz, 5dxy) dos tungstênios (W). A energia
de gap deste modelo é 6.35 eV. Na BV, a banda de estados entorno de -5 eV no DOS
total é formada pelos estados ligantes 2p (O) e antiligantes 5d (W). A banda entre ≈
-2.5 e 0 eV é predominada pelos estados não ligantes 2p (O). Na BC, a banda entorno
de 6.5 eV é formada pelos estados antiligantes 2p (O) e ligantes 5de (5dz2 , 5dx2−y2) (W).
A banda entorno de 10 eV é formada principalmente pelos estados2p (O) e 5dt2 (5dxz,
5dyz, 5dxy). Observa-se que os bários não contribuem na região de fronteira, os estados
ligantes 5p (Ba) em torno de -10 eV possui uma fraca interação com os oxigênios quando
comparada à interação O e W, indicada no DOS em torno de -5 eV. Estes dados apontam
que as ligações W-O são mais fortes que as ligações Ba-O, concordando com o trabalho
de Basiev et al.,9 onde o cluster WO4 possui fortes ligações covalentes W-O, existindo
fraca interação entre os clusters WO4 e os modi�cadores de rede A (A = Pb, Ba ou Sr).

Figura 6.16: DOS atômicos e total dos modelos periódicos (a) BWO-c, (b) BWO-b e (c)
BWO-bw da estrutura BaWO4.

O DOS do modelo BWO-b apresentado na Figura 6.16(b) é muito similar
ao DOS do modelo cristalino BWO-c. Com o deslocamento de um Ba por célula unitária
a estrutura eletrônica sofreu uma leve perturbação, causando uma ligeira diminuição na
energia de gap para 6.29 eV, devido a um leve espalhamento de estados 2p (O) para a
banda de gap. Estes estados localizados são principalmente de caráter2p de dois oxigênios
na qual foram quebradas suas ligações com o Ba deslocado.

O modelo BWO-bw, onde tanto um Ba e um W foram deslocados por célula,
já apresenta uma maior perturbação na estrutura eletrônica, como pode ser visto nos DOS
da Figura 6.16(c). Esta perturbação causa um maior espalhamento de estados para a
banda de gap, diminuindo ainda mais a energia de gap para 5.06 eV. A maior perturbação
na estrutura eletrônica é devida principalmente ao deslocamento do W, quebrando a
ligação com o oxigênio O1, como ilustrado na Figura 5.2(c). Os estados localizados são
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principalmente de caráter 2p do oxigênio O1.
A Tabela 6.6 apresenta cargas líquidas de cada cluster dos três modelos

periódicos do composto BaWO4. O cluster Ba2O6 é formado por um bário (rotulado
como Ba2 na Figura 5.2) e por somente seis oxigênios, devido ao deslocamento do Ba2
no sentido oposto do oxigênio rotulado como O2. O cluster W2O3 é formado por um
tungstênio (rotulado como W2) e por somente três oxigênios, devido ao deslocamento do
W2 no sentido oposto de um oxigênio rotulado como O1. Os clusters Ba1O8, Ba2O8,
W1O4 e W2O4 são clusters regulares como ilustrados na Figura 5.2.

Tabela 6.6: Cargas de clusters nos modelos periódicos do composto BaWO4 e as respec-
tivas energias de gap destes modelos.

Cargas dos Cargas dos Cargas dos
clusters BWO-c |e| clusters BWO-b |e| clusters BWO-bw |e|

Ba1O8 : -1.66 Ba1O8 : -2.05 Ba1O8 : -2.28
Ba2O8 : -1.66 Ba2O6 : -0.83 Ba2O6 : -1.06
W1O4 : 1.66 W1O4 : 1.44 W1O4 : 1.44
W2O4 : 1.66 W2O4 : 1.44 W2O3 : 1.90

Ganho local de carga δc Ganho local de carga δb Ganho local de carga δbw
dos clusters BWO-c |e| dos clusters BWO-b |e| dos clusters BWO-bw |e|

Ba1O8 : 0.00 Ba1O8 : -0.40 Ba1O8 : -0.63
Ba2O8 : 0.00 Ba2O6 : +0.83 Ba2O6 : +0.60
W1O4 : 0.00 W1O4 : -0.22 W1O4 : -0.21
W2O4 : 0.00 W2O4 : -0.21 W2O3 : +0.24

Energia de gap = 6.35 eV Energia de gap = 6.29 eV Energia de gap = 5.06 eV

Para o modelo BWO-b, a carga docluster Ba2O6 é positivamente aumentada
por um ganho local de carga δb = + 0.83 |e|, e, conseqüentemente, um buraco local foi
induzido pela perda de ligação do Ba2 com dois ânions de oxigênio, que é compensado
por ganhos eletrônicos em outros clusters ao longo da célula.

Para o modelo BWO-bw, a carga do cluster Ba2O6 é positivamente aumen-
tada por um ganho local δb =+ 0.60 |e|. Este ganho é menor que o ganho docluster Ba2O6

no modelo BWO-b porque o deslocamento do W2 induz a uma compensação de carga.
Estes dados resultam que um buraco local é maior no caso de uma deformação (BWO-b)
do que no caso de duas deformações (BWO-bw) por célula devido às compensações de car-
gas por outros clusters adjacentes. Este comportamento indica que estruturas contendo
um menor grau de desordem estrutural têm maiores buracos locais e, conseqüentemente,
são mais favoráveis para a intensa emissão FL, porque maiores buracos locais são mais
favoráveis para atrair elétrons excitados, por fótons, por exemplo.

O DOS total do composto SrWO4, Figura 6.17, é muito semelhante com os
DOS total do BaWO4 na região de fronteira onde na banda por volta de -5 eV é princi-
palmente formada pelos estados ligantes 2p dos oxigênios equivalentemente distribuídos
e pelos estados anti-ligantes 5d dos tungstênios, também equivalentemente distribuídos.
A parte superior da banda de valência é principalmente formada por estados 2p (O).
Os estados dos Sr, assim como os estados dos Ba, não contribuem na região de fron-
teira. A parte inferior da BC é predominantemente formada pelos estados ligantes5d
(W) e antiligantes 2p (O), e, particularmente a estrutura do modelo SWO-sw, sofre maior
perturbação eletrônica devido à desordem do W. Os estados localizados são predominan-
temente de caráter 2p do oxigênio O1, o oxigênio no qual quebrou a ligação com o W
deslocado. O Modelo SWO-c tem uma energia degap de 6.19 eV e o modelo SWO-s sofre
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uma ligeira diminuição de gap para 6.11 eV. O modelo SWO-sw apresenta uma energia
de gap de 5.37 eV.

Figura 6.17: DOS atômicos e total dos modelos periódicos (a) SWO-c, (b) SWO-s e (c)
SWO-sw da estrutura SrWO4.

Os estados localizados na banda de gap estão ligados à desordem estrutural
como já foi sugerida pelas medidas de absorbância dos compostos BaWO4 e SrWO4 apre-
sentadas, respectivamente, nas Figuras 6.12 e 6.13, onde as estruturas tratadas a 600◦C
apresentaram menores energias de gap que as energias de gap das respectivas estruturas
tratadas a 700 ◦C.

A distribuição de carga nos clusters dos modelos periódicos do composto
SrWO4 é similar à dos modelos do BaWO4, como podem ser observadas nas Tabelas 6.6
e 6.7. A Tabela 6.7 apresenta cargas líquidas de cadacluster dos três modelos periódicos
do composto SrWO4. O cluster Sr2O6 é formado por um estrôncio (rotulado como Sr2 na
Figura 5.3) e por somente seis oxigênios devido ao deslocamento do Sr2 no sentido oposto
do oxigênio rotulado como O2. O cluster W2O3 é formado por um tungstênio (rotulado
como W2) e por somente três oxigênios devido ao deslocamento do W2 no sentido oposto
de um oxigênio rotulado como O1. Os clusters Sr1O8, Sr2O8, W1O4 e W2O4 são clusters
regulares como ilustrados na Figura 5.3.

Para o modelo SWO-s, no cluster Sr2O6 é induzido um buraco local de δs
= + 0.84 |e| devido à perda de ligação do Sr2 com dois ânions de oxigênio.

Para o modelo SWO-sw, no cluster Sr2O6 é induzido um menor buraco
local δs = + 0.63 |e|, este ganho local de carga é menor porque o deslocamento do W2
induz a compensações de carga ao longo da célula. Estes dados signi�cam que um buraco
local é maior no caso de uma deformação (SWO-s) do que no caso de duas deformações
(SWO-sw) devido às compensações de cargas por outros clusters adjacentes na célula.
Este comportamento indica que estruturas SrWO4 contendo um menor grau de desordem
estrutural têm maiores buracos locais e, conseqüentemente, são mais favoráveis para a
intensa emissão FL, porque maiores buracos locais são mais favoráveis para atrair elétrons
excitados.
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Tabela 6.7: Cargas de clusters nos modelos periódicos do composto SrWO4 e as respectivas
energias de gap destes modelos.

Cargas dos Cargas dos Cargas dos
clusters SWO-c |e| clusters SWO-s |e| clusters SWO-sw |e|

Sr1O8 : -1.68 Sr1O8 : -2.09 Sr1O8 : -2.32
Sr2O8 : -1.68 Sr2O6 : -0.83 Sr2O6 : -1.05
W1O4 : 1.68 W1O4 : 1.46 W1O4 : 1.46
W2O4 : 1.68 W2O4 : 1.46 W2O3 : 1.91

Ganho local de carga δc Ganho local de carga δs Ganho local de carga δsw
dos clusters SWO-c |e| dos clusters SWO-s |e| dos clusters SWO-sw |e|

Sr1O8 : 0.00 Sr1O8 : -0.41 Sr1O8 : -0.64
Sr2O8 : 0.00 Sr2O6 : +0.84 Sr2O6 : +0.63
W1O4 : 0.00 W1O4 : -0.22 W1O4 : -0.22
W2O4 : 0.00 W2O4 : -0.21 W2O3 : +0.23

Energia de gap = 6.19 eV Energia de gap = 6.11 eV Energia de gap = 5.37 eV

As estruturas eletrônicas das scheelitas PbWO4, BaWO4 e SrWO4 possuem
as seguintes similaridades:

- Os estados de fronteira são formados principalmente pelos orbitais2p dos
oxigênios e pelos orbitais 5d dos tungstênios. Veja as Figuras 6.7, 6.16 e 6.17.

- O deslocamento somente do modi�cador de rede na estrutura causa uma
ligeira diminuição de energia de gap.

- O deslocamento do formador de rede (W) na estrutura causa uma maior
perturbação eletrônica ocorrendo uma considerável diminuição de energia de gap com
uma maior densidade de estados localizados, quando comparadas com os modelos que
envolvem somente a desordem de modi�cares de rede. Os estados localizados possuem
caráter predominante dos orbitais 2p dos oxigênios com ligações perturbadas devido às
deformações na rede.

- São formados buracos eletrônicos locais com a desordem nos modelos per-
iódicos deformados.

- Tais buracos locais são mais intensos quando há desordens somente de mod-
i�cadores de rede, indicando, neste caso, uma condição favorável para a intensa emissão
FL. Isto porque quanto mais intenso um buraco local mais provável será a sua recom-
binação com elétron quando excitado. Este comportamento concorda fortemente com
os resultados experimentais de FL e Raman dos compostos BaWO4 e SrWO4, onde tais
experimentos mostram que a mais intensas emissões FL ocorrem quando há desordem
somente dos modi�cadores de rede (Ba ou Sr).

A estrutura eletrônica do scheelita PbWO4 apresenta uma peculiaridade
quando comparada com as estruturas eletrônicas do BaWO4 e do SrWO4. O modi�cador
de rede Pb apresenta estados (6s e 6p) na região de fronteira, enquanto que os modi-
�cadores de rede Ba e Sr não contribuem para esta região, veja as Figuras 6.7, 6.16 e
6.17.

As transformações estruturais, para os compostos PbWO4, BaWO4 e SrWO4

sintetizados pelo método dos precursores poliméricos, ocorrem da fase desordenada para
a ordenada (cristalina) por tratamento térmico. Estas transformações começaram do
estágio inicial de poliesteri�cação da solução de citrato contendo cátions tungstênio (W6+)
e modi�cadores de rede A (A = Pb2+, Ba2+ ou Sr2+). O tungstênio tende idealmente
a se ligar com quatro oxigênios, formando o cluster WO4, o modi�cador A entretanto,
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tende idealmente a se ligar com oito oxigênios em uma con�guração pseudocúbica AO8. O
formador de rede (tungstênio) se organiza antes que o modi�cador de rede A. Na estrutura
dos tungstatos pouco antes da completa ordem estrutural os modi�cadores de rede A estão
rearranjados em diferentes coordenações, enquanto osclusters de tungstênio WO4 já estão
regulares, e neste estágio a emissão FL é máxima. Quando a completa ordem (ordem a
curta, média e longa distância) é alcançada, somente existem clusters regulares WO4 e
AO8 e a emissão FL desaparece.

As análises dos espectros de absorbância e dos resultados teóricos mecânico-
quânticos apontaram o surgimento de estados localizados na banda degap em estruturas
AWO4 deformadas. O aumento do grau de desordem estrutural diminui a energia de
gap, como podem ser vistos nas Figuras 6.3, 6.12, 6.13 e nas Tabelas 6.3, 6.6 e 6.7. A
desordem estrutural pode favorecer a emissão FL com uma energia de excitação menor que
a energia de gap cristalino, mas este efeito único é insu�ciente para gerar intensa emissão
FL à temperatura ambiente. Pode ser visto que as amostras mais desordenadas (a amostra
do PbWO4 tratada a 200 ◦C, e cada uma das amostras tratadas a 500 ◦C do BaWO4 e do
SrWO4) apresentam uma emissão FL menos intensa que as amostras desordenadas com
maior grau de ordem (a amostra de PbWO4 tratada a 400 ◦C, e cada uma das amostras
tratadas a 600 ◦C dos BaWO4 e SrWO4). As energias de gap experimentais das amostras
AWO4 contendo ordem-desordem estrutural são maiores que a energia de excitação (≈
2.54 eV). Tal observação con�rma o fato apontado por Montoncelloet al.139 que medidas
de absorbância raramente detectam regiões de baixa densidade de estados localizados
dentro da banda de gap do material.

Os buracos locais, como apresentados nas Tabelas 6.3, 6.6 e 6.7, podem ser
encarados como extremos de momentos de dipolos elétricos locais na rede (momentos
de dipolos da ordem dos parâmetros de rede). A Figura 6.18 ilustra qualitativamente a
natureza da variação de momentos de dipolos elétricos com a evolução do grau de ordem
estrutural, indicados pelos resultados teóricos e experimentais. Na região de alta desordem
estrutural os momentos de dipolos são praticamente nulos devido ao grande número de
diferentes deformações locais formando momentos com direções aleatórias. Na região
próxima ao cristal ideal, os momentos de dipolos são também praticamente nulos devido
à redução considerável do número e do grau de deformações na rede. Com o aumento do
grau de ordem estrutural, partindo da região de alta desordem, os momentos de dipolos
tornam-se mais intensos chegando à distribuição de máxima intensidade dos momentos
de dipolo quando na região de alto grau de ordem onde há somente desordens locais dos
modi�cadores de rede A, na qual esta condição é a mais favorável para a emissão FL.

6.2 - Processos de intercalação e difusão de Li na es-
trutura Li1+xTi2O4

6.2.1 - Processo de Intercalação
Primeiro, foi realizado um estudo detalhado no processo de intercalação

de 0, 1, 2, e 3 Li inseridos na célula unitária da estrutura Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 0.375),
resultando nas concentrações de Lix = 0, 0.125, 0.250 e 0.375, respectivamente. Diferentes
con�gurações foram calculadas, e, para cada con�guração, os possíveis arranjos locais de
Li não equivalentes também foram calculados. A Tabela 6.8 apresenta os valores de energia
total e relativa (4E) por célula unitária da estrutura Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 0.375) para o
arranjo mais estável de cada con�guração. Não houve signi�cantes variações (menos de
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Figura 6.18: Diagrama qualitativo de distribuição de momentos de dipolos elétricos locais
em função do grau de ordem na rede.

1%) nos parâmetros de rede das estruturas com a inserção de Li.
A estrutura espinélia LiTi2O4 (x = 0) possui uma con�guração na qual todos

os oito Li estão localizados nos sítios tetraédricos8a enquanto todos os sítios octaédricos
16c estão vazios, sendo rotulada como con�guração 8-0. Na con�guração 7-1, sete Li são
mantidos nos sítios 8a e um Li foi deslocado para um sítio 16c. Em princípio, existem
dezesseis possibilidades para os sítios octaédricos, mas existem somente três arranjos locais
não equivalentes. O arranjo local de Li mais estável para a con�guração 7-1 é ilustrado
na Figura 6.19(a), sendo 1.55 eV menos estável que o da con�guração 8-0 (veja a Tabela
6.8). A con�guração na qual seis Li permanecem em sítios8a e dois Li foram deslocados
para dois sítios 16c é descrita como con�guração 6-2 e apresenta quatro arranjos não
equivalentes, o mais estável está ilustrado na Figura 6.19(b). Este arranjo é 2.01 e 0.46
eV menos estável que os arranjos das con�gurações 8-0 e 7-1, respectivamente.

Para a composição x = 0.125 (Li1.125Ti2O4) o arranjo da con�guração 8-1
(con�guração na qual oito Li estão nos sítios 8a e um Li inserido em um sítio 16c) está
ilustrado na Figura 6.19(c), enquanto os arranjos mais estáveis das con�gurações 7-2 e 6-3
são, respectivamente, 0.47 e 0.91 eV menos estáveis que o arranjo 8-1, observe a Tabela
6.8. Os arranjos das con�gurações 7-2 e 6-3 são ilustrados nas Figuras 6.19(d) e 6.19(e),
respectivamente.

A Tabela 6.8 também apresenta os arranjos mais estáveis das con�gurações
8-2, 7-3 e 6-4 da composição x = 0.250 (Li1.250Ti2O4). Um fato interessante nesta con-
centração de Li, é que a estrutura com o arranjo 7-3 é mais estável (0.46 eV por célula
unitária) que com o arranjo 8-2. Isto implica que para cada dois Li inseridos por célula
unitária já é favorável energeticamente a migração de um Li de um sítio tetraédrico8a
para um octaédrico 16c. Este resultado indica que a partir desta composição x = 0.250
(ou próxima a esta composição) iniciam-se migrações de Li de sítios8a para sítios 16c no
processo experimental de inserção de Li na estrutura espinélia Li1+xTi2O4.

Os diferentes arranjos locais de Li das con�gurações 8-2 e 7-3 são ilustrados



CAPÍTULO 6. RESULTADOS E DISCUSSÃO 77

na Figura 6.20 e seus respectivos diagramas de energia relativa são ilustrados na Figura
6.21. Os três arranjos não equivalentes da con�guração 8-2 estão ilustrados na Figura
6.20(a) e a ordem energética é E18−2 < E28−2 < E38−2, onde o subscrito é o tipo da
con�guração. O arranjo mais estável da con�guração 7-3 (E17−3) é descrito como E1 na
Figura 6.20(b), existem dezenove arranjos não equivalentes desta con�guração. Mas o fato
do arranjo mais estável da con�guração 6-4, ilustrado na Figura 6.20(c), ser menos estável
que os arranjos mais estáveis das con�gurações 8-2 e 7-3 (veja Tabela 6.8 e Figura 6.20)
implica que, para cada dois Li inseridos por célula unitária não é energeticamente favorável
a migração de dois Li de sítios 8a para 16c. Este resultado indica, adicionalmente, que
num processo experimental de inserção de Li, o número de Li migrando de sítios8a para
sítios 16c é menor que o número de Li inseridos na rede pelo menos nesta composição
Li1.250Ti2O4 (ou nas proximidades desta composição).

Tabela 6.8: Valores de energia total e relativa 4E por célula unitária da estrutura
Li1+xTi2O4 para o arranjo mais estável de cada con�guração.

Con�guração Energia (eV) 4E (eV)
T-O

LiTi2O4 8-0 -458.350 0.00
7-1 -456.803 1.55
6-2 -456.343 2.01

Li1.125Ti2O4 8-1 -459.989 0.00
7-2 -459.515 0.47
6-3 -459.077 0.91

Li1.250Ti2O4 8-2 -461.630 0.00
7-3 -462.092 -0.46
6-4 -461.612 0.02

Li1.375Ti2O4 8-3 -463.335 0.00
7-4 -464.503 -1.17

T : número de Li em sítios tetraédricos 8a.
O : número de Li em sítios octaédricos 16c.

Figura 6.19: Ilustração para cada arranjo de Li mais estável de uma das con�gurações a)
7-1, b) 6-2, c) 8-1, d) 7-2, e) 6-3. Os círculos são sítios octaédricos16c e os quadrados
são sítios tetraédricos 8a. Os círculos e os quadrados negros são sítios ocupados por Li,
enquanto os círculos e os quadrados cinza são sítios vazios.

Para a composição x = 0.375 (Li1.375Ti2O4), os valores das energias relativas
para os diferentes arranjos das con�gurações 8-3 e 7-4 são listadas nas Figuras 6.22(a) e
6.22(b), respectivamente. No diagrama de energia destas con�gurações pode ser observado
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Figura 6.20: (a) Arranjos de Li da con�guração 8-2, (b) arranjos de Li da con�guração
7-3 e (c) o arranjo mais estável da con�guração 6-4 na estrutura Li1.250Ti2O4. Os círculos
são sítios octaédricos 16c e os quadrados são sítios tetraédricos 8a. Os círculos e os
quadrados negros são sítios ocupados por Li, enquanto os círculos e os quadrados cinza
são sítios vazios. Os valores de energia por célula unitária da estrutura Li1.250Ti2O4 são
apresentados.
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que quatro arranjos da con�guração 7-4 são mais estáveis que os da con�guração 8-3.
Considerando somente os arranjos mais estáveis, a estabilização da con�guração 8-3 para
7-4 (1.17 eV) é maior em relação à con�guração 8-2 para 7-4 (0.46 eV). Isto implica que a
migração de 1 Li de um sítio 8a para um 16c torna-se mais favorável na inserção de 3 Li
por célula unitária que na inserção de somente 2 Li. Este resultado indica que, pelo menos
até a composição Li1.375Ti2O4, a migração de Li de sítios 8a para sítios 16c é favorecida
com o aumento do número de Li inseridos experimentalmente na rede.

Figura 6.21: Diagrama dos valores de energia relativa por célula unitária Li1.250Ti2O4

contendo os arranjos de Li não equivalentes das con�gurações (a) 8-2 e (b) 7-3. As
diferenças de energia foram com relação ao arranjo E17−3 (-462.092 eV).

A Tabela 6.9 apresenta os valores de energias de intercalação por célula
unitária dos arranjos mais estáveis das diferentes con�gurações em Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤
0.375), resultando em valores no intervalo de -1.3 a -6.9 eV. Quando os oito Li permanecem
nos sítios 8a, cada Li intercalado no sítio 16c contribui com um ganho de estabilidade em
aproximadamente 1.4 eV. Entretanto, quando sete ou seis Li são mantidos nos sítios8a a
estrutura Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 0.375) torna-se mais estável em aproximadamente 2.4 eV
por Li inserido. Estes resultados indicam que o processo de inserção de Li é favorável em
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todo o intervalo estudado.

Figura 6.22: Diagrama dos valores de energia relativa por célula unitária Li1.375Ti2O4

contendo os arranjos de Li não equivalentes das con�gurações (a) 8-3 e (b) 7-4. As
diferenças de energia foram com relação ao arranjo E17−4 (-464.503 eV).

Uma análise geral, dos resultados apresentados nas Tabelas 6.8 e 6.9 e nas
Figuras 6.19-6.22, mostra que:

- A inserção de Li é favorável energeticamente na rede Li1+xTi2O4 em todo
o intervalo da composição x analisado (0 ≤ x ≤ 0.375).

- Migrações de Li de sítios 8a para sítios 16c iniciam-se a partir da concen-
tração de Li inseridos x = 0.250.

- Estas migrações são favorecidas com o aumento do número de Li inseridos
na rede pelo menos até a composição Li1.375Ti2O4.
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Tabela 6.9: Valores de energia de intercalação Eint por célula unitária da estrutura
Li1+xTi2O4 para os arranjos mais estáveis das diferentes con�gurações, calculados pela
equação 5.1. Os valores de energia para um Li é -0.274 eV.

LiTi2O4 Li1.125Ti2O4 Li1.250Ti2O4 Li1.375Ti2O4

Con�guração 8-0 8-1 8-2 8-3
Eint (eV) 0.00 -1.37 -2.73 -4.16

Con�guração 7-1 7-2 7-3 7-4
Eint (eV) 0.00 -2.44 -4.74 -6.88

Con�guração 6-2 6-3 6-4
Eint (eV) 0.00 -2.46 -4.72

6.2.2 - Caminhos de difusão
Em um processo de inserção de Li na estrutura Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 1),

pode-se supor que em uma determinada concentração x se mantém aproximadamente
constante durante um intervalo de tempo∆t, e que neste intervalo ocorram migrações de
Li em sítios tetraédricos 8a para sítios octaédricos 16c.

Baseado na suposição acima, para uma dada concentração x de Li, difer-
entes caminhos de difusão de Li podem ser investigados teoricamente com o objetivo de
identi�car quais os caminhos são mais favoráveis energeticamente. As possibilidades de
caminhos de migração podem ser divididas em quatro diferentes classes:

1) Caminhos de difusão de Li envolvendo os arranjos mais estáveis de cada
con�guração, isto é, difusão de Li de um sítio8a do arranjo mais estável da con�guração
inicial até um sítio 16c formando o arranjo mais estável da con�guração �nal. Por sim-
plicidade, um caminho desta classe é rotulado como Caminho 1 da classe (+→ +), ou
simplesmente, Caminho 1(+ → +).

Supondo que durante um processo experimental de inserção de Li é for-
mado um largo intervalo de diferentes arranjos locais de Li, devido às tensões internas
provocadas pela aplicação de diferença de potencial, então pode-se também considerar
migrações de Li de sítios 8a para 16c envolvendo arranjos menos estáveis, desde que
tais migrações sejam favoráveis energeticamente. A investigação das possibilidades de
caminhos de migração envolvendo arranjos menos estáveis pode ser seguida nas classes:

2) Caminhos de difusão de Li de sítios 8a do arranjo mais estável da con�g-
uração inicial até sítios 16c formando arranjos menos estáveis. Um caminho desta classe
é rotulado como um Caminho 2(+ → −).

3) Caminhos de difusão de Li de sítios 8a de arranjos menos estáveis até
sítios 16c formando o arranjo mais estável da con�guração �nal. Um caminho desta
classe é chamado como um Caminho 3(− → +).

4) Caminhos de difusão de Li de sítios 8a em arranjos menos estáveis até
sítios 16c formando outros arranjos menos estáveis. Um caminho desta classe é classi�cado
como um Caminho 4(− → −).

Devido os resultados previamente obtidos no processo de intercalação, na
qual os deslocamentos de Li de sítios8a para sítios 16c são favorecidos a partir da concen-
tração x = 0.250, então os caminhos de migração de Li foram analisados nas concentrações
x = 0.250 e 0.375.

6.2.2.1 - Caminhos de difusão na estrutura Li1.250Ti2O4
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6.2.2.1.1 - Caminhos 1(+ → +)

Considerando os Caminhos 1(+ → +), para a composição x = 0.250, no ar-
ranjo E18−2 um Li difunde de um sítio 8a até um sítio 16c formando o arranjo E17−3, este
caminho de migração é chamado comoCaminho 1.1. Para a composição x = 0.375, um
Li difunde de um sítio 8a no arranjo E18−3 até um sítio 16c formando o arranjo E17−4,
este caminho é chamado como Caminho 1.2.

Os resultados obtidos doCaminho 1.1 são esboçados e ilustrados na Figura
6.23. Para desenvolver os Caminhos 1(+ → +) na estrutura Li1.250Ti2O4 são necessárias
pelos menos duas migrações de dois diferentes Li, como será detalhadamente explicado a
seguir. Caminhos de migração pertencentes à classe doCaminho 1.1 foram analisados e
divididos em três subclasses:

Caminho 1.1a, iniciando do arranjo mais estável da con�guração 8-2 (E18−2),
um Li foi migrado de um sítio 8a para um sítio adjacente 16c formando o arranjo E37−3,
em seguida, deste arranjo um Li migra de outro sítio16c para um sítio adjacente também
16c, formando o arranjo mais estável da con�guração 7-3 (E17−3) como ilustrado na Figura
6.23(a).

Caminho 1.1b, iniciando também do arranjo E18−2, um Li migra de um sítio
16c para outro sítio adjacente 16c formando o arranjo E38−2, depois, um Li foi migrado
de um sítio 8a para um sítio 16c, formando também o arranjo �nal E17−3, como ilustrado
na Figura 6.23(b).

Caminho 1.1c, nesta subclasse os dois Li envolvidos na difusão dosCaminhos
1.1a e 1.1b migram simultaneamente. A superfície ilustrada na Figura 6.23(c) é um
ajuste numérico de 36 pontos de energia nesta área. Estes pontos são valores calculados
de diferentes possibilidades de migrações simultâneas destes dois Li. Observe que os
Caminhos 1.1a e 1.1b podem ser considerados numericamente como casos particulares do
Caminho 1.1c, isto é, o per�l de energia dos Caminhos 1.1a e 1.1b são curvas contidas
nesta superfície. A curva de energia da primeira etapa doCaminho 1.1a (primeiro grá�co
da Figura 6.23(a)) é a curva de extremo frontal esquerdo da superfície, e a curva da
segunda etapa doCaminho 1.1a (segundo grá�co da Figura 6.23(a)) é a curva de extremo
frontal direito da superfície. A curva de energia da primeira etapa doCaminho 1.1b
(primeiro grá�co da Figura 6.23(b)) é a curva de extremo de fundo esquerdo da superfície,
e a curva da segunda etapa doCaminho 1.1b (segundo grá�co da Figura 6.23(b)) é a curva
de extremo de fundo direito da superfície.

Uma análise dos resultados mostra que a primeira etapa doCaminho 1.1a
está associada a um aumento contínuo da energia E18−2 para E37−3 (0.50 eV), enquanto
a segunda etapa apresenta uma alta barreira de potencial 3.92 eV para formar o arranjo
E17−3. Este comportamento na energia corresponde a diferentes migrações que estão
associadas à sobreposição de densidade da nuvem eletrônica do Li com as dos oxigênios
vizinhos no caminho de migração. Na primeira etapa, um Li migra de um sítio8a para
um 16c e, na metade deste percurso, cruza o centro de um triângulo formado por três
oxigênios eqüidistantes, sem causar signi�cantes modi�cações estruturais. Entretanto,
esta etapa apresenta uma baixa barreira de potencial. A distância do Li no centro do
triângulo para cada um dos três oxigênios é de 1.86 Å. Na segunda etapa, outro Li migra
entre sítios octaédricos adjacentes passando, na metade do percurso, entre dois oxigênios,
aumentando a distância entre estes oxigênios de 3.07 para 3.28 Å devido à forte repulsão
com a nuvem eletrônica do Li, pois a distância do Li neste ponto para cada um dos dois
oxigênios passa de 1.53 para 1.64 Å.

Na primeira etapa do Caminho 1.1b, ocorre a migração de Li entre sítios
octaédricos. A sobreposição da densidade eletrônica do Li com as dois oxigênios é máxima
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Figura 6.23: Per�l de energia dos caminhos de migração de Li na classe 1) para a estrutura
Li1.250Ti2O4: (a) Caminho 1.1a envolvendo duas migrações do arranjo E18−2 para o E17−3;
(b) Caminho 1.1b envolvendo outras duas migrações do E18−2 para o E17−3; (c) Caminho
1.1c; superfície de energia descrevendo diversas possibilidades de caminhos simultâneos
de Li.
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na metade do percurso, causando uma alta barreira de energia de 4.40 eV e também, um
aumento na distância entre estes oxigênios de 3.07 para 3.29 Å. Na segunda etapa, o
Li migra do sítio 8a para o sítio 16c sem barreira de energia. Este último caminho de
migração é o mesmo caminho da primeira etapa doCaminho 1.1a. O fato deste caminho
não apresentar barreira está relacionado com seu diferente arranjo local de Li. Como
pode ser visto na primeira etapa do Caminho 1.1a (primeiro grá�co da Figura 6.23(a)),
a migração do Li do sítio 8a para o sítio 16c é iniciado a partir do arranjo E18−2. Neste
arranjo, o Li do sítio 8a é repelido por somente um Li de um sítio adjacente 16c. Já na
segunda etapa do Caminho 1.1b (segundo grá�co da Figura 6.23(b)), a migração do Li
do sítio 8a para o sítio 16c é iniciado a partir do arranjo E38−2. Neste arranjo o Li do
sítio 8a é repelido por dois Li de sítios adjacentes 16c.

No Caminho 1.1c, ilustrado na Figura 6.23(c), a formação do arranjo E17−3

a partir do arranjo E18−2 envolve uma mínima barreira de energia de 3.84 eV. Esta alta
barreira é devido à migração entre sítios octaédricos16c.

Estes resultados implicam que, no percurso de migração de Li entre sítios,
os oxigênios vizinhos contribuem para a barreira de energia enquanto o número de Li
vizinhos contribui na diminuição da barreira, devido à ação das forças repulsivas.

6.2.2.1.2 - Caminhos 2(+ → −) e 4(− → −)

Como pode ser vista na Figura 6.21, a estrutura Li1.250Ti2O4 tem somente
um arranjo da con�guração 7-3 (E17−3) mais estável que os arranjos da con�guração 8-
2. Nota-se, que para esta composição não há possibilidades de caminhos de migração
das classes 2(+ → −) e 4(− → −), desde que tais caminhos sejam favoráveis energeticamente,
ou seja, desde que o arranjo da con�guração �nal seja mais estável que o arranjo da
con�guração inicial.

6.2.2.1.3 - Caminhos 3(− → +)

Considerando os Caminhos 3(− → +), para x = 0.250, restam então somente
duas possibilidades de caminhos (veja a Figura 6.21); primeira, um Li ou mais Li, se
necessário, migram inicialmente do arranjo E28−2 até formar o arranjo mais estável da
con�guração 7-3 (E17−3), formando o caminho de migração chamado de Caminho 3.1.
Segunda possibilidade, um Li (ou mais) migra a partir do arranjo E38−2 até formar o
arranjo E17−3, formando o caminho chamado deCaminho 3.3.

a) Caminhos 3.1
Os resultados obtidos doCaminho 3.1 são esboçados e ilustrados na Figura

6.24. Para realizar o Caminho 3.1 são necessárias pelos menos duas migrações de dois
diferentes Li, similar ao Caminho 1.1 (Figura 6.23). Caminhos de migração pertencentes
à classe do Caminho 3.1 também foram analisados e divididos em três subclasses:

Caminho 3.1a, ilustrado na Figura 6.24(a), a partir de um dos arranjos
menos estáveis da con�guração 8-2, o arranjo E28−2, um Li foi migrado de um sítio 8a
para um sítio adjacente 16c formando o arranjo E37−3, em seguida, deste arranjo, um Li
foi migrado de outro sítio 16c para um sítio adjacente também 16c, formando o arranjo
mais estável da con�guração 7-3 (E17−3). Este caminho apresenta um aumento contínuo
da energia E28−2 para E37−3 (0.46 eV), enquanto a segunda etapa apresenta uma alta
barreira de 3.92 eV para formar o arranjo E17−3. Esta etapa é conseqüentemente a mesma
segunda etapa do Caminho 1.1a. Este comportamento na energia, como já foi comentado
na seção 6.2.2.1.1, corresponde à forte sobreposição da densidade eletrônica do Li com
as dos dois oxigênios vizinhos no caminho de migração. Na primeira etapa, similar à
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primeira etapa do Caminho 1.1a, um Li migra de um sítio 8a para um 16c e, ao longo
deste percurso, cruza o centro de um triângulo formado por três oxigênios eqüidistantes
sem causar signi�cantes modi�cações estruturais e, conseqüentemente, apresentando uma
baixa barreira de potencial.

Figura 6.24: Per�l de energia dos caminhos de migração de Li na classe 3) para a estrutura
Li1.250Ti2O4: (a) Caminho 3.1a envolvendo duas migrações do arranjo E28−2 para o E17−3;
(b) Caminho 3.1b envolvendo outras duas migrações do E28−2 para o E17−3; (c) Caminho
3.1c; superfície de energia descrevendo diversas possibilidades de caminhos simultâneos
de Li.
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Caminho 3.1b, ilustrado na Figura 6.24(b), iniciando também do arranjo
E28−2, um Li migra de um sítio 16c para outro sítio 16c, formando o arranjo E38−2,
depois, um Li migra de um sítio 8a para um sítio 16c, formando assim também o arranjo
E17−3. No primeiro grá�co da Figura 6.24(b) é esboçado o per�l de energia na primeira
etapa do Caminho 3.1b, similar à primeira etapa do Caminho 1.1b (primeiro grá�co da
Figura 6.23(b)), onde ocorre a migração de Li entre sítios octaédricos16c por uma alta
barreira de energia de 3.98 eV, ocorrendo também, um aumento na distância de 3.07 para
3.29 Å entre os dois oxigênios na metade do percurso. A segunda etapa doCaminho 3.1b,
conseqüentemente, é a mesma doCaminho 1.1b, observe os segundos grá�cos das Figuras
6.23(b) e 6.24(b).

Caminho 3.1c, os dois Li envolvidos na difusão dos Caminhos 3.1a e 3.1b
migram simultaneamente a partir do arranjo E28−2 até formar o arranjo �nal E17−3.
A superfície ilustrada na Figura 6.24(c) é um ajuste numérico de também 36 pontos
de energia nesta área. Estes pontos são valores calculados de diferentes possibilidades
de migrações simultâneas destes dois Li. Este caminho envolve uma mínima barreira
de potencial de 3.77 eV, esta alta barreira é devido à forte sobreposição da densidade
eletrônica do Li com as dos dois oxigênios na metade do percurso de migração entre sítios
octaédricos 16c.

b) Caminhos 3.3
A difusão de Li a partir do arranjo E38−2 até formar o arranjo E17−3, en-

volve somente uma migração de Li entre sítios tetraédrico e octaédrico. Este caminho
já foi descrito na segunda etapa de cada um dosCaminhos 1.1b e 3.1b, como mostram
os segundos grá�cos das Figuras 6.23(b) e 6.24(b). Então, esteCaminho 3.3 pode ser
considerado como um segmento dosCaminhos 1.1b e 3.1b.

6.2.2.2 - Caminhos de difusão na estrutura Li1.375Ti2O4

Para a composição x = 0.375, quatro arranjos da con�guração 7-4 são mais
estáveis que os oito arranjos da con�guração 8-3 (veja a Figura 6.22), e conseqüentemente,
há várias possibilidades de caminhos de migração de Li entre ambas as con�gurações. Dev-
ido às várias possibilidades, foram selecionados quatro caminhos de difusão, um caminho
para cada classe. Na seleção dos caminhos foi usado como critério escolher o caminho
de difusão que envolve um menor número de migrações de Li entre sítios adjacentes na
estrutura Li1.375Ti2O4.

6.2.2.2.1 - Caminhos 1(+ → +)

O caminho de difusão de Li a partir do arranjo E18−3 até o arranjo �nal
E17−4 envolve pelos menos três caminhos de migração entre sítios adjacentes, duas mi-
grações entre sítios 16c e uma migração entre sítios 8a e 16c, sendo este caminho rotulado
como Caminho 1.2a. O per�l de energia da migração inicial (E18−3) entre sítios octaé-
dricos, esboçado na Figura 6.25, já é su�ciente para mostrar que este caminho de difusão
possui no mínimo uma alta barreira de potencial de 4.22 eV, ou seja, não é um caminho
favorável para a difusão de Li. Uma forte sobreposição da densidade eletrônica do Li e das
densidades dos dois oxigênios durante a migração causa uma alta barreira de potencial,
onde a sobreposição é máxima na metade do percurso pelo fato do Li se encontrar no
ponto de mínima distância entre os dois oxigênios. Este comportamento de alta barreira
na migração de Li entre sítios 16c adjacentes também ocorre, como já discutido, para
a estrutura com composição x = 0.250. Isto indica que tal comportamento pode não
ocorrer somente para as tais concentrações x estudadas aqui, mas sim podendo ocorrer
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para outros valores de x no intervalo 0 ≤ x ≤ 1.

Figura 6.25: Per�l de energia de um segmento doCaminho 1.2a (caminho da classe 1) na
estrutura Li1.375Ti2O4 envolvendo migração de Li num sítio octaédrico do arranjo E18−3

para outro sítio octaédrico, e conseqüentemente, formando o arranjo E48−3.

6.2.2.2.2 - Caminhos 2(+ → −)

O caminho de difusão de Li a partir do arranjo E18−3 até a formação do
arranjo E37−4 envolve pelo menos três caminhos de migração entre sítios8a e 16c, como
ilustrado na Figura 6.26(a). Este caminho é chamado de Caminho 2.2 e envolve três
migrações: i) o Li do sítio 8a Tet1 (quadrado negro) migra para o sítio16c Oct4 (círculo
branco), ii) o Li do sítio 8a Tet2 (quadrado negro) migra para o sítio 16c Oct5 (círculo
branco) e iii) o Li do sítio 16c Oct1 (círculo negro) migra para o sítio 8a Tet2.

a) Caminho 2.2a
O Caminho 2.2 foi investigado em duas subclasses. O caminho da primeira

subclasse, chamado Caminho 2.2a e ilustrado na Figura 6.26, envolveu três etapas de
migração consecutivas: na primeira etapa, um Li migra do sítio8a Tet1 para o sítio 16c
Oct4 através dos pontos 1, 2, 3, 4 e 5. Na segunda etapa, um Li migra do sítio8a Tet2
para o sítio 16c Oct5 através dos pontos 1', 2', 3', 4' e 5'. Na terceira etapa, um Li migra
do sítio 16c Oct1 para o sítio 8a Tet2, através dos pontos 1�, 2�, 3�, 4� e 5�. Esta forma de
caminho apresenta uma baixa barreira de energia de 0.54 eV, quando comparada com a
barreira de 4.22 eV de uma segmento doCaminho 1.2 (Figura 6.25) envolvendo migração
de Li entre sítios octaédricos, como pode ser visto na curva que ilustra oCaminho 2.2a
do grá�co na Figura 6.26(b). Esta baixa barreira de potencial se deve ao fato dos Li
migrarem somente entre sítios 8a e 16c, passando pelo centro de um triângulo formado
por três oxigênios, sem causar uma forte sobreposição das nuvens eletrônicas dos Li e
destes oxigênios vizinhos. Isto ocorre devido à maior distância entre Li e oxigênios (1.86
Å) que a distância (1.64 Å) que envolvem migrações de Li somente entre sítios16c.

b) Caminho 2.2b
O caminho da segunda subclasse, chamadoCaminho 2.2b, envolve uma pos-

sibilidade de migrações simultâneas dos Li envolvidos. Em um primeiro passo, os Li dos
sítios Tet1, Tet2 e Oct1 migram simultaneamente para os pontos 1, 1' e 1� respectiva-
mente. No segundo passo, estes Li dos pontos 1, 1' e 1� migram simultaneamente para
os pontos 2, 2' e 2�, respectivamente, e assim sucessivamente até formar o arranjo E37−4.
Este caminho contínuo Caminho 2.2b apresenta um barreira de 0.48 eV, menor que a



CAPÍTULO 6. RESULTADOS E DISCUSSÃO 88

barreira do Caminho 2.2a, e também é mais realístico que oCaminho 2.2a, pelo fato das
forças repulsivas agirem sobre os três Li ao mesmo tempo. Veja a curvaCaminho 2.2b do
grá�co na Figura 6.26(b).

Figura 6.26: a) Ilustração do Caminho 2.2 da classe 2) na estrutura Li1.375Ti2O4, que
envolve três migrações entre sítios 8a e 16c, iniciando do arranjo E18−3 até a formação do
arranjo E37−4. b) Per�l de energia do Caminho 2.2a (quadrados negros) e do Caminho
2.2b (quadrados brancos).

6.2.2.2.3 - Caminhos 3(− → +)

Os caminhos da classe 3) para a composição x = 0.375 são rotulados como
Caminhos 3.2. A Figura 6.27(a) ilustra um caminho de migração de Li de um sítio8a do
arranjo E88−3 para um sítio 16c formando o arranjo E17−4, descrito como Caminho 3.2a.
Este caminho envolve somente uma migração sem barreira de potencial do sítio8a para
o 16c, resultando o arranjo E17−4 1.44 eV mais estável que o E88−3.

6.2.2.2.4 - Caminhos 4(− → −)

Os caminhos da classe 4) para a estrutura Li1.375Ti2O4 são rotulados como
Caminhos 4.2. A Figura 6.27(b) ilustra um caminho de migração de Li de um sítio8a do
arranjo E48−3 para um sítio 16c formando o arranjo E27−4, descrito como Caminho 4.2a.
Este caminho também envolve somente uma migração sem barreira de potencial do sítio
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tetraédrico para octaédrico, resultando o arranjo �nal (E27−4), que é 0.48 eV mais estável
que o arranjo E48−3.

Figura 6.27: Per�l de energia de caminhos de difusão das classes 3) e 4) para a concen-
tração de Li x = 0.375: (a) Caminho 3.2a envolvendo a migração de Li em um sítio
tetraédrico 8a do arranjo E88−3 para um sítio octaédrico 16c formando o arranjo E17−4.
(b) Caminho 4.2a envolvendo a migração de Li em um sítio8a do arranjo E48−3 para um
sítio 16c formando o arranjo E27−4.

O processo de rearranjo E88−3 para E17−4 está associado a uma estabilização
de 1.44 eV que é maior que a do processo de arranjo E48−3 para E27−4 (0.48 eV). Isto é
devido ao fato de que o Li do sítio 8a no arranjo E88−3 é repelido por três Li vizinhos de
sítios 16c adjacentes como apresentados na ilustração da Figura 6.27(a). O Li do sítio8a
no arranjo E48−3 é repelido também por três Li de sítios 16c, mas somente dois Li são de
sítios adjacentes, como ilustrados na Figura 6.27(b). Isto implica que a força de repulsão
sobre o Li do sítio 8a no arranjo E88−3 é maior que sobre o Li do sítio8a no arranjo E48−3,
tornando-se assim a migração de Li noCaminho 3.2a (Figura 6.27(a)) mais favorável que
no Caminho 4.2a (Figura 6.27(b)).

O Caminho 4.2a pode ser considerado como um segmento doCaminho 1.2a
porque é continuidade do caminho da Figura 6.25.

É importante associar a barreira de potencial com o coe�ciente de difusão ao
longo de vários caminhos de difusão analisados aqui em diferentes con�gurações. Dado que
a freqüência de salto do LiΓ é proporcional à exponencial da barreira de ativação (equação
5.3), o coe�ciente de difusão DJ pode ser obtido levando-se em conta a distância de
migração (equação 5.2). Para a composiçãox = 0.250, os caminhos simultâneos (Caminho
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1.1c) de E18−2 para E17−3, envolve uma mínima barreira de 3.84 eV, enquanto os caminhos
simultâneos (Caminho 3.1c) de E28−2 para E17−3, envolve uma mínima barreira de 3.77
eV. Estes valores elevados de barreira é contribuição da forte sobreposição das nuvens
eletrônicas de Li e de dois oxigênios próximos (1.64 Å) quando envolve migração de Li
entre sítios octaédricos 16c adjacentes. Os coe�cientes DJ obtidos a partir dos valores
destas barreiras são da ordem de 10−19 cm2s−1 (calculada para 900 ◦C, equação 5.3).
Para a composição x = 0.375, a migração de Li entre sítios 16c ilustrada na Figura 6.25,
envolve uma barreira de 4.22 eV, na qual este valor também resulta o coe�cienteDJ na
ordem de 10−19 cm2s−1. Entretanto, o Caminho 2.2, descrito na Figura 6.26, apresenta
uma baixa barreira de 0.48 eV, que resulta no coe�cienteDJ = 2.8·10−5 cm2s−1 (calculada
para 900 ◦C). Dois resultados experimentais de coe�ciente de difusão de Li em estruturas
de óxidos de titânio podem ser encontrados nas referencias140,141. A primeira, usa medidas
de difração de nêutrons para a estrutura espinélia Li1.33Ti1.67O4, e os valores obtidos de
coe�cientes de difusão são 1.3, 2.0 e 2.2·10−6 cm2s−1 nas temperaturas 860, 880 e 900
◦C, respectivamente. A segunda referência trata-se de um recente estudo, também na
estrutura espinélia Li1.33Ti1.67O4, que resultou no valor de freqüência Γ = 4.9·108 s−1

(DJ ≈ 2·10−7 cm2s−1) em torno de 420 K por meio de NMR (Ressonância Magnética
Nuclear) e espectroscopia de impedância. Estes resultados podem ser interpretados como
uma medida resultante das numerosas possibilidades de migração total comparada com
os resultados teóricos desta Tese.



Capítulo 7

Conclusões

7.1 - Fotoluminescência nos tungstatos PbWO4, BaWO4

e SrWO4

- A construção de modelos periódicos dos compostos PbWO4, BaWO4 e
SrWO4 foi baseada em dados experimentais aqui apresentados mostrando que a intensa
emissão FL não é favorável para estruturas altamente ordenadas e nem para estruturas
altamente desordenadas, evidenciando que a intensa emissão FL depende do grau de
ordem-desordem estrutural em tais compostos.

- Para cada composto foram construídos modelos deformados e um modelo
cristalino totalmente ordenado. Os modelos deformados apresentaram distribuições não
homogêneas de cargas, resultando na formação de buracos eletrônicos armadilhados em
suas redes.

- Para cada composto, foram construídos dois modelos deformados, um mod-
elo deformado pelos deslocamentos de um tungstênio e de um modi�cador de rede A (Pb,
Ba ou Sr) por célula. O outro modelo possui um menor grau de desordem estrutural, pois
a deformação deste modelo foi causada somente pelo deslocamento de um modi�cador de
rede A por célula.

- Buracos eletrônicos locais são mais intensos na rede dos modelos deforma-
dos com menor grau de desordem, isto é, dos modelos deformados somente pelo desloca-
mento de um modi�cador de rede A por célula. Este tipo de desordem na estrutura indica
que esta é a condição de deformação mais favorável para a intensa emissão FL quando tal
estrutura for submetida a uma excitação eletromagnética. Isto porque os mais intensos
buracos são mais prováveis de recombinar com os elétrons excitados para a constituição
de decaimentos radiativos.

- O fato dos modelos periódicos, com suas redes deformadas com a desordem
somente dos modi�cadores de rede A, ser mais favorável para a intensa emissão FL,
concorda fortemente com os resultados experimentais de FL e Raman, que evidenciaram
que as mais intensas emissões FL dos compostos apresentaram desordem somente dos
modi�cadores de redes A.

7.2 - Intercalação e difusão de Li na estrutura Li1+xTi2O4

Processos de intercalação e difusão de Li foram investigados na estrutura
Li1+xTi2O4 (0 ≤ x ≤ 0.375) por meio de cálculos mecânico-quânticos, baseados na Teoria
do Funcional da Densidade com aproximação do gradiente generalizado GGA. Os resulta-
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dos teóricos apresentaram uma compreensão aprofundada, identi�cando os estágios mais
favoráveis do processo de difusão que não podem ser identi�cados experimentalmente
durante a inserção e extração do Li no sólido. Várias possibilidades de caminhos de
migração de Li e suas respectivas barreiras de potencial foram analisadas em diferentes
rearranjos locais de Li para cada composição considerada. Os principais resultados podem
ser resumidos:

i) Cálculos predizem que a estrutura Li1+xTi2O4 torna-se mais estável após
o processo de inserção de Li em sítios 16c para todo o intervalo estudado de x, enquanto
que o processo de difusão de Li entre sítios tetraédricos 8a e octaédricos 16c são ener-
geticamente favoráveis somente a partir da composição x ≥ 0.250. Este fato, além de
apontar que a difusão de Li só ocorre após a inserção de Li na rede, também aponta que,
pelo menos até a composição x = 0.375, o número de Li migrando entre sítios 8a e 16c
é menor que o número de Li inseridos na rede, existindo um equilíbrio da razão de Li
migrados/inseridos na qual a estrutura melhor se estabiliza.

ii) O processo de difusão de Li a partir do arranjo local mais estável de uma
con�guração inicial, formando o arranjo mais estável da con�guração �nal, envolvem pelo
menos uma migração entre sítios 16c. Isto ocorre desde que o critério do caminho de
difusão seja o menor caminho possível. As migrações entre sítios16c apresentam altas
barreiras em torno de 4 eV, implicando uma forte sobreposição das nuvens eletrônica do Li
migrante e de dois oxigênios na metade do caminho de migração. Isto causa um aumento
da carga negativa do Li, além de aumentar a distância entre os dois oxigênios, devido à
repulsão com a nuvem eletrônica do Li.

iii) Os Li alojados em arranjos locais menos estáveis tornam-se livres para
a difusão com menor custo energético que os Li alojados em arranjos mais estáveis. Isto
se deve pelos Li em arranjos mais estáveis estarem mais fortemente ligados que os Li em
arranjos menos estáveis. Entretanto, os caminhos de difusão em arranjos menos estáveis,
envolvendo migrações de Li entre sítios8a e 16c, são mais favoráveis porque os Li migram
sem ou com baixas barreiras de potencial (≈ 0.5 eV). Isto ocorre quando os Li passam
através do centro de um triângulo cujos vértices são constituídos por três oxigênios, que
praticamente não causam modi�cação estrutural.



Capítulo 8

Sugestões para futuros trabalhos

- Pesquisar intensivamente as inúmeras possibilidades de migração de Li a
partir do arranjo mais estável de uma determinada con�guração inicial para a formação
do arranjo mais estável da con�guração �nal envolvendo somente migrações entre sítios8a
e 16c, não considerando o critério do caminho de difusão como menor caminho possível.

- Investigar as composições 0.375< x ≤ 1.000 na estrutura Li1+xTi2O4.
- Investigar migrações mais de um Li simultâneamente com o objetivo de

identi�car as condições para difusão com mínima barreira de energia possível.
- Desenvolver uma teoria analítica para calcular diretamente o número e

quais os arranjos não equivalentes para cada composição.
- Investigar a migração de Li de sítios tetraédricos8a para sítios octaédricos

16c utilizando os sítios tetraédricos 8b e 48f como vias.
- Realizar os cálculos anteriormente utilizados e acima mencionados, apli-

cando campo elétrico em diferentes direções no cristal para efeito de comparação nos per�s
de energia e da barreira de potencial.
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