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&� ��� ������� ������ ���
 �� ������� �� �'������ ������
��⎧⎪⎨⎪⎩−Δu = h(x, u, v) x ∈ Ω

−Δv = k(x, u, v) x ∈ Ω,

()*

�� '�� Ω ∈ R
N � �
����
 �������
 ����� 

� N ≥ 3� &�%��
� '�� 
 ������� �
��� �

��������� �� ������ K : Ω× R
2 → R �� 
����� C1� ��� '��

∂K

∂u
= h �

∂K

∂v
= k;

� � ���
 �� ������� 	�����
����
 �� ������ H : Ω× R
2 → R� �� 
����� C1� ��� '��

∂H

∂u
= k �

∂H

∂v
= h.

+� ��
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 �
�����
� �
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� �
� ��

,������ &� -��������
 � .��/���	� �� 0)12� ���� � �������� 
����� �� �������� 	�����
����
�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = λ1u+ up

+ + f(x) x ∈ Ω

−Δv = λ1v + vq+ + g(x) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω,

(3*

�� '�� λ1 ���
�� 
 �������
 ���
���
� �� (−Δ, H1
0 (Ω))� $� 0)12� 4
� ��
���
 �������
��

�� �
���"
 ���� (3* ���
��
 '�� f, g ∈ Lr(Ω)� r > N � �����4�%���
∫
Ω

fφ1 < 0 �

∫
Ω

gφ1 < 0, (5*
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p+ 1
+

N − 1

N + 1

1

q + 1
>

N − 1

N + 1
�

1

q + 1
+

N − 1

N + 1

1

p+ 1
>

N − 1

N + 1
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 �� '������

(����� �#�%�) *�	� ��� �� p = q ��	
� ��� �� ����� 
 ������
� �� '������(�����" p < N+1
N−1

)

�� �
� ����
���
��� ��������
�
� 
��� ����� ��� �
�
�	����
�
� ���� 
�����	���
�+

���������
��� �� +∞ � 
����	�	��
���	� ����
� �� −∞) ���� �����" ������ �������
�

�
� ������
�	�� �� �������� 
�	��
��� �� −∞) ,������
� ���	� 	��� ���
� �������
���	�

��������
��� ��� -
�� �� #�.%) *��	� 
�	� �" ��������� 
 �/��	0���
 �� �����1�� �
�
 �

�� ���	� �������
 ���������
� ��� ������
� �� *���
��⎧⎪⎨⎪⎩
−Δu = up

+ + f(x) x ∈ Ω

∂u

∂ν
= 0 x ∈ ∂Ω,

�2�

���� 1 < p < N
N−2

� f ∈ L1(Ω) �
	���
�����
∫
Ω
f < 0) 3 
�	�� ������
 ��� � ��	���

�	����
�� �
� �� ��	���� 
� �������
 ��� ����	���
 �� 4�������	) 3 �������
 ������
� ���

����	���
 �� 4�������	 ⎧⎪⎨⎪⎩−Δu = λ1u+ up
+ + f(x) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω,

�5�

��� ��������
�� ���	��������	� ��� 6
��
��3�	� 
 �� #�7%" �� ��� 1 ≤ p < N
N−1

�

f ∈ C(Ω) �
	���
����� 
 ������
�
∫
Ω
fφ1 < 0 )

� ������
� �8� � ��
�
�
 �
 ��	��
	��
 �� 
����
���� �����
��������� ���������
)

*�	� ���" ��
��� �
� �/��	� ������9���
 �� �������� 
�	��
��� � �������
 � �� 	���

�������		��,����) !
�� ������
���	�" �� λ �= λ1 �� �������
 �5� � f = tφ1 + h" ����∫
Ω
φ1h = 0" 
 �/��	0���
" 
 �
���/��	0���
 � 
 ���	�������
�� �������� �� �
�9��	�� t)

,
�
 � �������
 ���
�
� ������� ��	
� #:5% � #�5%) ,
�
 ���	��
� �� ���
�1��" ��	
���

#�8%" #��% � #�2%)
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������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = au+ bv + up

+ + f(x) x ∈ Ω

−Δv = bu+ cv + vq+ + g(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω,

���

�� �
� Ω ∈ R
N � 
� ������� �����
�� �

��� 	�� N ≥ 3� 1 < p, q < N+1

N−1
� 
� �
����� f �

g ∈ Lr(Ω)� r > N � �
����
��� 
 ���
���� 	�������∫
Ω

fφ1 +
λ1 − a

b

∫
Ω

gφ1 < 0. ���

 ��� ������ �� �
�!������ a, b, c ∈ R ��� �
�� �
� max{a, c} > 0 � b > 0" #
��$

��� �
�%�� �
� λ1 � 
� 

���
��� �
 �
���� A =

⎛⎝ a b

b c

⎞⎠� �
�� ����	�&	
�����
λ1 =

a+c
2

+
√

(a−c)2

4
+ b2" #�% ���
� 	�������� �
��� �����
� 
 �'���(�	�
 �� ���
���� �
�


� ���%���
 ���"

�� ���
��� 	
���
�� ���
�
��� 
 �����
%����
�� �� ������
 )
�������
��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = au+ bv + vp+ + f(x) x ∈ Ω

−Δv = cu+ av + uq
+ + g(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω,

�*�

�� �
� Ω ∈ R
N � 
� ������� �����
�� �

��� 	�� N ≥ 3� 1 < p, q < N+1

N−1
� 
� �
����� f �

g ∈ Lr(Ω)� r > N � �
����
��� 
 	�������∫
Ω

φ1f +

∫
Ω

φ1g < 0. �+,�

-� �
�!������ a, b, c ∈ R ��� �
�� �
� b, c > 0" #
����� �
�%�� �
� � �������� 

���
���

�� .
��
	�
��λ1 ��/
 �
�%�� 

���
��� �
 �
���� M =

⎛⎝ a b

b a

⎞⎠� �
�� ����	�&	
�����
�
����� λ1 = a+ b" ���� �
�� 
 	������� �
�
�
� ��%�� p � q ����
 �0�" 1�� ��&	
��
���

��	��	
� ����
 	������� � �
�� �����" 2��/�	�
�
��� �
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&	����� �
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� ��	�	��� � 
���
��	 ��
	����	�� 	� �
��	��� ����	�������⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2 u = λ2
1u+ up

+ + f(x) x ∈ Ω

u = Δu = 0 x ∈ ∂Ω,

����

�� ��� Ω � �� ������� ��	�� 
����	�� �� R
N � ��� N > 5� � ��� !� f ∈ Lr(Ω)� ���

r > N/3 � �	����	" 	 ����� !� �#�� $ � �%
����� p �	����	"

max

{
1,

4

N − 4

}
< p <

N + 1

N − 3
.

&�� ���	� ����� '�� �	��� �����	� 	 �%���(���	 �� ��
� '�� 
	�	 � 
���
��	 �����

�� )�	
 �� �	�	 �	
���
� 	
������	����� 	
*��� ����
�	��� ����� ��*�
	���	�� �	�

��
� '���

+ ,
���� �	
���
� � �� �
(������ ���� � ������ �� � 
	����� �� �
(����� � 	
������

�	��� 	 ���	 !� ��	�	 ���	��� ���	 	 ���� � 	
*��	� ������	 '�� ����� �� ��
	 �� �� ���

��	�	
�	��� � ��	� ����	�� + ��-����� �� �
(����� . � 	
������	� ����
�	��� �
/������

�� ��/
��� 0������	
� $��	 '�� 1��������	�� 2	���	�� � �	���� 	
*��� ����
�	��� ��� 
��

��� ��� �������	��� �	� �����(���	�� �� �
(����� 3 �������	��� 	 �	�� ������	 	�%�
�	�

��	�	� ��� 3	
���
�� � � 4� + �
(����� 1 � ������	�� 	 5����	 �� 6�	� 5�
�
7*����

��	�	 ���	��� ���	 	 ����� 	
������	��� ��	� 
�����
	�� 
��
����	��� � ����
�	����
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�
���� 	� �������
 ���
����
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = au+ bv + up

+ + f(x) x ∈ Ω

−Δv = bu+ cv + vq+ + g(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω,

�����

�� ��� Ω ∈ R
N � �� 	������ ������	� 
����� ��� N ≥ 3 � 1 < p, q < N+1

N−1
� �



�� �����
 a, b, c ∈ R 
!� ���
 ��� max{a, c} > 0 � b > 0� "�������
 w+ = max{w, 0}�
# �
 $�����
 f, g 
!� ���
 ����

f, g ∈ Lr (Ω) 
��� r > N. ���%�

&��� ������ �

� 
������� ����
 �����'�� ����	�
 ��
��(����
� ) �
�������� � ���������

�
��������
 � 
����� 
��� 
�

����
 
������
 	� 
�
���� ����� � �����'�� � *����� 	� +���

*�
��(���� 
��� �������� ���
������ 	� 
������
�

, ����������� �
��������
 � 
�
���� ����� �� $���� ���������-⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = AU +G(U) + F (x) x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω,

���.�

�� ���

U =

⎛⎝ u

v

⎞⎠ , A =

⎛⎝ a b

b c

⎞⎠ ∈ M2x2(R), G(U) =

⎛⎝ up
+

vq+

⎞⎠ e F (x) =

⎛⎝ f(x)

g(x)

⎞⎠ .

/��
�	�����
 λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λn ≤ ... �
 ����������
 	� (−Δ, H1
0 (Ω)) �

φ1, φ2, ..., φn, ... �
 �����

��	����
 ����$�����
 � ��� ��� � ����� L2 	� φ1 
��� �������0

'�	� ����� � 1� "�������
 H � �

��� 	� 1������ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) ����	� 	� �����

‖U‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 =
∫
Ω

|∇u|2 +
∫
Ω

|∇v|2

2



������� �	�
����� �

���� (u, v) ∈ H� ���	 
�	���� �� 
	�	���� ���� 1 ≤ σ ≤ 2∗ ����	� � ������	 H ↪→
Lσ(Ω)× Lσ(Ω) � �	������� ���� ����	� �� σ < 2∗� ����	 � ������	 � �	�������

�	� ������	 � �	����	 ����� ������� 	 �������	� �����	 �������	� �	��� 	 ��	���	

�� �����	� ��  ����! A × B� ��	�����	�� � ���	� ��� ��"� ����������	� � �	��� ��

�	��� �	������������ �����	 �������	� �	 ��	���	 �� �����	� �#���� A×A ���	�����	�

� �	��� �� �� ���	� (a, b) ∈ A× A ������������ �	� ‖(a, b)‖A = ‖a‖A + ‖b‖A�

���� ��������	�� � 
�����

$���� ����	 ���	� �	����� ��� ���������� � ���	�� ���� �	������� �	���%�� �	 �������

&'�()�

���� ���	 ���	� ���	� ��� 	 �������	 ���	���	� λ1 �� (−Δ, H1
0 (Ω)) ��"� �� ���	���	�

�� �����* A� +�������	� ��� 	� ���	���	��� �� �����* A ��	

ξ =
a+ c

2
+

√(
a− c

2

)2

+ b2 � η =
a+ c

2
−
√(

a− c

2

)2

+ b2.

,��� �������������� ���	� ���	� ��� λ1 = ξ� 
���	 ����� ���	� ��������	� ���	� �	

��-����� �� 	����	� ��� Φ = (αφ1, βφ1)� �	� α = 1 � β = λ1−a
b
� � �	����	 �	 ��	�����⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = AU x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω.

&'�.)

$	�� ���� λ1 = ξ ������� ��� λ1 > a � ����� β > 0�

��� ����� �
���
�	� 1 < p, q < N+1
N−1

�� ������� f, g ∈ Lr(Ω)� r > N � ����������

 �

�
�
���
 ∫
Ω

fφ1 +
λ1 − a

b

∫
Ω

gφ1 < 0 &'�/)

� λ1 = ξ� ���� U ∈ H ��� �
������ �
����
 
� ������  ���
 �!���� �����
 �	�������

ρ : R+ → R
+� 
����
��

 �
����� 
� p� q � Ω� ��� "�� ρ (0) = 0 �

‖U‖C1
0 (Ω̄) ≤ ρ(‖F‖r). &'��)



������� �	�
����� �

��������	
��� ���� U ∈ H ��� ��		
��� 	���
�� �� ������ ������������� ����� ��� Φ �

����������� ������	∫
Ω

−ΔU · Φ =

∫
Ω

AU · Φ +

∫
Ω

G(U) · Φ +

∫
Ω

F (x) · Φ,

���� � ������ A � ����������� � Φ � 	���
�� �� �������� ��� �� ����	 !��∫
Ω

G(U) · Φ = −
∫
Ω

F (x) · Φ ≤ C ‖F (x)‖r . ���"�

#�����	 �������� U �� U = tΦ + U1 �� !�� U1 = (u1, v1) � ��������� � Φ �� H�

���� ��
�� �$�%�� $��	�!����������� U1 � ��������� � Φ ������ �� L2 × L2� �	�� ��∫
Ω
U1 · Φ = 0� ���������������� ��� �������	�
�� ��� Φ � ����������� ������	∫

Ω

U · Φ = t

∫
Ω

Φ · Φ +

∫
Ω

U1 · Φ,

����

t = C

∫
Ω

U · Φ

= C
( ∫

Ω

αuφ1 +

∫
Ω

βvφ1

)
= C
( ∫

Ω

α(u+ − u−)φ1 +

∫
Ω

β(v+ − v−)φ1

)
≤ C
( ∫

Ω

αu+φ1 +

∫
Ω

βv+φ1

)
.

&�������� � ��	��������� �� '(���� ���������� ��� � ��	��������� ���"�� ��	���� !��

t ≤ C
(∫

Ω

up
+φ1

)1/p
+ C
(∫

Ω

vq+φ1

)1/q
≤ C(‖F‖1/pr + ‖F‖1/qr ). ���)�

*�������	 !�� ��		� �������� � ������� U � ���� �		� ������	 ������� U1 � |t|� �� t ≥
0� � ��	��������� ���)� ��	 �+ ��� ������
�� ���� |t|� ����� �		��� ����	 ������� �

�����	���
�� �� ���	 �����	,

���� �� t ≥ 0� ��� �		� �����
�� ��	�� �����������	 ��� ������
�� ���� U1� �����-

�������� ����� � �!��
�� ����� ��� U1 � ����������� ������	

−
∫
Ω

ΔU · U1 =

∫
Ω

AU · U1 +

∫
Ω

G(U) · U1 +

∫
Ω

F (x) · U1



������� �	�
����� �

������ � ��	�
����
�� U = tΦ + U1� ��
��

‖U1‖2 =
∫
Ω

AU1 · U1 +

∫
Ω

G(U) · U1 +

∫
Ω

F (x) · U1

≤
∫
Ω

AU1 · U1 +

∫
Ω

G(U) · U1 +

∣∣∣∣∫
Ω

F (x) · U1

∣∣∣∣ .
����� 
�
���� ��
�� �������� � ������ ����	���� ���� ���������� 	�
��	���� ���� �����

��	� �� ��
� U1 � ��������� � Φ �
 H � Φ = cΦA
1 ����� U1 ��
��
 � ��������� � ΦA

1

�
 H� ���� ����
�� ���� � ������������  ��!" ���� k = 1 � ����
 ����
��

‖U1‖2 ≤ 1

λ2(A)
‖U1‖2 +

∫
Ω

G(U) · U1 +

∫
Ω

|F (x) · U1|,

���� �� (
1− 1

λ2(A)

)
‖U1‖2 ≤

∫
Ω

G(U) · U1 +

∫
Ω

|F (x) · U1|.

��
� 1 = λ1(A) < λ2(A) � ����	���� � #����������� �� $%����� ����
�� &��

‖U1‖2 ≤ C

∫
Ω

G(U) · U1 + C ‖F‖2 ‖U1‖2 .

'����
���� ���� �
����� H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω)� 	��	��(
�� &��

‖U1‖2 ≤ C

∫
Ω

G(U).U1 + C ‖F‖r ‖U1‖ .  )�*"

+�
�� ����� ����
�� � ���
���� �������� �� ���� ������� �� ������������  )�*"�∫
Ω

G(U) · U1 =

∫
Ω

up
+u1 + vq+v1

=

∫
Ω

up
+u

+
1 −
∫
Ω

up
+u

−
1 +

∫
Ω

vq+v
+
1 −
∫
Ω

vq+v
−
1

≤
∫
Ω

up
+u

+
1 +

∫
Ω

vq+v
+
1 ,

	�
� t ≥ 0 ��
�� &�� u+
1 ≤ u+ � v+1 ≤ v+� ����∫

Ω

G(U) · U1 ≤
∫
Ω

up+1
+ +

∫
Ω

vq+1
+ .
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 ��
� ����� � �
 �����	� � 	�������	�	� ������ 
���

�∫
Ω

G(U) · U1 ≤
(∫

Ω

up
+φ1

)α(∫
Ω

|∇u+|2
)δ/2

+
(∫

Ω

vq+φ1

)α′(∫
Ω

|∇v+|2
)δ′/2

≤ C
(
‖F‖αr ‖u+‖δ + ‖F‖α′

r ‖v+‖δ
′)

≤ C
(
‖F‖αr ‖u‖δ + ‖F‖α′

r ‖v‖δ′
)

≤ C
(
‖F‖αr ‖U‖δ + ‖F‖α′

r ‖U‖δ′
)
.

����	
 � 	��

�
����
 U = tΦ + U1� ��

�∫
Ω

G(U) · U1 ≤ C ‖F‖αr (|t| ‖Φ‖+ ‖U1‖)δ + C ‖F‖α′
r (|t| ‖Φ‖+ ‖U1‖)δ

′
,

� ���� ����
����� 	� t = |t|� 	�������	�	� ������ �
�����

�∫
Ω

G(U) · U1 ≤ C ‖F‖αr
(
‖F‖1/pr + ‖F‖1/qr

)δ
+ C ‖F‖α′

r

(
‖F‖1/pr + ‖F‖1/qr

)δ′
+ C ‖F‖αr ‖U1‖δ + C ‖F‖α′

r ‖U1‖δ
′
. ���� �

!���������	
 � ����
����� ���� � �
 ������ "������

‖U1‖2 ≤ C
(
‖F‖α+δ/p

r + ‖F‖α+δ/q
r + ‖F‖α′+δ′/p

r + ‖F‖α′+δ′/q
r

)
+ C ‖F‖αr ‖U1‖δ + C ‖F‖α′

r ‖U1‖δ
′
+ C ‖F‖r ‖U1‖ .

#


 p < N+1
N−1

����� 	
 ��
� ��� $�� δ, δ′ ∈ (1, 2)� !��	
 ����
� �������	
 � 	�������%

	�	� 	� &
���� 
���

� $��

‖U1‖2 ≤ C
(
‖F‖α+δ/p

r + ‖F‖α+δ/q
r + ‖F‖α′+δ′/p

r + ‖F‖α′+δ′/q
r

)
+ C ‖F‖2α/(2−δ)

r + C ‖F‖2α′/(2−δ′)
r + C ‖F‖2r .

'
"����
�

‖U1‖ ≤ C
(
‖F‖α+δ/p

r + ‖F‖α+δ/q
r + ‖F‖α′+δ′/p

r + ‖F‖α′+δ′/q
r

)1/2
+ C ‖F‖α/(2−δ)

r + C ‖F‖α′/(2−δ′)
r + C ‖F‖r ,

�
��
���� ����	
 � 	��

�
����
 U = tΦ + U1� �
�����

� $��

‖U‖ ≤ C
(
‖F‖1/pr + ‖F‖1/qr

)
+ C
(
‖F‖α+δ/p

r + ‖F‖α+δ/q
r + ‖F‖α′+δ′/p

r + ‖F‖α′+δ′/q
r

)1/2
+ C ‖F‖α/(2−δ)

r + C ‖F‖α′/(2−δ′)
r + C ‖F‖r .



������� �	�
����� ��

���������	
� �� �
����� 
� α� α′� δ � δ′� 


�� ���� ���
 ���� ��
���� ��� ���

‖U‖ ≤ Cmax
{
‖F‖1/pr , ‖F‖1/qr , ‖F‖α/(2−δ)

r , ‖F‖α′/(2−δ′)
r

}
. ������

������
��� ��� �	��	��
��� ��
 �����
��� �
�
 U �� H� �
� ������
��� �	��	��
�

��
 �����
��� �
�
 U 	� ���
�� C1
0(Ω)

2� � �������� �
��� �
�
 � �!
���� 
� 	����

��"����� # 
����
� �� 
�!���	�� 
� ��!��
��


�� ��	 ���
� ��� 
�!���	�� 
� �������
��

��� �	��	��
��� �� 
��
� �� 	
 ����� ���$�� %����
	
� � 
�!���	�� 
� ���� �������
��

������� ��� u, v ∈ W 2,r(Ω) � �&���� C > 0 �
� ���

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖γr + ‖U‖η)

��� η, γ ��	��
	���� �
�� ��� η, γ ≥ 1� '��� (
��� "�	�
��	�� ��� 
 
���!�
�


� �������

������
 ���

‖U‖2,r ≤ ρ(‖F‖r).

)�� *�� ���� r > N � �
�� 
 ������� W 2,r(Ω) ↪→ C1(Ω)� � ����
	��

‖U‖C1
0 (Ω̄) ≤ ρ(‖F‖r).

���� �� t < 0� )��� )��	�+��� 
� ,-&��� 
� .��(� ���"
 /�����
 ��0�� �
����� ���


 �������
 
���(�	��� φ1 > 0 �� �	��	��
 	� �	������ 
� �� ��	� 
� (�	�1�� �������
� 	�

���
�� C1
0(Ω)� '	��� �&���� ε > 0 �
� ���

w ∈ BC1
0 (Ω̄)(φ1, ε) ⇒ w > 0 �� Ω �

∂w

∂η
< 0 �� ∂Ω,

�� ��� η 
�	��
 � ����� �&������ 	���
� 
 (��	����
 
� Ω� 2��� Φ ∈ C1
0(Ω) × C1

0(Ω) #

�
� ��� Φ =

⎛⎝ αφ1

βφ1

⎞⎠� ��� α�β > 0� ��
���� 
*��
� ��� �&���� ε > 0� �
� ���

(w1, w2) ∈ BC1
0 (Ω̄)(φ1, ε)× BC1

0 (Ω̄)(φ1, ε) ⇒ w1, w2 > 0 �� Ω �
∂w1

∂η
,
∂w2

∂η
< 0 �� ∂Ω.

3�*	���� ε0 � �������� 
� �
�� ε4� � �������
��� ���� ���
 ����� ��$� U = (u, v) �������


� ���$� ��� ���� U1 = (u1, v1) �����	��� 
 C1
0(Ω)× C1

0(Ω)� )�
���� ��������

u = tα
(
φ1 +

u1

αt

)
� v = tβ

(
φ1 +

v1
βt

)
.



������� �	�
����� ��

�������� 	
� −u1/αt /∈ BC1
0 (Ω̄)(0, ε0) � −v1/βt /∈ BC1

0 (Ω̄)(0, ε0)� 
���� ���� ����������

�������� 	
�

u

αt
= φ1 − (−u1

αt
) ∈ BC1

0 (Ω̄)(φ1, ε0) �
v

βt
= φ1 − (− v1

βt
) ∈ BC1

0 (Ω̄)(φ1, ε0)

� 	
� � 
�� ������������ �� 	
� u+, v+ �≡ 0� α, β > 0 � t < 0� ����� ������

|t| ≤ 1

αε0
‖u1‖C1

0 (Ω̄) � |t| ≤ 1

βε0
‖v1‖C1

0 (Ω̄) .


��������

|t| ≤ C ‖u1‖C1
0 (Ω̄) + C ‖v1‖C1

0 (Ω̄) = C ‖U1‖C1
0 (Ω̄) . ������

����� ������������ 
�� ��������� �  �����  ��� ‖U1‖C1
0 (Ω)� !"���#���� 	
� � ����$
��%

���� ���&� ������
� #�����  ��� t < 0� ���� ��

‖U1‖2 ≤ C

∫
Ω

G(U) · U1 + C ‖F‖r ‖U1‖ . ����'�

�$��� #���� ������� �  ������� ����$��� �� ���� ������� �� ����'�� (��� 	
�∣∣∣∣∫
Ω

G(U) · U1

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

up
+|u1|+

∫
Ω

vq+|v1|,

���� t < 0 ����� 	
� u+ < |u1| � v+ < |v1|� ����� �����  ������ � ����� � )��� �*�&�

� �"����� 	
�∣∣∣∣∫
Ω

G(U) · U1

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

up
+φ1

)α(∫
Ω

|∇u1|
)δ/2

+
(∫

Ω

vq+φ1

)α′(∫
Ω

|∇v1|
)δ′/2

.


��� ����$
������ ���+�� ���
���∣∣∣∣∫
Ω

G(U) · U1

∣∣∣∣ ≤ C ‖F‖αr ‖u1‖δ + C ‖F‖α′
r ‖v1‖δ

′

≤ C ‖F‖αr ‖U1‖δ + C ‖F‖α′
r ‖U1‖δ

′
. ����,�

�
"����
���� ����,� �� ����'�� ����� 	
�

‖U1‖2 ≤ C ‖F‖αr ‖U1‖δ + C ‖F‖α′
r ‖U1‖δ

′
+ C ‖F‖r ‖U1‖ .

(�#������� ���� δ, δ′ ∈ (1, 2)� � ������� � -���$
������ �� .�
�$ � �����
���� 	
�

‖U1‖ ≤ C ‖F‖
α

2−θ
r + C ‖F‖

α′
2−θ′
r + C ‖F‖r . ����/�



������� �	�
����� ��

���� U1 � ���	
�� �
��� �� �
������⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU1 = AU1 +G(U) + F (x) x ∈ Ω

U1 = 0 x ∈ ∂Ω,

������

������� ������
 � �
�	����� �� ���� ������
��� ����� ��
�� �� �� ��
� � ������� ������ �

�����	�
 !	� U1 ∈ W 2,r ×W 2,r(Ω) � ������ !	� �"���� ��������� C > 0� ��� !	�

‖U1‖2,r ≤ C (‖F‖γr + ‖U‖η)

��� η, γ ����������� ���� !	� η, γ ≥ 1� #��� ����� �	�������� ��� � �����	������ ����$��

������� !	�

‖U1‖2,r ≤ ρ(‖F‖r).

%��� ������ ���� r > N � ���� � ���
��� W 2,r(Ω) ↪→ C1(Ω)� ����� ������ �������

�����	�
 !	�

‖U1‖C1
0 (Ω) ≤ ρ(‖F‖r). ����&�

���� U = U1 + tΦ � 	����� �� �����	������� ������ � ����&�� ������� !	�

‖U‖C1
0 (Ω) ≤ ρ(‖F‖r).

���� �����	
�� �� 
���	����


'���� ��
�� ����� ����
�
 	� 
��	����� �� �"���(���� �� ���	
)�� ��
� � �
������

������

��� ������	� ���
���
� �� ��������� 
� ���� ����� ������ ���� ����� 
�� ���
���

U = (u, v) ∈ (W 2,r(Ω) ∩H1
0 (Ω))

2

� ������� ������

'� �������
�
�� ����� �
�����
 �� ���	���� ��
��� ����� ����
�
 !	� ���� ���	
��

U = (u, v) ∈ H �� ������� ��� � � ��� ������
��� ��� *����� 1� ��
� �	�
)�� f � g



������� �	�
����� ��

�������	 � 	�
�	��
���� � �������� ������ ���	����� � �������
���� �� �������� ������

���� (u0, v0) 	������ �� ������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δw = aw + bz + p(u+

0 )
p−1w x ∈ Ω

−Δz = bw + cz + q(v+0 )
q−1z x ∈ Ω

w = z = 0 x ∈ ∂Ω.

������

� ��� �� ����������� � � �!����� �� "����� 	�� ���	���#���� ��	 	� ���
�	 ��	��
���	�

��� ����� �
���� ε > 0 ��� ���� ��	� ��
� m, k ∈ L∞� s ∈ R � t ∈ [0, 1] ���� ��� m, k ≥ 0

������� m �= 0� k �= 0� ‖m‖∞ , ‖k‖∞ < ε � 0 < s < ε� ������� ������� ��� �
���� Ω̃ ⊂ Ω

��� ��
�
� ��������� ��� ��� �� ������� m � k ��� �� ������ ��������������� ��	� ��
�

x ∈ Ω̃� ����� � �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δw = aw + bz + tm(x)w + (1− t)sw x ∈ Ω

−Δz = bw + cz + tk(x)z + (1− t)sz x ∈ Ω

w = z = 0 x ∈ ∂Ω,

����$�

������ ������� ������� �	����� w = z = 0�

�������	����� ���	����� � ����� ��
������ ���� � 	�	
��� ����$��⎧⎪⎨⎪⎩−ΔW = ÃW x ∈ Ω

W = 0 x ∈ ∂Ω,

�� ���

Ã(x) =

⎛⎝ a+ tm(x) + (1− t)s b

b c+ tk(x) + (1− t)s

⎞⎠ e W =

⎛⎝ w

z

⎞⎠ .

%���	 ��	
��� ��� �	 ��
��
�	 A � Ã(x) 	�
�	��
�� � ������� A ≺ Ã(x)� &�'� (�)�����

���*�� (��� (x, y) ∈ Ω× R
2� �� ��� y = (y1, y2)� 
���	〈(

Ã(x)− A
)
y, y
〉
= y21 [tm(x) + (1− t)s] + y22 [tk(x) + (1− t)s]



������� �	�
����� ��

����� �	
������ 
�
�� ����� m, k �� Ω � Ω̃� � ����� t � s � ����� ��� � ��
������ �����	��

� ��� �����	�� �� Ω× R
2 � ����	������� 
��	�	�� �� Ω̃× R

2� �������� A ≺ Ã(x)�

���� 
	���� ������� ��� � ���������� ΦA
1 �����	�
� �� ��������� λ1(A) ���	��� �

���
�	�
�
� 
� !���	������ "�	��� ��#� 
�$�	��� %!�&'� (��
� ���	�� ��	�	 ��
� � ���)


��	��� %!��'� ����� ��� λ1(Ã(x)) < λ1(A) = 1� *���� ������ ��� ��
� �����
� 
�

����	 Ã �������� �� L∞ 
��� A� ����
� � ����	��	
�
� 
�� ����������� �� ������� ��


���� A(x)� ������� ��� λj(Ã(x)) → λj(A) 
��� ��
� j = 1, 2...� +� 
���	����� 
���

j = 2 ����� ��� λ2(Ã(x)) → λ2(A) > λ1(A) = 1� ��������� λ1(Ã(x)) < 1 < λ2(Ã(x)) �

���������������� w = z = 0 � � ,�	�� ������� 
� 
������� %���-'�

��� ����� ���� 0 < s < ε 
��
�� �����
�	� � �������� �	������ 
� ��������	 ���

��	����	� μ ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δw = λ(aw + bz + sw) x ∈ Ω

−Δz = λ(bw + cz + sz) x ∈ Ω

w = z = 0 x ∈ ∂Ω.

%��./'

����� ������ ������� �� ��������	 λ �� ����	���� [0, 1]�

�������	����� ��	��	������� ����� �������� � 
������� %��./' �� ����� ����	�	��⎧⎪⎨⎪⎩−ΔW = λÃW x ∈ Ω

W = 0 x ∈ ∂Ω,

�� ��� Ã =

⎛⎝ a+ s b

b c+ s

⎞⎠ � W =

⎛⎝ w

z

⎞⎠�

0���� 
����
�� ���� �� 
����������� 
� 1��� %��&'� 2��� ���� A ≺ Ã ������ 
���

���
��	��� %!��'� ������� ��� λ1(Ã) < λ1(A) = 1� 3� ��
� ε ��$���������� 
������

����� ��� ��
� �����
� 
� ����	 Ã �������� �� L∞ 
��� �� �����
�� 
� ����	 A� ����

λ2(Ã) → λ2(A) > λ1(A) = 1� ��������� λ1(Ã) < 1 < λ2(Ã) ���� ����4���� ��������



������� �	�
����� ��

��������	
�� �� 
�����	 ������

������	
	 � ��
������ TF : C1
0(Ω)

2 −→ C1
0(Ω)

2 ��
 ��	

TF (U) = (−Δ)−1 (AU +G(U) + F (x))

=
(
(−Δ)−1 (au+ bv + up

+ + f(x)) , (−Δ)−1 (bu+ cv + vq+ + g(x))
)
.

���	 ��	 TF � �� ��	
���
 �������� 	 �������� 	 TF (u, v) = (u, v) �	� 	 ���	��	 �	�

U = (u, v) � ��
���� �� �
��
	�� ������ ������	
	 F1 = (f1, g1) ���

f1 = −(γαφ1)
p 	 g1 = −(γβφ1)

q

	� ��	 γ > 0� �	��� ������ U0 = (u0, v0) = (γαφ1, γβφ1) � ��
���� �� �
��
	�� �����

��
� F = F1� �	  ����

AU0 +G(U0) + F1(x) = AU0 = γAΦ = −γΔΦ = −ΔU0.

������	
	 � �	!����	 "�������� H : [0, 1]× C1
0(Ω)

2 −→ C1
0(Ω)

2 ���

H(τ, U) =
(
(I − (−Δ)−1) (AU +G(U) + (1− τ)F (x) + τF1(x))

)
.

���	 ��	�

H(0, U) =
(
(I − (−Δ)−1)(AU +G(U) + F (x))

)
= I − TF

	

H(1, U) =
(
(I − (−Δ)−1)(AU +G(U) + F1(x))

)
= I − TF1 .

#
�� ������ �	!�	 �� 	�������$� � �
��
�� %	�� ������ ��	 ���� ��
���� �	⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = AU +G(U) + (1− τ)F (x) + τF1(x) x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω

� ��� �
�	�	��	 
������� 	� C1
0(Ω)

2� �	��� ������ ��
� R > 0 ��&��	��	�	��	 !
���	�

�	��� ��	 H(τ, U) �= 0 ��
� ���� (τ, U) ∈ [0, 1] × ∂BC1
0 (Ω)2(0, R)� �	!�	 ��
������ ��	



������� �	�
����� ��

� �������	� H 
 ���	��
��� ����� �����	�� ��� � ���� �����	����� �� 	����	���	� ���

�������	� �� ���� �������	��� ����� ���

deg(I − TF , BC1
0 (Ω)2(0, R), 0) = deg(I − TF1 , BC1

0 (Ω)2(0, R), 0).

 �!���� γ ��"�	��������� ������� ��� ��� � #��� ��$%� ���� ���	�&��� ����

m(x) = pup−1
+ � k(x) = qvq−1

+ ,

���� ���� (u, v) ����!'� ��(	��&�	� �� ��$�� ��� F = F1$ ���	����� ���'� � #��� ��$%�

���� t = 1� �(����� ��� (u, v) 
 �'� ����������$ ��
� �	���� � 
��	�� �� I−TF1 ���� ���

��������� �����
� �� �������	� ���� �� ��$�)� � ���� ��	��	�� ��� � 
��	�� �� ����!'�

��	�	�� �� ��$�)� ���� t = 0$ *����� � #��� ��$+� ��� ����,	��� ��� ���� 
��	�� 
 −1�

����� ���(
� -������ ��$.��$ /�������

deg(I − TF1 , BC1
0 (Ω)2(0, R), 0) =

∑
(−1) �= 0,

���� ��� � ���� ��	�� 
 "�	��� ���� �������� �� ��$0�$ 1���� ���	��

deg(I − TF , BC1
0 (Ω)2(0, R), 0) �= 0

� ��� "�� ������ � �����	����� �� ����!'� �� ���� �������	�� ������
��� ��� �2	���

U ∈ BC1
0 (Ω)2(0, R) ��� ��� (I − TF )(U) = 0� 	��� 
� U 
 ����!'� �� ��$��$

���� �����	
��	��

1��� Ω ∈ R
N �� ���
�	� ����� � �	�	����� ��� N ≥ 3$ 3���� �	����	� � �������	����

�� ����	��� �	����� ��
��	�� ⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = H(x, U(x)) x ∈ Ω

U(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

��$0��

�� ��� U(x) =

⎛⎝ u(x)

v(x)

⎞⎠ �H(x, U(x)) =

⎛⎝ h(x, u, v)

k(x, u, v)

⎞⎠$ �� 4��!5�� h, k : Ω×R×R −→

R �'� ����
���� � �2	���� F (x) = (f(x), g(x)) ∈ Lr(Ω)× Lr(Ω) � C > 0 ��	� ���

|H (x, U)| ≤ |F (x)|+ C |U |s



������� �	�
����� ��

��� 1 < s < 2∗ − 1 � ��	
� r > N �

��
� U = (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) ���
��� ����� �� ������� ����� ������� �
� u, v ∈
W 2,r(Ω) � �
� ������ ��������� C > 0� ��� �
�

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖γr + ‖U‖η) ,

��� γ, η > 1� ���� ����� ����� 
��� 
� � ���� �� ��!� "�������!� �
�  
� � ����

�� ������#�� 
����� ���
$����� �� �����#�� ����� �� ��!���� �� ��"���� W k,p(Ω) � Lq(Ω)�

%"����� �
�� ∫
Ω

|H(x, U)|2∗/s ≤
∫
Ω

|F (x)|2∗/s + C

∫
Ω

|U |2∗ . ������

&���
���� �
� �� ����	���� �� ����	
������ �������� ��
�� '������ ���� ������� �� ��(

"����� H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω)� ����� �
� |U | ∈ L2∗(Ω)� &�������� p1 := 2∗/s� ����� ��"�� ��

|F (x)| ∈ Lp1(Ω)�

�� N ≥ 4 ����� 2∗ ≤ N � ���� ���� 

�������� ��� � )�!*���� s > 1 ��!���� �
�

p1 :=
2∗
s
< 2∗ ≤ N < r� + ����� ����� �
� |F | ∈ Lp1(Ω)� ,	��� �� N = 3 ����� p1 !���

��� ����� �
 ����� �
� r� ����� ������ ����� ������� � ������������ �� ���� �����-

���� �� N = 3 � p1 ≥ r� .���� ���� ������������ r �� �
	�� �� p1 �� ����	��� ��

������� ��/ ∫
Ω

|H(x, U)|r ≤
∫
Ω

|F (x)|r + C

∫
Ω

|U |rs ����0�

���� p1 =
2∗
s
≥ r ����� �
� rs ≤ 2∗ ��	� |U | ∈ Lrs � !������� �����
/��� �
� |H| ∈ Lr�

,!������� � 1������ �2��0�� �����
/��� �
� u, v ∈ W 2,r(Ω) � �
�

‖U‖2,r ≤ C ‖H‖r .

3����4���� � ����	
������ ����0�� ���
���

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖srs) .

+�'�� ���� 1 < rs ≤ 2∗� �"�����

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖s) .



������� �	�
����� ��

���� �� N ≥ 3 � p1 < r� ����� ���	
 	����
��	� ��� |F (x)| ∈ Lp1(Ω) � �� �����

�������� ������
 �	������	� ��� |H| ∈ Lp1 � ��������	 	 ��	���� ������
 �	������	� ���

u, v ∈ W 2,p1(Ω) � ���

‖U‖2,p1 ≤ C ‖H‖p1 .

 ����	 � ������������ ������
 �����!� ���

‖U‖2,p1 ≤ C
(
‖F‖p1 + ‖U‖s2∗

)
,

� ���� �����"	 �� H1
0 (Ω) �� L2∗(Ω)
 �	������	� ���

‖U‖2,p1 ≤ C
(
‖F‖p1 + ‖U‖s

)
. ����#�

��	�� ��������	� �������� !�$� ��!��%&��'

���� ��� (� 2p1 > N ��!"	 ���	 �!�� ����� �	 ��	���� ������
 !��	� ��� W 2,p1(Ω) ↪→
C0,α(Ω)
 ���� α < 1� �����
∫

Ω

|H(x, U)|r ≤
∫
Ω

|F (x)|r + C

∫
Ω

|U |rs < ∞, ����)�

�	�!��!	
 |H| ∈ Lr(Ω)� *��	 ��	���� ������
 �����!� ��� |U | ∈ W 2,r(Ω) �

‖U‖2,r ≤ C ‖H‖r ,

�����	 � ������������ ����)�
 �����!� ���

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖srs)
≤ C
(
‖F‖r + ‖U‖sC0,α(Ω)

)
.

*	�!��!	


‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖U‖s2,p1

)
.

 ����	 � ������������
 ����#�
 	�!��	�

‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖F‖sr + ‖U‖s2

)
.



������� �	�
����� ��

���� ���� �� 2p1 = N ����� 	�
� �����
� ���������� ��
� � �
����� W 2,p1(Ω) ↪→ Lσ

	��� ���� p1 < σ < ∞� ������ ���� �
����� 	��� σ = rs� ��
�� ��� |U | ∈ Lrs� 
���∫
Ω

|H(x, U)|r ≤
∫
Ω

|F (x)|r + C

∫
Ω

|U |rs < ∞, ������

	�������� |H| ∈ Lr(Ω)� ��
� �����
� ������� ����
�� ��� |U | ∈ W 2,r(Ω) �

‖U‖2,r ≤ C ‖H‖r .

������ � �������
���� ������� ����
�� ���

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖srs)
≤
(
‖F‖r + ‖U‖s2,p1

)
.

 	�
� �������
���� ����!�� �"��
��

‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖F‖sr + ‖U‖s2

)
.

���� ����� �� 2p1 < N ����� �	
�#�
�� � �����
� ��������� � #��#
��
�� ��� u, v ∈
Lq1(Ω)� �
 ��� q1 =

Np1
N−2p1

� ���� ����∫
Ω

|H(x, U)|q1/s ≤
∫
Ω

|F (x)|q1/s + C

∫
Ω

|U |q1 .

	
��� ��
������ � 
�������� ����� ��� p2 = q1/s�

����� ������ � 
������� k ����� 
��� ����� 
������ pm � qm ��� m = 1, ...k� ���� ���

pm =
qm−1

s
� qm =

Npm
(N − 2pm)

.

���� ���� � 
����� �� ��������� � �
���� ���� �� ������ k > 0 �� ��� 2pk > N � !�

"���� ���� s < 2∗ − 1� ����� ���

p2
p1

=
q1
2∗

=
N

Ns− 2.2∗
>

N

N(2∗ − 1)− 2.2∗
= 1.

#����
���

p2
p1

= 1 + δ,



������� �	�
����� ��

���� ����	 δ > 0
 �����


p3
p2

=
q2
q1

=
p2
p1

(
N − 2p1
N − 2p2

)
>

p2
p1

= 1 + δ.

�� ���� �� ������� ��� p3 > p2(1 + δ)
 ��� p2 = (1 + δ)p1 �������� p3 > (1 + δ)2p1


�������� � �������� ��	��

pk > (1 + δ)k−1p1.

����� ���� ����	 k ���������	���� ������ ��	�� 2pk > N 
 ��������� � ��	��� ��

��������� � �����


 ���� ����	� ������!	�� ��� U ∈ W 2,r(Ω)×W 2,r(Ω) � ���

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖γr + ‖U‖η) ,

��	 γ, η > 1




�������� 	

������� ����	�
����


����� �����	
� ��
�� ���	��� � �����
� �� ��	����� �
������� �� ���� ��
�
�������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = au+ bv + vp+ + f(x) x ∈ Ω

−Δv = cu+ av + uq
+ + g(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω,

�����

�
 �	� Ω ∈ R
N � 	
 ��
���� 
�
����� �	��� ��
 N ≥ 3� a, b, c ∈ R ��� ���� �	� b, c > 0�

�� �	����� f, g ∈ Lr ��
 r > N � ������
�� w+ = max{w, 0}� �� � ������� p � q ���

���� �	� 1 < p, q < N+1
N−1

�

����� �!"�����# � ��������� ����
������ � ������ ���� ��������� ��
	���� ����� �����
�

� 
������ 	
 ���	
���� �� � ���$���� �� ��
	�����

���� �	�# ��
 ����� �� %�����
����� ����
�� ��
�� b = c �� �����
� ������ &� ����#

�� (u, v) � ��
	��� ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = au+ bv/δ + vp+/δ + f(x)/δ x ∈ Ω

−Δv = cδu+ av + δquq
+ + g(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω,

��
 δ > 0# ����� (δu, v) � ��
	��� �� �����
� ������ '���
 ��
� ����� �
 (�)*# ����
��

����
��� δ =
√

b/c � �!��
�� � ���%���
 ���	��+��� ��
 ��
���� �%	��� �
√
bc� ' 
����

�� ������
�� �� ��
���� ����
�� ���!�
��� �%��� ��
 � �����
�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = au+ bv + vp+ + f(x) x ∈ Ω

−Δv = bu+ av + uq
+ + g(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω.

�����

��



������� ����	�
����
 ��

� ���������	� �
��������
 � 
�
	��
 ����� �
 ����
 �
	����
��⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = MU +G(U) + F (x) x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω,

�����

����

U =

⎛⎝ u

v

⎞⎠ , M =

⎛⎝ a b

b a

⎞⎠ ∈ M2x2(R), G(U) =

⎛⎝ vp+

uq
+

⎞⎠ e F (x) =

⎛⎝ f(x)

g(x)

⎞⎠ .

�
 
�	��
����
 �
 �
	��� M 
�� ξ = a+ b � η = a− b�

���
����
��
 λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λn ≤ ... �
 
�	��
����
 �� (−Δ, H1
0 (Ω)) �

φ1, φ2, ..., φn, ... 

 �����
������	�
 
�	�������
 � 	
� ��� 
 ����
 L2 �� φ1 
��
 ����
�� 

�
�
 �!�
� 
 1�

���� �����	��
	� 	 ���
��

"
�
 �����	�
���
 �
	��
	��

 
 ������ �
�
 ��

#���
 
������
 �� ���$���
 �����% ��


$

�
��
 �� 
�!����	�
 �����	�
��
 �� &'( � &)*(� +����
����	� �����	�
����
 ��


�
	��
	��
 �
�
 ��

#���
 
������
 U �� 
�
	��
 �����% �� �
�
�� W 2, p+1
p (Ω)×W 2, q+1

q (Ω)�

,
��
 
���� ��� λ1 - ��
 
�	��
��� �
 �
	��� M % �
�
 �
����.�
���	� ��� λ1 = a+b%

/�!�� ��
 ��
��	
��
 �
��
 �� 0�1����� � ��� Φ = (φ1, φ1) - ��
 
������ �� ���$���
⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = MU x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω.

���2�

��� ����� ��

��� ��� λ1 = a+ b� �
������� f, g ∈ Lr� r > N � �����������
∫
Ω

φ1f +

∫
Ω

φ1g < 0; ���3�

� 1 < p, q < N+1
N−1

. �
�� 

�����	 �
	���
 U ∈ H �� ����� ��������

‖U‖C1
0 (Ω̄) ≤ ρ(‖F‖r) ���4�


��� ρ : R+ → R
+  ��� �����
 !���!���� ��
������
 �� p, q � Ω � ��	 ��� ρ(0) = 0�



������� ����	�
����
 ��

���
���
���
� ���� U ∈ H ��	
��� 
� ������ �
	���	����
� ����� ��� Φ � ��������
��

������� ∫
Ω

−ΔU.Φ =

∫
Ω

MU.Φ +

∫
Ω

G(U).Φ +

∫
Ω

F (x).Φ

���� M � �
���
�
��� � Φ � ��	
��� ����� 
� ������ ���
	��∫
Ω

G(U).Φ = −
∫
Ω

F (x).Φ ≤ C ‖F (x)‖r �����

 �
���� 
������� U = tΦ + U1 ��	 !
� 〈Φ, U1〉H = 0� "��� !
�

〈(Φ, U1)〉H = 0 ⇒
∫
Ω

(∇φ1∇u1 +∇φ1∇v1) = 0

⇒ λ1

∫
Ω

(φ1u1 + φ1v1) = 0

⇒
∫
Ω

Φ · U1 = 0.

���� �� U1 � ��������	 � Φ ������ �� L2(Ω) × L2(Ω)�  �������� �
	���	����
� ����


����������� ��� Φ � ��������
�� ���
	��∫
Ω

U · Φ = t

∫
Ω

Φ · Φ +

∫
Ω

U1 · Φ = t

∫
Ω

Φ · Φ,

	���

t = C

∫
Ω

U · Φ

= C

∫
Ω

(uφ1 + vφ1)

≤ C

∫
Ω

(u+φ1 + v+φ1).

#�	����
� � 
����
�	
�
� 
� $%	
��� �����

t ≤
(∫

Ω

uq
+φ1

)1/q (∫
Ω

φ1

)1/q′

+

(∫
Ω

vp+φ1

)1/p(∫
Ω

φ1

)1/p′

�� !
�� p � p′ ��� �&������� ����
��
��� � ����� ���� q � q′�  �������

t ≤ C
(
‖F‖1/pr + ‖F‖1/qr

)
. ���'�



������� ����	�
����
 ��

������� 	� 
	��
��� 	�
������ �� t > 0 	 ������	��	�� ����� ��� �� �� ����
	��� �	�	 |t|�
����	 ����	� �	��� ������� 	 ������
�	��� �� ���� 
	����

���� �� t ≥ 0� ����� 
	�� 	 ������	��	�� ����� ��� �� ��	 ����
	��� �	�	 |t|�

���� ���
����
� ���
	 ��
��
�	���� ��	 ��
��	
��	 �	�	 U1�

!	��� ��"��� �� ������
�� ���	���#

L = L
p+1
p × L

q+1
q � W = W 2, p+1

p ×W 2, q+1
q ,

�����

��	���
� 
�� ��	� ����	�

‖U‖L = ‖u‖ p+1
p

+ ‖v‖ q+1
q

� ‖U‖W = ‖u‖2, p+1
p

+ ‖v‖2, q+1
q
.

��
�  �� U1 �	
���	$ 	 � �	���

−ΔU1 = MU1 +G(U) + F (x),

�	��	��� 	 ����	 �� ���	�� L �� 	�%�� �� �	���� 
����

‖ΔU1 +MU1‖L = ‖G(U) + F (x)‖L ≤ ‖G(U)‖L + ‖F (x)‖L .

&��
	�
��

‖ΔU1 +MU1‖L ≤ ‖vp+‖ p+1
p

+ ‖uq
+‖ q+1

q
+ ‖F (x)‖L

≤
(∫

Ω

vp+1
+

) p
p+1

+

(∫
Ω

uq+1
+

) q
q+1

+ ‖F (x)‖r . ���'�

&������ ��
������ ∫
Ω

vp+1
+ =

∫
Ω

vpα+ φα
1φ

−α
1 v

p(1−α)+1
+

�	�	 0 < α < 1 	 ��� ��
�����	�� ���
��������
�� &��	 ������	��	�� �� ()����� 
����

 ��

∫
Ω

vp+1
+ ≤

(∫
Ω

vp+φ1

)α
⎛⎝∫

Ω

v
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

, ���*+�



������� ����	�
����
 ��

���� ���	
�� � ��	
�	�� 	������
 �� 
��� �	��	�� �� ���	���
���� �����	�� ���
�� � ���	�

���
���� ����� � ����
��

∫
Ω

vp+1
+ ≤ ‖F (x)‖αr

⎛⎝∫
Ω

v
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

.

����� ��
�� ��	
	��� � ��
� ���� ���� ���	
�� � ������� 	������
 �� ������� �� ������

��
 ��  	�!����� �� ��
� ����" ���� ���	
��

�� � ������� 	������
 ��
�� ����	�����

m =
q + 1

q
, t = p+

1

1− α
� τt =

α

1− α
������

� ��
�� �� ����	���� ��#$��%

��� &� N = 3 � 1 < q < 2 ���'� N
2
< m < N � ���	
 ���� (�� �����
�� ��
	��� �

��
� ����" ����
�� ���

1

t
= τ

(
1

m
− 1

N

)
,

� ���� (�� ���� 	���
���� ��)� �������	�� ����
�� ���

α =
3(q + 1)

5q + 2
∈ (0, 1).

���� &� N ≥ 4 � 1 < q < 2 ���'� m < N
2
� ���
���
����" ��
� ��
� ����" ���� ����

����	#'� ����
�� ���

1

t
=

1

m
− 2− τ

N
,

��* ��������
��

α =
N (1− L− Lp)

1 +N − LpN
,

�
 (�� L = 1
m
− 2

N
> 0� +����� � ,��� �� (�� L > 0 ����
�� α < 1� - ��  	�!����

q < N+1
N−1

" ����
�*
�� (�� α > 0�

�
.
 �	���" ���� �
��� �� �����" �������
�� (�� � /
�	
� 	���
���� �
 ���� 	
�
	��

(�� τ ∈ (0, 1)�

0	��

����" ��
	����� � ��
� ����" ����
��∫
Ω

vp+1
+ ≤ C ‖F (x)‖αr ‖v‖p(1−α)+1

2, q+1
q

. ������



������� ����	�
����
 ��

�������	
��
� �
�
	�� ∫
Ω

uq+1
+ ≤ C ‖F (x)‖α′

r ‖u‖q(1−α′)+1

2, p+1
p

, ������

���� m′ = p+1
p


 K = p
p+1

− 2
N

�� ����� �
 L� ��������	�� ����� �������� �� ���
����
��

�
��
�����	
��
 ��	

α′ =
3(p+ 1)

5p+ 2

 α′ =

N (1−K −Kp)

1 +N −KpN
.

��
��������� �� 
���� 
� ������ 
 ������ �� �
���������
 ���!�� �
�
	��

‖ΔU1 +MU1‖L ≤ C

[
‖F (x)‖αr ‖v‖p(1−α)+1

2, q+1
q

] p
p+1

+ C

[
‖F (x)‖α′

r ‖u‖q(1−α′)+1

2, p+1
p

] q
q+1

+ ‖F (x)‖r .

����� ��	�� ���� � "��� �
 ��
 � �������#� (Δ +MId) : W∗ (Ω) −→ L∗ (Ω) $ �	 ���	��%

&�	�� 
	 ��


W∗ (Ω) =
{
U ∈ W ;

∫
Ω

U · Φ = 0

}



L∗ (Ω) =
{
U ∈ L;

∫
Ω

U · Φ = 0

}
.

'���� �
�
���� ��
 ker {Δ+MId} = {0} 
 �
�� ���
������� �
 (�
�)��	 �
�
	�� �

��
�
*
�������
� ����	� 
+���
 ��������
 C > 0� ��� ��


‖U1‖W ≤ C ‖ΔU1 +MU1‖L .

,�������� �� �
���������
 ���
����

‖U1‖W ≤ C ‖F (x)‖
αp
p+1
r ‖v‖[p(1−α)+1] p

p+1

2, q+1
q

+ C ‖F (x)‖
α′q
q+1
r ‖u‖[q(1−α′)+1] q

q+1

2, p+1
p

+ ‖F (x)‖r .

-����� � �
��	�����#� U = tΦ + U1 
 � 
���	����� ���.� ���� t� �
�����

‖U1‖W ≤ C

(
‖F‖[α+

p(1−α)+1
p ] p

p+1
r + ‖F‖[α+

p(1−α)+1
q ] p

p+1
r + ‖F‖

αp
p+1
r ‖U1‖[p(1−α)+1] p

p+1

2, q+1
q

)

+ C

⎛⎝‖F‖
[
α′+ q(1−α′)+1

p

]
q

q+1

r + ‖F‖
[
α′+ q(1−α′)+1

q

]
q

q+1

r + ‖F‖
α′q
q+1
r ‖U1‖[q(1−α′)+1] q

q+1

2, p+1
p

⎞⎠
+ ‖F‖r . ����/�



������� ����	�
����
 ��

� �� �� �	
���
��� � �������
���� �� ����� �� ������
���� ������ 
���� ����
�
��� ���

1

θ
= [p (1− α) + 1]

p

p+ 1
< 1 ������

� ������ ���

1

ω
= [q (1− α′) + 1]

q

q + 1
< 1. ������

� ��	 ���� 1 < p, q < N+1
N−1

! "��������� ��� �� #�
�
�� ������
���� 	�
� α � α′ ���

	�
����� ����
�
 ��� �� �������
����� ������ � ������ �$� #�
�����
��� %��$�! �	
������

� �������
���� �� �����! �������

‖U1‖W ≤ C

⎛⎝‖F‖[α+
p(1−α)+1

q ] p
p+1

r + ‖F‖
αp
p+1

θ′
r + ‖F‖

[
α′+ q(1−α′)+1

p

]
q

q+1

r + ‖F‖
α′q
q+1

ω′
r + ‖F‖r

⎞⎠ ,

�� ���! θ′ � ω′ �$� �� �&	������ ���"������ �� θ � ω 
��	����#������� '��� ‖U‖W ≤
|t| ‖Φ‖W + ‖U1‖W ! ����
�(���

‖U‖W ≤ C

⎛⎝‖F‖[α+
p(1−α)+1

q ] p
p+1

r + ‖F‖
αp
p+1

θ′
r + ‖F‖

[
α′+ q(1−α′)+1

p

]
q

q+1

r + ‖F‖
α′q
q+1

ω′
r + ‖F‖r

⎞⎠
+ C

(
‖F‖

1
p
r + ‖F‖

1
q
r

)
, ������

)��� ��� ������
���� ��� 
�����*$� 	�
� U �� ��	�*� W = W 2, p+1
p ×W 2, q+1

q � 	�
�

	����
��� ���� 
�����*$� 	�
� � ��	�*� C1
0(Ω)

2 #���� ���
�+�
 �� �
������� �� ��	�

������
�	! �#�"� ,�*$� ��-�� .�
� ����! ������� �� ������! �� ,�*$� ��-! �� #�
�
��

H (x, U) = MU +G(U) + F (x) � m = min

{
p+ 1

p
,
q + 1

q

}
.

,���� �����! ����
�(��� ��� U ∈ (W 2,r ∩H1
0 (Ω))

2
� #�
� � �������
����

‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖γr + ‖U‖η2,m

)
,

��� γ, η ≥ 1� '���������������

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖γr + ‖U‖ηW ) . ����/�



������� ����	�
����
 ��

������ � 	�
� �� �
� r > N � �� �����
������� ������ � ������� �����
����

‖U‖C1
0 (Ω) ≤ ρ (‖F‖r) .

���� �� t < 0� ����� ������ ���
���
�� 

�������� �� ������
����� �� ���� ����


���� ε0 > 0 
�� �
�

|t| ≤ C

ε0
‖u1‖C1

0 (Ω) +
C

ε0
‖v1‖C1

0 (Ω) = C ‖U1‖C1
0 (Ω) .

 �
� �
�� � �����
������ ���!� ���
��
� "���������� #�$� ������ ���� t < 0 
���� �
�

v+ < v1� ���
��
�� �����%��
� �� ���� ��
����� 
����

∫
Ω

vp+1
+ ≤

(∫
Ω

vp+φ1

)α
⎛⎝∫

Ω

v
p+ 1

1−α

1

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

,

����������
�� u+ < u1 � "��� �
�

∫
Ω

uq+1
+ ≤

(∫
Ω

uq
+φ1

)α′
⎛⎝∫

Ω

u
q+ 1

1−α′
1

φ
α′

1−α′
1

⎞⎠1−α′

#&������� � ���� '��(� �)
����∫
Ω

vp+1
+ ≤ C ‖F (x)‖αr ‖v1‖p(1−α)+1

2, q+1
q

. ����!�

� ∫
Ω

uq+1
+ ≤ C ‖F (x)‖α′

r ‖u1‖q(1−α′)+1

2, p+1
p

. ����(�

*
)�
�

���� ����!� � ����(� �� �����
������ ���!�� &��� �� ������ �����%�� �� α � α′�

�����
���� �
�

‖U1‖W ≤ C

(
‖F (x)‖

αp
p+1
r ‖v1‖[p(1−α)+1] p

p+1

2, q+1
q

+ ‖F (x)‖
α′q
q+1
r ‖u1‖[q(1−α′)+1] q

q+1

2, p+1
p

+ ‖F (x)‖r
)

≤ C

(
‖F (x)‖

αp
p+1
r ‖U1‖[p(1−α)+1] p

p+1

2, q+1
q

+ ‖F (x)‖
α′q
q+1
r ‖U1‖[q(1−α′)+1] q

q+1

2, p+1
p

+ ‖F (x)‖r
)
,

�&������� � �����
������ �� +�
��� ���
�
�

‖U1‖W ≤ C

(
C ‖F‖

αp
p+1

θ′
r + ‖F‖

α′q
q+1

ω′
r + ‖F‖r

)
. ������



������� ����	�
����
 ��

����� ���� 	� �
�� 
	��
��
 �
��� ��

 � 

����	�� �� ������

�� ����
 ����� �����

����
�� ��� U1 �
����
 
 ���
���⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU1 = MU1 +G(U) + F (x) x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω,

��	�� 
����� �
��
 ���

��� �� ����!��

H (x, U1) = MU1 +G(U) + F (x) � m = min

{
p+ 1

p
,
q + 1

q

}
.

��	�� 
����� ��	�"�#��� ��� U1 ∈ (W 2,r ∩H1
0 (Ω))

2
� �
"� 
 ������
"�
��

‖U1‖2,r ≤ C
(
‖F‖γr + ‖U1‖η2,m

)
,

��	�����	����	��

‖U1‖2,r ≤ C (‖F‖γr + ‖U1‖ηW ) , ������

�


 ��	��
	��� γ, η ≥ 1� $�
	�� � �
�� �� r > N � ��"
� ������
"�
��� ����%� � �������

��	�"�#���

‖U1‖C1
0 (Ω) ≤ ρ (‖F‖r) .

&�
 '�� ��
	�� 
 ������������ U = tΦ + u1 � 
 "����
��� |t| ≤ C ‖U1‖C1
0 (Ω)� �������

‖U‖C1
0 (Ω) ≤ ρ (‖F‖r) .

���� ������	
� 
� �
�������	

(
��� 
��

 ����	��


 � 
���"�
	�� �� �)���*	��
 �� ��"��+�� �


 � ������
 ������

��� �������� ���
����
 �� ���
����� �
 ���� ����� ������ ��	
 ���
� 
�� �
	
��


U = (u, v) ∈ (W 2,r(Ω) ∩H1
0 (Ω))

2
�
 ������� ������



������� ����	�
����
 ��

�� ����	
���
�� ����
 �������� �� 
����	�� ������ ����
 ��
���� ��� ���� 
���
��

U = (u, v) ∈ H �� 
�
���� ����� � 	�� ����	����� ��� �	���� 1� ���� ��	
��
 f � g

�����	�
 � 
���
�� �	�� � ��	��
�� ���!�� "�	
����� � ��	���� �
�� �� ���#���� ������

���� (u0, v0) ��� ��

���� 
���
��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δw = aw + bz + p(v+0 )

p−1z x ∈ Ω

−Δz = cw + az + q(u+
0 )

q−1w x ∈ Ω

w = z = 0 x ∈ ∂Ω.

������

$ 	�� ����	��������� � � �%����� �� �	���� 
�� ��	
���&	��� ��
 
����	��
 ��
������
'

��� ����� �
���� ε > 0 ��	 ���� ���� ���� m, k ∈ L∞� s ∈ R � t ∈ [0, 1] ��	 ��� m, k ≥ 0

������� m �= 0� k �= 0� ‖m‖∞ < ε� ‖k‖∞ < ε � 0 < s < ε� ����
 
 �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δw = aw + bz + tm(x)z + (1− t)sz x ∈ Ω

−Δz = cw + az + tk(x)w + (1− t)sw x ∈ Ω

w = z = 0 x ∈ ∂Ω,

����(�

�
���� �
����� �
	���
 ������	 w = z = 0�

���
�������
� )���������	�� �
�������
 � 
�
���� ����� 	� ����� ���������⎧⎪⎨⎪⎩−ΔW = MW +M(x)W x ∈ Ω

W = 0 x ∈ ∂Ω,

�� ���

M =

⎛⎝ a b

b a

⎞⎠ , M(x) =

⎛⎝ 0 tm(x) + (1− t)s

tk(x) + (1− t)s 0

⎞⎠ e W =

⎛⎝ w

z

⎞⎠ .

*���� ������	��� ��� �#
����� $

�����
 ��� �+�
��� 
���&	���
 �� ��	
��
 mn(x)

� kn(x), n ∈ N� ��� mn(x), kn(x) �≡ 0 � mn(x), kn(x) ≤ 1
n
� � ���#�� 
���&	���
 ��

	-����
 tn ∈ [0, 1] � sn ∈ (0, 1
n

]
��� ��� � 
�
���� ����(� ��

��� ���� ���� n� 
���
�� 	��

������� Wn = (wn, zn)� "�	
����� � 
���&	���

W̃n =
Wn

‖Wn‖2
.



������� ����	�
����
 ��

���� ���� n� 	
��
 ��
⎧⎪⎨⎪⎩−ΔW̃n = MW̃n +Mn(x)W̃n x ∈ Ω

W̃n = 0 x ∈ ∂Ω,

������

�
����� �� ��������
 ��	
����� W̃n ���� ������ 	

	
� ��	
��
∫
Ω

−ΔW̃n · W̃n =

∫
Ω

MW̃n · W̃n +

∫
Ω

Mn(x)W̃n · W̃n,

����
∥∥∥W̃n

∥∥∥
2
� ����	��� �

��	� ��


∥∥∥W̃n

∥∥∥ < C� ���� 
 �
	
 W̃ ∈ H 	�� ��
� W̃n ⇀ W̃


� H 
 	����� ��
 W̃n −→ W̃ 
� L2 × L2� !��� ��

�� �� 
�
	
�� ������� ��	
��


	����� ��
 ∫
Ω

−ΔW̃n ·Ψ =

∫
Ω

MW̃n ·Ψ+

∫
Ω

Mn(x)W̃n ·Ψ,

"��� 	��� ������ 	

	
 Ψ ∈ H� ��

���� � ����	
 �� ��������
 ��	
����� ������#��
 ��


W̃ � 
������ ����� �� 
�
	
�� ⎧⎪⎨⎪⎩−ΔW̃ = MW̃ x ∈ Ω

W̃ = 0 x ∈ ∂Ω,

"��	��	� W̃ = cΦ� "��� c ∈ R� $
��� �

��� W̃ 	
� 
���� �
� �
%���� 
 "��
��
 ��&
�

��
 "��� n 
�%��
�	
�
�	
 �����
 � �

�� ����	
�
 "��� W̃n�

��� ��	�� ����� �
���� Φ ���� ������ 	

	
� 	
��
 "��� ���� �∫
Ω

Mn(x)W̃n · Φ = 0

� ��
 � ��� ���	������� ��� � ��	� �
 W̃n 	
� 
���� �
%����� sn > 0 
 0 ≤ mn(x), kn(x) �≡
0�

��� ����� ���� 0 < s < λ2 − λ1 
���
� �
������� 
 �������� ��
�	��� �� ���
��	
� �
�

��������
 μ ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δw = μ(aw + bz + sz) x ∈ Ω

−Δz = μ(bw + az + sw) x ∈ Ω

w = z = 0 x ∈ ∂Ω.

����'�

����
 ������ �
����� �� ���
��	
� μ �
 �������	
 [0, 1]�



������� ����	�
����
 ��

���
���
���
� ������	 
�� �	 ����
�����	 {φn}n� ��� n ≥ 1� �� �������� ����������


����� ��� ��	� ���� � �	���� H1
0 (Ω)� ���� w � z ����� 	�� �	�����	 ���� ����������

������ ��	��	 ��������	� �	�� ��

w =
∑

γnφn � z =
∑

ηnφn.

�		�� ���� 
�� 
���� �� �� �������� �� ������	 
�� μ � �� ���� ���� �� !���"# 	�� �

	������ 	�� λn/μ � �� ���� ���� �� �����$

M̃ =

⎛⎝ a b+ s

b+ s a

⎞⎠
�	�� �� μ = λn

a+b+s
�� μ = λn

a−b−s
� ���� λ1 = a + b� ����	 
�� μ1 = λ1

λ1+s
� μ2 = λ2

λ1+s
�

%	���� � &��'��	� 0 < s < λ2 − λ1� ������(��	 
�� μ1 < 1 < μ2�

���
���
���
� ��������	
�� �� 
�����	 ������

���	����� � ��������� TF : C1
0(Ω)

2 −→ C1
0(Ω)

2 ��� 
��

TF (U) = (−Δ)−1 (MU +G(U) + F (x))

=
(
(−Δ)−1 (au+ bv + vp+ + f(x)) , (−Δ)−1 (bu+ av + uq

+ + g(x))
)
.

)��� 
�� TF � �� �������� �������� � ����(��� � TF (u, v) = (u, v) 	�� � 	������ 	��

U = (u, v) � 	������ �� �������� !���#� ���	����� F1 = (f1, g1) ���

f1 = −(γφ1)
p � g1 = −(γφ1)

q

�� 
�� γ > 0� ����� �		��� U0 = (u0, v0) = (γφ1, γφ1) � 	������ �� �������� !���# ����

F1� *� 
���� ���� G(U0) = −F1(x)� ��	���� 
��

AU0 +G(U0) + F1(x) = AU0 = γAΦ = −γΔΦ = −ΔU0.

���	����� � 	������� &�������� H : [0, 1]× C1
0(Ω)

2 −→ C1
0(Ω)

2 ���

H(τ, U) =
(
(I − (−Δ)−1) (MU +G(U) + (1− τ)F (x) + τF1(x))

)
.

)��� 
���

H(0, U) =
(
(I − (−Δ)−1)(MU +G(U) + F (x))

)
= I − TF



������� ����	�
����
 ��

�

H(1, U) =
(
(I − (−Δ)−1)(MU +G(U) + F1(x))

)
= I − TF1 .

���� ��		
� 	��
� �� �	�������� � ���
��� ���� ������ �
� �
�� 	
�
��
 ��⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = MU +G(U) + (1− τ)F (x) + τF1(x) x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω

� 
���
�������� �������� �� C1
0(Ω)

2� ����
 �		��� ���� R > 0 	
� ���������� �������

���
	 �
� H(τ, U) �= 0 ���� �
�
 (τ, U) ∈ [0, 1] × ∂BC1
0 (Ω)2(0, R)� ���
� �
�����
� �
�

� !
�
�
��� H � ����		"��� ���#� ��$��� � %�� � ���� ��
�������� �� ������&� �� �
�

!
�
�
��� �
 ���
 �
�
�'�� 
� ���
	 �
�

deg(I − TF , BC1
0 (Ω)2(0, R), 0) = deg(I − TF1 , BC1

0 (Ω)2(0, R), 0).

(����
	 γ 	
� ���������� ���
��
 ��� �
� 
 ���� ����� 	�#� ���� )��� ����

m(x) = pvp−1
+ � k(x) = quq−1

+

���� �
�� (u, v) 	
�
��
 ��*���)��� �� �����  
� F1 = (f1, g1)� ���� ���
 ����
 
 ����

����� ���� t = 1� 
*���
	 �
� (u, v) � ��
 ����������� ���� ��		
� 
 "��� � �� I − TF1

�
�� 	��  �� 
���
 ������	 �� !
�
�
��� ���� �� ����+� � ���� ������	� ��
 � ��	��� 	�

��
���� ������
 	� ������ ���� t = 0� ����	� � ��
� ����� ��� 	�	���
�� ��� ���� ��	���

� −1� ����� ��
 �
 !����
� �"�#��� $�������

deg(I − TF1 , BC1
0 (Ω)2(0, R), 0) =

∑
(−1) �= 0.

%��� ��� � ��
� ���
� � &���� ���� 	���
'�� �
 �"���� $��������

deg(I − TF , BC1
0 (Ω)2(0, R), 0) �= 0.



������� ����	�
����
 ��

���� �����	
��	��

���� Ω ∈ R
N �� 	
���

 ����� � �
�
��	
� �
� N ≥ 3� ���
� 	
����
� � �������
	�	�

	
 ����
��� �
����� �����
�
 ⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = H(x, U(x)) x ∈ Ω

U(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

������

�� ��� U(x) =

⎛⎝ u(x)

v(x)

⎞⎠ � H(x, U(x)) =

⎛⎝ h(x, u, v)

k(x, u, v)

⎞⎠� �� ��� !�� h, k : Ω×R×R −→

R �"
 �
������� � �#
���� F (x) = (f(x), g(x)) ∈ Lr(Ω)× Lr(Ω) � C > 0 ��
� ���

|H (x, U)| ≤ C (|F (x)|+ |U |s) ����$�

�
� 1 < s < 1 + 2q0
N

� �� ��� q0 ���% 	�&�
	
 � ����
�� � ����� r > N �

'
��
	��� U �
�� "
 ����� 	� ������ ��� ��� U ∈ W 2,m × W 2,m (Ω) �
� m < N/2�

���
� �
����� ��� U ∈ W 2,r ×W 2,r (Ω) � ��� �#
��� �
������� C > 0� ��� ���

‖U‖2,r ≤ C ‖F‖γr + C ‖U‖η ,

�
� γ, η ≥ 1

��(��
� ���� ���� m < N/2 � Ω �
�
��	
� ���� � ����
��� 
����"


W 2,m ×W 2,m (Ω) ↪→ Lσ × Lσ (Ω) ∀σ ∈
[
m,

Nm

N − 2m

]
. ����)�

���
� �
�
 �
 �������
 �����

�� ���
� ��
�
*�� 
 ��������
 	
 �
�
 (

������� +�,

�
���	
 q0 = Nm
N−2m

� 
�
�
��
� 
 ��
����
 �
� p1 = q0
s
� -
�� ���� ���� 	��
����	�	�

����$�� ���
� ∫
Ω

|H(x, U)|p1 ≤
∫
Ω

|F (x)|p1 + C

∫
Ω

|U |q0 . ����.�

� �����	� 
������� 	
 ��	
 	
��
�
 ��(��
� ��� &�
��� 	��
	
 � 
����"
 �����

�� -����

�
����
 ���
� 	��� 
� !�� � ����
��� �����
 � 
������(
�
	�	� 	
 ��
��
�� 
�������� �

��(��



������� ����	�
����
 ��

���� �� �� p1 > r ����� 	��
���
���
 r �� ����
 �� p1 � ����


∫
Ω

|H(x, U)|r ≤
∫
Ω

|F (x)|r + C

∫
Ω

|U |rs. ������

���� p1 = q0
s
> r ����
 ��� rs < q0� �

�� ���� ���

�� ������� 	��	�����
 ��� |H| ∈

Lr (Ω)� ����	���� � ���
��� � ���� �!����
 ��� u, v ∈ W 2,r ∩ H1
0 (Ω) � ���!"� ���

�#�
�� 	��
����� ��
���$� ��� ���

‖U‖2,r ≤ C ‖H‖r .

%
���� � ��
��������� ������� 
�
����

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖srs) ,

��$������ �
���� � ���

�� ������� 	��	�����


‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖U‖s2,m

)
.

���� �� �� p1 ≤ r ����� ����
 � �����
�!������� �� ��!�
 �
 �����
��
 �� ����&�� '���

|H| ∈ Lp1 (Ω)� (�$������� ����	���� � ���
��� � ���� �!����
 ��� u, v ∈ W 2,p1∩H1
0 (Ω)

� ���!"� ��� �#�
�� 	��
����� ��
���$� ��� ���

‖U‖2,p1 ≤ C ‖H‖p1 .

%
���� � ��
��������� ����&�� 
�
����

‖U‖2,p1 ≤ C
(
‖F‖p1 + ‖U‖sq0

)
,

��$������ �
���� � ���

�� ������� 	��	�����


‖U‖2,p1 ≤ C
(
‖F‖r + ‖U‖s2,m

)
. ������

���
� ����
 ��� �����
�
 �
)
 
����*+�
,

���� ��� �� 2p1 > N ����� ���� ���
���  ��� ������ ����
 ��� u, v ∈ C0,α 	�� α < 1�

-�
������ ������
 	��
���
�
 ��$������ r �� ����
 �� p1 �� ����&� � 	��	�����
 ���

|H| ∈ Lr (Ω)� ����	���� � ���
��� � ����� 
�
���� ��� |U | ∈ W 2,r(Ω) �

‖U‖2,r ≤ C ‖H‖r ,



������� ����	�
����
 ��

������ � �	�
�������	 
������ �	����� ��	

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖srs)
≤ C
(
‖F‖r + ‖U‖sC0(Ω)

)
.

���������

‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖U‖s2,p1

)
,

	 ������ � �	�
�������	� 
������ ���	���

‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖F‖sr + ‖U‖s22,m

)
.

���� ���� �	 2p1 = N 	���� �	�� �	��	�� 
�����


� ���	 � 
�	���� W 2,p1(Ω) ↪→ Lσ

���� ���� p1 < σ < ∞�  ����� 	��� 
�	���� ���� σ = rs� �	��� ��	 |U | ∈ Lrs� ����∫
Ω

|H(x, U)|r ≤
∫
Ω

|F (x)|r + C

∫
Ω

|U |rs < ∞, 
�����

��������� |H| ∈ Lr(Ω)� �	�� �	��	�� 
������ �	����� ��	 |U | ∈ W 2,r(Ω) 	

‖U‖2,r ≤ C ‖H‖r ,

������ � �	�
�������	 
������ �	����� ��	

‖U‖2,r ≤ C (‖F‖r + ‖U‖srs)
≤
(
‖F‖r + ‖U‖s2,p1

)
.

 ����� � �	�
�������	� 
������ ���	���

‖U‖2,r ≤ C
(
‖F‖r + ‖F‖sr + ‖U‖s22,m

)
.

���� ����� �	 2p1 > N 	���� ���
!���� � �	��	�� 
�����

� 	 !��!��
��� ��	 u, v ∈
Lq1(Ω)� 	� ��	 q1 =

Np1
N−2p1

� "��	 ��	�∫
Ω

|H(x, U)|q1/s ≤
∫
Ω

|F (x)|q1/s + C

∫
Ω

|U |q1 .

#���� ����� �	�	�
� � ���!	���� ����� !�� p2 = q1/s�



������� ����	�
����
 ��

����� �	
��� � ���

��� k �
�
� ���� ��	
� ���
��� pm 
 qm 
�� m = 1, ...k� 	��� ��


pm =
qm−1

s

 qm =

Npm
(N − 2pm)

.

��	
 ��
� � ���
�� �
 �	
����
� � ���	�� ��	� �� 
���	
 k > 0 	�� ��
 2pk > N �  


!�	�� 
��� s < 1 + 2q0
N
� 	
��� ��


p2
p1

=
q1
q0

=
N

Ns− 2.q0
>

N

N(1 + 2q0
N
)− 2.q0

= 1.

"��	��	��

p2
p1

= 1 + δ,

���� ��#�� δ > 0� $#���%

p3
p2

=
q2
q1

=
p2
p1

(
N − 2p1
N − 2p2

)
>

p2
p1

= 1 + δ.

�
 ���
 �
 
��
��� ��
 p3 > p2(1 + δ)� &�� p2 = (1 + δ)p1 ���	��	� p3 > (1 + δ)2p1�

�	
����� � ���

��� 	
���

pk > (1 + δ)k−1p1.

'�#�� ���� ��#�� k ���
�
�	
�
�	
 #����
 	
��� 2pk > N � "��	��	�� � ���
�� �


�	
����
� � ���	��

(
��� ������ 
��
��)��� ��
 U ∈ W 2,r(Ω)×W 2,r(Ω) 
 ��


‖U‖2,r ≤ C ‖F‖γr + C ‖U‖η ,


�� γ, η ≥ 1�



�������� 	

�������� 	
�����
�
��

����� �����	
� ��
�� ����	��� � ����
	��
����� �� ���	���� ����
�
� ������
�����⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2 u = λ2
1u+ up

+ + f(x) x ∈ Ω

u = Δu = 0 x ∈ ∂Ω,

�����

�
 �	� Ω � 	
 ��
���� �	��� 
�
����� �� R
N � ��
 N > 5� �  	�!"� f ∈ Lr(Ω)� ��


r > N/3� #��������
�� ��
��
 λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λn ≤ ... �� �	����
���� ��

(−Δ, H1
0 (Ω)) � φ1, φ2, ..., φn, ... �� ��������������� �	�� 	�!$��� #��������
�� � ���
����

�	�� 	�!"� φ1 ��������� ��
 ���
� �
 L2(Ω) ���
�
�%��� ��	�
 � 1� &�����
�� � ����!�

H = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)�

'�
�� �����
��� ��
 � 
��
� ���������� ��� �����	
�� ����������� �	������ 	
� �����


����� � ������ ���� ��������� ��
	!$�� �� ����� � ���������
���� � �(���)���� �� ��
	!$��

	����� � ������ �� ���	 ����
*�����

���� �����	
 ��

��	��

 
���
 � ��
�	���

����	�������

����� ��!"� ��
�� ���������� �
�	
�� �������!$�� � ���	
����� ����� � �������� ���

���
������ #�������� � ����
�
� 
�����⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2 u = f(x) x ∈ Ω

u = Δu = 0 x ∈ ∂Ω,

���+�

��
 f ∈ L2(Ω)� � �����!"� ��  �������� ���
� � ����
����� �����!"� �� ������� ,����


�� �	� 	
� ��
	!"�  ���� ���� � ����
�
� ���+� � 	
�  	�!"� u ∈ H = H1
0 (Ω)∩H2(Ω)

�-



��������	�
� ��

��� ��� 	�
� ���� v ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)
∫

Ω

(ΔuΔv − fv) = 0,

���� �����
 �� ∂Ω � �� ������ C2 ����� ������ ��� ����� ������� �
��� �� ������

�������
� ������ � 	
������ �� ��������
 �� Δ2 ��� � �������� �� �
�����
� ��

 ����
 ⎧⎪⎨⎪⎩Δ2u = μu x ∈ Ω

u = Δu = 0 x ∈ ∂Ω,

�����

��!���� ��� μ � �� ��������
 �� Δ2 �� ������ u ∈ H ������� �
��� �� 	
������ ������ "�

��������
�� �� Δ2 ��
��� ��� ����#���� 0 < μ1 < μ2 ≤ ... � ������ ���� �
����
��� ��

H ��
���� 	�
 ��������$�� ���������� � (μn)� %��� �����
 	�
� � ���� �� �
�����
� ���

�������� ��  ����

 �� ��������$�� ���������� �� �	�
���
 Δ2 ��� �� ������ �� �	�
���


&�	��������

�������
� � 	
������ �� ��������
 ���������� � �	�
���
 ��'(�
�)���� ��� 	��� �

�������� �� �
�����
� ��  ����
*⎧⎪⎨⎪⎩Δ2u = μm(x)u x ∈ Ω

u = Δu = 0 x ∈ ∂Ω,

���+�

�� ���
 � 	��� m(x) ∈ L∞(Ω) � ��� ������ ��� ��,����� � ��� �
������ -������ ���

�� ��������
�� μ ��
��� ��� ����#���� 0 < μ1(m) < μ2(m) ≤ ...
 ���� �����
 	������

��
����
�!���� ��
��������

1

μk(m)
= sup

Fk

inf

{∫
Ω

mu2; u ∈ Fk �
∫
Ω

|Δu|2 = 1

}
���.�

�� ��� Fk ��
�� ���
� ����� �� �����	���� /'������������ �� H� 0���� ����
�
 ��� �

�������������� ���
��� ��� ��������
�� ���� ��
 � ������� ��
 � ��

��	������� ����������

�������! � 1
���2	�� �� ����������� 3����� % ������� ≤�= ��,��4�� � ����,������� ����	�

5��������� ��� � ����,������� ���
��� �� �� ���5���� �� ������ 	��������

��� ������	
��� �
��� m� m̃ �
��� 
�� m ≤�= m̃ 
 �
�� j ∈ Z0� �
 � ������	���

����
���� � μj(m) �������� � ���	
���� �� ��	��	����� �	�
�� �
�� �
 	���� ��!� 
	���

μj(m) > μj(m̃)�



��������	�
� ��

�
��	�������� ���� � ���	��� �� 
��
� � �������� ������ Fj ∈ H �� �������� j� ��� ���

1

μj(m)
= inf

{∫
Ω

mu2; u ∈ Fj �
∫
Ω

|Δu|2 = 1

}
. 
����

������� u ∈ Fj� ���
∫
Ω
|Δu|2 = 1� ����� ���� �� u ������ �  �!�� �� 
���� �� ���� "�

#	����	� ����� u � � ����$��%�� ��������� � μj(m)� � ����� #��� &	 ���#�� �� ��������%��

'����� �����

1

μj(m)
=

∫
Ω

mu2 <

∫
Ω

m̃u2.

"� ������� �����

1

μj(m)
<

∫
Ω

mu2 ≤
∫
Ω

m̃u2.

�� ��(�� �� ������ �����

1

μj(m)
<

∫
Ω

m̃u2. 
��)�

*����� �	�������� �� ���#������� #������ ��+�	 ���

1

μj(m)
< inf

{∫
Ω

m̃u2; u ∈ Fj �
∫
Ω

|Δu|2 = 1

}
.

&�	������

1

μj(m)
<

1

μj(m̃)
.

&����	��	����� ,���� �����+�	 � �������� $����

��� ������	� �
�� u ������� �
 ��� 
�� |m(x)| < M � �
 � 
�	��	�� E = {x ∈ Ω; u (x) = 0}
�
� �
���� �������� 
	��� u � ��
	��
��
	�
 	��� 
� Ω� �� �
��� � ������� u ������� �

���	
!��� �� 
�	��	����� "	�
��

�
��	�������� -�.� ������	�%�� �� /01�



��������	�
� ��

���� �����	��
	 	 ���
��

����� ���	
 ���
� �
�������� ��� ���������� � 
��
�� 
��� 

������� �
������ �
 
�
�

����� ������

��� �������� ��	
�����

max

{
1,

4

N − 4

}
< p <

N + 1

N − 3
�����

� � ��	��� f ∈ Lr(Ω) 
�� r > N
3
� ��� ���∫

Ω

f(x)φ1 < 0. �����

�	��� ���� ��

���� 
������ u ∈ H �� ����� 
���
���

‖u‖C1
0 (Ω̄) ≤ ρ(‖f‖r), ������

�	�� ρ : R+ → R
+ � ��� ��	��� 
��

�	�� ����	��	�� �� p � Ω � ��� ��� ρ(0) = 0�

����	
������� �� � u ∈ H �
���	
 !��"� �
 
�
����� ������ #����
��"���
 ����� 

� φ1

� ����$����
% ���
� ∫
Ω

(−Δu)2φ1 =

∫
Ω

λ2
1uφ1 +

∫
Ω

up
+φ1 +

∫
Ω

fφ1,

�
$
% ∫
Ω

up
+φ1 = −

∫
Ω

fφ1 ≤ C ‖f‖r . ������

&
���
� ��"
�

� u = tφ1 + u1 "
� u1 
��
$
��� � φ1 �� H1
0 (Ω) � "
���'����������

����(� �� L2(Ω)� #����
��"���
 ���� ��"
�

���	
 

� φ1 � ����$����
% 
����
�∫
Ω

uφ1 = t

∫
Ω

φ2
1 +

∫
Ω

uφ1,



�����
%

t = C

∫
Ω

uφ1 = C

∫
Ω

(u+ − u−)φ1 ≤ C

(∫
Ω

up
+φ1

)1/p

,



��������	�
� ��

���� ���	
������� �
����� ����������

t ≤ C ‖f‖1/pr . �
����

���� ��� �� t > 0 ����� ����������� ��� ���	���	�� ���� |t|� ����� ���� ����� ������

������ ��� ���	���	�� ���� u1� ����� ���	�� ����� �	�	�	� � ������������ �� ����

������ 

���� �� t ≥ 0� !���� ��	��	������� ��������� ��� �	�	����� ���� u1 �� ������

W 4, p+1
p (Ω)� ���� ���� u1 ���	�"�# � 	
������� ∫

Ω

(−Δ)2 u1 =

∫
Ω

λ2
1u1 +

∫
Ω

up
+ +

∫
Ω

f(x),

�������� � ����� L
p+1
p �� ��$�� �� ����� �� 	
������� �����	��� �����∫

Ω

∣∣(−Δ)2 u1 − λ2
1u1

∣∣ p+1
p ≤

∫
Ω

up+1
+ +

∫
Ω

|f(x)| p+1
p . �
��
�

!���� ���	��� ���� 	���
��� �� ���� �	��	�� �� ���	
������� �����	��� %������ ��������

� ��	��	�� 	���
��� �� ���� �	��	�� �� "����∫
Ω

up+1
+ =

∫
Ω

upα
+ φα

1φ
−α
1 u

p(1−α)+1
+

���� 0 < α < 1 � ��� ������	���� ������	�������� &��	����� � ���	
������� �� Hölder

'��������� ��� � ���	
������� �
����� �$�����

∫
Ω

up+1
+ ≤

(∫
Ω

up
+φ1

)α
⎛⎝∫

Ω

u
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

≤ ‖f‖αr

⎛⎝∫
Ω

u
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

�
����

%��� (	�)���� ��$�� p ����� ��� p+1
p

< N
4

� ��*� �	���� ���� r > N/3 ���������� ���

p+1
p

1
r
< 1� &��	����� � ���	
������� �� +,����� �$�����

∫
Ω

|f(x)| p+1
p ≤ C

(∫
Ω

|f(x)|r
) p+1

p
1
r

= C ‖f(x)‖
p+1
p

r . �
��-�



��������	�
� ��

���������	
� ��
��� � ��
��� �� ��
���� �������

∫
Ω

∣∣(−Δ)2 u1 − λ2
1u1

∣∣ p+1
p ≤ ‖f‖αr

⎛⎝∫
Ω

u
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r ,

���� ��

∥∥(−Δ)2 u1 − λ2
1u1

∥∥ p+1
p

p+1
p

≤ ‖f(x)‖αr

⎛⎝∫
Ω

u
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r . ��
���

����� ����� ������� � �	������

I =

⎛⎝∫
Ω

u
p+ 1

1−α

+

φ
α

1−α

1

⎞⎠1−α

,

���� ����� ����� ���� � ��������� ��
���
  ��� !��� ��
���� ��"����� � �	������ I 
�

�����	�� #����

I =

∥∥∥∥u+

φτ
1

∥∥∥∥p(1−α)+1

t

,

�� !���

t = p+
1

1− α
� τt =

α

1− α
. ��
�$�

%�&	����

L =
p

p+ 1
− 4

N
.

'��	
� � ��
� ��!���
� 
� 
�������
�
� ��
(� ������� !�� L > 0
 )��� ����� !��

1 < p+1
p

< N
4

 *����	��� ����� ���� � ��������� ��
��� "�	��
���	
� s = p+1

p
� m = 2


+��� 
����� ���� !�� ��
�� �� ,��-����� 
���� ��.�� �����#������ ����� �	"�	���� α ∈ (0, 1)

��� !��

1

t
=

1

s
− 4− τ

N
. ��
�(�

%�� �����
�
�� ��
�$� � ��
�(� ��
���� 
������	�� �� ������� 
� α� τ � t �� #�	/0�


� N � p1

α =
N −NL−NLp

1 +N − pLN
, τ =

N −NL−NLp

1 +N + p
, t =

1 +N + p

1 +NL
. ��
�2�



��������	�
� ��

��� ����� �	
���� �
	 �	�� ��
�
 �����	� ��� α ∈ (0, 1) � τ ∈ [0, 1]� ���� ���

N(1− L− Lp) > 0 ⇔ p <
N + 4

N − 4

� �� �	�� p �	����	� ���	 
������� ������ 	 �������� ���� � !�	��� 	� ����� 1+N − pLN "

���	����� ��
	 �������� ���� ��#�� p" $ ���
����� �����	� ��� N + 1 > NLN+1
N−3

�	�	


��

��� ��� 1+N−pLN > 0� % N+1 > NLN+1
N−3

��" � ������� ��" p > −(N+1)� &����

	����" � �����	��� � � �������	��� �	��� �	 �'������� �	�	 α ��	��� �	 �'������� ��

τ " ��� ���������� (	�	 ��� ��� α, τ ≤ 1 #	��	 ��#������� 	� �'�����)�� �	�	� ��� ���*+ �

��
���
�
	� 
���	���

%���" 	�
�
	��� � ����
���� �,�** �� " ����� ���

I ≤ ‖u‖p(1−α)+1

4, p+1
p

.

(���	���" 	 ����-�	
�	�� ���*. �
	 �	 ��-����� ����	/∥∥(−Δ)2 u1 − λ2
1u1

∥∥ p+1
p

p+1
p

≤ ‖f(x)‖αr ‖u‖p(1−α)+1

4, p+1
p

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r . ���01 

2���	��� ��� � ����	��� (−Δ)2 − λ2
1Id : W

4, p+1
p∗ (Ω) −→ L

p+ 1
1−α∗ (Ω) $ �� ����������"

�� ���

W
4, p+1

p∗ (Ω) = {u ∈ W 4, p+1
p (Ω);

∫
Ω

uφ1 = 0}

�

L
p+ 1

1−α∗ (Ω) = {u ∈ Lp+ 1
1−α (Ω);

∫
Ω

uφ1 = 0}.

3� �	��" 	 ��4������	�� ��
���� �� �	�� ���

v ∈ ker{(−Δ)2 − λ2
1Id} ⇔

∫
Ω

vφ1 �= 0


�-� ker{(−Δ)2 − λ2
1Id} = {0}" 4� 	 ��#��4������	�� $ 
������5�
�	 �	 2
����	���	 ��

6�����
�� &���� 	����" �'���� 
����	��� c > 0 �	
 ���

‖u1‖4, p+1
p

≤ c
∥∥(−Δ)2 u1 − λ2

1u1

∥∥
p+1
p

;

� 4���	����� 
�� ���01 " ����
�	 ���

‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ ‖f(x)‖αr ‖u‖p(1−α)+1

W
4,

p+1
p

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r .



��������	�
� ��

������ � �	
�����
��� u = tφ1 + u1� 
��
������ ��	

‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ ‖f(x)‖αr
(
|t| ‖φ1‖+ ‖u1‖

W
4,

p+1
p

)p(1−α)+1

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r

≤ ‖f‖α+
P (1−α)+1

p
r + ‖f(x)‖αr ‖u1‖p(1−α)+1

W
4,

p+1
p

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r . ������

���	 ��	� �	 ��������� ��	

[p (1− α) + 1]
p

p+ 1
< 1

	���� � 
��
����� ������ �	��	 ���

���� � �	�
�������	 �	  ���� �� �	�
�������	 �������

!	 "����

[p (1− α) + 1]
p

p+ 1
< 1 ⇔ p2(N − 3)− 4p− (N + 1) < 0.

#�� �	�
�������	 $ %	����	
�� �	� 	 ���	��	 �	�

−1 < p <
N + 1

N − 3
.

���	 ��	� �	�� &
�'�	�	 ���(� 	������ 	� ��� �
������� )�������� �	�� �	�
�������	 �	

*����� ����

1

θ
= [p (1− α) + 1]

p

p+ 1

	 θ′ > 1 ��� ��	 1
θ
+ 1

θ′ = 1� �+�	���

‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ ‖f‖α+
P (1−α)+1

p
r +

1

θ
‖u1‖

p+1
p

W
4,

p+1
p

+
C

θ′
‖f(x)‖αθ′r + ‖f(x)‖

p+1
p

r .

)��������

‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ C

(
‖f‖α+

P (1−α)+1
p

r + ‖f(x)‖αθ′r + ‖f(x)‖
p+1
p

r

)
.

��%��	��	 ������ � �	
�����
��� u = tφ1 + u1� �	�����

‖u‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ C

(
‖f‖α+

P (1−α)+1
p

r + ‖f(x)‖αθ′r + ‖f(x)‖
p+1
p

r + ‖f‖1/pr

)
. ������

,�
�������� ���
� ��� 	��
���
%� ���� u �� 	����� W 4, p+1
p (Ω) 	 ����� �+-	�
%� .���

$ 	�
������ ��� 	��
���
%� 	� C1
0(Ω)� /+�	�%���� ��	� 
��� r > N/3 �	��� ��	



��������	�
� ��

W 4,r(Ω) ↪→ C1
0(Ω)� ���� ��	
� ��
��
�����	 ��� ����
���� �� W 4,r(Ω)� ���� �		�� �
����

����	 � ����� ��� 
������

h(x, u) = λ2
1u+ up

+ + f(x), m =
p+ 1

p
� η = p.

���� m = p+1
p


���	 ��� � 
������� 1 < η < 1+ 4q0
N

� ���������
� � 
������� 1 < p < N+4
N−4

��� � ���������� ������ � ��� 
�	� 	���� p ���� �� !��"#� ���
��
�� �����
���	 ���

u ∈ W 4,r(Ω) � ��� �$�	
� 
��	
��
� C > 0� 
�� ���

‖u‖4,r ≤ C

(
‖u‖γ

4, p+1
p

+ ‖f‖ξr
)


�� γ, ξ ≥ 1� %	���� � ��	��������� !��&&#� ��	��
� ���

‖u‖4,r ≤ ρ(‖f‖r).

'��� r > N/3 
���	 ��� W 4,r(Ω) ↪→ C1(Ω)� ���
��
�

‖u‖C1
0 (Ω) ≤ ρ(‖f‖r).

���� �� t < 0� ���� ����
(��� �� )*$��� �� +��, 	�����	 ��� � �������� ��
�,�����

φ1 > 0 	� ��
��
�� �� ��
����� �� �� 
��� �� ,���-�	 ��	�
���	 �� �	���� C1
0(Ω)� .�
��

�$�	
� ε > 0 
�� ���

w ∈ BC1
0 (Ω)(φ1, ε) ⇒ w > 0 �� Ω �

∂w

∂η
< 0 �� ∂Ω,

�� ��� η ����
� � ��
�� �$
����� ������ � ,���
���� �� Ω� /�0����	 ε0 � 	������	 ��


��	 ε1	 � ����������	 ��� u 	������ �� !��2# ��� 
��� u1 ���
��
�� � C1
0(Ω)� ������	

�	
����� u = t(φ1 + u1/t) � 30�����	 ��� −u1/t /∈ BC1
0 (Ω)(0, ε0)� ���	� 
�	� 
��
�*����


��(���	 ���

u

t
= φ1 − (−u1

t
) ∈ BC1

0 (Ω)(φ1, ε0)

� ��� � ��� 
��
�������� 4� ��� u+ �= 0 � t < 0� ����� �		��� ��	��
�

|t| ≤ 1

ε0
‖u1‖C1

0 (Ω) .



��������	�
� ��

������	
� ���
� �	
�	
����� ��� ����
���� ���� ‖u1‖C1
0 (Ω)� ���� ��� � 	�
����
	�	�

������ �������� ���	�	���� � ����� ��

� ��
�� u+ ≤ u1� ����
∥∥(−Δ)2 u1 − λ2
1u1

∥∥ p+1
p

p+1
p

≤ ‖f(x)‖αr
∥∥∥∥u1

φτ
1

∥∥∥∥p(1−α)+1

L
p+ 1

1−α

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r

��
������ � ����
���� ������ ���� ���������� ��� � 	�
����
	�	� ������� ������
∥∥(−Δ)2 u1 − λ2
1u1

∥∥ p+1
p

p+1
p

≤ ‖f(x)‖αr ‖u1‖p(1−α)+1

4, p+1
p

+ ‖f(x)‖
p+1
p

r .

���� � �
���� 
�� 	�	� �� ��
� �������� ����!� ����"��� ���	�	����� ���
����


‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ C ‖f(x)‖αr ‖u1‖p(1−α)+1

4, p+1
p

+ C ‖f(x)‖
p+1
p

r .

���� �� ��
� ��������� ��
�����
 � 	�
����
	�	� 	� #����� � ������


‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ C

θ′
‖f(x)‖αθ′r +

1

θ
‖u1‖

p+1
p

4, p+1
p

+ C ‖f(x)‖
p+1
p

r

�
�� !�

‖u1‖
p+1
p

4, p+1
p

≤ C

(
‖f(x)‖αθ′r + ‖f(x)‖

p+1
p

r

)
. ������

���� u1 ! 
�
�$%� 	� 
�����⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2 u1 = λ2
1u1 + up

+ + f(x) x ∈ Ω

u1 = Δu1 = 0 x ∈ ∂Ω,

����
 �
�� � ��������� 	� ����
���� 	�	� �� 
�$%� ��& ���� �

� 
�
����� '��
��� ��

��
� ��������� ������


h(x, u) = λ2
1u1 + up

+ + f(x), η = p � m =
p+ 1

p
.

(��	� �

��� ����
�"��
 ��� u1 ∈ W 4,r(Ω) � �)�
�� ���
����� C > 0� ��
 ���

‖u‖4,r ≤ C

(
‖u‖γ

4, p+1
p

+ ‖f‖ξr
)
,

��� γ, ξ ≥ 1� *
��	� � 	�
����
	�	� ������� ��
�
��

‖u‖4,r ≤ ρ(‖f‖r).

���� r > N/3 ����
 ��� W 4,r(Ω) ↪→ C1(Ω)� +�������

‖u‖C1
0 (Ω) ≤ ρ(‖f‖r).



��������	�
� ��

���� ������	
� 
� �
�������	

����� ���	
 ���
� �
��
�
 
 �������� 
�������
 �� ���������� �� �
���	
 ��
� 
 �

�

����� ������

��� ������	� �

�����
 �
 ��
��
 ������
� �� ������� ���� �	��� ���
�� ���� ��	�


��� 
������ ���� � �������� ����� �� W 4,r ∩W 2,r
0 (Ω)�

���
� ������������ ���

�� �
 � �������� !

�����	
 �
 �

����� ������ "�#� Tf :

C1
0(Ω̄) −→ C1

0(Ω̄) � �������	
 ��� $��

Tf (u) =
(
Δ2
)−1 (

λ2
1u+ up

+ + f
)
.

% 
��
��

 Tf & �
�����
 �
��'��
 � Tf (u) = u( �� � �
����� ��( u & �
���	
 �
 �

�����

������ )�
� ���
���
�
 
 *�

��� �� ���������� ���
� ���
 � �������� )

�
���	
�

��
 �����
����� ���
�� ε > 0 � R0 > 0 ��� ���� ���� ����  �	��� f ∈ Lr 
���
 �!�	��

� ������
� "��#$ 
�� ‖f‖r < ε � ��� ��� � �������� "��%$ ��	�� ���� ��	�
 ��� 
�������

&��� ���

deg
(
Id− Tf , BC1

0 (Ω̄)(0, R), 0
)
�= 0

���� ���� R > R0�

'���	
������� "�#� ρ � !���	
 ���� ���
 *�

��� ���( �
�
 ρ & �
������� �
�����
�

ε < 1( ��� $��( ρ(ε) <
(

λ2
2−λ2

1

p

) 1
p−1

� "�#� f ∈ Lr( �
� ‖f‖r ≤ ε � �����!� ���
 � +��,����

���-�� .
 *�

��� ��� �
�� �
���	
 u0 �� �����( ��
� ��� f ( �����!� 

‖u0‖C1
0
≤ ρ (‖f‖r) ≤ ρ (ε) <

(
λ2
2 − λ2

1

p

) 1
p−1

. ���/��

0����
� ���
 
 �

����� ����� ��
� � �
���	
 u0( ���
�⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2 v =
[
λ2
1 + p

(
u+
0

)p−1
]
v x ∈ Ω

v = Δv = 0 x ∈ ∂Ω.

���/1�

�
�� $��(

λ2
1 < λ2

1 + p
(
u+
0

)p−1
< λ2

2, ���/2�



��������	�
� ��

�� ����	 � 
��
���� ������������ � ������	 �� � ������� ����� �� ������������ ������	 
���

‖u0‖C1
0
:= max

x∈Ω̄
|u0(x)|+max

x∈Ω̄
|∇u0(x)| <

(
λ2
2 − λ2

1

p

) 1
p−1

,

����

|u0(x)| <
(
λ2
2 − λ2

1

p

) 1
p−1

,


�������

u+
0 <

(
λ2
2 − λ2

1

p

) 1
p−1

⇒ λ2
1 + p

(
u+
0

)p−1
< λ2

2.

������
�� 
�� μ1(g) < μ2(g) ≤ ... �� ����������� �� 
�����
� ��
 
���⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2 v = μg(x)v x ∈ Ω

v = Δv = 0 x ∈ ∂Ω.

������

 ��� !��	 
��� g(x) = λ2
1 + p

(
u+
0

)p−1
����
�� � �������"�#$� ����%�	 � �� ����&� ����

!�� λ2
1 < g(x) < λ2

2� '���� ����
 |g(x)| � ��
����� � 
��� (����
� ���	 ������)
�� !��
�� �������#*�� ���������� �� 
�����
� ������ �������" � +����)
�� �� ��������#$� ,�����

'���� ����
 
��� +��
���#$� ���-�	 ��
�� !��

μ1(g) < μ1(λ
2
1) = 1 = μ2(λ

2
2) < μ2(g).

+������� � ,���� ����#$� 
��� � �������"�#$� ����%� � u0 ≡ 0 ���� u0 � ����#$� �$� ����.

������ �� ���-�� +�������	 ���� ��
��
 (����
� ���/�	 ��
�� !��

deg
(
Id− Tf , BC1

0 (Ω̄)(0, R), 0
)
=
∑

(−1)1 �= 0.

�
��	�������� ��������	
�� �� 
�����	 ������

0�
�� �����1�� f1 = −(tφ1)
p ��
 0 < t <

(
ε

‖φp
1‖r

)1/p

�  ��� !�� ‖f1‖r < ε � !�� u = tφ1

� ����#$� �� ���-� 
��� f1� 2���	 ��� +��
���#$� ��%	 ��
�� !��

deg
(
Id− Tf1 , BC1

0 (Ω̄)(0, R), 0
)
�= 0



��������	�
� ��

���� R ���	
��
����
� ������� ����
������� � ����
��
� H : [0, 1]× C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω)


�� ���

H (τ, u) =
(
I − (Δ2

)−1
) (

λ2
1u+ uP

+ + (1− τ) f + τf1
)
.

��
� ���� H (τ, u) = 0 ��� � �����
� ��� u � ������� ��⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2u = λ2
1u+ up

+ + (1− τ) f + τf1 �� Ω,

u = 0 �� ∂Ω

����� 

! ��

��

"� � ��
��
 ���� �� #������ ��� ��� �����
� ��� 
��� ������� �� ���$����

��
��
�� � ��
%�������
� �
�

��� �� C1
0(Ω)� ���� �
����� R1 := ρ(max{‖f‖r , ‖f1‖r)�

&���� ���
�� 	��	��
���� ��� H(τ, u) �= 0 ���� 
��� u ∈ ∂BC1
0
(0, R1)� 
�
� �� H �

���
��'"�� � ���
��
�

deg(H(0, τ), BC1
0 (Ω)(0, R1), 0) = deg(H(1, τ), BC1

0 (Ω)(0, R1), 0). ����( 

)��
��
� $��
� 
������� R ���	
��
����
� ������� 
�� ��� R > max{R0, R1} � 	��	��
*

��� ���

deg(Id− Tf , BC1
0 (Ω)(0, R), 0) = deg(Id− Tf1 , BC1

0 (Ω)(0, R), 0) �= 0. ����� 

)��
��
�� deg(Id − Tf , BC1
0 (Ω)(0, R), 0) �= 0 � �����

��� � �+
�
,�	
� �� ������� ���� �

���$���� ���- �

���� �����	
��	��

���
� ����� "���� �
�	�

� � �������
���� �� ���$���� ��'�

	� ���- .⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)2u = h(x, u) �� Ω,

u = Δu = 0 �� ∂Ω

�� ��� Ω ⊂ R
N 	�� N > 5� ! %����� h : Ω × R × R −→ R � 	��
'��� � �+
�
��

f(x) ∈ Lr(Ω) � C > 0 
�� ���

|h(x, u)| ≤ C (|u|η + |f(x)|) . ����- 



��������	�
� ��

��� r > N � 1 < η < 1 + 4q0
N

� �� �	� q0 
��� 
����
� � 
��	���

����
 ��
���� �	�� 
� u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) � 
��	��� ����� 
� ��� � u ∈ W 4,m(Ω) ���

m < N/4 ����� u ∈ W 4,r(Ω) ∩W 2,r
0 (Ω) � ���
�� ���
����� C > 0� ��� �	�

‖u‖4,r ≤ C
(
‖u‖γ4,m + ‖f‖ξr

)
,

��� γ, ξ > 1�

���� m < N/4 �����

W 4,m (Ω) ↪→ Lσ (Ω) ∀σ ∈
[
m,

Nm

N − 4m

]
. ����� 

!������
 q0 =
Nm

N−4m
�

����
 ������� � "����

� ��� p1 :=
q0
η
� #��� �	�� 
� ���
���� ����� � ����
∫

Ω

|h(x)|p1 ≤
∫
Ω

|u|q0 +
∫
Ω

|f |p1 ,

� "������� ������� 
� ��
� 
������ � ����� 
�$�
� � ����
�� ����� � %��� �����	����
 �	�

h ∈ Lp1 ��
�� �����
�� 
� f ∈ Lp1 � %��� �

� ����
 �	� ������ 
��
 ��
�
�

���� �� &� p1 > r ����� ���
�
�����
 r �� �	��� 
� p1 � ����
∫
Ω

|h(x)|r ≤
∫
Ω

|u|rη +
∫
Ω

|f |r, ����� 

���� f ∈ Lr � 
��	�
� �������� � ������ ���� 
�

��

p1 > r ⇒ q0
η

> r ⇒ rη < q0

�

rs > r > N > m

�	 
�'�� m < rη < q0� "��� ����
�� ����� �����	�(
� �	� u ∈ Lrη� )

��� 
� ����� �

�����	*��
 �	� h ∈ Lr� )"�����
� � +������ ,��� �-����
 �	� u ∈ W 4,r ∩ W 2,r
0 (Ω)�

���� 
�

�� ���
�� C > 0� ��� �	��

‖u‖4,r ≤ C ‖h‖r .



��������	�
� ��

������	
� ���	
� � 
�������
�
� ������� �����
�

‖u‖4,r ≤ C ‖u‖ηηr + ‖f‖r
≤ ‖u‖η4,m + ‖f‖r .

���� �� �� p1 ≤ r �	
��

∫
Ω

|h(x)|p1 ≤
∫
Ω

|u|q0 +
∫
Ω

|f |p1 < ∞,

�� ����� h ∈ Lp1 � ���	
� � ������� ���� ��
���� ��� u ∈ W 4,p1 ∩ W 2,p1
0 (Ω) � � ��
�

!�	�
�	
� C > 0� 
�� ����

‖u‖4,p1 ≤ C ‖h‖p1 ,

�����

‖u‖p14,p1 ≤ C

(∫
Ω

|u|q0 +
∫
Ω

|f |p1
)

= C
(
‖u‖q0q0 + ‖f‖p1p1

)
.

"��
�	
��

‖u‖4,p1 ≤ C
(
‖u‖ηq0 + ‖f‖p1

)
.

#�����	
� ��� p1 ≤ r � � ������� ������� !�	!��$��� ���

‖u‖4,p1 ≤ C
(
‖u‖η4,m + ‖f‖r

)
. ����%�

&���� 
���� 
�'� ��
��()�� *��� �	������+

���� ��� �� 4p1 > N �	
�� *��� ������� ���� ������ 
���� ��� u ∈ C0,α !�� α < 1�

"��
�	
�� ∫
Ω

|h(x)|r ≤
∫
Ω

|u|ηr +
∫
Ω

|f |r < ∞,

�� ����� h ∈ Lr � 	�����	
� *��� ������� ����� !�	!��$��� ��� u ∈ W 4,r ∩ W 2,r
0 (Ω) �

� ��
� !�	�
�	
� C > 0� 
�� ����

‖u‖4,r ≤ C ‖u‖ηηr + ‖f‖r
≤ C ‖u‖pC0,1 + ‖f‖r



��������	�
� ��

�����

‖u‖4,r ≤ C ‖u‖η4,p1 + ‖f‖r

� ��	�
���� �

��� 
 ��
���
��
�� ������� 	�
���


‖u‖4,r ≤ C
(
‖u‖η4,m + ‖f‖r

)η
+ ‖f‖r .

���������
 ��

� �

� ��� u ∈ W 4,r ∩W 2,r
0 (Ω) � ���
�� ���
�
��� C > 0� �
� ���

‖u‖4,r ≤ C
(
‖u‖η24,m + ‖f‖ηr

)
.

���� ���� �� 4p1 = N ����� ���� ���	��
 ���� ����� !
�� 
 ���	
�� W 4,p1(Ω) ↪→ Lσ

�
	
 ���� p1 < σ < ∞� "

��� �
�
 ���	
�� �
	
 σ = rs� ����
 ��� |u| ∈ Lrη� ����∫
Ω

|h|r ≤
∫
Ω

|f(x)|r + C

∫
Ω

|u|rη < ∞, ������

��	�
���� h ∈ Lr(Ω)� #��� ���	��
 ������� 	�
���
 ��� u ∈ W 4,r(Ω) �

‖u‖4,r ≤ C ‖h‖r ,

�

��� 
 ��
���
��
�� ������� 	�
���
 ���

‖u‖4,r ≤ C
(
‖f‖r + ‖u‖srη

)
≤
(
‖f‖r + ‖u‖η4,p1

)
.

"

��� 
 ��
���
��
��� ������� �$����


‖u‖4,r ≤ C
(
‖u‖sη24,m + ‖f‖ηr

)
���� ����� �� 4p1 < N ����� ���� ���	��
 ��� ���� ����
 ��� W 4,p1(Ω) ↪→ Lq1 �
	


q1 =
Np1

N−4p1
� 	�������
 � �	���

� �
	
 p2 =

q1
p
.

%��� ���� � �&��	� �� ���	
'(�
 ) *����� +
�� )� ���
�� k > 0 �
� ��� 4pk > N � ,�

-
��� ���� s < 1 + 4q0
N
� ����
 ���

p2
p1

=
q1
q0

=
N

Ns− 4.q0
>

N

N(1 + 4q0
N
)− 2.q0

= 1.



�������� ��

��������	

p2
p1

= 1 + δ,


��� ���
� δ > 0� ������

p3
p2

=
q2
q1

=
p2
p1

(
N − 2p1
N − 2p2

)
>

p2
p1

= 1 + δ.

�� ���� �� �����
� �
� p3 > p2(1 + δ)� ��� p2 = (1 + δ)p1 
������� p3 > (1 + δ)2p1�

�������� � 
������� �����

pk > (1 + δ)k−1p1.

����	 
��� ���
� k �
������������ ������ ����� 4pk > N � ��������	 � ������ ��

��������� � ������

 ���� �����	 �����
!��� �
� u ∈ W 4,r(Ω) � �
�

‖u‖4,r ≤ C
(
‖u‖γ4,m + ‖f‖ξr

)
,

��� γ, ξ ≥ 1�



�������� �

��������

����� �����	
� �����
�� �
�	
�� �������� �	� ����� 	����� �	����� � �����
��� ����

���� �����
����� ����
 ��� ����������� �
 ���� � ����

���� ������	 
���
��	 ��
����
���	

• Ω ���������� 	
 �	���� 	��� ������! 
�
�����! ��� "�#�� ������� �
 R
N � $ ������

R
N % 
	���� ��
 � 
����� �� &�����	� dx! � ����� �� ��������� ��� ������������

�� ������� �� &�����	��

• ∂Ω ������ � ��������� �� ��� 	��� Ω�

• |E| ������ � 
����� �� 	
 ��� 	��� E ⊂ Ω�

• C! c ������
 ���������� ������"���

• '�������� X 	
 ������ �� (����� � � ������ ����	�� X ×X� )�
�� ���������� �

���	���� ���
� ����� ������ ����	��

‖(x, y)‖X×X = ‖x‖X + ‖y‖X
���� ���� "���� (x, y) ∈ X ×X� *
%
 �����! ��
��� �	� � ������� ���+�� �
��� ��

������ �� "���� �
 	
 ������ ����	�� �� ���
� ���
�! ����
�� ��
���� � ��	��

�� ������� � ������� � ���
� ��
�
��
���� ���

‖(x, y)‖X = ‖x‖X + ‖y‖X
� ,
 �� ��� �������� �� �+�������� 
���
-����� 
��� �+������ ��
 ��������

• .��� 	
� �	���� u : Ω → R ������
�� u+(x) = max {u(x), 0} � u−(x) =

max {−u(x), 0}� /���� u(x) ���� ��� ������� ��
� u = u+ − u− � "�
� ��
�%


|u| = u+ + u−�

00



�������� ��

• �� u : Ω → R � ����	�
���
�� �
��� � �	����
�� �� u �� x = (x1, ..., xN) � ���� ����


���	

∇u (x) =

(
∂u

∂x1

(x) , ...,
∂u

∂xN

(x)

)
.

• �� u : Ω → R � ���� 
���� ����	�
���
�� �
��� � ��������
� �� u �� x = (x1, ..., xN)�

��
����� ��	 Δ(x)� � ���
��� ����

Δu (x) =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(x) .

���� �����	� 
� �
�����

• C(Ω) � � ������ ��� ��
���� u : Ω → R ��
��
����

• Ck(Ω) ��	� k = 1, 2, ... � � ������ �� ��
���� u : Ω → R  �� ��� k 
���� ����	�
���
���

�� Ω � ����� �� k!������ ��	�
���� ���"�� ��� ��
��
��� �� Ω�

• C∞(Ω) � � ������ �� ��
���� u : Ω → R  �� ��� �
�
�����
�� ����	�
���
��� �� Ω�

• C1
0(Ω) � ���
��� ����

C1
0

(
Ω
)
=
{
u ∈ C1

(
Ω
)
; u = 0 �� ∂Ω

}
� � �� ������ �� #�
��$ ��
��� ��� � 
�	��

‖u‖C1
0 (Ω) = max

x∈Ω
|u(x)|+max

x∈Ω
|∇u(x)| .

• % ������ �� &'���	 C0,α(Ω) � ���
��� ����

C0,α
(
Ω
)
=
{
u ∈ C

(
Ω
)
;Hα[u] < ∞}

��  �� Hα[u] � �  �����
�� �� &'���	�

Hα[u] = sup
x,y∈Ω,x �=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α .

(��� � �� ������ �� #�
��$ ��
��� �� 
�	��

‖u‖C0,α(Ω) = max
x∈Ω

|u(x)|+Hα[u].



�������� ��

• Lp (Ω)� ���� p ∈ [1,+∞) � � 	
���� �	 
����	
 �	�
����	�
 �	 �	
�	��	 u : Ω → R

��� ��	 ∫
Ω

|u (x)|p < ∞,

	 L∞ (Ω) � � 	
���� �	 
����	
 �	�
����	�
 ��� ��	

	

 sup |u (x)| = inf {C > 0; |u (x)| < 0 ����� 	� Ω} < ∞.

� ����� ������� �	

	
 	
����
 
��� �	
�	������	��	

‖u‖p =
(∫

Ω

|u (x)|p
)1/p

	 |u|∞ = 	

 sup |u (x)| .

• H1 (Ω) � � 	
���� �	 �����	� �	 ���� ���

H1 (Ω) =

{
u ∈ L2 (Ω) ;

∂u

∂xi

∈ L2 (Ω) , i = 1, ..., N

}
,

	� ��	 �
 �	������
 ∂u/∂xi� 
�� ����
 �� 
	����� ��
 ��
��������	
� H1 (Ω) � ��

	
���� �	 !���	�� ������ �� ������� 	
�����

〈u, v〉H1
=

∫
Ω

∇u · ∇v +

∫
Ω

uv,

	 ��� � 
	�����	 ����� ����	
����	��	

‖u‖ =
√

〈u, u〉H1
=

(∫
Ω

∣∣∇u2
∣∣+ ∫

Ω

u2

)1/2

.

• H1
0 (Ω) � � 
	�"� �	 C

∞
0 (Ω) 	� H1 (Ω)� #���
 ���
��	��� � ����� �
��� 	� H1

0 (Ω)

‖u‖ =

(∫
Ω

∣∣∇u2
∣∣)1/2

,

	 � ������� ���	��� �

������ � 	
�� �����

〈u, v〉H1
0
=

∫
Ω

∇u · ∇v.

• $��� �� �	��� α = (α1, ..., αN) ��� ���� 	������ αi �� ���	��� ��� �	������� α �

�� 	
���
������ ��%� ���	� � �	 ���� ��� |α| = α1 + ...+ αN �



�������� ��

• ���� �� 	
���
������ α	 �
��
���

Dαu (x) =
∂|α|u (x)

∂xα1
1 · · · ∂xαN

N

.

• � 
����� �
 �����
� W k,p (Ω) � � 
����� ��� �����
� u : Ω → R ��
 ��� k��
�
�

�
�
�
��
��

� �� �
� 
�� ��� �
� �
��
��
� 
  �
� ��
 Dαu ∈ Lp (Ω) ����  ��� |α| ≤ k!

� 
����� �
 �����
� W k,p (Ω) � ���
�� �� �����

‖u‖Wk,p =

⎛⎝∑
|α|≤k

‖Dαu‖pp

⎞⎠1/p

���� 1 ≤ p < ∞! " ���� p = ∞	

‖u‖Wk,p = max
|α|≤k

‖Dαu‖∞.

#����� p = 2 ����� ���� � �� ���� W k,2 (Ω) = Hk (Ω)!

���
���  ����� ��
 W k,p (Ω) � �� 
����� �
 $����% ���� 1 ≤ p ≤ ∞ 
 � 
�����

�
 &
��
� ���� p = 2 ��� ����� � 
� 
���

〈u, v〉Hk =
∑
|α|≤k

∫
Ω

DαuDαv.



�������� 	

��������	� ��
�������

��� ������	
�� ��������	
�
� 
� ���
��� ���� 1 < p < ∞ � p′ ��� ��� 1
p
+ 1

p′ = 1 �	�
�

ab <
ap

p
+

bp
′

p′

��
� a, b > 0�

����	��
��
�� ���� �����

��� ������	
�� ��������	
�
� 
� ��	
���� ���� 1 < p, p′ < ∞ ��� ��� 1
p
+ 1

p′ = 1 ��

u ∈ Lp(Ω) � v ∈ Lq(Ω) �	�
� ∫
Ω

|uv| < ‖u‖p ‖v‖q .

����	��
��
�� ���� �����

��
 ������	
��� �� aj ≥ 0 ��
� 1 ≤ j ≤ n � p ≥ 1 �	�
�

n∑
j=1

apj ≤
(

n∑
j=1

aj

)p

≤ np−1

n∑
j=1

apj .

� ������������ 
���
�� ���� �� 0 < p ≤ 1�

����	��
��
�� ����

��� ������� ������	�� 
� ����
�� ����� Ω ∈ R
N �� ���
�� �������� � ����� � u, v ∈

C2(Ω) �	�
�

•
∫
Ω

vΔu��+

∫
Ω

∇u∇v�� =

∫
∂Ω

v
∂u

∂υ
��

•
∫
Ω

vΔu��−
∫
Ω

uΔv�� =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂υ
− u

∂v

∂υ
��

)

��



�������� ��

�	 
�� υ = υ(x) � 
 ���
� �
�	�� ������
� � ��
������ ∂Ω �
 �
��
 x� � �� � � 	�����

�� ���������� 	� ∂Ω�

��	
�������
� ���� ���	


��� ������	� ����	 Ω ∈ R
N �	 �����
 �
	 |Ω| < ∞� �� 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ ����


Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

�� |Ω| = ∞ 
 ��������
 � ����
�

��	
�������
� ���� ���	


��
 ���	 ���
� �� ������ ���� L 
�����
� ����
�	�	���� �������


L = aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u.

���
��� u ∈ C2(U) ∩ C1(U) � c ≡ 0 �	 U � �� Lu ≥ 0 �	 U � ������ x0 ∈ ∂U ��� 
��

u(x0) < u(x) ���� �
�
 x ∈ U � ���
��� ��	��	 
�� U ��������� � �
�����
 �� ������

������
� ���
 � ������ �
�� ������ B �
����� �	 U ��� 
�� x0 ∈ ∂B

�! ����

∂u

∂ν
(x0) < 0 �	 
�� ν � ���
� �
�	�� ����"��
 � B �	 x0�

��! �� c ≤ 0 �	 U 
���	
� 
 	��	
 ��������
 ����� 
�� u(x0) ≤ 0�

��	
�������
� ���� ���	


��� ������	 ���������� �� ����
� ������� #
������� L 
�����
� �������
 ��$���
 �
	


�
 %�	� �� &
���� ���
��� u ∈ C2(U) ∩ C(U) � c ≥ 0 �	 U � ���
��� ��	��	 
�� U

���� �
���
�

�! �� Lu ≤ 0 �	 U � u ����'� 
 	"��	
 ��
 ��'����
 �
��� U �	 �	 �
��
 ������
�

�� U ����
 u � �
������� �	 U �

��! �� Lu ≥ 0 �	 U � u ����'� 
 	���	
 ��
 �
�����
 �
��� U �	 �	 �
��
 ������
� ��

U ����
 u � �
������� �	 U �

��	
�������
� ���� ���	




�������� ��

��� ������	
��� ���� v ∈ H1
0 (Ω) � 0 ≤ τ ≤ 1� ����	∥∥∥∥ v

φτ

∥∥∥∥
Lq

≤ C ‖Dv‖L2 ,

�
�� 1
q
= 1

2
− 1−τ

N
�


�
	����
����
��� 	�� �	 ��	��	 ��
�����	 � ������
�� ��� Ω � �� ����
�� �����

����� ���� ��� ∥∥∥∥ v

φτ

∥∥∥∥
Lr

≤ C ‖Dv‖L2 , �����

���� ���� r ≤ q�

����
	������� ��	
 ����
��������� ���� ���
 2.2�

��� 
���� ���� 1 < p < N+2
N−2

� �
��� � �	�� ��� ��
	��
�� C = C(p,Ω)� ��� ���� ����

���� u, v ∈ H1
0 (Ω) ��� |u| ≤ v ������ ���� ���∫

Ω

|u|p v ≤ C
(∫

Ω

|u|p φ
)α(∫

Ω

|∇v|2
)δ/2

�
��

α = 1− N

2 + 2N − (N − 2)p
∈ [0, 1),

δ = 1 +
Np

2 + 2N − (N − 2)p
∈ (1, 2∗].

�� ���� ��		�� p < N+1
N−1

�
��� α ∈ (0, 1) � δ ∈ (1, 2)�

����
	������� ��	
 �� ����� ���
 2.1

���� 
���� ���� u ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,m(Ω)� 1 < m < ∞� �
��� � 	�!��
�� ��	�!������� �

���������� ∥∥∥∥ u

φτ
1

∥∥∥∥ ≤ C ‖u‖2,m �����

�
�� C � ��� ��
	��
�� ��� ����
�� 	���
�� �� τ,m � N " �� ���� τ ∈ [0, 1] � t > 1 	��

���	 ���

#�$ 1
t
= 1

m
− 2−τ

N
	� m < N

2
�



�������� ��

	��
 1
t
> τ

N
�� m = N

2
�

	���
 1
t
= τ
(

1
m
− 1

N

)
�� N

2
< m < N �

	�

 ∀t > 1� ∀τ ∈ [0, 1]� �� m ≥ N �

������������� ���� �� �	
� �
�
����
 1.1�

���� �������	�� ���� u ∈ W 1,s
0 (Ω) ∩ W 2m,s(Ω) ���� 1 < s < ∞� m ≥ 1 � τ ∈ [0, 1]�

��������� ���

	�
 1
r
= 1

s
− 2m−τ

N
�� s < N

2m
�

	��
 1
r
= τ

N
�� s = N

2
�

	���
 1
r
= τ
(
1
s
− 1

N

)
�� N

2m
< s < N �

	�

 ∀r > 1� ∀τ ∈ [0, 1]� �� N ≥ s�

����� ∥∥∥∥ u

φτ
1

∥∥∥∥
Lr

≤ C ‖u‖W 2m,s �����

�� ��� � ��������� C ������� ������� �� τ � s � N �

������������� ���� �	
� �
�
����
 ����

���
 �����
� ���
���� �� ������
 �� �
�
����� ���� Ω ∈ R
N �� ������� ��������

��� ��������� �������� � k ∈ N � 1 ≤ p ≤ ∞� !���� 
��� ���

	�
 �� kp < N ����� W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ���� ���� p ≤ q ≤ NP
N−kp

�

	��
 �� kp = N ����� W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ���� ���� p ≤ q < ∞

	���
 �� kp > N ����� W k,p(Ω) ↪→ C0,α(Ω) �� ��� 0 < α < k − N
p
�

������������� ���� �� ��
�



�������� ��

���� �����	
� 	�
� Ω ⊂ R
N �
 ��
���� ��
������ ��������� � �������� ������
� ��


��������� ��������� ⎧⎪⎨⎪⎩−Δu(x) = h(x) x ∈ Ω

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω

�����

��� 	� h ∈ Lp(Ω)� ��
 1 < p < ∞ ����� ����� ��
 ����� ���� �� ����� u ∈ H1
0 (Ω) ∩

W 2,p(Ω) �

‖u‖W 2,p ≤ c ‖h‖Lp

���� 	� Ω ! �� ������ C2,α(Ω) � h ∈ C0,α(Ω) ����� u ∈ C2,α(Ω̄) ! �
� ���� �� ��"�����

�� ����� �

‖u‖C2,α ≤ c ‖h‖C0,α .

��
������ ��� �	
� 	� 
���

���� �����	
� 	�
� Ω ∈ R
N �
 ������ ��
������ 	� p ≥ 1 �����

W k,p
0 (Ω) ↪→ C1

0(Ω)

���� ���� 0 ≤ 1 < k − N
p
�

��
������ ��� �	
� 	� 
���

���� �����	
� 	�
� 1 < p < ∞ � k ≥ 2m� ����
� #�� ∂Ω ∈ Ck� $���� ���� ����

f ∈ W k−2m,p(Ω) � �#�� �� ⎧⎪⎨⎪⎩(−Δ)m u(x) = f(x) x ∈ Ω

u(x) = Δu = 0 x ∈ ∂Ω

��
��� �
� ����� ���� �� ����� u ∈ W k,p ∩Wm,p
0 (Ω)� ��!
 ������ �%���� �
� ���������

C = C(Ω, k,m) > 0� ������������ �� f � ��� #��

‖u‖Wk,p(Ω) ≤ C ‖f‖Wk−2m,p(Ω) .

��
������ ��� �	
� ��������� 2.21 	� 
����



�������� 	

� �������	 
���	�

����� ����	
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��� 
���	
� 
����� ������
	�� ��� �����
�� 
� �
����
 �
��
� 
����

�

	� 
 ��
 �
��
� ��
� 2× 2 � ��
�
�
��� ���� ��������

 � 
��
�� 	� ����
 � �
�
�����

�� ����  
��� 
�������
� �
��!� 
����� 	��
���� ����� 
 ����

 �������
� 	� �������


	� 
����
��� ��� ���� 
����

	� 
 ��
 �
��
� �
�!��
�
 �
��!� 2× 2� �

���� 	��
����

��	�� ��� �������
	�� �� �"#�$ �"�� � �%��

����
	��
��� λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λn ≤ ... �� 
����
����� 	� (−Δ, H1
0 (Ω)) �

φ1, φ2, ..., φn, ... 
� ���������	����� 
������&'��

���� � ����	
�� 
��
��

(
	
 ��
 �
��
� ��
� A ∈ M2×2(R) � � �
����
 �
��
�⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = AU x ∈ Ω

U ∈ H,

)��"*

	�+�
��� )��"* ���� �� �������
 ������
��� �� �����
 ����&�� U �= 0 �� H� (����
�	�

I 
 �
��
� 
	���
	
	�$ ����� � 
�����
��� ������
	�,

��� ����� � �������	 
��
� � ������	��� ��� � ������� ��� 	 �	���� A−λjI � ������	�

�	�	 	���� λj� ����� �	��� �� x = (x1, x2) �= (0, 0) � �	� ��� Ax = λjx ����� U =

(x1φj, x2φj) �= (0, 0) � ��	 ������� �� 
��
� �� H�

��������	����  �-
 �� ����

%.



�������� ��

���� �����	
� �	 �
������� ��
 �	��

���� M2(Ω) � ��	�
	�� �� ����
 �
 �������
 
��������
 �� �����

A =

⎛⎝ a(x) b(x)

b(x) c(x)

⎞⎠ ,

�� �
� a, b, c ∈ C(Ω̄,R) � 
���
����� �
 
��
�	��
 ��	�����


�� � � ������������ �
�� �� b(x) ≥ 0 ���� ���� x ∈ Ω̄�

�� maxx∈Ω max{a(x), c(x)} > 0�

���� A ∈ M2(Ω)� ��	
����� � ��� !��� �� �
����!�� ��� ��
� A"⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−Δu = λ(a(x)u+ b(x)v) x ∈ Ω

−Δv = λ(b(x)u+ c(x)v) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω.

#$��%

&��� �
�� ���� TA : H −→ H � �������� !�	��� !������� ��'	��� ���

〈TA(u, v), (φ, ϕ)〉 =
∫
Ω

A(x)

⎛⎝ u

v

⎞⎠ ·
⎛⎝ φ

ϕ

⎞⎠,
����
 �
� λ � �
����!�� �� #$��% 
�� � 
���	�� 
��

TA(u, v) =
1

λ
(u, v).

$��� �
 ���'���	��
 �� A 
(� �
	���
 ��	�)	
�
 � � ����
(� H ↪→ L2(Ω) × L2(Ω) �

��������� ������
 ��� �
� � �������� TA � ��������� *�

� ��	����� ������
 

�� �

������ �
������! ���� ���������
 ��������
 ���� ��	�!
�� �
� H ��


�  �
� ������� ���

�
���
	���
 �� #$��%�

���� z = (u, v) ∈ H� � �������� �
����!�� � ������������� ���

1

λ1(A)
= μ1(A) = sup{〈TAz, z〉 ; ‖z‖ = 1}.



�������� ��

���� A ∈ M2(Ω)� ������	 
	�� 
�� ����� ������� ���� ���� �����
�� �
� � ��������

�
������� λ1(A) � ��	������ 	�����	 � �	����� �� �	������ �� TA� ���� ��		�� 	� �����

�����	 ��� ΦA
1 � �������� �
�� 
�!"� �������#��� �		������ � λ1(A)� ������	 	
���

�
� �	  
�!$�	 ����������	 �� ΦA
1 	"� ��	�����	 �� Ω� %	���� ���
!"�� 	
����	 �
�

μ1(A) > μ2(A) ≥ ... ≥ μk−1(A) 	"� �	 k − 1 ��������	 �
��������	 �� TA � {ΦA
i }k−1

i=1 	"�

�	 �
�� 
�!$�	 �		������	 � �������#���	� ������	 ��&���

1

λk(A)
= μk(A) = sup{〈TAz, z〉 ; ‖z‖ = 1, z ∈ (	���{ΦA

1 , ...,Φ
A
k−1})⊥}.

���� ������� �� 
�'� ����� ������� ��(�� 	� μk(A) > 0 ���"� �)����	 �
� �	�� � �
�������

�� TA ��� ΦA
k �
�� 
�!"� �		������� *��� �		�� ��+
�������	 ���� �� �����	���!"� ��

*����	�!"� 1.11��� �� 
�'�� ,���� �		��� �)����	 	��
-���� �� �
��������	 ���� ���'�

0 < λ1(A) < λ2(A) ≤ ... ≤ λk(A) ≤ ...

��� �
� λk(A) → ∞ �
���� k → ∞� ���� ��		�� ���� Vk = 	���{ΦA
1 , ...,Φ

A
k }� ������	

�������� � �	��!� H ���� H = Vk ⊕ V ⊥
k � ,�+
� ���)��� �	 	�+
����	 ��	�+
������	

�����������	

‖z‖2 ≤ λk(A)

∫
Ω

〈A(x)z, z〉 ∀z ∈ Vk, ���(�

�

‖z‖2 ≥ λk+1(A)

∫
Ω

〈A(x)z, z〉 ∀z ∈ V ⊥
k . ���.�

��� �����	
�� 	�
�� A(x)
 B(x) ∈ M2(Ω) ��� Ω ∈ R
N � ������� ��� A ≤ B ��

〈A(x)z, z〉 ≤ 〈B(x)z, z〉 ,

���� ���� (x, z) ∈ Ω × R
2� ���� �����
 �������� � ������� A ≺ B �� A ≤ B � B − A �

�������� ������� �� ����� Ω̃ ⊆ Ω ��� ��� |Ω̃| > 0
 ���� �
 ��

〈(B(x)− A(x)z, z)〉 > 0

���� ���� (x, z) ∈ Ω̃× R
2�



�������� ��

��� �����	
�� 	
� ��

��� �� ������� �������� � ����������� �� ����������� �����

���	�� �� �����
� ������� ������ ����� ��
���� � ������ ����� �� ����� �
 �
 ���!����

�� 
����� ������ �"

��� 
������	
�� #�!�
 A � B ∈ M2(Ω) ����� ���� $�� A ≺ B" #� � ����������

��������� � λj(A)� ���� j ∈ Z0� �������� � ����������� �� ����������� ����� �����

λj(A) > λj(B)"

%�
���������" ����� ��	
���
�� ���� �� ����� ���� j > 0� ������� �
�

1

μj(A)
= sup

Fj

inf{
∫
Ω

〈Az, z〉; z ∈ Fj � ‖z‖ = 1},

�� �
� Fj ����� ����� 
���� �� �
�������� �������������� ��  � !��� � �"
���� �����

# �
��	���� �"��
� Fj ∈ H 
�$ �
�

1

μj(A)
= inf{

∫
Ω

〈Az, z〉; z ∈ Fj � ‖z‖ = 1}. %!�&'

(���$)� z ∈ Fj ��� ‖z‖ = 1� 
���� �
�� ���*�� ����� �����
�+

��	
� �� , �
��	� � -�.�� �� %!�&'� /���� ����� z # 
�� �

�0
��1� ��������� ��

�

���$�� μj(A) � ������
��
����
� ��
��0�, � 2!3� ����� �����

1

μj(A)
=

∫
Ω

〈Az, z〉 <
∫
Ω

〈Bz, z〉

��	
� �� , �1� �
��	� � -�.�� �� %!�&'� /��� �����

1

μj(A)
= inf{

∫
Ω

〈Az, z〉; z ∈ Fj � ‖z‖ = 1}

<

∫
Ω

〈Az, z〉

≤
∫
Ω

〈Bz, z〉.

(� ����� � ��

��*��� � ����$
�1� �
� 
������ # �
�

1

μj(A)
<

∫
Ω

〈Bz, z〉.

!��� z 0�� ����$)��� �$��
�������
� �� Fj� 
����� ��	
���
�� �� ����������� ����

�.���� �
�

1

μj(A)
<

∫
Ω

〈Bz, z〉 ≤ inf{
∫
Ω

〈Bz, z〉; z ∈ Fj � ‖z‖ = 1},



�������� ��

����� ����

1

μj(A)
< sup

Fj

inf{
∫
Ω

〈Bz, z〉; z ∈ Fj � ‖z‖ = 1} =
1

μj(B)
.

	
��
��
� μj(B) < μj(A)�

���� �����	
����

�
�
� 
�
�
 ������
� 
� ������
�
� �
�
� �� � � ��� �
�
 
���� 
����� ���
��
����

���
��
����� �
�������

A =

⎛⎝ a b

b c

⎞⎠ ∈ M2x2(R)

�
� ��� A ���
 �

���
���
 � ��� max {a, c} > 0�  ������
� ��� 
 �
���� A �
����


��
�
�
���

ξ =
a+ c

2
+

√(
a− c

2

)2

+ b2 � η =
a+ c

2
−
√(

a− c

2

)2

+ b2.

�
������� �
��!� 
 ��
����
 �� 
��
�
�
��⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = μAU x ∈ Ω

U = 0 x ∈ ∂Ω,

"���#

�
�
� �$���� ���� 
��
�
�
��� � 
� 
��
������� 
��
��
�
��

%��
 {φn}n∈N 
 �
�� �� 
��
������� �
  
��
��
�
 �� H1
0 (Ω)� �
���
� �������� u =∑

unφn � v =
∑

vnφn� %���� �� "���# ���

⎧⎪⎨⎪⎩
∑

unλnφn = μ(
∑

aunφn +
∑

bvnφn)∑
vnλnφn = μ(

∑
bunφn +

∑
cvnφn).

&��
 !� �
�
 �
�
 � ⎛⎝ a b

b c

⎞⎠⎛⎝ un

vn

⎞⎠ =
λn

μ

⎛⎝ un

vn

⎞⎠



�������� ��

�������� � 	��
��
� ��	������� � ���	����� ���� ��� μ ���� �� ��������� 
� ����� � ���

λn/μ ���� �� ��������� 
� ������ A� ���� �� λn/μ = ξ �� λn/μ = η�  � ������ ��������

μ = λn/ξ �� μ = λn/η� !��� Φ � ����"���
� ����	��
� �� ��������� μ� ���� ���

−ΔΦ = μAΦ =⇒ −ΔΦ = ÃΦ

�� ��� Ã =

⎛⎝ μa μb

μb μc

⎞⎠� #��� ��� �� ����������� 
� Ã �
� μξ � μη�  �	��$��
� �����

μ = λn/ξ ������ μ = λn/η ������� ��� λn � ��������� 
� Ã� ���	������ ��� � ���%����⎧⎪⎨⎪⎩−ΔU = ÃU x ∈ Ω

U ∈ H,

� ���������� � �&���� x = (x1, x2) �= (0, 0) ��� ��� Ãx = λnx� '���
� � (��� ���)�� �����

��� Φ � 
� "���� Φ = (x1φn, x2φn)�



�������� 	

���� �����	
���

����� ����	
�� ��
�� ���������� ����
�� 	���
���� � �������	�� ����� � ����
� 	�

���� �������
��� � ���� 	� �
� ���
����� � �
� �����
���� 
�
�� ���	� ���� ������

���� �������� 	� � ������ ����
���
�� !�
 
����	�"
	� ��� #� $���%�� ���� 	

������

��
��� � �&���	
	� ��� '� #���( � '� )�*��	�� ���� 	

������ 
���
���� +�
�� 	�� 
�
��

������� ��� �������	��  �� ����� ���	�� �
 ����� ������*� ��
 ��� ���������
�� ��


���� 	�
����������� ,���� � 
�
���� 	����*��- ���
 	� ����
�� ���
������- ��	�
 ���

��������	�� �
 ./0�

���� ���� �	 
����	� 	 
��
 ������	���	


1���


��  ��2

3�4 Ω � �
 �
 ������ �


��	� 	� R
N - ��
 ������
�� ∂Ω2

3�4 f � �
� ������ ����5��� 	� Ω̄ �
 R
N 2 �� ��
�������� 	� f ����� 	�����	�� ��� fi2

3�4 p � �
 ����� �
 R
N ���  �� p /∈ f(∂Ω)�

6��� ��	� ��
��� (f,Ω, p) ���
���"��	� 3�4�3�4- �����
���� �
 
���
�� deg(f,Ω, p)- �*�
�	�

���� 	� f 3��
 �����
�� � Ω � p4- ��
 �� ����
���� �����
�	�	�� �7�
���8

���� ����	
��	
��8 )� IRN 	����� � ���
����� 
	���
	�	� �
 R
N - �����

deg(IRN ,Ω, p) =

⎧⎪⎨⎪⎩1 �� p ∈ Ω

0 �� p /∈ Ω

���� ��������	�� �� ��
�
��8 )� deg(f,Ω, p) �= 0 ����� �&
��� z ∈ Ω ���  �� f(z) = p�

���� deg(f,Ω, p) = deg(f − p,Ω, 0)�

9:



�������� ��

���� ����	
���
��� �� Ω1∩Ω2 = ∅ ����� deg(f,Ω1∪Ω2, p) = deg(f,Ω1, p)+deg(f,Ω2, p)	


��� 
�������� � �������� �� ���� ����� ������ � 
��������
�� �� �������� � � �����

�
���� ��� ������������ (P1)− (P4)	 
������� 
����������� ��� ����
���� f �� 
�����

C1(Ω,RN) � p �� ����� �������	 ����������� ���� ��� ��������� p � ���� �� ����� ���

����� �� f �� �  �
������ Jf (x) � ��!������ �� "��� ���� ���� x ∈ f−1(p)	 # �  �
������

� � ������������ �� �����" f ′(x) ∈ L(RN ,RN) 
�� ��������

aij =
∂fi
∂xj

.

�� p � �� ����� ������� ����� � 
��$���� f−1(p) � ����� � ������� ������ � ���� �� ��������

�����

deg(f,Ω, p) =
∑

x∈f−1(p)

���[Jf (x)], %&	�'

�� ���� ���� b ∈ R− {0}� �����

���[b] =

⎧⎪⎨⎪⎩1 �� b > 0

0 �� b < 0.

( ���� ������� 
��� �
��� �����!�" �� ������������ (P1) − (P5)	 
��� ����������� �

�������� �
��� ���� �������� !����� 
���)��� ���� ���� p ������ �� ���
�������� ��

����*������	 
������������ ����*������ p ��� ������� ��������� pk ��� +������ ��

����	

��� �����	� %+������ �� ����'� 	�
� f ∈ C1(Ω,RN) � Sf = {x ∈ Ω; Jf (x) = 0}� 
����
f(Sf ) � �� ���
���� �� ������ �����

������������� ,�$� -�./	

( 
��$���� Sf � 
0����� �� 
��$���� �� ������ ���������� �� f 	

&� �
���� 
�� � +������ �� ����� �*���� ��� ������
�� pk /∈ Sf ��� ��� pk → p	

1����� pk ���2 ���
���������� ��3*��� �� p ����� pk �����
� � 
������� (c) ���� ��

���
�� �� 
��)����� ���� !�" ������� 
��������� deg(f,Ω, pk) ���� ��� %&	�'	 4��� ������



�������� ��

������� ����	
	 ���
 �
	
 k >> 1
 deg(f,Ω, pk) � ��
 �����
��� ��� ��������� �


��������
 pk� ��	�
���
 ������� �����	 � �	
� �� f ∈ C1
(
Ω,RN

) ∩ C
(
Ω,RN

)
��

��
����	 ����� p ��	

deg(f,Ω, p) = lim
k→∞

deg(f,Ω, pk).

�����
	�����
 �
�
 f ∈ C
(
Ω,RN

)
� ���
 fk ∈ C1

(
Ω,RN

) ∩ C
(
Ω,RN

)
�
� ��� fk → f

�����	����� �� Ω� �� k >> 1 ����� 
 �	���
 (fk,Ω, p) �
����
� �
����� � ������� �������	
	

� �	
� deg(fk,Ω, pk)�  �!
����� � ����"!�� ����	
	 ��� � ������ lim deg(fk,Ω, p) ���

������� �
 �����#
 �
 ��������
 fk � ����� ������� �����	 � �	
� �� f ��	

deg(f,Ω, p) = lim
k→∞

deg(fk,Ω, p).

$�
 ����	�
��� �	��	���
�� �� �	
�
 
 ��	 ������
 
 �����	
 � 
 ��!
	�%���
 ��	

#�������
� $�
 #�������
 � ��
 
����
&�� h(λ, x) �
� ��� h ∈ C
(
[0, 1]× Ω̄,RN

)
�

' ��
 #�������
 � ���
 
�����"!�� ���� 	������� 
 Ω � p�
 �� h(λ, x) �= p �
	
 ����

(λ, x) ∈ [0, 1]× ∂Ω�

���� ����	
���
� 
�	 ������

�� �� h � ��
 #�������
 
�����"!�� ����� deg(h(λ, .),Ω, p)

� �����
��� ��� 	������� 
 λ ∈ [0, 1]� '� �
	�����
	
 �� f(x) = h(0, x) � g(x) =

h(1, x) ����� deg(f,Ω, p) = deg(g,Ω, p)�

(��� �����������
 �����
�
 �
 ��!
	�%���
 ��	 #�������

 ����� � �������� 	�����
��

��� ���	��� �)���������
 ��� !
��	�� �� �	�����	
�� 	�
� f, g ∈ C(Ω,RN) ��
 ���

f(x) = g(x) ���� ���� x ∈ ∂Ω � ��
� p /∈ f(∂Ω) = g(∂Ω)� ����� deg(f,Ω, p) =

deg(g,Ω, p)�

������������� *��
 +�,
 +-��	��
 .��
 �/���
 �0,�

���� ����
��
����� �� fk → f �����	������� �� Ω̄ ����� deg(fk,Ω, p) → deg(f,Ω, p)�

1��� �����
 deg(f,Ω, p) � ����"��
 ��� 	������� 
 p�

���� �	�
	
����� �� ���
� �� ���
 Ω0 ⊂ Ω �� �������� 
2�	�� �
� ��� f(x) �= p


�
	
 ���� x ∈ Ω− Ω0� '���� deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω0, p) �



�������� ��

� ��������	�� �	 
���
�� ������� ������ � ������ �� ��	 
������ �
��	�	 �� f(x) = p�

���	 x0 ∈ Ω �	� ��� f(x0) = p � 
�����	 ��� ���
�	 r > 0 �	� ��� f(x) �= p �	�	 ����

x ∈ Br(x0)− {x0}� �
	��� 	 ��������	�� �� ����
��� ��� Ω = Br(x0) � Ω0 = Bρ(x0) ��

��� ρ ∈ (0, r)� ��������
 ���

deg(f, Bρ(x0), p) = deg(f, Br(x0), p), ∀ρ ∈ (0, r).




� �	��� �� �����  ��� �������� � ������ �� f ��� ��
����� 	 x0!

i(f, x0) = lim
ρ→0

deg(f, Br(x0), p), p = f(x0).

�� � ��

�� 
� f−1(p) = {x1, ..., xk}� xj ∈ Ω� �����

���� deg(f,Ω, p) =
k∑
1

i(f, xj).

"	�	 ��� �

�  
�������� #	��� ρ > 0 �	� ��� Bρ(xi) ∩ Bρ(xj) = ∅ �	�	 ���� i �= j�

$��
����	��� Ω0 = Bρ(x1) ∪ ... ∪ Bρ(xk) � �
	��� 	 ��������	 �� ����
�� (P7) � 	

�� �������
���� (P4)� �%����


deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω0, p) =
k∑
1

deg(f, Bρ(xj), p) =
k∑
1

i(f, xj)

����	��� 	

�� (P8)�

���	 f ∈ C1 � p �� �	��� ��&��	� �� f � �
��  � Jf (x0) �= 0 �	�	 ���� x0 ∈ f−1(p)� $���

�' �������	��
 	������������� 
� p  �� �	��� ��&��	� �� f ����� � �������� f−1(p)  

��
������ 
� �	������	� ���	 
������ x0 �� f(x) = p  �
��	�	 � #	� 
������ ���
����	� �

������ i(f, x0)�

��� �	
�� 	
����
 �
� f ∈ C1(Ω,RN) ∩ C(Ω,RN) � ���
 x0 ∈ Ω �
� �
� p = f(x0) �


� �
��� ���
�
� �� f � �����

i(f, x0) = (−1)β

�� �
� β � 
 ���
 �
� �
���������
��� 
�������
� �� ����� �� 

���
����� ���
����� ��

f ′(x0)�



�������� ��

	�
���
������ ���� r > 0 ��� �	� � 
��	�
� �� f(x) = p �� Br = Br(x0) � x0� ���
�

i(f, x0) = deg(f, Br, p) � ��� ����� ���� �	� i(f, x0) = 
��[Jf (x0)]� �
���� � ����� ������

�� ������� 
� ���
 �	� � ������!����� ��"� !��� Jf (x0) � ���� ���

Jf (x0) = λ1...λN ,

�� �	� λj 

� �	��������
 �� f ′(x0) "�� j = 1, ..., N � 
� ������� �� �"���� "�� 
	�

�	��!��!"!���� ���� �!"�� #�� ����
 �	��

• "��� λj � �!������� �� $���� ��!
 x0 � ����� ���	���%

• 
� � �	������� � "�����&�� �!����
 !�	�� � a+ bi� ���
� � "���	���� a− bi ��� ��

� 	� �	������� �� f ′(x0) � � ����	�� ��
��
 � a2 + b2 > 0�

#���� 
��	� �	� 
��[Jf (x0)] = (−1)β� "���������� �

!� � �����
����
��

���� ���� �	 
	����
�����	�

'�

� 
��
� ��(�!��
 � ���	 �� #���)*�"+�	���� �	� �
����� � ��(�!�
� �� ���	

�����,�!"� ���� ���!"��-�
 f ∈ C(X,X)� ���� X � 	� �
���� �� .���"+ � f � 	��

����	 ��
� "����"�� �� !����!���� I = IX �

���� D 	� 
	 "���	��� � ���� �!�!���� �� 	� �
���� �� .���"+ X� /��
!���� ���*

 �� S 	�� ����	 ��
� "����"�� �� !����!����� !
�� �� S ∈ C(D,X) ��� �	� S = I − T

���� T � 	� �������� "����"���

���� p /∈ S(∂D)� 0 ��

1��� ���!("�� �	� S(∂D) � ��"+��� � ���
�

r := �!
�(p, S(∂D)) > 0.

�� ���
� ���� 234� �	� ���� �������� "����"�� ���� 
�� ����&!���� ��� 	�� 
��	5�*

"!� �� ���������
 �� ��
�� (�!��� �	 
���� �&!
�� 	�� 
��	5�"!� Tk ∈ C(D,X) ��� �	�

Tk → T 	�!���������� �� D �

Tk(D) ⊂ Ek ⊂ X "�� dim(Ek) < ∞ ���6�



�������� ��

����� ��	
�� � 
��� �� I−T ���� � ������ ��� 
���� �� I−Tk� ��� ��	
������ � ��
����

�� ��� �������� ��� ������ k ��	���
����
�� 
��
��

sup
x∈D

‖T (x)− Tk(x)‖ < r/2 ���� 

� ��
�� ������ ��
������� ��� p /∈ Sk(D)� !����
�� "�# ��
���� ��
������� � 
��� ��

$���%�� deg(Sk, D, p) � & ����'��� ������� ���

deg(Sk, D, p) = deg(I − Tk|D ∩ Ek, D ∩ Ek, p)

��� ������	
� 	�
� p /∈ S(∂D)� 
��� S = I − T �
� T 
�����
� �
�����
� ����


deg(S,D, p) = deg(I − Tk, D, p)

���� �
�
 Tk �����������
���� � ���� �

�� ���� �
��
������ ���(&�� � ����
����)*� �� ��� � ��	
�)*� ����� 
*� ����
��

�� �����+� �� ��������)*� {T − k} � ��� � 
��� �� ,���-�.�+����� �����"�# �� ��
��)/��

(P1)− (P8)

!������ ����
��� � ��	
�)*� �� '
���� �� ��� ����)*� ������� x0 �� S(x) = x−T (x) =

p� "�#�
��

i(S, x0) = lim
r→0

deg(S,Br(x0), p), p = S(x0),

Br(x0) = {x ∈ X; ‖x− x0‖ > r} .

0�� ���� ��	
�)*� ���� 
���� �� '
���� ����� �������� 
� 	
�� �� ���'����� �� ���������

�
1��
� �� ,��� ���� �

,��(����� ��� μ �= 0 & �� ����� ��������'����� �� �� ������)*� ��
��� A ��� � ����
��

��� μ−1 & �� ��������� �� A� 2�&� ������ �� 1 
*� & �� ����� ��������'����� �� T ′(x0)�

�
�*� S ′(x0) & �
����'���� �� ����������� � 3������ �� 4�
)*� 5
����� �� ������ � �����
��

x0 � ��� ����)*� ������� �� x− T (x) = p�

��� ��
�� 	�
� T ∈ C(X,X) �� 
�����
� �
�����
 � ������������� �� x0� ����
 T ′(x0)

� �� 
�����
� ������ �
�����
 � ������ ������ �� �����
 ����
 �� ���
��� �������������
�

�
����
� �� ]0, 1[ � ���� �� ��� �������������� ������



�������� ��

	�
���
������ ���� �� ��	
 ��
��� 41�

��� ����� ���� T ∈ C1(D,X) �� �������� 	����	
� � �����
� ��� 1 ��� � �����

	���	
����
�	� �� T ′(0)� ���� S(x) = x− T (x) �� ���� x0 ∈ X 
�� ��� S(x0) = p� ��
��

i(S, x0) = deg(S ′(x0), Br(x0), p), r << 1.

������
������ ���� �� ���	 
��
�� 41�

��� ����� ���� L ��� ����	���� ������ 	����	
� �� X � �����
� ��� 1 ��� � �����

	���	
����
�	� �� L� ��
��

deg(I − L,Br(0), 0) = (−1)β, r > 0,

�� ��� β � � ���� ��� ���
����	������ �������	�� �� 
���� �� ��
�������� ����
���� �� L

	��
���� �� ]0, 1[�

������
������ ���� �� ���	 
��
�� 42�

��� 	�
����� ���� T ∈ C(D,X) 	����	
� � 
�� ��� 1 ��� � ����� 	���	
����
�	� ��

T ′(x0) ���� ����� x0 ∈ D� ��
��� 
������ S(x) = x− T (x) � S(x0) = p� 
����� ��� x0

� ��� ������� ������� �� S(x) = p �

i(S, x0) = (−1)β,

�� ��� β � � ���� ��� ���
����	������ �������	�� �� 
���� �� ������� 	���	
����
�	�� ��

T ′(x0) 	��
���� �� ]0, 1[�

������
������ ���� �� ���	 
��
�� 43�
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