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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a existéncia de solucoes nao triviais para classes de siste-
mas elipticos ressonantes e superlineares. Tais sistemas sao tratados via métodos topologi-
cos. Encontramos estimativas a priori para possiveis solucoes destes sistemas e utilizamos
estas estimativas juntamente com a teoria do grau topoldgico para garantir a existéncia

de solucoes.

Palavras chave: Sistemas elipticos, Grau Topologico, Estimativas a priori, Ressonancia.



ABSTRACT

The aim of this work is to present results about the existence of non-trivial solutions for
some classes of resonant and superlinear eliptic systems employing topological methods.
More specifically, we use a-priori bounds on the eventual solutions of this problems and

topological degree theory.

Palavras chave: Elliptic Systems, Degree Theory, Resonance, A priori bounds.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, temos como objetivo provar resultados de existéncia de solugoes para
alguns sistemas elipticos superlineares com ressonancia. Mais precisamente, consideramos
sistemas do tipo gradiente e do tipo hamiltoniano e também um problema envolvendo o
operador bi-harmonico. Tais problemas serao tratados via métodos topologicos, e a estra-
tégia usada consiste em obter estimativas a priori para possiveis solucoes dos problemas. E
a partir dai utilizar a teoria do grau topologico para garantirmos a existéncia de solucoes.

De uma maneira geral, dado um sistema de equacoes elipticas

—Au = h(z,u,v) z€Q
(1)
—Av = k(z,u,v) x €,
em que Q € RY ¢ dominio limitado suave com N > 3. Dizemos que o sistema acima ¢
gradiente se existe K : Q x R? — R de classe C, tal que

0K _, 0K _

u " y Th

e é dito um sistema hamiltoniano se existe H : Q x R? = R, de classe C, tal que

OH OH

Os problemas considerados nesta tese sao motivados por resultados obtidos por M.

Cuesta, De Figueiredo e Srikanth, em [10], para a seguinte classe de sistemas hamiltonianos

(

—Au= M u+ul + f(z) €

§ —Av=X\Nov+0l +gx) z€Q (2)

uw=>0 x € 0L,

em que )\; denota o primeiro autovalor de (—A, H}(Q2)). Em [10], foi provado existéncia

de solu¢ao para (2) supondo que f,g € L"(2), r > N, satisfazendo

/Qf¢1<0 e /Qg¢1<07 (3)
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em que ¢; denota a autofuncao associada ao primeiro autovalor e p, ¢ > 1 satisfazem

1 +N—1 1L _N-1 1 +N—1 L _N-1
€ .
p+1 N4+1g+1~ N+1 g+1 N+1p+1~ N+1

(4)

As hipérboles acima foram introduzidas por Clément-de Figueiredo-Mitidieri, em [7],
para obter estimativas a priori para sistemas elipticos superlineares via técnica de Brezis-
Turner ([4]). Note que se p = ¢ entdo (4) se reduz a condi¢do de Brézis-Turner, p < £+

As nao linearidades consideradas aqui podem ser caracterizadas como assimétricas:
superlineares em +oo e assintoticamente linear em —oo. Além disso, nossos problemas
sao ressonantes no primeiro autovalor em —oo. Problemas deste tipo foram primeiramente

considerados por Ward em [28|. Neste artigo, provou-se a existéncia de solugoes para o

seguinte problema superlinear com condi¢ao de Neumann

—Au=ul + f(z) ze€

5)
ou (
— =0 o)
BN HAS )
onde 1 < p < &5 e f € L'(Q) satisfazendo [, f < 0. O autor observa que o método

utilizado nao se estende ao problema com fronteira de Dirichlet. O problema similiar com

fronteira de Dirichlet

—Au= Nu+u + f(z) z€Q

u=20 x € 01,

foi considerado posteriormente por Kannan-Ortega em [20], em que 1 < p < == e
[ € C(Q) satisfazendo a condicao [, f¢r < 0.

A condicao (3) é chamada na literatura de "one-sided Landesman-Lazer condition.
Note que, quando nao existe ressonancia no primeiro autovalor o problema é do tipo
Ambrosetti-Prodi. Mais precisamente, se A # \; no problema (6) e f = t¢; + h, onde
fQ ¢1h = 0, a existéncia, a nao-existéncia e a multiplicidade dependem do parametro ¢.
Para o problema escalar podemos citar [16| e [26]. Para sistemas de equagoes, citamos

23], [24] e [25].
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No primeiro capitulo vamos estudar o sistema gradiente

;

—Au=au+bv+u + f(z) z€Q

—Av=bu+cw+vi+glx) zeQ (7)

u=v=0 x € 01,

em que © € RY ¢ um dominio limitado suave, com N > 3,1 < p,q < %, as funcoes f,

g € L"(Q2), r > N, satisfazem a seguinte condicao

)\1 —a
/f¢1+ 2 /9¢1<0- (8)
Q Q
Além disso, os parametros a,b,c € R sao tais que max{a,c¢} > 0 e b > 0. Supo-
: a b : :
mos também que \; é um autovalor da matriz A = , mais especificamente
b ¢

(a—c)?

A = “TJ“C + 7 + 2. Sob essas condi¢oes vamos mostrar a existéncia de solugoes para

o problema (7).

No segundo capitulo estudamos a resolubilidade do sistema hamiltoniano

(

—Au=au+bv+" + f(x) ze€Q

{ —Av=cu+av+ul +g(x) e (9)

u=v=0 x € 01,
\
em que Q) € RV & um dominio limitado suave, com N > 3,1 < p,q < % e as fungoes f,

g € L"(Q), r > N, satisfazem a condigao

/Q¢1f+/9¢19<0' (10)

Os parametros a, b, ¢ € R sao tais que b, ¢ > 0. Supomos também que o primeiro autovalor

a b
do Laplaciano)\; seja também autovalor da matriz M = , mais especificamente

b a

supomos A; = a + b. Note que, a condi¢ao natural sobre p e ¢ seria (4). Por dificuldades
técnicas nossa condigao é mais forte. Conjecturamos que a condigao (3) é suficiente para

a obtencao dos resultados.
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No terceiro capitulo tratamos o problema relacionado ao operador bi-harmonico

(=AY u=Nu+u" + f(z) z€Q
(11)
u=Au=0 x € 01,
em que €2 é um domfnio suave limitado de RY, com N > 5. A fungao f € L"(Q), com
r > N/3 e satisfaz a condigao (3). E o expoente p satisfaz

<p < —-.
P=NT3

N +1
N —4

max {1, L
Sob essas condigoes vamos mostrar a existéncia de solugoes para o problema (11).

Ao final de cada capitulo apresentaremos alguns resultados sobre regularidade das
solucoes.

O ultimo capitulo é um Apéndice, este é divido em 4 partes. No Apéndice A apresen-
tamos a notacao usada durante toda a tese e algumas observagoes sobre os espacos em que
trabalhamos e suas normas. O objetivo do Apéndice B é apresentar resultados classicos
de Analise Funcional, Equagoes Diferenciais Parciais e também alguns resultados que po-
dem ser encontrados nas referéncias. No Apéndice C encontramos a base teorica auxiliar
usadas nos Capitulos 1 e 2. O Apéndice D é destinado a Teoria do Grau Topoldgico,

usada durante toda a tese, apresentamos suas principais propriedades e resultados.



Capitulo 1

SISTEMA GRADIENTE

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de existéncia de solugoes do seguinte

sistema de equacoes elipticas
(

—Au=au+bv+u + flx) ze€Q

—Av=bu+cwv+vi+glx) zeQ (1.1)

u=v=0 x € 01,

\

em que 2 € RY é um dominio limitado suave, com N > 3 e 1l < p,q < % Os
parametros a, b, ¢ € R sdo tais que max{a,c} > 0 e b > 0. Denotamos w, = max{w,0}.

E as funcoes f, g sao tais que,
f,g € L"(Q) parar > N. (1.2)

Para tratar esse problema vamos utilizar métodos topologicos. A estratégia é encontrar
estimativas a priori para possiveis solugoes de sistema (1.1) e utilizar a Teoria do Grau
Topologico para garantir existéncia de solucoes.

E conveniente escrevermos o sistema (1.1) na forma matricial:

—AU =AU +GU)+ F(x) z€Q

(1.3)
U=0 x € 0,
em que
b p
v ") Az ") camn®), caon=| ") ¢ Fuy=( "
v b ¢ vl g(x)

Consideramos A\; < Ay < A3 < ... < A\, < ... os autovalores de (—A, H(Q)) e
1, P2y .y On, ... as correspondentes autofuncoes e tal que a norma L? de ¢, seja normali-

zada igual a 1. Denotamos H o espago de Hilbert H{(2) x H}(2) munido da norma

NI = [lul® + o] = / IVl + / Vol?
Q 9]
5
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para (u,v) € H. Pelo Teorema de Sobolev, para 1 < ¢ < 2* fixado, a imersao H —
L7(Q) x L7(£2) é continua. Além disso, se o < 2%, entdo a imersao é compacta.

Com relagao a notacao usada durante o capitulo, quando tratarmos sobre o produto
de espacos de Banach A x B, adotaremos, a menos que seja especificado, a norma da
soma. Possivelmente, quando tratarmos do produto de espacos iguais A x A denotaremos

a norma de um vetor (a,b) € A x A simplesmente por ||(a,b)||, = |lal|l 4 + 116/ 4-

1.1. Estimativas a priori

Nesta secao vamos mostrar uma estimativa a priori para possiveis solucoes do sistema
(1.3).
Para isso vamos supor que o primeiro autovalor A\; de (—A, Hg(£2)) seja um autovalor

da matriz A. Destacamos que os autovalores da matriz A sao

2 2
_a—l—c a—c 9 _a+c_ a—c 9
&= 5 +\/( 5 ) +02 e n= 5 \/( 5 ) + b2,

Mais especificamente vamos supor que A\; = £. Sendo assim pelos resultados dados no

Apéndice C, obtemos que ® = (a1, B¢1), coma=1e = AIT_“, é solucao do problema

—AU =AU x2€Q

(1.4)
U=0 x € 0f).
Note que, \; = & implica que \; > a e assim [ > 0.
1.1 Lema. Considere 1 < p,q < % as fungoes f,g € L"™(QQ), r > N, satisfazendo a
condicao
Al —a
/f¢1+ - /9¢1 <0 (1.5)
Q b Q

e Ny =& Seja U € H uma possivel solugao de (1.3). Entao existe fungio crescente

p:RY — RY, dependendo somente de p, q e Q, tal que p(0) =0 e

1Ull ez < PCULEL)- (1.6)
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Demonstrag¢ao. Seja U € H uma possivel solu¢ao de (1.3). Multiplicando (1.3) por ® e

integrando, obtemos

/—AU-@Z/AU.¢+/G<U).@+/F(x).q>,
Q Q Q Q
como a matriz A é autoadjunta e ® é solu¢ao do problema (1.4), temos que
|ew) o=~ [ Fw-e<clF@I,. (1.7)
Q Q

Podemos decompor U em U = t® + U; em que U; = (ug,v;) é ortogonal a & em H,
veja Segao (C.2). Consequentemente, U; é ortogonal a ® também em L? x L?) isto &,

fQ Uy - ® = 0. Multipliplicando tal decomposicao por ® e integrando, obtemos

/U-@zt/¢-¢>+/U1-<I>,
Q Q Q
t:C’/U-@

Q

:C’(/Qau¢1+/gﬁv¢1)
:C(/Qa(u+—u)¢1+/95(U+_U)¢1>

<C( [ awon+ [ pio).

Aplicando a desigualdade de Holder juntamente com a desigualdade (1.7), resulta que

logo

1/p 1/q
v<o [ara) " vo( [ o) <cqri e (1)
Q Q

Lembremos que nosso objetivo é limitar U, para isso devemos limitar U; e |t|. Se ¢t >
0, a desigualdade (1.8) nos da uma limitagdo para |t|. Sendo assim, vamos dividir a
demonstragao em duas partes:

Caso 1: t > 0. Sob essa condicao resta encontrarmos uma limitagao para U;. Multi-

plicando agora a equagao (1.3) por U e integrando, obtemos

_/QAU.UI:/QAU.Ul—i—/QG(U)-Ul—i—/QF(x)-U1
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usando a decomposicao U = t® + Uy, temos

Hmwzémmm+éewym+éﬂmﬂi
ngmm+AGwym+AF@¢a.

Neste momento vamos utilizar a teoria espectral para operadores compactos, veja Apén-

dice C. Como U, é ortogonal a ® em H e ® = c¢®: entdo U; também é ortogonal a ®¢

em H. Logo podemos usar a desigualdade (C.4) para k = 1 e assim obtemos

2 1 2
nmnszmmw+[ﬁwwm+éwmwm
isto é,

@—Qﬁﬁmﬁgéaw»m+éwmwm

Como 1 = A\ (A) < A\y(A) e aplicando a Desigualdade de Holder, obtemos que
0 <€ [ GU)- Ui+ CIEIL [Tl
Finalmente pela imersao H}(Q2) < L?(Q2), concluimos que
1] < C/QG(U)-Ul +CE], A (1.9)

Vamos agora estimar a primeira integral do lado direito da desigualdade (1.9),

/Gwym_/ﬁm+ﬁm
Q Q
— P+ P, = q,,+ q,-
—/u+u1—/u+u1+/v+vl—/v+vl
Q Q Q Q
D+ q,+
g/u+u1+/v+v1,
Q Q

como t > 0 temos que u} < uy e v{ <wv,, logo

/Gwymg/ﬁﬂ+/ﬂﬂ
Q Q Q
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Aplicando o Lema (B.9) e em seguida a desigualdade (1.7), obtemos

fowros (furon) ([ wur)™ ([ oro)" ([ 9er)

<(
C (IFU s+ NE o)1)
C
C

IN

@ 1) o &
< C(IFI Il + 1P o))
«a 8 o &’
< ¢ (IFIZ U1+ 11 o)) -

Usando a decomposicao U = t® + Uy, temos
/QG(U) UL < CIFI (1@ + ITD° + C IR (el 1] + 102
e pela estimativa de t = |t|, desigualdade (1.8), concluimos
[ Gy-ve< oI (11 + 1) + e IR (IF1Y + 1F1)”
+ CIFIZ N+ C IFI 0 (1.10)
Substituindo a estimativa (1.10) em (1.9), resulta
10312 < © (IBI 4+ F 0 4+ 7 4 | 07)
+CIFI NP + CIFIE O + CIF T -
N1

Como p < 375 segue do Lema B.9 que 6,6" € (1,2). Sendo assim, aplicando a desigual-

dade de Young, obtemos que
101> < € (I R 4+ L 4 )
+ C |2 ED o[ F|2 0 ) p2.
Portanto,
0l < € (IFIEP 4 FNE 4 | EY 0 g+ se)
+C|F|C R + ) F,,
novamente usando a decomposicao U = t® + U, concluimos que
01 < € (IR + |FIE) + € (NP1 4 B | E o 4 )

a/(2—6 o /(2—6
+ O R0 | F|2E o R, .
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Substituindo os valores de «, o/, d e ¢, dados pelo Lema B.9, podemos ver que
JUI < Cmax {IFIY IFIY NEI ) F e (1.11)

Observa-se que encontramos uma limitacao para U em H, mas precisamos encontrar

2

uma limitacdo para U no espaco CL(Q2)2. O primeiro passo para chegarmos ao nosso

objetivo é aplicar um argumento de regularidade, conhecido por argumento de bootstrap,
que encontra-se em detalhes na Se¢ao (1.3). Aplicando o argumento do tipo bootstrap,

obtemos que u,v € W2"(Q) e existe C' > 0 tal que
Uy, < CUFIT+ TN

com 7,7y constantes, tais que 7,y > 1. Este fato, juntamente com a desigualdade (1.11),

implica que
U]y, < p([F]],)-
Por fim, como r > N, vale a imersio W27 (Q) — C'(Q2), e portanto
1Vllgya < UL

Caso 2: t < 0. Pelo Principio do Méaximo de Hopf, (veja Teorema B.7), sabemos que
a primeira autofuncao ¢; > 0 se encontra no interior de um cone de funcoes positivas no

espaco C(Q). Entao existe € > 0 tal que
w € Beyq)(d,e) >w>0 em Q e — <0 em 09,

em que 7 denota o vetor exterior normal a fronteira de . Como ® € C3(Q2) x C}(Q) é

Q@
tal que ¢ = e , com o, > 0, podemos afirmar que existe € > 0, tal que
B
0 811)1 8w2 0
(wl,wg) € BC&(Q)(¢17€) X BC&(Q)<¢17€) = wi,wy >0 em e 8_777 8_7] 0 em 0f.

Definimos ¢y o supremos de tais €’s e relembramos que, pela Se¢ao 1.3, U = (u, v) solugao
de (1.3) bem como U; = (uy,v;) pertencem a C}(Q) x C}(Q). Podemos escrever

Uy

u:ta(¢1+at) e v:tﬁ<¢1+%>.
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Afirmamos que —ui/at ¢ Boyq)(0,€) e —vi/Bt ¢ Beyq)(0,€). Pois, caso contrério,

terfamos que

—¢1 (—5)6301 o)(¢1,60) e 5 = ¢ — (575

0 que é uma contradicao, ja que ut,v" £ 0, a, 8 > 0et < 0. Sendo assim,

) € Bea@y (91, €0)

1 1
t] < e lurllcaey e It < e o1l @y
Portanto,
1l < Cllulleyay + Cllvilley ey = C U ey - (1.12)

Resta encontrarmos uma limitagao a priori para ||U1||01(Q)- Observamos que a desigual-
0

dade (1.9) continua valida para ¢t < 0, isto é,
103 1* < C/ GU) - U+ C[F[|, U]l (1.13)
Q

Agora vamos estimar a primeira integral do lado direito de (1.13). Note que

/G(U)-m s/ui|u1|+/vi|v1|,
9] 9] 9]

como t < 0 temos que uy < |ui| e vy < |vq], sendo assim podemos aplicar o Lema (B.9)
e obtemos que

faw-u|= ([ (fmm) ([io) (o)

Pela desigualdade (1.7), resulta

/Q GU) -1,

o ) o &
< CE[; flua[® + CHE ol

a 5 o 8
< CIEINGT+ ClEN " (1.14)
Substituindo (1.14) em (1.13), temos que
e ) o &’
Ou* < CAFIF IO + CUEIT 0"+ CIEN, -

Novamente, como 6,9’ € (1,2), aplicamos a Desigualdade de Young e concluimos que

lall < ClIFI + CIE" + CIF, - (1.15)
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Como Uj é solugao fraca do problema

AU, = AU, +GU)+ F(x) z€q)
! 1 +GU) + F(x) (1.16)

U1:0 ZﬂeaQ,

podemos aplicar o argumento do tipo bootstrap, (veja Se¢ao 1.3), para o sistema (1.16) e

concluir que U; € W™ x W2(Q) e também que existe constante C' > 0, tal que
1Uilly, < CIFN;+ 1U]")

com 17,7y constantes, tais que 7,y > 1. Este fato, juntamente com a desigualdade (1.15),

implica que

1Utll,,, < p([F]L,).

Além disso, como r > N, vale a imersio W?2"(Q) — C'(Q). Sendo assim, podemos

concluir que

10y < UIE)- (1.17)

Como U = Uy + t® e usando as desigualdades (1.12) e (1.17), obtemos que

1Ull ez @y < PCULEL)-

1.2. Resultado de Existéncia

Nesta secao vamos mostrar um resultado de existéncia de solugoes para o problema

(1.1).

1.2 Teorema. Assumindo as hipdteses do Lema (1.1) existe pelo menos uma solug¢ao

U = (u,v) € (W2 (Q) N HLQ))? do sistema (1.3).

Na demonstragao vamos proceder da seguinte forma, vamos mostrar que toda solucao

U = (u,v) € H do sistema (1.3) é nao degenerada com indice 1, para funcoes f e g
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pequenas e satisfazendo a condi¢do (1.5). Considere a linearizagdo de problema (1.1),
para (ug, vg) solucao de (1.3):

;

—Aw =aw + bz +plud )P 'w € Q
—Az=bw+cz+qlvg) 2 1€Q (1.18)

w=z2=0 x € 0f).

\

A nao degeneracidade e o calculo do indice sao consequéncia dos seguintes resultados:

1.3 Lema. Existe € > 0 tal que; para cada m,k € L™, s € R et € [0, 1] tais que m,k >0
g.t.p., m#0, k#0, |m| .|kl <ee0<s<e suponha também, que exista QcQ
com medida positiva, tal que as funcoes m e k nao se anulem simultaneamente para todo

x € Q. Entdo o sistema

(
—Aw =aw +bz+tm(x)w+ (1 —t)sw z €

—Az =bw+cz+th(x)z+ (1 —t)sz r e (1.19)

w=z=0 x € 01,
\

possut somente solugao trivial w = z = 0.

Demonstragao. Considere a forma matricial para o sistema (1.19):

—AW =AW z€Q

W =0 x € 08,
em que
- a+tm(x)+ (1 —1t)s b w
A(z) = () +( ) e W=
b c+th(x) + (1 —1t)s z

Vamos mostrar que as matrizes A e A(z) satisfazem a relacio A < A(x), veja Definicio

(C.2). Dado (x,y) € Q x R?, em que y = (y1,¥2), temos

((A@) = A) y,y) = y2 ltm(a) + (1= 0] + 3 [th(z) + (1= 1)s]
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Pelas hipoteses dadas sobre m, k em ) e Q, e sobre t e s, temos que a expressao anterior
é ndo negativa em Q x R? e estritamente positiva em Q x R2. Portanto A < A(z).

Além disso, sabemos que a autofunciao ®4 associada ao autovalor \;(A) satisfaz a
Propriedade de Continuacdo Unica, veja definicio (C.3). Sendo assim, utilizando a Pro-
posicio (C.4), temos que A\ (A(z)) < A (A) = 1. Temos também que cada entrada da
matriz A converge em L para A, usando a continuidade dos autovalores em relacao as
pesos A(x), resulta que \;(A(z)) — \;(A) para cada j = 1,2.... Em particular para
j =2 temos que Ay(A(x)) = Ao(A) > A\ (A) = 1. Portanto, A\ (A(z)) < 1 < \(A(z)) e
consequentemente w = z = 0 ¢ a unica solu¢ao do problema (1.19).

]

1.4 Lema. Seja 0 < s < € fizado, considere o sequinte problema de autovalor com

parametro

;

—Aw = Naw + bz + sw) x €
—Az=ANbw+cz+sz) x€Q (1.20)

w=z=0 x € 0.

\

Entao existe somente um autovalor X no intervalo [0, 1].
Demonstra¢ao. Primeiramente vamos escrever o problema (1.20) na forma matricial

AW = MAW 2 €Q

W =0 x € 08,
- a+s b w
em que A= e W=
b c+s z

Vamos proceder como na demonstragao do Lema (1.3). Note que, A < A entdo, pela

Proposi¢ao (C.4), resulta que A\;(A) < A\(A) = 1. Fazendo e suficentemente pequeno

temos que cada entrada da matriz A converge em L para as entradas da matriz A, logo

Ao(A) = A2(A) > A (A) = 1. Portanto, A\j(A) <1 < A2(A) como queriamos mostrar.
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Demonstragao do Teorema (1.2):

Considere a aplicagao Tr : Cp(Q)* — CL(Q)? tal que

Tr(U) = (—A) ' (AU + G(U) + F(x))

((—A)_l (au+bv +uf + f(z)), (=A) " (bu + cv + v + g(:v))) )

Note que Tr é um operador compacto e continuo e Tr(u,v) = (u,v) se, e somente se,

U = (u,v) & solucao do problema (1.1). Considere F} = (f1, 1) com

fi=—(vag)? e g1 =—(v8¢1)"

em que v > 0. Sendo assim, Uy = (ug,vg) = (yap1,v8¢1) é solugao do problema (1.3)
para ' = F}. De fato,

AUy + G(Up) + Fi(x) = AUy = yAD = —yAD = —AU.
Considere a seguinte homotopia H : [0,1] x C3(2)? — C3(2)? com
H(r,U)= (I = (-A)"Y (AU + GU) + (1 = 7)F(2) + 7Fi(2))) .
Note que,

H(0,U) = (I — (=A) ™) (AU + G(U) + F(x))) = I = Tr

H(1,U)= (I = (-A)™)AU + G(U) + Fi(z))) =1 — Tr,.
Além disso, segue da estimativa a priori, Lema (1.1), que toda solugao de

AU =AU+GU)+ (1 —71)F(x)+ 7Fi(x) x€Q

U=0 x € 0N

¢ uniformemente limitada em C}(Q)?. Sendo assim, para R > 0 suficientemente grande,

temos que H(7,U) # 0 para todo (7,U) € [0,1] X 0Bc1(q)2(0, R). Segue portanto, que
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a homotopia H é admissivel (veja Apéndice D), e pela propriedade da invariancia por

homotopia do grau topologico, temos que
deg([ - TF, BC&(Q)Q (O, R), 0) = deg([ — TFl, BC(%(QP (0, R), 0)

Facamos 7 suficientemente pequeno tal que o Lema (1.3) seja aplicavel para

m(a) =pu e k(x) = qui

para toda (u,v) solugao arbitraria de (1.1) com F = Fj. Aplicando entao o Lema (1.3)
para t = 1, obtemos que (u,v) é nao degenerada. Além disso, o indice de I —Tp, pode ser
calculado através da homotopia dada em (1.19) e este coincide com o indice da solucao
trivial de (1.19) para t = 0. Usando o Lema (1.4) nés deduzimos que esse indice é —1,

(veja também Teorema (D.8)). Portanto
deg(I — Ty, Bey(ap2(0, R),0) = Y (—1) #0,
note que a soma acima é finita, veja detalhes em (D.2). Sendo assim,
deg(I — Tr, Boioy2(0, R),0) # 0

e por fim, usando a propriedade de solucao do grau topolégico concluimos que existe

U € Beype (0, R) tal que (I —TF)(U) =0, isto ¢, U é solugao de (1.1).

1.3. Regularidade

Seja 0 € RY um dominio suave e limitado, com N > 3. Vamos discutir a regularidade

do seguinte sistema eliptico

—~AU = H(z,U(z)) =€Q (1.21)

U(z) =0 x € 09,

IS
=

u(x h(x,
em que U(x) = (=) e H(z,U(x)) = ( E

=l
n
N
@)
o)
o
=
—
=
=
—
&
n
@
@
z.
n
—_
@
=
!
Coun)
]
~—
I
—
%
—
]
N~—
KQ

|H (z,U)| < [F(x)| + C|U[
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com 1 <s<2"—1ealgumr > N.
Seja U = (u,v) € H}(Q) x Hy(Q) solugao fraca de (1.21). Vamos mostrar que u,v €
W2T(Q) e que existe constante C' > 0, tal que

v

2 S CUEIZ+ U,

com ~,n > 1. Para isso, vamos usar um método do tipo bootstrap, que é um método
de iteragoes usando sequéncias de imersdes entre os espagos de Sobolev WkP(Q) e L4().

Observe que,

/ |H (z,U)|** < / |F(2)]*" + c/ U (1.22)
Q Q Q
Desejamos que as integrais da desigualdade anterior sejam finitas. Pela imersao de So-
bolev, H}(Q) < L? (Q), temos que |U| € L* (). Denotando p; := 2*/s, resta saber se
|F(z)] € LP(Q).

Se N > 4 entao 2* < N, este fato juntamente com a hipotese s > 1 implica que
pri=2% <2" < N <r. E assim temos que |F| € LP*(2). Agora se N = 3 entdo p; pode
ser maior ou menor que r. Sendo assim, vamos dividir a demonstracao em dois casos:

Caso 1: N =3 e p; > r. Nesse caso consideramos r no lugar de p; na integral em

(1.22), dai

[ o< [Farc [ o (1.23)

como p; = £ > r temos que rs < 2% logo [U] € L™ e portanto concluimos que |H| € L.

Aplicando o Teorema (B.13), concluimos que u,v € W*"(Q) e que

1Ul,, < ClIH]], -
Utilizando a desigualdade (1.23), resulta
Ul < CUFIL + 1T -
Enfim, como 1 < rs < 2%, obtemos

Uy, < CIFIL + MU -
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Caso 2: N > 3 e p; < r. Nesse caso, observamos que |F(z)| € LP*(Q) e da desi-
gualdade (1.22), concluimos que |H| € LP'. Aplicando o Teorema (B.13), concluimos que

u,v € WPL(Q) e que
Uy, < CIHI, -

Usando a desigualdade (1.22), resulta que

10l < € (IF 1, + 1013.)
e pela imersao de HZ () em L*(£2), concluimos que

101, < € (IF,, +1U17) (1.24)

Agora precisamos analisar trés situagoes:

Caso 2i: Se 2p; > N entdo pelo item (iii) do Teorema (B.12), temos que W?271(2) —

C%(Q), para o < 1. Assim,
[ < [1F@rec [ <o, (129
Q Q Q
portanto, |H| € L™(Q2). Pelo Teorema (B.13), resulta que |U| € W27(Q) e
1Uly, < ClIHI,
usando a desigualdade (1.25), resulta que

Ull, < € (IFIl, + 1],
< C (171, + 100 -

Portanto,

101, < € (1P, + 1U13,,) -
Usando a desigualdade, (1.24), obtemos

U1, < € (I, + 1 FI;+ 1))
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Caso 2ii: Se 2p; = N entdo pelo Teorema (B.12)(ii) vale a imersao W?P1(Q) — L°

para todo p; < o < oco. Usando esta imersao para o = rs, temos que |U| € L™, logo
[eor < [Perc [ <o, (1.26)
Q 0 0
portanto, |H| € L"(Q). Pelo Teorema (B.13), resulta que |U| € W2"(Q) e
101l < ClIH], -
Usando a desigualdade (1.26), resulta que

10l < CIFIL + U117

< (I, +1U13,,) -
E pela desigualdade (1.24), obtemos
S 82
101, < € (1P, + I1F 15 + 10

Caso 2iii: Se 2p; < N entao aplicamos o Teorema (B.12)(i) e concluimos que u,v €

Np1
N—2py -~

[@or < [iF@e o [ o
Q Q Q

Entao repetimos o processo, agora com ps = q/s.

L (§2), em que ¢ = Note que,

Vamos iterar o processo k vezes para obter nimeros p,, € ¢,, com m = 1, ...k, tais que

qul e _ Npm
s =N —2p,)

Pm =

Note que, o nimero de iteragoes é finito. Isto é, existe £ > 0 tal que 2p, > N. De
fato, como s < 2* — 1, temos que

pp_ 4 _ N

— = > = 1.
pr 28 Ns—22¢" N(2r—1)—22*

Portanto,

P2
b1
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para algum 6 > 0. Agora;

N -2
@:@:@( p_1)>72:1+5.
P2 q1 p1 \ IV — 2ps P1

de onde se conclui que p3 > po(1 + §). Mas py = (1 + §)p; portanto p3 > (1 + §)2p;.

Iterando o processo temos
Pr > (1 + 5)k_1p1.

Logo, para algum k suficientemente grande temos 2p, > N. Portanto, o niimero de
iteracoes é finito.

Sendo assim, concluimos que U € W2"(Q) x W27(Q) e que

v

2 S CUEIZ+ TN,

com 7y,n > 1.



Capitulo 2

SISTEMA HAMILTONIANO

Neste capitulo vamos estudar o sistema de equacoes elipticas do tipo hamiltoniano

(

—Au=au+bv+" + f(x) ze€Q

—Av=cut+av+ul +g(zr) € (2.1)

u=v=20 x € 09,

em que ) € RY é um dominio limitado suave com N > 3; a, b, c € R sdo tais que b, ¢ > 0;

as fungoes f,g € L" com r > N e denotamos w, = max{w,0}. Os expoentes p e ¢ sao

N+1
N—-1"°

tais que 1 < p,q <
Nosso objetivo, é encontrar estimativas a priori para possiveis solucoes deste sistema
e mostrar um resultado de existéncia de solucoes.
Note que, sem perda de generalidade podemos tomar b = ¢ no sistema (2.1). De fato,

se (u,v) é solugao de

(

—Au=au+b/d+ " /5+ f(x)/d xe€Q

—Av = cdu + av + 0%l + g(x) SN

u=v=0 x € 0F),

\
com ¢ > 0, entao (du,v) é solugao do sistema (2.1). Assim como feito em [23], podemos
escolher 0 = \/b/c e obtemos a diagonal secundéria com valores iguais a Vbe. A menos

de reescalar os valores podemos trabalhar agora com o sistema

(

—Au=au+bv+" + f(x) ze€Q
—Av=bu+av+ul +g(zr) =€ (2.2)

u=0v=0 x € 0f).

\

21
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E conveniente escrevermos o sistema (2.2) na forma matricial:

—AU=MU+GU)+ F(z) €0

(2.3)
U=0 x € 09,
onde
b P
v ) =Y ) emom, o= ) e ray= | "
v ba uf g(x)

Os autovalores da matriz M sao { =a+ben=a—>.

Consideramos A\; < XAy < A3 < ... < A\, < ... os autovalores de (—A, H}(Q)) e
1, P2y ...y Gp, ... as correspondentes autofuncgoes e tal que a norma L? de ¢; seja normali-

zada igual a 1.

2.1. Estimativas a priori

Para encontrarmos estimativas a priori para possiveis solu¢oes do problema (2.2), nos
baseamos em argumentos encontrados em [7]| e [10]. Inicialmente encontraremos uma
. . .. ~ . 9 b+l 9. g+l
estimativa para possiveis solu¢oes U do sistema (2.3), no espaco W= » (Q) x W« (Q).

Vamos supor que \; é uma autovalor da matriz M, mais especificamente que \; = a+b,

Segue dos resultados dados no Apéndice C que ® = (¢1, ¢1) é uma solugao do problema

AU =MU z€Q
(2.4)

U=0 x € 0f).

2.1 Lema. Suponha que A\ = a + b. Considere f,g € L", r > N, satisfazendo

/Q¢1f+/9¢19<o; (2.5)

el<p,q< %—J_r} Toda possivel solugao U € H de (2.3) satisfaz

1Ulloaey < p(1F]],) (2.6)

onde p : RY — RY é uma funcao crescente dependendo de p,q e Q e tal que p(0) = 0.
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Demonstrag¢ao. Seja U € H solugao de (2.3). Multiplicando (2.3) por ® e integrando,

obtemos

/Q—AU.QD:/QMU@Jr/QG(U).CDJr/QF(Jf)@

como M é autoadjunta e ® é solugao fraca de (2.4), resulta
/ G(U).® = — / F(a).d < C || F(2)], (2.7)
o) Q
Podemos decompor U = t® + U; tal que (®,U;),; = 0. Note que
<(<I>, Ul))H =0= / (ququl + V¢1VU1) =0
Q

= )\1/ (Pruy + ¢rv1) =0
Q

Q

isto ¢, U; é ortogonal a ® também em L2*(Q2) x L?(Q). Portanto, multiplicando esta

decomposicao por @ e integrando, resulta

/U-@:t/@-q>+/U1-q>:t/q>.q>,
Q Q Q Q
t:C/U~<I>
Q

= (J/Q (upy + vr)

logo

< C/Q (uspr + vi1).

Aplicando a desigualdade de Holder, temos

t< (/Quigbl)l/q </Q¢1)W+ (/Qvﬁqbl)l/p (/ngl)l/p/

em que, p e p’ sdo expoentes conjugados, o mesmo para q e ¢’. Portanto

t<C(IFI"+IFIY) . (2.8)
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Anélogo ao capitulo anterior, se ¢t > 0 a desigualdade (2.8) nos d4 um limitagao para |t|.
Dessa forma, vamos dividir a demonstracao em dois casos.
Caso 1: t > 0. Nesse caso a desigualdade (2.8) nos da uma limitagdo para |[t],

consequentemente resta encontrarmos uma estimativa para Uj.

Vamos definir os seguintes espagos:

p+1 gt+1 o ptl 9. atl

L=Lv» xL« e W=W>?» xW"a|

respectivamente com suas normas

Ul = llulless +lolless e Ul = llullyees +[[olly et -

Note que U; satisfaz a equagao
—AU; = MU, + GU) + F(x),

passando a norma do espago L em ambos os lados, temos

JAUL + MU, = |GWU) + F(@)]l, < GO, + | F@)l, -
Portanto,

IAU + MU, < [0 e + llud oz + 1 E (@),

q

_p_ 9
Pt a+1
<(La)7 e (fart) " rr@n,. e
Q Q
/'Ug_JFI :/Uﬁ_a ?(bfavi(l—a)—l-l
Q Q

para 0 < a < 1 a ser determinado posteriormente. Pela desigualdade de Holder, temos

Podemos escrever,

que

l—«

/Q ARES ( /Q vﬁqsl)a /ﬂ ”; : (2.10)
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para estimar a primeira integral do lado direito da desigualdade anterior usamos a desi-

gualdade (2.7) e obtemos

1 l1-o
p+17a

o v
[ <t | [ =
: @ 6]

Agora vamos utilizar o Lema B.10 para estimar a segunda integral de (2.10). De acordo

com as hipoteses do Lema B.10, para estimarmmos a segunda integral vamos considerar

1 1
q -« 1l -«

(2.11)

e temos as seguintes opcoes:

(i) Se N =3e1l < q < 2 entao % < m < N. Assim para que possamos aplicar o

1 1 1
— =T -
t m N’

e para que essa igualdade seja verdadeira devemos ter

Lema B.10, devemos ter

3(g+1)
= 0,1).
« 5012 €(0,1)

(i) Se N >4el < q<2entao m < % Analogamente, pelo Lema B.10, para esta

condicao devemos ter

1 1 2-7
t m N
dai encontramos
N(1—-L-Lp)
T 1+ N-—IpN’
em que L = % — % > 0. Usando o fato de que L > 0 obtemos a < 1. E da hipdtese

q< %, concluimos que a > 0.

Além disso, para ambos os casos, observamos que a tltima igualdade em 2.11 implica
que 7 € (0,1).

Finalmente, aplicando o Lema B.10, resulta

«@ 1—a)+1
/Q 2 < O F @) ol (2.12)

2, g+1
q
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Analogamente, obtemos

1 -«

[t < eIp@ el (213)
para m' = pzl e K = m — N no lugar de L. Encontramos casos analogos ao anteriores,
respectivamente com

alzg(p+1) ,_N(l—K—Kp)

w2 O YT Iy N_KpN

Substituindo as equagoes (2.12) e (2.13) na desigualdade (2.9), obtemos
1 a)+1 p% 1—ao’)+1 qf’l
Hmh+Mmm$c@wuwuw;H”} +c@me|H@w } LI,

Agora vamos usar o fato de que a aplica¢ao (A + MId) : W, (2) — L. (Q) é um isomor-

W*(Q):{UEW;/QU-CD:O}
L*(Q):{UGL;/QU-CI):O}.

Basta observar que ker {A + MId} = {0} e pela alternativa de Fredholm obtemos a

fismo, em que

sobrejetividade. Assim, existe constante C' > 0, tal que
[ULlly < Cl|AUL + MU, -
Portanto, da desigualdade anterior
[p(1—a)+1] L= q(1—a/)+1] L

P 1 P q [ q+1
10y < CIHE@)FT o H P T+ CO|F(x )II o Iy = HIE@),-

Usando a decomposicao U = t® + U; e a estimativa (2.8) para t, resulta

@ PA=a)+1]_p o UL [p(1-a)+1] 2;
mwwso@md T G “wwmwwwmw )
a/+q(1—°‘/)+1 % a/+‘1( —a)+1 q o(1—
a')+1]-L
B 7 e L e +wmwwmmw 1

+ || F|,. - (2.14)
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A fim de aplicarmos a desigualdade de Young na desiguldade (2.14) resta mostrarmos que

1 p

- = 1-— 1]— <1 2.15

LSO (2.15)
e também que

Y | I B (2.16)

w qg+1 ’ '

A hipétese 1 < p,q < %, juntamente com os valores encontrados para « e o’ nos

permitem mostrar que as desigualdades (2.15) e (2.16) sao verdadeiras. Entao, aplicando

a desigualdade de Young, obtemos

q(1—-a’)+1
[a+p(1_a)+1 |:O‘/+7p ] ﬁ o’q

_p_ _ap g a'q
Wil < € [1F 5 e HIE HEL

em que, 6 e w' sao os expoentes conjugados de 6 e w respectivamente. Como ||U||,, <

[ [|@lyy + [[Ui]ly, concluimos

’
_ rpa(l=a)+11 4 /
a+1’(1 a)+1 ’ |:a —i-? pEsy a+qlw/

e e SR
Wy < C [ 117 e 5 ey L IF)

+IE,

+0@mw+ww), (2.17)

T 9 pt1 9 atl
Note que encontramos uma limitacao para U no espaco W =W » x W® ¢ e para

passarmos essa limitacao para o espaco C’&(ﬁ)? vamos utilizar um argumento do tipo

bootstrap, (veja Segao 2.3). Para isso, tomamos em (2.27), na Segao 2.3, os valores

1 1
H(z,U)=MU+GU)+ F(z) e m:min{%,%},

Sendo assim, concluimos que U € (W™ N H} (€))* e vale a desigualdade
101, < (IFI + U1,
com v,7n > 1. Consequentemente

Ul < CUEN+UI) - (2.18)
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Usando o fato de que r > N e as desigualdades (2.17) e (2.18), concluimos

1Ullcpey < pUIEIL) -

Caso 2: t < 0. Pelos mesmos argumentos utilizados na demonstracao do L.ema 1.1,

temos €y > 0 tal que
C C
1< G lurlleyor + 3 Tnlloye = Cll ey -

Note que, a desigualdade (2.9) continua verdadeira. Além disso, como ¢ < 0 temos que

vT < v;. Portanto, semelhante ao caso anterior temos

«a Up‘f‘ﬁ o
/U{:—+1 < (/ Uﬁ—qbl) / 1L )
Q Q Q ¢11—a
analogamente, u™ < u; e vale que
o uq+— Lo
Jurt< ([aton) | [®
Q Q Q ¢11_
Aplicando o Lema B.10, obtemos
1 (1—a)+1
| < cIr@Ignlgze . (219)
e
1 (1—a’)+1
[t < Clr@ g (2.20)

Substituindo (2.19) e (2.20) na desiguladade (2.9), para as mesmas escolhas de a e o/,

concluimos que

—) g

L o lg(1—a)+1] %
!IUll\WSC(HF( IIE i v 1H2q+1 + || F () |+ HulHQLﬂ i +HF(33)HT>

[p(1—a)+1] L= [q(1—a/)+1]-L-

¢ (IIF( )FT 1Oy e+ 1 (2 )||‘”1 IOy e ™" + ||F(93)||T) :

aplicando a desigualdade de Young, resulta

L g
HU1HW§C<CHFH?+ P +\|FHT). (2.21)
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Assim como no caso anterior vamos usar o argumento de bootstrap, (veja Se¢ao 2.3).

Observe que U, satisfaz a equacao

—AU, = MU, +GU)+ F(z) x€Q

U=0 x € 010,
Sendo assim, basta tomarmos em (2.27),
p+1 g+1 }

H(x,U)) =MU, +GU)+ F(x) e m:min{T,T

Sendo assim, concluimos que Uy € (W2 N HE ()% e vale a desigualdade
101y, < € (1P + 101110 )
consequentemente
Ul < CUFI+ 1T (2.22)

para constantes ,1 > 1. Usando o fato de 7 > N e pelas desigualdades (2.21) e (2.22),

concluimos

1Uillcamy < o (IFLL) -

Por fim, usando a decomposi¢ao U = t® + u; e a limitagao [t| < C ”Ul”C&(Q)’ obtemos

1l < o (IFIL)

2.2. Resultado de Existéncia

Vamos agora demonstrar o resultando de existéncia de solugoes para o sistema (2.2).

2.2 Teorema. Assumindo as hipoteses do Lema (2.1) existe pelo menos uma solugao

U= (u,v) € (W2 (Q) N HLQ)) do sistema (2.2).
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Na demonstracao vamos proceder da seguinte forma, vamos mostrar que toda solucao
U = (u,v) € H do sistema (2.2) é nao degenerada com indice 1, para funcoes f e g
pequenas e satisfazendo a condigao (2.5). Considere a linearizagdo de problema (2.2),

para (ug, vg) uma possivel solugao

(

—Aw =aw+ bz +plvy )"z xeQ
—Az=cw+az+qud)w e (2.23)

w=z=0 x € 0f).

\

A nao degeneracidade e o calculo do indice sao consequéncia dos seguintes resultados:

2.3 Lema. Euziste € > 0 tal que; para cada m,k € L™, s € R et € [0,1] tal que m,k >0

gt.p., m#0, k#0, |m|_ <€ ||kl <€eel<s<e Entio o sistema

;

—Aw =aw + bz +tm(z)z+ (1 —t)sz x €
—Az=cw+az+tk(z)w+ (1 —t)sw x € (2.24)

w=z=0 x € 01,

\

possui somente solugao trivial w = z = 0.

Demonstracao. Primeiramente escrevemos o sistema acima na forma matricial

—AW = MW + M)W z€Q

W =0 x € 09,

v | b M) = 0 tm(x) + (1 —1)s o W w
b a th(z) + (1 —1)s 0 z

Vamor argumentar por absurdo. Assumimos que existem sequéncias de fungoes m,(x)
e ky(z); n € N, com my(z),k,(x) # 0 e my(z),ky(z) < L, e também sequéncias de
nameros t, € [0,1] e s, € (0, %] tal que o sistema (2.24) possui, para cada n, solu¢ao nao
trivial W,, = (w,, z,). Considere a sequéncia

__ W,
W, = :
Wl
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Para cada n, temos que

— AW, = MW, + M,(2)W, =z ¢€Q

—

W, =0 x € 0,

(2.25)

Usando, na igualdade anterior, Wn como funcao teste, obtemos
[ AW T = [ 2, W+ [ 0T,
Q Q Q

< C. Logo existe W € H tal que, Wn — W

como HWn é limitada resulta que HWn
2
em H e também que W,, — W em L? x L?. Além disso, do sistema (2.25), obtemos

também que

/—AWn-\I/:/MWn-\I/+/Mn(x)Wn-\I/,
Q Q Q
para toda funcao teste W € H. Passando o limite na igualdade anterior, concluimos que

W é solugao fraca do sistema

AW =MW z€Q

W =0 x € 01,
portanto W= c®, para ¢ € R. Sendo assim, W tem sinal bem definido e podemos dizer
que para n suficientemente grande o mesmo acontece para Wn

Por outro lado, usando ® como funcao teste, temos para cada n
/ M ()W, - ® =0
0
0 que é uma contradiciio com o fato de W, ter sinal definido, s, > 0 e 0 < m, (), kn(z) 2
0.
[

2.4 Lema. Seja 0 < s < Ay — Ay fizado, considere o sequinte problema de autovalor com

parametro |
.

—Aw = plaw + bz +sz) x €

—Az = pulbw +az + sw) x € (2.26)

w=2=0 x € 0f).

\

Entao existe somente um autovalor p no intervalo [0, 1].
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Demonstra¢ao. Sabemos que as autofungoes {¢,} , com n > 1, do operador Laplaciano

n’

formam uma base para o espago H} (). Logo w e z podem ser escritos como combinagao

linear destes elementos, isto é,

w = Z%ﬂbn e z = Znngbn

Assim como foi feito no do Apéndice C, obtemos que g é um autovalor de (2.26) se, e

somente se, \,/p é um autovalor da matriz

- a b+s
M =
b+s «a
isto &, pu = 2 = 22— Como A\ = a+b,t = 2 = 22
isto &, p = - ou p= ==, Como Ay = a+ b, temos que /i s € e pvEs
Usando a hipotese 0 < s < Ay — A, concluimos que p; < 1 < ps. O]

Demonstra¢ao. Demonstracao do Teorema (2.2):
Considere a aplicagao Tr : C3(Q)* — CH(Q)? tal que
Tw(U) = (=A)" (MU + G(U) + F(x))

(=A) M (au+bv+ ] + f(2)), (—=A) " (bu + av + uf + g(z))) .

Note que Tr é um operador compacto e continuo e Tr(u,v) = (u,v) se, e somente se,

U = (u,v) é solucao do problema (2.2). Considere F; = (f1, 1) com

fi=—()" e g1=—(v¢1)!

em que v > 0. Sendo assim, Uy = (ug, v9) = (Y¢P1,7¢1) € solugdo do problema (2.3) para
F. De fato, como G(Uy) = —Fi(z), resulta que

AUy + G(Up) + Fi(z) = AUy = 7yAP = —yAD = —AU,.
Considere a seguinte homotopia H : [0,1] x C3(2)? — C3(22)? com
H(r,U) = ((I = (=A)") (MU +GU)+ (1 —7)F(z) + 7Fi(x))) .
Note que,

H(0,U) = ((I = (=A)™)YMU +GU)+ F(z))) =1 —Tr
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H(LU) = ((I = (=A)") (MU +GU) + F(x) =1 - Tr.
Além disso, segue da estimativa a priori, Lema (2.1), que toda solugao de

—AU=MU+GU)+ (1 —-71)F(x)+7Fi(x) =€

U=0 x € 0N
¢ uniformemente limitada em C}(Q)?. Sendo assim, para R > 0 suficientemente grande,
temos que H(7,U) # 0 para todo (7,U) € [0,1] X 0Bcy(q)2(0, R). Segue portanto, que
a homotopia H é admissivel (veja Apéndice D), e pela propriedade da invariancia por

homotopia do grau topologico, temos que
deg([ - TF, BC&(QV (0, R), O) = d@g([ - TF17 303(9)2 (0, R), O)

Fagamos v suficientemente pequeno tal que o Lema (2.3) seja aplicavel para

1

m(z) =p " e k(z) = qui!

para toda (u,v) soluc¢do arbitraria de (2.2) com Fy; = (f1,¢91). Aplicando entdo o Lema
(2.3) para t = 1, obtemos que (u,v) é nao degenerada. Além disso, o indice de [ — Tp,
pode ser calculado através da homotopia dada em (2.24) e este coincide com o indice da
solugdo trivial de (2.24) para t = 0. Usando o Lema (2.4) nos deduzimos que esse indice

¢ —1, (veja também Teorema (D.8)). Portanto

deg(I — Tr,, Bopoye(0, R),0) = Y (—1) #0.
Note que a soma acima é finita veja detalhes em (D.2). Portanto,

deg([ - TF, Bcé(Q)Q (O, R), 0) # 0.
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2.3. Regularidade

Seja 0 € RY um dominio suave e limitado, com N > 3. Vamos discutir a regularidade
do seguinte sistema eliptico

~AU = H(z,U(x)) z€Q (2.27)

U(x) =0 x € 09,

)
T, U, 0)

) € L"(Q) x L"(2) e C > 0 tais que

R
S
4

. Asfuncoes h, k : QxRxR —
v(z)

R sdo continuas e existem F'(x)

u(x h
em que U(z) = (=) e Hz,U(x)) = ( E

I
=
N
<

|H (2, U)] < C(|F(x)] + [UT) (2.28)

com 1l <s<1+ 2%, em que qg sera definido a seguir, e algum r > N.

Considere U solucao fraca de (2.27) tal que U € W™ x W?2™ (Q) com m < N/2.

Vamos mostrar que U € W?" x W27 (Q) e que existe constante C' > 0, tal que
Ul < CIEI;+CIU|",

com v,n > 1

Sabemos que, para m < N/2 e Q limitado, vale a seguinte imersao

W2m s W2m (Q) < L7 x L7 (Q) Vaelm Nm }

— 2.29
' N —om (2.29)

Assim como no capitulo anterior, vamos utilizar o argumento do tipo bootstrap. De-

notando ¢y = N]X’;m, iniciamos o processo com p; = %. Note que, pela desigualdade

(2.28), temos

/Q|15[(:15,U)\p1 g/Q\F(:z:)\lerC/QW]qO. (2.30)

A segunda integral do lado direito sabemos ser finita, devido a imersao anterior. Neste
momento temos duas opcoes a analisar quanto a integrabilidade do primeira integral, a

saber
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Caso 1: Se p; > r entao consideramos r no lugar de p; e temos

/Q|H(:c,U)|’"g/Q|F(x)|T+c/Q|U|”. (2.31)

Como p; = £ > r temos que 7s < o, assim pela imersao (2.29), concluimos que |H| €

L" (Q). Aplicando o Teorema (B.13) obtemos que u,v € W' N H} () e também que

existe constante positiva tal que
1Ty, < ClIH], -
Usando a desigualdade (2.31), resulta
Ul < CUET + U1
novamente usando a imersao (2.29), concluimos
101, < € (P, + 1013,

Caso 2: Se p; < r entdo temos a integrabilidade de ambas as integrais em (2.30). Logo
|H| € LP* (). Novamente, aplicando o Teorema (B.13) obtemos que u,v € W2P*NHy (Q)

e também que existe constante positiva tal que

Ul

<o,

27]91 -

Usando a desigualdade (2.30), resulta
10l < € (IE1L, +1U15,)
novamente usando a imersao (2.29), concluimos
101, < C (1N, +1U13,) (2.32)

Agora temos que analisar trés situagoes:
Caso 2i: Se 2p; > N entdo pelo Teorema B.12 (iii), temos que u,v € C%“ com a < 1.
Portanto, podemos considerar novamente r no lugar de p; em (2.30) e concluimos que

|H| € L" (). Aplicando o Teorema (B.13), resulta que |U| € W?"(Q) e

Ul < ClIH, ,
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usando a desigualdade (2.30), resulta que

1Tl < CAUEN + U117

<C (1P, + 10N -
Portanto,
101, < € (1P, + 1U13,,)
e usando a desigualdade, (2.32), obtemos
10y, < € (I, + I1F1; + 1U11,) -

Caso 2ii: Se 2p; = N entdo pelo Teorema (B.12)(ii) vale a imersao W?P1(Q) < L°

para todo p; < 0 < 0o. Usando esta imersdo para o = rs, temos que |U| € L™, logo
/|H(x, )" < / |F(x)|7"+c/ U™ < oo, (2.33)
Q Q Q
portanto, |H| € L"(Q). Pelo Teorema (B.13), resulta que |U| € W2"(Q) e
||U||2,7‘ S C ||H||7" )
usando a desigualdade (2.33), resulta que

10l < CIFIL + U117

< (I, +1U13,,) -
Usando a desigualdade, (2.32), obtemos
U1, < 0 (IF1, + 1E1 + 1015,

Caso 2iii: Se 2p; > N entao aplicamos o Teorema (B.12)(i) e concluimos que u,v €

Np1
N—2py -~

/ H (2, )| < / F@)[*"* +C / o,
(9] Q 9]

Entao vamos repetir o processo, agora com py = q1/S.

L1 (§2), em que ¢ = Note que,
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Vamos iterar o processo k vezes para obter niimeros p,, € ¢,, com m = 1, ...k, tais que

dm—1 e _ Npm
p =N _2p,)

Note que, o nimero de iteragoes é finito. Isto é, existe £ > 0 tal que 2p, > N. De

fato, como s < 1+ 2%, temos que

p2_@a_ N N

= > =1.
o g Ns—2.q0 N(1+2L)—24

Portanto,

D2
b1

para algum ¢ > 0. Agora;

@:@:@(N—%) P

>—==1+9.
D2 q1 p1 \ IV — 2py b1

de onde se conclui que p3 > po(1 + §). Mas py = (1 + §)p; portanto p3 > (1 + §)?p;.

Iterando o processo temos
Pr > (1 + (5)k_1p1.

Logo, para algum k suficientemente grande temos 2p, > N. Portanto, o nimero de
iteracoes é finito.

Sendo assim, concluimos que U € W2"(Q) x W2"(Q) e que
Ul < CIFI+CIUN",

com v,n > 1.



Capitulo 3

PROBLEMA BI-HARMONICO

Neste capitulo vamos discutir a resolubilidade do seguinte problema bi-harmonico

(=AY u=Nu+u + f(z) €0 (51)

u=Au=0 x € 0,

em que € é um dominio suave limitado de RY, com N > 5. A funcdo f € L"(2), com
r > N/3. Consideramos também A\; < Ay < A3 < ... < A\, < ... os autovalores de
(—A, HY(Q)) e ¢1, da, ..., b, ... as correspondentes autofungoes. Consideramos a primeira
autofungio ¢; positiva, com norma em L?*({)) normalizada igual a 1. Denotamos o espago
H = H}(Q) N H*(Q).

Vamos trabalhar com a mesma estratégia dos capitulos anteriores, buscando uma esti-
mativa a priori para possiveis solugoes de (3.1) e posteriormente a existéncia de solugoes

usando a teoria de grau topologico.

3.1. Algumas observacoes sobre o operador

bi-harmonico

Nesta secao vamos apresentar algumas observacoes e resultados sobre o operador bi-

harmonico. Considere o problema linear

(=AY 'u=f(z) z€Q (32)

u=Au=0 x € 05,

com f € L*(€). A condigao de fronteira acima ¢ denominada condigao de Navier. Sabe-

mos que uma solugao fraca para o problema (3.2) ¢ uma fungio v € H = H}(Q) N H?(Q2)

38
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tal que para toda v € Hg(Q2) N H*(),

/ (AulAv — fv) =0,
Q
além disso, se 02 é de classe C? entdo existe uma tinica solugio fraca de (3.2).

Considere também o problema de autovalor de A? sob a condicao de fronteira de

Navier

Au=pu 1€
(3.3)

u=Au=0 x €01,

dizemos que p é um autovalor de A? se existe u € H solugao fraca do problema (3.3). Os
autovalores de A? formam uma sequéncia 0 < p; < po < ... e existe base ortonormal de
H formada por autofun¢oes associadas a (u,). Além disso, para o caso da fronteira com
condicao de Navier, as autofuncoes associadas ao operador A? sao as mesmas do operador
Laplaciano.

Considere o problema de autovalor envolvendo o operador bi-harmonico com peso e

condicao de fronteira de Navier:

A% = pm(z)u = € Q
(@) (3.4)

u=Au=0 x € 01,

em que, o peso m(z) € L>®(2) é uma fungao nao negativa e nao trivial. Sabemos que
os autovalores p formam uma sequéncia 0 < pi(m) < pe(m) < ..., além disso, possuem

caracterizacao variacional

1
= sup inf {/ mu®;, u € F, e / |Aul? = 1} (3.5)
e (m) Fy, Q Q

em que Fj varia sobre todos os subespacos k-dimensionais de H. Vamos mostrar que a

monotonicidade estrita dos autovalores vale se, e somente se, a correspondente autofuncao
satisfaz o Principio da Continuacdo Unica. A notacio <# significa a desigualdade q.t.p.

juntamente com a desigualdade estrita em um conjunto de medida positiva.

3.1 Proposigao. Sejam m, m pesos com m <# m e seja j € Zy. Se a autofun¢ao
associada a pj(m) satisfaz o Principio da Continuagao Unica, veja Definicao C.3, entdo

pi(m) > i (m).
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Demonstra¢ao. Como o extremo em (3.5) é atingido existe F; € H de dimensao j, tal que

1
—:inf{/ mu®; u € Fj e /\Au|2:1}. (3.6)
i (m) Q Q

Escolha u € Fj, com [, |Au|* = 1. Temos que, ou u atinge o infimo em (3.6) ou nao. No

primeiro caso, u é a autofuncao associada a f;(m), e entdo pelo Principio da Continuagao

=yt < [
= mu- < mu .
Mj(m) Q Q

iy < fyme s [t
< mu” < mu”.
i (m) Q Q

Unica, temos

No segundo caso,

Em ambos os casos, temos

ﬁ < /Qmu?. (3.7)

Usando argumentos de compacidade podemos dizer que
1 . ~ 9 2
< inf mu”; u e Fj e |Au["=15.
i (m) Q Q

1 1
<

pi(m)  pi(m)

Portanto,

Posteriormente vamos utilizar o seguinte fato,

3.2 Teorema. Seja u solugao de 3./ com |m(x)| < M. Se o conjunto E = {x € Q;u(z) =0}
tem medida positiva entao u € identicamente nula em ). Ou seja, a solu¢ao u satisfaz o

principio da continuacao unica.

Demonstrag¢ao. Veja demontragao em |[9].
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3.2. Estimativa a priori

Nesta secao vamos apresentar uma estimativa a priori para possiveis solucoes do pro-

blema (3.1).

3.3 Teorema. Considere

4 N +1
1, —— —_— 3.8
max{,N_4}<p<N_3 (3.8)

e a funcao f € L"(Q) com r > %, tal que

/f(rc)cbl <0. (3.9)
Q

Entao toda possivel solu¢ao w € H de (3.1) satisfaz

lullex @y < pULAIL), (3.10)
onde p: RT — RT é uma funcao crescente dependendo de p e ) e tal que p(0) = 0.

Demonstrag¢ao. Seja u € H solugao fraca do problema (3.1). Multiplicando (3.1) por ¢,

/Q(—AU)2¢1 :/Q)‘%u¢l+/guﬁ-¢l+/9f¢la

e integrando, temos

logo,

[toi== [ ro<cis,. (311)
Q Q

Podemos decompor u = t¢; + u; com u; ortogonal a ¢; em H}(£2) e consequentemente

também em L?(Q). Multiplicando esta decomposi¢ao por ¢; e integrando, obtemos

Juon=t [ 6+ [ o
t:C/QuqﬁlzC/Q(qu—u)¢1§C</Quﬁ¢1>l/p7

portanto,



Bi-Harmonico 42

pela desigualdade (3.11), concluimos
t< £ (3.12)

Note que se t > 0 entdo encontramos uma estimativa para |t|. Nesse caso resta encon-
tramos uma estimativa para u;. Sendo assim, vamos dividir a demonstracao em duas
partes:

Caso 1: t > 0. Vamos primeiramente encontrar uma limitacao para w; no espaco

W4’pr#(Q). Note que, u; satisfaz a igualdade:

/Q(—A)Qul:/QAfulJr/Qu’;Jr/Qf(x),

pt+l . .
passando a norma L » em ambos os lados da igualdade anterior, temos

el ptl
Jlaru—ul™ < [wrts [ e, (5.13)

Vamos estimar cada integral do lado direito da desigualdade anterior. Podemos escrever

a primeira integral do lado direito na forma

p+l pa o —a, p(1—a)+1
/Qu+ —/Qu+¢1¢1 uy

para 0 < a < 1 a ser determinado posteriormente. Aplicando a desigualdade de Holder

juntamente com a desigualdade (3.11), obtemos

N p‘i‘ﬁ 11—«

p+1 P Uy

o= (o) ([

Q Q Q (bllfo‘

erﬁ 11—«
o U+

<Wrle | [ e (3.14)

Q9

N
40

Pela hipotese sobre p temos que ’%1 < alem disso, como r > N/3 concluimos que

’%1% < 1. Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

ptll
T

/Qlf(ﬂf)lp;l SC(/QIf(x)V) S oclf@l (3.15)
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Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13), resulta

p+1 a u T-a %
Jlearn - v ™ i | [ 2]+l
@ Q ¢
isto é,
-«
2 2 e ot ui—i_m =
=80 = Nl < s | [ | el e
1

Vamos agora estimar a integral

para isso, vamos usar o Corolario (B.11). Note que, podemos escrever a integral [ da

seguinte forma

S U, p(1—a)+1
o1 |l ’
em que,
o
Pri—s ¢ T . (3.17)
Definimos
_ P 4
p+l N’

Usando o lado esquerdo da desigualdade (3.8) obtemos que L > 0. Logo temos que
1< ’%1 < %. Portanto, vamos usar o Corolario (B.11) considerando s = ’%1 em = 2.
Além disso, para que todas as hipoteses deste sejam satisfeitas, resta encontrar o € (0, 1)

tal que

1
- = - — . 3.18
t S N ( )

Das igualdades (3.17) e (3.18) podemos determinar os valores de «, 7 e ¢t em fungao
de N e p:

_N-NL-NIp __N-NL-NLp ,_1+N+p

_ S b 3.19
1+ N —pLN = 1+N+p 1+ NL (3.19)
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Com estes valores fica mais facil mostrar que o € (0,1) e 7 € [0, 1]. Note que

N +4
N —4

N1-L—-Lp)>0<p<

e de fato p satisfaz essa condigao devido a hipotese (3.8). Quanto ao termo 14+ N —pLN,

‘L]V+

novamente pela hipotese (3.8) sobre p, é suficiente mostrar que N + 1 > N S para

concluir que 1+ N—pLN > 0. E N+4+1 > NLNJF;) se, e somente se, p > —(N+1). Sendo
assim, o numerador e o denominador tanto da expressao para « quanto da expressao de
T, sdo positivos. Para ver que «, 7 < 1 basta substituir as expressoes dadas por (3.19) e

multiplicar cruzado.

Enfim, aplicando o Corolario (B.11) (i), temos que

I <l

4 P+1

Portanto, a desigualdade (3.16) fica da seguinte forma:

ptl

ptl ptl
[(=2) wr = Mw[[ 20 < (@) [ ||Zi+1 F @I (3.20)

+1

Afirmamos que o operador (—A)® — A21d : W* ") — Lp+7(Q) ¢ um isomorfismo,

em que
4,m 4 P+1
W Q) = fuew ’p<ﬂ>;/u¢1 — 0}
Q
e
s e —
L. (Q) ={u e LP" 7= (Q); | up = 0}.
Q

De fato, a injetividade decorre do fato que
v E ker{(—A)2 —XId} & / vop # 0
Q

logo ker{(—A)* — \2Id} = {0}, ja a sobrejetividade é consequéncia da Alternativa de

Fredholm. Sendo assim, existe constante ¢ > 0 tal que
lunlly o < € [(=A) ur = Afu || o 5
P

e juntamente com (3.20), resulta que

pt+1 pt1

e (1 1
luall fer < I el 4poi)1+ +f @)
p
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Usando a decomposicao v = t¢1 + uy, concluimos que

pt+l o p(1—a)+1 p+1
WMéﬁSW@M(MWN+M¢%%) + 17 @)
P

P(l—a)+1

<R+ @ IIPEPif“er( [ (3.21)

Note que, se mostramos que

entao a conclusao (3.10) segue aplicando a desigualdade de Young na desigualdade (3.21).
De fato,
[p(l—a)+1]ﬁ <1epP(N-3)—4p— (N+1)<0.

Tal desigualdade é verdadeira se, e somente se,

N +1

—1l<p< .
P=NT3

Note que, pela hipotese (3.8) estamos em tal situagdo. Portanto, pela desigualdade de

young, para

g—mu—m+u;%1

1,1
e 0’ > 1tal que 5 + 5 = 1, obtemos
p+1 a+P(1—a)+1 1 +1 o p+1
Jurll o < AfI 7 glull " en + 5 Hf( I+ (L @)l
T p
Portanto,

p+1

p+1 ap Pa=a)+1 o p+1
mmgﬂsc@mr p +wwm.+wump)
P

Novamente usando a decomposi¢ao u = t¢; + uq, resulta
p+1 atr PU=a)+1 o ptl U
el s _C<Her T @ 1@+ L > (3.22)

. . . 4 pt1 ..
Encontramos assim uma estimativa para u no espaco W™= » () e nosso objetivo final

¢ encontrar uma estimativa em C}(Q). Observamos que, como r > N/3 temos que
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W4T (Q) — CL(Q), logo basta encontrarmos uma limitacio em W47(€). Para isso, utili-

zamos a Se¢ao 3.4 tomando

+1
h(x,u) = Nu+uf + f(z), m:pT e n=p.

N+4

= 2*L temos que a condicao 1 <n < 1+ 4% ¢ equivalente a condigao 1 < p < F

P
que é verdadeira devido a hipotese sobre p dada em (3.8). Portanto, garantimos que

Param

u € WHT(Q) e que existe constante C' > 0, tal que

full, <€ (Il s + 171)
p

com ~,& > 1. Usando a desigualdade (3.22), resulta que

lully, < PCIAL)-

Como 7 > N/3 temos que W4 (Q2) — C*(Q). Portanto

lullca @ < pULfIL)-

Caso 2: t < 0. Pelo Principio do Méximo de Hopf sabemos que a primeira autofuncao
¢1 > 0 se encontra no interior de um cone de fungdes positivas no espago Ci(Q2). Entédo

existe € > 0 tal que

0
wEBCé(Q)(¢1,e):>w>O em € e a—q;j<0 em Of),

em que 77 denota o vetor exterior normal a fronteira de {2. Definimos ¢, o supremos de
tais €’s e relembramos que u solu¢ao de (3.1) bem como wu; pertencem a Cj(€2). Podemos
escrever u = t(¢1 + ui/t) . Afirmamos que —u1/t € Bgiq)(0, €). Pois, caso contrério,

terfamos que

o que é uma contradicao, ja que ut # 0 e t < 0. Sendo assim, resulta

- 1
t] < . [ullcaq) -
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Novamente resta encontramos uma limitacao para HU/].HCl(Q)- Note que a desigualdade
0

(3.16) continua verdadeira e como, nesse caso, uy < uq, temos

p(l—a)+1 1

ng 2t 1F @)l

aplicanto o Corolario (B.11) (i), juntamente com a desigualdade (3.12), obtemos

[(=2) ur — A ualH < f @)

[(=2)*ur — A?MHE < W@ llually Lf‘ @l

Como o isomorfismo dado no caso anterior também continua verdadeiro, conluimos

+
(1—a)
IIU1|| < Clf @) ||u1IIZ el L Cf@)

Como no caso anterior, aplicamos a desigualdade de Young, e obtemos

p+l C o p+l p+l

rll s < = IF @I+ I\ulll4p+1 + O f (@)
> p 9

isto é,
B b’ el
il < € (IS + 1517 ). (3.23)

p

Como u; é solugao do sitema
(=A) uy = Ny + .+ f(z) €9
= Au; =0 x € 010,

vamos usar o argumento de bootstrap dado na secao 3.4 para esse sistema. Analigo ao

caso anterior, tomamos

+1
h(z,u) = Nuy +uf + f(z), n=p e m:pT.

Sendo assim, concluimos que u; € W4 (Q) e existe constante C' > 0, tal que

full, <€ (1l + 1£15).
p

com v,¢ > 1. Usando a desigualdade (3.23), resulta

[l < o).

Como r > N/3 temos que W47 (Q) < C'(Q2). Portanto

lulloy < o(IF1L,).
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3.3. Resultado de Existéncia

Nesta secao vamos mostrar o seguinte resultado de existéncia de solucao para o pro-

blema (3.1).

3.4 Teorema. Assumimos as mesmas hipotese do Teorema 5.5. Entao existe pelo menos

uma solugdo para o problema (3.1) em W4 N WS’T(Q).

Vamos inicialmente introduzir a seguinte formulacdo do problema (3.1). Seja T :

CHQ) — CL() a aplicagdo tal que
Ty) = (4%) (G-t + ).

O operador Ty é compacto continuo e Ty(u) = u, se e somente se, u é solugao do problema

(3.1). Para demonstrar o Teorema de existéncia vamos usar a seguinte Proposi¢ao.

3.5 Proposigao. Eriste ¢ > 0 e Ry > 0 tal que, para toda funcao f € L" satisfazendo
a hipdtese (3.9) com || f||, < € e tal que o problema (3.1) tenha pelo menos uma solugao,

vale que
deg (Jd — Ty, By (0, R), o) 40

para todo R > Ry.

Demonstragao. Seja p a funcao dada pelo Teorema 3.3, como p é crescente considere

A2=A2\ P
e < 1, tal que, p(e) < (%)

1
' Seja f € L", com | f]l, < € e satisfazendo a hipotese

(3.9). Do Teorema 3.3 toda solugao ug de (3.1), para tal f, satisfaz

)\2_)\2 p%l
lualeg < (11, < (0 < (2o2) 7 (3.24)

Linearizando o problema (3.1) para a solugao ug, temos

CAVZ, — )2 +\p—1
(—A) v |:)\1 +p (ug) } v 1€ (3.25)
v=Av=0 x € 0f.

Note que,

M <A +p (uar)p_l <\, (3.26)
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de fato, a primeira desigualdade é direta, ja a segunda segue da desigualdade (3.24), pois

A%-A%)pl

ey = maxlua(e)] + max [Vua(o)| < (
e zeN

logo

1
Ag_Af)p—l
u(x)| < | —— )
|ug ()] ( ,

portanto

1
A2 A2\ _
< (%) A2 p () < A

Denotamos por p;(g) < pa(g) < ... os autovalores do problema com peso

(=A)v=pg(z)v =€ (3.27)

v=Av=0 x € 0f).

Note que, para g(x) = A\ + p(u{{)pil obtemos a linearizagdo (3.25), e de (3.26) vale
que \? < g(z) < A3. Sendo assim |g(z)| é limitado e pelo Teorema 3.2, concluimos que
as autofungdes associadas ao problema (3.27) satisfaz o Principio da continuacao tnica.

Sendo assim pela Proposi¢ao (3.1), temos que

(g) < (M) =1 = pa(N3) < pa(g).

Portanto a tnica solu¢ao para a linearizac¢ao (3.25) é up = 0 logo g é solugdo nao dege-

nerada de (3.1). Portanto, veja também Teorema (D.8), temos que

deg (Jd — Ty, Bexay (0, R), o) =3 (-t #o0.

Demonstra¢ao. Demonstracdo do Teorema (3.4):

1/p
Vamos escolher f; = —(t¢1)? com 0 < t < (W) . Note que || f1]|, < € e que u = t¢;
1 s

é solugao de (3.1) para f1. Logo, ela Proposi¢ao 3.5, temos que

deg (1d = Tp,, Beyy(0, ), 0) #0
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para R suficientemente grande. Consideremos a homotopia H : [0, 1] x C}(2) — C}(2)

tal que
H(ru) = (1= (8)7") (u+uf + (1=7) f+ 7).
Note que, H (7,u) = 0 se, e somente se, u ¢ solu¢ao de

~ANu=Nu+uh +(1—71)f+71f em ),
(=4) jutul +(1—7) 1 (3.28)
u=20 em Of)

A estimativa a priori dada no Teorema 3.3 nos garante que toda solucao da problema
anterior ¢ uniformemente limitada em C}(Q2), por, digamos Ry := p(max{||f|., | f1]l,)-
Sendo assim, concluirmos que H(7,u) # 0 para todo u € B¢y (0, Ry), isto é, H &

admissivel e portanto
deg(H(O, T), Bcol(ﬂ) (O, Rl), O) = deg(H(l, 7'), BC&(Q) (O, R1>, 0) (329)

Portanto basta tomarmos R suficientemente grande, tal que R > max{Ry, R1} e conclui-

mos que
deg(Id — Ty, By oy (0, R), 0) = deg(Id — Ty, By (0, R), 0) # 0. (3.30)

Portanto, deg(I/d — Ty, Beyoy (0,R),0) # 0 e garantimos a existéncia de solugao para o
problema (3.1). O

3.4. Regularidade

Nesta se¢do vamos discutir a regularidade do problema eliptico (3.1);
(=A)?u = h(z,u) em €,
u=Au=0 em 0f)

em que Q C RY com N > 5. A funcdo h : @ x R x R — R ¢ continua e existem

f(z) € L™(Q2) e C' > 0 tal que

[, w)| < C(Jul” + [ f(2)]) . (3.31)
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comr>Nel<n<l+ 4%, em que ¢ sera definido a seguir.

Vamos mostrar que, se u € H*(2) N H () é solugio fraca de 3.1 e u € W*H™(Q) com
m < N/4 entdao u € W4 (Q) N W (Q) e existe constante C' > 0, tal que

luly, < € (Iully,. + 1£1E) |

com 7v,& > 1.

Como m < N/4 entao

Nm
Whm™(Q) < L7 (Q) Vo€ |m,——— 3.32
@ 1@ Ve |mg ] (3.32)
Definimos ¢y = N]X’me.
Vamos iniciar o processo com p; := %0. Note que, da condigao (3.31), temos

[ < [ e+ [

a primeira integal do lado direito é finita devido a imersao (3.32). Para concluirmos que
h € LP' resta analisar se f € LP'. Para isso temos que tratar dois casos.

Caso 1: Se p; > r entao consideramos r no lugar de p; e temos

Jm@r< [+ [, (3.33)

como f € L" a segunda integral é finita, além disso,

p1>r:>@>r:>7"17<q0
n

rs>r>N>m

ou seja, m < rn < qo, pela imersao (3.32) conclui-se que u € L. Assim, de (3.33),
concluimos que h € L". Aplicando o Teorema B.15 obtemos que u € W4 N WOQ’T(Q),

além disso, existe C' > 0, tal que,

[ully, < Clnl,-
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Novamente usando a desigualdade (3.33), resulta

[ully, < Clully, + 1111,

< ey + 11, -

Caso 2: Se p; < r entao

Jm@r < e+ [ <.

ou seja, h € L. Usando o Teorema B.15 obtemos que u € W4Pt N WP (Q) e existe

constante C' > 0, tal que,

lull,,, < ClIAlL, ,
logo,
mw;so(/mw+/uw)
Q Q
= C (Il + 171
Portanto,

i <C (Il +11£1,,)

Lembrando que p; < r e a imersao (3.32), concluimos que

lul

ey, < C (ull] + 151, (3.34)
Agora temos trés situagoes para analisar;

Caso 2i: Se 4p; > N entao pelo Teorema B.12 (iii), temos que v € C%* com «a < 1.

Jwr < [ [ 1 <o,

ou seja, h € L" e novamente pelo Teorema B.15, concluimos que v € W4 N WOQ’T(Q) e

Portanto,

existe constante C' > 0, tal que,

[ully, < Cllully, + 171,

< Cllullgo. + 11 £,
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entao

lully, < Cllulli,, + 11,

471)1

e portanto, usando a desigualdade (3.34), resulta
. n
lully, < € (Il + 1£1,) "+ 151,
Concluimos nesse caso que © € W™ N WOQ’T(Q) e existe constante C' > 0, tal que
2
lully, < € (Jullf + 1£117)

Caso 2ii: Se 4p; = N entdo pelo Teorema (B.12)(ii) vale a imersio W4P1(Q) < L7

para todo p; < 0 < oo. Usando esta imersdo para o = rs, temos que |u| € L™, logo
Jwr< [1r@r+c [ <o, (3.39)
Q Q Q
portanto, h € L"(). Pelo Teorema (B.15), resulta que v € W47 () e
lully, < C IR, ,
usando a desigualdade (3.35), resulta que
lully, <€ (I£1, + i}, )
< (11, + el ) -

Usando a desigualdade, (3.34), obtemos

s 2
Jully, < €l + 1717)

Caso 2iii: Se 4p; < N entao pelo Teorema B.12 (i), temos que W41 (Q) < L% para

_ _Np1
41 = N-ap,;

e repetimos o processo para py = %.

Note que, o nimero de iteracoes é finito. Isto é, existe k > 0 tal que 4p, > N. De

fato, como s < 1+ 4%, temos que
pp_m_ N N

= > = 1.
m @ Ns—4qgo N(1+2)—24
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Portanto,

P2
P

para algum 6 > 0. Agora;

N —2
@:@:@(—pl)>@=1+5.
P2 @1 p1 \IN—2p; D1

de onde se conclui que p3 > po(1 + §). Mas py = (1 + §)py portanto p3 > (1 + §)2p;.

Iterando o processo temos
Pk > (1 + 5)k_1p1.

Logo, para algum k suficientemente grande temos 4p, > N. Portanto, o niimero de
iteracoes é finito.

Sendo assim, concluimos que u € W47(Q) e que

lully, < € (Il + 1715)

com v,& > 1.
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NOTACOES

Nesse capitulo traremos algumas notagoes que serao usadas durante o trabalho. Mai-

ores informagoes podem ser encontradas em [11] e [3].

A.1. Algumas notacoes fundamentais

e () representa um subconjunto aberto, limitado, nao vazio contido em RY™. O espaco
RY & munido com a medida de Lebesgue dz, e todas as integrais sdo consideradas

no sentido de Lebesgue.

0f) denota a fronteira do conjunto §2.

|E| denota a medida de um conjunto £ C €.

C, ¢ denotam constantes positivas.

Considere X um espaco de Banach e o espaco produto X x X. Vamos considerar a
seguinte norma neste espaco produto

1z ) llxwx = N2l + llyllx
para todo vetor (z,y) € X x X. Além disso, sempre que a notagao deixar claro se
tratar de vetor em um espacgo produto da forma acima, podemos cometer o abuso
de notacao e denotar a norma simplesmente por

1z, 9)llx = llzllx + llylx

a fim de nao carregar as expressoes mateméaticas mais extensas com notacao.
e Dada uma fun¢do u : Q2 — R denotamos uy(r) = max{u(x),0} e u_(z) =

max {—u(x),0}. Entdo u(x) pode ser escrita como u = u; — u_ e vale também

lu] = uy +u_.

39
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e Se u: ) — R é diferenciavel entdo o gradiente de u em = = (z1,...,xy) é dado pelo

vetor
Vu (z) = (% (z), ""a% @;)) .

e Seu: Q) — R é duas vezes diferenciavel entao o Laplaciano de u em z = (1, ..., xy),

denotado por A (x), é definido como

A.2. Espacos de Funcoes

e ((92) é o espago das fungoes u : 2 — R continuas.

o C*(Q) parak = 1,2, ... & 0 espaco de fungoes u :  — R que sdo k vezes diferencidveis

em (2 e todas as k-ésimas derivadas também sao continuas em (2.
o (U®(Q) é o espago de fungoes u : 2 — R que sao infinitamente diferenciaveis em €.
e CL(Q) é definido como
Co () ={uel (Q);u=0em 0Q}
e ¢ um espaco de Banach munido com a norma
Juleg @y = max u(@)] + masx V(o).
e O espaco de Holder C%*(Q) ¢ definido como
C(Q) = {ue C(Q);Hulu] < oo}
em que H,[u] é o quociente de Holder,

u(r) —u
T T GO 0]
x,yEQ,xH#Y |l’ - y|
Este ¢ um espaco de Banach munido da norma

ooy = mase fu(@)] + Holul

FAS
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e [P (Q), para p € [1,400) é 0 espago de fungoes mensuraveis de Lesbegue u :  — R

tal que
[l <.
Q
e L () é o espaco de fungoes mensuraveis tal que
esssup |u (z)] = inf {C' > 0; |u(z)] < 0 q.t.p em Q} < oco.

A norma adotada nesses espacos sao, respectivamente

umuz(éhmmﬁfm e ul., = esssup u (2)|

e H'(Q) é o espago de Sobolev definido por

Hl(Q):{ueLQ(Q);g—ueL2(Q),i:1,...,N},
€T

em que as derivadas Ou/dz;, sdo todas no sentido das distribuigoes. H'(2) é um

espaco de Hilbert munido do produto escalar

(u,v)le/Vu-Vv+/uv,
Q Q

e com a seguinte norma correspondente

Jull = me:<AWﬂ+AMY@

o H!(Q)éofechode C5° (2) em H' (). Vamos considerar a norma usual em H} (Q)

1/2
|wu=(/WvﬁQ |
Q

e o produto interno associado a esta norma
(u,v) z/Vu-Vv.
0 Q

e Dado um vetor a = (aq, ..., ay) com cada entrada «; um inteiro nao negativo. « é

um multi-indice cuja ordem é definida por |a| = a3 + ... + ay.



Apéndice 58

e Dado um multi-indice o, definimos

olely ()

Du(z) = —a— .
(@) = e gy

e O espaco de Sobolev WP () é o espaco das funcoes u : Q — R que sdo k-vezes
diferenciaveis no sentido das distribui¢oes e tais que D%u € LP () para todo || < k.
O espaco de Sobolev W*? (Q) ¢ munido da norma

1/p

lallyrn = { D 1Dl

| <k

para 1 < p < o0. E para p = oo,

lullwes = max |l D%l

Quando p = 2 vamos usar a notagao W*2(Q) = H* (Q).

Sabemos também que WH? (Q2) & um espaco de Banach para 1 < p < oo e é espaco

de Hilbert para p = 2 com produto interno

(U, 0) g = Z /DauDav.
Q

lof<k
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RESULTADOS AUXILIARES

B.1 Proposigao (Desigualdade de Young). Seja 1 < p < oo e p' tal que 11]4—1% =1 entao

/

al b
ab<—+—,
p p

para a,b > 0.

Demonstracao. Veja [11]. ]
B.2 Proposicao (Desigualdade de Holder). Seja 1 < p,p’ < oo tal que %‘F}% =1 se

u € LP(Q) eve LI(Q) entdo
Juv] < flull, [[v]] -
/Q p I1%lg
Demonstragao. Veja |11]. O

B.3 Proposicao. Sea; >0 paral <j<nep>1 entao

n n

p
D a4 < (i aj) <ty df
j=1

J=1 Jj=1

A desigualdade reversa vale se 0 < p < 1.
Demonstragao. Veja 0

B.4 Teorema (Formulas de Green). Sejam Q € RN um aberto limitado e suave e u,v €

C%(Q) entio

° /UAuda:—i—/Vqudx:/ U%ds
Q Q o Ov

° /UAudx—/uAvdx:/ (U@—u@db)
o) 9 a0 31) 81)

29
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em que v = v(x) € o vetor normal exterior a fronteira 02 no ponto x. E dS é a medida

de superficie me OS).
Demonstracao. Veja [11]. O
B.5 Teorema. Sejam Q € RY um aberto com |Q| < co. Se1 < p < q < oo entio
Li(Q) — LP(Q).

Se |Q] = oo o resultado é falso.
Demonstragao. Veja |11]. O
B.6 Lema (Lema de Hopf). Seja L operador uniformemente eliptico

L = a"(x)D;ju+ b'(z) Dyu + c(z)u.

Suponha v € C2(U)NCYU) ec=0em U. Se Lu >0 em U e existe xy € OU tal que
u(zg) < u(x) para todo x € U. Suponha também que U satisfa¢a a condicao da esfera

interior, isto €, existe bola aberta B contida em U tal que xq € OB
: . Ou ) o
i) Entao 8—(x0) < 0 em que v € vetor normal unitdrio a B em xy.
v
ii) Se ¢ <0 em U obtemos o mesmo resultado desde que u(zg) < 0.

Demonstracao. Veja [11]. ]

B.7 Teorema (Principio do Maximo Forte). Considere L operador eliptico definido como
no Lema de Hoplf. Suponha v € C2(U)NC(U) e c >0 em U. Suponha também que U

seja conexo.

i) Se Lu < 0 em U e u atinge o mdzimo nao negativo sobre U em um ponto interior

de U entao u é constante em U.

ii) Se Lu >0 em U e u atinge o minimo nao positivo sobre U em um ponto interior de

U entao u € constante em U.

Demonstracao. Veja [11]. O
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B.8 Proposic¢do. Para v € H} () e 0 <7 <1, temos

< C Dol ,
La

v
o
1_ 17
2 N -

onde L =
q
Consequentemente, sob as mesmas condicoes e lembrando que 0 é um dominio limi-
tado, vale que

< C|Dof (B.1)

LT

v
o7
para todo r < q.

Demonstragao. Veja Brezis-Turner, 4], Lema 2.2. O

B.9 Lema. Seja 1 < p < % Entao existe uma constante C = C(p, ), tal que, para

todo u,v € H}(Q) com |u| < v q.t.p, vale que

/Qyu\%gc(/glu!%)a(/grw)m

onde
N
=1- c (0,1
242N — (N -=2)p 0. 1),
Np
0=1 € (1,27
TN (v €2
Se além disso, p < T+ entio o € (0,1) e d € (1,2).
Demonstrag¢ao. Veja em [10], Lema 2.1 O

B.10 Lema. Seja u € Hy(Q) N W2™(Q), 1 < m < oco. Entdo a sequinte desigualdade é

verdadeira

u
o1

onde C' é uma constante que depende somente de T,m e N; em que, T € [0,1] et > 1 sdo

< Cllully,pm, (B.2)

tais que

|z

(i) =1 -2 se m<

)
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(ii)
(iii)

&+ |
vV

~+ =
I
B
3=
|
<
V5
]
|2
A\
3
A
=

(i) ¥t >1,¥r €[0,1], se m> N.
Demonstrag¢ao. Veja em [7], Corolario 1.1. ]

B.11 Corolario. Seja u € Wy (Q) N W?™*(Q) onde 1 < s < 0o, m > 1 e 7 € [0,1].

Assumimos que

=
Do
3
4
=

(i) =5 se §<g-

=

(i) - =% se s=

(iii) T=7(2—%) se 2-<s<N,

entao

u

pr
1

L’f‘

em que a constante C depende somente de 7, s e N.
Demonstracao. Veja |7], Corolario 1.2. ]

B.12 Teorema (Teorema de imersdao de Sobolev). Seja Q € RY um dominio limitado

com fronteira Lipschitz, k € N e 1 < p < oco. Entao vale que

(i) Se kp < N entio W*?() — LI(Q) para todo p < q < 0,

(ii) Se kp = N entao WHP(Q) — L9(Q) para todo p < q < 0o

(iii) Se kp > N entdo WFP(Q) < C%(Q) em que 0 < a < k — .

p

Demonstragao. Veja em [1]. O
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B.13 Teorema. Seja Q) C RN um dominio limitado. Considere o sequinte problema com

fronteira Dirichlet

—Au(z) =h(z) €
(z) = h(z) (B.A)
u(z) =0 x € 00
(i) Se h € LP(Q), com 1 < p < oo entdo (B.4) tem tinica solugdo fraca u € HI(Q) N
W2r(Q) e

[ullyzr < el

(ii) Se Q é de classe C**(Q) e h € C**(Q) entao u € C**(Q) é uma solugao cldssica
de (B.4) e

[ull e < clihll o -
Demonstrag¢io. Veja em [2]. O
B.14 Teorema. Seja Q € RY um aberto limitado. Se p > 1 entao
Wy () = C(Q)
para todo 0 <1 <k—%.

Demonstrag¢ao. Veja em [1]. O

B.15 Teorema. Seja 1 < p < 0o e k > 2m. Assuma que 02 € C*. Entdo para toda
f e Wk=2mP(Q) a equagdo

T

s

3

=

G
I

flx) €
u(zr) =Au=0 x € OS2
admite uma tinica solugdo forte u € WEP N W™P(Q). Além disso, existe uma constante
C' =C(Q,k,m) >0, independente de f, tal que
H“”Wk,p(sz) <C Hf”wk—m,p(g) :

Demonstrag¢ao. Veja Corolario 2.21 em [19]. ]
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O PROBLEMA LINEAR

Neste Apéndice vamos abordar alguns resultados com respeito ao sistema linear asso-
ciado a uma matriz real 2 x 2 e utilizamos como referéncia o artigo de Costa e Magalhaes
em [8]. Vamos apresentar também alguns detalhes sobre a teoria espectral do problema
de autovalor com peso associado a uma matriz simétrica também 2 x 2. Maiores detalhes
podem ser encontrados em [12], [18] e [6].

Consideramos A\; < Ay < A3 < ... < A\, < ... os autovalores de (—A, H(Q)) e

01, P2, .., Op, ... as correspondentes autofungoes

C.1. O Problema Linear

Dada uma matriz real A € M,5(R) e o sistema linear

—AU =AU =z €
(C.1)
UeH,

definimos (C.1) como um problema ressonante se possui solu¢do U # 0 em H. Denotando

I a matriz identidade, temos o importante resultado:

C.1 Lema. O problema (C.1) é ressonante se, e somente se, a matriz A— ;I € singular
para algum \;. Nesse caso, se x = (v1,22) # (0,0) € tal que Az = Nz entao U =

(210, x2¢;) # (0,0) € uma solugao de (C.1) em H.

Demonstragao. Veja em [8]. ]

64
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C.2. Problema de autovalor com peso

Seja M5(Q2) o conjunto de todas as matrizes simétricas da forma

em que a,b,c € C(Q,R) e satisfazem as seguintes condi¢oes
1. A é cooperativa, isto &, b(z) > 0 para todo x € €
2. max,cqmax{a(z),c(z)} > 0.

Seja A € M5(Q2), considere o problema de autovalor com peso A:

.

—Au = MNa(x)u + b(x)v) x€Q
—Av = Ab(z)u+ c(z)v) x€Q (C.2)

u=v=0 x € 0f).

\

Note que, dado Ty : H — H o operador linear limitado definido por

Tatwo). 6o0) = [ A ") ? .

Q v ©

temos que A é autovalor de (C.2) se, e somente se,

Ty(u,v) = —(u,v).

> =

Como os coeficientes de A sao fungdes continuas e a imersio H — L*(Q) x L?(Q) é
compacta, podemos ver que o operador T4 é compacto. Dessa maneira, podemos usar a
teoria espectral para operadores compactos para concluir que H possui base formada por
autofuncoes de (C.2).

Seja z = (u,v) € H, o primeiro autovalor é caracterizado por

A (A) = p1(A) = sup{(Taz, 2);||z|| = 1}.
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Como A € M5(Q2), podemos usar [5] (veja Teorema 1.1) para concluir que o primeiro

autovalor A;(A) é positivo, simples e isolado no espectro de T4. Além disso, se deno-

tarmos por ®{ a primeira autofuncio normalizada associada a A;(A), podemos supor

que as func¢oes coordenadas de q)f‘ sao positivas em €. Usando inducao, supomos que
~1

p1(A) > pp(A) > ... > pp_1(A) sdo os k — 1 primeiros autovalores de T4 e {®A}—! sdo

as autofuncoes associadas e normalizadas, podemos definir

S = ) = sp{{Taz,2) 2l = Lz € (span{ad .. 9L ))1).

Como provado em [12] (veja Teorema 1.3), se ux(A) > 0 entao obtemos que este é autovalor
de T4 com ®# autofun¢io associada. Para isso, argumentamos como na demonstragio da

Proposigao 1.11(c) de [12]. Sendo assim, obtemos sequéncia de autovalores para (C.2)
0<AM(A) < (A < ... <A <.

tal que A\g(A) — oo quando k — oo. Além disso, para Vi = span{®{', ..., &'}, podemos
decompor o espaco H como H = Vj, & V;-. Segue também, as seguintes desigualdades

variacionais

12]]* < Ak(A) /Q (A(z)z, 2) Vz e Vi, (C.3)

2 2 ha () [ (A@)zi) Ve e Vi (C.4)
Q
C.2 Definicao. Sejam A(z), B(z) € My(Q2) com Q € RY. Dizemos que A < B se
(Al2)2 =) < (B(a)=2)

para todo (x,z) € Q x R2. Além disso, definimos a relagio A < B se A< BeB—Aé¢

positiva definida em algum Q C Q tal que |Q| > 0, isto €, se
(B(z) — A(2)z,2)) > 0

para todo (z,z) € Q x R2,
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C.3 Definigao. Uma familia de funcoes satisfaz a Propriedade da Continuacio Unica
(PCU), se nenhuma fung¢ao, exceto possivelmente a fungao nula, se anula em um conjunto

de medida positiva.

C.4 Proposicao. Sejam A e B € My(S) pesos tais que A < B. Se a autofuncao
associada a \;j(A), para j € Zy, satisfaz o Propriedade da Continua¢do Unica entio

Ai(A) > \(B).

Demonstra¢iao. Vamos argumentar como em [14]. Seja j > 0, sabemos que
1
1;(A)

em que F} varia sobre todos os subespacos k-dimensionais de H. Como o extremo acima

— supinf{ / (Az,2)z€ F; e |2 =1},

¢ atingido, existe [; € H tal que

! i 1z e |lz]| =
msz{/g(Az,z% EF, |z =1} (C.5)

Escolha z € F; com ||z|| = 1, temos duas op¢oes nesse momento:
Opcao 1: z atinge o infimo em (C.5). Nesse caso, z é uma autofungo associada ao

autovalor 11;(A) e consequentemente satisfaz o PCU, sendo assim

Mj(lA) =/9<A272> </Q<Bz,z>

Opcgao 2: 7 nao atinge o infimo em (C.5). Nese caso,

! 1 ;2 e ||z]| =
gy =t (n e e = 1)

</Q<Az,z>
< / (B2, 7).

Em ambas a situacoes, a conclusao que tiramos é que

1
o < B2

Como z foi escolhido aleatoriamente em [}, usamos argumentos de compacidade para

afirmar que

1
15 (A)

</(Bz,z> gmf{/ (Bz,2)iz € Fy e ||2] = 1},
Q Q
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segue que,
1 1
11;(A) p;(B)

Portanto, 11;(B) < p1;(A). O

< supinf{/ (Bz,2)iz € Fy e ||z =1} =
F]' 0

C.3. Observacoes

Vamos agora utilizar os resultados dados em C e C.2 para obter alguns informagoes

importantes. Considere

b
A= € Mso(R)
b ¢

tal que A seja cooperativa e que max{a,c} > 0, Lembremos que a matriz A possui

autovalores

2 2
a—+c a—c a—+c a—c
_ b2 = — b2.
¢ 2+\/(2)+ ¢ 1T \/(2)+

Considere também o problema de autovalor,

—AU = pAU z €
U=0 x € 092,

vamos exibir seus autovalores e as autofun¢oes associadas.

Seja {¢y, nen a base de autofungoes do Laplaciano em H{(€2), podemos escrever u =

SUunty € v=> 0,0, Segue de (C.6) que

Z Up AP, = #(Z atn ¢y, + Z bvn¢n)
S U AnOn = w(> bundn + > cvndy).

Isto é, para cada n
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Portanto a condi¢do necesséria e suficiente para que p seja um autovalor de (C.6) é que
An/ 10 seja um autovalor da matriz A, isto é, \,,/u = £ ou A,/ = 1. Em outras palavras

= A,/€ ou p=A,/n. Seja ¢ a autofunc¢ao associada ao autovalor p, note que
—AD = pAD = —AD = AD

- a b -
em que A = e . Note que os autovalores de A sao p& e un. Escolhendo tanto

ub e
= A,/ quanto pu = A\, /n resulta que \, é autovalor de A. Concluimos que o problema
~AU =AU z€9
UeH,

é ressonante e existe = (1, 25) # (0,0) tal que Az = \,z. Usando o Lema (C.1), temos

que ® é da forma ¢ = (210, T2¢,).
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GRAU TOPOLOGICO

Neste apéndice vamos apresentar algumas defini¢cdes e resultados sobre a Teoria do
Grau Topologico. O Grau de uma aplicagao é uma ferramenta muito usada para encon-
trar solugoes de equacoes funcionais. Foi introduzido por L. Brouwer para dimensoes
finitas e extendido por J. Leray e J. Schauder para dimensdes infinitas. Vamos dar maior
atencao aos resultados que serao usados em nosso trabalho sem nos preocuparmos com
suas demonstracoes. FEstas e maiores detalhes, além de algumas aplicacoes, podem ser

encontrados em |2].

D.1. Grau de Brouwer e suas propriedades

Assumimos que;
(a) © é um um aberto limitado de RY, com fronteira 9;
(b) f é uma fungio continua de Q em RY; os componentes de f serdo denotados por f;;
(¢) p é um ponto em RY tal que p & f(99).

Para cada tripla (f, 2, p) satisfazendo (a)-(c), associa-se um inteiro deg(f, €2, p), chamado

grau de f (com respeito a () e p), com as seguintes propriedades basicas:
(P1) Normalizagao: Se Iy~y denota a aplicagio identidade em RY entao

1 se pe)
deg(Ipn, ), p) =

0 se p¢Q
(P2) Propriedade de Solugao: Se deg(f, 2, p) # 0 entao existe z € € tal que f(z) = p.

70
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(P4) Decomposicao: Se ;N = 0 entao deg(f, Q1UQy, p) = deg(f, U, p)+deg(f, Qa, p).

Para completar a definicao do grau vamos omitir a consisténcia da definicao e a veri-
ficagao das propriedades (P1) — (P4). Primeiro consideramos uma aplica¢ao f de classe
C’l(ﬁ, RN) e p um valor regular. Relembramos que, por definicao, p é dito um valor re-
gular de f se o Jacobiano J(z) é diferente de zero para todo = € f~!(p). E o Jacobiano
¢ o determinante da matriz f'(x) € L(RY,RY) com entradas

0fi

B 8%'

aij

Se p é um valor regular entao o conjunto f~!(p) ¢ finito e pode-se definir o grau do seguinte

modo:

deg(f,Q,p)= > sen[Jp(x)], (D.1)

zef~1(p)
em que, para b € R — {0}, temos

1 se b>0
sgn[b] =

0 se b<0.
O grau definido como acima satisfaz as propriedades (P;) — (P5). Para estendermos a
definicao acima para qualquer funcao continua para todo p usamos um procedimento de

aproximacao. Primeiramente aproximamos p por valores regulares p, via Teorema de

Sard.

D.1 Teorema (Teorema de Sard). Seja f € C1(Q,RY) e Sy = {x € Q; Js(x) = 0}. Entao

f(Sy) € um conjunto de medida nula.
Demonstragao. Veja |17]. O

O conjunto Sy é chamado de conjunto de pontos singulares de f.
De acordo com o Teorema de Sard, existe uma sequéncia p, ¢ Sy tal que p, — p.
Quando py esta suficientemente proximo de p entdo py verifica a condi¢ao (¢) dada no

inicio do capitulo, logo faz sentido considerar deg(f, (2, px) dado por (D.1). Além disso,
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podemos mostrar que, para k >> 1, deg(f,, px) é uma constante que independe da
sequéncia py. Portanto, podemos definir o grau de f € C' (Q,RY) N C (Q,RY) em

qualquer ponto p por

deg(fa Qap> = klgIolo deg(f: Q>pk)

Similarmente, dada f € C (€, RY) e seja f € C* (L, RY) N C (Q,RY) tal que fr — f
uniformente em Q. Se k >> 1 entdo a tripla (fi, Q, p) satisfaz (a)-(c) e podemos considerar
o grau deg(fx, 2, pr). Novamente é possivel mostrar que o limite limdeg(f, 2, p) ndo

depende da escolha da sequéncia fj e entao podemos definir o grau de f por
deg(f, <Y, p) = lim deg(fy, {2, p).

Uma importante propriedade do grau, a ser definida a seguir, é a invariancia por
homotopia. Uma homotopia é uma aplicagdo h(\,z) tal que h € C ([0,1] X Q,RN).
E uma homotopia e dita admissivel (com respeito a € e p), se h(\,x) # p para todo

(\, ) € [0,1] x 9.

(P5) Invariancia por homotopia: Se h é uma homotopia admissivel entao deg(h(A,.), 2, p)
¢ constante com respeito a A € [0,1]. Em particular, se f(x) = h(0,2) e g(x) =
h(1, ) entio deg(f, 0, p) = dea(, 2, ).

Como consequéncia imediata da invariancia por homotopia, temos o seguinte resultado

D.2 Teorema (Dependéncia dos valores de fronteira). Seja f,g € C(Q,RY) tal que
f(z) = g(x) para todo © € 00 e seja p ¢ f(O) = ¢g(IN). Entao deg(f,Q,p) =
deg(g, 2, p).

Demonstragao. Veja |2|, |Teorema 3.2, pagina 28|. O

(P6) Continuidade: Se f), — f uniformemente em Q entao deg(fy, 2, p) — deg(f, <, p).

Além disso, deg(f,€2, p) é continua com respeito a p.

(P7) Propriedade de Excisao: Seja 2y C 2 um conjunto aberto tal que f(z) # p,
para todo x € Q — Q. Entao deg(f,,p) = deg(f,Q,p) .
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A propriedade da Excisdo permite definir o indice de uma solugao isolada de f(z) = p.
Seja xo € Q tal que f(zg) = p e suponha que exista r > 0 tal que f(x) # p para todo
x € B,(zo) — {zo}. Usando a propriedade de excisao, com Q = B,(xg) e Qy = B,(z9) em

que p € (0,7), deduzimos que

deg(f7 BP<I0)7P> - deg(f’ BT(‘TO)J)): vp € (07 T)‘

Esse valor em comum é por definicao o indice de f com respeito a xg:

Z(f? :L‘O) = EE?% deg(fv Br<x0)’p)’ P = f(xo)

Além disso, se f1(p) = {@1, ...,z }, 7; € Q, entdo

k

(P8) deg(f,,p) :szxj

1
Para ver isso ¢ suficiente fazer p > 0 tal que B,(z;) N B,(z;) = 0 para todo i # j.

Considerando Qy = B,(z1) U ... U B,(x,) e usando a proprieda de excisao (P7) e a
de decomposicao (P4), obtemos

k

deg(f,Q,p) = deg(f, Q0. p) Zdeg f.By(x;).p) = > _i(f,x;)

1

provando assim (P8).

Seja f € C' e p um valor regular de f, isto &, J;(xq) # 0 para todo g € f~!(p). Como
j& mencionamos anteriormente, se p ¢ um valor regular de f entdo o conjunto f~'(p) é
discreto. Em particular toda solu¢do zo de f(x) = p é isolada e faz sentido considerar o

indice i(f, zo).

D.3 Lema. Suponha que f € C*(Q,RY) N C(Q,RY) e seja zo € Q tal que p = f(x0) €

um valor reqular de f. Entao

i(f,20) = (=1)"

em que B € a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de

f(xo).
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Demonstrag¢ao. Seja r > 0 tal que a solugao de f(z) = p em B, = B.(z9) é zo. Entado
i(f,zo) = deg(f, By, p) e por (D.1) vale que i(f, z9) = sgn[J;(zo)]. Usando a forma normal

de Jordan, sabemos que o determinante jacobiano .Jy(x¢) é dado por
Jf(l’o) == )\1'--)\N7

em que A; sao autovalores de f'(xg) com j = 1,..., N e se repetem de acordo com sua

multiplicidade algébrica. Lembramos que,
e cada \; é diferente de zero, pois x, é valor regular;

e se o autovalor é complexo, digamos igual a a + bi, entao o conjugado a — bi também

¢ um autovalor de f'(zg) e o produto destes é a + b* > 0.

Logo, segue que sgn[J¢(zo)] = (—1)#, completando assim a demonstragio. O

D.2. Grau de Leray-Schauder

Nessa secao definimos o grau de Leray-Schauder, que estende a definicao de grau
topologico para aplicagoes f € C(X, X), onde X é um espaco de Banach e f é uma
pertubacao compacta da identidade [ = Ix.

Seja D um subconjunto aberto limitado de um espaco de Banach X. Considere tam-
bém S uma pertubacio compacta da identidade, isto ¢, S € C(D, X) tal que S =1 —T

onde T' é um operador compacto.

Seja p ¢ S(0D). E possivel verificar que S(9D) é fechado e entdo
r:= dist(p, S(0D)) > 0.

Sabemos, veja [3], que todo operador compacto pode ser aproximado por uma sequén-
cia de operadores de posto finito, ou seja, existe uma sequéncia Ty € C’(E, X) tal que

T, — T uniformemente em D e

Tw(D)C By Cc X  com dim(Ey) < oo (D.2)
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Vamos definir o grau de I —T como o limite dos graus de I — T}, que definiremos a seguir.
Em [2] prova-se que existe k suficientemente grande
sup ||T(x) — Ty(z)|| < r/2 (D.3)
zeD
e sendo assim, conclui-se que p ¢ Si(D). Portanto faz sentido considerar o grau de

Brouwer deg(Sy, D, p) e é possivel mostrar que
deg(Sk, D, p) = deg(I — Tx|D N Ey, D N Ey, p)
D.4 Defini¢ao. Seja p ¢ S(0D), onde S =1 —T com T operador compacto. Entao
deg(S, D, p) = deg(I = Tj, D, p)
para todo Ty, satisfazendo(D.2) e (D.3).

Em [2|, encontra-se tambhém, a demonstragdo de que a definigdo acima nao depende
da escolha da aproximacgao {T"— k} e que o grau de Leray-Schauder satisfaz as condi¢oes
(P1) — (P8)

Podemos extender a defini¢ao de indice de uma solugao isolada xg de S(x) = z—T'(z) =

p, fazendo

2(57 330) = }«l_rf(l] deg(57 Br(ajO)vp)a p= S(.’IO),

By (z9) = {z € X;[|x — o > r}.

Com esta definicao mais geral de indice vamos mostrar, no final do capitulo, um resultado

analogo ao Lema (D.3).

Lembramos que p # 0 é um valor caracteristico de um aplicacao linear A se, e somente

1 ¢ um autovalor de A. Além disso, se 1 ndo é um valor caracteristico de T"(x),

se, p-
entao S’(x) é invertivel. Em particular, o Teorema da Funcao Inversa se aplica e portanto

xo e uma solugao isolada de z — T'(x) = p.

D.5 Lema. Seja T € C(X, X) um operador compacto e diferencidvel em xo. Entao T (xg)
€ um operador linear compacto e existe apenas um niumero finito de valores caracteristicos

contidos em 0, 1] e cada um tem multiplicidade finita.



Apéndice 76

Demonstra¢ao. Veja em [2|, pagina 41. O

D.6 Lema. Seja T € CI(E, X) um operador compacto e suponha que 1 ndao é valor

caracteristico de T'(0). Seja S(x) =z —T(x) e, seja xo € X tal que S(xo) = p. Entao
i(S, zo) = deg(S" (o), Br(20), p), r<<l
Demonstra¢ao. Veja em [2], pagina 41. ]

D.7 Lema. Seja L uma aplicacao linear compacta em X e suponha que 1 nao € valor

caracteristico de L. Entao
deg([ - L, Br<0)70) - <_1),8’ > 07

em que [ € a soma das multiplicidades algébricas de todos 0s autovalores negativos de L

contidos em |0, 1[.
Demonstra¢ao. Veja em [2], pagina 42. ]

D.8 Teorema. Seja T € C(D, X) compacto e tal que 1 nao ¢ valor caracteristico de
T'(zo) para algum xo € D. Entao, tomando S(x) =x —T(x) e S(xo) = p, tem-se que xg

¢ uma solu¢ao isolada de S(z) =p e
Z(S> $0) = (_1)5’

em que [ € a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de

T'(xo) contidos em |0, 1].

Demonstragao. Veja em |2|, pagina 43. O
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