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Resumo

Interessado em fazer com que o seu capital gere lucros, o investidor ao optar por negociar
ativos, fica sujeito aos riscos econdmicos de qualquer negociagao, pois nao existe uma certeza
quanto a valorizacao ou desvalorizacao de um ativo.

Eis que surge o mercado futuro, em que é possivel negociar contratos a fim de se proteger
(hedge) dos riscos de perdas ou ganhos excessivos, fazendo com que a compra ou venda de
ativos, seja justa para ambas as partes.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar os processos de Lévy de puro salto de
atividade finita, também conhecido como modelo de Poisson composto, e suas aplicagoes.
Proposto pelo matematico francés Paul Pierre Lévy, os processos de Lévy tem como principal
caracteristica admitir saltos em sua trajetoria, o que é frequentemente observado no mercado
financeiro. Determinaremos uma estratégia de hedging no modelo de mercado com o processo
de Poisson composto via o conceito de mean-variance hedging e principio da programacao

dinamica.

Palavras-chave: Mercado futuro; Hedging; Modelo com processo de Poisson composto;
Processo de Poisson composto; Mean-variance hedging; Principio da programacao

dindmica .
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Abstract

The investor, that negotiate assets, is subject to economic risks of any negotiation because
there is no certainty regarding the appreciation or depreciation of an asset.

Here comes the futures market, where contracts can be negotiated in order to protect
(hedge) the risk of excessive losses or gains, making the purchase or sale assets, fair for both
sides.

The goal of this work consist in study Lévy pure-jump process with finite activity, also
known as compound Poisson process, and its applications. Discovered by the French mathe-
matician Paul Pierre Lévy, the Lévy processes admits jumps in paths, which is often observed
in financial markets. We will define a hedging strategy for a market model with compound

Poisson process using mean-variance hedging and dynamic programming.

Keywords: Futures; hedging; Mean-variance hedging; Compound Poisson process;

Dynamic programming .
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Capitulo 1

Introducao

O mercado de derivativos é de extrema importancia no mundo das financas, as oscilagoes e
aleatoriedades dos ativos causam muitas incertezas aos investidores. Pensando nisso, modelos
de mercado sao criados com o intuito de prever todos os diversos cenarios possiveis.

Black e Scholes (1973), publicou The Pricing of Options and Corporate Liabilities, artigo
que serviu como base para muitos modelos de mercado a tempo continuo. Robert Cox Merton
aperfeicoou o modelo proposto por Black e Scholes, e publicou o artigo Theory of rational
option pricing Merton (1973), que rendeu o Nobel de economia a Merton e Scholes. O
Modelo ficou conhecido como modelo de Black-Scholes-Merton.

Merton (1976) aprimorou ainda mais este modelo, e acrescentou um componente de sal-
tos (processo do Poisson composto), sendo o primeiro modelo de difusao com saltos aplicado
a precificagao de derivativos.

Neste modelo, o processo de preco é dado por

Sy = Soexp (ut + oWy + V),

em que p, o sdo constantes, (W;);>1 0 movimento Browniano e (Y;);>1 0 processo de Poisson
composto.

Uma varia¢do do modelo de Merton, é o modelo proposto por Kou (2002), em que é
suposto que os tamanhos dos saltos seguem uma distribuicao exponencial dupla. Ambos os
modelos sao de atividade finita, isto é, o nimero de saltos em um determinado intervalo é
limitado.

Segundo Tankov (2010), introduzir saltos na modelagem do ativo enriquece o modelo,
uma vez que estudos empiricos sugerem que o comportamento do preco do ativo apresenta
saltos, e usar modelos de trajetorias continuas nao condiz com a realidade.

Neste trabalho apresentamos um modelo de mercado baseado somente no processo de
Poisson composto, semelhante ao primeiro modelo de puro salto de atividade finita, proposto
por Press (1967).

O modelo de mercado com o processo de Poisson composto é formado por dois ativos, o
ativo com risco S (stock) e o ativo livre de risco B (money market account). Suponha que

o ativo S segue a dindmica o
Sy = Soexp (V)

em que Y representa o processo de Poisson composto.
O ativo livre de riscos B tem processo de preco modelado por
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em que {r;}o<t<r € 0 processo taxa de juros.

Suponha que um investidor vendeu um contrato pelo valor C' > 0, que fornece ao seu
detentor a opgao de comprar um dado ativo financeiro, num tempo especificado T' (chamado
tempo de maturidade) a um prego pré-especificado K (chamado de prego de exercicio).

Se no instante T, o preco do ativo S for menor que K, o detentor da opg¢ao nao ira
exercer. Porém, se St > K, o detentor ira exercer, isto é, comprara o ativo especificado no
contrato pelo preco K, ganhando a diferenca Sy — K.

Este contrato em especial é denotado por opgao de compra europeia (european call op-
tion) e sua funcao custo (a qual define os ganhos do detentor desta opgao) é dada por

H= (ST - K)+ = maX(ST - K, 0)

De modo geral, uma funcao custo H é uma variavel aleatéria quadrado integravel.
Ciente da necessidade de cumprir sua parte no acordo, o investidor que vendeu a opcao
pelo valor C'; monta uma estratégia de investimento, de modo que:

(i) O capital inicial de investimento é igual ao valor recebido pela contrato da op¢ao;

(ii) No tempo de maturidade do contrato, o investidor consegue os mesmos ganhos que o
detentor da opgao, isto é, replica perfeitamente a funcao custo.

Se o investidor conseguir uma estratégia nos moldes de (i) e (ii), entao ele conseguiu uma
estratégia de hedging.

No instante inicial, ele investe parte do valor recebido pela op¢ao em uma certa quanti-
dade 7o de ativos S e a outra parte em uma quantidade 3, de ativos B, isto é

C = 7050 + BoBo.

Dizemos que o investidor esta montando uma estratégia de investimento, na qual a cada
flutuacao do ativo de riscos ele reorganiza a sua estratégia, isto é, transfere dinheiro do ativo
de riscos para o ativo livre de riscos, ou vice-versa, a qualquer momento e sem nenhum
custo adicional. De maneira geral, em um instante ¢ qualquer, denotaremos por v; e 3;, as
quantidades de ativos com risco e sem risco, respectivamente.

O processo que representa as quantidades v, e B, em um instante ¢t qualquer até a data
de maturidade, ¢ denominado processo portfolio m = {, Bt }o<t<r. O capital associado ao
portfolio é dado por

7: =%S;+ BBy, 0<t<T.

A primeira contribuicdo deste trabalho consiste em apresentar uma decomposicao do
tipo Doob-Meyer para processos de puro salto adaptados na filtragem do processo de Poisson
composto. Por exemplo, o processo capital investidor dado por X™, em que 7 é uma estratégia
admissivel.

Dado um processo X de puro salto, adaptado na filtragem natural do processo de Poisson
composto, este pode ser decomposto (ver Teorema 2.22) na forma

X(t) = X(0) + f DX (s)dM(s) + /tUX(s)d<Y, Y)(s), 0<t<T  (L1)

com fot DX (s)dM(s) aintegral opcional (ver Dellacherie e Meyer (1982) e He et al. (1992))
do processo F-opcional DX,

1

E|AXr | Fr, i Tn =11 C on>1
|AYTn|2|Tn — t] |: Tn| Tn-1> ] {Tn71<t§Tn§T} n >

UX(t)]]'{Tn71<t§Tn§T} = E[
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= AX(T,)
DX = —1 :
Ao se descontar a taxa de juros e assumir a ideia de auto-financiavel, isto é
Ay S+ AB B, =0,

o capital associado ao portfolio no instante ¢ passa a ser dado por

XI =X+ 1, ASp,Lig,<y, 0<t<T, (1.2)
n=1
Sy, St
A — L n—1 > 1
em que ASt, Br.  Br .’ n >

Note que em 1.2, o capital associado ao portfolio ja nao depende mais da quantidade
[ investida no ativo sem riscos. Dependendo apenas do valor inicial do portfolio C' > 0 e
da quantidade investida no ativo de riscos. Assim, até a data de maturidade T', podemos
denotar agora a estratégia por ® = {y},.,<p-

No modelo de mercado com processo de Poisson composto, o mercado é incompleto, ou
seja, nao existe uma estratégia auto-financiavel que replique a funcao custo. Vamos definir
uma estratégia que minimize a distancia entre a funcao custo e o capital associado ao portfo-
lio. A segunda contribuigao deste trabalho, consiste em encontrar uma estratégia (¢, 3t )o<t<r,

de modo que
T 2 T 2
<C + /0' ’)/tdSt — H) ] = Cg}]{l}»{;e@E (C + /0v ’)/tdSt - H) ] . (13)

Assim, a partir da decomposi¢ao 1.1, vamos representar nosso processo portfolio de ma-
neira conveniente, de modo que no capitulo 3, encontramos uma estratégia que minimiza
1.3 (ver Teorema 3.14) de maneira retrograda. Tal estratégia, em um tempo 7,, qualquer, é
dada por

E

B [kr,,,AS,., (w0 — Hr,,,) | Fr,]
E [ Tnt1 (ASTn+1)2 ]

em que T, = x + Zz 1 1, AST, € a realizacao do portfolio até o instante T,,.
Os processos {k}o<i<r € {H }o<i<7 sdo dados recursivamente por

’A)/Tn = (14)

]E2 [anHASTnH“FTn}

kr, = | E [kr, .| Fr.] —
! E kr,,, (ASr,,.)" |Fr]

E[kr, ,, ASt, | Fn, |1, AST, ‘
E k, _ n+1 +1 n+1 n+1 H F
[( Trni1 [kTLH(ASTnH) |an] ) T+l Tn]
Hr =

n

com condi¢ao terminal kr = 1 e Hr a fungao custo.

Este trabalho ficou dividido da seguinte maneira. No capitulo 2, é definido o processo
de Poisson composto, tal como a sua filtragem interna, os funcionais de Poisson composto e
todo o desenvolvimento para deduzir a forma explicita da decomposicao de Doob-Meyer do
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funcional de Poisson composto.

No capitulo 3, apresentamos o modelo de mercado com processo de Poisson composto,
alguns conceitos bésicos de mercado financeiro e propomos a estratégia de hedging obtida
através da metodologia mean-variance e do principio da programacao dinamica.



Capitulo 2

Processo de Poisson composto

A seguir, dado um espago de probabilidade completo (€2, F, P) definimos o processo que
serd base de estudo para o modelo de mercado proposto neste trabalho.

Definicao 2.1. O processo de Poisson composto de intensidade A > 0 e tamanho de saltos
com distribuicao F' € um processo estocdstico definido por

N ()
Y(t)=Y 1,
i=1
Y(0) =0
em que

(i) os tamanhos dos saltos J;, i € N, sao v.a.s independentes e identicamente distribuidas
com distribuicao F';

(i1) (Ni)i>o 0 processo de Poisson de intensidade N, independente de {Jy, Ja,...};
(i) 0 =Ty < Ty <Ty..., os instantes de saltos do processo de Poisson.

Na figura 2.1, um exemplo de uma realizacao do processo de Poisson composto com A = 2
e J; "% N(0,1),i=1,...,9.

Agora, dados (2, F, P) um espaco de probabilidade completo e Y : [0,7] x Q — R o
processo de Poisson composto de intensidade A e tamanho dos saltos com distribuicao F'. A

filtragem natural do processo Y é uma colecao de sub-sigma-algebras de F com
o Ay ={0,0};
o Ay =0{Y;:s<t}, t>0;
o A, C A, C F para s < t;
o A, :O'{U.At} C F.
>0

Por definicao, a filtragem acima nao é uma filtragem completa. Para completar esta
filtragem, seja N a colecao dos conjuntos de medida nula de F.
A filtragem dada por
F:={F =0(A UN>}O§t§T7 (2.1)
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Figura 2.1: Realiza¢ao de um processo de Poisson composto com tamanho de saltos N(0,1).
¢ completa e continua a direita (ver Brémaud (1981), teorema 26 pag. 304 e teorema 35,
pag. 309).

O espago de probabilidade completo (£, F, P) equipado com a filtragem {F;}, .., ¢
dita base estocastica completa ou espago de probabilidade completo filtrado do processo de

Poisson composto e serd denotado por (2, F,F, P).
A seguir, algumas propriedades do processo de Poisson composto Y.

Propriedade 2.0.1. Seja Y o processo de Poisson composto, valem as propriedades:
(Z) Yo = 0, g.c.;
(ii) (Yi)i>0 € constante por partes, com trajetorias cadldg (ver figura 2.1, por exemplo);

(1) incrementos independentes do passado

Y; — Y, independe da filtragem Fi;

(iv) incrementos estaciondrios

Yiis — Y., tem a mesma distribuicao que Yy — Yy, Vs, t > 0;

(v) continuo em probabilidade

lim P (|Y;op — Y| >€) =0, Ve>0et>0.
h—0

As propriedades (ii7), (iv) e (v) decorrem do simples fato do processo de Poisson ser um
caso particular dos processos de Lévy (Protter (2004) pag. 20 e 46).

Ao longo deste trabalho, sempre que nos referirmos ao processo de Poisson composto com
intensidade A e tamanho dos saltos com distribui¢ao F, iremos denotar por PPC(\, F').

Teorema 2.2. Seja Y um PPC(\ F), seu valor esperado é

E[Y(t)] = Mk,
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em que k =E[Ji], com Jy € o tamanho do primeiro salto.

Demonstracao. Por propriedade de esperanca condicional

E[Y)] = E[E[Y|N:]] .

Como
Ny
E[E YN =E |E ZJZ\Nt”
=1
00 [ N
-3 E ZJZ‘Nt —n| P(N, = n)
n=0 L =1
=Y "E|> J| P(N,=n).
n=0 | =1
Dado que

Z Jl] = ZE [J1]

=1

obtemos que

E[Y)] = i nkP(N, = n)

n=0

=kY nP(N, =n)
n=0
= kE [V{] .
Como (Ny)¢>o € o processo de Poisson de parametro A com valor esperado

E[N;] = At.

Assim,
E[Y;] = kXt

O

Na sequéncia, vamos definir classes de processo que sao fundamentais na analise estocas-
tica.

Definigao 2.3. Um martingale (respectivamente submartingale, supermartingale) é um pro-
cesso X adaptado na base (0, F,F, P), de modo que X; € integrdvel, e para todo s <t

E[X:Fs] = X5 (resp. E[Xi|F] > X5,  E[Xy|Fs] < Xo).

Proposicao 2.4. Dado Y um PPC(AF), entao M; =Y, — Atk € um martingale.
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Demonstracao. Temos que

E [M|Fs] = E[Y; — Atk|Fs]
E [Y;fl'/—-s] — Atk
E

Y, = Yo + Y| F] — Atk.

Como

Entao

Como os incrementos sao independentes do passado
E[Y; — Yi| Fs] = A(t — s)k,
obtemos que

E [My|Fs] = At — s)k + Ys — Mk
=Y, — Ask.

Assim

E [M,|F.) = M,.
m

Uma alternativa para descrever uma variavel aleatéria é pela sua funcao caracteristica.
A vantagem de se trabalhar com fungoes caracteristicas, é que se tratando de fungoes reais,
elas sempre existem, diferentemente da funcao geradora de momentos. A definicao formal
de fungao caracteristica serd dada a seguir.

Definicao 2.5. Seja X uma v.a.. Entao a funcdao caracteristica (transformada de Fourier)
¢ uma funcao f: R — C definida por

) = Bfe"]

em que
E[e™X] = E[cos(uX)] + iE[sin (uX)].

Pela defini¢ao 2.5, se uma v.a. admite uma funcao densidade de probabilidade, entao a
funcao caracteristica é a inversa da transformada de Fourier da fun¢ao densidade de proba-
bilidade.

Em particular, a funcao caracteristica do processo de Poisson composto é dada no Teo-
rema 2.6.

Teorema 2.6. (Ito-Lévy-Kintchine) A funcao caracteristica do processo'Y € dada por

fi(u) = exp {t/_oo (e — 1))\F(d:v)} .

(e 9]
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Demonstracao. Pela definicao

fi(u) =E [e"“Yf}

N
E [exp (zuz Jl>] .
=1

Via propriedades de esperanca condicional

Nt [e.e] B Nt
E |exp (zuz Jl>] = ZE exp (zuz Jl> ‘Nt =n| P(N; =n)
=1 n=0 L =1
= ZE exp (zuz Jl> P(N; =n).
n=0 L =1
Como N, é o processo de Poisson, sabemos que
e*)d()\t)n
P(N,=n) = 0
Logo, pela suposicao dos J;, © = 1,...,n, serem identicamente distribuidos

0 =t )"
Z [exp (iuJy)])" #

n!
n=0

Como
o0

E [exp (iuJy)] = / ™Y F(dy).

—00

Assim

n— 00

~ <)\t % e p( dy)

N Z
n!

n=0

= exp {—)xt + )\t/ ei“yF(dy)}

oo [ eran 1)),

filw) = exp {—At ( [ emran - [ 1F<dy>> }
~ exp {t/i(ewy _ 1))\F(dy)} |

Até o momento, foi apresentado propriedades do processo de Poisson composto. A seguir,
vamos explorar um pouco mais a sua filtragem natural.

Portanto

[]
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2.1 Filtragem do processo de Poisson composto

Conforme foi feito na se¢ao anterior, dado (£2, F, P) um espago de probabilidade completo
eY :[0,7T] x Q — R o processo de Poisson composto, definimos em 2.1 a filtragem natural
completada do processo de Poisson composto. A seguir, apresentaremos o conceito de o-
algebra tempo de parada, mas primeiramente a definicao 2.7 é necesséria.

Definigao 2.7. Um tempo de parada é uma fung¢iao R : Q2 — [0, 00| tal que o evento {R <
t} € Fi, para todo t, 0 <t < 0.

Do mesmo modo que a o-algebra F; representa a quantidade de informacao que temos
sobre os eventos até um dado instante ¢, dado um tempo de parada R, a filtragem avaliada no
tempo de parada representa a quantidade de informacao possuida até um instante aleatorio
R. Essa ideia intuitiva é formalizada na definicao 2.8.

Definicao 2.8. Seja R um tempo de parada. O conjunto de informacao até R € a filtragem
avaliada no tempo de parada R definida por

Fr={Ae F:An{R <t} e F, t>0}.

O conjunto de informacoes estritamente anteriores a R serd denotado por Fr- e definido
por

Frp-=c{AN{s<R}:A€F, s>0}

Note que toda informacao contida em Fr- estda contida em Fg, mas o inverso nao é
verdadeiro. Sendo Fz- um subconjunto proprio de Fgr, como pode ser visto no Teorema 2.9
(ver Bréemaud (1981) pag. 298, teoremas 4 e 5).

Teorema 2.9. Seja R um tempo de parada, entao
(i) Fr- C Fgr;
(i) R € Fr-mensurdvel.

Demonstragao. (i) Basta mostrarmos que os geradores de Fr- pertencem a Fg.
Tomemos A € F;, temos que

An{s<R}N{R<t}=An{s< R <t}
Como R é tempo de parada

Logo
Fr- C Fg.
(77) Temos de mostrar que
{R:t} GJT'.Rf, thO

De fato, basta notar que {R = t} é um dos geradores de Fr-. E por (i) o resultado
segue. O
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Uma das caracteristicas interessantes da filtragem natural do processo de Poisson com-
posto ¢ que ela ¢ uma filtragem do tipo discreta, isto ¢, tomando a sequéncia {71}, },>1 de
tempos de parada

Fo=\ (Fr.0ili<t<Tyu}), 0<t<T,

n=0

A importéancia de estarmos trabalhando com filtragens do tipo discreta se deve ao fato de
que todo martingale em uma filtragem do tipo discreta pode ser decomposto em uma parte
de saltos e uma parte previsivel (Leao e Ohashi (2013) pag. 12), o que sera util na sec¢ao
2.3, em que iremos caracterizar os martingales com respeito a filtragem natural do processo
de Poisson composto.

O teorema seguinte pode ser encontrado em Brémaud (1981) pag. 299, teorema 10.

Teorema 2.10. Sejam Y um PPC(\, F), T1, Ty, ... 0s tempos de ocorréncias dos saltos e
J1, Jo, ... 0 tamanho dos saltos. Valem as igualdades

(i) Fr, = a{(Tl, J1); . (T, Jn)};
(i) Frp,- = a{(Tl, J1);eo o (T, Jna1); Tn}.
Demonstragao. (i) Mostremos primeiramente que
a{(Tl, J1); o (T, Jn)} C Fr,.
De fato, temos que
T, é Fr -mensurdvel =— T; é Fp -mensuravel, Vi < n.

Yr, € Fr,-mensuravel, pois
o
YTn = E Jl]l{Tlng}‘
=1

Tomemos B um boreliano da reta,

{Z I <ty € B} N{T, <t} e F.

=1

Entao {YTn € B} c .FT".
Sabemos que
Jn — YTn - YTn—l'

Logo J,, é Fr, -mensuravel

Assim
Ji € Fr,-mensuravel Vi < n.
Para mostrar a reciproca, basta notar que Yz, ¢ o (11, 1), ... (T,, J,))-mensuravel,
Yu > 0.

De fato, como Y,,r, é um processo cadlag adaptado, o resultado segue (ver Protter
(2004), teorema 6, pagina 5).

(ii) Queremos mostrar que Fp, - = o{(T1,J1);...; (Tn1, Jn1); Tn }-

Como

Fr,- =0{AN{T, >t} e A€ F; t > 0}.
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Vamos mostrar que a classe
{A N {Tn > t}} C U{<T17 Jl)? S (Tnfla Jnfl); Tn}

Sabemos que
Fo=0{lyenlin<g}

emquen >1,0<s<teA um boreliano da reta.

Tomemos
A= {Z Lonenylir,<sy = k} :

n=1

Assim )
AN{T, >t} = {Z Lneaylin<sy = /f} N{T, >t} .
=1 N
~ € o(Tn)
€ Fr -

Portanto

Fr,- C U{(Th J)s o (T, Jn—1);Tn}-

Para a reciproca, como
O'{(Tl, Jl); el (Tn—h Jn—l)} = FTn,1 C ‘FTn7

Temos de mostrar apenas que 7T,, é Fr. -mensuravel.
De fato, seja 2 € F;, temos pela defini¢ao 2.8 que QN {7}, <t} é um dos geradores de
.FT* .
Logo
O'{(Tl, J1)7 ceey (Tn—b Jn—l)yTn} C an—.

]

Assim, no Teorema 2.10, como consequéncia dos resultados obtidos no Teorema 2.9,
temos que a filtragem avaliada no tempo de parada Fp, é a mesma o-algebra gerada pelos
tamanhos e instantes dos saltos, conhecidos até o tempo de parada T),.

Definicao 2.11. Dado X um processo adaptado na filtragem do processo de Poisson com-
posto. Se existe um processo previsivel A, de modo que X — A € um martingale local, entdo
A € chamado de compensador de X.

Lema 2.12. Seja X um processo com incrementos independentes e estaciondrios na filtra-
gem do processo de Poisson composto, entao o compensador de X € o seu valor esperado.

Demonstracao. Seja
Z =X - E[X].

Se mostrarmos que Z é um martingale, entao E[X]| é compensador de X.
De fato,

E [Zt|fs]

E[X; — E[X¢]|F]
E [Xt - Xs + Xslfs] - E[Xt - Xs] - E[Xs]
E [Xt - X5|Fs] +E [Xs‘fs] - ]E[Xt - Xs] - E[Xs]
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Como o processo X tem incrementos independentes, temos

E[Z|F.] = X, — E[X]
= Z,.

Logo Z é um martingale.

2.2 Medida de Poisson

Considere (2, F, P) um espago de probabilidade completo e YV : [0,7] x @ — R o
processo de Poisson composto, com filtragem natural completada F, conforme definida na
secao anterior.

O processo de Poisson composto Y é um processo com trajetorias constantes por partes
que pode ser representado na forma

ZAY W)Liry)< (@)-

Assim, podemos associar ao processo Y uma medida aleatoria p : Q x 8([0,T]) x B(R) —
[0, 0], de modo que

1 (w, Z]lB D)7 wy<i (W)

para todow € Q, t € [0,7] e B € B(R).
A medida p caracteriza o processo Y, pois

Y(t,w) = /Ot /Z wp(w, ds, dz).

Como os incrementos do processo de Poisson composto sao independentes, pelo Lema
2.12, existe uma medida v no espago ([0, 7] x R; 3([0,T] x R)), compensador de x, de modo
que

v([0,t], B) = E [u([0,t] x B)] (2.2)

Notemos que, conforme foi definido em (2.2)

v([0,t], B) = E[u([0,¢] x B)]

21{3} ]1{Tn<t}] ZE Ly (Ju) Lim <y

= Z]E []I{B}(Jnﬂ E []l{TnSt}}

_ /; Fldz)E[N;] = /B /0 NP (da)ds

v(ds,dx) = A\F(dx)ds

Portanto
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/OO 2zv([0,t],dx) = AE [J;] < o0

[e.9]

Vamos admitir que

/Oo l2v([0,T), dz) = AE [J}] < oc. (2.3)

[e.e]

Definigao 2.13. O processo variagao quadrdtica [Y,Y] é definido por

YVl= Y (e~ Ve ) i, <o
n=1

Para o processo variagao quadratica, temos

[Y,Y]t:/ot /me(ds,dx)
= /t /00 2 p(ds, dx) — /t /00 2?v(ds, dr) + /t /OO 2?v(ds, dr)
// wu(ds, dx) — v(ds, dx)) // 2?v(ds, dr).

Como a medida v ¢ compensadora de p, temos que o processo angle bracket' (YY), ¢é

dado por
t [e'e]
O
0 —00

t 00
= / / 22 \F(dx)ds = A0,
0 J—-oo
em que E[J?] =0,i €N,

Assim, temos que o compensador de [Y,Y] é dado por

(YY), = Ath. (2.4)

2.3 Funcional de Poisson composto

Nesta secao, iremos encontrar uma decomposi¢ao de Doob-Meyer para um dado funcional
de Poisson composto. Considere um espago de probabilidade filtrado (2, F,F, P), definido
pelo PPC(AF). Seguem algumas defini¢oes que serao necessarias.

Definigao 2.14. Sejam R e S dois tempos de parada, de modo que R(w) < S(w), Yw € R.
Entao o intervalo estocdstico € definido por

[R, S]] ={(t,w); R(w) <t < S(w)}

IR, S]] = {(t,w); R(w) <t < S(w)}

1O processo angle bracket (Y,Y) é o processo tal que [Y,Y] — (Y,Y) é um martingale (para maiores
detalhes ver Protter (2004) pagina 66 e Shiryaev (1999) pagina 305).
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com [[R, S]] e ]]R, S]] C [0,00) x €.

A seguir, seré definido os processos opcional e previsivel, os quais sao necessarios para a
decomposi¢ao de Doob-Meyer de semimartingales, tal como o estudo de integrais estocésticas
opcionais.

Definicao 2.15. A o-dlgebra gerada pelos processos (Xi)i>o, tal que X € cadlag e adaptado
a filtragem F € denominada o-dlgebra opcional. O processo X : [0,T] x Q — R, mensurdvel
na o-dlgebra opcional, é chamado processo opcional.

A partir da definicao 2.15, pode-se concluir que todo processo cadlag é opcional, mas
nem toda realizacao de um processo opcional é cadlag.

Definicao 2.16. A o-dlgebra gerada pelos processos (Xi)i>o, tal que X € continua & esquerda
e adaptado a filtragem F € denominada o-dlgebra previsivel. O processo X : [0,T] x Q +— R,
mensurdavel na o-dlgebra previsivel, ¢ chamado processo previsivel.

Denotaremos por O e P as sigma algebras opcional e previsivel, respectivamente, com
respeito a F. Se X é um processo previsivel, entao ele também é um processo opcional (ver
Brémaud (1981), pagina 9), em outras palavras

PCO.

As F-projegoes dual previsivel e opcional de um processo X serdo denotadas por [X]P e
[X]°, respectivamente.
Por fim, B2(IF) o espaco dos processos X que sao F-adaptados tal que

E[|X;]?] < oo

em que X7 := supg<;<p | X¢|.
Ao longo do trabalho, assumiremos que o processo de Poisson composto Y € BZ(IF).

Definigao 2.17. Dizemos que um processo estocdstico X € B*(F) ¢ um funcional de Poisson
composto se ele € adaptado na filtragem natural do processo de Poisson composto F, possui
trajetorias cadlag, valor esperado da variacao quadrdtica finita, isto é

E[[X,X]|(T)] < o0

e pode ser representado por

Xt — XO + ZAXTn]l{TnSt}7 O S t S T

n=1

Como consequéncia da definicao 2.17 o processo de Poisson composto Y é um funcional
de Poisson composto.

De fato, por ser cadlag e possuir variacao finita, entao a variacao quadratica de Y é
o somatoério do quadrado dos saltos. Como no processo de Poisson composto os saltos sao
finitos e os tamanhos dos saltos sao finitos, a variacdo quadratica é finita, logo

E[[Y,Y](T)] < oo.

Definicao 2.18. O processo X € BQ(F) ¢ um semimartingale especial se ele pode ser de-
composto em
Xy = Xo+ M; + Ay,
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em que My = Ay = 0, M um martingale local e A um processo previsivel com variac¢ao
limitada.

2.4 Decomposicao de Doob-Meyer

De modo analogo ao que é feito com os processos estocésticos que sao submartingales,
em que é possivel encontrar uma decomposicao tnica de Doob-Meyer, iremos obter uma
decomposi¢ao para os funcionais de Poisson composto.

Lema 2.19. Seja X um funcional de Poisson composto, entio existe um tinico processo N~
com varia¢ao integravel de modo que

M* =X, —Xo—N*, 0<t<T. (2.5)

em que MX € um martingale na filtragem F e o processo NX € a projecio previsivel dual de
X — Xy que possui trajetorias continuas.

Como o processo X é um semimartingale especial, entao a decomposicao acima é cano-
nica.
t . . :
Denotaremos por fo X (s)dM (s) a integral opcional do processo F-opcional X, de modo

{ et [ xiomn - [ [ xoao]

em que [f; X(s)dM(s )}f representa a projegao previsivel dual de fo X(s)dM(s) e M o
martingale definido na proposicao 2.4.

Como a filtragem FF é quase continua & esquerda, entao a integral opcional admite as mes-
mas propriedades usuais da integragao estocastica com integrandos previsiveis (observagao
3.5 Dellacherie e Meyer (1982), pagina 346).

A seguir, iremos caracterizar os elementos de 2.5. Mas primeiramente, é necessario definir

o seguinte processo F-opcional

AX( T = AX(T,)
DX = Z Lyr, ) = mﬂ[mfnlb (2.6)
n=1 n

em que X é um funcional de Poisson composto, ¥ o processo de Poisson composto, M
o martingale definido na proposi¢ao 2.4 e [[T,,T,]] = {(t,w) € [0,T] x Q: T, (w) =t} o
intervalo estocastico.

Como

= AX(T,)
< AM(T,)

= AX(T)

Ko = Xo= — AY(T,)

AM(T)lyr, < = AY (L)L, <ty

Assim, da equacao 2.6, podemos representar o funcional de Poisson composto X como a
seguinte integral de Lebesgue-Stieltjes

- /Ot DX (s)dY (s).
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Suponha

E Z’AXTJQ] <oo, m>1.

n=1

Temos que

[A.\DX(s)\Zd[M,M](] U DX (s)2d]Y, Y](s ]

¢ um processo crescente integravel.
Assim, existe um tnico F-martingale M~ de modo que para cada F-martingale V limi-
tado, o processo [M*,V] — [ DX(s)d[V, M] ¢ um F-martingale e portanto

/DX )dY (s [/ DX (s)dY (s ] , (2.7)

em que Uo DX(s)dY(s)}f representa a projecao previsivel dual de f(f DX (s)dY (s).
Assim, o martingale M7 é representado por

N

Z IAX(T) | gz, <y

- ]{ DX (s)dM(s).

Em 2.7 o processo previsivel foi apresentado, porém nao de uma forma explicita. A seguir,
vamos caracterizar o residuo de 2.5.

Lema 2.20. (i) A proje¢io dual previsivel de X — X (0) € dada pelo processo continuo

/tZ/{X(s)d(M, M) (s) = /tUX(s)d<Y, Y)(s), 0<t<T
em que UX = Epy) [DX/AY|P].
(i7)

1
Uux (t)]]-{Tn71<t§Tn§T} =

BAXE 7T = 8] D on>1
E[|AYr, 2| T, = t] [ 1 F T ] (T 1<t<T,<T}; N =

Observacao 2.21. Ey [ - |P] denota a esperanca condicional com respeito a sigma dlgebra
previsivel sobre a medida de Doléans gerada por [Y,Y].

Demonstragao. (i) Defina

B, = /t DX (s)dY (s).
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Temos que, pela definicao, para todo C € P
T o T
B| [ te@ise)] <[ [ 1e6pxare)
0 LJo

=F i 14y (T) DX (T,)AY (T,)

— 5|3 L (T Sy AY (LAY ()

][ 1060 D gy, v100)

—&[ [ 1eoux ey o)

r T

—5 | [ty )|
Lo

Logo o processo previsivel N¥ ¢ dado por

NX = [/0 DX(s)dY(s)K - /OtUX(s)dQ/, Y) (s). (2.8)

(it) Sabemos que, para todo C € F, -, existe um processo previsivel L, de modo que
Ly, = 1¢, e é nulo fora do intervalo estocastico ||T,-1,7,]] (Brémaud (1981), teorema 31,
pagina 307).

De (i), temos que

E [1eAX7,lir,<my] =E [/OT L(s)dB(s)}

| "L UX ()Y, Yies)

E
E []ICL{X(Tn)\AYTnP]l{TnST}} .

E como C é arbitrario, YX é um processo previsivel e Y tem incrementos independentes,
segue que

E[AX(T)Lir, <y |Fr,-] = E [UX(T)|AY (T,) Uiz, <my | Fr, -]
Logo, uma versao da esperanca condicional pode ser escrita como a seguir

1
L{X(t)]]'{Tn_1<t§Tn§T} = WE [AXT,L

‘FTn—l; Tn = t:| ]]‘{Tn—l<t§Tn§T}; n Z 1

Assim, conseguimos o seguinte teorema

Teorema 2.22. Se X ¢ um funcional de Poisson composto, entao a unica decomposi¢ao
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F-semimartingale especial (M*, NX) apresentada em 2.5 é dada agora por

X(t):X(O)—i—ftDX(s)dM(s)—i—/tZ/lX(s)d(Y,Y) (s), 0<t<T

em que
1
UX )Lz, <t<m <1} = WE [AXTn|~7:Tn71§ T, = t] Lir, <t<mo<ry; n 21
e
= AX(T,
DX =

Exemplo 2.23. Dado o espago de probabilidade completo (2, F, P). Seja N o processo de
Poisson de parametro A, no intervalo [0,T] com filtragem natural F = {Fp, = o(T1,...,T,) :
0<T,<T}. Seja X um martingale qualquer na filtragem natural do processo de Poisson,
a partir do resultado anterior, como podemos representd-lo?

Como X € um martingale na filtragem natural do processo de Poisson, ele pode ser
decomposto em um processo de saltos e um processo previsivel

Xy =W, — W]y
em que
Wt = XO + Z AXT,,L:[L{Tngt}.
n=1
Tomamos
AWT - AAXVT
DW = “ —T = “Lyr,=1,71-
Temos que
Wt = XO + Z AXTn]l{TnSt}
n=1
AW,
— Xo+ Z A N; ANz i, <p
_/DW@mmy
0
Assim

X, =W, — W]l

L/DW’dN u/uw N (s)

:éDW@Mm)
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Agora, note que

E [AWTn‘«FTn_l; Tn == t:|
uW(t)]]‘{Tn—1<t§Tn§T} - E HANT ’2] ]l{Tn_1<t§Tn§T}

=E [AWTH|‘FTn—1; T, = ﬂ ]l{Tn,1<t§TngT}-

Eparat="1T,
UWr, = AWy, = DWr, .

Logo

fpwtm /chmm fWWMWW)

/uw VAN (s /uw N (s)

:/uW@uM) d(N)(s)].

E portanto .
X = / UW (s) [dN(s) — Ads] . (2.9)

0
Isto €, todo martingale na filtragem natural do processo de Poisson pode ser escrito como
em (2.9), em que

UWilyr, <<t <ty = B [AWr, | Fr, i To = ] Lir,_, <i<m<1}-

Lema 2.24. (Doob-Dynkin) Uma varidvel aleatoria Y € mensurdvel com respeito a sigma-
dlgebra o(X1,...,X,) se, e somente se existe uma fun¢ao Borel mensurdvel g : R™ — R de

modo que Y = g(X1,...,X,).
A demonstracao do Lema 2.24 pode ser vista em Rao e Swift (2006) pagina 8.

Exemplo 2.25. Dado o espago de probabilidade completo (2, F, P). Seja Y o processo de
Poisson composto de intensidade X\, no intervalo [0, T] com filtragem natural

F={Fp, =0(T\, r,...., Ty, Jn): 0< T, <T}.

Para um dado martingale X qualquer na filtragem natural do processo de Poisson com-
posto, com Xy =0, como podemos representd-lo?
Dado que X € um F-martingale, temos que

X, =W, — W]’

t
em que

= Z AWTn]l{Tngt} .

n=1

Pelo Teorema 2.22 da decomposicao de funcionais de Poisson composto

= %t DW (s)dY (s) + /t UW (s)d(Y) (s), 0<t<T.
0 0
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Pelo Lema de Doob-Dynkin (2.24), sabemos que existe uma fun¢ao g, : [0, T]" x R" — R
Borel mensurdvel, tal que

AWz, = g.((Th, 1), - (T, J)),m > 1. (2.10)

Sabemos que

E|gn((T1,J1), ... (5, )| Fr_13T0n =5
UWlyr,  <i<T, <T} = lon (T2, 1), - 7 il - ]]I{Tn,1<thngT}

_ é/_oo Gn((T1, 1), - (5, 2)) F(dz).

em que 0 =E[(Jr,)?], i € N.
Seja
gn(8, %) = g (T3, 1), .- (5, 7).

/Ouw // gn(5, 2)F(dz)d (Y) (5).

Como vimos em (2.4)

Temos que

(Y), = At

/0 tuwsd<Y> (s) = /O t /_ Z (s, 2)F(dz)Mds
- /Ot /_Z gn(s,x)v(ds, dx).

Assim

Em contrapartida, temos que

== Z AWTnﬂ{THSt}
n=1
e
AI/VTn = gn(Tn; Jn)
Assim Lo
W, :/ / gn(s,x)pu(-, ds, dz).
0 —00
E conseguentemente
X, - ]{ DW (5)dY ()
//gnsx -, ds, dx) //gnsx (ds, dx)
/ / gn(s,x) [u(-,ds,dx) — v(ds, dz))
em que

gn(s,z) =E [AWTn‘an_l;Tn =s;Jp, = x] )
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Capitulo 3

Modelo de mercado com processo de
Poisson composto

Neste capitulo, iremos modelar um ativo financeiro via processo de Poisson Composto,
também conhecido como Lévy de puro salto de atividade finita. Este é apenas um caso
particular de processo de Lévy, uma vez que em um processo de Lévy geral, podem haver
infinitos saltos em um intervalo de tempo. Em nossos estudos, como os saltos ocorrem de
acordo a um processo de Poisson, o nimero de saltos serda sempre finito.

3.1 Modelo de mercado

Considere um modelo de mercado composto pelos ativos com risco (stock) e sem riscos
(money market account), negociados continuamente. Suponha primeiramente que o ativo
financeiro S (ativo com risco) segue o processo de Poisson composto, isto &,

Ny [e’s)
gt - g() + Z JZ - §(] + Z Ji]l{TiSt}

i=1 =1

em que Sy > 0, J; ~ F(conhecida), i € N, e N; o processo de Poisson de parametro .

Devido aos saltos do processo S;, este é um bom processo para se modelar um ativo
financeiro. Porém, do modo como S, foi definido, dependendo da distribuicao dos saltos,
este pode assumir valores negativos, sendo contrario as nogoes de mercado racional. Para
evitar este tipo de problema, basta definir S; do seguinte modo

Ny
gtzgoexp{ZJz}, §0>0 (31)
=1

Assim _
A
_ST" =exp{Jr,} — L
STnfl

O ativo livre de riscos B , tem processo de pre¢co modelado por

(3.2)

em que o processo taxa de juros {r;}o<i<r ¢ um processo adaptado com relagdo a base

23
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estocastica (2, F,F, P).

Assim, imagine um investidor que resolve investir nestes dois ativos (de riscos e o sem
riscos), com um capital inicial C' > 0. Suponha que o investidor pode transferir dinheiro do
ativo de riscos para o livre de riscos, ou vice-versa, a qualquer momento e sem nenhum custo
adicional.

Definicao 3.1. Seja m = {1, Bt }o<t<r um par de processos estocdsticos previsiveis na base
estocdstica completa (Q,F, F,P), tal que

Ve = Z Ayp, Lir,<y € Bi= Z ABr, 1ir,<py, 0<t<T.

n=1 n=1

Dizemos que m € um portfolio se satisfaz as sequintes condi¢des de integrabilidade

E Z(A’YTn)Q]lTn<t] < 0 e E Z(AﬁTn)QﬂTn<t] < 0. (33)
n=1 n=1

Entende por processo portfolio 7, o processo que representa a quantidade de ativos com-
prados pelo investidor no instante ¢, em que ; representa a quantidade de ativos com risco
e B; a quantidade de ativos livre de risco. Assim, um investidor que montou seu portfolio
seguindo a estratégia 7, no instante inicial, tem o valor do seu portfolio dado por

C= 775 = 7050 + BoBo.
E em um instante ¢ qualquer

Definicao 3.2. O capital no tempo de parada T, descontado a taxa de juros é dado por

<~

X
Xf, =55 OshLisT

Da mesma forma, o processo de preco descontado € dado por:
S,

St = —t
By

Nos instantes de saltos, o incremento é dado por
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X, X
AXT — Tn n—1
™ B,  Byp_,
J— _ ’yTnng _ fYTnflngfl
B (BTn ﬁTn*l) " Br, Br,_,
- (/BTn - /BTn*1> BT” + ,yTnng — ,}/Tn—lng —_ rYTn_lng_l _ ,}/T’ﬂ—lng
B Tn B Tn BTn BTn —1 BTn
B S
- (/BTn /BTnfl) I _'_ fyTnfl (STn - STnfl) + (VTn - anfl) o
Br, Br,
1 _
= E (ABTnBTn + A’VTnSTn) + v, (STn — San) .
Definicao 3.3. Um portfolio m = {5, vt fo<t<r € auto-financidvel se
A’%ﬁgt + ABtBt = 0 (35)

De maneira intuitiva, se o portfolio é auto-financiavel entao uma variacao no ativo de
risco corresponde a uma mesma varia¢ao no ativo livre de riscos.
Assuma que a estratégia m é auto-financiavel, temos que

AX;;H = ’}/Tn_l (STn — STn—l) y n 2 1. (36)
Logo, o capital descontando a taxa de juros, é dado por
X7 =X§+> v, ASn <y, 0<t<T, (3.7)

n=1

em que ASp, = (STn — STn_l), n>1.

Notemos que, por 3.7, sendo o portfolio auto-financiavel, o investidor nao precisa se preo-
cupar com a quantidade § investidos no ativo livre de riscos, bastando apenas o conhecimento
de 7.

Agora,
ng ng—l ng ngfl (1 + rTnflATn)
ASy, = — = —
Br, Br,, Br, Br,_, (1+rg,_,AT,)
S, St (1471, ,AT,)
BTn BTn,1 (]_ + TTn,IATn)
_ ng i §Tn71 (1 + TTnﬂATn)
~ Br, Br,
5 _
= Tno1 _Si — 1 — rTn_lATn
BT’” STnfl
St [ Iz
=— | =" —rp,_ AT, |,
Br, (sTnl fr

em que {J; }o<i<r € 0 processo de saltos.
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Assim o preco descontado a taxa de juros é dado por

ST JT
=S Pho [ e AT Lypen, 0<t<T.

n=1

3.2 Decomposicao do processo capital associado ao port-

folio

O processo capital associado ao portfolio { XT }o<i<7 ¢ um funcional de Poisson composto.
De fato, ele ¢ adaptado na filtragem natural do processo de Poisson composto, X™ € B*(F)
por hipotese, possui trajetorias cadlag, constante por partes, isto é

Z AX™(Ti(w), w) Lz w) <t}

e valor esperado da variacao quadréatica finito

N(T)
E (X", X"(T) =E | Y (X5, - X5,_,)
N(T)
- Z E [v3, (JTn)Q} < 0.

Pelo Teorema 2.22 podemos decompor o processo capital associado ao portfolio, do se-
guinte modo

t t
XF = X7+ f DXTdY, + / UXTd(Y) (s) (3.8)
0 0
em que
=AXE
AY Tn T’fl
€

- E [AXT |Fr, i T, = t]
UXT Ly, <<r, <1} = E[[AYr, |?] L,y <t<m<r}-

Por (3.6), temos que
AX;H = ’yTn—lASTn'

Assim

- E [AX;E |\Fr, ;T t}
UXT T, <<t <T} = E [[AYy, 2 ] V7, <t<1 <1}

_ E ['YTnflASTJanil; T, = ﬂ "
B E[[AYr 2] (T2 <t<To<T}

E [ASTH‘.FT”_I; Tn = ﬂ
TR T T R[AY ] e

Pelo Lema 2.24 de Doob-Dynkin, como S; é F;-mensuravel entao existe uma funcao
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hy [0, 7" x R™ — R Borel mensuravel tal que

ASr, = ho (T, )5 -5 (T Jn)).

Seja
hn(87 LL’) = hn((Th J1)7 cee (37 ZII))
Temos que
i E [hn(Ty, Jn)|Fr_y; Tn = t]
UXTTL (1, <t<T<T} = VTos E[|AYs, ] L1, <t<1, <1}
= _ Tar /°° hn(t a})F(dl‘)]l{T <t<Tn<T}-
E[AYr, Pl ) o e
Logo
t
VTn-1
UXIdy — / / d{Y) (s).
[uxzaw) o) - g d)d (¥) (5
Seja
E UAYTnﬂ =0 e (Y), = \b.
Temos que

! _r
/L{X”d( - 1// F(dx)\0ds
0
= VT, 1/ / d:c))\ds

(ds dz)

o [ hatas

27

Resta caracterizar a parte martingale da decomposicao (3.8). Pelo exemplo (2.25), sabe-
mos que todo martingale Z na filtragem natural do processo de Poisson composto pode ser

escrito como
Zy = / / gn(s,x) ,dx,ds) — v(ds,dx)]

em que g ¢ uma fun¢do Borel mensuravel como definida em (2.10), isto é

9n ((Tb Jl)v ) (Tna Jn)) = AWTn

Z, =W, — W17

t

com W um processo constante por partes.

Assim, o processo capital associado ao portfolio pode ser decomposto do seguinte modo

X =XI+ / / gn(s, ) ydx,ds) — v(ds,dx)| + 1, 1/ / v(ds,dzx)

com g e h fun¢oes Borel mensuraveis.
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3.3 Principio de hedging

Suponha que um investidor assinou um contrato que lhe da a opc¢ao de comprar um dado
ativo financeiro, num tempo especificado T' (chamado tempo de maturidade), por um prego
pré-especificado K (chamado de prego de exercicio).

Se no instante 7', o preco do ativo St for menor que K, o detentor da opgao nao iré
exercer. Porém, se St > K, o detentor ira exercer, isto é, comprara o ativo especificado no
contrato pelo prego K, ganhando a diferenca S — K.

Este contrato em especial é denotado por opg¢ao de compra europeia (european call op-
tion) e sua funcao custo (a qual define os ganhos do detentor desta opgao) é dada por

H = (Sr — K)* = max(Sr — K,0).

De modo geral, uma funcao custo H é uma variavel aleatéria quadrado integravel.
Ciente da necessidade de cumprir sua parte no acordo, o investidor que vendeu a opgao
pelo capital C, monta uma estratégia de hedging para se proteger.

Definicao 3.4. Dados C' > 0, o valor pago pela op¢ao, m = {(Bt,%)}OStST 0 processo port-
folio e X[ o capital do investidor, associado a estratégia m. A estratégia m € uma estratégia
de hedging se

(i) X5 =C;
(ii) X5 =H.

Dizemos que um mercado ¢ completo, quando é possivel encontrar uma estratégia de hed-
ging auto-financiavel que replique perfeitamente a funcao custo. De modo analogo, quando
nao existe esta estratégia, chamamos o mercado de incompleto.

Notemos que se a estratégia nao for auto-financiavel, é sempre possivel replicar a funcao
custo, sendo necessario apenas inserir ou retirar ativos livre de riscos.

Notacgao 1. II(C, H) := classe de todas as estratégias de hedging para um valor pago C.

Ao se vender uma opc¢ao, a questao mais importante é: Qual deveria ser o preco justo a
ser pago por ela?

Definicao 3.5. O preco justo ¢ de uma op¢ao € dado por
c=inf{C>0:T(C,H)#0}.

Devido ao fato de que nem todo F-martingale, em que F é a filtragem natural completada
do processo de Poisson Composto, pode ser representado por processos previsiveis, o modelo
de mercado com processo de Poisson composto é incompleto. Assim, é impossivel encon-
trar uma estratégia auto-financiavel de hedging, como dada na Definicao 3.4, que replique
perfeitamente a funcao custo. Para resolver este problema seguiremos uma abordagem via
mean-variance hedging.

Primeiramente, como vimos em 3.7, como estamos supondo o portfolio auto-financiavel,
temos apenas que nos preocupar com as quantidades investidas no ativo de riscos. A partir
de agora vamos denotar por

= {”Yt}ogth :
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Definigao 3.6. Seja ® o conjunto das estratégias {v}yc;cp- Uma estratégia de mean-
variance hedging consiste em encontrar o processo (c,;)o<i<r, para algum ¢ € R, de modo
que a diferenca entre o valor final do portfolio e a func¢do custo seja minima. Isto €, queremos

T 2 T 2
<C + /0v ’)/tdSt — H) ] = CE%RI},gecDE (C + /0 ’)/tdSt — H) ] . (39)

Para encontrar o par, apresentaremos o Teorema 3.14, em que serd possivel encontrar
as estratégias 7 € ®, de maneira retrograda. Mas antes disso, serd necessario verificar se
podemos aplicar o principio da programacao dindmica.

E

3.4 Principio da programacao dinamica

Nesta secao, faremos uso do principio da programacao din&mica para encontrar o par
apresentado em 3.9. De uma maneira intuitiva, o principio da programacao dindmica nos
permite representar o processo no instante atual em termos de elementos futuros. Dados
dois processo que satisfazem o principio da programacao dindmica, com condigoes terminais
iguais, entao os processos sao iguais, a menos de um conjunto de medida nula. Para maiores
detalhes ver Lamberton (2009) e Jeanblanc et al. (2012).

Sem perda de generalidade, podemos fixar um valor m de saltos totais, uma vez que sem
isso, estando em um instante qualquer, nao podemos voltar para o instante anterior, ja que
este instante pode nem existir.

Assim, como o processo do ativo S é cadlag, para o tempo de maturidade 7" > 0,

St,n "% S em B*(F)
sendo BQ(IF) o espago dos processos X que sao F-adaptados tal que
E[|X;]*] < o

em que X7 := Supy<;<r | X¢|, conforme definido anteriormente.
Para fins de simplicidade, sera adotada as seguintes notacoes.

Notagao 2.
T =T AT

Hm = HT

m*

Ao longo do trabalho necessitamos da seguinte hipotese
L2
H™ =— H, m — oc. (3.10)

De fato, para os tipos de op¢oes europeias mais usuais, tais como
= (St — K)" (call),
e H=(K—Sr)" (put),

o H= ﬂ{maX{OStST}{St}>L} (one touch),

H = (Sr— K)+]1{max{05t§T}{St}>L} (barreira),
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com K, T e L pré-especificados nos contratos, a convergéncia é verificada.
No lema seguinte, verificamos que de fato nao hé perda de generalidade fixando o nimero
m de saltos.

Lema 3.7. Para toda estratégia v € ®, temos
E|(X7, - B™)'| —E |[(X] - Hr)*| . m— oc.
Demonstracao. Temos que
2
X7 BY X2, m— oo

Como a convergéncia é em B?, pela hipotese 3.10 e pelo fato da funcdo quadratica ser
continua, o valor esperado converge.

]

Agora, precisamos definir a ideia de concatenagao. Seja (135- a classe de todas as estratégias
auto-financidveis geradas por {7y7,...7y7} com v7; sendo Fr,-mensurdvel, e 0 < j < [ <
m — 1 inteiro positivo.

Definicao 3.8. A concatenacao de ) € (136_1 et € @ € definida por

OO 1

para todo 0 <t <T e <7< m-—1.
Para fins de simplicidade na notacao
o, =1.

A ideia de concatenacao é necesséria, pois a seguir vamos definir um processo que depende
L. .. e , . . , i—1 L. .
de estratégias ja utilizadas até um certo instante, isto é, 1) € &), e de estratégias que ainda
serao utilizadas nos instantes seguintes, 6 € ®", para 0 < j <m — 1.

Definigao 3.9. Para ¢ € )", o processo {V(t, V) }o<i<ry € dado por

m 2
V(T3 ¥) = s lni B (‘E + D (.0);(Ti)AS7, — Hm) ‘J-"ﬂ- L 0<j<m—1

fcd™
7 =1

e no instante final T,, dado por

(=1

V (T, ¥0) = (:c + ) W(Teo1)AST, — Hm> .

Para fins de simplicidade, seré adotada a seguinte notagao.

Notacgao 3.

m 2
AT (,0) = (az +) (1,0);(Tee1)ASy, — Hm> 0<j<m-—1.

(=1
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Na sequéncia, a propriedade de Lattice serd apresentada no Lema 3.10, a qual sera
necessaria para provar a otimalidade do principio da programagao dinamica.

Lema 3.10. Para cada 6,71 € @;”_1, existe ¢ € @;’“1 de modo que

E[Aj(¢, ¢) | Fr] =E[A;(v,n) | Fr] v E[A;(4,0) | Fr], (3.11)
para todo 1 € &I
Demonstragio. Seja o conjunto
C={weQ|E A}, n)|Fr] >E[AT (Y, 0)|F5]}.

Tomemos
¢ = 'r]]l{c} + Qﬂ{cc}.

Como o conjunto C' é Fr.-mensurével, entao ¢ € @;”‘1. Logo a propriedade de Lattice é
valida. O

Valendo a propriedade de Lattice (ver Lamberton (2009), pagina 4, proposigao 1.1.4),
para j < 1, temos

E{%%wﬁWATwuw|Fﬂ|fﬁ}=@ggyEﬂEM?@x@rfﬁ}wﬁﬂ (3.12)
€
essinfE [E [A7 (v, ¢) | Fr] | Fr] = essinf B [A7 (v, ) | F] (3.13)

A seguir, sera verificado o principio da programacao dindmica
Teorema 3.11. Para todo ¢ € &', temos

V(Tj;¢) = essinf E [V(Tj1, (v, 0);) | Fr] (3.14)

J
Hed;

em que 0 < j<m—1eV(T,¢)=(z + S Y To-1)AS(Te) — Hm)z.
Inversamente temos que, seja v € ®I " e {Z(t, V) }ro<i<ry um processo tal que

Z(T;, ) = essinf E[Z(Tj 1, (4,6),)| Fr]

J
9€<I>j

de modo que Z(T,) = V(T,). Entao Z(T;,¢) = V(T;,v), a menos de um conjunto de
medida nula, 0 < 7 <m — 1.

Demonstracao. Temos que

V(Tj,¢) = essinf E [A;(v, 0)|Fr, ]

QGCP]'

j 2
J m
=essinf E (x + Zw(ﬁ,l)ASTé +05,AS7,, + Z 07, AST, — Hm> Fr.
=1

o™
J {=j+2
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Notemos que

. 2 -

J m

egsg%rnllflﬁl |:(;1: + Zw(ﬁ_l)ASﬂZ + 07, AST,, + Z 01, ,AST, — Hm) Fri| =
J (=1 l=5+2

- ] m 2
=essinfessinf E | ( 2+ ) 7, ASy, +07,AS7,, + > é7, ,ASy, — H™ | |Fr,
6’€<I>§ PePTy -1 (=j+2

J cpm
9€<Dj ¢ j+1 =1 =jt2

— — ) 2 —_ -
J m
=essinfessinf E |E (x + Z Y1, AST, + O, AST, + Z o7, AST, — Hm) Frim | |F1
- 2

- - ; -
=essinfE |essinf E (m—i— ZwTulASﬁ + 07 AST,, + Z o7, ASy, — H™ Fro | \Fr

bee; |9 e Pt | ’_
=essinf E |essinf E A7 (¥, 0)|Fr: Fr.

gedl |92, [] ®.6)l TJH] T]]
= €88 lnfE [V(’]}Jrl? (¢7‘9)])|f7;] .

S

Logo

V(T;,¢) = essinf E [V(7}+1> (¥, 9)]’)“7:73] :

0P}
Para a volta, considere que Z(T,v) = V(T,¢) e
Z(T;,%) = essinf E[Z(Tj11, (¥, 0);)| Fr].

9E<I>§
Assim
Z(ﬁn—la ¢) = gsiiﬂfl E[Z(T’rm (¢7 e)m_1)|f7’m71]
€b1

= essinf E[Z(T,¢)|Fr.,_,]

-1
bed "

= essinf E[V(T, V)| Fr,_,]

-1
bed "

= essinf E[V (T, (¥, 0)m-1)|F7,,_,]

S i
= V(Tm—ly r(/))
Suponha que Z(Tj41,%) = V(Tj11,7), temos

Z(7;7 ¢) = €8S lnf E[Z(’];-Hv (d)a 9)])|FTJ]

J
fed;

= ess inf BV(T;11, (4,0),) 7] (3.15)

o€
=V(Tj.).

E consequentemente, por uma indugao retrograda, temos

Z2(T ) = V(T 4), Vi =0.
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]

Verificamos entao ser valido o principio da programacao dinamica. Resta mostrar que 1
encontrado é 6timo.

Teorema 3.12. Seja 1) € @%_1, Y € dtimo se, e somente se, {V(t,9) }o<,<p € um martingale.

Demonstragio. Seja ¢ € &)~ 6timo, T, € [0,T] e i < j, entdo

E[V(T;,9)|Fr] = E |essinf E[AT (v, 0) | Fr] | Fr,

Qetb;”

= essinf E [E[AT' (¥, 0)|F7]| Fr]

fed’

= essinf E[AT' (¢, 0)|F7]

o
= E[A} (¢, v)|F7,

| F7:]
= E[A] (9, 9)|F7]
= essinf E[AT* (¢, 0)|F7]

geom
= V(Ti,¥).

Logo {V(t,9)}y<i<p ¢ um martingale.
Para a reciproca, se {V(t,7) };<;<s ¢ um martingale, entdo

EV (T, )| Fr] = V(Ti, ¢)
= essinf E[AT* (¢, 0)|Fr].

geom

Notemos que
E[V(T;, 0)\Fr] = E |essinf BAT(,6) | Fr] | Fr

=essinf E [E[AT'(v,0) | Fr]|Fr]

pear
= essinf E[A”" .

It EIAT (0, 0)Fx)

Logo
essinf E[A]" (v, 0)|Fr] = essinf E[AT (¢, 0)|F7].
0cd; 96<I>;."

Assim ¢ é 6timo em [7;, 7], e como i e j sdo arbitrarios ¢ é 6timo. ]
Ao longo do trabalho, usaremos a seguinte notacao.

Notagao 4. E [X;|F] = E,[Xy], s<t.

A seguir, utilizaremos os mesmos principios aplicados para o caso discreto (ver Cerny
(2004)), para o nosso problema de estratégia de mean-variance hedging.



34 MODELO DE MERCADO COM PROCESSO DE POISSON COMPOSTO 3.4

Lema 3.13. Para vy € @81_2, e 0 <7, <T o ultimo instante de salto, temos

V(Toor, ) = essind Br,,_, [(XF, = H™)?| = kr,,_y (w1 = Hr, )" = b HE o+

EZ  [ASy, H™]

 Er,., [(AST,)Y
(3.16)

+ ETm—l [(Hm)ﬂ

em que Ty 1 =T + Z;":_ll V1, AS7, € a realizagao do portfolio até o instante Tp,_1,

E%. . [AST,]
by, =1——1m .,

ETm_l[ASTm] m
_Bn (1 smsm 5w,

kTm— 1

P [AST,, (Tm — H™)]
e Er. . [(AST,)%

a estratégia otima.

Demonstracao. Notemos que, pelo principio da programacao dinamica, para @ € @81_2
temos

V(Tm*bw) = essinf ETm71 [V(Tm7 (¢))]

’Ym—le‘bz:}

— essinf Er, , [(x, — "]

Weq)mfl

m—1

= essinf ]ETm—l [(l'm—l + ’Vm—lASTm - Hm)ﬂ :

—1
RAS

Como o infimo é um representante da classe de equivaléncia do essencial infimo, podemos
escrever apenas

V(Tp-1,¥) = inf _Er . [(%m-1 4+ 77, AST,, — H™)?]. (3.17)

YTy ER

Assim, derivando e igualando a zero, temos

E7._ . [AST, (21 — H™)]

Vs = —
' E7... [(AST,)
Notemos que
2
m _ 2 2 2
ETm—l Tmo1 — H TV 1 ASTm - ETm—l [b + 277m—1bc + V71 € ] (318)
T ——
e
~ ETm—l [bc]

B
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Logo, substituindo 47, , em 3.18, temos

Er, [, B [bd
V — — E b2 - 2 m—1 b m—1 2
(T 17r¢) Tm—1 ETm_l [62] C + ]E%_m_l [CZ]C
E bl E be] EZ [bcEr, | [¢?
_ ETm—l [b2] _9 Tm—1 [ C] 7?;—1 [ C] + Trm—1 [2 ] 7;; [ ]
]ETmfl [c ] ETm,1 [C ]
E2- [bc]
—F P2 — —Tmor
L e

Assim

B E%—mﬂ [(zp_1 — H™)AST,]
ETm71 [(ASTm)2]

Egrm_l[ASTm]

1— — 2z, B |1
Er, ,[(AST,)?] s K

EZ  [ASy H™|
Er. . [(AST, )]

Agora notemos que, denotando por

V(Tm—l, ¢) = Equ [(xm—l - Hm)z}

. ]ETm—l [ASTm]
Er.-.[(AST,,)?]

ASTm) H’”} +

m—1

+ ETmfl [(Hm)ﬂ

E5  [AST,]

—1

br, =1
fm= Er,, . [(AST,)?]

ETm_l [ASTm}

B (U A,

kT’mfl

Temos

V(To1,¥0) = 22 1k, — 20 Hy, ko, +kr HE:  — k7, H: +
_Ef_ [ASy, H"
Ez._, [(AS7,)?]

= kTm—l (xm—l - H’Tm_1)2 - kTm—lH%m71 + ]ETm—l [(Hm)ﬂ

+ ETm—l [(Hm)Q]

E2  [ASy H"]
Er,._, [(AS7,)4]
]

Teorema 3.14. Dados T,, um tempo de parada qualquer, kr, e Hy, duas varidveis aleatorias
F7. -mensurdveis, com kg, > 0 q.c.. Entao

anl(w) = €88 inf E7—n71 [VTn(I/J)] = an,l (In—l — Hn71)2 —+ 6%71

EM qUE Tp_1 = X + 222—11 Y1,_, AS7, € a realizagao do portfolio até o instante Tp_1,

E2 [kr. ASy | Fr.
kr,., = (E[km]:nl]— (b7, A7, | P, >

E [kr, (AST.)? | Fr._,]
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E {(an _ E[kg,A57, |]—'7—n1]k7—nAS7—n> Hy

E[k7, (AST, )| FT,,_, ]

f7—nl:|

H’T -1 =
kn—l

e estratégia otima

E [k7, ASr, (@1 — Hr,) | Fr, ]
E [kn (AST,)” ‘fml}

Vr = = (3.19)

Com e um processo adaptado

{ 6%—7171 = ]En—l [E%—n} + EQERﬁHl(H%)

2 _
er =0

com EQERy, ,(Hr,) denotado por

Egrnil [kr. AST, HT,]
Er, , [k, (AS7)*]

EQERy, (Hy,):=Er, | [kr,H7.| — k7,  H7, | —

Demonstrag¢ao. Provaremos por uma indugao retrograda.
Assim, no tdltimo instante, como a condicao terminal do processo é

V(T ¥0) = (X3 — H™)?,

temos que k7, = 1.
Logo pelo Lema 3.13

V(Toor,0) = essinf Br,,_, [(XF, = H™)| = b,y (2o = Ho, ) = b HG 4
QIS M
E2 [k, ASr, H™]
Er. _, [kr, (H™)?] — Zlmot i = e
By o (H7)] Bty (k7. (AST,)?]

em que Tp,—1 =T + 22:11 Y7, , AST, € a realizacao do portfolio até o instante 7,,_1,

EZ,  [k7,AST,]
k =E kr | — mol ™ =
Trm—1 Tm—1 [ Tm] ETm,l[k'Tm(ASTmP]’

Er 1k AST,, 4] m
Er, (k. — e engyhr AST, ) H"

kTmf 1

lemfl =

e a estratégia 6tima
. Er,., [k7,AST, (-1 — H™)]

Jm1 = Er, , [kr,(AST, )7

Suponha valido para n, ou seja,

V(T ) = kr, (w0 — Hr,)" + €7,
Vamos mostrar que

V(To-1,%) = essinf K, [V7, (¢)] = k7., (Tn1 — Hn71)2 + €.

yeP ]
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Novamente temos que o infimo é um representante da classe de equivaléncia do essencial
infimo, podemos entao escrever
V(ﬂ,h "Lp) = inf Ean [kﬁ(i@hl + ’7n,1AS7;L — H’E)2 + 6%]

'Yn—leR

3.20
= ., inngEn’l [an(xn—l + ’Yn—lAS'ﬁl - Hﬂm)ﬂ + ]ETnfl [E%}] : ( )

Primeiramente vamos tratar apenas de

infREn_l []{?7’" (a:n_l -+ 'Yn—lASTn — Hn)ﬂ .

Yn—1€

Uma vez que
IE'Tnﬂ [E%'n]?

nao precisa ser minimizado, ja que nao depende da estratégia.
Assim

2

inf ]E'an [l{?f];L (l’nfl + ’}/n71AS7—n — HTn)Q] = Eﬁhl k;{f(wn,l — H’]’n) +Yn—1 ]{Z%/?AS'];L
R ~ —_——

Yn—-1€ /

-~

b c
=Er |, [62 + 29p_1bc + 72_102} )
(3.21)
Derivando e igualando a zero temos
Ay = _E%—1 [bc]
" E%—1 [62] ‘
Logo, substituindo %, em 3.21, temos
V(T w) E b2 2]E7;1—1 [bC]b + ]E%‘L—l [bC] 2
n—»=L = n—1 - C C
1 i Er (@ B[]
_ E [b2j| o 2E7'7171 [bC] IE’Tn—l [bC] E'27'nf1 [bC] ETn—l [62]
B Er._, [ E7, [
7. bl
—F b2 - Tn-1 E 2
Tn—1 [ } ]ETnfl [62] 77171[67’]
Entao
E% ., [((@n-1 — Hr,) AST k7]
V(ﬁb—law) = ETn—l [k% (ajn—l - Hn)2:| - %—1[63}]

Er, , [kr, (AST,)’]
E%;L—l [anASTn]
Er,_, [kr, (AST,)?]

Er,_, [kr, AST,]
21 B K’fn Enfl[’fn(ASTn)z]k%AST" Hr |+

E% | [k7,AST, Hr,]
Er,_, [(kr,AST,)?]

Er._, k7]

.2
- xnfl

+Er,, [kr,(H7,)?] +Er L[],
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Agora notemos que, denotando por

E? [kr, AST, | Fr,_,]
k = | E |kr |F — = S )
Tn-1 ( |: 7’n| 7;L—1:| ]E |:k7’n (AS’TR)2 ‘f%_l}

E[kr, AST, | Fr,,_, |k7, AST,

fﬁ1:|

n—1

k7—n4
Temos
V<7:1717 ?P) = xi*lk,rnfl - 23:”*1H7-n71k7—n71 + anle%L_l - k,Tnle%l_1+

EZ. | [ASy HT,]
+IE'Tn—l [(HTn)Q} - E:_ [(AS’T )2] +E771—1[6’27’n]

= kr,,_, (In—l - H%71)2 +

E7, . [AST, Hr,]
Er (6] —kr H: +Eg  [(Hp)?] — =2t
+Er._le7,] = kr_ Hy,_, +E7_, [( 7.) } Er. . [(AS7.)?]

-~

2
€
Tn—1

Logo, pela inducao retrograda, o resultado segue. O

Assim, para o calculo do preco da opgao ¢ > 0, basta aplicar o Lema 3.13 uma vez, e
repetir o Teorema 3.14 até encontrar Hy = ¢, tudo isto de maneira retrograda.

E dado Hj,, podemos encontrar 7y, uma vez que por 3.19, temos

fo= — [k AST, (Ho — Hr,) | Fo)
E [k (AS7)? |7

Concluindo assim o objetivo proposto de encontrar uma solucao para o problema de
mean-variance hedging.
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