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Resumo:

O objetivo desta dissertacao é propor uma abordagem diferente para o en-
sino da funcao exponencial no Ensino Médio. Essa nova abordagem visa proporcionar uma
aprendizagem significativa no que diz respeito ao assunto funcao exponencial, visto que
alunos e professores, por vezes, apresentam dificuldades no entendimento desse conceito,
principalmente quando se trata de expoentes reais. O trabalho foi baseado na elaboragao
de folhas de atividades pautadas na teoria das Situacoes Didaticas e aplicadas seguindo
a metodologia da Engenharia Didatica. Foram basicamente cinco folhas de atividades,
sendo que trés delas foram impressas e duas na forma de planilhas eletronicas. Os pro-
blemas e exercicios contidos nas folhas de atividades tinham como objetivo analisar, bem
como estender, a validade da propriedade fundamental das funcoes exponenciais, isto é,
f(m +n) = f(m).f(n), para o dominio dos naturais, inteiros, racionais e reais, sendo
que neste ultimo, trabalhamos apenas com as planilhas, mais especificamente na folha de
atividade 5, para proporcionar aos alunos uma noc¢ao de como a calculadora obtém o resul-
tado aproximado de 2‘/5, por exemplo. A planilha eletronica também foi utilizada na folha
de atividade 4, que trata de expoentes racionais. Nesta fornecemos um algoritmo para o
calculo aproximado de raizes n-ésimas de um numero real qualquer. As folhas de ativida-
des foram desenvolvidas tendo em vista proporcionar aos alunos o maximo de autonomia
para que os mesmos pudessem resolvé-las, sendo intercaladas por folhas de complemento
que buscam dar introducao e fundamentacao tedrica ao novo conceito abordado na folha
de atividade seguinte. As atividades foram aplicadas em uma escola estadual da cidade de
Itapolis, e os resultados obtidos nas analises a posteriori mostraram que essa abordagem

proporcionou um aprendizado significativo, quando comparado com o ensino tradicional.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Funcao exponencial, Engenharia Didatica, Si-

tuacoes didaticas.



Abstract:

The objective of this essay is to propose a different approach to teaching
the exponential function in high school. This new approach aims to provide a meaningful
learning related to the subject exponential function, since students and teachers sometimes
have difficulty understanding this concept, especially when it comes to real exponents.
The work was based on preparation of some activities based on the Theory of Didactical
Situations and applied following the methodology of the Didactic Engineering. There
were basically five activity sheets, three of them were printed and two of them were
spreadsheets. The problems and exercises aimed to examine and extend the validity of
the fundamental property of exponential functions, that is, f(m +n) = f(m).f(n) for
the dominance of natural numbers, integer, rational, real, and for the last one, we only
worked with spreadsheets, specifically in the activity sheet number 5, to afford students
an understanding about how the calculator obtains the approximate result of 2V2 for
example. The spreadsheet was also used in the activity sheet number 4, which deals with
rational exponents. On this one we present an algorithm for the approximate calculation of
nth roots of any real number. The activity sheets have been developed in order to provide
students with maximum autonomy so that they could resolve them, being interspersed
with adjunct sheets in order to introduce the new concept and theory discussed in the
following activity sheet. The activities were implemented at a state school in Itapolis, and
the results in a final analysis showed that this approach supplied a significant learning

compared to traditional teaching.

Keywords: Teaching of Mathematics, Exponential function, Didactic (or Teaching) En-

gineering, Didactic (or Teaching) situations.
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Capitulo 1

Introducao

Na Matematica do Ensino Médio estao presentes varios assuntos, os quais, sob nosso ponto
de vista, poderiam ser explorados de maneira mais profunda e significativa. A funcao
exponencial é um destacavel exemplo. A forma como esta funcao tem sido desenvolvida
no Ensino Médio nos parece ser a mesma, pelo menos, ha 40 anos atras. As causas ou
motivos que convergem para que a abordagem dessa func¢ao se mantenha, nao serao aqui,
objetos de estudo. O que nos motiva e nos leva a propor uma outra forma de abordagem
nao sao somente resultados de SARESP e de ENEM, onde se constata que o ensino
publico encontra intimeras dificuldades, mas também, temos verificado que boa parte dos
professores (e consequentemente dos alunos) tém grandes dificuldades conceituais sobre

essa funcao.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), ha
uma grande preocupacao relativa ao estudo e ensino de fungoes, em particular o ensino
de fungoes exponenciais e logaritmicas [1, p. 121], devido ao grande ntimero de aplicagoes
e a variedade de exemplos contextualizados que se pode encontrar quando se estuda esse
assunto, tais como o crescimento populacional, matematica financeira, intensidade sonora,
entre outros. Todavia, o que se vé nos livros didaticos e em sala de aula, sao atividades
que se resumem simplesmente a reproducao de modelos prontos do que podemos chamar
de “aulas tradicionais”, iniciando com alguns exemplos de poténcia (expoente natural), as
vezes citando algumas propriedades, levemente comenta-se a definicao de raiz n-ésima e
em seguida parte-se para a definigao de funcao exponencial (em sua forma generalizada),

andlise de seu grafico e as condigoes de crescimento e decrescimento sem se preocupar com



as complicacoes que existem quando se muda o dominio onde a fungao esta definida.

Em confronto com essa realidade e conhecendo as possibilidades de ex-
ploragao que se pode fazer quando se ensina funcao exponencial, uma abordagem dife-
renciada para o ensino dessa funcao é proposta neste trabalho. Através da aplicacao de
folhas de atividades interligadas, elaboradas sobre os pilares da Transposicao Didética e
utilizando as técnicas da Engenharia Didatica, estas desempenham um papel fundamental
na transposicao de tal conteido e tém como principal objetivo melhorar qualitativamente

o ensino desse assunto.

De forma resumida o que propomos € o seguinte: comegaremos com ativida-
des sobre poténcias (com expoentes naturais) conduzindo o aluno a associar o conceito de
poténcia com a construc¢ao de uma funcao f : N — R definida por f(n) = a” e a enfatizar
a principal propriedade das fungoes exponenciais f(n +m) = f(n).f(m), que na notagao

= a™.q", para quaisquer que sejam n, m € N. Para

de poténcia é representada por a™
alcangar esse objetivo, a Folha de Atividade 1 foi desenvolvida tendo em vista fazer com
que o aluno perceba essa propriedade por meio de problemas contextualizados. Cabe
destacar que a funcao nula satisfaz a propriedade citada, mas, isto € o0 mesmo que supor
a = 0. Para discutir esse assunto e outros assuntos intermediarios a cada extensao do

dominio da funcao exponencial, foram elaboradas folhas explicativas denominadas Folha

de Complemento.

De maneira quase que natural poderemos levar o aluno a questionar a pos-
sibilidade de estender a mesma funcao f : N —+R para f:7Z — R, matendo-se a pro-
priedade principal que caracteriza as fungoes exponenciais, ou seja, f(n+m) = f(n).f(m)
quaisquer que sejam n, m € Z. Como consequéncia natural da propriedade citada, a i-
magem do nimero natural 0, isto é, f(0) serd igual a 1 (o que justifica a® = 1), pois
esta escolha elimina a possibilidade de f ser a funcao identicamente nula. Porém, acre-
ditamos que fatos como esse devem ser comentados com os alunos do Ensino Médio, e
por esse motivo elaboramos a Folha de Complemento 1, cujo titulo é “Preparando para
definir poténcias de expoente negativo”, afim de explorar os motivos pelos quais a # 0 e

f(0)=a"=1.

Em decorréncia da propriedade citada temos: f(n).f(—n) = f(n+(—n)) =



f(0) = 1. Isto implica em dois fatos simples, primeiro que f(n) # 0, paratodon € Ne
segundo que f(—n) é o inverso de f(n) (em relagao a operagao de multiplicacao em R). Isto

1
vem justificar a notagao da propriedade a™" = — baseada na simbologia usual de inverso

a
de um numero real. Para explorar e aplicar a definicao de poténcia de expoente negativo,
elaboramos a Folha de Atividade 2 cujo titulo é “Pensando em Expoentes Negativos”,
onde esse assunto é explorado utilizando a fungao f : Z — R definida por f(n) = a”,

juntamente com tabelas que exploram a aplicacao direta da definicao de poténcia de

expoente inteiro.

Destacamos enfaticamente que, até este ponto, a base a = f(1) pode ser

qualquer numero real, positivo ou negativo. Isto significa que, na linguagem usual, a
. . v .

base da poténcia a”, com n € Z, pode assumir qualquer valor real nao nulo e que a

propriedade fundamental ainda permanece véilida. Procuramos destacar este fato na

Folha de Atividade 2, mais especificamente, nos problemas 1, 2 e 3 da Situagao 2.

Nosso proximo passo foi levar os alunos a entender que a mesma fungao
f :Z — R pode ter seu dominio estendido para Q, ou seja, trabalhamos com a funcgao
f:Q — R, afim de manter a validade da propriedade principal que caracteriza as funcoes
exponenciais, isto é, f(r +s) = f(r).f(s) para quaisquer que sejam r, s € Q. Neste
ponto convém destacar uma observagao extremamente importante, ou seja, para que seja
possivel estender o dominio de f, é necessario que f(r) > 0 para qualquer r € Q, pois,
admitindo a validade da propriedade fundamental, f(0) = f(r+ (—r)) = f(r).f(-r) =1,
o que implica que f (7”)2 # 0 para qualquer r € Q. Entao podemos ver que f(r) =
f (g + g) = ( f (g)) > (. Assim, elaboramos a Folha de Complemento 2 cujo titulo
¢ “Justificativa para escolha de base estritamente positiva”, afim de deixar claro para
os alunos os motivos que nos levam a esta condigao, além de enfatizar que perdemos a
liberdade de escolha para a base “a”, nos restringindo apenas a valores reais estritamente
positivos, visto que f(r) > 0 para qualquer que seja r € Q, e em particular, a = f(1) > 0.
Esta é uma condicao que geralmente é citada nos livros didaticos voltados ao Ensino

Médio, mas, nem sempre ¢ justificada.

: . : o 1
Como decorréncia desta extensao precisamos dar um significado para f <—
n

1 , N .
an para n € N*. Porém, como consequéncia da propriedade fundamental, teremos:
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1 . .
Chamando de y o valor de f (— , obtemos, como decorréncia da expressao
n
acima, a equacao y™ = a. Dessa forma, definimos as poténcias de expoente fracionario do

1
tipo an = f (—) como sendo a raiz positiva da equagao y™ = a, e a partir desta, definimos
n
A . . 1 . . .
as poténcias de expoente racional, pois f [ — | = y nos conduz a equacao y" = a, entao
n

1
a raiz positiva de nossa equacgao pode ser representada por y = f (—) = a. O mesmo
n

ocorre para um numero da forma E, p,q € N, ¢ # 0, onde podemos verificar que
q

f(g) =f(§+%+---+é) =f($)p=(\q/5)p

o
p vezes

Este argumento justifica a definicao de poténcia de expoente fracionario
dada pelos livros didaticos presentes no Ensino Médio. Entretanto, nenhum dos livros
didaticos analisados neste trabalho apresentou alguma justificativa para essa defini¢ao.
Note que se p € Z e p < 0, basta ver que 1 = f(0) = f(r + (—=r)) = f(r).f(—r) —

1
f(=r) = )

Com o objetivo de tratar desses assuntos, elaboramos a Folha de Atividade
3 que, em particular o problema 1 da Situacao 1, trata da resolugao da equacgao y" = a e
da definicao de poténcia de expoente fracionario, bem como da generalizacao da defini¢ao
de poténcia de expoente fraciondrio para qualquer nimero racional. Ainda na Folha de
Atividade 3, exploramos a relacao existente entre a definicao de poténcia de expoente
fracionario e o conceito de radiciacao. Todavia, a resolucao dessa equacao em R requer
algumas observacoes: a primeira é que estamos interessados apenas na solucao positiva,
a segunda observagao diz respeito a existéncia da solugao dessa equacao, e a terceira, um

método pratico de como obté-la.

A necessidade da solucao ser positiva é justificada pelo fato de que f(r) >
1

0 para qualquer r € Q, e em particular, y = f (—) > 0. A existéncia da solucao
n

para o professor serd fundamentada num apéndice deste trabalho e, como sabemos, essa



fundamentagao é decorréncia do axioma da completividade dos ntimeros reais. Na Folha
de Atividade 3, que trata da resolucao dessa equacao, nés admitimos que esta equacao tem
solu¢do, porém, o mais importante é que apresentamos aos alunos na Folha de Atividade
4 um método “pratico”de como determina-la aproximadamente com erro inferior a —

10’
onde n € N e a escolha de n podera ser razoavelmente grande.

O trabalho dispendido para a obtencao da raiz aproximada da equacao
y" = a, em alguns casos, podera ser minimizado e até tornar-se rotineiro, via o emprego
da planilha eletronica, ferramenta esta que geralmente as escolas dispoem. Cabe salientar
que quando a for um nimero natural o método empregado é relativamente claro, por
exemplo, resolver y? = 2, y3 = 5. Porém, se o ntimero a nao for um nimero natural, neste
caso, deve ficar claro para o aluno que todo ntimero real admite uma expansao decimal
da forma a = a,,ajaza3--- onde a, € Nea; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, j=1,2,3,---.
Quando ha repeticao de certos “padroes”, temos as chamadas dizimas periddicas, as quais
correspondem aos numeros racionais, mas, quando nao ha padroes temos os nimeros
irracionais (conteido ministrado na 7% série - 8 ano - do Ensino Fundamental). Sendo
assim, com o auxilio das planilhas eletronicas, levaremos os alunos a encontrar valores cada
vez mais proximos para as raizes das equagoes em questao, através da comparacao de casas
decimais, e utilizando as aproximacoes por falta, encontraremos as raizes aproximadas
das equacoes deixando os calculos por conta das planilhas, porém, levando o aluno a
construcao do conceito de nimero irracional e suas aproximacoes decimais juntamente

com o conceito de fungao exponencial.

No caso em que p € Z e p < 0, basta ver que
F (p) 1 1 Var _ ah
q 7 < —p ) var ~al  ~/ab

q

Com estes argumentos conseguimos estender o dominio da funcao f : Z — R
para f : Q — R e nossa intengao é mostrar ao aluno que a cada extensao que se faz no
dominio dessa func¢ao, preservando a propriedade principal das funcoes exponenciais, ge-
neralizamos e justificamos regras da potenciacao e da radiciacao que, na maioria das vezes,
sao apresentadas sem nenhuma relacao entre si. As folhas atividades desenvolvidas para
esse fim, abordam esses conceitos segundo uma concepgao construtivista, trabalhando

com exemplos numéricos e estimulando o aluno a perceber a relacao existente entre tais



conceitos por conta prépria.

Com relagao as poténcias de expoente real, procuramos trabalhar com a
planilha eletronica, mais especificamente na Folha de Atividade 5, para ajudar o aluno a
entender e dar uma nocao ao aluno de como obter o valor aproximado de uma poténcia
de expoente real. Partindo da representacao decimal do expoente real, as poténcias apro-

ximadas sao calculadas com auxilio da planilha.

As atividades foram divididas em varias etapas cada uma abordando uma
propriedade diferente da Funcao Exponencial, onde em cada uma delas sao realizadas as
analises a priori, com o intuito de objetivar as atividades bem como sondar o conhecimento
prévio dos alunos. Em seguida vem a aplicacao da atividade juntamente com as possiveis
intervencoes do professor, a medida que se fizerem necessarias. Feito isso, é hora de fazer
as analises a posteriori que verificam os resultados obtidos pelos alunos nas atividades
aplicadas. E por fim segue a validacao, que vai legitimar ou nao se a atividade surtiu o

efeito esperado.

No Apéndice, sao realizadas todas as demonstragoes e construcoes ma-
tematicas relativas a Funcao Exponencial, assim como os teoremas e conclusoes necessarias
para essa construcao. O objetivo de se realizar esses apontamentos mateméticos reside
no fato de que muitos professores podem utilizar este trabalho como consulta, visto que
hé grande dificuldade em encontrar literatura que se dedique exclusivamente a construcao
e validacao das propriedades da Funcao Exponencial. Também estao disponibilizadas as

folhas de atividades aplicadas.

Espera-se que este trabalho seja aproveitado por professores e que os mes-
mos possam fazer uso das atividades por nés aplicadas, e que com isso obtenham bons
resultados em suas aulas, como os resultados obtidos ao término deste trabalho de pequisa,

contribuindo assim para a melhoria do ensino publico.



Capitulo 2

Alguns fatos importantes na historia

da Funcao Exponencial

2.1 A evolucao da notacao de poténcia

O foco principal deste trabalho, esta intimamente relacionado com a notacao de poténcia,
pois o trabalho explora significativamente a propriedade fundamental das funcoes expo-
nenciais, isto é, dada uma funcao f : D C R — R a propriedade citada é expressa pela
igualdade f(x +y) = f(x).f(y) para quaisquer z, y € D. No caso em que D = N (o
conjunto dos nimeros naturais), estamos falando da poténcia de expoente natural, cuja
base é f(1) = a, e a propriedade fundamental serd expressa, neste caso, pela igualdade
a™™ = a™.a" para quaisquer m, n € N. Contudo, usamos com muita naturalidade a
notacao de poténcia, porém, em alguns casos sem saber que esta notacao demorou muitos

séculos até tomar a forma que tem hoje.

E muito comum no Brasil encontrarmos livros voltados ao ensino da Ma-
tematica, que abordam o conteudo de funcao exponencial antes de logaritmo, por con-
siderarem a funcao logaritmica a inversa da funcao exponencial. Todavia, nao ocorreu
assim na evolugao histérica desses conceitos, em outras palavras, o conceito de logaritmo
surgiu antes que a notacao de poténcia tivesse tomado a forma de notagao moderna que

tem hoje (veremos com mais detalhes a inveng¢ao dos logaritmos na préxima segao).

A notacao moderna de poténcia pode ser chamada de uma notagao “ope-

ratoria”, no sentido de que favorece uma boa interacao entre as operacoes matematicas



ja existentes e a operagao que esta sendo representada pela notacao em questao. Por

5

exemplo: ao utilizarmos () para representar x e S para representar z°, nao fica explicito

que Q.S representa x7, ao passo que a notacdo z2.2° = 7 nos induz automaticamente

5 _ 7 _ 245

a escrever que x2.x x' = 27, relacionando diretamente com a operacao de adicao o
grau de cada uma das poténcias em questao. Porém, muito tempo se passou até que essa

notagao tomasse a forma operatéria que tem hoje.

Desde muito tempo ja fora notado que existe uma relacao simples entre os
termos de uma progressao geométrica e os expoentes da razao. Segundo [2, p. 18], o
matematico alemao Michael Stifel (1487 - 1567), em seu livro Arithmetica integra (1544),
formulou esta relagdo como segue (em notagdo moderna): “se multiplicarmos quaisquer
dois termos de uma progressao 1, ¢, ¢%, ... o resultado serd o mesmo se somarmos os
expoentes correspondentes”. Certamente a propriedade fundamental das poténcias ja era
conhecida ha muito tempo, porém, uma notacao operatéria demorou a surgir. Podemos
encontrar em varios periodos da Histéria da Matematica, varios simbolos diferentes para
representar as poténcias. Segundo [3, p. 309] o simbolismo algébrico matematico deve
muito a obra In artem de Frangois Viete (1540 - 1603). Dentre as vérias notagoes sugeridas
por Viete, estavam as notagoes para poténcias de uma mesma quantidade, isto é, o que
se indica hoje por x, 22, 2% ele expressava por A, A quadratum, A cubum, que mais tarde

foram abreviadas para A, Aq, Ac.

Segundo [4, p. 338], em 1685, John Willis escreveu “ll — 2laa + a : +bb”,
onde o simbolo “:”corresponde a um sinal de agregacao, que significa que todos os termos
sao divididos por b*. Ainda em [4], J. Billy’s (1678) em sua publicacio Abridgement of
the Precepts of Algebra, traz um conjunto de simbolos para as poténcias indicados por
letras maitisculas: N, R, Q, QQ, S, QS, entre outras combinacoes destes. Em sua notagao,
22 = 20 — x era escrito como 1Q= 20 — 1R. Entretanto, segundo [2, p. 23], expoentes
negativos e fracionarios tém sido sugeridos por alguns matemaéticos desde o século XIV,

mas o seu uso generalizado é devido ao matematico inglés John Wallis (1616 - 1703) e

. . . ~ _ n
ainda mais a Newton, que sugeriu a notagao moderna a=" e am em 1676.

Sem duvida o simbolismo matemdtico deve muito a Viete, mas segundo [2]

os créditos referentes a sugestao da notacao moderna de poténcia sao de Isaac Newton,



que juntamente com Leibniz, contribuiram significativamente para a evolucao das ideias

matematicas, bem como para a evolucao de sua notacao.

2.2 Logaritmos: a grande ideia de Nepier

Sem duvida alguma, os logaritmos estao presentes em varios ramos do conhecimento
humano. Tanto na Quimica como da Fisica, Biologia e obviamente na Matematica, os lo-
garitmos desempenham um papel fundamental, seja como ferramenta de calculo, fungoes
que modelam fenomenos da natureza ou como elementos da prépria Matematica. Di-
ferente de varios outros conhecimentos matematicos, os logaritmos nao apareceram por
acaso, mas sim foram criados e, a principio, sua ideia basica é atribuida a um inventor,

seu nome ¢ Napier.

Filho de Sir Archibald e de sua primeira esposa, John Napier nasceu por
volta de 1550 (a data exata é desconhecida [2]), na propriedade de sua familia no castelo
de Merchiston, proximo a Edimburgo, na Escécia. Estudou religiao na Universidade de
St. Andrews, e logo apds voltou para a sua terra natal em 1571. Casou-se, e apds a
morte de seu pai, tornou-se o oitavo senhor do castelo onde passou o resto de sua vida.
Contudo, o interesse de Napier nao estava confinado a religiazo. Como dono de terras,
era interessado na melhoria da colheita e do gado. Inventou um parafuso hidraulico
para controlar o nivel de agua nas minas de carvao, além de se interessar por questoes
militares. Inspirado por Arquimedes, ele imaginou uma arma poderosa para exterminar
seus inimigos. Dentre varias de suas ideias, uma delas era construir uma carruagem com
uma “boca movel de fogo ardente” que, segundo ele, “espalharia a destruicao por todos
os lados”, além de navegacao debaixo d’agua, mergulhadores, entre outros artificios para

destruir os inimigos. Entretanto, sua principal invencao se deu no campo da Matematica.

Sua linha de pensamento era a seguinte: se pudéssemos escrever qualquer
numero positivo como poténcia de algum dado ntimero fixo (chamado de base), entao
a multiplicacao e a divisao de numeros se reduziriam, respectivamente, a adicao e a
subtragao de seus expoentes. Além disso, elevar um numero a n-ésima poténcia é o
mesmo que multiplicar seu expoente por n. Resumindo, cada operacgao seria reduzida a

operacao imediatamente abaixo na hierarquia de operacoes, reduzindo assim seu grau de
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complexidade.

Napier utilizou uma base préxima de um, de modo que suas poténcias fos-
sem decrescendo lentamente. A base escolhida por Napier, depois de muito pensar, foi
0,9999999, ou seja, 1 — 10~7. Apds sua escolha, ele partiu para a tarefa de encontrar,
através de intimeras subtracoes, os termos sucessivos de sua progressao. Este trabalho
consumiu vinte anos de sua vida (1594 - 1614) até ser publicado em 1614 num tratado
em latim intitulado Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Descrigdo do maravilhoso

canone dos logaritmos).

Logarithmorim
Canoms deferipten, \ s

]'_;.J'ufquc ufus, in urmquc'

Triganometria; ut etiau in
o Logiftica Mathematiea,
Ampl
e [
Authore ac Inventore, | 1
IO ANNENEPERO,
Barone Merchiftonii,
e, Seot.

to o=} i
EDINBY RGI.
= ] s i AND RE

i REE HART

Figura 2.1: Folha de rosto do Mirifici

A definicao de logaritmos que Napier apresentou em seu livro era a seguinte:
se N= 107 (1 — 1077)", entdo L é o logaritmo neperiano de N. Esta definicio é bem
diferente da moderna (introduzida por Leonard Euler, em 1728 segundo [2] ): se N= b~
onde b é um nimero positivo fixo e diferente de 1, entao L é o logaritmo de N na base b.
A principal diferenca entre a definigao de Napier e a que se tem hoje, é que nos logaritmos

de Napier, log Nep 107 = 0 enquanto que na definicao atual, log 1 = 0.

Raramente, na historia da ciéncia, uma nova ideia foi aceita com tamanho
entusiasmo pela comunidade cientifica. Um dos primeiros a utilizar a ideia de Nepier foi
o astronomo Johannes Kepler nos calculos de orbitas planetarias. Napier também era
defensor do uso da virgula para a separacao da parte inteira da fraciondria do nimero, e
foi por causa das fracoes decimais que Napier formulou sua defini¢ao utilizando a unidade

como sendo 107, para evitar a parte fraciondria. Foi um professor do Colégio Greshman
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em Londres, Henry Briggs quem propos a Nepier algumas modificagoes em suas tabelas,
para que estivessem em harmonia com o sistema de numeracgao, o decimal. Entao, em
um encontro na casa do préprio Napier, Briggs propos que se fizesse log 1 = 0 e que o
logaritmo de 10 fosse igual a uma poténcia apropriada de 10. Depois de considerarem
vérias possibilidades, decidiram entdo que log 10 = 1 = 10°. Na linguagem moderna,
se N= 10" , entdao L ¢ o logaritmo “comum”de N, escrito como log N, surgiria entdo o

conceito de base.

Outra pessoa também reclamou o titulo de inventor dos logaritmos, seu
nome era Joost Biirgi (1552 - 1632). Ele criou uma tabela de logaritmos usando o mesmo
esquema utilizado por Napier, porém, onde Napier utilizava a proporcao 1 — 1077, que é
ligeiramente menor do que 1, Biirgi utilizava 1+ 1074, que é ligeiramente maior do que 1.
Assim, os logaritmos de Biirgi aumentavam a medida que os nimeros cresciam, enquanto

os de Napier diminufam.

Como pudemos observar, o conceito de logaritmo surgiu em uma época em
que a notacao de poténcia ainda nao havia se desenvolvido por completo. Apesar de que
hoje seja natural interpretarmos os logaritmos como a inversa da fungao exponencial, seu
desenvolvimento se deu praticamente de maneira independente da evolucao do conceito
de poténcia e mais distante ainda da ideia de fungao exponencial. Entretanto, para
que seja possivel buscar as origens da evolugao do conceito de funcao exponencial, é
de extrema importancia que observemos como se deu o desenvolvimento do conceito de
funcao propriamente dito, pois mesmo este demorou séculos até tomar a forma que possui

atualmente.

2.3 O conceito de funcao ao longo da histéria

O conceito de fungao veio se moldando ao longo de séculos. A principio, os matematicos
entendiam fun¢ao como uma expressao matematica ou uma féormula que exprimia a relagao

entre as variaveis, ou seja, os niumeros utilizados no calculo do valor numérico da expressao.

Por volta do século XIII, os matematicos ja utilizavam, de certa forma, a

funcao como a relacao de dependéncia entre duas quantidades. Exemplo disso, sao “os



12

filésofos escoldticos que seguiam a escola de Aristételes e discutiam a quantificagao de
formas variaveis, dentre elas, a velocidade de objetos em movimento ou a variacao de

temperatura de um sélido”em fung¢éo do tempo, segundo [5, p. 21].

Com o advento do Plano Cartesiano, no século XVII, com Fermat e Des-
cartes, houve uma evolugao significativa no estabelecimento de fundamentos matemaéticos
para o conceito de funcao, que permitiriam, mais tarde, o desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral, por Leibniz e Newton, sendo Leibniz o primeiro a utilizar a palavra
fungao. Em [3, p. 660] vemos “a palavra fungao, na sua forma latina equivalente, parece
ter sido introduzida por Leibniz em 1694, inicialmente para expressar qualquer quantidade

associada a uma curva”.

As palavras coordenada, abscissa e ordenada, no sentido que tém hoje,
foram contribuigoes deixadas por Leibniz em 1692, segundo [3, p. 338]. Porém, a definigao
de funcao percorreu um longo caminho até chegar a forma que tem hoje. Nesse sentido,

[6, p. 02], comentam que:

Sendo assim, parece-nos que concepgoes espontaneas sobre os conceitos ma-
temdaticos sao cabiveis em poucas situacoes, geralmente ligadas & vivéncia sécio-
cultural dos individuos. Para a maioria dos conceitos atuais e mais complexos
da Matematica, entretanto, que foram gerados a partir de evolugoes continuas,
realizadas por muitas mentes humanas, e em diferentes periodos histéricos, é
bastante dificil que se revelem concepgoes espontaneas, pois estas se mostram
muito distantes do conhecimento especializado dos matemaéticos e também do
conhecimento escolar.

Intimeros matematicos reconheceram a importancia do conceito de funcao
para a Matematica de modo geral, deixando suas contribui¢oes para a formalizagao desse
conceito. Um desses matematicos foi Johann Bernoulli, que chegou a considerar o conceito
de fungao como uma expressao matematica formada de varidveis e constantes segundo |3,

p. 660].

Entre os discipulos de Johann Bernoulli estava Leonard Euler, que além de
contribuir para o desenvolvimento de intimeros ramos da Matematica, também deixou
sua contribui¢ao para o refinamento do conceito de funcao. Uma de suas obras de maior
destaque é Introduction in analysin infinitorum (Introducao a andlise infinitesimal), com-

posta de dois volumes publicados em 1748. No primeiro volume, Euler faz um estudo
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detalhado do conceito de fungao, padronizando este termo tal como foi efetivamente uti-
lizado na andlise matematica. Euler também considerou uma fun¢ao como uma equagao
ou férmula que envolvesse varidveis e constantes, segundo [3, p. 661]. Porém, as pequisas
de Joseph Fourier (1768-1830) o levaram a um tipo diferente de funcdo, na qual a relagao
entre as varidveis era mais abrangente e na tentativa de dar uma formulacao ampla que
abordasse esses conceitos, Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu a seguinte formulagao para

o conceito de fungao:

Uma varidvel é um simbolo que representa um qualquer dos elementos de um
conjunto de nimeros; se duas varidveis x e y estao relacionadas de maneira que,
sempre se atribui um valor a x, corresponde automaticamente, por uma lei ou
regra, um valor a y, entdo diz que y é uma fungdo (univoca) de x. A varidvel
xr, a qual se atribuem valores & vontade, é chamada variavel independente e
a varidavel y, cujos valores dependem dos valores de x, é chamada varidvel
dependente. Os valores possiveis que z pode assumir constituem o campo de
definigao da funcgéo e os valores assumidos por y constituem o campo de valores
da fungdo. [3, p. 661]

A teoria dos conjuntos propiciou muitos avancos na Matemaética, em espe-
cial, no que diz respeito ao conceito de funcao que se tem hoje, ou seja, a relagao entre os
elementos de dois conjuntos quaisquer, nao importando se sao nimeros ou qualquer outro
objeto matematico. Uma funcao f é, por definicao, um conjunto de pares ordenados nos
quais nunca encontramos dois cujas primeiras coordenadas tém o mesmo valor, ou seja,
se (a1,b1) € f e (ag,by) € f e eventualmente a; = ay entdo teremos obrigatoriamente
by = by. O campo de definicao da fungao é chamado de dominio da fun¢ao e o campo dos
valores da funcao é chamado de imagem da funcao. Desta forma, dizemos que a fung¢ao f

estd definida em D (dominio da fungdo), e que ay, as € D.

Certamente o conceito de funcao é de extrema importancia para a Ma-
tematica, seja no Ensino Médio, graduacao ou pés-graduagao, uma boa compreensao desta
ideia é fator determinante no estudo de qualquer assunto em Matematica. Entretanto,
quando o conceito de funcao se concretizou, o mesmo foi aplicado aos mais diferentes ra-
mos do conhecimento matematico quase que ao mesmo tempo, surgindo entao as fungoes
circulares trigonométricas, funcoes quadraticas, ctubicas e, dentre elas, a funcao expo-
nencial, onde o conceito de funcao é aplicado ao estudo de poténcias. Isto possibilitou
uma extensao da ideia de poténcia para além do dominio do conjunto dos nimeros intei-
ros, relacionando os conceitos de radiciacao e logaritmo por meio do conceito de fungao

exponencial.
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2.4 A exponencial ¢’ na Histéria da Matematica

Pelos registros que temos sobre a Histéria da Matematica, pouco se sabe sobre a evolugao
do estudo da funcao exponencial propriamente dita. Como ja vimos, o estudo de logaritmo
surgiu antes mesmo que a notacao funcional de poténcia tivesse sido criada. Podemos
encontrar problemas que envolvem juros compostos, uma aplicacao das funcoes do tipo
exponencial, em documentos antigos, como nos papiros. Isso mostra que problemas que

envolvem a funcao exponencial eram comuns na comunidade matematica.

Podemos citar o problema mencionado por [2, p. 41], encontrado em um
tablete de argila da Mesopotamia, datado de 1700 a.C., que propoe: “Qual é o tempo
necessario para que uma soma em dinheiro dobre de valor, quando aplicada a uma taxa
de 20% de juros composta anualmente?” Podemos observar claramente que a solugao do
problema, apesar de ser logaritmica, é proveniente da equagao exponencial (1,2)" = 2

que é uma equacao exponencial.

Problemas que envolviam empréstimo de dinheiro e cobranga de juros eram
comuns. Entretanto, a cobranca de juros, dependendo da maneira que é computada, nos
leva a uma questao interessante. Uma taxa anual de 5% por exemplo, pode ser computada
semestralmente, utilizando metade da taxa anual, ou seja, duas composicoes de 2,5%. O
interessante nesse tipo de cobranca é que, para um capital de R$ 100,00 por exemplo,
se computado a 5% ao ano gera um montante de R$ 105,00, ao passo que se computado
por semestre a taxa de 2,5%, gera um montante de R$ 105,06, cerca de seis centavos a
mais. Aparentemente a diferenca é insignificante, entretanto se tomarmos um capital de
R$ 1.000.000,00 essa diferenca ¢ igual a R$ 625,00. Para um caso geral, em que um capital
C é aplicado a uma taxa anual i, que é composta n vezes em um ano, teremos, ao final de

n composicoes, o montante M = C' <1 + 1) . Se considerarmos C' =1 e ¢ =1 = 100%,
n

1 n
(142
n

Quando atribuimos valores cada vez maiores para n, percebemos que os va-

teremos a seguinte expressao

lores numéricos da expressao, a medida que n cresce, vao se aproximando cada vez mais de
2,71828. De acordo com [2, p. 45], nao se sabe ao certo quem primeiro estudou o compor-

tamento de tal expressao, entretanto, o valor limite dessa expressao, quando n tende ao
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infinito, é a base para a definicdo de um niimero irracional, que mais tarde seria denotado

por e, a base da funcao que hoje é chamada de exponencial. Nao se sabe ao certo quem
1 n

primeiro notou o comportamento da expressao M = [ 1 + — | quando n tende para o infi-
n

nito, por isso, a data exata do nascimento do nimero e permanece obscura. Mas, podemos

notar que sua origem data do século XVII, por volta da época em que Napier criou suas

tabuas, pois podemos encontrar uma referéncia indireta ao ntimero e em seus logaritmos.

Vimos que, se N = 107(1—10"7)L, entao L é o logaritmo neperiano de N. Entao podemos

N
escrever — = (1 —107")¥, e dividindo N e L por 107, (o que seria o mesmo que mudar

1 107L 1 07
a escala de nossas varidveis) teremos — = (1 — —7) = N*= <1 — —7) ,
10 10 10
N L 1\
onde N* = 107 eL* = 0 Dai, notamos que (1 — 1—07) ¢ um nimero muito préximo

de —, em outras palavras, os logaritmos de Napier sao, virtualmente, logaritmos de base
e

—. Porém, a afirmacao de que Napier descobriu esta base ou propriamente o nimero e é
e
falsa, pois, como vimos Napier nao pensava em termos de base, esse conceito surgiu apos

as ideias de Briggs.

Sabemos que o numero e foi estudado por Euler e muito do que se sabe a
respeito desse nimero se deve a ele. Desde convergéncia de sequéncias até somas infinitas.
Sem dizer da famosa equacao que relaciona as constantes mais importantes da matematica,

a equacao e +1 = 0.

[saac Newton nasceu em Woolsthorpe, Lincolnshire, Inglaterra, no dia de
Natal de 1642, o ano da morte de Galileu. Newton demonstrava um interesse especial a
equacao y = %H Newton observou que a area delimitada sob o grafico dessa hipérbole
dexz=0atéx=1télog(t+1). Assim, ao aplicar a férmula da série geométrica infinita
a cada termo da equacao, Newton encontrou uma importante série

10g(1+t):t—§+§—§+...

Com ela, é possivel calcular o valor aproximado de intimeros logaritmos, porém, esta
mesma série ja teria sido publicada por Nicolaus Mercador (1620 - 1687) no ano de 1668,
em um trabalho intitulado Logarithmotechnia, no qual a série descoberta por Newton

aparecia pela primeira vez. Esta dentre outras descobertas, impulsionaram Newton a

criacao da Teoria das Fluxoes ou Método das Fluxoes.
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Por meio dessa série, seria possivel encontrar o valor aproximado da base
1 -
do logaritmo que fornece o valor da area sob o grafico da hipérbole y = —. Todavia, nao
x

foi esse o caminho escolhido para a sua determinacao.

Quando Newton e Leibniz desenvolveram o calculo, surgiu entao o conceito
de derivacao e de derivada de uma fun¢ao. Entao como isso ocorre para as fungoes expo-

nenciais, aquelas do tipo y = b*, onde x é um ntumero real, e b > 0 e b # 1?7 Na definicao

d _
de derivada de uma fungao y = f(z) temos Y im M.
dx Tz T — X

possivel demonstrar que as fungoes exponenciais tém uma caracteristica marcante, que

Dessa forma, é

as difere de qualquer outra funcao, a de possuir taxa de variagao proporcional a prépria
funcao, dai a grande aplicabilidade em vérios ramos do conhecimento. No caso da fungao
exponencial f(x) = e, a derivada e a prépria fungao sdo iguais o que faz dela umas das

principais fungoes estudadas no calculo.

Vemos que a histéria da funcao exponencial esta repleta de acontecimentos
que marcaram época na comunidade matematica. Foram grandes fatos que desencadea-
ram novas descobertas e novos estudos sobre uma das principais fungoes presentes na

matemadatica e em muitos outros ramos das ciéncias da natureza.
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Capitulo 3

A Funcao Exponencial no Ensino

Médio

3.1 Introducao

Neste capitulo procuramos destacar como os eixos norteadores do ensino piblico atual
abordam, ou propoem abordagens, sobre o ensino de funcao exponencial. Os eixos men-
cionados basicamente sao trés: os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM), a Proposta Curricular do Governo do Estado de Sao Paulo e os mais concei-
tuados livros didaticos do mercado que procuram abordar esse assunto. Os principais

elementos e ideias contidas em cada um desses eixos serao destacadas neste capitulo.

3.2 Fatos que nos motivaram a escolher esse tema

Analisando os livros didaticos mais utilizados na rede ptublica estadual, os capitulos que
se destinam ao estudo da funcao exponencial sao todos muito parecidos. Geralmente
fazem uma revisao do conceito de poténcia e suas principais propriedades e, logo em
seguida, ja introduzem o conceito de funcao exponencial em sua forma mais geral, isto
é, definida sobre o dominio dos numeros reais, analisando seu gréafico e condicoes de
crescimento e decrescimento, sem mencionar algumas palavras sobre o vinculo que uma
poténcia do tipo 43 tem com funcao exponencial, isto para dar uma pequena nocao. E o
que dizer das poténcias cujos expoentes sao irracionais? Estas se quer sao mencionadas,

ficando a critério do leitor (aluno) o seu entendimento. Entretanto, sabemos que mesmo
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os professores tém grandes dificuldades com esse tipo de poténcia, e o que é pior, se
tais poténcias tém algum significado matematico preciso. Questoes como essas surgem
frequentemente entre os professores. Entao o que dizer sobre o embasamento teérico
que os alunos tém sobre esse assunto, que vem sendo ensinado da mesma forma h4,
pelo menos, 40 anos? Essas lacunas na formacao dos alunos e também dos professores,
entre outras razoes que mencionaremos mais adiante, acabaram nos motivando a escrever
este trabalho, para que o mesmo, possivelmente, possa contribuir para um aprendizado
significativo do conceito de fungao exponencial nos mais diferentes dominios, bem como
ajudar no planejamento das aulas de alguns professores de matematica. E nosso objetivo
que o produto final construido seja, além das atividades que foram elaboradas, essa propria

dissertacao de mestrado.

Quando se fala em potenciagao, juntamente como sua defini¢ao e suas pro-
priedades, os livros didaticos trazem a definicao de poténcia de expoente nulo, isto é,
a’ = 1 as vezes trazendo a restrigao a # 0 e as vezes nao. Vejamos a definigao que [7]

traz para a funcao exponencial:

Seja a um numero real positivo que suponhamos sempre ser diferente de 1.
Uma fungao continua f : R — R é chamada de Fun¢ao Exponencial de base a
se para todo z,y € R tem-se f(z +y) = f(z).f(y), e além disso, f(1) = a.

De acordo com a definicao dada, quando se trabalha com os conceitos de
potenciacao, intuitivamente ja estamos trabalhando com uma funcao que satisfaz essa
propriedade, em outras palavras, quando escrevemos que @™ = a™.a" fica claro que
as poténcias de expoente natural satisfazem a propriedade da definicao de funcao expo-
nencial. Todavia, a justificativa para o fato de que a® = 1 é tratada em alguns livros
didaticos da seguinte forma: um exemplo numérico com poténcias de expoentes naturais
decrescentes, até chegar ao expoente zero, como na tabela 3.1.

O argumento utilizado para que o valor de 2° seja igual a 1 num exemplo
como esse, é o fato de que os resultados das poténcias formam uma progressao geométrica
de razao 2, e em consequéncia disso, e assumindo que esse padrao permaneca para os

préximos valores, entao 2° = 1.

Entretanto, acreditamos que é possivel realizar uma exploracao mais pro-

funda neste tépico, trabalhando com a principal propriedade das poténcias, isto é, a™ " =
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2)5 = | 32
2)t=|16
27 = 8
22 =| 4
2= 2

Tabela 3.1: Justificativa dos livros para, 2°

2
a™.a", podemos ver que a’ = a®*? = a°.a° = (a°)”. Chamando de z o valor de a”, obtemos

a seguinte equacao do segundo grau:

z-—x =0

As raizes dessa equacdo sao x = 0 e x = 1, isto significa que a” pode ser

tanto igual a 0 como igual a 1. Porém, podemos ver que se a’ = 0, entao a = a' = a'*? =

a'.a® = a'.0 = 0, ou seja, se adotarmos a’ = 0, a prépria base a deveria ser igual a zero,
e terlfamos a funcao constantemente igual a zero. Isso deveria ser claro para o professor,
que, na medida do possivel, pudesse alertar os alunos sobre esse fato. Dessa forma é
conveniente definir a® = 1 para que evitar esse problema. Acreditamos que esta discussao
nao foge dos contetidos abordados no Ensino Médio e pode ser tratada de forma natural
com os alunos, pois relaciona o conceito de equacao do segundo grau com a definicao de
um novo conceito matematico. Para abordar tais assuntos com os alunos, elaboramos a

Folha de Complemento 1, onde tratamos dessa discussao de uma maneira simples, como

veremos com mais detalhes no capitulo 6.

Um fator importante que nos levou a escolha desse tema, foi a falta de
justificativa para varias regras utilizadas na potenciacdo, uma delas é a regra utilizada
para o calculo do valor de uma poténcia cujo expoente é um nimero inteiro e negativo.
Quando utilizamos a propriedade das fungoes exponenciais, podemos facilmente justificar
a propriedade a " = ai”’ que geralmente ¢ decorada pelos alunos quando lhes ¢ ensinada.
Ao considerarmos uma fungao f : Z — R de tal forma que f(m +n) = f(m).f(n), entdo
a melhor maneira de se definir f(—n) é utilizar o fato de que f(0) = f(n + (—n)) =

1
f(n).f(—n) = 1, assim, concluimos naturalmente que f(—n) = ——. Para a discussao

f(n)
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deste tépico, desenvolvemos a Folha de Atividade 2, onde as atividades propostas induzem
o aluno a encontrar a definicao correta para uma poténcia de expoente inteiro e negativo,

como veremos no capitulo 6.

Outro fator motivador para a escolha do tema, foi a relacao que se pode
estabelecer entre o conceito de radiciagao e o conceito de fungao exponencial, bem como
as restricoes que a base a assume na definicao de funcao exponencial presente nos li-
vros didaticos. Na maioria dos livros didaticos analisados, tais restrigoes, sao feitas
sem qualquer justificativa, o que nos motivou a formular uma atividade, mais especi-
ficamente a Folha de Atividade 3 e a Folha de Complemento 2, que deixassem claro
os porques de tais restrigoes, pois, quando se define uma fungao nao nula f : Q — R
que satisfaz a propriedade f(r + s) = f(r).f(s) para quaisquer racionais r, s € Q, con-

cluimos que a base a da funcao exponencial deve, obrigatoriamente, ser positiva, pois

2
f(r)y = f <g + g) =f (g) ) (g) = [f (g)] > 0, que no caso particular de r = 1,
teremos f(1) = a > 0. Nas atividades, fazemos essas passagens com exemplos numéricos,

como veremos com mais detalhes no capitulo 7.

3.3 A Funcao Exponencial e o0s PCNEM

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) é um documento
que tem como objetivo orientar e padronizar o ensino de Matemaética no Brasil. De acordo
com o [1, p. 119], o ensino de Matematica, bem como os temas a serem desenvolvidos
durante a escolaridade, devem ser organizados e selecionados segundo alguns critérios
bésicos. Vemos a justificativa de tais critérios em [1, p. 119], que diz:
...explorar contetudos relativos aos temas nimeros, algebra, medidas, geometria
e nogoes de estatistica e probabilidade envolve diferentes formas do pensar em
Matematica, diferentes contextos para as aplicagoes, bem como a existéncia de
razoes historicas que deram origem e importancia a esses conhecimentos. Mas

para evitar a quantidade excessiva de informacoes, é preciso fazer um recorte,
usando alguns critérios orientadores deste processo de selecao de temas...

Podemos destacar os trés critérios mais importantes no que diz respeito a

escolha dos temas a serem ministrados no ensino de Matematica:
e desenvolver um grupo de competéncias pré estabelecidas no documento;

e os temas selecionados devem ter relevancia cientifica e cultural;
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e os temas devem permitir uma articulagao légica entre diferentes ideias e conceitos,

possibilitando assim uma aprendizagem significativa.

No que diz respeito as competéncias pré estabelecidas, podemos ver em [1,
p. 113] que tais competéncias se resumem a trés grandes grupos de competéncias que

devem ser almejadas durante todas as etapas da escolaridade, sao elas:

e representacao e comunicacao, que envolvem a leitura, a interpretacao e a producao
de textos nas diversas linguagens e formas textuais caracteristicas dessa area do

conhecimento;

e investigacdo e compreensao, competéncia marcada pela capacidade de enfrenta-
mento e resolucao de situagoes-problema, utilizacao dos conceitos e procedimentos

peculiares do fazer e pensar das ciéncias;

e contextualizacao das ciéncias no ambito sécio-cultural, na forma de andlise critica
das idéias e dos recursos da area e das questoes do mundo que podem ser respondidas

ou transformadas por meio do pensar e do conhecimento cientifico.

Entretanto, tais competéncias sao amplas e certamente deve haver uma re-
flexao quando buscamos adequar o objetivo de determinado contetido as mesmas. Dessa
forma, o documento trata desse assunto baseando-se em exemplos de como tais com-
peténcias podem ser alcangadas em Matemadtica, basta ver [1], nos quadros das paginas

114 a 119.

Quanto a relevancia cientifica e cultural dos temas selecionados, esta se en-

contra intimamente relacionada com a capacidade explicativa que o tema oferece, isto é,

quais as possibilidades que o aluno terda, apds ter estudado tal conteido, de compreender

melhor o funcionamento de aparelhos eletronicos ou de ter argumentos suficientes para ex-

plicar/compreender o mundo em que vive. Um exemplo cldssico é o ensino da Geometria,
que segundo [1, p. 119] afirma que:

A abordagem tradicional, que se restringe a métrica do célculo de areas e vo-

lumes de alguns sélidos, nao é suficiente para explicar a estrutura de moléculas

e cristais em forma de cubos e outros sélidos, nem tampouco justifica a pre-

dominancia de paralelepipedos e retangulos nas construgoes arquitetonicas ou

a predilecao dos artistas pelas linhas paralelas e perpendiculares nas pinturas

e esculturas. Ensinar Geometria no ensino médio deve possibilitar que essas
questoes aflorem e possam ser discutidas e analisadas pelos alunos.
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Dessa forma, devem compor o conjunto de temas, conteidos que possibilitam uma boa
interacao com assuntos relacionados ao cotidiano das pessoas. Fica claro que nao sao
todos os conteidos de Matematica que oferecem essa possibilidade, porém, o conceito de

funcao exponencial é um 6timo exemplo, como veremos mais adiante.

Por fim, quanto a articulagao logica que os temas devem oferecer, devemos
ter em mente que tais conteidos nao devem ser trabalhados isoladamente como se um
nao tivesse algum tipo de ligagao com o outro, e, por coincidéncia, um dos objetivos dessa
dissertagao de mestrado, é propor uma abordagem para o ensino da fungao exponencial
que busque, entre outras coisas, relacionar conceitos que até entao sempre foram ensinados
de maneira independente, tais como potenciagao e radiciacao, bem como a determinagao
aproximada de raizes para particulares equagoes. Além de relacionar tais conteidos, o
estudo da funcao exponencial possibilita um melhor entendimento do comportamento de
diversos fendmenos naturais, tais como despoluicao de rios ou a evolucao de um capital

aplicado a certa taxa de juros, dentre outros.

Seguindo os critérios estabelecidos acima, os PCNEM propoem um conjunto
minimo de temas que possibilitam alcangar as competéncias estabelecidas. Divididos em

trés grandes eixos tematicos, podemos agrupé-los da seguinte forma:
e Algebra: niimeros e funcoes
e Geometria e medidas
e Analise de dados

Nosso interesse se restringird ao primeiro eixo tematico (Algebra: nimeros e fungoes), ja

que o tema deste trabalho de pesquisa é o estudo das fungoes exponenciais.

Neste primeiro eixo estruturador, sao abordados os estudos de ntimeros e
variaveis em conjuntos infinitos [1, p. 120]. Entretanto, sdo objetos de estudo o conjunto
dos nuimeros reais e suas operacoes e, eventualmente, o conjunto dos niimeros complexos,

bem como as fungoes e equacoes de varidveis ou incognitas reais.

Com relagao ao estudo das fungoes, [1] afirma que:
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O estudo das fungoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre grandezas
e modelar situagoes-problema, construindo modelos descritivos de fenémenos
e permitindo vérias conexoes dentro e fora da prépria matemética. Assim, a
énfase do estudo das diferentes funcoes deve estar no conceito de fungao e em
suas propriedades em relacao as operagoes, na interpretacao de seus graficos e
nas aplicagoes dessas fungoes.

Basicamente, os procedimentos relativos a esse tema se referem a calcular, resolver, iden-
tificar variaveis, tracar e interpretar gréaficos e resolver equagoes. Tomando como base
os critérios estabelecidos pelos PCNEM para a escolha dos temas, o estudo de funcoes
certamente é um dos que oferece maior possibilidade de relacao com a vida das pessoas e

pode ser permeado com véarios exemplos do cotidiano. Assim, [1] afirma que:

A riqueza de situagoes envolvendo funcbes permite que o ensino se estruture
permeado de exemplos do cotidiano, das formas graficas que a midia e outras
areas do conhecimento utilizam para descrever fendmenos de dependéncia entre
grandezas.

Dentre as fungoes estudadas no Ensino Médio, a fungao exponencial apre-
senta grande numero de aplicagoes em problemas do cotidiano, o que torna seu estudo
essencial para um bom entendimento do mundo em que vivemos. A respeito desse assunto,

[1] diz que:

As fungoes exponencial e logaritmica, por exemplo, sao usadas para descrever
a variacao de duas grandezas em que o crescimento da varidvel independente
é muito rapido, sendo aplicada em &dreas do conhecimento como matematica
financeira, crescimento de populagoes, intensidade sonora, pH de substancias e
outras.

Como podemos observar!, os PCNEM propoem que o ensino de Matemética
como um todo nao seja excessivamente conteudista e busque, na medida do possivel, tra-
balhar conteidos de forma contextualizada, relacionando-os com situacoes do cotidiano.
Essa forma de trabalho ajuda a despertar o interesse dos alunos no estudo da Matematica,
visto que eles podem observar os contetudos estudados em acao. Todavia tomamos o cui-
dado de nao omitirmos informagoes essenciais prejulgando a capacidade de compreensao
dos nossos alunos. E claro que ajustamos adequadamente a linguagem ao nivel de com-

preensao dos mesmos.

Observamos aqui um erro que, em nosso ponto de vista, jamais poderia aparecer em um documento
oficial de referéncia nacional. O crescimento da varidvel dependente que é muito rapido em fungoes
exponenciais, € nao o contrario.
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3.4 A funcao exponencial segundo a proposta curri-
cular do Estado de Sao Paulo

No ano de 2008, a Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo propos a implantagao
de um curriculo basico para todas as escolas publicas da rede estadual paulista, voltado
para os dois ultimos niveis da escolaridade bésica, ou seja, Ensino Fundamental (Ciclo IT)
e Ensino Médio. Um dos objetivos principais da implementacao do curriculo é propor-
cionar uma base comum de conhecimentos e de competéncias para que todas as escolas
funcionem, de fato, como uma rede, visto que antes da elaboracao do curriculo isso nao
acontecia, pois cada escola tinha autonomia para escolher o livro didatico que julgasse
mais apropriado. Anteriormente, o ensino na rede estadual nao seguia um padrao no que
diz respeito a ordem e selecao dos conteidos ministrados, ja que cada livro didatico abor-
dava os contetidos que achava mais interessante e em ordens, muitas vezes, divergentes

entre si.

Com a implementacao do curriculo, os contelidos ministrados nas escolas
do Estado de Sao Paulo foram padronizados, o que fez com que as editoras investissem
na reescrita de livros que contemplassem os contetidos da proposta curricular. Como
vimos, os PCNEM fornecem diretrizes para a escolha dos temas a serem trabalhados no
Ensino Médio, entretanto, nao propoem uma selecao de contetdos a ser seguida. Com
a elaboracao da proposta, esse padrao foi criado e todas as escolas caminham juntas no
desenvolvimento dos contetdos ali selecionados. Segundo [8, p. 7]:

Este documento apresenta os principios orientadores do curriculo para uma

escola capaz de promover as competéncias indispensaveis ao enfrentamento
dos desafios sociais, culturais e profissionais do mundo contemporaneo.

Os contetdos disciplinares de Matematica eleitos na proposta curricular,
também sao divididos em trés eixos tematicos que, entretanto, diferem em alguns aspec-
tos dos eixos tematicos propostos nos PCNEM. Os trés blocos tematicos sao: Numeros,
Geometria e Relacoes. Nesta selecao, o estudo de funcoes fica implicito no bloco das
relagoes, que segundo [8, p. 39]:

As Relagoes, consideradas como um bloco tematico, incluem a nogao de medida,
com a fecundidade e a riqueza da ideia de aproximagao; as relacoes métricas

em geral; e as relagoes de interdependéncia, como as de proporcionalidade ou
as associadas a ideia de funcao.
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Em particular, o estudo de funcao exponencial pertence tanto ao eixo tematico
dos Numeros como ao eixo das Relagoes, visto que para um bom entendimento desse as-
sunto se fazem necessarios os conhecimentos sobre a algebra das operacoes fundamentais,
bem como as representacoes simbdlicas que fazem parte do eixo temético dos Numeros,

segundo [8, p. 39].

Percebemos que ha na proposta uma atencao especial quando se trata do

estudo das fungdes exponenciais, como podemos observar em [8, p. 45]:

sendo imprescindiveis o estudo das grandezas que variam exponencialmente:
decomposicao radiativa, crescimento exponencial, potencial hidrogendnico, es-
cala Richter para terremotos

Todavia, a definicao e os conceitos relativos a funcao exponencial serao
tratados no caderno do 3° bimestre do 1° ano do Ensino Médio, como podemos ver na

figura 3.1.

12 série do Ensino Médio

T o Habiidades

Relagdes * Conhecer a funcao exponencial e suas
propriedades relativas ao crescimento ou
decrescimento

| Fungdes exponencial e logaritmica

e Crescimento exponencial * Compreender o significado dos
logaritmos como expoentes convenientes
® Funcado exponencial: equacoes e para a representacao de nimeros
inequacoes muito grandes ou muito pequenos, em

diferentes contextos
| » Logaritmos: definicao e propriedades
e Conhecer as principais propriedades dos
* Funcdo logaritmica: equacoes e logaritmos, bem como a representacao

inequacoes da funcao logaritmica, como inversa da
funcao exponencial

e Saber resolver equacodes e inequacoes
simples, usando propriedades de
poténcias e logaritmos

Figura 3.1: Quadro de contetdos e habilidades de Matematica

Percebemos uma grande preocupacao com o estudo do comportamento das
fungoes exponenciais, isto é, seu crescimento, decrescimento e andlise de seu grafico. En-
tretanto, nossa preocupagao estd em torno de algo mais fino e delicado, que é a definicao
de fungao exponencial para um nimero real qualquer, bem como fornecer meios para que

o aluno possa compreender e encontrar uma aproximagao razoavel para uma poténcia
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de expoente racional e real, pois percebemos que muitos alunos, e até mesmo alguns
professores, sentem dificuldades quando se trata desse assunto. Porém, vemos que, infe-
lizmente, as abordagens que encontramos na proposta curricular, relativas a definicao de
funcao exponencial, sua propriedade fundamental e sua relacao com os contetudos de po-
tenciagao e radiciagao (principalmente), é muito inferior ao que estamos propondo nessa
dissertagao de mestrado, como podemos observar claramente no segundo exercicio sobre

fungao exponencial que se encontra em [9, p. 4]:

Uma populacéo N de micrébios cresce exponencialmente de acordo com a
expressdo N = 5000 . 3" (t em horas).

a) Indique o valor de N para os seguintes valores de t:

al)t=2h
a2)t=05h
a3)t=(23)h
a4)t=125h

b) Esboce grafico de N como funcéo de t: N = f(t)

Figura 3.2: Situacao de aprendizagem 1 - Exercicio 2

Notamos que, nos exercicios presentes no caderno do aluno, nao ha um cui-
dado especial quando se define uma fungao exponencial f(z) = a® com a > 0 e a # 1,
para x € R, ou seja, aparentemente é tranquilo para o aluno entender quanto vale V2
por exemplo? Outro fato que parece estar isolado do conceito de funcao exponencial, é o
conceito de poténcia de expoente fracionario que, nos exercicios do caderno do aluno, apa-
rece como uma propriedade da radiciacao e nao como uma consequéncia da propriedade
fundamental das fungoes exponenciais, como podemos observar no exercicio 4 (figura 3.3),
que pode ser encontrado em [9, p. 6].

Ainda no caderno do aluno, apds a construcao dos graficos nos exercicios 2
e b, o autor traz um quadro resumo em [9, p. 8], com algumas caracteristicas da fungao
exponencial:

e Quando x aumenta uma unidade a partir de qualquer valor, a” é multiplicado por

+1

a. De fato, a®™ = a”.a, ou seja, para cada unidade a mais no valor de x, o valor de

a® crescera ou decrescera, dependendo apenas do valor de a.

e Sendo a > 1, quando o valor de x aumenta, o valor de a® também aumenta, ou seja,

a funcdo f(z) = a” é crescente.

e Sendo 0 < a < 1, quando o valor de z aumenta, o valor de a” diminui, ou seja, a

funcao f(x) = a® é decrescente.
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4. Para analisar a fungio exponencial y = a*, ou seja, f(x) = 2% sendoa>0ea= 1, para todo nime-
ro real, construimos, a seguir, uma tabela com diversos valores de x e os valores correspondentes
de f(x) para alguns valores de a. Preencha os espagos em branco da tabela.

|
1 2 ‘ 1 |
2 | T e
2 pr= y-L |
| ) = S IR
a k o gob
3 2=8 33 =27 (7);8 |
| Pl luzl |
|2 g (z) ‘ ‘
E 4 e, =SRL e et 77.1
| 1 (B --2
2 e ' -3-27 |
e i —
R i 1 ‘_\E:Lz 71
5 | 27=v2=141 (7) =3 071)

Figura 3.3: Situacao de aprendizagem 1 - Exercicio 4

No trabalho proposto por nés nesta dissertacao, esses assuntos sao tratados em uma folha
de complemento cujo titulo é Grafico da Funcao Exponencial, que devera ser abordado
apés os estudos sobre sua definicao no conjunto dos nimeros Naturais e as extensoes da
defini¢ao sobre cada um dos conjuntos numeéricos, bem como as restri¢oes sobre a escolha

da base a provocadas por cada extensao.

3.5 Analise dos Livros Didaticos

3.5.1 Introducao

Neste capitulo, procuramos observar como o conceito de funcao exponencial é tratado nos
livros didaticos mais conceituados e mais populares disponiveis no mercado. O objetivo
aqui, nao ¢ julgar se a abordagem adotada por determinado livro é melhor ou pior que a
adotada por outro, mas sim, verificar qual foi a metodologia utilizada, qual foi a definicao

utilizada ou como sao as atividades propostas.

Selecionamos quatro livros didaticos para a analise, sendo que entre eles

estd o livro didatico adotado pela escola onde as atividades foram aplicadas. Sao eles:

e Matematica: Ciéncia, Linguagem e Tecnologia vol. 01 - Jackson Ribeiro - Editora
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Scipione;
e Matematica Paiva vol. 01 - Manoel Paiva - Editora Moderna;

e Matematica Ensino Médio vol. 01 - Kétia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz -

Editora Saraiva;

e Matemaética: Contextos e Aplicagoes vol. 01 - Dante - Editora Atica.

O livro adotado pela escola onde foram aplicadas as atividades foi o Ma-
teméatica Ensino Médio vol. 01. Faremos a andlise de cada livro seguindo a ordem listada

acima.

3.5.2 Matematica: Ciéncia, Linguagem e Tecnologia

No livro [10], o autor inicia o capitulo de Fungao Exponencial com uma situa¢ao problema
envolvendo juros compostos. O autor parte de um exemplo de uma pessoa que empresta
1000 reais a taxa de juros de 4% ao més. Em seguida, o autor comenta que existe uma
férmula que generaliza essa situagao, isto é, M = C.(1 + i)™ e diz que essa fungao é
do tipo exponencial, representando o exemplo dado por meio de um gréfico. Apds esse
exemplo, o autor trata de revisar os conceitos de potenciagao, iniciando pelas poténcias
de expoente natural, onde o autor define que para a € R, e n € N, com n > 2, temos

a" = a.a. ....a. Para os casos em que n =0 e n =1, o autor define que a' =a e a® =1,
——

N VEZES
com o detalhe de que a # 0. Nas poténcias de expoente inteiro, o autor, por meio de

um exemplo de poténcia de base 5, induz o aluno a perceber que, para uma sequéncia de
poténcias de base igual a 5, com expoentes consecutivos e decrescentes, quando o expoente
diminui de uma unidade, a poténcia fica dividida por 5. Com base nessa verificacao, o
autor define que, para um dado ntmero real a # 0, e um nimero natural n, a poténcia
a "= ai”' A partir dessa defini¢ao, o autor traz alguns exemplos de aplicacao da defini¢ao
e logo apds, enuncia algumas propriedades reativas as poténcias de base real e expoentes
inteiros. Nas poténcias de expoente racional, o autor justifica a igualdade v/5% = 53 por
meio da definicao de raiz n-ésima, e assim define que, dado um nimero real a > 0, e um
nimero racional da forma %, como m, n inteiros e n > 0, a» = ({’/E)m. Nesta etapa o

autor traz apenas dois exemplos de aplicacao da definicao dada, mas com nenhum tipo

de céalculo do valor aproximado de tais raizes. Finalmente o autor trata das poténcias
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de expoente real, calculando seu valor por aproximacao. O autor traz um quadro com
as aproximacoes por falta e por excesso do nimero irracional v/3, sem fornecer nenhum
procedimento especifico para encontrar tais aproximacoes. Em seguida, o autor faz uso
de uma calculadora cientifica para obter os valores aproximados da poténcia V3, Apoés as
definicoes de poténcia, o autor traz uma situagao problema que pode ser modelada pela
funcao f(z) = 2* com x € N. O autor comenta que essa funcao é uma funcao exponencial
e define funcao exponencial como sendo toda fungao f : R — R definida por f(z) = a”,
coma > 0ea # 1. O autor traz varios exemplos e exercicios de aplicacao da funcao

exponencial.

3.5.3 Matematica Paiva

No livro [11], o autor inicia o capitulo sobre fungao exponencial com uma situacao pro-
blema que envolve a reproducao por biparticao de bactérias, onde o ntimero de bactérias
ao final de n geragoes é igual a 2". O autor chama de y o nimero de individuos na
geracao x, e estabelece que y = 2% e diz que funcoes como essas sao chamadas de fungoes
exponenciais. Logo em seguida, o autor trata de revisar os conceitos de potenciagao e
radiciacdo, iniciando com poténcias de expoente inteiro, onde o autor define que a® = 1,

1
1 _ n o __ -n _ 4
sea#0,a =a,ad" =g.a..... a se n > 1 e finalmente a™" = - sea # 0. Logo apds

as definicoes, o autor traz alguns exemplos de aplicacao das defini¢coes dadas, incluindo

bases negativas e fracionarias. Em seguida, o autor trata de algumas propriedades das
poténcias verificando sua validade através de exemplos. O autor também revisa e define
o que ele mesmo chama de radiciagao no conjunto dos nimeros reais. Trazendo como
exemplo o calculo da area de um quadrado sabendo a medida de um de seus lados e, logo
em seguida o mesmo problema em que em vez do lado, sabemos a area e queremos desco-
brir o lado. O autor comenta que no segundo problema, realizamos a operacao inversa do
primeiro problema, e diz que a operacao realizada na segunda situacao, que é a inversa
da potenciacao, é chamada de radiciacao. Assim, o autor separa a definicao de radiciagao

em dois casos:

e 1° caso: Sendo n um ntimero natural nao nulo, dizemos que a raiz n-ésima de um

numero real nao negativo a ¢ o nimero real nao negativo b se, e somente se, 0" = a.

e 2° caso: Sendo n um numero natural impar, dizemos que a raiz n-ésima de um
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nimero real negativo a é o nimero real b se, e somente se, b" = a.

O autor trata cada caso com exemplos que ilustram o que foi definido, além
de enunciar algumas propriedades dos radicais com radicandos nao negativos, verificando
a validade das mesmas por meio de exemplos. O autor trata de poténcia de expoente
racional sem relacionar esse conceito ao conceito de radiciagao. O autor apenas comenta
que é conveniente que uma poténcia de expoente racional seja definida como um radical,
e traz a seguinte definicao: sendo a um numero real positivo e os numeros inteiros k

. E k :
e n, com n > 1, definimos a» = ({‘/E) . O autor traz alguns exemplos que ilustram
a aplicabilidade da definicao dada. Em outro momento, o autor trata de poténcias de
expoente irracional, e traz como exemplo o desafio de calcular a poténcia 3V2. Neste caso,
o autor parte do fato de que sabemos que v/2 = 1,41421356... (o0 que sabemos nao ser tao
claro assim para os alunos), e a partir desse fato, basta calcular as poténcias aproximando
0s expoentes com aproximagcoes por falta e por excesso. Porém, o autor traz uma tabela
contendo tais valores calculados sem comentar como esses valores podem ser obtidos. Por
fim o autor trata da funcao exponencial propriamente dita, iniciando o assunto com uma
situacao problema que envolve juros compostos e a aplicagao da férmula M = C.(1 + )",
que aplicada ao exemplo dado resulta na fungao M = 2000.(1,0004)". O autor diz que
essa funcao, por apresentar a variavel t no expoente de uma constante positiva e diferente
de 1, é chamada de funcao exponencial. Entretanto, o autor define mais abaixo a func¢ao

exponencial como sendo toda fungao f : R — R%, tal que f(z) = a”

, com a € RY.
Aparentemente as defini¢oes se contradizem, pois na primeira situacao, temos uma funcao
que é chamada de fungao do tipo exponencial, isto é, uma funcao do tipo f(x) = b.a*, e
vemos claramente que f(1) apresenta resultados diferentes em cada uma das definigoes.

Encerrando o capitulo, o autor trata dos gréaficos das fungoes exponenciais, e os casos em

que ela é crescente ou decrescente.

3.5.4 Matematica do Ensino Médio

O livro [12] inicia o capitulo sobre fungao exponencial com uma situagao problema envol-
vendo o crescimento de uma planta aquatica, onde seu diametro triplicava a cada meés.
As autoras apresentam os dados referente ao crescimento da planta durante os quatro
primeiros meses, organizados em uma tabela. Em seguida, apresentam os dados sob a

forma de grafico e afirmam que, observando o grafico, podemos dizer que o crescimento
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dessa planta é exponencial, fazendo referéncia a palavra exponencial pela primeira vez.
As autoras comentam que o crescimento da planta pode ser modelado pela funcao y = 3*
onde y é o diametro da planta no més z. Logo em seguida, definem funcao exponencial
como sendo a funcao f : R — R que a cada x associa o nimero a*, com a > 0 e a # 1.

Apoés a definicao, as autoras trazem alguns exemplos de fungoes exponenciais.

Nos demais livros analisado, todos fazem uma revisao dos conceitos de po-
tenciagao e radiciacao, bem como suas principais propriedades. Entretanto, as autoras
preferiram introduzir o conceito de funcao exponencial sem optar pela revisao de tais
assuntos intimamente ligados ao conceito de funcao exponencial. Outra observacao a ser
feita esta nas justificativas impostas aos valores da base a. As autoras comentam que, no
caso de a = 0, teremos uma funcao constante, “porque 0 = 0 para todo valor de x € R,
com z # —17. Porém, sabemos que 0* nao esta definido para z < 0, e nao somente para

xr = —1, um erro grave em nosso ponto de vista.

As autoras explicam, em uma atividade cujo titulo é “Para Saber Mais”,
como obter o valor de poténcias cujos expoentes sao nimeros inteiros negativos definindo
a "t = a—ln, para a # 0 , poténcias de expoentes fracionérios, definindo a» = ¥/a™, com
a>0,meZen € N* e até mesmo nimeros irracionais, tomando nimeros racionais
que se aproximam cada vez mais do expoente irracional. As autoras também fazem um

estudo do comportamento do grafico da funcao exponencial e os casos em que a funcao é

crescente e decrescente.

3.5.5 Matematica: Contexto e Aplicagoes

No livro [13], o autor inicia o capitulo que trata das fungdes exponenciais com uma situagao
problema que envolve a reproducao de bactérias, onde no inicio da experiéncia havia um
total de 1000 bactérias e esse total dobrava a cada hora. O autor utiliza o exemplo para

definir as fungoes do tipo exponencial, isto ¢, f(x) = b.a” que serdo abordadas no livro.

Apos essa introducao, o autor faz uma revisao das defini¢oes e propriedades
da potenciacao, comecando com poténcias de expoente natural, definindo-a como um pro-

duto de fatores iguais, isto é, a” = g.a.. ... a.q e para o caso n = 1 define a' = a, seguindo
—

N VEZES
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de alguns exemplos de aplicacao da definicao. Em seguida, o autor traz a propriedade

—+n

fundamental das poténcias a™™" = a™.a™ para m, n € N e utiliza a propriedade para

mostrar que (a™)? = a™? para m, p € N. O autor ainda destaca que se a > 1, entao

a" > a" e que se 0 < a < 1, entdao a"! < a™ para n € N.

Em seguida, o autor parte para a as poténcias de expoente inteiro, procu-
rando dar um significado para as poténcias de expoente nulo e negativo, desde que seja

mantida a propriedade fundamental das poténcias. Assim, o autor trata de mostrar qual

0 1 0+

deve ser o valor de a® quando a # 0, partindo do fato de que a®.a' = a®™, o que resulta

em a’.a = a, o que implica que a® = 1 quando a # 0. Em seguida, utilizando o fato de que

1
=a """ = q% = 1, para a # 0, o autor define a " = —. O autor destaca ainda

a
que continuam validas as afirmacoes que se a > 1, entdao a"™ > a" e que se 0 < a < 1,

a ".a”

n+1

entao a < a" mesmo para n € Z.

Na revisao de poténcia de expoente racional, o autor utiliza o fato de que
todo nimero racional r é da forma r = —, com m, n € Z, n # 0. Com isso, procurando
n

manter valida a propriedade fundamental das poténcias, e utilizando o fato de que (a% =

1 1

11 1
arn.an ...an = a'"

3=

1 . .

= a, o autor define a» = {/a com a real positivo. O autor generaliza,
- .~ . m

entao sua definicao para um racional r qualquer da forma r = —, com m, n € Z, n # 0,
n

definindo an = (\”/a)m Apoés as definigoes, traz exemplo e exercicios de aplicacao.

Para as poténcias de expoente irracional, o autor procura dar uma noc¢ao ao
aluno de como obter o valor aproximado da poténcia V2 partindo das aproximagoes de-
cimais de v/2, isto é, 1;1,4;1,41; 1,414 e calculando com auxilio da calculadora cientifica,

1,4.91,41. 01,414
255 2052

os valores de 2*; , mostrando que a medida que o expoente se aproxima de

V2, as poténcias se aproximam de V2,

Apés as revisoes o autor trata da funcao exponencial propriamente dita,
definindo-a para um dado ndmero real a (a > 0, a # 1) a fun¢ao exponencial de base a
como sendo uma funcdo f : R — R definida por f(z) = a”. Em seguida o autor traz alguns
exemplos de fungoes exponenciais e, em uma observagao, justifica as restrigoes feitas nos
valores da base a, entretanto nao utiliza, neste momento, a propriedade fundamental como
argumento como fez nas propriedades das poténcias. O autor também faz a analise dos

graficos das fungbes exponenciais para o caso de a > 0 (func@o crescente) e 0 < a <
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1 (fungao decrescente). Além disso, o autor também trata das equagbes exponenciais,
inequacoes exponenciais, caracterizacao das fungoes do tipo exponencial e uma pequena
nocao da origem do numero irracional e, bem como a importancia da funcao f(x) = e*
na matematica. O autor também traz varios problemas de aplicacao das funcgoes do tipo
exponencial, sendo quatro resolvidos e dez propostos. Em nosso ponto de vista, este é o

livro que mais se aproxima da proposta de trabalho desta dissertagao.
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Capitulo 4

Referenciais Teoricos e

Metodoloégicos

4.1 Introducao

Procuramos destacar e descrever aqui, os principais referenciais teéricos e metodolégicos
que norteiam nosso trabalho de pesquisa, e como tais referenciais influenciaram no desen-

volvimento do trabalho e na elaboracao das atividades propostas.

De maneira geral, nosso trabalho foi elaborado tomando por base a teoria
das situagoes didaticas desenvolvida por Guy Brousseau, juntamente com a metodologia
da engenharia didatica, com base nas ideias de Michele Artigue. Basicamente as ativi-
dades elaboradas tém como um de seus objetivos promover, por meio da resolucao de
problemas cuidadosamente elaborados, uma transferéncia de responsabilidade, ou seja,
atividades que fagcam com que o aluno aceite o desafio de resolvé-las, como se o problema
proposto fosse de seu interesse, e nao somente de interesse do professor que o propos. Evi-
dentemente que entre a aceitacao dessa responsabilidade e a efetiva aprendizagem muitas
etapas deverao ser desenvolvidas, porém se o aluno aceita o desafio proposto e obtém
sucesso, inicia-se um processo de aprendizagem, segundo [14, p. 83]. A elaboragao de
tais etapas e sua execugao consiste no grande desafio pedagdgico que nos propomos. Em
resumo, o conteudo e a elaboracao das atividades se balizarao na teoria das situagoes
didaticas e a metodologia de trabalho procurara seguir, na medida do possivel, os pressu-

postos da engenharia didatica.
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4.2 A teoria das Situacoes Didaticas

Citaremos aqui os pontos principais da teoria das situacoes didaticas desenvolvida por
Guy Brousseau, que trata das formas de apresentacao do conteiido matematico aos alu-
nos, visando compreender melhor o fenomeno da aprendizagem em Matematica. Para
Guy Brousseau, o processo de aprendizagem pode ser caracterizado por um conjunto de

situagoes reprodutiveis. Segundo o autor,

um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo geral (se nao de-
terminado) por um conjunto de situagoes identificdveis (naturais ou didaticas)
reprodutiveis, conduzindo frequentemente & modificacdo de um conjunto de
comportamentos de alunos, modificagao caracteristica da aquisicao de um de-
terminado conjunto de conhecimentos (BROUSSEAU, 1975, p.6 apud [15],
2010, p. 31).

Brousseau busca teorizar os fenomenos ligados as interagoes entre professor,

aluno e saber matemaético, seguindo uma estrutura chamada de sistema minimal [15, p.

O SABER

32|, como ilustra o esquema abaixo.

Episternclogia
do professor

Arelagao do aluno
com o saber

Relaca dagdqgi
(DPHOFESSDR ] PR ALUNO

Figura 4.1: Figura ilustrativa do sistema minimal

A partir de estudos sobre o construtivismo pedagodgico, cuja origem se pauta
na epistemologia genética de Piaget, Brousseau desenvolveu sua pesquisa baseada no fato
de que o aluno aprende por adaptacoes a um meio que produz desequilibrios e contradig¢oes
[14]. Trata-se de um referencial em educagdo matemaética, visto que geralmente as teorias
educacionais tratam da aprendizagem de maneira geral, sem levar em consideragao aspec-
tos caracteristicos da aprendizagem especificamente em matemaética. De certa forma, a

teoria valoriza os conhecimentos mobilizados pelo aluno e seu envolvimento na construcao
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do saber, e o professor, que cria e organiza o meio de forma que o aluno se aproprie de

conteiudos matematicos especificos.

4.2.1 Situacoes didaticas e situacoes adidaticas

Podemos dizer que existird uma situacao didatica sempre que ficar caracterizada uma
intencao, do professor, de ensinar um determinado conteiido matematico. Para Brousseau,

uma situacao didatica é definida como

o conjunto de relagoes estabelecidas explicitamente e/ou implicitamente entre
um aluno ou um grupo de alunos, um certo meio (contendo eventualmente ins-
trumentos ou objetos) e um sistema educativo (professor) para que esses alunos
adquiram um saber constituido ou em constitui¢ao (BROUSSEAU, 1978, apud
[15], 2010, p. 33)

Toda situacao didatica é regida por um contrato didatico, que ¢ um conjunto
de regras explicitas ou implicitas que controlam a relagao entre o saber interposto entre
aluno e professor [14, p. 81]. Entretanto, a ideia de se produzir um ambiente que propicie
desequilibrios e conflitos no aluno, que por meio destes conduzirda a uma aprendizagem
significativa, nao é uma tarefa facil. Nao se trata da reproducao de uma espécie de
ambiente cientifico onde o saber original foi concebido, mas sim a criacao de um meio que
promova eventuais redescobertas, e que despertem o interesse no aluno. Porém, a pratica

de tais redescobertas somente faz sentido em um quadro muito bem definido e estudado.

Uma situagao adidatica é parte essencial de uma situagao didatica. Nela a
intencao de ensinar nao é revelada ao aluno ou nao esta explicita, porém, foi imaginada
e planejada pelo professor, visando provocar a aprendizagem de um determinado saber

[15]. Segundo Brousseau, uma situagao adidatica tem as seguintes caracteristicas:

1. o problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno agir, falar,

refletir e evoluir por iniciativa propria;

2. o problema ¢ escolhido para que o aluno adquira novos conhecimentos justificados

pela logica interna da situacao;

3. o professor assume papel de mediador, e o aluno, o principal ator da construcao de

seu proprio conhecimento.
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O professor deve estar atento a elaboragao de suas atividades, bem como

ao planejamento da situacao de maneira geral. Para [14],

o professor deve evitar a apresentagao precoce de resultados gerais envolvendo
conteudos formalizados e, sempre que possivel, deve promover uma simulagao
de um ambiente cientifico de pesquisa que permita ao alunos vivenciarem mo-
mentos de investigagdo em sala de aula [14, p. 82]

O grande desafio é fazer com que o aluno aprenda em pouco tempo conceitos
que levaram anos para serem elaborados. Isso se d&4 com atividades muito bem planejadas
que despertem no aluno um espirito investigativo, para que este tome para si a respon-
sabilidade de encontrar a resposta do problema, momento esse que podemos chamar de
transferéncia de responsabilidade (devolugao). Na situagao adidética, o aluno trabalha
de maneira totalmente independente, de tal forma que o professor nao exerce nenhuma
intervencao no aprendizado do conceito matematico em jogo, ou seja, ¢ o momento em

que se estabelece as relacoes entre o aluno e o saber.

4.2.2 Modelagem de uma situacao adidatica

Para facilitar a analise do processo de aprendizagem em Matematica, a teoria das situagoes
didaticas decompoe uma situacao adidatica em quatro fases distintas. Sao elas a fase da
acao, formulacao, validacdo e institucionalizacdo. Para Brousseau, a modelagem de uma
situacao adidatica pode ser comparada a um jogo, onde o aprendiz dispoe de ferramentas
para utilizar e regras a serem seguidas. Ao ser completada uma fase inicia-se a fase

seguinte.

Vejamos os principais aspectos de cada uma das fases que compoem uma
situacao adidatica.
Fase da Acgao

Nesta fase, o aluno é colocado em uma situagao que, segundo [15], deve ter as seguintes

caracteristicas:

1. colocar um problema para o aluno cuja melhor solucao, nas condigoes propostas, é

o conhecimento a ensinar;

2. o aluno possa agir sobre essa situacao e que ela lhe retorne informagoes sobre sua

acao.
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Segundo o autor,

Uma boa situagao de agao nao é somente uma situagao de manipulagao livre que
exija uma lista de instrugoes para seu desenvolvimento. Ela deve permitir ao
aluno julgar o resultado de sua acao e ajusté-lo, se necessério, sem a intervengao
do mestre [15, p. 37]

Dessa forma, vemos que uma situacao adidatica de acao, é o momento em
que o aluno se empenha em resolver o problema/atividade proposta, buscando utilizar suas

ferramentas de maneira imediata, produzindo um conhecimento de carater operacional.

Fase da Formulagao

Nesta fase, ocorre a troca de informacoes entre o alunos e seus pares, que podem ser
escritas ou orais. Neste momento o grupo deve explicitar na forma escrita ou oral, as

ferramentas que utilizou para a obtencao da solugao encontrada.

Segundo [14],

Trata-se do caso em que o aluno faz determinadas afirmagoes relativas a sua
interacao com o problema, mas sem intengao de julgamento sobre validade,
embora contenham implicitamente intengoes de validagdo [14, p. 97]

O objetivo central da fase de formulagao, é a troca de experiéncias e a
construcao progressiva de uma linguagem que expresse as ideias contidas na situagao,

bem como as relacoes matemaéticas ali envolvidas.

Fase da Validagao

E 0 momento em que o aluno submete uma mensagem matematica a um interlocutor, com
intuito de verificar a validade do modelo por ele elaborado na fase de formulacao. Ha de
se considerar que as fases da formulacao e da validacao estao intimamente relacionadas,
visto que na validacao, o grupo deve submeter a solucao encontrada para a analise do
interlocutor, que pode aceité-la ou recusé-la, justificando sua decisao. Segundo [14], nesta
fase é necessario que o aluno elabore uma espécie de prova daquilo que ja afirmou nas

fases anteriores.

Fase da Institucionalizacao

Nesta fase o professor formaliza o conceito envolvido da situagao. Uma vez formalizado,
esse conceito passa a fazer parte do conjunto de conhecimentos colecionados por aquele

conjunto de alunos. Segundo [15], a institucionalizacao:
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se feita muito cedo, a institucionalizagdo interrompe a construcao do signifi-
cado, impedindo uma aprendizagem adequada e produzindo dificuldades para
o professor e os alunos; quando feita apds o momento adequado, ela reforca
interpretagoes inexatas, atrasa a aprendizagem, dificulta as aplicagoes [15, p.
40]

Como vemos, é de extrema importancia saber o momento adequado de
adentrar a fase da institucionalizacao, pois se introduzida no momento inoportuno, pode
causar diversas complicagoes no aprendizado do conceito matematico envolvido na si-
tuacao. Vale ressaltar que por mais que o aluno se esforce para resolver e formular uma
solugao que seja valida, este, por si s6, nao ¢é capaz de reconhecer este conhecimento como
novo, sendo necessario que o professor confira a esse conhecimento uma espécie de vali-
dade cultural. Neste ponto a situacao deixa de ser adidatica e passa a ser didatica, pois

o préprio professor deve organizar este conhecimento a ser formalizado, de modo que o

aluno se aproprie desse novo conhecimento.

4.3 Metodologia da Engenharia Didatica

Citaremos aqui os pontos principais da Metodologia da Engenharia Didética, segundo as
ideias de Michele Artigue. Trata-se de uma metodologia de pesquisa de uma determinada
situacao didatica, como parte integrante do quadro tedrico da Didéatica da Matematica.

Segundo Artigue (1988) apud [15],

é uma forma de pesquisa que se baseia no trabalho de um engenheiro, que
para elaborar e executar um projeto, se apoia em conhecimentos cientificos
da &area, aceita submeter-se a um controle de tipo cientifico, mas, ao mesmo
tempo, se vé obrigado a trabalhar com objetos bem mais complexos que os
objetos depurados da ciéncia e, portanto, a enfrentar praticamente, com todos
os meios de que dispoe ,problemas que a ciéncia nao quer e nao pode levar em
conta.

4.3.1 Fases da Metodologia da Engenharia Didatica
As analises prévias

A fase das analises prévias é o momento em que se retrata o quadro tedrico didéatico geral,
bem como o quadro tedrico dos conteidos abordados na sequencia didatica em que sera
aplicada a metodologia da engenharia diddtica. Segundo [15], a fase das andlises prévias

comporta as seguintes agoes:



41

estudar a génese histérica do saber em estudo e suas manifestacoes antigas ou
contemporaneas, suas funcionalidades na matematica e os obstaculos episte-
moldgicos relativos ao conceito; analisar a estrutura matematica do conceito
investigado; analisar o ensino atual e seus efeitos [15, p. 172]

Toda pesquisa que utilize em sua esséncia a metodologia da engenharia
didatica, deve deixar claro que tais acoes foram realizadas, como parte integrante do
planejamento da situacao didatica como um todo. Neste trabalho de pesquisa, as andalises

prévias foram explicitadas nos capitulos iniciais desta dissertacao.

A analise a priori

A fase da andlise a priori é o momento em que sao levantadas os aspectos descritivos e
previsivos da situacao adidatica que se deseja por em pratica. Tal levantamento deve ser
realizado pelo pesquisador, antes que seja feita a experimentacao, para que seja possivel

confrontar os dados coletados com os possiveis resultados. Segundo [15],

A analise a priori é importantissima, pois de sua qualidade depende a situacao-
problema; além disso, ela permite, ao professor, poder controlar a realizagao das
atividades dos alunos, e, também, identificar e compreender fatos observados.
Assim, as conjecturas que vao aparecer poderdo ser consideradas, e algumas
poderao ser objeto de um debate cientifico em sala de aula [15, p. 176]

Ao realizar uma analise a priori bem feita, o pesquisador coleta dados impor-
tantes que serao norteadores no momento da experimentacao, observando se as possiveis
dificuldades elencadas na andlise a priori realmente surgirao. Entretanto, é de extrema
importancia que se faca a andlise a priori no momento correto, pois os dados obtidos ser-
vem de base para a observagao da experimentagao, bem como para o confronto de dados

com a analise a posteriori.

A experimentacgao, analise a posteriori e validagao

A fase da experimentacao é o momento classico em que os alunos entram em contato
com a situacao-problema, isto é, o instante em que certa populacao de alunos realizam a

engenharia como um todo.

A fase da anadlise a posteriori é o momento em que o pesquisador faz o levan-
tamento dos dados obtidos durante a experimentacao, isto é, faz a coleta dos resultados

apos a aplicagao da situagao didética elaborada. Segundo [16]
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Essa fase se apoia sobre todos os dados colhidos durante a experimentacao
constante das observagoes realizadas durante cada sessao de ensino, bem como
das produgoes dos alunos em classe ou fora dela [16, p. 246]

E através do confronto entre os dados elencados na anélise a priori e os
dados obtidos na analise a posteriori, que se da a validacao da hipdtese levantada no
momento da elaboracao da situacao didatica. Segundo [16], é por meio da confrontagao
das duas analises é que sao aceitas ou sao refutadas as hipoteses levantadas no inicio da

engenharia.
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Capitulo 5

Descricao e analise da Folha de

Atividade 1

5.1 Introducao

Iniciamos nossa sequéncia didatica com a Folha de Atividade 1, cujo titulo é: ” Explorando
alguns conceitos”. O objetivo dessa atividade foi recordar e fazer verificagoes e aplicacoes
de alguns conceitos importantes ja estudados pelos alunos, particularmente, a propriedade
principal das poténcias, isto é, ™™™ = a™. a™ para m, n numeros naturais. Vale lembrar
que as dificuldades esperadas citadas na Analise a Priori foram previsoes realizadas antes
da aplicagao da atividade, que aqui serao confrontadas com a realidade, pautada nos

registros feitos durante as aplicagoes.

5.2 Resumo da Aplicacao

A aplicacao da Folha de Atividade 1 ocorreu no dia 03/10/2012 na sala da 1* série A
do Ensino Médio, periodo da manha da E.E. prof® Joao Caetano da Rocha, Distrito de
Tapinas, municipio de Itapolis - SP. A sala é composta por 32 alunos, porém, nesse dia
5 alunos estavam ausentes e nao realizaram a atividade. Assim sendo, a atividade foi
realizada em duplas, num total de 12 duplas e um trio. A atividade é composta de duas
situagoes, sendo que a Situacao 1 foi realizada neste mesmo dia, utilizando duas aulas de
50 minutos cada e a Situagao 2, terminada no dia 17/10/2012 utilizando uma aula de 50

minutos. A Folha de Atividade 1 durou, em sua totalidade, 3 aulas de 50 minutos.
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5.3 Analise a Priori: Expectativas sobre a Folha de

Atividade 1

O objetivo central da Folha de Atividade 1 é fazer o aluno recordar a principal propriedade
das poténcias, (no caso desta folha, poténcias de expoente natural) isto é, na multiplicagao
de poténcias de mesma base, conserva-se a base e o expoente do produto é a soma dos
expoentes dos fatores que compoem a multiplicacao. O bom entendimento desse fato é
de extrema importancia, pois é através dele que serd feita toda a construcao da funcao
exponencial segundo a propriedade que a caracteriza. Vale lembrar que essa propriedade é
uma condi¢ao necessaria mas nao suficiente para a caracterizacao da funcao exponencial.
E necessério que a funcao seja continua, porém, a questao da continuidade nao serd
tratada neste trabalho, apenas uma pequena nogao de convergéncia de sequéncias sera

destacada nas atividades.

A Folha de Atividade 1 é composta de duas situages distintas. A pri-
meira traz problemas que abordam essencialmente a propriedade ja mencionada e a se-
gunda situacao aborda a propriedade sob o ponto de vista das funcoes, utilizando de
sua notacao para representar a propriedade. Vejamos os objetivos especificos de cada

exercicio/problema mencionando em cada caso as dificuldades esperadas.

5.3.1 Problemas da Situacao 1

Problema 1: Objetivos

No problema 1 da primeira situacao, o aluno deve encontrar a quantidade
maxima de caixas da cor vermelha que é possivel armazenar dentro de uma sala cibica
de aresta medindo 3 metros. Como as caixas sao guardadas em pacotes cibicos de aresta
medindo 1 metro (a figura do problema ilustra essa situagao), espera-se que o aluno
encontre a quantidade de caixas contidas em um pacote, no caso 27 caixas por pacote, e
em seguida, calcule a quantidade méaxima de pacotes que é possivel armazenar na sala.
Neste caso também vale destacar que o problema requer habilidades de geometria espacial,

no que se refere ao conceito de capacidade, nocao de espaco tridimensional e calculo do
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volume de um cubo.

=
W\

e
L

Figura 5.1: Figura ilustrativa do problema 1

7

9

De posse dos valores, espera-se que o aluno entenda que é necessario multi-
plicar 27 por 27, obtendo assim a resposta 729. Além disso, ele deve escrever esses fatores
sob a forma de poténcia de mesma base para que assim reconheca que, se os expoentes

dos fatores forem somados, resultara no expoente do resultado.

Problema 1: Dificuldades esperadas

Na primeira etapa do problema (célculo do volume) é possivel que alguns
alunos encontrem dificuldade em recordar como calcular o volume de um cubo. Depois
de calculados os dois volumes, é possivel que alguns alunos somem os volumes ao invés de
multiplica-los, pois pode se tratar de um obstaculo epistemologico varias vezes presente
no ensino de andalise combinatoéria por exemplo. Outra dificuldade possivel pode aparecer

na manipulacao de poténcia, por nao recordarem do assunto.

Problema 2: Objetivos

No problema 2 da primeira situacao, o aluno deve encontrar a quantidade
de quadrados gerados ao final de dois processos de recorte, onde uma folha de papel é
dobrada segundo a ilustragao da figura. Na primeira etapa o aluno deve encontrar como
resposta 4 quadrados. Em seguida deve encontrar mais 4 quadrados novos gerados a partir
de cada quadrado obtido anteriormente. Dessa forma, espera-se que o aluno multiplique
os resultados obtendo assim o total de quadrados, no caso sao 16 quadrados. Seguindo o
mesmo raciocinio do problema anterior, o aluno também deve expressar esses valores sob
forma de poténcia de mesma base e assim verificar que o expoente do produto é igual a

soma dos expoentes dos fatores.
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Figura 5.2: Figura ilustrativa do problema 2

Problema 2: Dificuldades esperadas

E esperado que alguns alunos encontrem as mesmas dificuldades do pro-

blema 1, salvo o célculo de volume que neste problema nao se aplica.
Problemas 3 e 4: Objetivos

Os problemas 3 e 4 sao compostos de tabelas onde o aluno deve completa-las
com o valor de cada poténcia e utilizar esses valores para os célculos que sao cobrados logo
abaixo. O objetivo maior ¢é fazer com que o aluno perceba a propriedade fundamental e

recorra a tabela para observar os expoentes.
Problemas 3 e 4: Dificuldades esperadas

Acreditamos que nao ocorram dificuldades com esses problemas.

5.3.2 Problemas da Situacao 2: Visao geral de todos os proble-

mas

Objetivos

Todos os problemas da situacao 2 tém como objetivo principal tornar mais
amigavel a notacao de funcao para representar a propriedade fundamental das poténcias
que os alunos ja conheciam de anos anteriores, isto é, a™™" = a™.a™. Ao escrever a™" =
a™.a™ podemos ser levados a pensar em uma funcao f com dominio no conjunto dos

nimeros Naturais e contradominio o conjunto dos ntmeros reais, ou seja, f : N — R
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definida por f(n) = a", para um dado ndimero real fixo. Sendo assim, a propriedade
fundamental das poténcias, escrita sob a notagao de fungao, é expressa por f(m +n) =

f(m).f(n), que damos o nome de notagao funcional.
Dificuldades esperadas

Acreditamos que duas grandes dificuldades podem aparecer nesses proble-
mas. A primeira é a prépria dificuldade que os alunos encontram com as fungoes de
maneira geral, sua notacao, dominio, contradominio e imagem. A segunda dificuldade é
relacionar as duas notagoes e perceber que ambas representam a mesma ideia, e esse € o

ponto chave desses problemas.

5.4 Aplicacao e Analise Posteriori

A Folha de Atividade 1 tem inicio com um problema que busca recordar a principal
propriedade das poténcias ja estudada em anos anteriores. Para isso, foi proposto aos
alunos que resolvessem um problema de contagem, onde os mesmos deveriam encontrar a
quantidade maxima de caixas ctibicas de cor vermelha que é possivel armazenar dentro de
uma sala em formato de cubo de aresta medindo 3 metros. Porém, estas caixas vermelhas
estao contidas em pacotes maiores de cor verde, em formato de cubo de aresta medindo

1 metro.

Siinacio 1.

1) Leia atentamente o texto ¢ em seguida responda as questdes abaixo;

“Uma sala de aula tem a forma de wm cubo
cuja aresta mede 3 metros.  Queremos
ammazenar dentro  desta sala a2 maor
quantidade possivel de pacotes iguas ao
pacote da figura a0 lade [pacote de cor verde].
Esses pacotes também em formato de cubo de
Im de aresta sdo compostos de pequenas
caixas [cor vermelha] idénticas ¢ em formato
de cubo. Gostariamos que vocé calculasse a
quantidade maxima de caixas que se pode

armazenar dentro dessa sala™

Figura 5.3: Figura ilustrativa do enunciado do problema 1

Em seguida, uma sequéncia de perguntas é sugerida, na intencao de conduzir

o aluno ao resultado correto, e ao mesmo tempo, recordar os conceitos de poténcia.



48

) Quantas caixas [vermelhas] hd em cada pacote?

) Expresse essa quantidade em forma de poténcia cuja base e expoente

SEjaI MAmETos naturAis
Respost

santidade mixima de pacotes [de cor verde] que podem ser ammzenados

Expresse, s possivel, cssa quantidade como wm produto de fatores iguais

total de caixas., ba
do item ¢). Realize mo
poténcias de mesma base.

) Expresse. se possivel, essa quanhidade em forma de poténcia cuja base ¢ expoente

wimero:

Poskrsa e sk P Pthea 0 Beatan

) Vocé perc lgima relagho cotre o5 expocntes das paténcias [fatares] € o

) Qual seria a quantidade mixima de caixas [cor W clha] que podena e N N
ual serit 2 quantidade mixina de caias [cor vermelha] que poderiam ser crpocte da poténcia [resultado]? Sc sim, esereva com suas palavias qual foi a

armsarenadas na sala?
relagdo observada

Figura 5.4: Figura ilustrativa do enunciado do problema 1

Os alunos apresentaram grande dificuldade nessa atividade por nao domina-
rem satisfatoriamente conceitos da geometria espacial, até mesmo nocao de figura espacial,
pois, notamos que a maioria dos alunos contava apenas os cubos que estavam visiveis na
figura, e, em alguns casos, contavam um a um, sem se utilizar do principio multiplicativo,
como era esperado na analise a priori. Outra dificuldade apresentada foi a nao familia-
rizagdo com este tipo de atividade. Alguns alunos tentavam encontrar a resposta final,
antes mesmo seguirem os passos que os levariam ao resultado desejado, o que mostra falta
de atividades desse tipo no curriculo escolar. Salvo essas dificuldades, os alunos obtiveram
um bom desempenho na resolucao desse problema. Em alguns itens os alunos pediram o

auxilio do professor.

A tabela 5.1 mostra os resultados dessa atividade:

12 Série A
Acertaram 20
Cometeram algum erro 7

Tabela 5.1: Resultados do Problema 1 da Situagao 1

Dos alunos que cometeram algum erro, dois deles nao responderam o item
(h), trés deles erraram o item (g) ao expressar o resultado em forma de poténcia, colocando
como resposta 3* em vez de 3° alem de errar a resposta do item (h) e dois deles erraram
somente a resposta do item (h), colocando como resposta ”Elas sao de base 3.”, quando

na verdade ele deveria reconhecer a propriedade principal das poténcias.

Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:
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Situagdo 1.
1) Leia atentamente o texto ¢ em scguida responda as questdes abaio:

“Uma sala de aula tom a forma dc um cubo

cuja aresta mede 3 metros. Queremos

‘.-’, armazenar dentro dosta sala a  maior

= quantidade possivel de pacotes igasis 80

" pacote da figura ao lado [pacote de cor verde]

‘ Esses pacotcs também om formato de eube de

’ Im de arcsta sio composios de poquenas

‘ caixas [cor venmelha] idénticas ¢ em formato

de cubo. Gostariamos quo vocé caleulasse a

quantidade mixima de caixas que se pode
armazenar deatra dessa salu”

[vermelhas] hé em cada pacote?

b) Expresse, sc possivel, essa quantidade em forma de poténcia cuja base e expoente
scjam niimeros naturais

Resposta

¢) Qual é a quantidade maxima de pacotes [de cor verde] que podem ser armazenados
dentro da sala?
Resposta: _ 2 ¥
[ 1) Expresse, se possivel, o5 quistidsde coma um produto di (aiores igusis
otx 33 % a3
d) Expresse, se possivel, essa quantidade em forma de poténcia cuja base ¢ cxpoente
sejam niimeros naturais. g Viock deve ier porcebide qus & resposta do item f) acima &30 foi por acemo, mas para
Resposta: 33 calcular a quantidade toesl dc caixs, bastou multiplicss o resultado oblido no e 3)

i com © resgiado do item c). Reslize movamente a multplicssso utilizado mpos

posincias de mesma base ®
©) Qual scria a quantidade maxima de caixas [cor vermclha] que poderiam scr e e - i 3
armazenadas na sala? . e A
Resposta: 139 B} Vood perochen abfmmn relagho enre os oxpeentes dm poténcia [faloecs] ¢ o
“““““ / cxpoente da poténcia [rosuliado]? 5o im, cscreva com s palavias gual foi a

Fungio Exponencial Pigina 1

relagha obscrvada
Ko ¥

Figura 5.5: Problema 1 resolvido por uma dupla

O segundo problema proposto aos alunos na Folha de Atividade 1 é um
problema de contagem, que busca recordar a principal propriedade das poténcias ja estu-
dada em anos anteriores. Para isso, foi proposto aos alunos que encontrassem o nimero

total de quadrados gerados a partir de dois processos idénticos de recorte em uma folha

-

Figura 5.6: Figura ilustrativa do problema 2

de papel, como ilustra a figura abaixo.

Primeiramente, a folha de papel, em formato de quadrado, sera recortada
nas linhas pontilhadas, resultando assim, em quatro novos quadrados. Em seguida, o
processo ¢ repetido em apenas UM dos quadrados novos (menores), obtendo assim mais
quatro quadrados ainda menores. O objetivo do problema é fazer com que o aluno en-
contre o total de quadrados obtidos quando se aplica o processo de recorte nos quatro
quadrados gerados no primeiro processo. Com o intuito de conduzir os alunos a resposta
correta, uma sequéncia de perguntas foi elaborada, buscando relacionar a situacao des-
crita com o conceito de poténcia de expoente natural. A figura abaixo ilustra a sequéncia

de perguntas.

Apenas alguns alunos apresentaram dificuldades na interpretacao do pro-
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<

Qual é a quantidade total de quadrados obtidos apés o primeiro processo, isto ¢,
apos recortar as linhas pontilhadas?

Resposta

Escreva essa quantidade em forma de poténcia cuja base e expoente sejam
nimeros naturais.

Resposta

€]

g

Se tomassemos TODOS os quadrados gerados mo primeiro processo, e
aplicdssemos a eles novamente o processo, qual seria a quantidade fotal de
quadrados gerados ao final de dois processos?

Resposta
Expresse, se possivel, essa quantidade como um produto de fatores iguais.

Resposta x

Vocé deve ter percebido que a resposta do item f) acima nao foi por acaso, mas
para calcular a quantidade total de quadrado, apés no segundo processo, bastou
multiplicar o resultado obtido no item a) com o resultado do item c). Realize

novamente a multiplicagéio utilizando apenas poténcias de base 2.

¢) Tomando apenas UM novo quadrado gerado a partir do primeiro processo e
aplicando a ele 0 mesmo processo inicial, quantos novos quadrados nés obtemos? Resposta % =
Poéncia fator]

Poténcia [fator] Poténcia do Resultado

Resposta b

Vocé percebeu alguma relagdo entre os expoentes das poténcias [fatores] e o
d) Escreva essa quantidade em forma de poténcia cuja base e expoente sejam

niimeros naturais. [Utilize a mesma base usada no item b)]

expoente da poténcia [resultado]? Se sim, escreva com suas palavras qual foi a
relagio observada.
Resposta

Resposta

Figura 5.7: Figura ilustrativa do enunciado do problema 2

blema pedindo a orientacao do professor, a grande maioria resolveu o problema sem gran-
des dificuldades. Outra dificuldade apresentada foi a nao familiarizacao com este tipo de
atividade. Alguns alunos tentavam encontrar a resposta final, antes mesmo seguirem os
passos que os levariam ao resultado desejado, o que mostra falta de atividades desse tipo
no curriculo escolar. Salvo as dificuldades mencionadas, os alunos obtiveram um bom

desempenho na resolugao desse problema.

A tabela 5.2 mostra os resultados obtidos:

1* Série A
Acertaram 21
Cometeram algum erro 6

Tabela 5.2: Resultados do Problema 2 da Situagao 1

Dos alunos que cometeram algum erro, dois deles nao responderam o item
(h), dois deles erraram o item (h) respondendo ”Eles sao de base 2”, quando na verdade
o aluno deveria responder se reconheceu alguma relacao entre os expoentes das poténcias.
Por fim, dois alunos erraram o item (c) respondendo que seriam encontrados 16 quadrados
quando o processo for aplicado a apenas UM quadrado, o que mostra claramente o desejo

de encontrar a resposta final antes da conclusao de todos os passos.
Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:

O terceiro problema proposto aos alunos na Folha de Atividade 1 foi uma
tabela onde os alunos deveriam completa-la com os resultados das poténcias pedidas.

Em seguida, alguns calculos sao pedidos com o objetivo de relacionar o



Em seguida corte [com tesoura] a folha nas dobras (linhas pontilhadas). obtendo
novos quadrados idénticos. Repita o processo inicial novamente ¢ em cada quadrado
obtendo-se novos quadrados idénticos

a) Qual ¢é a quantidade total de quadrados obtidos apés o primeiro processo, isto €,
apés recortar as linhas pontilhadas?

4
Resposta:_ 4

<

Fscreva cssa quantidade em forma de poténcia cuja base e expoente scjam
numeros naturais.

Resposta:_&

) Tomando apenas UM novo quadrado gerado a partir do primeiro processo e
aplicando a ele 0 mesmo processo inicial, quantos novos quadrados n6s obtemos?
Resposta__ 1

d) Escreva cssa quantidade em forma de poténcia cuja basc e cxpoente sejam
nimeros naturais. [Utilize a mesma base usada no item b)]

Resposta

Fungao Exponencial Pégina 2

)

Se tomésscmos TODOS os quadrados gerados mo primeiro processo, ©
aplicassemos a clos novamentc o processo, qual seria a quantidade total de
quadrados gerados ao final de dois processos?

Resposta: __\

Expresse. s possivel, essa quantidade como um produto de fatores iguais

Resposta: 44,

Vocé deve ter pereebido que a resposta do item f) acima néo foi por acaso, mas
para calcular a quantidade total de quadrado, apés no segundo processo, bastou
multiplicar o resultado obtido no item a) com o resultado do item c). Realize
novamente a multiplicagéio utilizando apenas poténcias de base 2.

Resposta:

potnca o] oo Poenca o Restnde

Voot perceben alguma relagio enire os cxpoentes das poténcias [fatores] ¢ o
expoente da poténcia [rosultado]? Se sim, escreva com suas palavras qual foi a
relagdo observada.

Resposta: Sy Caoxy ¥

Figura 5.8: Problema 2 resolvido por uma dupla de alunos

3) Complete as seguintes tabelas com os valores das respectivas poténcias indicadas. Em
seguida, siga os passos para observar uma propriedade:

[Potencia | 3" [ 32 [ 3° [ 3° [ 3 |

| Resultado | | | [ [ | [ |

Obtenha o valor de: 9x 81 =

Escreva os fatores da multiplicacdo anterior na forma de poténcia de base 3. Faca o
mesmo com o resultado encontrado preenchendo as lacunas abaixo:

Resposta: X =

Poténcia

a)
b)

Poténcia Poténcia do Resultado

Vocé perceve alguma re1acao entre 0s expoentes’

Resposta:

Obtenha o valor de: 9x 243 =

Escreva os fatores da multiplicacdo anterior na forma de poténcia de base 3. Faca o
mesmo com o resultado encontrado preenchendo as lacunas abaixo:

Resposta: X =

Poténcia

<)
4

Poténcia Poténcia do Resultado

Vocé percebe alguma relacao entre 0s expoentes’

Resposta:

Figura 5.9: Figura ilustrativa do enunciado do problema 3

resultado das multiplicagoes realizadas com os resultados na forma de poténcia, fazendo
com que os alunos percebam que a ideia central é a propriedade fundamental das poténcia.

Os alunos nao apresentaram dificuldades na realizacao dessa tarefa.

A tabela 5.3 mostra os resultados obtidos:

12 Série A

23
4

Acertaram

Cometeram algum erro

Tabela 5.3: Resultados do Problema 3 da Situagao 1

Dos alunos que cometeram algum erro, dois deles erraram o item (b) expres-
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sando de maneira incorreta os fatores da multiplicacao em forma de poténcia de mesma
base, escrevendo 33.32 = 35 quando o correto seria 32.3* = 3. Esses mesmos alunos
cometeram os mesmos erros no item (d), escrevendo 3%.3* = 3" quando o correto seria
32.3° = 37. Outros dois alunos erraram o item (d), ao expressar de maneira incorreta o

fator 243 em forma de poténcia de base 3, colocando como resposta 32.37 = 3°.

Abaixo temos o problema resolvido por uma dupla de alunos:

3) Completc as seguintes tabelas com os valoros das respectivas poténcias indicadas. Em
seguida, siga os passos para obscrvar uma propriedade

T e I ol o B [ i ]

Resultado | = | 9 | | D> 1729 281

a) Obtenhao valordei9x81= 7ol 2
b) Escrova os fatores da multiplicagéo anterior na forma de poténcia e base 3. Faga o
mesmo com o resutado engontrado preepchendo s Iacunas abaixo
3V D %

Resposta. LB s

o e
Voot percene ajguma relagao enire 0s cxpocnics

Resposta; o |

valor o5 2 ;
s fatores da multiplicagio anterior na forma de poténcia de base 3. Faga o
mesmo com o resultado encontrady precuchindo as lacunas abaixo

Resposta: _ 3" x_3 =

0 0
4

roera
Vocé perceve alguma relagao cnire
Resposta 22

Comnlete ac seonintes tahelas com os valores das resnectivas noténcias indicadas. Em

-3

Figura 5.10: Problema 3 resolvido por uma dupla de alunos

Para encerrar o bloco de problemas da Situacao 1, temos, no problema 4,
novamente uma tabela com os mesmos propédsitos do problema 3, porém, o problema 3
tratava de poténcias de base igual a 3, e no problema 4 as poténcias sao de base igual a
4.

Em seguida, alguns célculos sao pedidos com o objetivo de relacionar o
resultado das multiplicagoes realizadas com os resultados na forma de poténcia, fazendo
com que os alunos percebam que a ideia central é a propriedade fundamental das poténcia.
Na alternativa (e), os alunos devem aplicar a propriedade que reconheceram nos itens
anteriores.

Os alunos nao apresentaram dificuldades na realizagao dessa tarefa.

A tabela 5.4 mostra os resultados obtidos:

1* Série A
Acertaram 21
Cometeram algum erro 6

Tabela 5.4: Resultados do Problema 4 da Situagao 1
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4) Complete as seguintes tabelas com os valores das respectivas poténcias indicadas. Em
seguida, siga os passos para observar uma propriedade importante da potenciagio.

[Po@ncia | a8 [ # [ & [ 4 [ & [ 4 | 4 |
| Resultado | | | | | | | |

a) Obtenha o valor de: 64 x2356 =

b) Escreva os fatores da multiplicacdio anterior na forma de poténcia de base 4. Faca o
mesmo com o resultado encontrado preenchendo as lacunas abaixo:
Resposta: X =

Poténcia Poténcia Poténcia do Resultado
Vocé perceve alguma re1acao entre 0s expoentes’

Resposta:

c) Obtenha o valor de: 16 x 256 =

d) Escreva os fatores da multiplicacdo anterior na forma de poténcia de base 4. Faca o
mesmo com o resultado encontrado preenchendo as lacunas abaixo:
Resposta: X =

Poténcia Poténcia Poténcia do Resultado
Vocé perceve alguma re1acao entre 0s expoentes’

Resposta

€

Utilizando a regra que vocé descobriu acima, escreva na forma de poténcia as
multiplicacdes:
o 3*.37=

2° W=

Figura 5.11: Figura ilustrativa do enunciado do problema 4

Dos alunos que cometeram algum erro, todos eles (os seis alunos, isto é,
trés duplas) erraram no cdlculo da poténcia 47. Dois deles erraram a tabela e dois deles

erraram nos dois ultimos itens da tabela.
Na figura 5.12 temos o problema resolvido por uma dupla de alunos.

A maioria dos alunos conseguiu chegar até a resolucao desse problema no dia
03/10, de modo que os exercicios da Situacao 2 ficaram para o préximo encontro que ficou
marcado para o dia 17/10. Na verdade, o segundo encontro deveria ser dia 10/10, porém,
a escola realizou nesse dia varias atividades diferenciadas, dentre elas jogos, campeonatos,
em comemoragao ao dia das criangas, dia 12/10.

Vale lembrar que no segundo encontro, dia 17/10, apenas um dos alunos

estava ausente, num total de 31 alunos, distribuidos em trés trios e onze duplas.

Na Situacao 2 da Folha de Atividade 2, temos todos os problemas com o
mesmo objetivo central, que é tornar mais familiar a propriedade das funcoes exponenciais

" = q™.q" em termos de uma funcao

escrita na notacao de funcao, isto é, ao escrever a™
f N — R definida por f(n) = a™, sendo assim, a propriedade fundamental das poténcias,
escrita sob a notagao funcional, é expressa por f(m +n) = f(m).f(n).

Assim, no primeiro problema da Situagao 2, consideramos a base fixa e
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4) Complete as seguintes tabelas com os valores das respectivas poténcias indicadas. Em
seguida, siga os passos para observar uma propriedade importante da potenciagao.

[ Poténcia | 4 e N |y R |
Resulado| 4 | % | 64 | @56 | hO=Al 409] 163%)
24¢ 164 5%
S R
e 3 i) =
Fungio Exponencial | ’ o4 Pigina 3
0.
738 ¢

=y g T —
S e
z%
]
~oY
A 24
a) Obtenha o valor de: 64 x 256 = 16234 G+
b) Escreva os fatores da multiplicagdo anteriét ma tna de poténcia de base 4. Faga o
mesmo com o gesu]tado encontrado prefnchcndo as lacunas abaixo:
Resposta: L\~ . x 4 = 4=
Potencia Potencia Poténcia do Resuitado
Vocé percepe aiguma relagao entre 0s €Xpoentes /
Resposta: (Orrovey - o G, bomt & reveou e WO ded - =ua
%96
¢) Obtenha o valorde: 16x256= 4 096 x G
d) Escreva os fatores da multiplicagdo anterior na forma de poténcia de base 4. Faga o }“ 35
mesmo com o resultado encontrado preenchendo as lacunas abaixo: A 5
Resposta: 4| X = £6—L
boircn  Pota  PolbrodoResutado Ho%e

Vocé perceve aiguma re1agao entre 0s €Xpoentes /

Resposta:_ (Spontdunion = 0 v bonts o, JoProy R \wioperltd

€

e

Utilizando a regra que vocé descobriu acima, escreva na forma de poténcia as
multiplicagdes: n
e L
LI, e
¢ 2.2%= g
o 100.10%= IO
& 7Ol
s ?
. 6.6 6

Figura 5.12: Problema 4 resolvido por uma dupla de alunos

expoente variando no conjunto dos nimeros naturais e a fungao f : N — R definida
por f(n) = a™. Nosso objetivo é descrever a mesma propriedade fundamental verificada,
porém, expressa como uma propriedade da funcao considerada. Para esse problema a

base adotada foi a = 2.

A figura 5.13 ilustra o enunciado desse problema.

1) Considere a fun¢do {:M — R definida por FI:n:I=2"_ Sendo assim, expresse na

forma de poténcia de base 2:

2 1(3)=
b) £(2)=
Q) [(3+2)=
@) 1(3)1(2)=

e) Qual a relagio existente entre os itens c} e d)?
Resposta:

f) Portanto, o item e} permite escrever:
£+ )=f( L£(). ousda, @)X )=@2)0. Q)

Figura 5.13: Figura ilustrativa do enunciado do problema 1 da segunda situagao
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Antes da resolucao desse problema, uma pequena exposicao em lousa foi
realizada enfatizando os conceitos basicos de fungoes, bem como seu valor numérico, afim

de que os alunos recordassem esses conceitos.

A grande maioria dos alunos nao apresentou dificuldades na resolucao desse

problema.

A tabela 5.5 mostra os resultados obtidos:

1* Série A
Acertaram 29
Cometeram algum erro 2

Tabela 5.5: Resultados do Problema 1 da Situagao 2

Apenas uma dupla de alunos errou os itens (c) e (d) desse problema por nao
entender que f(3+2) = 2372 = 2°_ escrevendo como resposta do item (c) f(3+2) = 23422
mostrando grande dificuldade no célculo do valor numérico de uma fungao. No item (d),
o aluno escreveu f(3).f(2) = f(3.2) = 23.22 = 2° mostrando novamente uma confusio

com a propriedade da funcao e o produto de seus valores numeéricos.

Na figura 5.14 temos o problema resolvido por uma dupla de alunos.

Situagao 2.

Se considerarmos base fixa ¢ cxpoente variando no conjunto dos mimeros naturais.
somos levados a pensar em £:N >R definidas por £(n)=2". Nosso objetivo é descrever a

mesma propricdade fundamental acima verificada, porém, cxpressa como uma propriedade da
fungéio considerada. Vejamos:

1) Considere a fungiio £:N—R definida por f(n)-2". Sendo assim, expresse na
forma de poténcia de base 2
8 £(3)=_o

b) f(2)=

o fEr=dB)=2"

& FE) ()L

) Qual arclago existente entre os itens c) ¢ d)?
Resposta_ D08 isuanin

) Portanto o item ¢) permite escrever:
Fungio Exponencial Pigina 4
f(3+D=1(3).f(D. ouscja, 2°7~=2 2°

Figura 5.14: Problema 1 da Situagao 2 resolvido por uma dupla de alunos



56

Assim como no primeiro problema da Situagao 2, o problema 2 considera
base fixa e expoente variando no conjunto dos nimeros naturais e a funcao f : N — R
definida por f(n) = a". Nosso objetivo é descrever a mesma propriedade fundamental
verificada, porém, expressa como uma propriedade da funcao considerada. Para esse

problema a base adotada foi a = 3. A figura 5.15 ilustra o enunciado desse problema.

2) Considere a fungdo f:N — R definida por f(n)=3". Sendo assim, obtenha:
a) f(3)=

b) £(2)-

o) f(3+2)=

d) £(3).£(2)=

e) Qual a relagdo existente entre os itens c) e d)?
Resposta:

f) Portanto o item e) permite escrever:

f( + )=f( ).f( ). ouseja, 30 70I=30 30
Figura 5.15: Figura ilustrativa do enunciado do problema 2 da segunda situacao

A grande maioria dos alunos nao apresentou dificuldades na realizacao dessa

tarefa. A tabela 5.6 os resultados obtidos nessa atividade:

1* Série A
Acertaram 26
Cometeram algum erro 5

Tabela 5.6: Resultados do Problema 2 da Situagao 2

Uma dupla e um trio de alunos cometeram o mesmo erro nesse problema,
sendo o mesmo erro apresentado pelos alunos no problema anterior, isto €, o trio de alunos
errou o item (c) desse problema por nao entender a ideia de que f(3 + 2) = 33t2 = 35,
escrevendo como resposta do item (¢) f(3 4 2) = 3% 4+ 32, mostrando grande dificuldade

no calculo do valor numérico de uma funcao.

A figura 5.16 mostra o problema resolvido por uma dupla de alunos.
Como nos problemas anteriores da Situagao 2, o problema 3 considera base
fixa e expoente variando no conjunto dos nimeros naturais e a funcao f : N — R definida

por f(n) = a™. Nosso objetivo é descrever a mesma propriedade fundamental verificada e
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2)
a)

b)

d

e)

Considere a fungdo f:N—R definida por f(n)=3". Sendo assim, obtenha:

£(3)=-

£(2)=

£(3+2)=

£(3).£(2)=

Qual a relag@io existente entre os itens ¢) ¢ d)?
Resposta;

Portanto o item ¢) permite escrever:

f(3+R)=1(3) .f(8), ouseja, 3R =31 3%,

Figura 5.16: Problema 2 da Situacao 2 resolvido por uma dupla de alunos

expressa como uma propriedade da fungao considerada, porém, agora enfatizando que a

base pode ser um numero real negativo. Para esse problema a base adotada foi a = —3.

A figura 5.17 ilustra o
3)
a)
b)

©)

4

e)

enunciado desse problema.

Considere a fungdo f:N — R definida por f(n)=(-3)". Sendo assim, obtenha:

£(3)=

f(2)=

f(3+2)=

F(3).F(2)=

Qual a relagdo existente entre os itens ¢) e d)?
Resposta:

Portanto o item e) permite escrever:

£( + )=f( ).£( ), ouseja, (3) 7O =3 (-0

Figura 5.17: Figura ilustrativa do enunciado do problema 3 da segunda situacao

Um ndmero consideravel de alunos apresentaram dificuldades na realizacao

dessa tarefa. A tabela 5.7 mostra os resultados obtidos nessa atividade:

12 Série A
Acertaram 9
Cometeram algum erro 22

Tabela 5.7: Resultados do Problema 3 da Situagao 2
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Dos 22 alunos que cometeram algum erro, 15 cometeram o mesmo erro de
nao colocar entre parénteses a base negativa. Nesta andlise, essa escrita foi considerada
como erro, apesar de que para esse caso particular (a = —3), o resultado seria o mesmo,
isto é, —3° = (—3)5.

Dois alunos erraram o exercicio completamente por considerar a base a = 3
e nao a = —3, talvez por falta de atencao. Os cinco alunos restantes, foram os mesmo
cinco alunos que cometeram os erros no problema anterior, ou seja, erraram o item (c)
desse problema por nao entenderem a ideia de que f(3+2) = (—3)*"% = (—3)°, escrevendo

como resposta do item (¢) f(3+2) = (=3)> + (—3)* = (—3)°.
A figura 5.18 mostra o problema resolvido por uma dupla de alunos.

3) Considere a fungfo f:N >R definida por f(n)=(=3)". Sendo assim, obtenha:
a) f(3)=_(=3)°

b f@)-_(3)’
o fas)=4517 =2) 7

emogs o B
L L)y 7= 03

Resposta; foup  vitoatlQatds L

f) Portanto o item €) permite escrever:

£(5+2)=1(3).f(2). ousegja, (-3) B = (3)2 (3)“

Figura 5.18: Problema 3 da Situagado 2 resolvido por uma dupla de alunos

Assim, finalizando a série de problemas da Situagao 2, o problema 4 consi-
dera base fixa e expoente variando no conjunto dos niimeros naturais e a funcao f : N -+ R
definida por f(n) = a". Nosso objetivo é descrever a mesma propriedade fundamental
verificada e expressa como uma propriedade da funcao considerada, porém, agora enfati-
zando que a base pode ser um nimero real negativo. Para esse problema a base adotada

fol a = —2.

Comparado com o problema 3, as dificuldades apresentadas no problema
4 diminuiram, todavia grande parte dos alunos ainda erraram por nao colocar entre

parénteses a base negativa. A tabela 5.8 os resultados dessa atividade:
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1* Série A
Acertaram 15
Cometeram algum erro 16

Tabela 5.8: Resultados do Problema 4 da Situagao 2

Dos 16 alunos que cometeram algum erro, 11 cometeram o mesmo erro de
nao colocar entre parénteses a base negativa. Nesta andlise, essa escrita foi considerada
como erro, apesar de que para esse caso particular (a = —2), o resultado seria o mesmo,
. s _25 _ _2 5 O . 1 ~
1sto e, = (—2)°. Os cinco alunos restantes sdo os mesmos que cometeram 0s erros
nos problemas anteriores, ou seja, erraram o item (c) do problema por nao entenderem a
ideia de que f(3+2) = (—2)>™ = (—2)5, escrevendo como resposta do item (c) f(3+2) =
(=2)° + (=2)* = (-2)".

A figura 5.19 mostra o problema resolvido por uma dupla de alunos.

4) Considere a fungdo f:N—R definida por f(n)=(-2)". Sendo assim, obtenha:
a) f(3)=

b) £(2)=

Fungio Exponencial Pagina 5

c) E(3t2)=

d) £(3).£(2)=_L-& A

¢) Qual arelagdo existente entre os itens c) e d)?
Resposta:

f) Portanto o item €) permite escrever:

f(2+R)=f(3).f (@), ouseja, (-q)'7 ™=(-2)< (-2)*

Figura 5.19: Problema 4 da Situacao 2 resolvido por uma dupla de alunos

Além das duas situacoes presentes em cada Folha de Atividade, todas elas

contém em seu final um pequeno resumo das principais ideias exploradas durante a re-

solucao da Folha de Atividade, que foi nomeado aqui de “O que vocé aprendeu?”.

A figura 5.20 mostra o quadro “O que vocé aprendeu?”desta atividade.
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/ - A
" 0quevocé aprendeup

Fatos importantes:
Conjunto dos Numeros Naturais ()
¢ A propriedade das poténcias 2a™™ =a". 2", quando expressa na forma de
fungio f: N — R ¢ cserita como f(m+n)=f(m).f(n).
o Verificagdes da validade da propriedade fundamental.

®  Abase “a” pode ser qualquer nimero real.

G S

Figura 5.20: “O que vocé aprendeu?”’da Folha de Atividade 1

5.5 Conclusao

Através da aplicagao da Folha de Atividade 1 pudemos recordar os conceitos basicos das
poténcias de expoente natural e base real juntamente com os conceitos bésicos de fungao.
Com os problemas presentes na Situagao 2, os alunos perceberam que a propriedade
fundamental das poténcias, a qual ja era conhecida deles de anos anteriores, pode ser
escrita utilizando a notacao de funcao. Nosso objetivo é mostrar durante as demais
atividades, que esta propriedade acaba sendo a propriedade fundamental que caracteriza
uma func¢ao exponencial.

Queremos deixar claro que sabemos que nao basta apenas esta propriedade
para caracterizacao da funcao exponencial, precisamos também da hipétese da continui-
dade, mas, nesse nivel enfatizamos mais a propriedade destacada.

Apesar de alguns alunos encontrarem dificuldades em conceitos exteriores
aos apresentados nesta folha de atividade, acreditamos que esta alcancou os objetivos

desejados, contribuindo para uma melhor entendimento da funcao exponencial.
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Capitulo 6

Descricao e analise da Folha de

Atividade 2

6.1 Introducao

Vimos que o objetivo principal da Folha de Atividade 1 foi destacar a principal propriedade
das poténcias, ou seja, a™™" = a™.a", onde a base a é um nimero real e o expoente é um
numero natural. Porém, hd uma andlise a ser feita quando o expoente ¢ igual a zero e isso
implica que algumas consideracoes precisam ser feitas. Nesse sentido, intercalando entre
uma Folha de Atividade e outra, foram elaboradas folhas explicativas denominadas de
Complementos. Cada folha de complemento contém informacoes sobre fatos que merecem
uma atencao especial, os quais nao foram comentados durante a atividade em si. Assim,
a primeira folha de complemento, cujo titulo é "Pensando em expoentes negativos”, tem
como objetivo principal, deixar claro ao aluno quais devem ser os possiveis valores de
uma poteéncia que tenha expoente igual a zero, e ainda mostrar que se a base a for nula,

teremos uma funcao constantemente nula se definirmos 0° = 0.

Para que os alunos compreendessem melhor os possiveis valores que uma
poténcia de expoente igual a zero pode assumir, recorremos a representacao funcional das
poténcias, isto é, f : N — R definida por f(n) = a", onde a propriedade fundamental
das poténcias é representada por f(m + n) = f(m).f(n). Assim, a® = "™ = a.a° =

2 . , :
(a®)”. Nesse momento enfatizamos que o valor de a® é desconhecido. Chamando a° de

y, os alunos foram desafiados a resolver a equacao do segundo grau y = y?, em que
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y = a® = f(0). Cada aluno recebeu uma folha de complemento que nao foi recolhida,
e neste caso, como tarefa deveria resolver a equacao e completar os espacos em branco
com os valores correspondentes. Os alunos deveriam encontrar y = 0 e y = 1 como
raizes da equacao obtida. Gostariamos de destacar um fato crucial decorrente da escolha
a® =0. Se a” = f(0) =0, entdo a = a' = a'™® = a'.a® = a'.0 = 0. O fato crucial ¢
que se eventualmente a” = 0, entdo necessariamente teriamos a prépria base a igual a
zero. Isto significa que se assumirmos a’ = 1 necessariamente teremos a # 0, evitando a
possibilidade da fung¢ao ser identicamente nula. A figura 6.1 ilustra parte da atividade da

folha de complemento 1.

IS o )
1) Expresse t(DJ:a em fungio dea’ completando as lacunas abaixor
f{0)=a"=a" 7~ =4 a = [;1 { (1.4)
Logo fazendoy = a” em (1.4) obtermos a seguinte equagio:
v=( ) (1.5)

2) Escreva uma equacio equivalente g equagio obtida em (1.5) e resolva essa equacio. Em
seguida complete as lacunas abaixo com os possiveis valores de v.

Resposta

y= ol y= (1.6)
Isto significa que necessariamente:

at'= ou A= (1.7)

Figura 6.1: Atividade da Folha de Complemento 1

Cada folha de complemento é entregue assim que uma atividade termina.
A folha de complemento 1 foi entregue no dia 17/10/2012 e retomada no encontro se-
guinte, dia 24/10/2012 onde fizemos uma exposicao em lousa sobre as ideias bésicas do

Complemento 1.

6.2 Resumo da Aplicacao

No segundo encontro, dia 24/10/2012, todos os 32 alunos estavam presentes, sendo que

a divisao em grupos foi de 4 trios e 10 duplas. Apds as discussoes a respeito das ideias
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contidas no complemento 1 e que consumiram o tempo de uma aula de 50 minutos, a Folha
de Atividade 2 foi entregue aos alunos. Esta folha tem como objetivo principal estender
a validade da propriedade fundamental da funcao exponencial, até entao definida sobre
o conjunto dos nimeros naturais, para o conjunto nimeros inteiros. O ponto principal é
a definicao de poténcias com expoente inteiro e negativo e a preservagao da propriedade
fundamental. A atividade é composta de duas situagoes, sendo que a Situacao 1 foi
realizada neste mesmo dia, utilizando mais uma aula de 50 minutos e totalizando nesse
dia duas aulas de 50 minutos cada (incluindo o tempo utilizado com comentéarios da folha
de complemento 1) e a Situac@o 2, terminada no dia 31/10/2012 utilizando uma aula de
50 minutos. Em resumo, a Folha de Atividade 2 durou, aproximadamente, 3 aulas de 50

minutos.

6.3 Analise a Priori: Expectativas sobre a Folha de

Atividade 2

O objetivo central da Folha de Atividade 2 é estender a definicao de poténcia de expoente
natural para poténcia de expoente inteiro e negativo. Fazemos isso definindo conveni-
entemente as poténcias de expoente negativo de modo que se mantenha a validade da

“+n

propriedade fundamental, isto é, a™™ = a'™.a™ para quaisquer m,n € Z. Vale lembrar,

que nés estamos assumindo a # 0. Dessa forma, podemos justificar o que normalmente
o, 1 ., I
parece ser uma regra a ser decorada nas escolas, ou seja, a”" = —. Isto ndo ¢ definigao,
a
mas sim uma consequéncia da propriedade fundamental das func¢oes exponenciais. Nesse
sentido, este trabalho tem, dentre seus objetivos, completar algumas lacunas existentes
no atual ensino de funcao exponencial, e colaborar para que nao somente os alunos, mas

também possivelmente professores, possam se beneficiar dos conceitos e das ideias aqui

explorados e fundamentados.

A Folha de Atividade 2 é composta de duas situacgoes distintas. A primeira,
através do didlogo entre dois estudantes, trata essencialmente da maneira mais conveniente
de se definir uma poténcia de expoente inteiro e negativo. A segunda situacao aborda a
aplicacao da definicao elaborada na Situacao 1. Vejamos os objetivos especificos de cada

problema mencionado e as dificuldades esperadas.



64

6.3.1 Problemas da Situacao 1

A situagao 1 traz apenas um problema que contém um didlogo entre dois alunos discutindo
sobre qual deve ser a melhor definicao para uma poténcia de expoente inteiro e negativo,

de modo que continue valida a propriedade fundamental das poténcias.
Problema 1: Objetivos

O objetivo principal desse problema é mostrar aos alunos uma forma de se
definir uma poténcia de expoente inteiro e negativo, bem como uma maneira facil de se
encontrar o seu valor, recorrendo a conceitos ja estabelecidos na atividade anterior.

Para encontrar o valor de 27!, os alunos A e B, em sua discussao, utilizam
o fato de que 1 = 20 = 21+(=1) = 21 271 ¢ chamando de y o valor (desconhecido) de 271,
obtém a seguinte equacao do 1° grau: 2.y = 1. O objetivo do didlogo é despertar nos
alunos um comportamento investigativo aliado as descobertas dos alunos no didlogo, para
juntos encontrarem uma nova propriedade das poténcias. A figura 6.2 ilustra o parte do
didlogo dos alunos.

1) O grande segredo sobre a validade da propriedade para nimeros inteiros é definir de
forma adequada poténcia de expoente inteiro e negativo. Pensando em descobrir essa
definigdo por tentativas, dois alunos discutiam a respeito desse assunto.

Observe o didlogo entre os dois alunos sobre qual deve ser o valor de 27

Aluno A: - Para encontrarmos o valor de 27, podemos utilizar o fato de que 2° =27
O que vocé acha?

Aluno B: - Mas vocé ainda nfo tem 27| nfio entendi onde vocé quer chegar.

Aluno A- - Se a propriedade principal continua valendo e como 2°=1, entdo
1=2°=2% 22127 ouseja, 2127 =1.

Aluno B: - Ah! J4 entendi. Como 2™ é um valor desconhecido, e é o valor que estamos
procurando, vamos chamé-lo de y, isto &, ficaremos com a seguinte equagiio 2'. y =1e

‘vamos procurar descobrir quanto esse y deve valer, pois, essa equaciio é conhecida e facil
de resolver. E vocé, sabe calcular o valor de y?

a) O aluno B, em sua segunda fala, encontra uma equacio que permite encontrar o valor
dey, o qual deve ser o valor de 27, e, além disso, diz que essa equagiio é ficil de ser
resolvida. Vocé seria capaz de resolver essa equacio e determinar o valor de y?
Resposta

Figura 6.2: Enunciado do Problema 1 da primeira situagao

No item (a), os estudantes sdo desafiados a encontrar a raiz da equagao
2'.y = 1, descobrindo assim o valor da poténcia 271, No item (b), os alunos sao desafiados
a repetir o processo anterior, descobrindo o valor de 272, raiz da equacao 22.y = 1, isto é,
o objetivo é encontrar a raiz dessa equagao. Finalizando a ideia, o item (c) generaliza o
argumento para uma base a # 0 qualquer e para um expoente m € N qualquer, trazendo

m

em seu enunciado a identidade a™.a™™ = a® = 1. Assim, partindo da identidade fornecida
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no enunciado e seguindo a mesma linha de raciocinio dos itens anteriores, o desafio desse

. _ 1
item € obter a equagao a™.y = 1 e resolve-la, encontrando assim o valordey = a™" = —,
a

ou seja, que a~™ é o inverso multiplicativo de a™.
Problema 1: Dificuldades esperadas

Acreditamos que possivelmente ocorram dificuldades com relacao a inter-
pretagao do didlogo, por se tratar de uma transposicao da ideia abstrata de expoente
negativo para uma situagao mais préxima do mundo real, visto que nao é comum encon-
trarmos problemas nos quais o conceito de expoente negativo seja abordado do concreto
para o abstrato. Além disso, tivemos grande dificuldade na elaboracao desse problema
por nos depararmos exatamente com essa questao, isto é, a poténcia de expoente nega-
tivo é uma maneira alternativa de se representar uma fragao cujo numerador ¢ igual a 1
e o denominador uma poténcia de expoente natural, o que se torna um fator dificulta-
dor quando tentamos elaborar um problema contextualizado envolvendo essa ideia, pois,
para o aluno, é mais comum a representacao l do que 273, fato esse que pode ser obser-

8
vado em avaliagoes internas e externas, onde os erros cometidos em problemas envolvendo

expoentes negativos sao comuns.

6.3.2 Problemas da Situacao 2

Os problemas da Situagao 2 estao divididos em trés etapas a saber: a primeira etapa
(problema 1) contém problemas que abordam dois aspectos bésicos, o da aplicabilidade da
propriedade observada na situacao anterior, isto é, poténcia de expoente inteiro e negativo
a ™= aim, ao mesmo tempo trabalhando com a verificacao da validade da propriedade
fundamental das poténcias, ou seja, problemas que fazem com que os alunos percebam que,

min — g™ " ainda continua valida.

com a definicao obtida, a propriedade fundamental a
A segunda etapa da Situagao 2 (problemas 2 e 3) se resume a problemas que abordam a
representacao funcional das poténcias, vistas agora como uma fungao f : Z — R* definida
por f(n) = a", onde a € R* e que também apontam para a validade da propriedade

fundamental das poténcias. A terceira e tltima etapa traz um problema (problema 4) que

aborda especificamente a aplicabilidade da definicao formulada na Situacao 1.

Problema 1: Objetivos
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O problema 1 é composto de sete itens dos quais os trés primeiros, (a)
, (b) e (c) sao tabelas com duas linhas e véarias colunas, onde na primeira linha estao
dispostas poténcias de mesma base as quais os respectivos resultados devem ser colocados
na segunda linha, com o objetivo de aplicabilidade da definicao de poténcia de expoente
negativo. Baseando-se nos dados das tabelas, os alunos devem responder os demais itens
que induzem a verificagao da validade da propriedade fundamental das poténcias, mesmo

para expoentes inteiros. A figura 6.3 mostra a organizagao das tabelas.

Situagao 2.

1) Utilizando a defini¢fio acima, preencha a tabela abaixo:
a)

[Potéucia | & [ & [ 4" [ 47T [ a7 ] a7 ]

[Resultado | \ | I I | J

b)

[Potenea | 3° [ 3% [ 37 [ 3T [ 37 ] 37 ]

I Resultado | | [ [ | | |

e)

[Potencia | (5 | " | 5 | [ -] |

I Resultado | | | | | [ |

1
d) Calcule o valer de 64 ,E:
Expresse o resultado utilizando poténcia de base 4.
Resposta: x =

Fator 1 Far2 Paténcia do Resutado

Vocé percebe alguma relago entre os expoentes?

Fungio Exponencial Pigina 2

Figura 6.3: Enunciado do Problema 1 da segunda situacao

Problema 1: Dificuldades esperadas

Possivelmente poderao ocorrer dificuldades onde tanto o expoente como

a base sao numeros negativos, gerando uma possivel confusao com a ‘“regra dos si-
s . . , . :
nais”utilizada para a multiplicacao, que por sinal é um conhecimento que deve servir
como base para o estudo de poténcias de base negativa (esse assunto faz parte do crono-

grama da 6* série/7° ano do Ensino Fundamental do Estado de Sao Paulo).
Problemas 2 e 3: Objetivos

Os problema 2 e 3 abordam o assunto de poténcia de expoente negativo
segundo a representagao funcional das poténcias, vistas agora como uma funcao f : Z —
R* definida por f(n) = a™, onde a € R*. O objetivo e tornar familiar a representacao
funcional de poténcias e ao mesmo tempo reforcar a validade da propriedade fundamental
das poténcias representada pela notagao funcional f(m + n) = f(m).f(n) agora com

dominio no conjunto dos nuimeros Inteiros. Na verdade, esta propriedade caracteriza
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a funcao exponencial, juntamente com a hipdtese da continuidade. Outro objetivo desse
problema, e ndo menos importante, é mostrar que até o presente momento (onde o dominio
de nossa fungao é conjunto dos Numeros Inteiros), a base a pode ser qualquer niimero

real nao nulo.
Problemas 2 e 3: Dificuldades esperadas

Novamente acreditamos que as dificuldades que possam aparecer estejam
relacionadas com a “regra dos sinais”, utilizada na multiplicagao. Esta dificuldade tende
a aparecer mais neste problema, visto que em todos os itens a serem calculados, tanto

base como expoente, sao nimeros inteiros negativos.
Problema 4: Objetivos

O problema 4 se resume na aplicabilidade da propriedade deduzida na Si-

. 1
tuagao 1, isto é, a ™ = —.
am

Problema 4: Dificuldades esperadas

Esperamos encontrar as mesmas dificuldades que ja foram apontadas nos

problemas anteriores.

6.4 Aplicacao e Analise Posteriori

A atividade 2 se inicia com o problema que contém o didlogo entre dois alunos A e B, que
buscam encontrar por tentativas, qual deve ser a melhor definicao para 271, A figura 6.4

mostra um trecho do didlogo entre os dois alunos:

Em seguida, trés itens sao propostos aos alunos com, a finalidade de conduzi-

los ao resultado generalizado da definicao de poténcias de expoente inteiro negativo.

Alguns alunos apresentaram dificuldades no momento de resolver a equacao
2!y = 1, nao conseguindo associar essa equacao com a equacao do primeiro grau 2y = 1,
a qual eles ja conheciam e sabiam resolver sem problemas. A impressao que nos causou

é que os alunos reconhecem 2y = 1 como uma equacao do primeiro grau, porém, nao



68

reconhecem, & primeira vista, 2.y = 1 como uma equacao do primeiro grau. Ao que
A~ . 1 . ~ ~
parece, o expoente da poténcia 2" acaba levando o aluno a duvidar se equagao em questao
¢ mesmo do primeiro grau, e o caso se agrava quando escrevemos uma equacao do tipo
22y = 1. Provavelmente esse seja o motivo que originou as dificuldades em reconhecer
tais equagoes como equacoes do primeiro grau. Talvez seria melhor escrever a equagao
como 2y = 1 e 4y = 1, provavelmente isso reduziria essa dificuldade, que por sua vez

nao era esperada para esse problema. Apesar dessa dificuldade, os alunos obtiveram bons

1) O grande segredo sobre a validade da propriedade para mimeros inteiros é defimir de

forma adequada poténcia de expoente interro e negativo. Pensando em descobrir essa
defini¢do por tentativas, dois alunos discutiam a respeito desse assunto.

Observe o dialogo entre os dois alunos sobre qual deve ser o valor de 27

Aluno A: - Para encontrarmos o valor de 27, podemos utilizar o fato de que 20=27,
O que vocé acha?

Aluno B: - Mas vocé ainda ndio tem 27", nfio entendi onde vocé quer chegar.

Aluno A: - Se a propriedade principal continua valendo e como 2°=1, entdo
1=2° = 2%V Z 2107 guseja, 22270 =1

Aluno B: - Ah! Ja entendi. Como 27 é um valor desconhecido, e é o valor que estamos
procurando, vamos chami-lo de v, isto é, ficaremos com a seguinte equagio 2, y=1le

vamos procurar descobrir quanto esse y deve valer, pois, essa equacio é conhecida e facil
de resolver. E vocé, sabe calcular o valor de y?

a) O aluno B, em sua segunda fala, encontra uma equacio que permite encontrar o valor
de y, o qual deve ser o valor de 27, e, além disso, diz que essa equagdo é facil de ser
resolvida. Vocé seria capaz de resolver essa equagdo e determinar o valor de y?

Resposta

Figura 6.4: Enunciado do Problema 1 da primeira situacao

a) O aluno B, em sua segunda fala, encontra uma equacéio que permite encontrar o valor
dey, o qual deve ser o valor de 27, e, além disso, diz que essa equagdo € facil de ser
resolvida. Vocé seria capaz de resolver essa equagdo e determinar o valor de y?
Resposta

b) De acordo com o aluno A, podemos ter ainda 22272 =2"=1. Sendo assim,
repetindo o processo anterior sugerido pelo aluno B em sua segunda fala, ou seja,
chamando a poténcia desconhecida 2~ de y encontraremos a equagdo 2°.y =1.

‘Vocé seria capaz de resolver essa equagdo e deternuinar o valor de y?
Resposta

¢) Proceda da mesma forma, utilizando o fato de que a™.a ™ =a” =1, para descobrir

quanto vale a ™. Para isso, repetindo o raciocinio do aluno B vamos chamar a™ de

y. Com isso enc a equacio - Vocé seria capaz de
resolver essa equagdo e determinar o valor de y?
Resposta:

Com base nas atividades realizadas nos itens anteriores, descobrimos qual deve ser a

definigdo para a™™, ou seja, chegamos a conclusio que a™ & a solugdo da equagio

a™ y=1,istoé:

Figura 6.5: Enunciado do Problema 1 da primeira situagao

resultados na resolugao desse problema.

A tabela 6.1 mostra os resultados dessa atividade:

Dos alunos que cometeram algum erro, trés deles nao souberam resolver as
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12 Série A
Acertaram 25
Cometeram algum erro 7

Tabela 6.1: Resultados do Problema 1 da Situagao 1

equagoes 2y = 1 e 4y = 1, colocando como respostas y = 2 e y = 4, respectivamente.

Esses mesmos alunos ndo conseguiram obter a equagao do item (c).

que cometeram erro, nao conseguiram montar a equagao que respondia o item (c).

Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:

a) O aluno B, em sua segunda fala, encontra uma equagdo que permite encontrar o valor
de v, o qual deve ser o valorde 27, ¢, além disso, diz que essa equagdio ¢ facil de ser
resolvida. Vocé seria capaz de resolver essa equagio ¢ determinar o valor de y?

Resposta
L

b) De acordo com o aluno A, podemos ter ainda 22272 =2°=1. Sendo assim,

repetindo o processo anterior sugerido pelo aluno B em sua segunda fala, ou seja,

<

t do a poténcia d hecida 27 de y encontraremos a equagio 2°.y =1

Vocé seria capaz de resolver essa equagdo e determinar o valor de y?

Resposta: 5,

¢) Proceda da mesma forma, utilizando o fato de que a™ a™=a"=1, para descobrir

quanto vale a ™. Para isso, repetindo o raciosjmo do alupc B vamos chamar a™ de
y. Com isso encontraremos a equagdo (1, .« (b= 2 . Vocé seria capaz de
resolver essa equagio € determinar o valor de y? 0
Resposta

BN

Figura 6.6: Problema 1 resolvido por uma dupla

Os demais alunos

A Situagao 2 se inicia com um problema que conta com trés tabelas para

serem completadas, fazendo uso da propriedade acima descoberta. De posse dos valores

da tabela, isto é, depois de completarem todos os valores das tabelas, uma sequéncia de

perguntas é sugerida, induzindo os alunos a perceberem que a propriedade fundamental

ainda continua valendo, mesmo quando se trata de expoentes inteiros e negativos. A

figura 6.7 ilustra a organizacao das tabelas:

A figura a seguir ilustra os demais itens que compoem o problema 1 da

segunda situacao:

Como era esperado na analise a priori, varios alunos apresentaram dificul-
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Situagdo 2.

1) Utilizando a defini¢fio acima, preencha a tabela abaixo:
a)

| Poténcia | 4

| Resultado | | | | | [ |

b)

[Potencia | 3° [ 3 [ 30 [ 37 [ 37 ] 37 ]

| Resultado | \ | [ [ | J

)
[Poténcia [ 5" [ 5" [ ) [ [ [ |
| Resultado | | | | | [ |

1
d) Calcule o valor de 64 ,E=
Expresse o resultado utilizando poténcia de base 4.
Resposta: X =
Fator 1 Fator2 Potinga do Resutado

Vocé percebe alpuma relagdio entre os expoentes?

Fungio Exponencial Pigina 2

Figura 6.7: Enunciado do Problema 1 da segunda situacao

1
e) Calcule o valor de 27 3=

Expresse o resultado utilizando poténcia de base 3.
Resposta: X =

acr Fator 2 Fottnca do Resutado

Vocé percebe alguma relagio entre os expoentes?

Resposta:

f) Calcule o valor dezl—s. [—l]=

Expresse esse resultado utilizando poténcia de base(—S) .

Resposta: x =
Famr 1 Fatr 2 Foténca do Resuace

Vocé percebe alguma relagio entre os expoentes?

Resposta:

g) Vocé percebeu alguma relacfio entre os expoentes dos fatores e o expoente do
resultado nos itens d), €) e f) 7 A propriedade observada nas tabelas da Atividade 1
continua valenda?

Resposta:

Figura 6.8: Enunciado do Problema 1 da segunda situacao

dades no item (c) desse problema, por se tratar de base negativa. E provavel que esses
alunos ja traziam consigo essa dificuldade, por nao assimilarem significativamente esse

conteido quando o mesmo foi ensinado.

A tabela 6.2 mostra os resultados dessa atividade:

Dos 19 alunos que cometeram algum erro, 15 deles cometeram erro de sinal
nas poténcias do item (c), mas nao cometeram erros conceituais no que diz respeito
ao calculo das poténcias de expoente negativo. Porém, desse grupo de 15 alunos, 6

alunos fizeram confusao com a “regra dos sinais”, utilizada na multiplicacao e o sinal
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12 Série A

Acertaram tudo 13

Cometeram algum erro 19

Tabela 6.2: Resultados do Problema 1 da Situagao 2

dos expoentes negativos, basicamente pensaram que, quando o expoente for um nimero
positivo, o resultado da poténcia também deverd ser positivo, e quando o expoente da
poténcia for um numero negativo, o resultado da poténcia devera ser negativo, colocando
como resposta, por exemplo, (—5) = —125, (=5)2 = 25, (=5)! = =5, (=5)"! = %,
(=5)72% = 2—15 (—=5)° = %5, mostrando a confusao entre os sinais da base e do expoente.
Em alguns casos, os alunos simplesmente ignoram o sinal de subtracao das bases e calculam
as poténcias sem se preocupar com o sinal. Percebe-se também, que nao ha um padrao
de respostas, estas variam muito e as dificuldades também. Porém, nosso objetivo central
é a definicao de funcao exponencial, e nao temos como objetivo fundamentar e nem
catalogar esse tipo de dificuldade. Os demais erros apresentados, foram relativos ao sinal
do expoente nos itens (d), (e) e (f), em alguns casos, os expoentes das poténcias apareciam

sem o sinal de subtracao, acarretando em uma soma incorreta para o expoente do produto.

Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:

Situagio 2. j x By Resposta:_ 50, 4)iniede o conadin ome o
1) Utilizando a definigo acima, preencha a tabela abaixo
a) ol
e 7 O e R C R ) Calaulcovalorde27. == — ©
[Resutiado] &4 [ Mo [ 4 [ % [ [ | Do B
Expresse o resultado utilizando poténcia de base 3
b) Resposta: 2 X
[ Poténcia 7| Pl i tus s s Fator 1 Fator2 Potencia do Resutado
Resuado | 25 | 4 | 3 |% | [|% |

Vocé percebe alguma relagio cntre os expoentes?

Tt

[[Poténcia | 5 | <57 | 3)' | (3 | (7 9 | T RS e
[Resuliado] —308 | 25 | -5 (3¢ [ [%

1 SR AR AN
d) Calculeovalorde 64 —= <=— ) Calolcoalonde—i|c e

Logpo o Fam
Expresse o resultado utilizando poténcia de base 4
Rlocet )3 | a1 Expresse csse resultado utilizando poténcia de base (—5).
esposta: __4°_x S 1

Fotor 1 Faor2 Poiércia doReaulsdo Resposta: £5)™ x 8! = (=5)-
Far! Fa2 | Potiecn doResuiade

Vocé percebe alguma relagdo entre os expoentes?

Vocé pereebe alguma relagdo entre os expocentes?
Tuncio Exponencial Pagina 2
Resposta;_ i « scvond o ercmermln chenam

) Vocé percebeu alguma relagio entrc os cxpoentes dos fatores ¢ o expoente do
resultado nos itens ), ¢) ¢ ) ? A propricdadc observada nas tabelas da Atividade 1
continua valendo?

Figura 6.9: Problema 1 resolvido por uma dupla

O problema 2 da segunda situacao aborda o assunto das poténcias de ex-

poente inteiro e negativo segundo a notacao funcional, isto é, f : Z — R* definida por
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f(n) =a", com a € R*. O objetivo central é a familiarizacdo com o uso dessa notagao e
reforcar a ideia de que a base a pode ser qualquer nimero real nao nulo, seja ele negativo
ou positivo. Alguns alunos apresentaram dificuldades com a notacao, nao compreendendo
que f(—=3+(—2)) = f(—5), ao que parece, estes alunos nao estavam seguros de que pode-
riam realizar as operacoes contidas entre parénteses, e, em alguns casos, colocando como

resposta (—5) 7372

A tabela 6.3 mostra os resultados dessa atividade:

1 Série A
Acertaram tudo 22
Cometeram algum erro 10

Tabela 6.3: Resultados do Problema 2 da Situagao 2

Dos alunos que cometeram algum erro, quatro deles responderam tudo cor-
retamente, porém, no momento de preencher as lacunas em vermelho com os respectivos
expoentes, esqueceram de colocar o sinal de subtracao em todos os expoentes que preen-
cheram. Os outros seis alunos, cometeram erros por nao saber que poderiam realizar as

operacgoes dentro dos parénteses, como mencionado acima.
Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:

2) Considere a seguinte fingdo f: Z — R’ definida por f(n) —-(—5)":
T O ) N T .

D)5 2) S D i e s

o

o e CB) S

=

& E(=3).f(2)=_(5) . [-5)

¢) Qual a relagdo existente entre os itens c) e d)?
Ruspﬂsta‘f;iif oy 0% Aol ACK S TNEpAaon-

f) Portanto o item ¢) permite escrever:

f(-3 +-2)=f€3). f(2), ouseja, (-5 =(-5)% (-5)*

Figura 6.10: Problema 2 resolvido por uma dupla

Assim como no problema 2, o problema 3 da segunda situacao aborda o
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assunto das poteéncias de expoente inteiro e negativo segundo a notacao funcional, isto €,
f : Z — R* definida por f(n) = a”, com a € R*. O objetivo central é a familiarizac¢ao
com o uso dessa notacao e reforcar a ideia de que a base a pode ser quaquer ntimero real
nao nulo, seja ele negativo ou positivo. Alguns alunos apresentaram dificuldades com a
notacao, nao compreendendo que f(—3 + (—1)) = f(—4), ao que parece, estes alunos
nao estavam seguros de que poderiam realizar as operagoes contidas entre parénteses, e,
em alguns casos, colocando como resposta (—2)737!. De maneira geral, as dificuldades
apresentadas nesse problema foram as mesmas apresentadas no problema anterior, visto

que a diferenca entre os dois problemas se da somente pela escolha da base a.

A tabela 6.4 mostra os resultados dessa atividade:

1* Série A
Acertaram tudo 22
Cometeram algum erro 10

Tabela 6.4: Resultados do Problema 3 da Situagao 2

Dos alunos que cometeram algum erro, quatro deles responderam tudo cor-
retamente, porém, no momento de preencher as lacunas em vermelho com os respectivos
expoentes, esqueceram de colocar o sinal de subtracao em todos os expoentes que preen-
cheram. Os outros seis alunos, cometeram erros por nao saber que poderiam realizar as

operacoes dentro dos parénteses, como mencionado acima.

Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:

Encerrando o bloco de problemas que compoem a Situacao 2 e, por con-
sequéncia, a Folha de Atividade 2, temos o problema 4 no qual os alunos devem sim-
plesmente aplicar a definicao de poténcia de expoente inteiro e negativo, deduzida na
Situacao 1. Os resultados dessa atividade foram catalogados de duas formas diferentes. A
primeira utilizando como critério de correcao a aplicagao correta da definicao de poténcia
de expoente inteiro e negativo, sem levar em consideragao os erros de sinais, e a segunda

considerando os erros de sinais nas bases negativas.
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3) Considere a seguinte fungio f:%— R definida por f(n)=(-2)":

) f(=3)= ﬂ(;%{\v

-\
(

B e-0=_ )

o H(B3+(-D)=_ ‘)

A S AR e e i g

¢) Qual a relagiio existente entre os itens ¢) ¢ d)?
Resposta:___, (o

f) Portanto o item &) permite escrever:

P Lo ¢ onE ) )
-2)=f(3). 1(-2), ousea, (-2) (-2)

Figura 6.11: Problema 3 resolvido por uma dupla

A tabela 6.5 mostra os resultados da atividade considerando a aplicacao

correta da definicao:

12 Série A
Acertaram 26
Cometeram algum erro 6

Tabela 6.5: Resultados do Problema 4 da Situagao 2

Dos seis alunos que cometeram esse erro, trés deixaram a atividade em
branco e os demais erraram totalmente calculando as poténcias como se os expoentes

fossem ntmeros inteiros e positivos.

Vejamos agora a tabela 6.6 que mostra os resultados considerando os er-

ros com sinais nas bases negativas, onde os seis alunos mencionados acima nao foram

considerados:
12 Série A
Acertaram tudo 15
Cometeram algum erro 11

Tabela 6.6: Resultados do Problema 4 da Situagao 2

Dos onze alunos que cometeram erros de sinais, todos ignoraram o sinal
de subtracao das bases calculando as poténcias como se fossem de base positiva, porém,

todos aplicaram a definicao corretamente.
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Abaixo temos a atividade resolvida por uma dupla de alunos:

4) Utilize a propricdade que vocé descobriu e obtenha o valor de:
) S R

b)0sE = e

Figura 6.12: Problema 4 resolvido por uma dupla

Assim como na Folha de Atividde 1, a Folha de Atividade 2 também contém
em seu final um pequeno resumo das principais ideias exploradas durante a resolucao da

Folha de Atividade, que chamamos de “O que vocé aprendeu?”.

A figura 6.13 mostra o quadro “O que vocé aprendeu?” desta atividade.

/ll quevocé aprendeu?| )

Pt importanies:

# Comjunies dos Mimers Nutrais (3
o A propricdude dis podcis 2" = a®al L quands ogrese m o de
funcin TN =R definids por f{nj=a' ¢ woin come
o= nm ()0 {n).

+  WVerificacao da wlidade da propricdade fudumental,

o Abuse " pde serqualyuer nimer .

¥ Comjunio des Mimens Tnigins (Z)

* Vimes que o pode ser geal @ 0 on LoSe o =0, entfio a=0, @ que

inplics e a' =0 pun quabquer ng ¥ Por isso adotumes a=0.
o Adonmes 2" =1, isso impale que 2 luse Yy il 4 acro.

o Adonndo a=0 vimes que 2 = f{n) =0 pnqualquer 0 E.

o Difinimes 27 como sendo 1 solucio d equaco 2’ v =1, on scj,

1
9 e, ne . Essa & owma b defivicin pun pocncia de opoenie
o
g, pois, permiee o vlidade di propricfade fndumentl pn o
dornirio des e s

X o Aquiainds  base 07 pode qualquer mimers el mo i, /

Figura 6.13: “O que vocé aprendeu?”da Folha de Atividade 2
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6.5 Conclusao

Na Folha de Atividade 2, mais especificamente na Folha Complemento 1, pudemos explo-
rar quais os possiveis valores de a°, para um nimero real a qualquer. Vimos também que
a’ pode ser igual a 0 ou 1, e que se a’ = 0, entdo a = 0, o que implica em a™ = 0 para
qualquer n € N. Como nao estamos interessados na funcao identicamente nula, adotamos
a#0ea’=1. A Situacao 1 da Folha de Atividade 2, nos permitiu explorar a maneira
adequada de definir uma poténcia de expoente inteiro e negativo, definindo-a como a raiz

™ é o inverso multiplicativo

da equacao a™.y = 1 onde y = a™™, deixando claro que a~
de a™. Esta é uma boa definicao e nos permite manter valida a propriedade fundamental
das poténcias explorada nos exercicios da Situacao 2, propriedade esta que caracteriza as

funcoes exponenciais juntamente com a hipdtese da continuidade.

Acreditamos que esses detalhes sao de extrema importancia quando se en-
sina fungao exponencial, pois se eventualmente nao hé possibilidades de comentar esses
fatos quando se trabalha com poténcias pela primeira vez (o que é ébvio, pois alunos de
6° e 7° anos do Ensino Fundamental ainda nao conhecem equagoes de 2° grau), por que
nao explora-los no Ensino Médio? Sao questoes como essas que podem ser justificadas
utilizando argumentos que todos conhecem, como por exemplo, no caso da justificativa
da escolha de a® = 1 e de a # 0, o conceito de raiz de uma equacao do segundo grau
resolve o problema. Porém, o que podemos perceber nas andlises dos livros didaticos,
esse tipo de justificativa dificilmente é encontrada em livros para o Ensino Médio, pelo
contrario, encontramos erros conceituais. Sao questOes como essas que nos motivaram
a escrever sobre esse tema, afim de poder contribuir para um preenchimento dessa e de

outras lacunas presentes no ensino de fungao exponencial.
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Capitulo 7

Descricao e analise da Folha de

Atividade 3

7.1 Introducao

Vimos que o objetivo principal da Folha de Atividade 2 foi estender a definigao de poténcia
de expoente natural para poténcia de expoente inteiro e negativo. Fizemos isso definindo
convenientemente as poténcias de expoente negativo de modo que se mantenha a validade

T = q™.a" para quaisquer m,n € Z. O objetivo

da propriedade fundamental, isto é, a™
da Folha de Atividade 3 é fazer a extensao da propriedade fundamental, definida agora
sobre o conjunto dos nimeros racionais, ou seja, a" ™ = a”.a® para quaisquer 7,5 € Q.
Porém, para alcancar esse objetivo, alguns fatos extremamente importantes devem ser
observados. Tais observacoes foram reunidas na Folha de Complemento 2, cujo titulo é
“Justificativa para a escolha de base estritamente positiva”, que foi entregue aos alunos no
terceiro encontro, dia 31/10/2012, na segunda aula desse encontro, visto que a primeira
aula foi dedicada ao término da Situacao 2 da Folha de Atividade 2. Os alunos foram
orientados a ler a Folha de Complemento 2, e apés a leitura em grupo, discutir juntamente

com o professor as ideias ali contidas. Vejamos quais foram os pontos destacados na Folha

de Complemento 2.

Admitindo que seja possivel estender a validade da propriedade fundamental
+

(NI

. , . . ~ r
para o conjunto dos nimeros racionais, podemos ver que se r € QQ, entao a" = a?2

r r , . , . . . ’ ~
az.a2 (o que nem sempre é verdade no conjuto dos ntiimeros inteiros, isto é, ndo podemos
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garantir que a metade de um nimero inteiro ainda continua sendo um nidmero inteiro).
Chamando de b o valor de a2, teremos a” = a**2 = a2.a2 = b.b = b, Isto implica
que para qualquer r € Q, existe um b € R, tal que a” = b%. Dai, podemos concluir
que como b? > 0 para qualquer b € R, entdao a” > 0 para qualquer » € Q. Entretanto,
considerando o fato de que a".a™" = a° = 1, isto implica que a” # 0 para qualquer
que seja r € Q. Dessa forma podemos concluir que, como a” = b* > 0 e a” # 0,
entao a” > 0 para qualquer que seja r € Q. O objetivo central dessa argumentagao,
presente na Folha de Complemento 2, é chamar a atencao dos alunos para o fato de que,
para que seja possivel estender a propriedade fundamental para o conjunto dos nimeros
racionais, obrigatoriamente devemos adotar a base a > 0, ja que a” > 0 para qualquer
r € Q, em outras palavras, perdemos a liberdade para a escolha dos valores da base, nos
restringindo agora somente a valores estritamente positivos. As discussoes em grupo e
comentarios realizados sobre a Folha de Complemento 2 consumiram o tempo de uma
aula de 50 minutos, finalizando o encontro do dia 31/10/2012. A Folha de Complemento

2 foi apenas informativa, nao contendo nenhum tipo de exercicio ou tarefa para casa.

A figura 7.1 ilustra parte da atividade da folha de complemento 2.

Complemento

Justificativa para escolha de base estritamente positiva.

Vimos na Folha de Atividade 2 que, apés uma boa definigio de poténcia com expoente
negativo, pudemos estender a propriedade fundamental, vilida para o conjunto dos niimeros
natimis, par o conjunto dos nimeros inteiros. GOSTARTAMOS que essa extensio fasse feim
para o cenjunto dos nimeres mcionals. Porém, loge de iniclo devemos observar alguns fatos
extremamente importantes parn alcancarmos nesso objetivo:

O primeiro é que a base sempre seri diferente de 0 ¢ um segundo fato € que =1
Acrediando que possamos estender o PROPRIEDADE FUNDAMENTAL da fungio

exponencial par o conjunto dos niimeros racionais, observamos:

Se r ¢ um nimero racional, isto €, r €, entio admitindo que seja possivel estender a

r

P
?=a% 2. Chamando de b=a?,

propriedade par esse conjunto, pedemos ver que a'=a

entio teremos a’ =a?

r

'
?=a%.a? =b.b=b". Isto implica que, para qualquer r & existe um

beR, mlque o' =1 Dai, podemos concluir que a" 20 , ji que b* 20 pam todo beR.

Figura 7.1: Parte da Folha de Complemento 2

Acreditamos que esse assunto deve ser comentado, e que alunos do En-

sino Médio tém condicoes de compreender o motivo pelo qual precisamos adotar uma
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base positiva, dependendo do dominio que estamos trabalhando quando se define uma
funcao exponencial. A justificativa para essa exigéncia, a qual acabamos de comentar no

paragrafo acima, nao ¢ mencionada em nenhum dos livros didaticos que foram analisados.

A Folha de Atividade 3 traz, em resumo, varios problemas que buscam
despertar nos alunos um espirito mais critico e de investigagao matematica. Seguindo a
mesma linha de raciocinio da Folha de Atividade 2, a Folha de Atividade 3 é composta
de duas situagdes. A primeira situagao traz um didlogo entre dois jovens discutindo
sobre qual deve ser a maneira mais conveniente de se definir uma poténcia de expoente

. : e . ~ Aol . .
racional, em particular, utilizando na discussao a poténcia 92. Em resumo, a Situacao
. . 1

1 destaca que a forma de se definir uma poténcia da forma am com m # 0 de modo

que a propriedade fundamental continue vélida, é assumir que a= = y, onde y é a raiz
m 1 1 1 1

. ~ . ~ m
positiva da equagao y™ = a, poiscomo 1l = — = —+ — + ...+ —, entaoca =a = am =
m m m m,
muvezes
1,1, 41 1 1 1 1 ~
amTmT T = gm.gm. .. .. am , e, como chamamos de y o valor de am=, teremos a equacao
—— —— =

muvezes

R T . .
y™ = a. Vale lembrar que a notagido a= significa a mesma coisa que a notagao {/a, o que
acaba sendo um ponto importante do trabalho, pois foi possivel estabelecer e explicitar as
relacoes existentes entre a funcao exponencial e o conceito de radiciacao. Além disso, os

problemas da Situacao 1 conduzem os alunos a conclusao de que para qualquer nimero

1

= (aﬁ> = 9", e que definindo

3z

) n

racional r = —, com m,n € Z e m # 0 teremos a" = a
m

dessa forma as poténcias de expoente racional, a propriedade fundamental das fungoes

exponenciais ainda continua valendo, ou seja, a funcao f : Q — R definida por f(r) = a’,

com a > 0, satisfaz a propriedade f(r+s) = f(r).f(s) para quaisquer que sejam r, s € Q.

Todavia, um ponto importante dessa extensao ainda nao foi esclarecido,
isto é, como obter o valor da raiz positiva da equacao y"™ = a, utilizada na definicao de
poténcias de expoente fracionario? Para isso, resolvemos elaborar a Folha de Atividade
4 em uma planilha do Microsoft Excel, onde esta traz um algoritmo simples, mas muito
eficiente, para encontrar o valor exato ou aproximado da raiz positiva da equagao y™ = a.
Os detalhes da Folha de Atividade 4 juntamente com o algoritmo serao comentados no

proximo capitulo.
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7.2 Resumo da Aplicacao

No terceiro encontro, dia 31/10/2012, todos os 32 alunos estavam presentes, sendo que
a divisao em grupos foi de 4 trios e 10 duplas. Durante a primeira aula desse encontro,
os alunos terminaram os problemas da Situacao 2 da Folha de Atividade 2, e na segunda
aula, as ideias da folha de complemento 2 foram discutidas em grupo encerrando o terceiro
encontro.

No quarto encontro, dia 07/11/2012, todos os 32 alunos estavam presentes,
sendo que a divisao em grupos foi de 4 trios e 10 duplas. A Folha de Atividade 3 tomou
o tempo das duas aulas desse encontro, e foi terminada nesse mesmo dia. Em resumo, a
Folha de Atividade 3 durou, em sua totalidade 3 aulas de 50 minutos cada, incluindo o

tempo utilizado com para a discussao das ideias contidas na folha de complemento 2.

7.3 Analise a Priori: Expectativas sobre a Folha de

Atividade 3

O objetivo central da Folha de Atividade 3 ¢é estender a defini¢cao de poténcia de expoente
inteiro para poténcia de expoente racional. Fazemos isso definindo convenientemente as
poténcias de expoente fracionario de modo que se mantenha a validade da propriedade
fundamental das funcoes exponenciais, isto é, a"™* = a".a® para quaisquer r,s € Q.
Ressaltamos que na folha de complemento 2, ficou claro que essa extensao so tem sentido se
adotarmos a base a > 0. Assim, podemos justificar que, como consequéncia da extensao da
propriedade fundamental para o conjunto dos niimeros racionais, as poténcias de expoente
. . . m m 1\™
fracionario do tipo - comm,n € Zen # 0 podem ser expressas da forma a» = (an) =

m . ~ , .« o~ . N . .
({‘/5) . Vale lembrar que isto nao é definicao, mas sim uma consequéncia da propriedade

fundamental das fungoes exponenciais.

A Folha de Atividade 3 é composta de duas situacoes distintas. A primeira
traz apenas um problema que contém um didlogo entre dois jovens, discutindo sobre
qual deve ser a melhor maneira de se definir uma poténcia de expoente fracionario, de
modo a garantir a validade da propriedade fundamental, buscando dar um significado, por

A .ol . . - .
exemplo, para a poténcia 92, bem como a relagao existente entre a definigao escolhida e o

conceito de radiciagao. A segunda situacao contém problemas que abordam a aplicacao da
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definicao deduzida na Situacao 1, sobretudo, utilizando a notacao funcional, isto é, uma
funcao f : Q — R definida por f(r) = a”, com a > 0. Vejamos os objetivos especificos

de cada problema e as dificuldades esperadas.

7.3.1 Problemas da Situagao 1

A Situagao 1 traz apenas um problema que contém um didlogo entre dois jovens discutindo
sobre qual deve ser a melhor definigao para uma poténcia de expoente racional, de modo

que continue valida a propriedade fundamental das poténcias.
Problema 1: Objetivos

O objetivo principal desse problema é mostrar uma maneira de se obter o
valor da poténcia 9%, recorrendo a representagao funcional, para uma funcao f : Q — R%
definida por f(r) = 9. O problema mostra aos alunos que, ao utilizar a propriedade
fundamental afim de obter o valor de 9%, devemos resolver uma equacao do segundo grau
do tipo y? = 9, onde y = 9z. O problema enfatiza que as raizes da equacao y* = 9 sao
y = £3, mas como ja foi visto na Folha de Complemento 2, a fun¢ao f(r) = 9" nunca
pode assumir valores negativos, assim o Unico valor possivel para 92 ¢ Yy = 92 = 3. Outro
ponto de destaque no problema é o fato de que tanto 92 quanto /9 sdo formas diferentes
de se representar o mesmo nimero, que no caso ¢ a solucao positiva da equacao y> = 9.
Apés essa discussao, seis itens sdo propostos aos alunos procurando dar continuidade a

discussao.

O item (a) explora os conhecimentos prévios dos alunos sobre o conceito
de radiciagao, em particular, espera que os alunos respondam que significado tem para
eles (alunos) a notacao v/9. No item (b), os alunos sdo desafiados a repetir o raciocinio
utilizado pelos jovens no enunciado do problema para, entao, representar 93 utilizando
radicais. O desafio do item (c) é obter a representacao de 93 a partir da representagao
de 95 e estabelecer a relacao entre essa representacao e o conceito de poténcia de expo-
ente fracionario que eles conheceram quando estudaram radiciacao. Ainda neste item,
esperamos que os alunos utilizem a propriedade fundamental, ja explorada nas atividades
anteriores. No item (d), os alunos sdo desafiados a repetir o raciocinio utilizado pelos

: . . P! .
jovens no enunciado do problema para, entao, representar a poténcia 97 e, em seguida,
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representar 91 a partir da representagao de 95, utilizando a propriedade fundamental. O

objetivo dos itens (e) e (f) é generalizar a defini¢ao de poténcia de expoente racional para
n

qualquer numero racional da forma —, com m, n € Z, m # 0. A figura 7.2 ilustra parte
m

do enunciado deste problema.

1) Com relagio ao problema de estender a validade da propriedade fundamental para o
conjunto dos nimercs racionais, vejamos novamente o dialogo entre dois jovens,

tentando agora, descobrir qual deve ser o valor ideal para .1?._ esperando ser possivel
contimar satisfazendo a propriedade fundamental:

Almeo A: - Nos vimos que, dependendo do valor que a poténcia assumir. a propriedade
fundamental serd preservada. Entfio, se tomarmos f:0)—F definida por ["{r]:‘) .

teremos:
1

11 Lo
f(1)=9" =9, mas por outro lado, f(1)=9' =97 7 =97, 97 isto &, 97, 97 =9.
A questdo essencial é:
Quald.e’\.'eserovalorde‘l?‘?

L 1 1
Indicando por v o valor de 97, isto &, substitninds 9% por y, ou seja, v =97 teremos a

seguinte equagio 97 9-T=9<:::>)-' v=9cy =9,

Ahmo B: - A equacio ].'! =9 € uma equacio do segundo grau, cujo discriminante €
positivo, portanto admite duas raizes reais e distintas que podem ser obtidas através da
“fornmia de Bhiskara”. Resolvendo encontramos como raizes y =1af =13 Nio é isso?

Mas, por ovtro lado, como ja foi visto, a fungfio exponencial f(r)=9 mnca pode
assumir valores negativos, pois o dominio de nossa fimedio € o comjunto dos mimeros

racionais, entfio a inica chance € tomarmos y=-q"‘3=3.

Almeo A: - Mas se a gente substituir o valor r=% direto em (1) =% olha o que da:

Figura 7.2: Parte do enunciado do Problema 1 da primeira situacao

Problema 1: Dificuldades esperadas

Acreditamos que as possiveis dificuldades esperadas para esse problema e
seus itens estejam relacionadas a interpretacao do didlogo inicial, pois para responder
com facilidade todos os itens, é necessario compreender bem o raciocinio apresentado
no didlogo entre os jovens e, além disso, também ¢é importante que se tenha um bom

entendimento sobre como a propriedade fundamental pode ser aplicada.

7.3.2 Problemas da Situacao 2

A Situacao 2 traz dois problemas que abordam a aplicabilidade da definicao deduzida
na Situacao 1, por meio da representacao funcional. Vale lembrar que nos problemas

dessa situagao, a base das funcoes foram escolhidas convenientemente para que os alunos
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pudessem, possivelmente, calcular o valor das poténcias, mesmo nao sendo uma exigéncia

do problema.

Problema 1: Objetivos

O problema 1 trata especialmente da aplicabilidade da definicao deduzida

na Situagao 1, para uma funcao f : Q — R, definida por f(r) = 64".
Problema 1: Dificuldades esperadas

Acreditamos que possam ocorrer dificuldades no item (c) desse problema
que, por se tratar de um valor negativo, o aluno devera aplicar também a defini¢cao explo-

rada na Folha de Atividade 2, que também é valida no conjunto dos Numeros Racionais.
Problema 2: Objetivos

O problema 2 trata especialmente da aplicabilidade da definicao deduzida

na Situagao 1, para uma funcao f: Q — R, definida por f(r) = 729",
Problema 2: Dificuldades esperadas

Acreditamos que possam ocorrer dificuldades no item (c) desse problema
que, por se tratar de um valor negativo, o aluno devera aplicar também a defini¢cao explo-
rada na Folha de Atividade 2, que também é valida no conjunto dos Numeros Racionais.

A figura 7.3 ilustra o enunciado de ambos os problemas:

1) Com o5 couceitos deseavolvidos ma situagio auterior ¢, considerando a fongdo
£:Q—>R , definida por f(r)=64', represente os seguintes mimeros de duas formas
difereates

e
o

> {3

2) Com os conceitos desenvolvidos ma situagio anterior e, considerando 2 fungdo
£:Q—>R , definida por f(r)=729 , represente os seguintes mimeros de duas formas

e

Fungio Exponencial Pigina4

Figura 7.3: Enunciado dos problemas da segunda situagao
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7.4 Aplicacao e Analise Posteriori

A Folha de Atividade 3 se inicia com o problema que contém o didlogo entre os dois jovens,
I N .
buscando encontrar a definicao correta para a poténcia 92. Vamos analisar as respostas

dos alunos item por item, comegando com o item (a).

No item (a), os alunos deveriam responder por que o aluno B eliminou a
escolha y = —/9 = —3, e que significado tem para ele (aluno) a notacdo v/9. A tabela

7.1 mostra os resultados desse item:

1* Série A
Responderam corretamente 20
Erraram ou nao souberam responder 12

Tabela 7.1: Resultados do item (a) do Problema 1

Dos 12 alunos que cometeram algum erro na resposta desse item, dois deles
responderam que raiz quadrada de um nimero é o mesmo que dividir esse niimero por 2.
Dos 10 alunos restantes que também cometeram erros, estes nao souberam responder o

item. A figura 7.4 traz esse item resolvido por uma dupla de alunos:

1
a) O aluno A, diz que y =92 deve ser uma das raizes da equagio y>=9 e o aluno B

mostra que a solu¢io dessa equacdo deve ser y = J9=3 . Por que o aluno B eliminou

a escolha y =—/9 = —-3? Que significado tem para vocé \/6 2

Resposta

Figura 7.4: Item (a) do problema 1 resolvido por uma dupla

O item (b) propoe os alunos que utilizem as dicas fornecidas no exercicio,
chamando de y o valor de 9%, obtendo assim a seguinte equacao y®> = 9. Em seguida,
representar utilizando radicais a raiz dessa equacao, isto é, a poténcia 93. A tabela 7.2

mostra os resultados desse item:
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1* Série A
Responderam corretamente 21
Cometeram algum erro 11

Tabela 7.2: Resultados do item (b) do Problema 1

Dos 11 alunos que cometeram algum erro, 9 deles responderam o item par-
cialmente correto, pois souberam representar a raiz da equacao escrevendo V9 ou 93.
Porém, estes alunos nao escreveram a equacao y> = 9 como era pedido neste item. Os
outros dois alunos que cometeram erro escreveram a equacao corretamente, porém, nao
representaram corretamente sua raiz, colocando como resposta y = 9. A figura 7.5 traz

esse item resolvido por uma dupla de alunos:

1
b) Tanto 92 como V9 sio NOTACOES DIFERENTES para representar 0 mesmo

nimero, ou seja, a solugdo positiva da equagio y* =9 . Utilizando o fato de que
& 15y T Tt
l====+=+=eque 93.93.93=93 33 =9 logo 93.93.9% =9. Se vocé chamar
3 .3ta3..3
L
93 dey, em que equacdo vocé chegaria? Como vocé representa a raiz dessa equagio?
|

Resposta: / g s
o Q / 3.[a . Q3
\ =2 / / = )
/ V 0

Portanto, y = 9' = J\J@:
Figura 7.5: Item (b) do problema 1 resolvido por uma dupla
O item (c) desafiava os alunos a representar, através de radicais, a poténcia

95 a partir da representacao de 93 obtida no item anterior, através do uso da propriedade

fundamental. A tabela 7.3 mostra os resultados desse item:

1* Série A
Responderam corretamente 28
Cometeram algum erro 4

Tabela 7.3: Resultados do item (c) do Problema 1

Dos quatro alunos que cometeram algum erro, todos inverteram a ordem
dos numeros na representagao, colocando como indice o numerador das fragoes e como

expoente o denominador das fracoes, ao que parece, por falta de atencao. A figura 7.6
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traz esse item resolvido por uma dupla de alunos:

1 2
c) Agora que vocé conhece a representagdo de 9°, represente 9°? (Lembre-se da
propriedade fundamental)

Complete:

RN

9" ﬂ%:@/ﬁ.:@(‘m@

ou seja,

2
3

Figura 7.6: Item (c) do problema 1 resolvido por uma dupla

No item (d) os alunos deveriam utilizar a propriedade fundamental, jun-

1 1 1 1
tamente com o fato de que 1 = 1 + 1 + 1 + 1 e com isso representar a poténcia 91

. . . . . A .3
utilizando radicais. Ainda nesse item, os alunos deveriam representar a poténcia 94 a

partir da representagao de Qi, fazendo o uso da propriedade fundamental. A tabela 7.4

mostra os resultados desse item:

1* Série A
Responderam corretamente 26
Cometeram algum erro 6

Tabela 7.4: Resultados do item (d) do Problema 1

Dos seis alunos que cometeram algum erro, todos fizeram confusao com a
dica do exercicio, escrevendo a equacao y* = 1 em vez de y* = 9, e como nao conseguiram

1 , . : 3 .
representar 94, também nao conseguiram representar 94. A figura 7.7 traz esse item

resolvido por uma dupla de alunos:

% 4 :
d) Utilizando o fato de que 1:2:%+%+%+%, quanto deve valer 9* para que se

mantenha a propriedade fundamental?

Resposta: £ ;
T A 1
Yot o >

L g
Agora que vocé conhece 94, calcule 94 ?

Resposta:

Figura 7.7: Item (d) do problema 1 resolvido por uma dupla
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O item (e) busca generalizar o argumento utilizado no item (d), para uma

. 1 . 1

fracao da forma — com m natural e m # 0, buscando encontrar a representacao de 9m
m

utilizando o mesmo raciocinio dos itens anteriores. A tabela 7.5 mostra os resultados

desse item:

1* Série A
Responderam corretamente 30
Cometeram algum erro 2

Tabela 7.5: Resultados do item (e) do Problema 1

Dos dois alunos que cometeram erro, estes escreveram apenas a equacao
y™ = 9 mas nao representando sua raiz. A figura 7.8 traz esse item resolvido por uma

dupla de alunos:

€) Supondo m>0 e, utilizando o fato de que 1:2:i+i+.“+i, quanto deve
m m

m .m
e R

mvezes

valer 9= para que se mantenha a propriedade fundamental?

Figura 7.8: Item (e) do problema 1 resolvido por uma dupla

O item (f) busca generalizar o argumento utilizado no item anterior para

n
uma fracdo qualquer — com m,n € N*. A tabela 7.6 mostra os resultados desse item:
m

1* Série A
Responderam corretamente 30
Cometeram algum erro 2

Tabela 7.6: Resultados do item (f) do Problema 1

Dos dois alunos que cometeram erros, estes inverteram a ordem dos niimeros
colocando o numerador da fracao no indice do radical e o denominador da fracao como

expoente da base. Grande parte dos alunos resolveu esse problema de maneira mais
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direta, percebendo a relagao existente entre poténcia de expoente fracionario e o conceito

de radiciacgao.

A figura 7.9 traz esse item resolvido por uma dupla de alunos:

=)

f) Agora que vocé conhece 9*

(n)
, calcule 9”“'J ,comn>0?
o2 bl smitca il A
Resposta: i i i

T Gl g

N

Figura 7.9: Item (f) do problema 1 resolvido por uma dupla

Na segunda situacao que compoe a Folha de Atividade 3, temos dois proble-
mas que abordam, especialmente, a aplicabilidade da definicao de poténcia de expoente

racional, explorada na situacao anterior.

O problema 1 da Situacao 2, trata de uma funcao f : Q — R definida

por f(r) = 64", onde é proposto aos alunos que obtenham o valor numérico da fungao

1
aplicada aos seguintes nimeros racionais: 33 e—3. A tabela 7.7 mostra os resultados
desse item:
1* Série A
Responderam corretamente 23
Cometeram algum erro 9

Tabela 7.7: Resultados do problema 1 da Situagao 2

Dos nove alunos que cometeram algum erro, sete deles cometeram o mesmo
erro no item (c) desse problema, isto é, obter o valor de f (—%) Os mesmos ignoraram
o sinal de subtracio da fracio, colocando como resposta v/64 = 8. Apenas dois dos nove
alunos que cometeram erros tentaram aplicar a definicao de poténcia de expoente inteiro
e, em seguida, a definicao de poténcia de expoente racional. Porém, esta mesma dupla

~1
errou ao expressar sua resposta como (\/ 64) = —8.

A figura 7.10 traz esse problema resolvido por uma dupla de alunos:
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1) Com os conceitos desenvolvidos na situagdo anterior e, considerando a fungio
f:Q—> R, definida por f (r):64’, represente os seguintes numeros de duas formas

diferentes:

2) f[gz —
b) ‘@:
o) f;(’%]:

et S
1 8

93 Vo4

Figura 7.10: Problema 1 resolvido por uma dupla

O problema 2 da Situacao 2, trata de uma funcao f : Q — R definida

por f(r) = 729", onde é proposto aos alunos que obtenham o valor numérico da fungao
1

aplicada aos seguintes niimeros racionais: 37 3¢ 5 A tabela 7.8 mostra os resultados

desse item:

1* Série A
Responderam corretamente 23
Cometeram algum erro 9

Tabela 7.8: Resultados do problema 2 da Situagao 2

Dos nove alunos que cometeram algum erro, sete deles cometeram o mesmo
. . 1 .
erro no item (c) desse problema, isto é, obter o valor de f [ —= ). Os mesmos ignoraram
2
o sinal de subtracao da fragao, colocando como resposta /729 = 27. Apenas dois dos
nove alunos que cometeram erros tentaram aplicar a definicao de poténcia de expoente
inteiro e, em seguida, a definicao de poténcia de expoente racional. Porém, esta mesma
-1
dupla errou ao expressar sua resposta como (\/7 9) = —27. A figura 7.11 traz esse

problema resolvido por uma dupla de alunos.

Seguindo o mesmo padrao das demais folhas de atividade, a Folha de Ativi-
dade 3 também contém em seu final um pequeno resumo das principais ideias exploradas

durante a resolucao da Folha de Atividade, que chamamos de “O que vocé aprendeu?”.
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2) Com os conceitos desenvolvidos na situagdo anterior e, considerando a fungio
f:Q—> R, definida por f (r) =729", represente os seguintes numeros de duas formas

diferentes:

]‘ L
3 f(i]" X
oo %

Figura 7.11: Problema 2 resolvido por uma dupla

A figura 7.12 mostra o quadro “O que voceé aprendeu?” desta atividade.

N

/ 0 que vocé aprendeu?

Fatos impostantes:

= Conjunta dos Nimeras Naturzis ()
+  Aproprisdads da poSncizs o™ =0’ quands sxpresiana forma de

fungdo  f:w— = definidz  por f(nje=n” & sscritz como

[{m=n)=l

.

Verificagio dz validade dz proprisdads fundamental
Abase 2" pode sar qualquer nimenn =zl

.

= Conjunta dos Nimeros Inteiras (Z)

+ Vimos que o' pods seriguzlafoul S2 o' =0, entio a-0, 0 que
implicem o' =0 pafz qualquer ne 5. Porisso adotamas aw 0

+  Adotzmos of =1, 4550 impade que 2 base 2" sz dmal g zen

» Adotanda a0 vimos Qe o* = fin) =0 p2agqulqur ne E

+ Definimos {-u ]-I_,—I_,atunm.i palavras, o~ -—'_, nex Esaé

g ]} o

uma boa definicdo para 05 inteiros negativos 2 penmite a validade da
praprisdads findamental parz o dominio dos nimeros intsiros

»  Aqui sindsa bass "¢ pods qualquer nismero ezl 130 nule

= Conjunta dos Nimeros Racionzis Q)
+ Vimos queuma fungdo f :Q =B definidapor ((r) =, satisfazendo a
prapriedade [{r+s)=1{r).l{s) para quaisquer rs= Q.2 na senda

identicamentz nulz, nio pods assumis valosss namtivos, isto &, 0" >0,
TragQ
» Vimos qus para estender nossa proprisdads parz o conjunto dos nimeros
i iggn:

racionzis, s2 feznecessania a sami

P
1| —I|-:F-ﬁ-l-.unﬂebéamﬁzpusiﬁvadaaqnaﬁn ¥t

» Constatsmos qus a® | . COm M, 1 iniros positivos € que continnz

validz zrelagdo a” -_II parz quzlquer re)
u

\ = Abase"a" precisa, necessariaments, sof positiva _/

Figura 7.12: “O que vocé aprendeu?”’da Folha de Atividade 3

7.5 Conclusao

Na Folha da Atividade 3, mais especificamente na Folha de Complemento, vimos que,
admitindo ser possivel estender a propriedade fundamental para o conjunto dos ntimeros

. . r,r r r —
racionais, a” = aztz = qz.a2z = b.b = b* > 0, mas como a*. a=* = a’ = 1, logo
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a® # 0 para qualquer s € Q. Dai concluimos que a” = b*> > 0 para qualquer r € Q.
Em outras palavras, perdemos a liberdade da escolha da base, nos restringindo a valores
estritamente positivos, para que assim seja possivel estender a propriedade fundamental
para o conjunto dos nimeros racionais. Esse argumento justifica a escolha de uma base
positiva, dependendo do dominio, quando se define fungao exponencial, porém, justifica-
tivas como essa raramente sao encontradas nos livros didaticos voltados ao Ensino Médio.
Vimos também na Folha de Atividade 3, que a maneira mais conveniente de se definir
uma poténcia de expoente fracionario do tipo am é adotar seu valor igual a raiz positiva

. . 11 1 m , .
da equacao y™ = a, ja que am.am..... am = am = a. Além de ser uma boa definicao,

m vezes
esta ainda possibilita justificar a relacao intima existente entre o conceito de poténcia de
. . D , 1
expoente racional e o conceito de radiciacdo, isto é, que am = %/a, com m # 0. Esta
relacao costuma ser apresentada nos livros didaticos voltados ao Ensino Médio como mais
uma regra a ser decorada. Vimos ainda que, utilizando a propriedade fundamental, po-
. .~ ~ . n
demos generalizar essa definicao para qualquer fragao do tipo oy comm,n € Zem#0,
~ . n m/\ T . . ’1: ~
podendo entao deduzir o fato de que am = ( \/5) e que ainda continua valida a relagao

T

a".a”" =1 para qualquer r € Q.

Apenas uma pergunta ainda nao foi respondida nessa atividade: como en-
contrar a raiz positiva da equagao y™ = a? Como ja foi comentado anteriormente, desen-
volvemos a Folha de Atividade 4 em uma planilha eletronica. Esta contém um algoritmo
simples, porém de grande utilidade, baseado no Teorema dos Intervalos Encaixantes, que
possibilita encontrar o valor exato, ou com a aproximagao que se queira, da raiz positiva
da equacao y™ = a. Porém, os detalhes da Folha de Atividade 4 e sua aplicacao serao

comentados no préoximo capitulo.
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Capitulo 8

Descricao e analise da Folha de

Atividade 4

8.1 Introducao

Vimos que o objetivo principal da Folha de Atividade 3 foi estender a definicao de poténcia
de expoente inteiro para poténcia de expoente racional. Fizemos isso definindo conveni-
entemente as poténcias da forma a%, com m # 0, como sendo a raiz positiva da equacao
y™ = a, e por consequéncia definimos a= como y", preservando a validade da propriedade
fundamental, isto é, a"*° = a".a® para quaisquer r,s € Q. Porém, nao foram oferecidas
ferramentas para a obtencao da raiz da equacao y" = a. Nesse contexto é que se faz
interessante o uso de um método pratico (aqui chamado de Algoritmo) para o célculo do
valor aproximado de y, que para nds representa o valor da poténcia am. Certamente, o
calculo dessa raiz por meio de uma calculadora, ou qualquer outro software matematico
seria direto e consequentemente muito menos trabalhoso, porém, achamos muito impor-
tante que o aluno entenda o mecanismo e que tenha em maos uma ferramenta simples e de
facil compreensao, para que com ela possa compreender melhor o valor exato ou aproxi-
mado dessa raiz. Esta foi nossa razao fundamental de desenvolver o algoritmo. O método
apresentado na Folha de Atividade 4 é baseado em um resultado da analise matematica
denominado Teorema dos Intervalos Encaixantes. Em linhas gerais, o teorema nos ga-
rante que podemos ir “cercando”o nimero que queremos calcular fazendo aproximagoes

por falta e por excesso.
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A Folha de Atividade 4 é um tanto diferente das demais que ja foram apli-
cadas, principalmente por nao se tratar de uma folha, mas sim, uma planilha eletronica
contendo trés planilhas eletronicas diferentes. A primeira planilha, cujo titulo é “In-
troducao”, contém as informacoes necessarias para que os alunos possam entender como
o algoritmo funciona. A segunda planilha, cujo titulo é “Algoritmo”, contém o Algoritmo
em si, onde os alunos podem encontrar o valor aproximado (ou exato em alguns casos) da
raiz positiva de uma equacao do tipo y” = a. Vale lembrar que todas as planilhas foram
protegidas com senha, e somente algumas células escolhidas ficaram sem protegao, para
que os alunos pudessem digitar os valores ou alterar o expoente/resultado da equagao
presente na planilha algoritmo. Decidimos tomar essa medida, pois, se eventualmente um
aluno, sem querer, alterasse o contetiido de uma célula, o algoritmo nao funcionaria corre-
tamente. Por fim, a terceira planilha, cujo titulo é “Atividades”, contém dois problemas
para serem resolvidos com o auxilio do algoritmo fornecido. Vamos detalhar o contetido

de cada uma das planilhas, comegando pela planilha “Introducao”.

8.2 A planilha de Introducao

A planilha “Introducao” consiste em apresentar o método que serd utilizado para deter-
minar a raiz positiva da equacao y™ = a, que em linhas gerais consiste em ir “cercando”o
nimero que queremos calcular, aproximando-se dele por falta e por excesso. Na verdade
o método busca encontrar o Unico nimero pertencente a uma sequéncia decrescente de
intervalos fechados e limitados, cujos comprimentos tendem a zero. Consideremos o se-
guinte exemplo: obter uma aproximacao decimal do valor da poténcia 4%, isto é, calcular
um valor “suficientemente” aproximado! da tnica raiz positiva da equacao y* = 4. Assim,
0 nosso método consiste, inicialmente, em determinarmos dois niimeros inteiros e conse-
cutivos de tal forma que o cubo do primeiro seja menor ou, no maximo, igual que 4 e o
cubo do segundo seja maior do que 4. Nesse nosso exemplo, é bem simples ver que os
nimeros sao 1 e 2, pois, 1 = 12 < 4 < 23 = 8. Se um dos cubos encontrados em cada
processo for igual a 4 o processo se encerra, caso contrario continuamos até um certo
ponto, pois, esse processo geralmente € infinito, neste caso, por uma questao de escolha,

adotaremos como resposta final, a aproximacao por falta. Como vimos 1 < 4 < 8, entao

!Na Folha de Atividade 4 orientamos os alunos a utilizarem 8 casas decimais nas aproximagcoes.
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V1 < v/4 < /8, ou seja, 1 <y < 2. Logo, encontramos o primeiro intervalo que contém
a raiz que estamos procurando. Em seguida, esse intervalo encontrado é subdividido em

10 subintervalos iguais. Os pontos de sub-divisao desse intervalo inicial sao os niimeros:
1,0-1,1-1,2—-1,3-1,4—-1,5-1,6-1,7—1,8—1,9—2,0

Nosso objetivo agora é saber entre qual dupla de nimeros decimais “con-
secutivos”estd y, solucao positiva da equacao y®> = 4 . Fazemos isso por aproximacao,
elevando cada um desses niimeros ao cubo, e é por esse motivo que achamos conveniente
montar uma planilha eletronica, pois assim poderiamos deixar os calculos mais extensos

para a planilha executar. Feitos os calculos, obtemos a seguinte tabela de valores:

(1,03 =] 1

(1,1)3 = | 1,331
(1,2)3 = | 1,728
(1,3)3 = | 2,197
(1,4)3 = | 2,744

(1,7)3 = | 4,913
(1,8)% = | 5,832
(1,9) = | 6,859
(2,003 =| 8

Tabela 8.1: Cubo dos pontos de divisao do intervalo inicial

As linhas destacadas em verde nos permitem ver que o nimero 4 esta entre
os valores 3,375 e 4,096, isto ¢ , 3,375 < 4 < 4,096, e isso nos permite sentir claramente
que o y que estamos procurando esta entre 1,5 e 1,6, isto é, 1,5 < y < 1,6. Encontramos
assim um novo intervalo [[1,5 ; 1,6]] que contém y, esse intervalo tem comprimento 10
vezes menor que o primeiro [1 ; 2], pois, seu comprimento <1—10) ¢ 10 vezes menor que o

comprimento do primeiro intervalo (de comprimento igual a 1) que haviamos determinado.

Repetindo o mesmo processo com esse novo intervalo, isto é, subdividindo-o

em 10 partes iguais e elevando ao cubo todos os nimeros encontrados (com o auxilio da
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planilha eletrénica) encontramos um novo intervalo de valores que contém y. A tabela

8.2 ilustra os valores encontrados.

(1,50 = | 3,375
(1,51)% = | 3,442951
(1,52)% = | 3,511808
(1,53)% = | 3,581577
(1,54)% = | 3,652264
(1,55)% = | 3,723875
(1,56)3 = | 3,796416
(1,57)° = | 3,869893

(1,60)3 = | 4,096000

Tabela 8.2: Cubo dos pontos de divisao do segundo intervalo

Notamos claramente que a raiz que estamos procurando estd entre 1,58 e
1,59, isto é, 1,58 < y < 1,59. Encontramos um novo intervalo de comprimento (%02) que
¢ 100 vezes menor que o primeiro intervalo encontrado. Estamos literalmente “cercando”a
raiz procurada. Este processo pode ser repetido quantas vezes forem necessarias, obtendo,
cada vez, uma melhor aproximagao para o valor de y. Vale lembrar que o erro cometido,
quando adotamos como resposta a aproximacao por falta, é da ordem de %, onde n é
o nimero de passos. Exemplificando: 1,58 é um valor aproximado (por falta, porque é

menor que a raiz procurada), entao nés dizemos que 1,58 é a (quase) raiz cibica de 4,

onde a diferenga entre o valor exato e a aproximacao 1,58 é menor que 1/100.

8.3 A planilha Algoritmo

A planilha Algoritmo sera o local utilizado para a realizacao dos calculos extensos, que
ficarao por conta das fungoes e aplicacoes matematicas aplicadas aos conteudos de deter-
minadas células da planilha eletronica. Procuramos desenvolver a planilha da forma mais

iterativa possivel, a comecar com a equacao a ser resolvida. Na planilha, as células F3,
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G2, H3 e I3 todas juntas formam uma equacao, que por uma escolha arbitrédria ¢ y3 = 4.
Entretanto, é possivel alterar os valores das células G2 e I3, que contém, respectivamente,

os valores do expoente e do resultado. A figura 8.1 ilustra a equacao.

K Lm N
= Escolha o expoente 3 3
. que desejar! y — 4 y = 4 > O

v A

valores poténcia valores poténcia
Extremo Inf I:I 0 Extremo Inf I:I 0.000000

Escolha o resultado l
Valores positivo que Valores
Intermedidrios desejar! Intermediérios

W @

11
12
13
14

16 Extremo Sup |:| 0 Extremo Sup |:| 0,000000

17

18

Figura 8.1: Equacio da planilha Algoritmo

A célula M2 possui o mesmo valor da G2, que corresponde ao indice da raiz
n-ésima e a célula N3 possui o mesmo valor da célula 13, que corresponde ao valor do
radicando. Dessa forma, quando o aluno altera o valor do expoente da equacao ou seu

resultado, automaticamente se alteram o indice e o radicando da raiz n-ésima ao lado.

De posse da equacao, o aluno deve encontrar um par de ntimeros inteiros
e consecutivos para formar o primeiro intervalo que contém y, de modo que o extremo
inferior seja menor, ou no maximo igual, ao resultado da equacao e o extremo superior
seja maior que o resultado da equacao. No caso da equacao y° = 4, os nimeros sao 1 e 2,
como ja vimos anteriormente, pois 1 ¢ o maior nimero inteiro que elevado ao cubo é menor
ou igual a 4. Esses numeros devem ser digitados nas células D6 e D16, respectivamente.
As células compreendidas entre D6 e D16 formam a partigao do intervalo, isto é, esses
valores sao os pontos de subdivisao do intervalo em 10 partes iguais, aplicando a célula

D7 a férmula D;; = D; + 0,1 para ¢ = {7,8,...,15} obtemos os seguintes valores

,0-1,1-1,2—-1,3-1,4—1,5-1,6—-1,7—1,8—1,9—2,0

Y )

Entretanto, devemos aplicar as células que contém os pontos de subdivisao

uma formatacao condicional, para evitar que todos os pontos de subdivisao aparecam
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antes que seja digitado o extremo superior. Assim, a formatacao condicional muda a cor
da fonte dessas células para a cor branca sempre que D16 for igual a zero, isto impede que
o texto fique visivel, j4 que o preenchimento das células foi alterado para a cor branca.
Dessa forma, os pontos de subdivisao voltam a cor preta no momento em que o valor de

D16 for digitado.

A coluna E, da célula E6 até a E16, faz o cdlculo do cubo (para o caso

do nosso exemplo) dos pontos de subdivisao através da férmula E;; = El-(GQ) para i =

{6,7,...,16}. Dessa forma, o aluno deve procurar o maior dos niimeros cujo seja menor ou
igual a 4 e observar na coluna D o ponto de subdivisao correspondente e o imediatamente
maior do que ele. Estes pontos de subdivisao serao, respectivamente, o extremo inferior e

o extremo superior do préximo intervalo que contém y. A figura 8.2 ilustra essa situacgao.

valores poténcia
Extremo Inf !

11 1,331

1,2 1,728

1,3 2,197

14 2,744

valores | 15 3,375
Intermedidrios 16 1,09
17 4,913

1,8 5,832

1,9 6,839

Figura 8.2: Primeira etapa do algoritmo

Os dois pontos de subdivisao devem ser digitados, respectivamente nas
células N6 e N16 da segunda etapa, para que a planilha construa os pontos de subdi-
visao desse novo intervalo e o aluno possa fazer a pesquisa dentre os cubos presentes na
coluna M, para encontrar novamente os pontos de subdivisao adequados que serao ex-
tremos do novo intervalo que contém y. No caso dessa planilha, esse processo é repetido
oito vezes, obtendo uma aproximacao decimal de oito casas decimais, que por opcao, é a

aproximacao por falta.

8.4 A planilha Atividades

A planilha atividades traz especificamente dois problemas para serem resolvidos com

o auxilio do algoritmo. O primeiro problema conta com quatro equagoes para serem
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resolvidas, sao elas y°> = 7, y* = 53, y® = 220 e y® = 343. A frente de cada equacao,
existe um campo denominado “valor aproximado de y”, onde o aluno deve digitar a
resposta? encontrada no final do oitavo processo. O segundo problema traz um texto que
faz referéncia a histéria do problema da duplicacao do cubo, e como exercicio, pede aos

alunos que obtenham, utilizando o algoritmo, o valor aproximado da raiz ctbica de 2.

8.5 Resumo da Aplicacao

No quinto encontro, dia 14/11/2012, todos os 32 alunos estavam presentes. A aplicagao da
Folha de Atividade 4 ocorreu no laboratoério de Informética da E.E. prof® Joao Caetano da
Rocha. O laboratério dispoe de 12 computadores, sendo assim, os alunos foram divididos
em 8 trios e 4 duplas. A Folha de Atividade 4 tomou o tempo das duas aulas desse

encontro, e foi terminada nesse mesmo dia.

8.6 Analise a Priori: Expectativas sobre a Folha de

Atividade 4

De modo geral, todos os problemas presentes na planilha eletronica, bem como seu
conteudo informativo, tem como objetivo principal oferecer uma aprendizagem signifi-
cativa, no que diz respeito a resolucao de equagoes do tipo y™ = a, com a > 0, em outras
palavras, calcular com uma aproximacao significativa, o valor da a para um dado a > 0.
Com relacao ao problema 1, da planilha de atividades, era esperado por nés que os alunos
encontrassem algumas dificuldades iniciais, no momento em que deveriam obter os dois in-
teiros consecutivos, que serao os extremos do primeiro intervalo que contém y. A segunda
dificuldade acreditamos pode aparecer no momento em que o aluno deve observar em qual
intervalo o resultado da equacao se enco ntra, e, em seguida, observar na primeira coluna,
os nimeros que serao extremos do novo intervalo que contém y. Outra dificuldade que
pode aparecer, é quando o extremo do novo intervalo coincide com o extremo do intervalo
anterior. Isso pode gerar uma duvida no momento em que o aluno busca as informacgoes,
pois esses valores nao recebem a devida atencao por nao estar em destaque, e sim quase

que “escondido’na primeira linha da tabela de valores.

2 A principio ficou combinado com os alunos que seria adotada como resposta a aproximacao por falta.
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No problema 2, acreditamos que uma dificuldade em potencial seria o fato
de que o aluno deve reformular o problema, visto que é pedido a ele que calcule o valor
aproximado de ¥/2 e que na planilha ndo h campos para preenchimento dessa forma, e
sim, na forma de equacao y™ = a. Assim, o aluno deve entender que, encontrar o valor de
\3/_ , . v . ~ 3 .

2, é 0o mesmo que encontrar a raiz positiva da equacao y°> = 2. Acreditamos que nessa

transicao, entre a notagao e a escrita em forma de equagao, podem haver davidas.

8.7 Aplicacao e Analise Posteriori

De inicio os alunos foram orientados para que juntos, nos grupos, fizessem a leitura das
informagoes contidas na planilha “Introducao”. Apds a leitura, os alunos foram ques-
tionados pelo professor, que perguntou se todos haviam entendido a explicacao contida
no texto que acabaram de ler. Vérios alunos responderam que nao haviam entendido e
dessa forma, o mais conveniente naquele momento, era fazer uma explicacao em lousa,
com um exemplo numérico. Assim foi feito, uma explicacao expositiva na lousa da sala de
informatica, para que os alunos entendessem o procedimento geral envolvido na planilha.

A figura 8.3 ilustra o momento em que os grupos faziam a leitura.

Com o inicio da resolucao dos problemas propostos, pudemos observar que
algumas das dificuldades relatadas na analise a priori foram confirmadas. A primeira
delas foi no momento em que um grupo de alunos ficou em duvida sobre quais nimeros
colocar para iniciar o processo, isto é, ficaram em duvida sobre quais nimeros colocar
como extremos do primeiro intervalo que contém y. Porém, outros grupos se utilizaram
de um “artificio” para encontrar os extremos do primeiro intervalo: testar alguns valores na
planilha e verificar se os resultados obtidos estavam préximos do resultado apresentado
na equagao. Outra dificuldade confirmada foi quando o extremo do intervalo coincide
com o extremo do intervalo anterior, como no caso da equagao do item (c), ou seja,
y® = 220, onde o extremo inferior do segundo intervalo coincide com o extremo inferior
do primeiro intervalo. Outra dificuldade observada, que também era esperada por noés
na andlise a priori, apareceu no momento em que dois grupos de alunos nao conseguiam
encontrar o resultado da equacao na coluna de valores criada pela planilha, em outras
palavras, os alunos erraram a certa altura do algoritmo e colocaram um valor incorreto

como extremo de um dos novos intervalos, o que ocasionou um erro no calculo. Como os
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Figura 8.3: Leitura da Planilha Introdugao

extremos extavam incorretos, os valores mostrados pela planilha eram todos maiores que
o resultado mostrado pela equagao, mostrando que ha certa dificuldade na visualizagao
dos valores corretos na coluna da esquerda (extremos do novo intervalo). A figura 8.4 e

8.5 ilustram alguns momentos da aplicacao desta atividade.

8.8 Conclusao

Na Folha de Atividade 4, colocamos a disposi¢ao dos alunos um método simples, porém,
muito pratico, de como obter o valor exato ou aproximado da raiz n-ésima de um dado
nimero real a > 0, encontrando por aproximacoes sucessivas, a raiz positiva da equagao
y™ = a. Fizemos isso utilizando-se do recurso das planilhas eletronicas, de uma maneira
iterativa e baseada no Teorema dos Intervalos Encaixantes. Acreditamos que os objetivos

por noés delineados foram atingidos, apesar das dificuldades encontradas na aplicagao,
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Figura 8.4: Aplicagdo da Atividade

43 in Wide MENU FENGINE SOURCE

Figura 8.5: Aplicacao da Atividade

devido ao espaco fisico reduzido da sala de informatica da escola, todos entenderam de
fato como as calculadoras realizam o calculo aproximado ou exato de tais raizes, além de
terem contato com o valor aproximado de algumas delas nao tendo em maos somente a
representacao de um ntmero, mas sim ter uma nocao de seu valor aproximado até certo

nimero de casas decimais, o que para nés é o mais importante.
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Capitulo 9

Descricao e analise da Folha de

Atividade 5

9.1 Introducao

Vimos na atividade anterior um método que possibilita obter o valor aproximado de uma
poténcia de expoente racional do tipo ai, isto é, obter o valor (aproximado) da raiz
positiva da equacao y™ = a, ou seja, y = am. Agora, queremos que fique claro o que
significa uma poténcia cujo expoente é um nimero irracional, isto é, que significado tem
a notacao 23 por exemplo? Para ajudar a responder a essa e outras perguntas é que
elaboramos uma nova planilha, agora voltada para o calculo de poténcias cujos expoentes
sao numeros irracionais. Vejamos, primeiramente, em quais conceitos matematicos a

planilha se baseia e, em seguida, como ela funciona.

Sabemos que todo numero real admite uma representacao decimal. Essa
representacao pode ser finita ou infinita, e no caso se der infinita ainda temos duas pos-
sibilidades: periddica ou nao periddica. Sendo assim, qualquer nimero real, seja ele
racional ou irracional, possui uma representacao decimal. Entao, quando escrevemos V3
devemos ter em mente que o niimero real v/3 possui uma representacao decimal, que por
sua vez é infinita e ndo periédica. Como /3 possui infinitas casas decimais, é impossivel,
na pratica, escrevé-lo em uma folha de papel com todas as suas casas decimais. Para
tanto, utilizamos aproximagcoes razoaveis quando queremos expressa-lo utilizando sua re-

presentacio decimal. Por exemplo: podemos escrever v/3, aproximadamente, utilizando
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14 casas decimais, isto é, v/3 &~ 1, 73205080756887 (lembrando que a planilha eletronica
que estamos utilizando tem um limite maximo de 14 casas decimais). Existem softwares
que tornam essas aproximacoes mais precisas, mas, o que temos ja mais do que suficiente.
Assim, nossa planilha fara uso da representacao decimal do expoente para o calcular o
valor aproximado, por falta ou por excesso, da poténcia desejada. Vejamos como isso é

feito por meio de um exemplo.

Vamos calcular o valor aproximado de 2v3. Como podemos fazer isso?
Primeiramente, devemos encontrar um par de nimeros inteiros consecutivos de tal forma
que o menor deles seja 0 maior nimero natural menor ou, no maximo, igual a v/3 e o maior
deles seja o menor niimero natural maior que v/3, que para o nosso exemplo s30 0s nimeros
1 e 2, pois, como veremos na Folha de Complemento 5, cujo titulo ¢ “Os valores da base
a”, a funcao exponencial que possui base maior do que 1 é uma funcao crescente, e isto nos
permite escrever que como 1 < /3 <2 = 2! < V3 < 22, Dali, concluimos que 2 < 2V3 <
4 e nesse caso o erro é menor ou no maximo igual a 2 (resultado de 4 —2). Para o préximo
passo, observamos a representacao decimal do nimero v/3. Utilizando somente uma casa

17 18
decimal, vemos que 1 < 1,7 < V3 < 1,8<2=1< 0 <V3< 0 < 2, entao teremos

91 < 215 < 23 < 215 < 22. Para calcular o valor de 21 devemos fazer (2110>17, isto é
multiplicar 210 por ele mesmo 17 vezes, mas, ja sabemos calcular o valor aproximado de
2%, como vimos na Folha de Atividade 4. Logo, basta multiplicar o valor encontrado por
ele mesmo 17 vezes. Entretanto, este procedimento é muito longo e, consequentemente,
exige um tempo grande. Portanto, para calcularmos os valores de 216 ¢ de 210 nos valemos
da planilha eletronica, a qual ja possui um procedimento interno que realiza esses célculos.
Isso reduzirda nosso trabalho com céalculos mais extensos. Votando ao nosso exemplo,
utilizando a planilha eletronica para calcular as poténcias 210 e 210 obtemos os seguintes
valores aproximados (com 14 casas decimais): 3,24900958542494 e 3,48220225318450.
Assim, 3,24900958542494 < V3 < 3,48220225318450, e, nesse caso, Nosso erro ¢ no
méaximo 0,2331926677596 (resultado de 3,48220225318450 — 3,24900958542494). Para
diminuirmos ainda mais nosso erro, basta avancar uma casa decimal na representacao
decimal do ntimero v/3. Utilizando somente duas casas decimais, vemos que 1 < 1,7 <
17 173 <3< 174 18

1,73<\/§<1,74<1,8<2:1<E<m m<m<2,ent€xoteremos

17 173 174 18 173
9l < 2T < 210 < 2V3 < 270 < 21 < 22, Para calcular o valor de 20 devemos fazer
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(21tlm>173, isto é, multiplicar 2100 por ele mesmo 173 vezes. Portanto, para calcularmos
os valores de 210 e 210 utilizaremos a planilha eletronica. Voltando ao nosso exemplo,
utilizando a planilha para calcular as poténcias 2100 ¢ 2100
aproximados (com 14 casas decimais): 3,31727818325777 e 3,34035167771348. Assim,
3,31727818325777 < 2V3 < 3,34035167771348 e, nesse caso, NOSSO €rro ¢ No Maximo

0,0230734944557 (resultado de 3,34035167771348 — 3,31727818325777). Fica claro que o

obtemos os seguintes valores

que estamos construindo é uma sequéncia decrescente de intervalos fechados e limitados,
cujos comprimentos tendem a zero, em outras palavras, estamos utilizando o Teorema dos

Intervalos Encaixantes.

9.2 Funcionamento da Planilha

Vimos como podemos proceder para calcular o valor aproximado de uma poténcia cujo
expoente é um numero irracional tendo sua representacao decimal. Vejamos como a
planilha foi desenvolvida para efetuar os calculos mais extensos e como ela contribui para

um melhor entendimento de tais poténcias.

A pasta de trabalho (arquivo) entregue aos alunos, é composta de quatro
planilhas diferentes, sendo que a primeira contém as trés atividades que deverao ser rea-
lizadas, e as demais sao reservadas para a resolucao de cada uma das trés atividades
propostas. A figura 9.1 ilustra as atividades a serem realizadas. Diferentemente da
planilha desenvolvida anteriormente, onde os alunos resolvem todas as atividades em
apenas uma planilha, achamos melhor separar cada atividade em uma planilha diferente,
proporcionando um espago maior para resolucao dos exercicios, além de conservar os
registros feitos pelos alunos em cada atividade, ao passo que na atividade 4, o aluno deve
apagar todos os dados para realizar novamente os calculos do novo exercicio. Isto nao

ocorre nesta planilha.

O aluno deve clicar sobre um dos botoes verdes para escolher a atividade
que deseja fazer. Cada uma dessas células (pintadas de cor verde) contém um hiperlink
para a planilha correta onde as informacoes relativas a esta atividade serao digitadas.
Por exemplo: digamos que o aluno clique sobre a atividade 2. Automaticamente, o aluno

serd conduzido a tela correspondente a planilha “Atividade 2”7, que sera utilizada para
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A Funcdo Exponencial no
conjunto dos Numeros Reais

Esta planilha eletrdnica contém trés atividades que tém como objetivo principal proporcionar um
entendimento concreto sobre o siginificado de expressdes do tipo

X

d

onde a e x sdo nimerosreaisea>0,a= 1.

Escolha a atividade que deseja:

— Encontrar o valor aproximado de

— Encontrar o valor aproximado de

— Encontrar o valor aproximado de

Figura 9.1: Atividades propostas

resolver a atividade 2, ou seja, na Atividade 2 o aluno deve obter o valor aproximado de
3V5. Como necessitamos da representacao decimal do nimero v/5, entdo o aluno deve
digitar nas células D6 e D8, respectivamente, os valores da base 3 e e do expoente v/5 (no
caso dessa planilha, todos os expoentes sao raizes quadradas nao exatas, dessa forma o
aluno somente deve digitar o radicando, que no caso é o numero 5). A figura 9.2 ilustra

parte da planilha.

A 8 c ) ELE G H 1 1 K L [ N o 3
1
2 [oBsETIVOS:]
3
4
e Representac&o Decimal O objetivo dessa atividade é fazer vocé perceber que a medida que o
: BASE: 3 3,0000000000000 expoente se aproxima do niimero raiz de 5, o valor da poténcia se
s aproxima cada vez mais (CONVERGE) de um dnico nimero que é o
resultado da poténcia desejada.
. EXPOENTE:\V 5 2,23606797749979
10
1
12 |passos APROXIMACOES POR rpo R0 APROXIMACOES POR
13 FALTA POTENCIA POTENCIA EXCESSO cada passo
14| 1 VERDADEIRC §EX 527 13 VERDADEIRO 18,0000000000000
15 2 [, HEET 1 0,0000000000000
16 3 [i1 R 1 0,0000000000000
17 4 [i1 HEE? 1 0,0000000000000
18 5 [ IS 1 0,0000000000000
19 6 [, HEET 1 0,0000000000000
20 7 [i1 R 1 0,0000000000000
21 8 [i1 HEE? 1 0,0000000000000
22 9 [ IS 1 0,0000000000000
23| 10 [, HEET 1 0,0000000000000
24| 11 [i1 R 1 0,0000000000000
25| 12 [i1 HEE? 1 0,0000000000000
26 13 [ IS 1 0,0000000000000
27| 14 \/ [, 14 1 4 0,0000000000000
28| 15 | [i1 1, 1 | 0,0000000000000
29
20 5 % 2,23606797749979 ! \/g % 2,23606797749979
. Vs
33 O valor aproximado de 3 éiguala | |
H740» W] Introducio . Atiidade 1 | Atividade 2. Atwvidade 3 I ! m T —

Figura 9.2: Planilha contendo as informacoes sobre a Atividade 2
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Como podemos ver na figura 9.2, a célula E6 e E8 contém as representacoes
decimais da base e do expoente, respectivamente. Para obter tais representagoes decimais,
primeiramente aumentamos o niimero de casas decimais dessas células ao maximo, isto é,
14 casas decimais. Em seguida, a célula E6 foi definida como sendo igual ao resultado de
D6 e a célula E8, foi definida como sendo “=RAIZ(D8)”, isto é, o valor da raiz quadrada
do radicando digitado na célula D8!. As células F32 e E33 tém o mesmo valor das células
D8 e D6, respectivamente. Isso torna a planilha mais interativa, pois quando o aluno
digita os valores da base (3) e do radicando do expoente (5), automaticamente a planilha
monta a poténcia desejada, acompanhada da seguinte frase: “O valor aproximado de 3v5
é igual a”. Exatamente a frente da frase, esta o campo onde o aluno deve digitar o valor
aproximado encontrado apds efetuar os calculos. A figura 9.3 mostra mais detalhes dessa
parte da planilha.

Vs

O valor aproximado de 3 éiguala |

Com um erro de no méximol |

Figura 9.3: A poténcia desejada

Como podemos observar ainda na figura 9.3, ha também um campo onde o
aluno deve digitar o erro encontrado em sua aproximagao, bem como o botao voltar, que
ao ser clicando, leva o aluno, através de um hiperlink, até a primeira planilha que contém
as atividades, para que o mesmo possa escolher uma atividade diferente para resolver.

Mais adiante daremos mais detalhes sobre o erro das aproximagoes.

Continuando a analise das células que compoem a planilha, temos, na parte
central da planilha, uma grande tabela com vérias colunas, onde cada coluna tem uma
fungao diferente. Vamos comecar pela coluna A, na célula A12. Esta célula, contém o
texto “Passos”, seguindo logo abaixo dela, os nimeros naturais de 1 a 15. Esses ntimeros
correspondem ao numero de passos que serao realizados até obtermos a aproximagao
com 14 casas decimais, ou seja, um passo para cada casa decimal que queremos calcular.
Na coluna D temos as aproximacoes por falta, mais especificamente, da célula D14 a

D28. Estas células devem ser preenchidas com as aproximacoes por falta do expoente em

10 sfmbolo de radical presente na célula D8 é apenas uma figura, ndo é um operador da planilha eletrénica
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questao, em outras palavras, o aluno deve encontrar o maior niimero natural menor, ou
no méximo igual, a v/5, que no caso é o nimero 2, e digitd-lo na célula D14, para comecar
o processo. Este nuimero sera o extremo inferior do primeiro intervalo. Em seguida, o
aluno deve encontrar o menor nimero inteiro maior que v/5, que no caso serd o nimero
3, e digita-lo na célula K14, pois na coluna K temos as aproximacoes por excesso, mais
especificamente da célula K14 a K28. Este niimero sera o extremo superior do primeiro
intervalo que contém o valor da poténcia que estamos procurando. Feito isso, o aluno
deve avancar na representacao decimal de v/5 e encontrar o maior niimero racional que
possua apenas uma casa decimal que é menor, ou no maximo igual, a v/5, que no caso é o
numero racional 2,2. Este niimero serd o extremo inferior do novo intervalo que é 10 vezes
menor que o intervalo anterior e também contém a poténcia que estamos procurando.
Em seguida, o aluno deve encontrar o menor nimero racional que possua apenas uma
casa decimal que seja maior que v/5, que no caso é o nimero racional 2,3. Estes dois
valores, 2,2 e 2,3, devem ser digitados, respectivamente, nas células D15 e K15, formando

o segundo intervalo, que é 10 vezes menor que o primeiro.

Como podemos observar, estamos criando uma sequéncia decrescente de
intervalos fechados, encontrando a cada passo, uma melhor aproximacgao para a poténcia
desejada. As colunas G e I, contém os valores das poténcias calculadas pela planilha, e
serao os resultados aproximados da poténcia, as aproximacoes por falta e por excesso,
respectivamente. A coluna G, mais especificamente da célula G14 a G28, calcula as
poténcias dos expoentes digitados nas células da coluna D, através da férmula (D6)P9),
com i = {14,15,...,28}. O mesmo ocorre para a coluna I, mais especificamente da célula
I14 a 128, onde a planilha calcula as poténcias dos expoentes digitados nas células da

coluna K, através da formula (D6)5?), com i = {14,15,...,28}.

Na coluna N, mais especificamente a célula N12, contém o seguinte texto:
“Erro cometido a cada passo”. Esta coluna calcula os erros maximos cometidos a cada
passo. Logo abaixo da célula N13, da célula N14 a N28, estao os erros cometidos em cada
passo, que foram definidos como sendo a diferenga entre o extremo superior e o extremo
inferior de cada intervalo. Foi combinado com os alunos que o resultado aproximado
da poténcia seria o da aproximacao por falta com 14 casas decimais, isto é, o resultado

apresentado ao final do 15° passo pela célula G28. Lembrando que esta planilha também
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foi protegida por senha para que os alunos nao alterassem eventualmente as configuracoes

iniciais da planilha, o que tornaria inviavel a sua aplicagao.

As células C30 e D30 também sao interativas, isto €, também assumem, res-
pectivamente, os valores do radicando e da representacao decimal do expoente que foram
digitados no inicio da atividade. O mesmo ocorre nas células K30 e L30, respectivamente.
O objetivo, neste caso, ¢ mostrar que as aproximacoes por falta e por excesso se aproximam

cada vez mais do ntimero v/5.

Um ponto crucial no desenvolvimento dessa planilha, foi a ideia de introduzir
alertas de verificagdo com as mensagens de “VERDADEIRO” ou “FALSO”ao lado de cada
célula digitada nas aproximacoes, isto €, aparentemente, as colunas C e L estao vazias,
porém, isso nao é verdade. Estas colunas, mais especificamente, da célula C14 a C28,
e no caso da coluna L, da célula L14 a L28, estao alimentadas com funcoes “SE”. Se
eventualmente o aluno digitar algum ntimero que nao faz parte da representacao decimal
do expoente em questao, a mensagem de FALSO aparecera na coluna ao lado. Porém, se
o nimero digitado estiver correto, a mensagem de VERDADEIRO aparecera na coluna
ao lado. Veremos mais adiante, mais especificamente, na Anélise a Posteriori, que sem

esta ferramenta a aplicacao dessa atividade seria inviavel.

Para desenvolver a ferramenta de verificacao, utilizamos a funcao “SE”,
presente no conjunto de fungoes da planilha. Nesta fungao SE, definimos as seguintes

acoes:

e Células da coluna C: SE D; = 0, ENTAO “ 7 (o programa nao faz nada). Caso

contrario, isto é, SE D, # 0, ENTAO abrimos uma nova funcao SE para verificar
INT ((E8) % 10%4i-1)

104i-1

se o valor digitado esta correto. Na nova funcao SE, SE D; =
ENTAO mensagem de VERDADEIRO, caso contrario, isto é,

INT ((E8) % 10%4-1) - :
D, # T ENTAO mensagem de FALSO, isto para

i = {14,15,...,28}. Vale lembrar que no caso de i = 14, A, ;1 = A3 = 0, pois

a célula estd vazia e que a funcao INT( ) faz parte do conjunto de fungoes da

planilha eletronica e é a funcao que retorna a parte inteira de um nimero.

e Células da coluna L: SE K; = 0, ENTAO “ 7 (o programa nao faz nada). Caso

contrario, isto é, SE K; # 0, ENTAO abrimos uma nova funcéo SE para verificar se
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o valor digitado esta correto. Na nova funcao SE, SE K; =

INT ((E8) % 104-1) +1
1041

ENTAO mensagem de VERDADEIRO, caso contrério, isto é,

K;

i

INT ((E8) % 104-1) + 1

104

ENTAO mensagem de FALSO, isto para

i = {14,15,...,28}. Vale lembrar que no caso de i = 14, A, 1 = A3 = 0, pois

a célula estd vazia e que a funcao INT(

) faz parte do conjunto de fungdes da

planilha eletronica e é a funcao que retorna a parte inteira de um nimero.

A figura 9.4 ilustra a planilha completa até o 6° passo.

1
2
3
s
5
6
7
8

]
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
£23

32

33

Passos:

8 e ) B F G H K L ] N o e
Representac&o Decimal 0O objetivo dessa atividade € fazer vocé perceber que a medida que o
BASE: 3 3,0000000000000 expoente se aproxima do nimero raiz de 5, o valor da poténcia se
aproxima cada vez mais (CONVERGE) de um unico ndmero gue € o
EXPOENTE: f 5 2 23606797749979 resultado da poténcia desejada.
o ,
|APROX|MA(;0E; POR P rpo APROXIMACOES POR
FALTA POTENCIA POTENCIA EXCESSO cada passo
VERDADEIRQ 2 lis ;a7 1.8 VERDADEIRQ 18,0000000000000
VERDADEIRO 22 [i11,2115784565397 ;i 12,5135025328432 ] 23 VERDADEIRO 1,3018240763035
VERDADEIRO 223 [111,5872505566942 ;i 11,7152513440007 '] 2,24 VERDADEIRO 0,1280007873065
VERDADEIRO 2236 [i11,6638822198040 ;i 11,6767033455779 ] 2,237 VERDADEIRO 0012821125739
VERDADEIRQ 22360 [i11,6638822198040 ;i 11,6651636986292 ] VERDADEIRQ 0,0012814788252
VERDADEIRO m [111,6645510002088 :i 11,6647792401891 ] VERDADEIRO 0,0001281499842
[i1, B R 1 0,0000000000000
[i1 B 1 0,0000000000000
[i, B 1 0,0000000000000
[ 1, ] 0,0000000000000
[i1, 1, 1 0,0000000000000
[i1 HIRY 1 0,0000000000000
[i, 1, 1 0,0000000000000
\/ [ 1, ] v 0,0000000000000
| [it 1, 1 | 0,0000000000000

5 = 2,23606797749979

s

O valor aproximado de 3

A4 r W[ Introducio - Atividade 1

Atividade 2 Atividade 3

J5 B2 2,23606797749979

éigual a |

2]

Figura 9.4: Planilha completa até o 6° passo

9.3 Resumo da Aplicagao

No sexto encontro, dia 21/11/2012, todos os 32 alunos estavam presentes. A aplicagao da

Folha de Atividade 5 ocorreu no laboratoério de Informética da E.E. prof® Joao Caetano da

Rocha. O laboratério dispoe de 12 computadores, sendo assim, os alunos foram divididos

em 8 trios e 4 duplas.

encontro, e foi terminada nesse mesmo dia.

A Folha de Atividade 5 tomou o tempo das duas aulas desse
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9.4 Analise a Priori: Expectativas sobre a Folha de

Atividade 5

Acreditamos que a primeira dificuldade que os alunos podem encontrar ao realizar essa
atividade pela primeira vez, é no momento que devem descobrir os extremos do primeiro
intervalo, isto é, no primeiro passo. Porém, possivelmente alguns alunos poderao observar
a representacao decimal do expoente, e concluir que a parte inteira da representagao deci-
mal do expoente coincide exatamente com o extremo inferior do primeiro intervalo. Assim,
para encontrar o extremo superior, basta adicionar uma unidade no extremo inferior que

¢ a parte inteira da representagao decimal do expoente.

Outra dificuldade que alguns alunos podem encontrar, ¢ no momento em que
tém que avancar na representacao decimal do expoente para entao, encontrar o extremo
inferior do segundo intervalo. Porém, a dificuldade maior pode aparecer quando os alunos
tentarem encontrar o extremo superior do segundo intervalo, pois devem encontrar um
nimero racional que é 0 maior que o racional encontrado anteriormente. Dificuldades
com numeros decimais sao comuns no ensino de Matematica do Estado de Sao Paulo,
como pode ser facilmente verificado através das avaliacoes internas e externas, tais como
SARESP, Prova Brasil, entre outras. Tais dificuldades tendem a aumentar, a medida que
os alunos avancam na representacao decimal do expoente, por exemplo, podem surgir
davidas como qual é o ntimero racional que tem o mesmo numero de casas decimais que

2,23606 e é um centésimo de milésimo maior do que ele.

Um erro que pode ser cometido, com menor frequéncia, por alguns alunos
¢ no momento de explicitar a resposta da atividade, isto é, digitar o valor aproximado no
campo correspondente. Pode acontecer que, como os alunos foram desafiados a digitar
corretamente os extremos de cada intervalo até obter um total de 14 casas decimais apos
a virgula, isso pode fazer com que o aluno pense que o nimero que estamos procurando
é exatamente o ultimo nimero digitado por ele, e acabar colocando este niimero como
resposta para a atividade, quando na verdade, este nimero é a representacao decimal
do expoente, e nao da poténcia procurada. Porém, o que pode acontecer com maior
frequéncia, é quando o aluno esta transcrevendo o valor aproximado da poténcia e erra ao

digitar os nimeros. Este tipo de erro pode ser facilmente prevenido, tornando iterativa,
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também, a célula que devera conter o valor da aproximacao. Por exemplo: o valor da
aproximacao da poténcia é, por convencao, o extremo inferior do ultimo intervalo da
planilha, mais precisamente, o resultado contido na célula G28. Assim, basta que a célula
que deve conter a resposta, que no nosso caso € a célula H33, tenha o mesmo valor que
a célula G28, isto é, “H33=G28". Entretanto, conhecendo as falhas presentes no ensino
de ntimeros decimais, preferimos deixar para o aluno a tarefa de digitar manualmente
a resposta encontrada, bem como o valor do erro maximo, afim de tentar diminuir a
resisténcia que os alunos tém em estudar e fazer cdlculos com os nimeros decimais que

possuem varias ordens decimais.

9.5 Aplicacao e Analise Posteriori

A aplicagao teve inicio com a entrega da Folha de Complemento 4, cujo titulo é “Base
tedrica para a Folha de Atividade 5 (Expoentes Reais)”. Esta folha de complemento,
contém todas as informacoes necessarias para que os alunos possam entender o funci-
onamento da planilha eletronica, assim como os conceitos matematicos nela inseridos.
A leitura da Folha de Complemento 4 foi feita em grupo, e apds a leitura, uma breve
exposicao das ideias ali contidas foi feita pelo professor, pois nem todos os alunos enten-
deram o processo somente com a leitura das orientagoes. A exposicao foi feita na lousa da
sala de informatica, seguida de um pequeno exemplo de como os alunos deveriam proceder

para iniciar o primeiro passo da planilha.

Apoés a exposicao, os grupos comecaram a trabalhar em busca das respostas
das atividades propostas. Todos os grupos resolveram as atividades na ordem em que elas
apareceram, o que nao era uma regra, visto que poderiam escolher qual atividade queriam

resolver primeiro.

Logo de inicio, observamos que um grupo de alunos teve dificuldade para
iniciar o processo, isto é, para encontrar os dois primeiros numeros a serem digitados
para formar o primeiro intervalo que contém a poténcia procurada, como ja era previsto
na Analise a Priori. O grupo entao foi orientado pelo professor a retomar os conceitos
estudados na atividade anterior, para que procurassem relacionar as atividades e entender

que o processo de aproximacoes feito na atividade anterior, poderia ser utilizado para
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encontrar os numeros a serem digitados, isto é, encontrar um par de nimeros inteiros
e consecutivos, tais que o menor deles seja o maior nimero inteiro que é menor, ou no
méximo igual, a v/3 e o maior deles seja 0 menor inteiro que é maior que v/3. Com isso
os alunos recordaram de como haviam procedido na atividade anterior e continuaram a

resolver a atividade.

O que pudemos perceber depois de alguns minutos que os grupos comecgaram
a trabalhar, que todos os grupos perceberam que ficava relativamente simples a resolugao
quando acompanhavam a representacao decimal do expoente em questao. Somente apa-
reciam algumas dificuldades no momento em que deveriam digitar o segundo nimero, por
exemplo, vejamos a Atividade 1 que tinha como objetivo encontrar o valor aproximado
da poténcia 2V3: nesta atividade, o primeiro niimero que o aluno deve digitar no 4° passo
¢ 1,732. Nesse momento surgiam duvidas sobre qual deve ser o segundo ntimero a ser
digitado ainda no 4° passo, que no caso é o numero 1,733. Surgiam perguntas entre os
grupos do tipo: “Quem vem depois do 1,7327”, mostrando que o contetido referente ao

conjunto dos numeros racionais nao foi bem assimilado por eles.

Um fator de extrema importancia na aplicacao e na aplicabilidade dessa
atividade, foi a introducao dos alertas de VERDADEIRO e FALSO ao lado das células
que receberiam os valores digitados. No dia da aplicacao, ficou claro que muitos alunos
verificavam sozinhos o que estava errado na digitacao, pois ja haviam sido avisados pela
planilha que o valor digitado era falso. Isso facilitou muito a aplicacao, e acreditamos que
sem esse recurso a aplicacao de uma planilha como essa pode se tornar inviavel, visto que
podem surgir iniimeras duvidas ao mesmo tempo, e o professor nao conseguiria atender
todos os alunos em um intervalo de tempo de apenas duas aulas. Certamente, sem o
recurso de alerta, uma atividade como essa tomaria o tempo de, aproximadamente, 4

aulas de 50 minutos.

Todos os grupos conseguiram terminar todas as atividades e encontraram
os valores aproximados cobrados nas atividades. A figura 9.5 ilustra o momento em que

os alunos faziam a leitura da Folha de Complemento 4.
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Figura 9.5: Leitura da Folha de Complemento

Figura 9.6: Grupo de alunos resolvendo as atividades



115

9.6 Conclusao

Na Folha de Atividade 5 (planilha eletronica), disponibilizamos aos alunos um método
pratico de como obter o valor aproximado de uma poténcia cujo expoente ¢ um nimero
real, mais precisamente, expoentes da forma ,/p, com p € N. Isso possibilitou um melhor
entendimento sobre esse tipo de poténcia, nao deixando aos alunos somente a repre-
sentacao de um numero, mais sim um breve contato com seu valor aproximado e um bom
entendimento de como as calculadoras cientificas e softwares matematicos procedem para
calcular tais poténcias com certo grau de aproximagao. Acreditamos que o objetivo dessa
atividade foi contemplado e que podemos, com ela e as demais atividades propostas neste
trabalho, proporcionar um aprendizado mais concreto ao conceito de funcao exponencial,
desde o dominio mais simples, o conjunto dos nimeros naturais, até o mais complexo o
conjunto dos nuimeros reais. Com isso procuramos reduzir as falhas no processo de ensino-
aprendizagem desse assunto, bem como preencher as lacunas presentes na formacao dos

professores de matematica do Ensino Médio.
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Capitulo 10

Aplicacoes da Funcao Exponencial

10.1 Introducao

Neste capitulo reunimos uma série de aplicagoes da funcao exponencial em diferentes
situagoes, onde o aumento ou a diminuicao de uma grandeza é proporcional ao valor da
grandeza em um dado instante. Procuramos dividir os problemas em temas, fazendo uma
breve introducao ao tema de que trata a aplicacao e, em seguida, a discussao de um

problema pratico sobre o tema abordado.

10.2 Juros Continuos

Voltemos ao problema mencionado por [2, p. 41], encontrado em um tablete de argila
da Mesopotamia, datado de 1700 a.C., que propoe: “Qual é o tempo necessario para que
uma soma em dinheiro dobre de valor, quando aplicada a uma taxa de 20% de juros
composta anualmente?”. Podemos observar claramente que a solugao do problema, apesar
de ser logaritmica, é proveniente da equagao (1,2)* = 2, que é uma equagao exponencial.
Imaginemos agora um caso geral, onde teremos Cj o capital em questao, ¢ a taxa de juros

e t o nimero de anos. Deste modo, teremos apds t anos um montante

Porém, em alguns bancos, o juros acumulado nao ¢ calculado apenas uma vez, mas varias
vezes por ano. Se, por exemplo, uma taxa anual de juros de 5% é composta semestral-

mente, o banco usara metade da taxa de juros anual como taxa por periodo. Desta forma,
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em um ano o capital de R$100,00 seréa composto duas vezes, cada vez a uma taxa de 2,5%.

Assim, teremos:

100.(1, 025)* = 105, 0625

cerca de seis centavos a mais do que o mesmo dinheiro renderia se fosse composto anual-
mente a 5%. Generalizando a férmula do cdlculo do montante (M) para n composigoes

anuais, teremos a seguinte equacao:
i nt
M =C)y (1 + —) (10.1)
n

Para simplificar as coisas, vamos assumir que i = 100% = 1. Com isso,

v-a (e )] a03

n
Assumiremos sem demonstracao que é convergente a sequéncia a,, = <1 + —) ,
n

nossa equacao fica

n
paran > 1, entao existe o limite lim (1 + —) , que por definicao foi batizado de e, uma
n—oo n

importante constante da matematica, um nimero irracional, cujo valor aproximado é

2, 71828182845904523536...1. Voltando a equacao 10.2, temos
M = Cy.e (10.3)

. ) . 1\"
Podemos ir além, fazendo uma mudanca de variavel na expressao (1 + -1,
n

.1 :
chamando de a a fracao —, teremos que quando n — oo, @ — 0. Assim, nosso limite
n

pode ser reescrito como

1
[

lim (1+a)> =e (10.4)

Dessa forma, voltando a equacgao 10.1, e substituindo a equagao 10.4, tere-

mos:
M =Cy(1+ia)a (10.5)
1 .
Escrevendo u = i, temos — = 1. Assim, substituindo em 10.5:
a u
it 1 it .
M=Cy(1+u)* =C, [(1 + u)ﬂ] — (et (10.6)

Portanto, um investidor exigente desejara que seu capital seja capitalizado

a cada instante, pois obterd maior rentabilidade. Quando isso ocorre, o montante (C'+ .J)

'Para mais informagoes sobre a histéria do nimero e consulte [2]
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deve ser calculado pela funcao

M(t) = Co.eit

que é uma funcao do tipo exponencial.

Voltando agora ao problema do papiro modificado: Suponhamos que o ca-
pital seja aplicado a taxa de juros continuos de 20% ao ano, em quanto tempo este

capital sera dobrado?

Resolugao: Neste caso temos i = 20% = 0, 2. Devemos encontrar o ntimero ¢t de anos de

07

modo que Cpe’? = 20, ou seja, e = 2. Segue que, calculando o logaritmo natural em

ambos os membros, 0,2t = In 2, de onde temos que

In2 0,693
02 02 _ o4

Obviamente devemos ter em maos o valor aproximado de In2, o que nos
proporciona encontrar um valor aproximando do tempo necessario para que o capital
investido dobre de valor, ou seja, aproximadamente trés anos e meio. A figura 10.1 ilustra

o aspecto do grafico da fungao M(t) = Cye.

Figura 10.1: Aspecto do grafico da fungao M (t) = Cpe®?t

Sugestao de problema (FUVEST - 2013): Quando se divide o Produto Interno
Bruto (PIB) de um pais pela sua populagao, obtém-se a renda per capita desse pais.
Suponha que a populacao de um pais cresca a taxa constante de 2% ao ano. Para que
sua renda per capita dobre em 20 anos, o PIB deve crescer anualmente a taxa constante

de, aproximadamente,

(Dado: ¥/2 ~ 1,035)
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a) 4,2%
b) 5,6%
¢) 6,4%
d) 7,5%

e) 8,9%

10.3 Decaimento Radioativo

Existem alguns atomos na natureza que sao instaveis, isto é, possuem uma tendéncia
natural de se desintegrarem com o tempo, é o caso do radio, do uranio, entre outros. Estes
atomos sao classificados como radioativos, por emitirem particulas transformando-se em
outra substancia nao radioativa. Com o passar do tempo, devido a emissao de particulas,
a massa da substancia original diminui, ao passo que a massa da sustancia transformada
aumenta. Isto se da de tal forma que, num determinado instante, a quantidade de matéria
que se desintegra ¢é proporcional a massa da substancia original presente no corpo naquele
dado instante. Digamos que uma determinada substancia radioativa se desintegre a uma
taxa constante por unidade de tempo, que chamaremos de «. Sendo M, a massa inicial

da substancia radioativa, entao para cada instante ¢, teremos:
M= M, (1-a) (10.7)

Procurando uma melhor aproximagao para a situacao descrita, podemos

- 1
imaginar que a desintegragao ocorre em intervalos de — unidades de tempo. Assim, a

n
Q@
taxa de desintegracao em cada intervalo seria de —. Fazendo n tender ao infinito, e as
n
modificagoes na equagao 10.7, teremos:
o\ tn
M = Tim M, (1 . —) (10.8)
n—oo n

Fazendo novamente uma substituicao de variavel, chamando de u a fracao

o' 1 U
——, entao — = ——, e quando n — oo, u — 0. Substituindo na equacao 10.8:
n n Q@

&=

M = lim My (1+u) % = My lim [(1 +u)
u—

u—0

—at
] = Mp.e™® (10.9)
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Assim, a funcao que fornece a massa da substancia decorridos t unidades

de tempo depois do inicio da desintegragao é:
M(t) = My.e™® (10.10)

Na pratica, a constante « fica determinada a partir de um nimero basico,
chamado de meia-vida da substancia, que seria o tempo necessario para que sua massa se

reduzisse a metade.

O carbono-14, indicado por C'*, é um isétopo radioativo do carbono, for-
mado na terra devido ao bombardeio de raios césmicos. Através dos tempos, a quantidade
de C* na atmosfera tem-se mantido constate, porque sua producao compensa sua desin-
tegracao. Os seres vivos absorvem e perdem C** de modo que, em cada espécie, a taxa de
C' também se mantém constante. Quando um ser vivo morre, a absorcao cessa, porém
a desintegracao nao. Este fato pode ser usado para determinar a idade de um féssil ou de
um objeto muito antigo feito de madeira, por exemplo. Sabendo que o tempo de meia-
vida do C* ¢ de 5570 anos, aplicando a fungio M = M (t) da equagio 10.10, teremos:
—atp —

1
Mye 0 = §MO, ou seja, e

1
os membros, —aty = In (§>, de onde temos que

1
7 Segue que, calculando o logaritmo natural em ambos

Y —In(3) In(2) 0,6931

to to 5570

= 0,00012444

Assim, vejamos como esse conhecimento pode ser utilizado: Num castelo
inglés existe uma velha mesa redonda que muitos afirmavam ser a famosa Tévola Redonda
do rei Artur. Por meio de um instrumento que mede a radioatividade, constatou-se que
a massa de O hoje existente na mesa é de 0,894 vezes a massa de C'* que existe em
pedaco de madeira viva de mesma massa da mesa. Sera mesmo a mesa do famoso rei
Artur?

Resolugao: Aplicando a equacao 10.10, teremos: 0,894My = Mye™, ou seja, 0,894 =

e, Calculando o logaritmo natural em ambos os membros da igualdade teremos:

~ In(0,894)  0,1121

= =901
0,00012444  0,0001244

Se a mesa fosse mesmo do rei Artur, ela deveria ter mais de 1500 anos. A figura 10.2

ilustra o aspecto do gréfico da fungao M(t) = My.e~.
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Figura 10.2: Aspecto do grafico da funcao M (t) = Mge 00012444t

Sugestao de problema: (FUVEST - 2012): Uma substancia radioativa sofre de-

K em que a é um

sintegragao ao longo do tempo, de acordo com a relagdo m(t) = ca™
nimero real positivo, ¢t é dado em anos, m(t) é a massa da substancia em gramas e ¢, k
sao constantes positivas. Sabe-se que my gramas dessa substancia foram reduzidos a 20%
em 10 anos. A que porcentagem de myg ficard reduzida a massa dessa substancia em 20

anos?
a) 10%
b) 5%
¢) 4%
d) 3%
e) 2%

Com relacao ao exercicio anterior, supondo que a = e, obtenha o valor da constante k.

Considere In5 = 1, 609.

10.4 Resfriamento de um corpo

Uma situacao andloga ao decaimento radioativo é a de um objeto aquecido, colocado
num grande meio mais frio, cuja grande massa faz com que a temperatura desse meio
permaneca constante, sem ser afetada pelo calor transmitido pelo corpo mais quente. A
lei do resfriamento de Newton afirma que, nessas condicoes, a diferenga de temperatura

D, entre o objeto e o meio que o contém, decresce com uma taxa de variacao que é
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proporcional a prépria diferenca. Como no caso do decaimento radioativo, esta lei pode
ser expressa pela seguinte equacao: chamando de Dy a diferenca entre as temperaturas
no instante ¢ = 0, e D(¢) esta diferenca num dado instante ¢, tem-se D(t) = Doe™**, onde
a constante o depende do material de que é constituida a superficie do objeto. Vejamos

um exemplo de aplicagao dessa lei.

Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°C. A dgua que fervia
numa panela, 5 minutos depois de ter apagado o fogo, tem a temperatura de 65°C.

Quanto tempo depois de apagado o fogo a agua atingird a temperatura de 38°C?

Resolugao: No momento em que se apagou o fogo (t = 0), a temperatura da dgua era de
100°C e a do ambiente 30°C. Logo, Dy = 100—30 = 70. Assim, aplicando a lei de Newton,

D(t) = 70e~“*. Para determinar «, basta utilizar a informagao dada no problema, isto é:

D(5) = 70e™°* = 65 — 30 = 35

35
Portanto, teremos e~ = ik Calculando o logaritmo natural em ambos os membros
da igualdade, teremos:
1 In2 0,698
—ba=In(=|=—-m2=a=—"=""=0,1386
da = In (2> n « 5 3 ,

Queremos encontrar o valor de ¢, de tal forma que a temperatura final seja igual a 38°C,
ou seja, que D(t) = 38 — 30 = 8. Substituindo na lei de Newton, teremos: 70e~%1386 = g,
Novamente calculando o logaritmo natural em ambos os membros da igualdade, teremos:

8 In(2) 2,1691
—0,1386t =In| — | =t = 8 2 = 15,65
’ t (70) 0,1386 0,138

Figura 10.3: Aspecto do grifico da fungao D(t) = 70e~%1386¢
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Assim, a agua atingird a temperatura de 38°C apds 15,65 minutos, pouco
mais de 15 minutos e meio. A figura 10.3 ilustra o aspecto do grafico da funcao D(t) =

Dye™ para os valores encontrados nesse exemplo.

Sugestao de problema: O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23
horas. O perito chegou as 23h30min e imediatamente mediu a temperatura do cadaver,
que era de 34,8°C. Uma hora mais tarde, ele mediu a temperatura outra vez e encontrou
34,1°C. A temperatura do quarto era mantida constante a 20°C. Use a lei do resfriamento
de Newton para estimar a hora em que se deu a morte. Admita que a temperatura normal

de uma pessoa viva é de 36,5°C. Para mais problemas e aplicagoes consulte [17].
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Estrutura dos numeros reais

.1 Introducao

Este apéndice foi escrito com objetivo de orientar o professor, uma vez que, em nossa opinidao, o conjunto
dos numeros reais tem uma estrutura de dificil compreensao, principalmente para quem nunca estudou
essa estrutura ou nao teve oportunidade de ver sua construciao. Por exemplo, quando falamos em /2,
apesar de ser um numero algébrico e de facil construcao geométrica, via régua e compasso, sua repre-
sentacdo decimal possui infinitas casas decimais. Trata-se de uma série cujo termo geral sabemos que

existe, porém, nao o explicitamos.

Geralmente quando introduzimos esse conceito, os alunos aceitam que v/2 possui infinitas
casas decimais sem questionar. Entretanto, ai ha uma questao que requer conhecimento mais profundo.
Noés descrevemos no capitulo 8 um processo para a determinacao dessa expansao decimal até um certo
numero de casas decimais, com auxilio da planilha eletronica para minimizar o trabalho com célculos
e evitar possiveis erros. Em resumo, v/2 pode ser visto como o limite de uma sequéncia crescente de
nimeros racionais limitada superiormente. A existéncia desse limite é, em tultima andlise, consequéncia
do axioma da completividade dos ntimeros reais que mencionaremos mais adiante. Esse é o axioma que

vai permitir compreender o “ingénuo”teorema dos intervalos encaixantes.

O conjunto dos nuiimeros reais munido das operagoes de adigdo e multiplicagdo tem uma

estrutura de corpo ordenado completo. Abaixo detalharemos esse conceito.

.2 Corpos

Definicao 1. Seja K um conjunto munido de duas operagoes chamadas adi¢do e multiplica¢ao da seguinte
maneira: para quaisquer x, y € K, a adi¢do e a multiplicacdo fazem corresponder, respectivamente, a sua
soma x+y € K e seu produto x.y € K. Dizemos que a terna (K,4+,.) é um corpo se valem as sequintes

propriedades:
(A1) Para quaisquer x,y, z € K, (x +y) + z =z + (y + 2) (Associatividade da adi¢do)

(A2) Jx € K tal que x+y =y, Yy € K (Ezisténcia do elemento neutro da adi¢io). O elemento neutro

x serd denotado por 0 e chamado de zero.
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(A3) Para qualquer x € K, 3y € K tal que x +y = 0 (Exzisténcia de elemento oposto). O elemento y

que € o oposto de x serd denotado por —z.

(A4) Para quaisquer x,y € K, x +y =y + x (Comutatividade da adi¢io)

(M1) Para quaisquer xz,y, z € K, (z.y).z = x.(y.z) (Associatividade da multiplica¢ao)

(M2) 3z € K — {0} tal que z.y = y, Yy € K (Existéncia do elemento neutro da multiplicagao). O

elemento neutro x serd denotado por 1 e chamado de um.

(M3) Para qualquer x € K — {0}, 3y € K tal que x.y = 1 (Existéncia de elemento inverso). O elemento

y que € o inverso de x serd denotado por x—!.

(M4) Para quaisquer z, y € K, .y = y.x (Comutatividade da multiplica¢ao)

(D) Para quaisquer x,y, z € K, x.(y+ 2) = (z.y) + (x.2) (Distributiva da multiplicagcdo em relagdo

a adi¢ao)

Definigao 2. Seja K um conjunto e < C K x K uma relagdo sobre K. Notagdo: geralmente usamos a
notagdo x < y para denotarmos que o par (x,y) pertence a relagio < . Diz-se que < € uma relagio de

ordem parcial sobre K se as sequintes propriedades forem verificadas:
01) sex € K, entio x < x (reflexiva).
02) dados z,y € K, sex <y ey <z, entao x =y (antissimétrica).

03) dados z,y, z€ K, sex <y ey <z, entdao, x < z (transitiva).

Defini¢ao 3 (Relacao de ordem total). Uma relagao de ordem parcial < sobre K é chamada de relagdo

de ordem total sobre K se também satisfizer a sequinte propriedade:

04) dados z,y € K, entio x <y ouy < x.

Definicao 4 (Corpo ordenado). Sejam (K,+,.) um corpo e < uma relagao de ordem total sobre K.

Diz-se que (K,+,.,<) € um corpo ordenado se as sequintes condig¢des forem satisfeitas:

OA) dados x,y, z € K, se x < y, entdo x + z < y + z (compatibilidade da relagio de ordem com a

operagao de adigdo).

OM) dados z,y, z € K, sex <y e 0< z, entdo .z < y.z (compatibilidade da relagdo de ordem com a

operagao de multiplicagao).



129

Definicao 5. Seja (K,+, .,<) um corpo ordenado e sejam xz,y € K. Se x < y, dizemos que x ¢é
menor ou igual a y ou ainda y € maior ou igual que T e indicamos pory > x. Sex <y e x # y, entdo
dizemos que x € estritamente menor do que y, ou ainda que y € estritamente maior do que x e indicamos,

respectivamente por x <y ou y > x. Esta ultima é chamada de relagao de ordem estrita.

Defini¢ao 6 (Conjunto limitado superiormente). Seja K um conjunto munido de uma relagao de ordem
parcial < e ) # A C K. Dizemos que A ¢é limitado superiormente se existe s € K tal que a < s para todo
a € A. Caso A seja limitado superiormente por s, este passa a ser chamado de limitante superior de A,

ou cota superior de A. Caso contrdrio, A € ilimitado superiormente.

Definicao 7 (Conjunto limitado inferiormente). Seja K um conjunto munido de uma relagdo de ordem
parcial e ) # A C K. Dizemos que A € limitado inferiormente se existe i € K tal que a > i para todo
a € A. Caso A seja limitado inferiormente por i, este passa a ser chamado de limitante inferior de A,

ou cota inferior de A. Caso contrdrio, A é ilimitado inferiormente.

Um conjunto A é dito limitado se é limitado superiormente e inferiormente, caso contrario,

A é chamado ilimitado.

Defini¢ao 8 (Supremo). Seja (K, <) um conjunto nao vazio e totalmente ordenado. Seja A C K um
conjunto ndao vazio e limitado superiormente. Denominamos de supremo de A um elemento s pertencente

a K (caso exista) satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) a < s para todo a € A (s é cota superior);

(ii) ser € cota superior de A, entdo s <1 (s é a menor cota superior);

entdo dizemos que s € supremo de A, e escrevemos sup A = s.

Definicao 9 (Infimo). Seja (K,<) um conjunto nio vazio e totalmente ordenado. Seja A C K um
conjunto nao vazio e limitado inferiormente. Denominamos de infimo de A um elemento i pertencente

a K (caso exista) satisfazendo as segquintes propriedades:

(i) a > para todo a € A (i € cota inferior);

(ii) ser € cota inferior de A, entdo i > r (i é a maior cota inferior);

entao dizemos que i é infimo de A, e escrevemos inf A = .
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Definicao 10. Um corpo ordenado K é chamado completo se, e somente se, satisfaz o sequinte axioma

(chamado Azioma da Completividade):

(AC): Todo subconjunto, de K, ndo vazio e limitado superiormente admite supremo.

Portanto, todo corpo ordenado e completo satisfaz os seguintes 16 axiomas a saber: Al,
A2 A3, A4, M1, M2, M3, M4, D, O1, 02, 03, O4, OA, OM e o AC. Um fato importante é que, a menos
de um isomorfismo, existe um tinico corpo ordenado completo, em outras palavras, dois corpos ordenados
completos sao sempre isomorfos. Afirmamos sem demonstracio que existe um corpo ordenado completo.
Uma vez que este é Uinico a menos de isomorfismos passaremos a chama-lo de corpo dos nimeros reais e

o indicaremos pelo simbolo classico R.

Num dado corpo ordenado, existe a importante nogao de intervalo, a qual é utilizada em

quase todos os anos do Ensino Médio.

Definicao 11 (Intervalos). Dados um corpo ordenado K e a, b € K, com a < b. Um intervalo é um

subconjunto de K de qualquer uma das formas abaizo:

i) [a;b] ={z € K|a <z <b}
it) la;b) = {zr € Kla <z < b}

iii) (a;b] ={z € Kla <z <b}

i) (a;b) ={z € Kla <z <b}
v) (—o03b] = {z € Kz < b}

vi) (—o0;b) = {z € K|z < b}

vig) [a;+00) = {z € K|z > a}

viti) (a;+00) = {z € K|z > a}

iz) (—o0;400) =K

Os intervalos (i), (v) e (vii) sGo chamados de fechados, e (iv), (vi) e (viii) sGo chamados de abertos. O
intervalo (1) é chamado de fechado & esquerda e aberto a direita, jd o intervalo (iii) é chamado de aberto

a esquerda e fechado a direita. O intervalo (iz) pode ser considerado tanto aberto como fechado.

Ainda podemos considerar o caso em que a = b, nesse caso, o intervalo [a;a] consiste em

um unico ponto a, que juntamente com o conjunto vazio sao chamados de intervalos degenerados.

Destacaremos a seguir, alguns teoremas importantes que sao consequéncias do axioma

da completividade dos ntimeros reais.
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Teorema 1. Em um corpo ordenado K, seja N = {n.1|n € N}, onde 1 € K ¢é o elemento neutro da

multiplicacao em K, as trés afirmagoes sao equivalentes:
(i) N C K € ilimitado superiormente;
(ii) dados a, b € K, com a > 0, existe n € N tal que n.a > b;

~ 1
(iii) dado qualquer a >0 em K, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

- . . ~ . ~ b
Demonstragao. (i) = (ii). Como N é ilimitado, dados a > 0 e b em K, existe um n € N tal que — < n
a
e, portanto, n.a > b. Para provar que (ii) = (iii), dado a > 0, existe, devido a (ii), um n € N, tal que

1
n.a > 1, entdo 0 < — < a. Finalmente, mostramos que (iii) = (i). Dado qualquer b > 0 existe, devido

~ 1
a (iii), um n € N tal que — < 37 OU seja, n > b. Assim, nenhum elemento s > 0 em K pode ser cota
n

superior de N. Logo, N ¢ ilimitado superiormente.

Definigao 12. Um corpo ordenado K é chamado arquimediano quando nele é vdlida qualquer uma das

trés condicées citadas no Teorema 1.

Teorema 2. O conjunto dos nimeros reais € arquimediano.

Demonstragao. Essa afirmacao é consequéncia do axioma da completividade dos nimeros reais, pois
supondo que N C R fosse limitado superiormente, pelo axioma, existiria s € R, s = supN, tal que
n+1 < s para todo n € N. Segue entao que n < s — 1 para qualquer n € N, ou seja, s — 1 é cota superior
de N, e como s —1 < s, N nao admitiria supremo em R, o que contraria o axioma da completividade dos

nameros reais. Logo, N é ilimitado superiormente.

Nem todos os corpos sao arquimedianos como podemos ver em [18, p. 66] exemplo 6.

Teorema 3 (dos intervalos encaixantes). Se ([an, bn]),cy uma sequéncia de intervalos encaivantes, isto
“+o0
é, [an, bp] D [an+1, but1] para todo n € N, entao ﬂ [an, by] # 0.

n=1

Demonstragao. De acordo com a definigdo de intervalo, podemos ver que a, < anp+1 < bpr1 < by

Como isso ocorre para todo n € N, entao podemos escrever:

ap<a < <a, <o <b << b Kby

Chamando de A o conjunto dos a,,, A é limitado superiormente, pois para quaisquer m, n € N, n < n+m,
entao a, < Gmirn. Por outro lado, m < m + n, entao b4y < by, Assim, an < apmgn < bign < by 0

que equivale dizer que a,, < b,,, para Ym, n € N.
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Desta forma, pelo axioma da completividade dos nimeros reais, existe s tal que s = sup A,
j& que A é nado vazio e limitado superiormente. Entdo a, < s para qualquer n € N. E ainda, como b,

é cota superior de A, entdo s < b, qualquer que seja n € N. Concluimos entdo que a,, < s < b, para

+oo
Vn € N, ou seja, s € ﬂ [an, bn] # 0. E como o liIJIrl (b, — an) = 0, 0 ntimero s é o Unico nimero que
n—-+oo
n=1

satisfaz essa condicao.

Teorema 4. Para todo nimero real a > 0 e para todo nimero natural n > 2, existe wm unico niumero

real estritamente positivo b tal que b = a. FEsse numero b é denominado raiz n-ésima de a e € denotado

por /a, ou por \/a quando n = 2.

Demonstragao. Seja A = {reR|z" <a}. Como 0 € A, entdo A # 0, e sejay = a+1 > 0.

Podemos ver que y é uma cota superior de A, pois sendo z um elemento qualquer de A, se x < 0,

entdo z < y para qualquer x € A, j4 que y é positivo. Se z > 0, entdao como y" = (a+1)" =
n n

a® + (l>an1+...+ ( 1>a+1 >na+1>a, jd que n > 2. Dessa forma, 2" < a < y" o que
n_

resulta que z” < y", ou seja, que y" — 2" > 0= (y —z).(y" L +y" 2+ - +ya" 2+ 2" >0
ejaque y" '+ y"2ax+ - +y2" 2+ 271 > 0 por se tratar de parcelas todas positivas, entdo
y—x >0=y > x para qualquer x € A. Com isso mostramos que y é um cota superior de A. Assim,
pelo axioma da completividade dos nimeros reais, A admite supremo em R. Sendo b = sup A, vamos
mostrar que b" = a.

Suponhamos primeiramente que b" < a. Seja h € R tal que

a—>b"
O0O<h<l, h<————
(b+1)" —bm
~ n n n n—1 n n—=212 n 21 n—2
Temos entdao que (b+ h)" = b" + 1 b" " h + 9 L n_2>bh +

(e Qs (e (e (e (2 s (0
n—1 n 1 2 n—2 n—1 n

=" +h [(Y)bn_l"- (Z)b"‘2+-~+ (nﬁ2>b2+ <nﬁ1>b+ (Z)] =b0"+h[(b+1)" —b"] <

<b'"+a-b"=a

Portanto, se (b4 h)™ < a entdo b+ h € A, contrariando o fato de que b é o supremo de

Suponhamos agora que " > a. Seja k € R tal que

" —a

1 -
0< k<1, k<(b+1)n—bn

Temos entao que

n n n n
b—Ek)* =p" — bnflk, bn72k2 . -1 n—1 bknfl —1)" k" =
- et () T L e

— bk [(?) pt (Z) b2k 4 (=) (nf 1) k"2 4 (—1)" (Z) k"‘l} >
>k [(T)b"‘l + (Z)b"—2+...+ (n”2>b2+ (nnl)bJr (Z)] =0 —k[(b+1)" —b"] >

>0t —("—a)=a
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Como (b— k)" >a > ", entdo (b— k)" > 2™ = (b— k)" — 2™ > 0, o que implica que
([o—k]—2).((b—Kk)" '+ (b—k)"2z+...(b—k)z""?+2""1) > 0. Como o segundo membro ¢ positivo,
pois se trata de uma soma de parcelas todas positivas, entdo (b — k) —x > 0 = b — k > x para qualquer
x € A. Isso mostra que b — k é uma cota superior de A, mas como b — k < b, isso contraria o fato de que
b é o supremo de A. Logo, b = a.

Para verificar a unicidade basta tomar b = a e b§ = a. Supondo que b; < be, aplicando
a propriedade de compatibilidade entre a multiplicacao e a relagdo de ordem, terfamos b} < by, uma vez
que 0 < by, o que nao é possivel, j4 que ambos sao iguais a a. O mesmo ocorre supondo by < b;. Logo,
b1 = bs.

Algumas referéncias utilizadas foram [18], [19], [20].

.3 Continuidade

3.1 Introducao

Apesar de nao fazer parte do curriculo do Ensino Médio, resolvemos aqui expor alguns lemas e teoremas
que justificam a continuidade da funcao exponencial no dominio dos reais. Nas atividades aplicadas aos
alunos, ndo mencionamos o conceito de continuidade, apenas demos uma pequena ideia de como o Axioma
da Completividade dos nimeros reais pode garantir a existéncia das raizes n-ésimas, por exemplo. Nosso
objetivo aqui, é dar subsidios aos professores de matematica que buscam melhorar suas aulas sobre fungao

exponencial.

.3.2 Continuidade da funcao exponencial

Mostraremos aqui que seja a > 0 um numero real, a funcao exponencial de base a e dominio real é

continua. Para isso faremos uso de um conjunto de lemas e defini¢oes apresentadas abaixo:

Lema 1 (Desigualdade de Bernoulli). Para todo nimero real x > 0 e qualquer que seja o inteiro n > 2,

temos que (1 4+ 2)" > 1+ nx.

Demonstragao: Da férmula do desenvolvimento do bindémio de Newton, temos (1 +z)" =1+ (T) T+

(Z) T S < " 1) 2"t 42" Como (?) =n e como (n> x' > 0 para todo i, segue a desigualdade.
n— i

Lema 2. Seja a > 0 um nimero real. Dado € > 0, existe um inteiro positivo n tal que \a% -1 <e.

Demonstracao: Se a = 1 a afirmagao é clara. Suponhamos a > 1. Seja n um inteiro positivo tal que

(a—1)

n > ~———=. Entdo a < 1+ ne. Em virtude da Desigualdade de Bernoulli (Lema 1) temos (1 + ne) <
€

(1+6)", logoa < (1+€)" = an < 14+e=an —1<e= |aw —1| < e. Suponhamos agora que 0 < a < 1.
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1 . L » 1 1
Como — > 1, existe um inteiro positivo n tal que <€ Como 0 < — temos an < a’ = 1.
a n

@'~

1 1 . ~
<ean < e=|am — 1| < ¢, 0 que termina a demonstracao.

Portanto,

1
1—1’<6=>|1—a"
aw

Definigao 13. Seja A um subconjunto de R e f : A — R uma funcdo. Dizemos que f é continua em
x € A quando, dado € > 0, existe um § > 0 tal quey € A e|y—z| <0 = |f(y) — f(z)| < e. Dizemos que

f € continua em A quando for continua em todo x € A.

Lema 3. Seja a > 0 um niimero real. Dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que h €R e |h| < 6 = |a" 1| < e.

Demonstracao: Se a = 1 a afirmacao é clara. Suponhamos a > 1 e seja € > 0. Como ja foi observado

1
no Lema 2, existe um inteiro positivo n tal que av—1<e. Se0<h<=temos0<a’—1< av—1< €,

1 1
o que implica que |a" — 1] < €. Se — () <h<0=0< —h < —, entdo teremos [a™" — 1| < ¢ =
n n

() -

|h| <d=la" - 1] <e.

. . 1
<e= |1 —a"| < e <€ 0 que implica que |a" — 1| < e. Tomando § = — temos que
n

1
Suponhamos agora que 0 < a < 1. Dado € > 0, seja ¢ = ea. Como — > 1, existe § > 0 tal que
a

h
1
(@) -
a
/
1

_ € . ~
<éd=1-d" <da" <€a™t = — =¢, o que termina a demonstracao.
a

|h| < § = < €. Podemos assumir que § < 1. Entdo —1 < —6 < h = a" < a~'. Portanto,

|h| <6 =

-
ah ‘

Teorema 5. Para todo nimero real a > 0 € continua a fun¢ao f: R = R, f(x) = a”.

~ . . € . .
Demonstracgao: Fixemos 2 € R. Dado € > 0, seja ¢ = —. Em virtude do Lema 3, existe um ¢ > 0 tal
a
que |h| < § = la" —1] < ¢. Entdosey € Re |y — x| < § temos |a¥ — a®| < a®|a¥~" — 1| < a%¢ = e.

Assim, provamos que f é continua para todo x € R. Portanto, f é continua.

Um estudo completo sobre a fungdo exponencial pode ser encontrada no belissimo texto

[20], de onde essas informagdes foram adaptadas.



