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Confirmação matemática do efeito Aharonov-Bohm no modelo

sem interação com a fronteira do solenóide
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Resumo

Estudamos o modelo de efeito Aharonov-Bohm adicionando um potencial escalar no

Hamiltoniano inicial. Usando técnicas conhecidas de confinamento quântico, demonstra-

mos que, sob certas condições de divergência sobre este potencial, a famı́lia das extensões

autoadjuntas se reduz a um único operador, o qual seria então o operador de Schrödinger

para esta situação. A falta de condições de fronteira para a definição deste operador é

interpretada como não interação da part́ıcula com a fronteira do solenóide.

Verificamos a posśıvel manifestação do efeito de Aharonov-Bohm neste modelo sem con-

tato com a fronteira do solenóide estudando a dependência do primeiro autovalor associado

ao operador de Schrödinger com relação a um parâmetro diretamente relacionado ao fluxo

magnético pelo solenóide. Demonstramos que esta dependência é não trivial e periódica,

o que confirma rigorosamente o efeito de Aharonov-Bohm para este modelo. Estudamos

também alguns caso particulares cuja resolução expĺıcita pode ser obtida, como o solenóide

com raio nulo numa região limitada e ilimitada do plano.

Palavras chave: Aharonov-Bohm, Potencial magnético, confinamento quântico.
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Abstract

We study the Aharonov-Bohm effect model by adding a scalar potential in the initial

Hamiltonian. Using known techniques of quantum confinement, we show that under certain

conditions of divergence on this potential, the family of self-adjoint extensions is reduced

to a single operator, which would then be the Schrödinger operator for this situation. The

lack of boundary conditions to define this operator is interpreted as no particle interaction

with the boundary of the solenoid.

We checked the possible manifestation of the Aharonov-Bohm effect in this model

without interaction with the solenoid border by studying the dependence of the first eigen-

value associated with the Schrödinger operator with respect to a parameter directly related

to the magnetic flux by the solenoid. We have shown that this dependence is non-trivial

and periodic, which strictly confirms the Aharonov-Bohm effect for this situation. We also

study some particular cases whose explicit solution can be achieved, the solenoid with zero

radius in a limited and unlimited region of the plane.

Keywords: Aharonov-Bohm, Magnetic potential, quantum confinement.
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Introdução

No artigo [3] de 1959, Yakir Aharonov e David Bohm discutem algumas propriedades

interessantes dos potenciais magnéticos no domı́nio da mecânica quântica, propondo os

respectivos experimentos para confirmar as propriedades discutidas. Eles propõem que os

potenciais magnéticos podem exercer um efeito sobre uma part́ıcula confinada a uma região

desprovida de campos magnéticos, o que contradiz fortemente as conclusões da mecânica

clássica, na qual tal efeito é inexistente e os potenciais magnéticos são apenas ferramentas

matemáticas sem interpretações f́ısicas. Este efeito, chamado então de efeito AB, já havia

sido previsto em 1949 por Werner Ehrenberg and Raymond E. Siday [17] e surgiria através

da diferença de fase na função de onda em função do potencial. Para mais referências

sobre a história da descoberta deste importante efeito quântico, ver [25]. Segue na história

então uma discussão sobre a possibilidade de uma formulação da mecânica quântica sem

a necessidade de se atribuir um significado f́ısico ao potencial magnético [4, 5, 8, 16].

A partir dáı, o efeito AB já é amplamente aceito, particularmente depois das con-

firmações experimentais [34], de forma que o foco atual nos fundamentos do efeito AB são

as descrições e interpretações teóricas.

O cenário mais considerado para o efeito AB é o seguinte: Dado um solenóide ciĺındrico

reto S centrado no eixo z, com raio a > 0 e comprimento infinito, carregando uma corrente

estacionária, existe um campo magnético BAB constante confinado na região interior de S.

Tal campo não escapa, no sentido de que não produz forças atuando na região exterior,

pois o campo é nulo nessa região. Devido à simetria do problema, podemos considerar uma

circunferência no plano, centrada na origem e com raio a > 0, representando o solenóide,

de forma que o campo magnético BAB gerado pela corrente é perpendicular e constante

dentro dessa circunferência, o interior do solenóide, e nulo fora dela, o exterior do solenóide.

Assim, chamando de Ωa := R2 \ B (0, a) a região exterior do solenóide e considerando o

potencial AAB gerando o campo magnético, isto é BAB = ∇ × AAB, temos o seguinte
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operador que descreve o movimento quântico dessa part́ıcula na região Ωa,

HAB :=
(
p− q

c
AAB

)2

, p := i∇. (1)

Note que este operador não está completo, pois falta explicitar as condições de fronteira

apropriadas, as quais descrevem como a part́ıcula interage com a fronteira do solenóide

e estas interações correspondem às extensões autoadjuntas do operador inicial (1). Neste

contexto, o efeito AB é basicamente a impossibilidade de se expressar o movimento quântico

da part́ıcula nessa situação sem o uso do potencial magnético AAB; fica faltando, clara-

mente, explicitar alguma grandeza que depende de maneira não-trivial do fluxo magnetico

no interior do solenóide.

O efeito AB geralmente é estudado do ponto de vista do espalhamento (ver [3, 20, 36] por

exemplo, usando a condição de Dirichlet, e [14] que generaliza tal estudo para condições de

Neumann e Robin, sempre com raio positivo). Dabrowski e Stovicek [11] e Adami e Teta [2]

estudam uma famı́lia a cinco parâmetro de extensões autoadjuntas do operador inicial, com

potencial magnético confinado num solenóide com raio nulo no espaço, obtendo para quais

parâmetros a extensão corresponde à extensão de Friedrichs do operador original, fazendo

uma análise do espalhamento para verificar o efeito AB.

O fato de o operador acima possuir infinitas extensões autoadjuntas representa um

problema, pois não se tem na literatura um método geral para escolher qual extensão (i.e.,

qual condição de fronteira) em particular deve ser selecionada para modelar o fenômeno

quântico. Neste caso espećıfico do efeito AB, uma justificativa foi dada em [13, 15, 31], em

que os autores selecionam a condição de Dirichlet na fronteira, a qual leva a um operador

autoadjunto. Basicamente os autores adicionam potenciais escalares Vn = nXR2\Ωa os

quais “expulsam” a part́ıcula da região complementar à Ωa, o interior do solenóide onde

se encontra o campo magnético, de forma que a sequência de operadores autoadjuntos

(Hn)n∈N em R2 converge, no sentido forte e uniforme dos resolventes, para o operador

acima com a condição de Dirichlet na fronteira de Ωa.

Além do problema na escolha da condição de fronteira, temos o problema da justificativa

da presença do potencial não nulo AAB do lado de fora do solenóide, o qual está baseado

na aplicação do teorema de Stokes numa região que estamos considerando impenetrável

(Ωa não é simplesmente conexo). Mais precisamente, tomando uma curva fechada simples

σ contornando a circunferência de raio a dentro da região Ωa, o teorema de Stokes garante
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que ∫
σ

AAB · ds =

∫
Aσ

(∇×AAB) dxdy,

sendo Aσ a região limitada de R2 cuja fronteira é a curva σ. Como podemos notar, a

integral da direita não pode ser nula, pois o campo magnético é uniforme (constante) não

nulo na região interior ao solenóide B (0, a), o que implicaria que o potential AAB não se

anula identicamente na curva σ. O problema com esse argumento é que ele está baseado

numa escolha, que é justamente a aplicabilidade do teorema de Stokes, pois a região Aσ
contém o interior do solenóide, o qual estamos supondo inacesśıvel.

Em vez de tentar justificar a presença da condição de Dirichlet, ou de qualquer outra das

infinitas condições de fronteira fisicamente posśıveis (i.e., aquelas que levam às extensões

autoadjuntas do operador inicial), propomos em [35] um modelo no qual a part́ıcula não

interage com o solenóide, de forma que condições de fronteira não são necessárias, com a

vantagem de não precisarmos supor o solenóide impenetrável (já que a part́ıcula se quer

toca a fronteira de Ωa), o que permite justificar o aparecimento de AAB não nulo do lado

de fora via teorema de Stokes. Para isso, combinamos os artigos [10, 32, 33] para obter

um confinamento da part́ıcula à região Ωa exterior ao solenóide, de forma que o operador

resultante possua uma única extensão autoadjunta, assim não há necessidade de se impor

condições de fronteira. Mais precisamente, consideramos o seguinte operador, a menos das

constantes f́ısicas:

H := (i∇+ AAB)2 + V, (2)

sendo V um potencial escalar positivo fixado divergindo de maneira apropriada perto

do solenóide, isto é, a fronteira de Ωa. Este operador é essencialmente autoadjunto em

C∞0 (Ωa) de forma que não são necessárias condições sobre a fronteira ∂Ωa. Destacamos

aqui o parâmetro κ dado por

κ :=
1

2π

∫
σ

AAB · ds,

em que σ é qualquer curva simples fechada e suave por partes que contorna o solenóide uma

vez numa direção fixada. Esta constante é chamada de circuitação do potencial e, como

veremos neste trabalho, desempenha um papel fundamental neste modelo, pois o efeito AB

depende periodicamente desse parâmetro, o qual é proporcional ao fluxo magnético.

Note que nada se sabe sobre o operador proposto acima, exceto que este possui uma

única extensão autoadjunta, a qual representa o movimento de uma part́ıcula quântica

(não relativ́ıstica) na região Ωa, sem contato com a fronteira do solenóide (nem mesmo o
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domı́nio desta extensão é conhecido). A confirmação do efeito de Aharonov-Bohm para

esse modelo, como no caso do operador proposto em [3], se dá através das propriedades

do operador H, o qual é a única extensão autoadjunta de (2), particularmente as que

diferenciam este do caso sem campo, e é neste sentido que este trabalho de conclusão de

doutorado está enquadrado.

Para tal objetivo, seguiremos a seguinte linha: No Caṕıtulo 1, apresentaremos as de-

finições necessárias para a apresentação do modelo e alguns resultados preliminares sobre o

operador proposto. Particularmente, mostraremos que ele possui uma única extensão au-

toadjunta e caracterizaremos esta extensão obtendo o seu domı́nio de forma. Em seguida,

usaremos o conceito de transformações de gauge para definir transformações unitárias en-

tre estes operadores, o que irá resultará na periodicidade com respeito ao parâmetro κ.

Ainda, para separar a famı́lia (com relação a κ) de operadores em classes de equivalência

com mesmo espectro, consideraremos também, junto às transformações de gauge, as trans-

formações antiunitárias. Por último, investigaremos a compacidade do resolvente, o que

nos permitirá estudar o primeiro autovalor dos operadores em questão. Faremos tudo isto

no contexto de solenóides mais gerais, isto é, aqueles cuja seção constante possa ser uma

curva suave, fechada e simples, não apenas a tradicional circunferência.

Definido nosso modelo, devemos investigar como o efeito de Aharonov-Bohm pode se

manifestar neste contexto. Para isto, no Caṕıtulo 2, estudaremos as propriedades espec-

trais destes operadores, para o caso de solenóides ciĺındricos retos (circunferências), com

o objetivo final de analisar o comportamento do primeiro autovalor, o qual é, pela com-

pacidade do resolvente, o ı́nfimo do espectro e representa, fisicamente, a energia mı́nima

do sistema, chamado de energia do estado fundamental (“ground state energy”em inglês).

Como preliminares para este objetivo, decomporemos o operador numa soma de opera-

dores, em subespaços invariantes, de forma que esta gera uma decomposição em série de

Fourier dos autovetores, obtendo o domı́nio desses operadores quando a > 0 (o raio do

solenóide). Com essas informações, poderemos encontrar a multiplicidade dos autovalores

e aplicar a teoria de perturbação anaĺıtica para se obter a variação do primeiro autovalor,

mostrando que sua derivada (com relação ao parâmetro κ) é estritamente maior que zero

em (0, 1/2).

No Caṕıtulo 3, apresentaremos alguns modelos, os quais serviram de guia para o estudo

realizado nos dois primeiros caṕıtulos. O primeiro modelo, o plano furado, corresponde a

um solenóide com raio nulo e é uma restrição do nosso caso proposto e complementa alguns

resultados obtidos para o caso com raio positivo. O segundo, o disco furado, não é uma
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restrição do caso aqui estudado nos dois primeiros caṕıtulos, mas foi o caso que usamos

como guia. Podemos ver o modelo do disco furado aqui apresentado como um exemplo

de como podemos aplicar a teoria de confinamento quântico para eliminar determinada

condição de fronteira, mesmo que esta esteja combinada com a condição de Dirichlet na

fronteira do disco. Neste caso, podemos ver claramente a variação do primeiro autovalor

com relação a um fator do fluxo magnético, relação esta que pode ser colocada num gráfico

(ver 3.1) graças ao conhecimento dos zeros das funções de Bessel.

Assim, usando os argumentos presentes nesta tese, pretendemos dar um novo ponto de

vista sobre efeito de Aharonov-Bohm, propondo uma situação na qual o operador pode ser

definido sem qualquer necessidade de escolha de uma condições de fronteira. Verificamos

ainda a manifestação do efeito de Aharonov-Bohm através da energia mı́nima do sistema

neste modelo.
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Caṕıtulo 1

Apresentação do modelo

Apresentaremos aqui nosso modelo para representar o efeito Aharonov-Bohm para so-

lenóides ciĺındricos e infinitos gerais (cuja superf́ıcie possua seção constante, suave, fechada

e simples), substituindo a necessidade de escolha de uma condição de fronteira por uma

condição de divergência de um potencial escalar na região exterior ao solenóide, o que

elimina o contato da part́ıcula com a fronteira. Recordaremos também a teoria de confina-

mento quântico [10, 32, 33], a qual adaptamos em [35] com o objetivo de se obter confina-

mento quântico usando potenciais escalares V na presença de um potencial magnético Aκ

associado a um campo nulo na região onde a part́ıcula se encontra. Com isso, mostramos

que o operador proposto possui uma única extensão autoadjunta e obteremos o domı́nio

da forma sesquilinear fechada associada. Demonstraremos também algumas propriedades

gerais relacionadas às transformações de gauge, mostrando que o nosso modelo se asse-

melha ao operador proposto originalmente por Aharonov e Bohm [3] e, combinando as

transformações de gauge com as antiunitárias, que o efeito AB pode ser explicitamente e

rigorosamente verificado dentro de certos peŕıodos de um parâmetro κ chamado circuitação

do potencial magnético, basicamente o fluxo magnético pelo solenóide.

1.1 Modelo sem condições de fronteira

O cenário mais tradicional para o tratamento do efeito AB é o solenóide de raio finito

e de comprimento infinito no espaço R3. Vamos considerar aqui o cenário um pouco mais

geral de um solenóide com fronteira qualquer, com seção transversal constante difeomorfa a

uma circunferência. Mais precisamente, passando ao plano, Ω denota um aberto ilimitado

do plano cuja fronteira ∂Ω é uma curva simples e fechada, difeomorfa a uma circunferência.
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Vamos pedir ainda que 0 /∈ Ω, o que corresponde a “centrar” este sonelóide na origem.

Neste cenário, ∂Ω representa o solenóide, Ω o seu exterior, onde o campo magnético é

nulo e R2 \ Ω o interior do solenóide, a região onde a part́ıcula não tem acesso e o campo

magnético é constante e possivelmente não nulo.

Neste trabalho, vamos usar as notações z = (x, y) e |z| =
√
x2 + y2 para a norma usual

em R2. Vamos usar também coordenadas polares em R2, as quais vamos fixar com a forma

z = r (cos θ, sin θ). O caso de um solenóide com fronteira circular de raio positivo está

englobado por este cenário. Para solenóides com raio nulo, existe uma extensa bibliografia,

como por exemplo [2, 3, 11, 20, 36]. Trataremos este caso (raio nulo) considerando o

seguinte conjunto

Ω0 :=
{
z ∈ R2 : 0 < |z|

}
.

Deixaremos claro em cada contexto qual tipo de solenóide iremos estudar. Observe, porém,

que todos os resultados presentes neste caṕıtulo, salvo alguns casos que explicitaremos,

valem para os dois tipos de solenóides, como observaremos no final de cada seção.

Definição 1.1.1. Denotaremos por Aκ : Ω→ R2 o seguinte potencial magnético no plano

Aκ (z) = Aκ (x, y) :=
κ

|z|2
(−y, x) ,

sendo κ uma constante real (lembrando que z 6= 0 em Ω e Ω0). Em coordenadas polares,

o potencial fica com a seguinte forma:

Aκ (z) =
κ

r

(
− sin θ

cos θ

)
,

sendo que z = r (cos θ, sin θ). Cabe notar aqui que o potencial Aκ está na chamada condição

gauge de Coulomb, isto é

∇ ·Aκ = 0. (1.1)

Tal condição sempre pode ser imposta aos potenciais magnéticos e diminui consideravel-

mente alguns cálculos (ver [28]).

Definição 1.1.2. Defina d : Ω→ R a função distância até a fronteira

d (z) := inf
w∈∂Ω

|z − w| .
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Definição 1.1.3. Consideraremos que V : Ω → R denota qualquer potencial suave satis-

fazendo

V (z) ≥ 1

d (z)2 , 0 < d (z) < εV , (1.2)

para algum εV > 0 fixado com V (z) > c > 0 para todo z ∈ Ω e

lim
|z|→∞

V (z) =∞.

Pediremos ainda que o potencial V cumpra a condição

V (z) ≥ 1

4 |z|2
, (1.3)

observando que tal condição é irrelevante, devido à (1.2) e à positividade de V , a condição

(1.3) equivale a tomar um c > 0 suficientemente grande e foi tomada apenas para facilitar

a demonstração da positividade dos operadores Hκ,m que definiremos mais tarde (ver Seção

2.2). Note que o potencial V diverge na fronteira e no infinito e é positivo.

Definição 1.1.4. Vamos agora definir o operador inicial de Aharonov-Bohm sem contato

com a fronteira do solenóide pondo

Ḣκu := (i∇+ Aκ)
2 u+ V u, (1.4)

para todas as funções u ∈ C∞0 (Ω). Ainda, associada ao operador acima, vamos definir a

seguinte igualdade formal

Lκ (u, v) :=

∫
Ω

[(i∇+ Aκ)u · (−i∇+ Aκ) v + V uv] dxdy. (1.5)

Denotaremos também Lκ(u) := Lκ (u, u).

Como veremos mais adiante, Ḣκ possui uma única extensão autoadjunta, a qual deno-

taremos por Hκ. Definiremos também um conjunto domLκ, sobre o qual a expressão de

Lκ define uma forma sesquilinear fechada e positiva Lκ, a qual está associada, via soma no

sentido de formas, à unica extensão autoadjunta Hκ do operador inicial Ḣκ.

Note que todas as considerações aqui feitas podem ser usadas para se definir um modelo

análogo, sem contato com a fronteira do solenóide, para o conjunto Ω0, que representa o

solenóide com raio nulo.
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1.2 Confinamento quântico

A primeira questão que deve ser respondida quando se propõe um operador Hamiltoni-

ano de uma part́ıcula quântica é se esse operador realmente está associado a uma dinâmica

quântica bem-definida. Seria interessante verificar se as informações fornecidas pelo modelo

podem ser associadas a um único operador autoadjunto.

O objetivo desta seção é demonstrar, dessa forma, que o operador Hermitiano (1.4)

proposto na seção anterior realmente possui uma única extensão autoadjunta, a qual é o

Hamiltoniano Hκ (também chamado de operador de Schrödinger, ou operador energia) de

uma part́ıcula quântica não relativ́ıstica em Ω. Diz-se neste caso que o operador Ḣκ é

essencialmente autoadjunto.

Definição 1.2.1. Dizemos que uma distribuição ψ é uma solução fraca da equação

Ḣκψ = λψ,

para um λ ∈ R, quando ψ ∈ H2
loc (Ω) e〈

ψ,
(
Ḣκ − λI

)
u
〉

= 0, ∀u ∈ C∞0 (Ω) . (1.6)

Lembramos que o espaço H2
loc (Ω) é constituido por funções ψ : Ω→ C tais que a restrição

ψ|K ∈ H2 (K) para todo compacto K ⊂ Ω, sendo H2 o espaço de Sobolev usual das funções

com primeira e segunda derivadas em L2.

Cabe comentar que a definição de solução fraca presente na literatura geralmente não

pede que ψ ∈ H2
loc (Ω), mas apenas que (1.6) ocorra no sentido das distribuições. Como

estamos tomando Ḣκ espećıfico com domı́nio contido em L2 (Ω), segue disso que o espaço

L2
loc (Ω) contém todas as funções tratadas nesta tese e, para estas funções, (1.6) implica que

ψ ∈ H2
loc (Ω) (ver demonstração do Teorema 1.2.5). Ainda mais, na definição de solução

fraca, podeŕıamos ter colocado, no lugar de Ḣκ, qualquer operador diferencial H de segunda

ordem, com domı́nio em L2 (Ω), cujos coeficientes cumpram as hipóteses do Teorema 1.2.4

de regularidade para soluções de operadores eĺıpticos.

O seguinte lema técnico pode ser encontrado em [32].

Lema 1.2.2. Considere ψ uma solução fraca da equação Ḣκψ = λψ para algum λ ∈ R
fixado e f : Ω → R uma função real Lipschitz com suporte compacto em Ω. Então vale a

seguinte igualdade:

(Lκ − λ) (fψ) =
〈
ψ, |∇f |2 ψ

〉
, (1.7)
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lembrando que Lκ é dada por (1.5) e pela linha seguinte à esta.

Na demonstração do teorema abaixo, iremos seguir as linhas gerais presentes em [10, 32],

com a diferença de que consideramos ambos os potenciais Aκ e V ao mesmo tempo no

operador Ḣκ, o que não prejudica o argumento, como mostrado abaixo.

Teorema 1.2.3. Considere λ < 0 qualquer. Se ψ ∈ L2 (Ω) é solução fraca de Ḣκψ = λψ,

então ψ = 0 em Ω q.t.p.

Demonstração. Primeiramente, note que para toda função u ∈ C∞0 (Ω) vale a seguinte

desigualdade:〈
u, Ḣκu

〉
= Lκ (u) =

∫
Ω

[
|(i∇+ Aκ)u|2 + V |u|2

]
dxdy ≥

∫
Ω

V |u|2 dxdy.

Considerando-se εV > 0 da Definição 1.1.3 do potencial V , segue da desigualdade acima

a seguinte:

〈
u,
(
Ḣκ − λ

)
u
〉
−
∫
{z∈Ω : d(z)<εV }

|u (x, y)|2

d (z)2 dxdy ≥ −λ ‖u‖2 . (1.8)

Demonstraremos agora que esta desigualdade implica no teorema. Com efeito, sem

perda de generalidade, vamos supor εV = 1. Para quaisquer 0 < 2ρ < 1 < R, considere a

função cont́ınua F : (0,∞)→ R dada por

F (x) :=



0, 0 < x ≤ ρ

2 (x− ρ) , ρ ≤ x ≤ 2ρ

x, 2ρ ≤ x ≤ 1

1, 1 ≤ x ≤ R

(R− x) + 1, R ≤ x ≤ R + 1

0, x ≥ R + 1

,

e defina f : Ω → (0,∞) pondo f (z) := F (d (z)). Note que f é Lipschitz e, para toda

solução fraca ψ, o produto fψ ∈ H1
0 (Ω), pois ψ ∈ H2

loc (Ω). Como C∞0 (Ω) v H1
0 (Ω) é um

subconjunto denso, podemos tomar C∞0 (Ω) 3 un → fψ em H1
0 (Ω) com suporte das un

contidos no suporte da função f , o qual é compacto; vemos então que∫
{z∈Ω : d(z)<1}

|un (z)|2

d (z)2 dxdy −→
∫
{z∈Ω : d(z)<1}

|fψ (z)|2

d (z)2 dxdy, para n→∞,
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pois a integral é calculada no suporte das funções, o qual é compacto e, portanto,
1

d (z)2

é limitado, o que não atrapalha na convergência. Substituindo nos outros termos de (1.8)

e passando ao limite, conclúımos que podemos usar (1.8) com fψ no lugar de u, visto

que os potenciais envolvidos são todos limitados no suporte compacto de fψ, de forma

que combinando com a igualdade (1.7) obtemos o seguinte (omitindo por simplicidade o

infinitesimal dxdy)

−λ ‖fψ‖2 ≤
〈
ψ, |∇f |2 ψ

〉
−
∫
d(z)<1

|fψ|2

d (z)2

=

∫
Ω

|ψ|2 |F ′ (d (z))|2 |∇d (z)|2 −
∫
d(z)<1

|fψ|2

d (z)2

≤ 4

∫
ρ≤d(z)≤2ρ

|ψ|2 +

∫
2ρ≤d(z)≤1

|ψ|2 +

∫
R≤d(z)≤R+1

|ψ|2 −
∫

2ρ≤d(z)≤1

|f |2 |ψ|2

d (z)2

= 4

∫
ρ≤d(z)≤2ρ

|ψ|2 +

∫
R≤d(z)≤R+1

|ψ|2 .

Lembrando-se que a função distância até a fronteira é Lipschitz e cumpre |∇d (z)| ≤ 1

em Ω. Passando ao limite com ρ → 0 e R → ∞, conclúımos a demonstração usando o

teorema da convergência dominada junto com o fato de que ψ ∈ L2 (Ω) (lembrando que,

por hipótese, temos −λ > 0).

O seguinte resultado é muito conhecido e pode ser encontrado em [19], Teorema 6.29.

Teorema 1.2.4 (Regularidade Eĺıptica). Seja P um operador diferencial linear eĺıptico

em Ω de ordem m > 0, com coeficientes constantes na parte principal e C∞ nas demais.

Para todo s ∈ R e ψ uma distribuição em Ω, vale

Pψ ∈ Hs
loc (Ω)⇐⇒ ψ ∈ Hs+m

loc (Ω) .

Teorema 1.2.5. Para todos λ < 0 e κ ∈ R, escrevendo v para denotar subconjunto denso,

temos

rng
(
Ḣκ − λI

)
v L2 (Ω) .

Demonstração. Basta mostrar que se

ψ ∈ L2 (Ω) ,
〈
ψ,
(
Ḣκ − λI

)
u
〉

= 0, ∀u ∈ C∞0 (Ω) ,
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então ψ = 0 em Ω. Com efeito, supondo a igualdade acima, temos que〈
ψ,
(
Ḣκ − λI

)
u
〉

= 0⇐⇒
〈
ψ,
[
(i∇+ Aκ)

2 − λI
]
u
〉

= 〈−V ψ, u〉 ,

para toda u ∈ C∞0 (Ω). Isto mostra a igualdade no sentido das distribuições

(
(i∇+ Aκ)

2 − λI
)
ψ = −V ψ.

Como −V ψ ∈ L2
loc (Ω) = H0

loc (Ω) e o operador considerado é eĺıptico com coeficientes cons-

tantes na parte principal e C∞ (Ω) nas demais, segue do teorema anterior de regularidade

que ψ ∈ H2
loc (Ω) seguindo do Teorema 1.2.3 que ψ = 0 em q.t.p. Ω.

Teorema 1.2.6. Para todo κ ∈ R, o operador Ḣκ definido em C∞0 (Ω) possui uma única

extensão autoadjunta Hκ.

Demonstração. Devemos mostrar que o operador fechado e Hermitiano positivo Hκ := Ḣκ

é autoadjunto, lembrando que T é a notação para o fecho do operador fechável T . Considere

η = −λ > 0 qualquer. Temos o seguinte

η ‖u‖2 ≤ 〈u, (Hκ + ηI)u〉 ≤ ‖u‖ ‖(Hκ + ηI)u‖ ,

seguindo que Ker (Hκ + ηI) = {0} e existe (Hκ + ηI)−1. Ainda, a desigualdade acima

implica, fazendo v = (Hκ + ηI)u 6= 0, que

∥∥(Hκ + ηI)−1 v
∥∥ ≤ η−1 ‖v‖ ,

ou seja, o operador (Hκ + ηI)−1 é limitado e fechado de forma que seu domı́nio é o conjunto

fechado rng (Hκ + ηI). Como sempre vale rng
(
Ḣκ + ηI

)
⊂ rng (Hκ + ηI), o Teorema 1.2.5

implica que rng (Hκ + ηI) = L2 (Ω).

Agora, tomando v ∈ domH∗κ, afirmamos que v ∈ domHκ = dom Ḣκ. De fato, sendo

w = H∗κv, a conclusão acima nos permite obter u ∈ domHκ de modo que (Hκ + ηI)u =
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w + ηv. Assim,

〈v, (Hκ + η)ϕ〉 = 〈v,Hκϕ〉+ 〈v, ηϕ〉

= 〈H∗κv, ϕ〉+ 〈ηv, ϕ〉

= 〈w + ηv, ϕ〉

= 〈(Hκ + ηI)u, ϕ〉

= 〈u, (Hκ + ηI)ϕ〉 , ∀ϕ ∈ domHκ.

Como rng (Hκ + ηI) = L2 (Ω), segue-se que u = v e portanto domH∗κ = domHκ, o que

significa que Hκ é autoadjunto, lembrando que Hκ := Ḣκ.

O Corolário abaixo resume os resultados obtidos nesta seção, incluindo a possibilidade

de se ter outros operadores de Schrödinger do tipo Hκ, tanto na região Ω, que representa um

solenóide cuja seção constante é uma curva suave fechada e simples, quanto na região Ω0,

que representa um solenóide com raio nulo, uma região para a qual o potencial magnético

é ilimitado.

Corolário 1.2.7. Todo operador de Schrödinger H definido em C∞0 (Ω) (resp. Ω0), com

potencial magnético A de classe C∞, com ∇ × A = 0 em Ω (resp. Ω0), e um poten-

cial escalar V como na Definição 1.1.3 (resp. com Ω0 no lugar de Ω) é essencialmente

autoadjunto.

Demonstração. Basta notar que o método da demonstração do Teorema 1.2.6 pode ser

aplicada para o potencial A em Ω (resp. Ω0). Ver [35] para mais detalhes.

Agora que sabemos que o operador Ḣκ é essencialmente autoadjunto, vamos denotar

por Hκ a sua única extensão autoadjunta Ḣκ.

1.3 O operador Hκ

Agora, vamos agora discutir um pouco a extensão autoadjunta Hκ em Ω. Recomenda-

mos [12, 37] como referência sobre a teoria de formas sesquilineares associadas a operadores

positivos e [24, 30] para uma revisão sobre os espaços associados a campos magnéticos aqui

estudados.
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Definição 1.3.1. Defina hκ como sendo a seguinte forma sesquilinear positiva

hκ (u, v) :=

∫
Ω

(i∇u+ Aκu) · (−i∇v + Aκv) dxdy, domhκ := C∞0 (Ω) ,

e considere o produto interno 〈u, v〉κ := hκ (u, v) + 〈u, v〉L2 associado. Defina o conjunto

Wκ (Ω) como sendo o completamento métrico de C∞0 (Ω) com o produto interno 〈·, ·〉κ.

Definição 1.3.2. Defina o espaço vetorial H1
κ (Ω) pondo

H1
κ (Ω) :=

{
u ∈ L2 (Ω) : (i∇+ Aκ)u ∈ L2 (Ω)

}
,

com a aplicação ‖u‖κ :=
√
〈u, u〉κ que claramente define uma norma em H1

κ (Ω).

Note que, na definição acima, estamos considerando uma extensão de hκ ao espaço

H1
κ (Ω), a qual está bem-definida. Ainda, nossa intenção é ter a possibilidade de substituir

Ω por Ω0, e por isso definimos H1
κ (Ω) com a forma acima em vez de tomar diretamente o

espaço de Sobolev H1 (Ω) usual.

Teorema 1.3.3. O espaço H1
κ (Ω) é um espaço de Hilbert com relação à norma ‖·‖κ.

Demonstração. Tome uma sequência de Cauchy un ∈ H1
κ (Ω) qualquer. Pela definição da

norma ‖.‖κ, valem as desigualdades ‖un‖L2 ≤ ‖un‖κ e ‖(i∇+ Aκ)un‖L2 ≤ ‖un‖κ. Devido

à completude de L2 (Ω), existem u,w ∈ L2 (Ω) tais que

‖u− un‖L2 −→ 0 e ‖w − (i∇+ Aκ)un‖L2 −→ 0 para n→∞.

Vamos denotar wn := (i∇+ Aκ)un. Queremos mostrar que w = (i∇+ Aκ)u no sentido

das distribuições. De fato, para toda φ ∈ C∞0 (Ω), note primeiramente que pela desigual-

dade de Schwarz tem-se∣∣∣∣∫
Ω

[(−i∇+ Aκ)φ] (u− un) dxdy

∣∣∣∣ ≤ ‖(−i∇+ Aκ)φ‖L2 ‖u− un‖L2 −→ 0,

e portanto

lim
n→∞

∫
Ω

[(−i∇+ Aκ)φ]un dxdy =

∫
Ω

[(−i∇+ Aκ)φ]u dxdy.
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De maneira análoga, temos

lim
n→∞

∫
Ω

φwn dxdy =

∫
Ω

φw dxdy.

Usando estes limites, temos imediatamente que∫
Ω

φ [(i∇+ Aκ)u] dxdy =

∫
Ω

[(−i∇+ Aκ)φ]u dxdy

= lim
n→∞

∫
Ω

[(−i∇+ Aκ)φ]un dxdy

= lim
n→∞

∫
Ω

φ [(i∇+ Aκ)un] dxdy

= lim
n→∞

∫
Ω

φwn dxdy =

∫
Ω

φw dxdy,

o que demonstra a igualdade w = (i∇+ Aκ)
2 no sentido das distribuições e portanto que

u ∈ H1
κ (Ω).

Para lembrar o conceito de derivada fraca e as propriedades básicas das distribuições

usadas na demonstração acima, recomendamos [7, 19]. Note que a demonstração acima é

completamente análoga ao caso do espaço clássico de Sobolev H1 (Ω).

Corolário 1.3.4. O espaço Wκ (Ω) é um subespaço fechado de H1
κ (Ω) e, portanto, um

espaço de Hilbert.

Demonstração. De fato, como H1
κ (Ω) é completo na norma ‖·‖κ, segue-se que o completa-

mento abstrato de C∞0 (Ω) ⊂ H1
κ (Ω) é na verdade o fecho deste conjunto na norma ‖·‖κ e,

portanto, um subespaço fechado.

Definição 1.3.5. Defina a forma sesquilinear hκ pondo

hκ (u, v) :=

∫
Ω

(i∇+ Aκ)u · (−i∇+ Aκ) v dxdy, dom hκ :=Wκ (Ω) .

Note que hκ nada mais é do que uma extensão fechada de hκ e, portanto, está associada

a um único operador autoadjunto H0
κ, chamado de extensão de Friedrichs de H0

κ|C∞0 (Ω), em

L2 (Ω) com domı́nio domH0
κ v Wκ (Ω), lembrando que usamos v para denotar subconjunto

denso.

Teorema 1.3.6. A única extensão autoadjunta Hκ do operador Ḣκ da Definição 1.1.4 é

dada pela soma no sentido de formas Hκ = H0
κuV , que é o operador autoadjunto associado
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à forma sesquilinear fechada Lκ := hκ + V
1
2 definida em domLκ :=Wκ (Ω)∩ domV

1
2 com

cerne C∞0 (Ω).

Demonstração. Primeiramente, note que os operadores H0
κ e V envolvidos são autoadjuntos

positivos e C∞0 (Ω) ⊂ Wκ (Ω)∩ domV
1
2 de modo que a soma no sentido de formas H0

κ u V

está bem-definida e é o operador autoadjunto associado à forma sesquilinear fechada Lκ
definida por Lκ := hκ +V

1
2 em domLκ :=Wκ (Ωa)∩domV

1
2 . Como Ḣκ possui uma única

extensão autoadjunta Hκ, basta mostrar que H0
κuV é uma extensão do operador Ḣκ. Pela

definição da soma no sentido das formas, temos que o domı́nio do operador H0
κ u V é o

conjunto definido por

dom
(
H0
κ u V

)
:=
{
ξ ∈ domLκ : ∃η ∈ L2 (Ω) ;Lκ (ϕ, ξ) = 〈ϕ, η〉 ,∀ϕ ∈ domLκ

}
,

e a ação do operador H0
κuV no elemento ξ ∈ dom (H0

κ u V ) é dada por (H0
κ u V ) (ξ) := η.

Devemos mostrar então que C∞0 (Ω) ⊂ dom (H0
κ u V ) e que (H0

κ u V ) (u) = Ḣκ (u) para

todo u ∈ C∞0 (Ω). Com efeito, para u ∈ C∞0 (Ω) temos o seguinte

Lκ (ϕ, u) = hκ (ϕ, u) + V
1
2 (ϕ, u) .

Como o conjunto C∞0 (Ω) está contido no domı́nio dos operadores autoadjuntos H0
κ e V , os

quais estão associados às formas fechadas hκ e V
1
2 , respectivamente, segue-se da igualdade

acima o seguinte

Lκ (ϕ, u) =
〈
ϕ,H0

κu
〉

+ 〈ϕ, V u〉 =
〈
ϕ,
(
H0
κ + V

)
(u)
〉
, ∀ϕ ∈ domLκ.

Portanto, C∞0 (Ω) ⊂ domH0
κ u V e (H0

κ u V ) (u) = Ḣκ (u) como queŕıamos.

As considerações a respeito da forma associada seguem de resultados gerais, e podem

ser encontradas em [12], Seção 9.3, por exemplo.

Vamos fazer aqui algumas observações. Pelo Teorema 1.3.6, o conjunto C∞0 (Ω) é um

cerne para a forma sesquilinear Lκ. Isto significa que o conjunto C∞0 (Ω) é denso em domLκ
com respeito à norma dada pelo produto interno associado, o qual é Lκ (., .)+〈., .〉L2 . Assim,

ψ ∈ domLκ se, e somente se, existe uma sequência un ∈ C∞0 (Ω) de modo que un → ψ

nesta norma, isto é,∫
Ω

[
|(i∇+ Aκ) (un − ψ)|2 + V |un − ψ|2 + |un − ψ|2

]
dxdy −→ 0. (1.9)
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Note ainda que o conjunto H1
0 (Ω)∩domV

1
2 é, por construção domLκ=0 e portanto seguem

as mesmas conclusões, isto é, que ψ ∈ H1
0 (Ω) ∩ domV

1
2 se, e somente se, existe uma

sequência un ∈ C∞0 (Ω) com∫
Ω

[
|∇ (un − ψ)|2 + V |un − ψ|2 + |un − ψ|2

]
dxdy −→ 0. (1.10)

Destas convergências, podemos ver imediatamente que domLκ = H1
0 (Ω) ∩ domV

1
2 se, e

somente se, os elementos destes dois conjuntos satisfazem a condição∫
Ω

|Aκ (un − ψ)|2 dxdy −→ 0, (1.11)

para alguma sequência un ∈ C∞0 (Ω) tal que (1.9) ou (1.10) ocorra. Note ainda que todos os

argumentos usados anteriormente servem para Ω0 no lugar de Ω. Isto motiva os teoremas

abaixo. Como as demonstrações para Ω e Ω0, neste caso, são diferentes para estes teoremas,

iremos enunciá-los separadamente.

Teorema 1.3.7. Vale a igualdadeWκ (Ω) = H1
0 (Ω), sendo este último o tradicional espaço

de Sobolev dado pelo completamento de C∞0 na norma de H1 da funções de L2 com derivada

em L2.

Demonstração. Note que ψ ∈ Wκ (Ω) se, e somente se, existe uma sequência un ∈ C∞0 (Ω)

com ∫
Ω

[
|(i∇+ Aκ) (un − ψ)|2 + |un − ψ|2

]
dxdy −→ 0 , (1.12)

mas sendo Aκ limitado em Ω, isto ocorre se, e somente se,∫
Ω

[
|∇ (un − ψ)|2 + |un − ψ|2

]
dxdy −→ 0 ,

isto é, ψ ∈ H1
0 (Ω).

Teorema 1.3.8. Para todo κ ∈ R vale domLκ = H1
0 (Ω)∩domV

1
2 , sendo H1

0 (Ω) o espaço

de Sobolev tradicional.

Demonstração. Se ψ satisfaz (1.9) ou (1.10), então un → ψ em L2 (Ω) e como o potencial

Aκ é limitado em Ω, pois 0 /∈ Ω, segue (1.11) e terminamos. Outra maneira de ver este

fato é notando que Wκ (Ω) = H1
0 (Ω).
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Estes dois últimos teoremas englobam os solenóides cuja fronteira é uma curva suave e,

portanto, aqueles cuja fronteira é uma circunferência com raio positivo (não nulo). Ainda,

temos algo a dizer sobre estes resultados para o solenóide com raio nulo, isto é, Ω0. Mais

precisamente, todos os resultados vistos anteriormente, com exceção do Teorema 1.3.7,

valem para Ω0 no lugar de Ω. Note porém que o potencial Aκ é ilimitado em Ω0, e por

isto os demonstraremos os teoremas usando argumentos apropriados.

Teorema 1.3.9. Para todo κ ∈ R vale domLκ = H1
0 (Ω0) ∩ domV

1
2 .

Demonstração. De (1.2) e lembrando que d (z) = |z| em Ω0, temos∫
Ω

|Aκ (un − ψ)|2 dxdy = |κ|2
∫

0<|z|<εV

|un − ψ|2

|z|2
dxdy +

∫
|z|>εV

|Aκ (un − ψ)|2 dxdy

≤ |κ|2
∫

0<|z|<εV
V |un − ψ|2 dxdy +

∫
|z|>εV

|Aκ (un − ψ)|2 dxdy.

Assim, se ψ satisfaz (1.9) ou (1.10), segue imediatamente da desigualdade acima a condição

(1.11) e terminamos.

Devemos fazer alguns comentários sobre a demonstração do Teorema 1.3.9. Em primeiro

lugar, é fundamental que C∞0 (Ω0) seja um cerne para a forma sesquilinear Lκ e isto é uma

consequência direta do fato de que a forma Lκ está associada ao operador autoadjunto Hκ,

o qual é o fecho do operador essencialmente autoadjunto Ḣκ definido em C∞0 (Ω0). Além

disso, o uso da condição de divergência na fronteira (1.2) do potencial V só pode ser

usada como foi aqui devido ao fato de que o potencial magnético tem o comportamento do

tipo
1

r
, o qual, com a norma de L2, equivale a um comportamento do tipo

1

r2
e este pode

ser comparado com o de V .

O próximo teorema é uma consequência direta da Desigualdade Magnética de Hardy

presente em [6], a qual enunciaremos abaixo a t́ıtulo de completude.

Lema 1.3.10 (Desigualdade Magnética de Hardy). Suponha que κ /∈ Z e defina a constante

C0 > 0 pondo

C−1
0 := min

n∈Z
|κ− n| > 0.

Então para todo u ∈ C∞0 (Ω0) vale a desigualdade∫
Ω0

|u (z)|2

|z|2
dxdy ≤ C2

0

∫
Ω0

|(i∇+ Aκ)u|2 dxdy. (1.13)
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Devemos comentar aqui que a desigualdade de Hardy aplica-se, usando-se argumentos

de densidade, à elementos do conjunto Wκ (Ω0), pois este é o completamento de C∞0 (Ω0)

na norma 〈., .〉κ.

Teorema 1.3.11. Para todo κ ∈ R \ Z, vale Wκ (Ω0) ( H1
0 (Ω0).

Demonstração. Tome ψ ∈ Wκ (Ω0) e un em C∞0 (Ω0) de modo que (1.12) ocorra. Segue-se

da desigualdade de Hardy que∫
Ω0

|Aκ (un − ψ)|2 dxdy = |κ|2
∫

Ω0

|un (z)− ψ (z)|2

|z|2
dxdy −→ 0,

de onde segue-se do análogo à (1.12) para Ω0 que ‖∇ (un − ψ)‖L2 → 0 de forma que

ψ ∈ H1
0 (Ω0). Para terminar, tome um elemento ψ ∈ H1

0 (Ω0) de forma que
ψ

r
/∈ L2 (Ω0).

Para este elemento, não podemos aplicar a desigualdade de Hardy, pois o lado esquerdo

de (1.13) é infinito, enquanto o lado direito é finito se ψ ∈ Wκ (Ω0). Isto garante que

ψ /∈ Wκ (Ω0).

Podemos notar então que todos os resultados desta seção valem tanto para Ω quanto

para Ω0, com exceção do Teorema 1.3.7, o qual vale apenas para Ω. No caso de Ω0, temos

o Teorema 1.3.11.

1.4 Transformações de gauge

Nesta seção, discutiremos algumas propriedades das transformações de gauge, bem

como a aplicabilidade deste objetos ao nosso modelo. Basicamente, as transformações

de gauge são responsáveis por agrupar os muitos modelos matemáticos que descrevem o

mesmo fenômeno numa mesma classe de equivalência. Neste sentido, se dois modelos são

gauge equivalentes, as mesmas conclusões f́ısicas devem ser obtidas de ambos, o que nos dá

uma certa liberdade de escolha entre os modelos. Vamos primeiro fazer alguns comentários

que motivam a definição de transformação de gauge que daremos.

Como acreditava-se antes do efeito AB ser exposto, os campos magnéticos que desem-

penhavam o papel de governar a dinâmica, sendo os potenciais apenas um instrumento de

cálculo, como ocorre em mecânica clássica. É de se esperar então que, se uma part́ıcula

está numa região Ω̃ qualquer sob ação de um campo magnético B, a escolha de diferen-

tes potenciais A para este campo não deveria importar do ponto de vista da mecânica

quântica. Em contrapartida, em nosso modelo, cada potencial Aκ representa em Ω (ou
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Ω0) o mesmo campo magnético, B = ∇ ×Aκ = 0, de modo que todos os operadores Hκ

deveriam representar um mesmo sistema f́ısico, o que, como veremos analisando os autova-

lores, não ocorre (e a isto se entende como efeito AB). A explicação para isto encontra-se no

seguinte fato: Dado um campo qualquer B e sendo A1 e A2 (usaremos a notação caligráfica

para não haver confusão com os potenciais Aκ já introduzidos) dois potenciais magnéticos

associados, temos a seguinte expressão formal:

A2 = A1 +∇φ, φ (z) =

∫ z

z0

(A2 −A1) · ds. (1.14)

Supondo que as expressões acima façam sentido, dizemos que os potênciais A1 e A2 são

classicamente gauge associados. Note que potenciais classicamente gauge associados re-

presentam o mesmo campo magnético e, por isso, na mecânica clássica, escolher entre

potenciais classicamente gauge associados é irrelevante e ambos representam o mesmo sis-

tema f́ısico.

Note agora que, no caso da mecânica quântica, a existência de uma aplicação unitária

do tipo eiφ que transforma o operador H1 associado à A1 no operador H2 associado à A2

implica que os dois modelos H1 e H2 representam o mesmo fenômeno. Assim, mesmo que os

potenciais sejam classicamente gauge associados, no caso de uma região não simplesmente

conexa como Ω, temos um problema na integral de linha em (1.14), a qual depende do

caminho ϑ escolhido para ligar os pontos z0 e z e, assim, define não uma função, mas uma

multifunção em Ω que a cada ponto z ∈ Ω assume um conjunto de valores indexados por ϑ.

Como o importante é que a transformação de gauge eiφ esteja bem-definida, devemos pedir

a condição adicional (
1

2π

∫
σ

(A2 −A1) · ds

)
∈ Z,

para toda curva σ fechada, simples em Ω. Dizemos neste caso que os potenciais A1 e A2

são quanticamente gauge associados. Assim, mesmo sendo φ uma multifunção, a diferença

de valores assumidos por um mesmo ponto é múltiplo inteiro de 2π, o que é insenśıvel pela

exponencial que define a transformação de gauge (no nosso modelo, este valor é κ, o qual

pode ser não inteiro, de forma que nesta situação não se pode transformar Hκ em H0, por

exemplo). Vamos agora tratar estes conceitos com mais detalhes e com o rigor matemático

necessário, inspirados nas argumentações presentes em [6, 22, 23], notando que todos os

argumentos usados nesta seção valem para o modelo análogo na região Ω0, isto é, para

um solenóide com raio nulo. Para uma discussão detalhada sobre transformações de gauge

em Rn, recomendamos [28].
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Definição 1.4.1. Dizemos que dois potenciais magnéticos reais A1 e A2 de classe C∞

em Ω, associados aos campos magnéticos B1 e B2, são quanticamente gauge associados

em Ω se existe uma multifunção φ de classe C∞, definida em Ω e tomando multivalores em

R, com ∇φ : Ω→ R2 e eiφ : Ω→ C funções bem-definidas (assumem valores únicos) e

A2 = A1 +∇φ em Ω. (1.15)

Lembremos aqui que um campo magnético B em Ω tem a forma B (z) := b (z) dx∧ dy,

sendo que b : Ω→ R é uma função qualquer da forma b (z) = ∂xay− ∂yax, com o potencial

magnético associado A := (ax, ay).

Definição 1.4.2. Considere potenciais A1 e A2 como na definição anterior. Fixando um

z0 ∈ Ω, tome a famı́lia de aplicações φς : Ω→ R definida por

φς (z) :=

∫
ς

(A2 −A1) · ds,

em que ς : [0, 1] → Ω é uma curva suave por partes ligando z0 a z. Vamos definir então

a seguinte multifunção φ̃ (z) := {φς (z)}ς . Note que φ̃ (z) assume um conjunto de valores,

os quais dependem da curva escolhida e que a diferença φς1 (z) − φς2 (z) entre dois desses

valores é dada por

φς1 (z)− φς2 (z) =

∫
ς−1
2 ◦ ς1

(A2 −A1) · ds,

em que ς−1
2 (t) := ς2 (1− t) é o caminho reverso. Vê-se de imediato que ς−1

2 ◦ ς1 é um

caminho fechado em Ω passando por z0.

O seguinte teorema fornece um critério para que dois potenciais sejam quanticamente

gauge associados numa região. Basicamente, estes potenciais devem gerar o mesmo campo

nessa região e, fora dela, a diferença entre os fluxos magnéticos tem que ser um multiplo

inteiro de 2π.

Teorema 1.4.3. Os potenciais magnéticos A1 e A2 são quanticamente gauge associados

se, e somente se, B1 = B2 em Ω e para toda curva suave simples e fechada σ em Ω vale(
1

2π

∫
σ

[A2 (z)−A1 (z)] · ds
)
∈ Z. (1.16)

Demonstração. Suponha que A1 e A2 são quanticamente gauge associados e σ é uma curva

fechada suave e simples qualquer em Ω. Então segue imediatamente da igualdade (1.15) e
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do fato de ∇× (∇φ) = 0, que B1 = B2 na região Ω. Agora, usando o teorema fundamental

do cálculo na igualdade (1.15) no contexto das multifunções, temos que φ = φ̃ isto é, φ (z)

assume um conjunto de valores φς (z) indexados por ς, a curva que liga o ponto z0 à z.

Pela definição de gauge associados, tem-se que eiφς1 (z) = eiφς2 (z), logo, para todo z ∈ Ω

existe m ∈ Z tal que φς1 (z)−φς2 (z) = 2mπ. Como φς1 −φς2 é cont́ınua, podemos tomar o

mesmo m para todos os pontos z ∈ Ω. Tomando em particular elementos z0 e z na curva

σ e considerando ς1 e ς2 as curvas ligando z0 à z nesta curva, em direções opostas com ς1

na mesma direção que σ, teremos

2mπ = φς1 (z)− φς2 (z) =

∫
ς−1
2 ◦ ς1

(A2 −A1) · ds,

sendo ς−1
2 ◦ ς1 a composição do caminho ς1 com o caminho reverso de ς2. Note que ς−1

2 ◦ ς1
é exatamente a curva σ no sentido de ς1 o que demonstra (1.16).

Suponha agora que (1.16) ocorra com B1 = B2 em Ω. Defina a multifunção φ pondo

φ := φ̃ como anteriormente. Segue imediatamente que ∇φ = A2 − A1, o qual está bem-

definido como função e A2 = A1 + ∇φ. Basta verificarmos que a exponencial está bem-

definida, isto é, que eiφ(z) = eiφς(z) independe da curva ς escolhida para ligar o ponto z0 à

z. Tome duas curvas quaisquer ς1 e ς2 ligando esses pontos em Ω, partindo de z0. Observe

que a curva fechada ς−1
2 ◦ ς1 é uma curva fechada simples σ em Ω. Segue-se então que

φς1 (z)− φς2 (z) =

∫
ς−1
2 ◦ς1

(A2 −A1) · ds =

(∫
σ

(A2 −A1) · ds
)
∈ 2π · Z.

Portanto, podemos concluir que a diferença φς1 (z)− φς2 (z) ∈ 2π · Z de forma que eiφς1 =

eiφς2 , e a exponencial eiφ está bem-definida.

Note que o teorema acima pode ser expresso exclusivamente em termos dos potenciais,

bastando substituir as hipóteses por ∇×A1 = ∇×A2 em Ω e(
1

2π

∫
σ

(A2 −A1) · ds
)
∈ Z,

para toda curva fechada σ ∈ Ω.

Lema 1.4.4. Considere operadores Ḣj := (i∇+Aj)2 + V definidos em C∞0 (Ω), com

j = 1, 2 e suponha que os potenciais A1 e A2 sejam quanticamente gauge associados em Ω.

Então vale a igualdade Ḣ2e
iφ = eiφḢ1 em C∞0 (Ω).
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Demonstração. Note primeiramente que ∇φ é de classe C∞ em Ω, de forma que temos

imediatamente eiφ (C∞0 (Ω)) = C∞0 (Ω). Ainda, valem as seguinte igualdades

eiφ
[
(i∇+A1)

(
e−iφϕ

)]
= eiφ

[(
∇φe−iφϕ+ ie−iφ∇ϕ

)]
+A1ϕ

= ∇φϕ+ (i∇+A1)ϕ

= (i∇+A2)ϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) ,

e segue facilmente, usando e−iφeiφ = 1, que

Ḣ2e
iφ = eiφḢ1.

Teorema 1.4.5. Para cada j ∈ {1, 2}, considere o operador Ḣj := (i∇+Aj)2 + V es-

sencialmente autoadjunto em C∞0 (Ω), e denote por Hj sua única extensão autoadjunta.

Suponha que os potenciais A1 e A2 sejam quanticamente gauge associados em Ω através

da função φ. Então a função eiφ : Ω→ C define um operador unitário em L2 (Ω) de modo

que domH2 = eiφ (domH1) e H2e
iφ = eiφH1.

Demonstração. Como os potenciais A1 e A2 são quanticamente gauge associados, existe

uma multifunção φ em Ω assumindo multivalores reais tais que∇φ e eiφ estão bem-definidas

como funções e vale (1.15). Claramente o operador de multiplicação eiφ : L2 (Ω)→ L2 (Ω)

define um operador linear unitário em L2 (Ω), pois

∥∥eiφψ∥∥2

L2 =

∫
Ω

∣∣eiφ(z)ψ (z)
∣∣2 dxdy =

∫
Ω

|ψ (z)|2 dxdy = ‖ψ‖2
L2 .

Agora, tome um elemento ψ ∈ domH1. Isto significa que existe uma sequência de funções

ψn ∈ C∞0 (Ω) com ψn → ψ e Ḣ1ψn → H1ψ em L2 (Ω), isto pela definição de fecho de

operadores. Segue imediatamente do fato de eiφ ser uma isometria que eiφψn → eiφψ em

L2 (Ω). Pelo Lema 1.4.4, temos que

Ḣ2e
iφψn = eiφḢ1ψn −→ eiφH1ψ em L2 (Ω) para n→∞.

Como eiφψn ∈ C∞0 (Ω) e da definição de fecho de operador, segue que eiφψ ∈ domH2 e

H2e
iφψ = eiφH1ψ. Analogamente, podemos mostrar que domH2 ⊂ eiφ (domH1 ) conside-

rando a exponencial inversa e−iφ.
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Definição 1.4.6. Dizemos que dois operadores de Schrödinger H1 e H2 quaisquer (autoad-

juntos) são gauge equivalentes, se existe φ multifunção real em Ω de modo que eiφ : Ω→ C
seja uma função de classe C1 bem-definida (uńıvoca), domH2 = eiφ (domH1) e

H2e
iφ = eiφH1.

Dizemos neste caso que o operador unitário eiφ : L2 (Ω)→ L2 (Ω) é uma transformação de

gauge entre os operadores H1 e H2.

Note que o fato de eiφ estar bem-definida como função implica que os valores entre

ramos φ (z) diferem entre si por múltiplos inteiros de 2π e isto implica ainda, com o fato

de eiφ ser C1, que o gradiente ∇φ também está bem-definido como função vetorial.

Teorema 1.4.7. Considere operadores de Schrödinger autoadjuntos definidos por Hj :=

(i∇+Aj)2 +V , j = 1, 2, cujos domı́nios respectivos contêm C∞0 (Ω), associados a potenci-

ais magnéticos A1 e A2 de classe C∞ em Ω e a um mesmo potencial escalar V , e suponha

que H1 e H2 sejam gauge equivalentes. Então os potenciais A1 e A2 são quanticamente

gauge associados em Ω.

Demonstração. Por hipótese, existe uma transformação de gauge eiφ entre os operadores

H1 e H2, de forma que

e−iφ (i∇+A2)2 (eiφϕ) = (i∇+A1)2 ϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) . (1.17)

Explicitando-se o membro esquerdo desta igualdade, temos

(i∇+A2)
(
eiφϕ

)
= i∇

(
eiφ
)
ϕ+ ieiφ∇ϕ+A2e

iφϕ

= −∇φeiφϕ+ ieiφ∇ϕ+A2e
iφϕ,

e segue que

(i∇+A2)2 (eiφϕ) = (i∇+A2) ·
(
−∇φeiφϕ+ ieiφ∇ϕ+A2e

iφϕ
)

= −i∇ ·
(
∇φeiφϕ

)
−∇ ·

(
eiφ∇ϕ

)
+ i∇ ·

(
A2e

iφϕ
)

+A2 ·
(
−∇φeiφϕ+ ieiφ∇ϕ+A2e

iφϕ
)

= −i∆φeiφϕ+ (∇φ)2 eiφϕ− ieiφ∇φ · ∇ϕ− ieiφ∇φ · ∇ϕ− eiφ∆ϕ

+ i∇ · A2e
iφϕ−A2 · ∇φeiφϕ+ ieiφA2 · ∇ϕ

−A2 · ∇φeiφϕ+ ieiφA2 · ∇ϕ+A2
2e
iφϕ.
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Agrupando-se os termos, obtemos

(i∇+A2)2 (eiφϕ) = −eiφ∆ϕ− 2i∇φ · ∇ϕeiφ + 2iA2 · ∇ϕeiφ

− i∆φeiφϕ+ (∇φ)2 eiφϕ+ i∇ · A2e
iφϕ− 2A2 · ∇φeiφϕ+A2

2e
iφϕ.

Substituindo tal identidade em (1.17), teremos

(i∇+A1)2 ϕ = −∆ϕ+ 2iA1 · ∇ϕ+ i∇ · A1ϕ+A2
1ϕ

= −∆ϕ− 2i∇φ · ∇ϕ+ 2iA2 · ∇ϕ

− i∆φϕ+ (∇φ)2 ϕ+ i∇ · A2ϕ− 2A2 · ∇φϕ+A2
2ϕ.

A igualdade acima equivale à seguinte

[
(∇φ)2 − i∆φ+A2

2 −A2
1 + i∇ · (A2 −A1)− 2A2 · ∇φ

]
ϕ+ [A2 −A1 −∇φ] 2i∇ϕ = 0,

em particular, a parte imaginária tem de ser nula, isto é

[−∆φ+∇ · (A2 −A1)]ϕ+ 2 [A2 −A1 −∇φ]∇ϕ = 0. (1.18)

Como ϕ ∈ C∞0 (Ω) é qualquer, integrando sobre Ω e usando a definição de ∇ no contexto

das funções generalizadas, segue-se a seguinte igualdade no sentido das distribuições

−∆φ+∇ · (A2 −A1) = 2∇ · [A2 −A1 −∇φ] ,

lembrando que a definição de ∇ envolve uma troca de sinais. Vemos imediatamente que

∆φ = ∇ · (A2 −A1) = 0, pois os potenciais são de classe C∞ em Ω. Substituindo isto em

(1.18), segue que ∇φ está bem-definida como a função A2 −A1, e portanto, os potenciais

são quanticamente gauge associados.

Definição 1.4.8. Dado um potencial magnético A de classe C1 em Ω com ∇ × A = 0,

definimos a circuitação do potencial como

κ (A) :=
1

2π

∫
σ

A · ds,

sendo σ uma parametrização suave de uma circunferência em Ω, centrada em 0 no sentido

anti-horário.

Note que a integral acima independe do raio da circunferência escolhida via teorema
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de Stokes, desde que as mesmas estejam dentro da região Ω e circulem 0. Podemos dizer

ainda mais, que a integral acima independe da curva σ contida em Ω escolhida, desde que

esta seja uma curva simples, fechada e suave por partes que circula o ponto 0 uma vez no

sentido anti-horário.

Teorema 1.4.9. Tomando V um potencial escalar como na Definição 1.1.3 e A qualquer

potencial magnético de classe C∞ com ∇×A = 0 em Ω, considere o operador autoadjunto

H := (i∇+ A)2 + V,

com domı́nio contendo o cerne C∞0 (Ω). Então existe um único κ ∈ (−1/2, 1/2] de modo

que H é gauge equivalente a Hκ. Particularmente, considerando-se κ, κ′ ∈ (−1/2, 1/2],

vale que Hκ é gauge associado à Hκ′ se, e somente se, κ = κ′.

Demonstração. Considere o único número κ ∈ (−1/2, 1/2] com κ+m = κ (A) para algum

m ∈ Z e vamos mostrar que Hκ é gauge equivalente a H. Com efeito, note primeiramente

que os potenciais A e Aκ são quanticamente gauge associados pelo Teorema 1.4.3 e pela

definição de circuitação. Usando o Teorema 1.2.6 e o Corolário 1.2.7, temos que ambos os

operadores são essencialmente autoadjuntos no conjunto C∞0 (Ω), de forma que o Teorema

1.4.5 implica no resultado. Para ver a unicidade, basta notar que a única forma de Aκ e

Aκ′ serem quanticamente gauge associados, é se (κ− κ′) ∈ Z, de modo que, no intervalo

(−1/2, 1/2], isto só ocorre se houver igualdade.

1.5 Transformações antiunitárias

Pelo Teorema 1.4.9 da seção anterior, podemos estudar o efeito AB olhando apenas para

os operadores autoadjuntos Hκ com κ ∈ (−1/2, 1/2], pois qualquer operador associado a

um campo magnético nulo em Ω é unitariamente equivalente a um único elemento dessa

famı́lia por uma transformação de gauge. Vamos reduzir mais esta famı́lia usando, não

mais transformações de gauge, mas transformações antiunitárias. Note que, como na seção

anterior, os argumentos usados aqui também valem para a região Ω0, isto é, o modelo de

solenóide com raio nulo.

Definição 1.5.1. Dizemos que uma aplicação sobrejetora T : L2 (Ω) → L2 (Ω) é uma

aplicação antiunitária quando satisfaz as condições abaixo para todos ξ, η ∈ L2 (Ω):

1. T (λξ) = λT ξ, para todo λ ∈ C;
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2. T (ξ + η) = T ξ + T η;

3. 〈T ξ, T η〉 = 〈ξ, η〉.

Definição 1.5.2. Dizemos que dois operadores H1 e H2, autoadjuntos em L2 (Ω), são

antiunitariamente equivalentes quando existe uma transformação T : L2 (Ω) → L2 (Ω)

antiunitária de modo que

H2T = T H1,

com domH2 = T (domH1).

Teorema 1.5.3. Para todo κ ∈ R, os operadores autoadjuntos Hκ e H−κ são antiunitari-

amente equivalentes pela conjugação complexa.

Demonstração. Considere a aplicação conjugação complexa T : L2 (Ω)→ L2 (Ω) dada por

Tψ := ψ, a qual é uma transformação antiunitária com T−1 = T . Tome ψ ∈ domHκ

qualquer. Então existe sequência un ∈ C∞0 (Ω) tal que un → ψ e Ḣκun → Hκψ em L2 (Ω).

Claramente C∞0 (Ω) 3 Tun → Tψ e ainda, de A−κ = −Aκ, segue-se que

Ḣ−κ (Tun) =
[
(i∇+ A−κ)

2 + V
]
un =

[
(−i∇+ Aκ)

2 + V
]
un

=
[
(i∇+ Aκ)

2 + V
]
un = T

(
Ḣκun

)
−→ T (Hκψ) , para n→∞,

o que demonstra que Tψ ∈ domH−κ e que H−κ (Tψ) = T (Hκψ). Para terminar de mostrar

a igualdade entre os domı́nios, basta notar que T−1 = T e aplicar o mesmo argumento.

Corolário 1.5.4. Os operadores Hκ e H−κ possuem o mesmo espectro.

Demonstração. Da teoria geral de operadores autoadjuntos (veja Corolário 2.4.9 em [12]),

sabemos que λ ∈ σ (Hκ) se, e somente se, existe uma sequência de Weyl (ξn)n∈N para Hκ

em λ. Isto significa que ξn ∈ domHκ,

‖ξn‖ = 1, ∀n ∈ N e lim
n→∞

(Hκ − λI) ξn = 0.

Passando o complexo conjugado e usando o Teorema 1.5.3 (mais precisamente, sua de-

monstração), vemos que ξn ∈ domH−κ, e como λ ∈ R, segue que

lim
n→∞

(Hκ − λI) ξn = 0⇐⇒ lim
n→∞

(H−κ − λI) ξn = 0.

Assim
(
ξn
)
n∈N é uma sequência de Weyl para H−κ em λ, i.e., λ ∈ σ (H−κ). Note que o

mesmo argumento pode ser usado para demonstrar que σ (H−κ) ⊂ σ (Hκ).
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A aplicação antiunitária T : L2 (Ω) → L2 (Ω) dada pela conjugação Tψ = ψ é parti-

cularmente importante nesse modelo. Além de conservar o espectro entre Hκ e H−κ, ela

representa uma simetria na evolução temporal do sistema, no sentido de que obter uma

solução para o modelo Hκ de t0 a t1 é o mesmo que obter uma solução de H−κ no sentido

inverso de t1 a t0.

Agora, a simetria dada pelo operador T entre Hκ e H−κ não implica de forma alguma

que eles são gauge equivalentes, pois como vimos, Hκ e H−κ são gauge equivalentes se, e

somente se,

(κ− (−κ)) = 2κ ∈ Z,

isto é, nesta situação apenas se κ ∈ Z ou κ ∈ Z +
1

2
. Contudo, não sabemos se Hκ e H−κ

podem ser unitariamente equivalentes por uma transformação unitária que não seja de

gauge para os casos em que κ /∈ Z ∪ (Z + 1/2).

Usando essa simetria dada pelo Corolário 1.5.4, o estudo do efeito AB neste modelo

pode ser reduzido ao estudo dos operadores Hκ com κ ∈ [0, 1/2]. Como veremos nos

caṕıtulos seguintes, nada mais pode ser feito para reduzir esta famı́lia de modo geral, pois

o primeiro autovalor de cada um destes operadores difere dos demais nos casos considerados

a seguir.

1.6 Caracterização do espectro

Uma das principais informações que podemos obter de um modelo como o nosso é

o valor numérico do primeiro autovalor (“energia do estado fundamental”, na literatura

f́ısica). Ele representa a energia mı́nima do sistema e, no caso espećıfico aqui tratado, será

nossa ferramenta para mostrar a existência do efeito AB para o nosso modelo, ou seja,

uma caracteŕıstica f́ısica que depende explicitamente de κ. Para que isto seja posśıvel,

devemos mostrar que o ı́nfimo do espectro de Hκ é realmente um autovalor, de forma que

este pode ser caracterizado pelo prinćıpio do min-max via forma quadrática. Para o ope-

rador Hκ, a divergência do potencial V no infinito e na fronteira implicará em resolvente

compacto e, portanto, todo o espectro do operador é constitúıdo por uma sequência ilimi-

tada de autovalores, cada um com multiplicidade finita. Nesta seção, vamos nos dedicar

a demonstrar a afirmação anterior usando um argumento presente em [29]. A ideia cen-

tral da demonstração consiste em usar a compacidade do mergulho de Sobolev em regiões

limitadas.

Fixemos, por comodidade, κ ∈ [0, 1/2] qualquer, lembrando que para demonstrar o
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caso geral basta demonstrar este e aplicar transformações de gauge e antiunitárias, as

quais mantém o espectro invariante (ver o Teorema 1.4.9 e o Corolário 1.5.4).

Teorema 1.6.1. Existe c > 0 tal que, para todo κ ∈ R, tem-se σ (Hκ) ⊂ [c,∞).

Demonstração. Tome λ ∈ σ (Hκ) e ψn uma sequência de Weyl para Hκ em λ, isto é,

ψn ∈ domHκ, ‖ψn‖ = 1, lim
n→∞

(Hκ − λI)ψn = 0.

Assim, segue-se imediatamente que

|〈ψn, Hκψn〉 − 〈ψn, λψn〉| ≤ ‖Hκψn − λψn‖ −→ 0,

de forma que 〈ψn, Hκψn〉 → λ. Tomando c > 0 de modo que V (z) > c para todo z ∈ Ω,

teremos 〈ψn, Hκψn〉 > c, para todo n ∈ N, seguindo que λ ≥ c como queŕıamos.

Portanto, para mostrar que o espectro de Hκ é discreto, basta mostrar que o operador

resolvente em 0 /∈ σ (Hκ), dado por H−1
κ : L2 (Ω) → L2 (Ω), é compacto. Note ainda que

podemos escrever

H−1
κ = I ◦ T,

em que I : domLκ → L2 (Ω) é a inclusão e T : L2 (Ω) → domLκ é o operador dado por

Tϕ := H−1
κ ϕ. A aplicação I está evidentemente bem-definida e T também, pois 0 /∈ σ (Hκ)

e H−1
κ ψ ∈ domHκ ⊂ domLκ para todo ψ ∈ L2 (Ω).

Teorema 1.6.2. O operador T : L2 (Ω)→ domLκ é cont́ınuo.

Demonstração. Note que o fato de 0 /∈ σ (Hκ) não implica imediatamente que T seja

cont́ınuo, pois estamos considerando normas diferentes, lembrando que a norma no espaço

domLκ é dada por ‖·‖2
Lκ = Lκ (·) + ‖.‖2

L2 . Neste caso, a continuidade se segue diretamente

do fato de Hκ ser limitado inferiormente por c > 0 da seguinte forma:

‖Tu‖2
Lκ = Lκ

(
H−1
κ u
)

+
∥∥H−1

κ u
∥∥2

L2 = Lκ (v) + ‖v‖2
L2

= 〈v,Hκv〉L2 + ‖v‖2
L2 ≤ ‖v‖L2 ‖u‖L2 + ‖v‖2

L2

≤
(

1

c
+

1

c2

)
‖u‖2

L2 ,

pois v está no domı́nio de Hκ e ‖u‖L2 = ‖Hκv‖L2 ≥ c ‖v‖L2 , para todo u ∈ L2 (Ω).
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Assim, basta mostrar a compacidade da inclusão I, a qual será feita mostrando que I

é limite em norma de operadores compactos. Para isto, precisamos de uma construção um

pouco mais elaborada.

Definição 1.6.3. Defina a cobertura Ωj de Ω pondo Ωj := {z ∈ R2 : aj < d (z) < bj},
sendo aj < bj sequências monótonas reais com aj → 0, bj →∞ para j →∞ e

V (z) > j, ∀z ∈ Ω \ Ωj, ∀j ∈ N. (1.19)

Note que pelas hipóteses sobre V , estas sequências existem.

Definição 1.6.4. Defina o espaço vetorialR (Ωj) das funções de domLκ restritas à Ωj, isto

é, ψ|Ωj tais que ψ ∈ domLκ. Dotamos R (Ωj) do produto interno 〈·, ·〉j := Lκ (., .)+〈., .〉L2 ,

que é justamente o produto interno de domLκ restrito ao conjunto Ωj. Note que para

calcular o produto interno, devemos considerar a restrição ψ|Ωj como uma função em Ω

usando a extensão por zero usual ψ1Ωj .

Definição 1.6.5. Considere as inclusões usuais

ij : R (Ωj)→ L2 (Ωj) ,

e defina as funções

βj : L2 (Ωj)→ L2 (Ω) , βjψ (x) :=

ψ (x) , se x ∈ Ωj

0 se x /∈ Ωj

,

e

ρj : domLκ → R (Ωj) , ρjψ := ψ|Ωj .

Aqui βj e ρj são simplesmente a extensão por zero e a restrição de ψ à Ωj, respectivamente.

Defina agora a sequência de inclusões Ij : domLκ → L2 (Ω) por Ij := βj ◦ ij ◦ ρj.

Teorema 1.6.6. I : domLκ → L2 (Ω) é limite em norma de Ij : domLκ → L2 (Ω).

Demonstração. Com efeito, note primeiramente que a composição pode ser escrita de ma-

neira simples por Ijψ (z) = ψ1Ωj =
(
V −

1
2V

1
2

)
ψ1Ωj (z) para toda ψ ∈ domLκ (Ω). Desta
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forma, segue que

‖(Ij − I)ψ‖2
L2 =

∥∥∥(V − 1
2V

1
2

)
ψ1Ωj (z)− ψ

∥∥∥2

L2

=
∥∥∥(V − 1

2 1Ωj − V −
1
2

)
V

1
2ψ
∥∥∥2

L2

=

∫
Ω\Ωj

(
V −1

)
V |ψ (x)|2 dxdy

≤ 1

j

∫
Ω\Ωj

V |ψ (z)|2 dxdy ≤ 1

j
‖ψ‖2

Lκ ,

usando o fato (1.19) na ultima desigualdade. Segue disso a convergência em norma.

Portanto, como os operadores βj e ρj são cont́ınuos, basta mostrar que ij é um operador

compacto, pois dáı I será limite uniforme de uma sequência de operadores compactos

(Ij)j∈N e, portanto, compacto. Lembremos aqui que o espaço de SobolevH1 (Ωj) ⊂ L2 (Ωj),

é definido via derivada distribucional por

H1 (Ωj) :=

{
ψ ∈ L2 (Ωj) :

∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
∈ L2 (Ωj)

}
,

o qual é um espaço de Hilbert com a norma

‖ψ‖H1 :=

√
‖ψ‖2

L2 +

∥∥∥∥∂ψ∂x
∥∥∥∥2

L2

+

∥∥∥∥∂ψ∂y
∥∥∥∥2

L2

.

Teorema 1.6.7. A inclusão ij : R (Ωj)→ L2 (Ωj) é compacta.

Demonstração. Note primeiramente que para ϕ ∈ R (Ωj), temos que ϕ = ψ|Ωj para algum

ψ ∈ domLκ ⊂ H1
0 (Ω) (ver Teoremas 1.3.8 e 1.3.9), de forma que ϕ ∈ H1 (Ωj) e a inclusão

B : R (Ωj) → H1 (Ωj) está bem-definida. Considerando também a inclusão usual de

Sobolev A : H1 (Ωj) → L2 (Ωj), temos a composisão ij = A ◦ B. Sabemos do Teorema de

Rellich da compacidade do mergulho de Sobolev que A é compacta, de forma que basta

mostrar a continuidade de B.

Considere uma sequência ψn → 0 em R (Ωj). Isto significa, pelo Corolário 1.3.4 e pela

definição de R (Ωj) que ψn ∈ L2 (Ωj) e (i∇+ Aκ)ψn ∈ L2 (Ωj) e ainda, vale o seguinte

para n→∞,

‖ψn‖j =

√
Lκ (ψn) + ‖ψn‖2

L2 =

√∫
Ωj

[
|i∇ψn + Aκψn|2 + V |ψn|2 + |ψn|2

]
dxdy −→ 0.
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Segue imediatamente da positividade dos termos que ψn → 0 em L2 (Ωj). Ainda, como

Aκ é limitado na região Ωj, segue também que Aκψn → 0 em L2 (Ωj) de forma que o

mesmo ocorre para ∇ψn. Como ‖ψn‖H1
=
√
‖ψn‖2 + ‖∇ψn‖2 segue que ψn → 0 em

H1 (Ωj). Portanto, B é cont́ınua e terminamos a demonstração.

Note que todas as demonstrações feitas aqui podem ser facilmente adaptadas para o

caso Ω0, de forma que vamos admitir, a partir de agora, espectro discreto para ambos os

modelos.
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Caṕıtulo 2

Estudo dos autovalores

Agora, passaremos a um estudo mais detalhado do solenóide ciĺındrico reto, particu-

larmente analisaremos como o primeiro autovalor varia com o parâmetro κ. Esta será

nossa ferramenta para verificar diretamente a posśıvel existência do efeito Aharonov-Bohm

no nosso modelo. Para isto, percebemos a necessidade de se estudar o comportamento

das autofunções associadas e a dimensão do auto-espaço associado. Assim, vamos dedicar

as três primeiras seções deste caṕıtulo a encontrar propriedades básicas das autofunções,

como expansão em série, dimensão do auto-espaço associado e avaliar, sob quais hipóteses,

podemos supor a autofunção real, sendo esta uma parte fundamental das conclusões que

iremos obter. A partir do momento que temos estas propriedades, podemos estudar a

dependência do primeiro autovalor com a circuitação κ aplicando a teoria de perturbação

anaĺıtica no caso em que a > 0, o qual corresponde a um solenóide ciĺındrico reto com raio

a positivo, um sistema mais realista que aquele com raio nulo.

A técnica usada aqui, a qual usa a simetria do operador para se fazer uma decomposição

em subespaços invariantes, foi inspirada de [27], o qual estuda propriedades espectrais de

operadores similares com campo magnético e vários tipos de potenciais escalares, incluindo

potenciais não limitados inferiormente.

2.1 Decomposição polar

Definição 2.1.1. Vamos considerar nesta seção o conjunto

Ωa :=
{
z ∈ R2 : a < |z|

}
, a ≥ 0,
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e vamos supor que o potencial V da Definição 1.1.3 é radial, isto é, V (z) := V (|z|) = V (r),

para todo z ∈ Ωa. Note que a notação Ωa é compat́ıvel com aquela Ω0 já usada.

Observe primeiramente que se ψ ∈ domHκ, então ψ ∈ L2 (Ωa) com Hκψ ∈ L2 (Ωa)

e, usando a regularidade eĺıptica dada pelo Teorema 1.2.4 (lembrando que vale a notação

L2 (Ωa) ⊂ H0
loc (Ωa)), segue que ψ ∈ H2

loc (Ωa), o que implica na continuidade da auto-

função ψ em Ωa ⊂ R2.

Definição 2.1.2. Vamos definir o operador simétrico e positivo Ḣκ,m em L2 (a,∞), com

κ ∈ R e m ∈ Z, colocando

Ḣκ,m := − d2

dr2
+

1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+ V (r) , dom Ḣκ,m := C∞0 (a,∞) . (2.1)

Denotaremos as extensões autoadjuntas deste operador em L2 (a,∞) por Hκ,m, a qual não

trará confusão devido ao teorema abaixo.

Teorema 2.1.3. Para cada par κ,m, o operador Ḣκ,m possui uma única extensão autoad-

junta Hκ,m e a forma sesquilinear fechada associada à esta única extensão é dada por

Lκ,m (ξ, η) :=

∫ ∞
a

{
dξ

dr
(r)

dη

dr
(r) +

1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
ξη + V (r) ξη

}
dr,

com domı́nio domLκ,m := H1
0 (a,∞) ∩ domV

1
2 .

Demonstração. O fato do operador Ḣκ,m ser essencialmente autoadjunto segue-se direta-

mente por um argumento de ponto limite (ver [37]), pois o potencial cumpre a condição

de divergência na fronteira

1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+ V (r) ≥ 3

4 (r − a)2 ,

para todos κ ∈ R, m ∈ Z e r ∈ (a, a+ εV ). Agora, podemos ver a extensão Hκ,m como

soma de forma dos operadores autoadjuntos − d2

dr2
, com condição de Dirichlet em a, e o

operador de multiplicação pelo potencial positivo

Ṽ (r) :=
1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+ V (r) , (2.2)

lembrando de (1.3) que V (r) >
1

4r2
em (a,∞) por hipótese, de onde segue o domı́nio
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domLκ := H1
0 (a,∞) ∩ dom Ṽ

1
2 . Basta mostrar então a igualdade entre os domı́nios

dom Ṽ
1
2 = domV

1
2 . Note que se a > 0, o potencial

1

r2
é limitado e a igualdade entre

os domı́nios é imediata da definição. Suponha então a = 0 e tome ψ ∈ dom Ṽ
1
2 , isto é,

ψ ∈ L2 (0,∞) e ∫ ∞
0

[
1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+ V (r)

]
|ψ (r)|2 <∞. (2.3)

Considerando εV > 0 de forma que (1.2) ocorra, teremos que

3

4

∫ εV

0

|ψ (r)|2

r2
dr ≤

∫ εV

0

[
1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+ V (r)

]
|ψ (r)|2 <∞.

Portanto r−1ψ ∈ L2 (0,∞) e podemos concluir que V
1
2ψ ∈ L2 (0,∞) usando (2.3). Analoga-

mente, se ψ ∈ domV
1
2 então r−1ψ ∈ L2 (0,∞) usando (1.2) e dáı segue imediatamente (2.3)

e portanto ψ ∈ dom Ṽ
1
2 .

Teorema 2.1.4. Toda autofunção ψ ∈ L2(Ωa) de Hκ associada a um autovalor λ qualquer

é, em coordenadas polares, da forma

ψ (r, θ) = r−
1
2

∑
m∈Z

ψm (r) eimθ, (2.4)

sendo ψm uma autofunção do operador Hm,κ associada ao mesmo autovalor λ.

Demonstração. Note primeiramente que, sendo ψ (r, θ) a representação em coordenadas

polares de uma autofunção qualquer, como ψ (r, ·) ∈ L2 (0, 2π) e (eimθ)m∈Z é uma base

ortogonal desse espaço, podemos escrever

ψ (r, θ) =
∑
m∈Z

ψ̃m (r) eimθ, ∀ (r, θ) ∈ (a,∞)× (0, 2π) q.t.p.,

em que ψ̃m (r) denota as coordenadas de ψ (r, ·) naquela base, a qual está definida q.t.p.

Mas como a autofunção é cont́ınua, podemos assumir r ∈ (a,∞) e θ ∈ (0, 2π).

Agora, analisando o operador, temos a seguinte igualdade imediata

(i∇+ Aκ)
2 = −∆ + i∇ ·Aκ + 2iAκ · ∇+ A2

κ. (2.5)
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Usando coordenadas polares e substituindo o potencial,

Aκ · ∇ =
κ

r2

(
−r sin θ cos θ

∂

∂r
+ sin2 θ

∂

∂θ
+ r cos θ sin θ

∂

∂r
+ cos2 θ

∂

∂θ

)
=

κ

r2

∂

∂θ
.

A2
κ = Aκ ·Aκ =

κ2

r4

(
x2 + y2

)
=
κ2

r2
.

Juntando estas duas últimas igualdades em (2.5), usando a expressão do laplaciano em

coordenadas polares e lembrando que ∇ ·Aκ = 0, teremos o seguinte,

Hκ = − ∂2

∂r2
− 1

r

∂

∂r
− 1

r2

(
∂2

∂θ2
− 2iκ

∂

∂θ

)
+
κ2

r2
+ V (r) , (2.6)

lembrando que V é radial. Denotando o operador entre parênteses acima por D :=
∂2

∂θ2
−

2iκ
∂

∂θ
, temos que as exponenciais eimθ formam um conjunto de autofunções, pois

D
(
eimθ

)
=
(
−m2 + 2mκ

)
eimθ. (2.7)

Considere a seguinte notação

H̃κ,m := − d2

dr2
− 1

r

d

dr
+

1

r2
(m− κ)2 + V (r) .

Como ψ é autofunção de Hκ, usando a série de Fourier e as igualdades (2.6) e (2.7), vemos

facilmente que

Hκψ = λψ ⇐⇒ Hκ

(∑
m∈Z

ψ̃m (r) eimθ

)
= λ

∑
m∈Z

ψ̃m (r) eimθ

⇐⇒
∑
m∈Z

(
H̃κ,mψ̃m (r)

)
eimθ =

∑
m∈Z

(
λψ̃m (r)

)
eimθ

⇐⇒ H̃κ,mψ̃m (r) = λψ̃m (r) , ∀m ∈ Z, ∀r > a.

Assim, ψ é autofunção de Hκ se, e somente se, as coordenadas ψ̃m são autofunções de H̃κ,m,

com relação ao mesmo autovalor λ.

Vamos agora estudar H̃κ,m. Note que a passagem para coordenadas polares faz com

que o operador acima esteja definido no espaço L2 [(a,∞) , rdr]. Considere a seguinte
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transformação unitária U : L2 [(a,∞) , r dr]→ L2 [(a,∞) , dr] dada por

(Uϕ) (r) := r
1
2ϕ. (2.8)

Um cálculo direto nos permite obter Hκ,mU = UH̃κ,m com domHκ,m = U
(

dom H̃κ,m

)
.

Assim, fazendo ψm (r) = r
1
2 ψ̃m (r) teremos o seguinte

Hκψ = λψ ⇐⇒ H̃κ,mψ̃m (r) = λψ̃m (r)

⇐⇒ r−
1
2 (Hκ,mψm (r)) = λr−

1
2ψm (r)

⇐⇒ Hκ,mψm (r) = λψm, ∀m ∈ Z.

Note que pela construção de ψm, vale exatamente a relação (2.4) com ψm uma autofunção

de Hκ,m. Resta provar apenas que ψm está no domı́nio do operador Hκ,m. De fato, tomando

C∞0 (Ωa) 3 ψn → ψ em L2 (Ωa) de forma que Ḣκψn → Hκψ em L2 (Ωa), segue-se usando

as fórmulas acima que ψn,m → ψm e Ḣκ,mψn,m → Hκ,mψm para n→∞ em L2 (a,∞) para

todo m ∈ Z, lembrando que, devido à unicidade das extensões, Hκ = Ḣκ e Hκ,m = Ḣκ,m e

terminamos a demonstração.

O importante da demonstração acima é que ela mostra que podemos analisar o ope-

rador Hκ olhando para as componentes Hκ,m. Isto porque, basicamente, decompomos o

espaço L2 (Ωa) em subespaços da forma L2 (a,∞) ⊗
[
eimθ

]
, invariantes por cada opera-

dor Hκ,m, sendo
[
eimθ

]
o subespaço gerado pela função eimθ em L2 (S1).

Teorema 2.1.5. Considere a > 0 e suponha que ψm ∈ domHκ,m. Então a função em Ωa

dada por ψ (r, θ) := r−
1
2ψm (r) eimθ pertence ao domı́nio do operador autoadjunto Hκ.

Demonstração. Para verificar isso, vamos usar que Hκ = Ḣκ, pois C∞0 (Ωa) é um cerne

para Hκ, lembrando que estamos sempre usando a notação Ḣκ = Hκ|C∞0 (Ωa). Devemos

mostrar que existe uma sequência un ∈ C∞0 (Ωa) com un → ψ e Ḣκun → Hκψ, ambos

em L2 (Ωa). Do fato de ψm ∈ domHκ,m e de C∞0 (a,∞) ser um cerne do operador Hκ,m,

existe uma sequência (um,n)n∈N em C∞0 (a,∞) com um,n → ψm e Ḣκ,mum,n → Hκ.mψm em

L2 (a,∞) para n → ∞. Defina un (r, θ) := r−
1
2um,n (r) eimθ de forma que un ∈ C∞0 (Ωa)

para todo n ∈ N. Claramente un → ψ em L2 (Ωa) e, ainda,

Ḣκun = Ḣκ

(
r−

1
2um,n (r) eimθ

)
= r−

1
2

(
Ḣκ,mum,n

)
eimθ.
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Assim, tomando n→∞, como a > 0, a função r−
1
2 é limitada, de forma que a convergência

Ḣκ,mum,n → Hκ,mψm para n→∞ implica na convergência Ḣκun → Hκψ, e isto termina a

demonstração.

2.2 O operador Hκ,m

Agora que sabemos que o operador Hκ se decompõe de maneira adequada nos opera-

dores Hκ,m, os quais possuem C∞0 (a,∞) como cerne, devemos analisar estes operadores

Hκ,m para melhor entender Hκ. Neste sentido, vamos aqui estudar o domı́nio de forma do

operador autoadjunto associado e obter o domı́nio da extensão, ao menos quando a > 0. A

independência do domı́nio do operador Hm,κ, quando a > 0, com relação à m ∈ Z e κ ∈ R
é fundamental para o estudo que faremos do primeiro autovalor.

Dado um intervalo I, vamos denotar por AC (I) o conjunto das funções ψ : I → C
absolutamente cont́ınuas em I, isto é, o conjunto das funções da forma

ψ (x) = ψ (c) +

∫ x

c

φ (t) dt, c ∈ I, φ ∈ L1
loc (I) ,

com ψ′ (x) = φ (x) q.t.p. em I.

Teorema 2.2.1. Considerando a notação (2.2), o domı́nio do operador autoadjunto Hκ,m

é, para todos a ≥ 0, κ ∈ R e m ∈ Z, o conjunto

domHκ,m =
{
ψ ∈ L2 (a,∞) : ψ, ψ′ ∈ AC (a,∞) ,

(
−ψ′′ + Ṽ ψ

)
∈ L2 (a,∞)

}
, (2.9)

para todos κ ∈ R, a ≥ 0 e m ∈ Z.

Demonstração. Note primeiramente que, do fato de Ḣκ,m ser essencialmente autoadjunto,

segue que Ḣκ,m = H∗κ,m. Para facilitar a notação, vamos chamar o lado direito da igual-

dade (2.9) de X. Considere ψ ∈ X e tome ϕ ∈ C∞0 (a,∞) qualquer. Temos o seguinte

〈Hκ,mϕ, ψ〉 =

∫ ∞
a

[
−ϕ′′ + Ṽ ϕ

]
ψdt. (2.10)

Note que como ψ, ψ′ são elementos de AC (a,∞), temos que ψ′, ψ′′ ∈ L1
loc (a,∞), de forma

que podemos aplicar integração por partes junto com a função ϕ ∈ C∞0 (a,∞), a qual anula

45



os termos de fronteira. Segue disso e de (2.10) que

〈Hκ,mϕ, ψ〉 =

∫ ∞
a

ϕ
(
−ψ′′ + Ṽ ψ

)
dt, ∀ϕ ∈ C∞0 (a,∞) ,

e como −ψ′′ + Ṽ ψ ∈ L2 (a,∞), vale que ψ ∈ domH∗κ,m pela definição de adjunto.

Agora considere ψ ∈ domH∗κ,m qualquer. Então, por definição,

〈Hκ,mϕ, ψ〉 =
〈
−ϕ′′ + Ṽ ϕ, ψ

〉
=
〈
ϕ,H∗κ,mψ

〉
, ∀ϕ ∈ C∞0 (a,∞) .

Como ψ ∈ L2 (a,∞), segue imediatamente que Ṽ ψ ∈ L1
loc (a,∞), de forma que para

c ∈ (a,∞) fixo, a função

W (x) :=

∫ x

c

[∫ s

c

(
Ṽ (t)ψ (t)−

(
H∗κ,mψ

)
(t)
)

dt

]
ds

e sua derivada são absolutamente cont́ınuas no intervalo aberto (a,∞). Calculando W ′′ (x),

temos imediatamente que W ′′ (x) = Ṽ ψ−H∗κ,mψ q.t.p. em (a,∞). Integrando por partes,

temos o seguinte ∫ ∞
a

ϕ′′ψ dx = 〈ϕ′′, ψ〉

=
〈
Ṽκ,mϕ−Hκ,mϕ, ψ

〉
=

∫ ∞
a

ϕ (t)
[
−H∗κ,mψ (t) + Ṽ (t)ψ (t)

]
dt

=

∫ ∞
a

ϕ (t)W ′′ (t)dt

=

∫ ∞
a

ϕ′′ (t)W (t) dt,

e portanto a derivada segunda distribucional (ψ −W )′′ = 0 e isto implica que ψ (x) =

W (x)+c1x+c2 para algumas constantes c1, c2. Como W e W ′ são absolutamente cont́ınuas,

segue que ψ e ψ′ também o são e como −ψ′′ + Ṽ ψ = H∗κ,mψ ∈ L2 (a,∞), segue que ψ ∈ X
e terminamos.

Note que ainda não temos boas informações sobre o domı́nio do operador Hκ,m, pois

o potencial Ṽ depende dos parâmetros κ e m. O próximo passo é tratar Ṽ como uma

perturbação de V , o que nos permitirá dizer que o domı́nio de Hκ,m realmente não depende
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de κ e m quando a > 0.

Corolário 2.2.2. Para todos κ ∈ R, a > 0 e m ∈ Z, o domı́nio do operador autoadjunto

Hκ,m é dado por

domHκ,m =
{
ψ ∈ L2 (a,∞) : ψ, ψ′ ∈ AC (a,∞) , (−ψ′′ + V ψ) ∈ L2 (a,∞)

}
.

Em particular, este domı́nio não depende dos parâmetros κ e m quando a > 0.

Demonstração. Usando o Teorema 2.2.1, basta verificar que se ψ ∈ L2 (a,∞) cumprir

ψ, ψ′ ∈ AC (a,∞) então −ψ′′ + Ṽ ψ ∈ L2 (a,∞) se, e somente se, −ψ′′ + V ψ ∈ L2 (a,∞).

Com efeito, esta condição segue imediatamente de (2.2) e do fato de que se a > 0 e

ψ ∈ L2 (a,∞), então∫ ∞
a

∣∣∣∣[ 1

r2
(m− κ)2 − 1

4

]
ψ (r)

∣∣∣∣2 dr <∞, ∀κ ∈ R, m ∈ Z. (2.11)

Cabe observar aqui que a dificuldade de usar esta técnica para tratar o caso a = 0 segue

imediatamente da impossibilidade de se ter (2.11) para todas as funções ψ ∈ domHκ,m.

Esta impossibilidade está diretamente relacionada com o fato de que podem existir funções

no domı́nio de Hκ,m tais que ψ′′ /∈ L2 (a,+∞) e Ṽ ψ /∈ L2 (a,∞) e, mesmo assim, vale a

condição −ψ′′ + Ṽ ψ ∈ L2 (a,∞), a qual pode ocorrer devido a cancelamentos.

2.3 Multiplicidade dos autovalores

A relação entre as multiplicidades dos autovalores de Hκ e Hκ,m é muito simples. Ba-

sicamente, a dimensão do auto-espaço associado a um autovalor de Hκ é a soma das

dimensões dos auto-espaços associados ao mesmo autovalor dos operadores Hκ,m, justa-

mente devido à invariância destes na decomposição de L2 (Ωa). Tornaremos tais conceitos

precisos e demonstraremos que a multiplicidade do primeiro autovalor de Hκ varia entre 1

e 2, dependendo do parâmetro κ não ser ou ser semi-inteiro, respectivamente.

Definição 2.3.1. Definimos o conjunto M
(n)
κ como sendo o auto-espaço associado ao n-

ésimo autovalor λ
(n)
κ do operador Hκ. De acordo com o Teorema 2.1.4, os elementos
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ψ ∈M (n)
κ se decompõem na forma

ψ (r, θ) = r−
1
2

∑
m∈Z

ψm (r) eimθ,

sendo ψm a autofunção do operador Hκ,m associada à λ
(n)
κ . Para m ∈ Z fixado, denotaremos

por M
(n)
κ,m o espaço vetorial formado pelos ψm posśıveis na fórmula acima, isto é, o auto-

espaço associado ao autovalor λ
(n)
κ do operador Hκ,m.

Note que nesta notação, M
(n)
κ,m pode não ser o auto-espaço associado ao n-ésimo auto-

valor do operador Hκ,m, pois pode ocorrer λ
(n)
κ 6= λ

(n)
κ,m, isto é, o n-ésimo autovalor de Hκ

pode não ser o n-ésimo de Hκ,m. De fato, de acordo com o Teorema 2.1.4, vale a igualdade{
λ

(n)
κ

}
n∈N

=
{
λ

(n)
κ,m

}
m∈Z,n∈N

, mas os ı́ndices superiores podem não coincidir.

Teorema 2.3.2. Para todo κ ∈ R, os autovalores de Hκ,m são todos simples. Mais ainda,

dimM (n)
κ,m = 1, ∀n = 1, 2, . . . , ∀m ∈ Z,

quando este está bem definido, isto é, quando λ
(n)
κ for um autovalor de Hκ,m.

Demonstração. Considere dois elementos ψ1, ψ2 ∈ M
(n)
κ,m quaisquer. Tem-se diretamente,

lembrando a igualdade (2.1), que

Hκ,mψi = λ(n)
κ ψi ⇐⇒ −

d2ψi
dr2

+
1

r2

(
(m− κ)2 − 1

4

)
ψi + V (r)ψi = λ(n)

κ ψi.

Multiplicando por ψj e subtraindo, obtemos

−d2ψ1

dr2
ψ2 +

d2ψ2

dr2
ψ1 = 0⇐⇒ d

dr

(
dψ2

dr
ψ1 −

dψ1

dr
ψ2

)
= 0,

concluindo-se que vale a igualdade seguinte em (a,∞),

dψ2

dr
ψ1 −

dψ1

dr
ψ2 = K,

sendo K uma constante. Como ψi ∈ domLκ,m, temos imediatamente do Teorema 2.1.3

que ψi,
dψi
dr
∈ L2 (a,∞), de forma que ambos tendem a zero para r → ∞. Assim, K = 0.

Mas como ambas ψ1, ψ2 são soluções de uma equação diferencial de segunda ordem, o

wronskiano ser nulo implica na dependência linear, de forma que dimM
(n)
κ,m = 1.
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Teorema 2.3.3. Para todo κ ∈ (−1/2, 1/2), vale

λ(1)
κ = λ(1)

κ,m ⇐⇒ m = 0.

Em particular, λ
(1)
κ,0 é o primeiro autovalor de Hκ,0. Ainda, o primeiro autovalor de Hκ é

simples e pode ser associado a uma autofunção real ψ radial quando κ ∈ (−1/2, 1/2).

Demonstração. Considere κ ∈ (−1/2, 1/2) fixado e λ
(1)
κ o primeiro autovalor de Hκ. Sabe-

mos que a autofunção ψ associada cumpre

λ(1)
κ = Lκ (ψ) = inf

ϕ∈domLκ
ϕ6=0

Lκ(ϕ)

‖ϕ‖2 ≤ Lκ (ξ) , ∀ξ ∈ domLκ, ‖ξ‖ = 1,

isto devido ao prinćıpio do min-max. Lembrando que Lκ,m denota a forma associada ao

operador Hκ,m e λ
(1)
κ,m seu primeiro autovalor, sendo m 6= 0 inteiro, vale m (m− 2κ) > 0 e

(m− κ)2 > κ2, de forma que, para todos ‖ξ‖ = 1 e m 6= 0, vale

Lκ,m (ξ) > Lκ,0 (ξ) . (2.12)

Notamos aqui que pelo Teorema 2.1.3, o domı́nio da forma Lκ,m não depende de m ∈ Z
e por isso a comparação acima faz sentido. Usando (2.4), e colocando o ı́ndice dr ou r dr

para indicar as integrações, segue da mudança para coordenadas polares que

Lκ (ψ) = 〈ψ,Hκψ〉dr =

〈
ψ,Hκ

[∑
m∈Z

(
r−

1
2ψm (r)

)
eimθ

]〉
dr

=

〈
ψ,
∑
m∈Z

H̃κ,m

(
r−

1
2ψm (r)

)
eimθ

〉
r dr

.

Lembrando da demonstração do Teorema 2.1.4, especialmente da transformação unitária

definida em (2.8), segue da igualdade acima a seguinte

Lκ (ψ) =

〈
ψ,
∑
m∈Z

r−
1
2 (Hκ,mψκ,m (r)) eimθ

〉
r dr

=

〈∑
m∈Z

r−
1
2ψm (r) eimθ,

∑
m∈Z

r−
1
2 (Hκ,mψκ,m (r)) eimθ

〉
r dr

.

Note agora que o produto interno acima está definido em L2 (Ωa) em coordenadas polares.
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Como eimθ é uma base ortonormal da componente angular, segue que

Lκ (ψ) =
∑
m∈Z

〈
r−

1
2 (ψm (r)) , r−

1
2 (Hκ,mψκ,m (r))

〉
rdr

=
∑
m∈Z

〈ψm, Hκ,mψm〉dr =
∑
m∈Z

Lκ,m (ψm) .

Sabendo que este valor é o menor posśıvel, com ψ ∈ domHκ (pois o ı́nfimo é atingido por

um elemento do domı́nio, o qual é a “primeira” autofunção) e ‖ψ‖ = 1, a positividade das

formas envolvidas e a desigualdade (2.12) implicam que só pode ser

Lκ (ψ) = Lκ,0 (ψ0) = λ
(1)
κ,0.

Isto demonstra que λ
(1)
κ = λ

(1)
κ,0 e que a autofunção associada pode ser escolhida de forma

a não possuir componente angular. Como o operador Hκ,0 é real, podemos escolher uma

autofunção real, a qual, multiplicando por r−
1
2 , é uma autofunção real de Hκ.

Corolário 2.3.4. O primeiro autovalor de Hκ é simples para todo κ /∈ Z +
1

2
.

Demonstração. Considere κ /∈ Z +
1

2
qualquer. Usando o Teorema 1.4.9, existe um único

κ0 ∈ (−1/2, 1/2) com σ (Hκ) = σ (Hκ0). Basta então aplicar o Teorema 2.3.3 ao operador

Hκ0 .

Teorema 2.3.5. Para κ ∈ Z +
1

2
, o primeiro autovalor do operador Hκ é duplo, isto é,

dimM (1)
κ = 2, ∀κ ∈ Z +

1

2
.

Demonstração. Suponha primeiramente que κ =
1

2
. Segue diretamente da definição da

forma sesquilinear que

Lκ,m (ξ) > Lκ,0 (ξ) = Lκ,1 (ξ) ,

para todos ‖ξ‖ = 1 e m ∈ Z com m 6= 0 e m 6= 1. Usando o mesmo argumento da

demonstração do Teorema 2.3.3, podemos concluir que λ
(1)
κ,m > λ

(1)
κ = λ

(1)
κ,0 = λ

(1)
κ,1 para

todo m ∈ Z com m /∈ {0, 1}. Portanto, tomando as autofunções ψ0 e ψ1 de Hκ,0 e Hκ,1,

respectivamente, obtemos duas autofunções linearmente independentes

Ψ1 (r, θ) = r−
1
2ψ0 (r) e Ψ2 (r, θ) = r−

1
2ψ1 (r) eiθ.
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Note que, se ψ for outra autofunção linearmente independente, então a componente ψm da

decomposição (2.4) deve ser não nula para algum m 6= 0, 1, absurdo pois λκ < λκ,m para

todo m 6= 0, 1. O caso para κ geral, semi-inteiro, se reduz a este via transformações de

gauge e antiunitárias usando o Teorema 1.4.5 e o Corolário 1.5.4.

Uma relação interessante, que acontece entre o parâmetro κ e as autofunções do ope-

rador Hκ, é que o parâmetro semi-inteiro ocorre se, e somente se, existe uma autofunção

que possui uma linha de zeros no semi-eixo (a,∞) real de R2. Como o estudo do conjunto

nodal de autofunções de operadores como este é importante, vamos dedicar algumas linhas

a isto.

Definição 2.3.6. Dada uma função cont́ınua qualquer ψ em Ωa, definimos o conjunto

nodal de ψ como sendo o conjunto fechado

N (ψ) := {z ∈ Ωa : ψ (z) = 0},

em que o fecho é tomado na topologia de R2.

Definição 2.3.7. Dizemos que o conjunto nodalN (ψ) separa Ωa quandoN (ψ) é a imagem

de uma curva γ : [0,∞)→ R2 cont́ınua e simples de tal forma que γ (t)→∞ quando t→∞
e γ (0) ∈ ∂Ωa. Note que, neste caso, a diferença Ωa \ N (ψ) é simplesmente conexa.

Cabe observar aqui que o conjunto nodal de uma autofunção será sempre constitúıdo

por linhas nodais [9], isto é, curvas suaves por partes onde a autofunção se anula. Ainda, o

conceito de separação de um conjunto aberto Ω̃ qualquer, por um conjunto de linhas nodais

N (ψ) de uma autofunção ψ, aparece em [23] no contexto de operadores com condições de

fronteira de Neumann e Dirichlet, lembrando que nosso operador não possui qualquer

condição de fronteira e difere daquele considerado pelos autores pela presença de um V

singular na fronteira de Ωa.

Teorema 2.3.8. Considere a ≥ 0. Então κ ∈ Z +
1

2
se, e somente se, existe uma auto-

função ψ de Hκ de tal forma que N (ψ) separa Ωa.

Demonstração. Note primeiramente que se ψ for uma autofunção do operador Hκ, com

κ /∈ Z + 1
2
, então existe m ∈ Z com ψ (r, θ) = r−

1
2ψm (r) eimθ. A existência de apenas um

inteiro, no máximo, para esta decomposição segue do fato de que cada termos da soma (2.4)

é uma autofunção do operador Hκ associada ao mesmo autovalor e pelo Teorema 2.3.3,

segue que esta soma só possui um termo.
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Suponha que κ ∈ Z +
1

2
. Então podemos tomar ψ0 autofunção de Hκ,0 = Hκ,1 de tal

forma que

ψ (r, θ) = r−
1
2ψ0 (r)− r−

1
2ψ0 (r) eiθ

é uma autofunção de Hκ. Note que o conjunto nodal N (ψ) = [a,∞)× {0} separa Ωa.

Suponha agora, por absurdo, que ψ seja uma autofunção cujo conjunto nodal separa Ωa

e que κ /∈ Z + 1
2
. Pelo que foi observado no começo, só pode ser ψ (r, θ) = r−

1
2ψm (r) eimθ

para algum m ∈ Z. Como o conjunto nodal separa Ωa, fixado r > a, a circunferência

de raio r intercepta o conjunto nodal em algum ponto, pois N (ψ) possui uma curva

simples e cont́ınua saindo da fronteira e indo para o infinito. Sendo (r, θ) este ponto, temos

imediatamente o seguinte

ψ (r, θ) = r−
1
2ψm (r) eimθ = 0,

pois (r, θ) ∈ N (ψ). Como r−
1
2 e eimθ são não nulos, vale ψm (r) = 0. Mas r > a foi tomado

qualquer, de forma que ψm (r) = 0 para todo r > a. Logo ψ = 0 e terminamos.

2.4 Famı́lias Holomorfas do Tipo (B)

Queremos aqui estudar o comportamento do primeiro autovalor λ
(1)
κ de Hκ para peque-

nas variações de κ. Verificaremos o efeito AB através da energia fundamental do sistema,

i.e., do primeiro autovalor. Assim, o efeito AB ocorre neste caso sem contato com o so-

lenóide, pois veremos neste caṕıtulo que o primeiro autovalor λ
(1)
κ cresce de um mı́nimo em

κ = 0 a um máximo κ = 1/2, voltando a decrescer até o mı́nimo em κ = 1, e completando

assim um peŕıodo, ao menos quando a > 0. Lembremos que as transformações de gauge

vistas anteriormente implicam que o primeiro autovalor é uma função periódica de κ, com

peŕıodo 1. Ainda, as transformações antiunitárias nos mostram que esta função também é

simétrica com relação à origem.

Para alcançarmos este objetivo, consideraremos a função κ 7→ λ
(1)
κ que a cada κ associa

o primeiro autovalor de Hκ e aplicar a teoria de perturbações anaĺıticas, a qual iremos

rever brevemente. Lembrando que trabalharemos aqui com famı́lias holomorfas, o que nos

faz considerar o parâmetro κ não mais apenas real, mas também complexo. Uma discussão

sobre famı́lias holomorfas e a teoria de perturbação anaĺıtica pode ser encontrada em [26].

Definição 2.4.1. Uma forma sesquilinear q definida num subconjunto dom q de um espaço

de Hilbert H é dita setorial, se a imagem numérica q (u), com |u| = 1, é um subconjunto
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de um setor do plano complexo da forma

ζ ∈ C : |arg (ζ − γ)| ≤ θ, 0 ≤ θ <
π

2
,

sendo γ um número real fixado. Esta ultima desigualdade é equivalente às seguintes

Re q ≥ γ e |Im q (u)| ≤ (tan θ) (Re q − γ) (u) , ∀u ∈ dom q. (2.13)

Definição 2.4.2. Diremos que uma famı́lia de formas sesquilineares q (ξ) = qξ definida em

dom qξ ⊂ H, sendo H um espaço de Hilbert e ξ um parâmetro num subconjunto aberto

D ⊂ C, é uma famı́lia holomorfa do tipo (a) se

• Cada qξ é setorial e fechada com domı́nio dom qξ independente do parâmetro ξ.

• Para cada u ∈ dom qξ, a aplicação ξ 7→ qξ (u) é holomorfa em ξ ∈ D.

Definição 2.4.3. Uma famı́lia de operadores {Tξ}ξ∈I em H é dita ser uma famı́lia au-

toadjunta holomorfa do tipo (B) no intervalo aberto I se Tξ for o operador autoadjunto

associado à qξ, sendo {qξ}ξ∈D uma famı́lia de formas holomorfas do tipo (a) com ξ ∈ D e

D um subconjunto aberto de C, simétrico com relação à R e contendo I.

Note que estamos usando letras minúsculas (a) para famı́lias holomorfas de formas e

letras maiúsculas (B) para famı́lias holomorfas de operadores de forma proposital, apenas

para concordar com a notação presente em [26].

Teorema 2.4.4. Para a > 0, a famı́lia de operadores (Hκ)κ∈(−1/2,1/2) é uma famı́lia auto-

adjunta holomorfa do tipo (B).

Demonstração. Já sabemos que os operadores Hκ são autoadjuntos. Pelo Teorema 1.3.9,

vamos considerar a famı́lia de formas sesquilineares associadas

Lκ (u, v) =

∫
Ωa

[(i∇+ Aκ)u · (−i∇+ Aκ) v + V uv] dxdy

domLκ = H1
0 (Ωa) ∩ domV

1
2 ,

estendendo o parâmetro κ ao retângulo dado por

D := {z ∈ C : −1/2 < Re (z) < 1/2 e − 1 < Im (z) < 1} .
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Note que o operador Hκ, com κ ∈ D, é autoadjunto se, e somente se, κ ∈ R e que a forma

quadrática associada Lκ assim definida possui domı́nio independente do parâmetro κ ∈ D
e ainda cumpre, lembrando que Aκ = κA1 mesmo para κ ∈ D,

Lκ (u) =

∫
Ωa

[
(i∇u+ Aκu) ·

(
−i∇u+ Aκu

)
+ V |u|2

]
dxdy

=

∫
Ωa

[
|∇u|2 + iAκ · (∇u)u− iAκ ·

(
∇u
)
u+ A2

κ |u|
2 + V |u|2

]
dxdy

=

∫
Ωa

[
|∇u|2 + κ

(
iA1 · (∇u)u+ iA1 · (∇u)u

)
+ κ2A2

1 |u|
2 + V |u|2

]
dxdy,

e assim

Lκ (u) =

∫
Ωa

[
|∇u|2 + 2κRe (iA1 · (∇u)u) + κ2A2

1 |u|
2 + V |u|2

]
dxdy. (2.14)

Esta expressão já nos mostra que a aplicação D 3 κ 7→ Lκ (u) ∈ C é holomorfa para todo

u ∈ H1
0 (Ωa) ∩ domV

1
2 . Resta mostrar que estas formas sesquilineares são setoriais, isto é,

satisfazem desigualdades do tipo (2.13). Da expressão (2.14) acima segue que

ReLκ (u) =

∫
Ωa

[
|∇u|2 + 2 (Reκ) Re (iA1 · ∇uu) +

(
Reκ2

)
A2

1 |u|
2 + V |u|2

]
dxdy.

Como D é limitado, podemos obter uma constante β > 0 de tal forma que

|Reκ| ,
∣∣Reκ2

∣∣ , |Imκ| ,
∣∣Imκ2

∣∣ ≤ β, ∀κ ∈ D.

Assim,

ReLκ (u) ≥
∫

Ωa

[
|∇u|2 − 2βRe (iA1 · ∇uu)− βA2

1 |u|
2 + V |u|2

]
dxdy

≥
∫

Ωa

[
|∇u|2 − 2β |iA1 · ∇uu| − βA2

1 |u|
2 + V |u|2

]
dxdy

≥
∫

Ωa

[
|∇u|2 − 2β |A1| |∇u| |u| − βA2

1 |u|
2 + V |u|2

]
dxdy .

Usamos acima a desigualdade de Cauchy, lembrando que A1 · ∇u é um produto escalar.
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Agora, como |A1| = 1/ |z| e A2
1 = 1/ |z|2, segue a desigualdade

ReLκ (u) ≥
∫

Ωa

[
|∇u|2 − 2β

|z|
|∇u| |u| − β |u|

2

|z|2
+ V |u|2

]
dxdy.

Ainda, como estamos em Ωa com |z| > a > 0, segue a desigualdade, lembrando que V ≥ 0,

ReLκ (u) ≥
∫

Ωa

[
|∇u|2 − β

a

(
ε |∇u|2 + ε−1 |u|2

)
− β |u|

2

a2

]
dxdy

=

∫
Ωa

[(
1− εβ

a

)
|∇u|2 −

(
β

aε
+
β

a2

)
|u|2
]

dxdy

=

∫
Ωa

[
(1− δε) |∇u|2 −Mε |u|2

]
dxdy,

(2.15)

para todo ε > 0, com δε = εβa−1 e Mε = β (aε)−1 + βa−2, ambos positivos. Tomando

ε < a/β teremos então que

ReLκ ≥ −Mε. (2.16)

Vamos agora estudar a parte imaginária da forma quadrática.

|ImLκ (u)| =

∣∣∣∣∣
∫

Ωa

[
2ImκRe (iA1 · ∇uu) + Imκ2 |u|

2

|z|2

]
dxdy

∣∣∣∣∣
≤
∫

Ωa

[
2 |Imκ| |∇u| |u|

|z|
+
∣∣Imκ2

∣∣ |u|2
|z|2

]
dxdy

≤
∫

Ωa

[
β

|z|
(
ε |∇u|2 + ε−1 |u|2

)
+

β

|z|2
|u|2
]

dxdy

≤
∫

Ωa

[(
β

a
ε

)
|∇u|2 +

(
β

a2
+
β

aε

)
|u|2
]

dxdy,

seguindo então imediatamente que

|ImLκ (u)| ≤
∫

Ωa

[
δε |∇u|2 +Mε |u|2

]
dxdy. (2.17)

As desigualdades (2.16) e (2.17) juntas implicam que a forma é setorial. Com efeito,

já temos ReLκ ≥ γ tomando γ = −Mε − 1. Ainda, para mostrar a segunda desigualdade
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em (2.13), basta usar (2.15) da seguinte forma,

tan θ (ReLκ − γ)u ≥
∫

Ωa

[
tan θ

(
(1− δε) |∇u|2 −Mε |u|2 +Mε |u|2 + |u|2

)]
dxdy

=

∫
Ωa

[
tan θ

(
(1− δε) |∇u|2 + |u|2

)]
dxdy

≥
∫

Ωa

[
δε |∇u|2 +Mε |u|2

]
dxdy ≥ |ImLκu| ,

em que tomamos θ ∈
(

0,
π

2

)
de maneira que

tan θ ≥ max

{
δε

1− δε
,Mε

}
.

Corolário 2.4.5. Fixados m ∈ Z e a > 0, a famı́lia {Hκ,m}κ∈R é uma famı́lia holomorfa

autoadjunta do tipo (B).

Demonstração. Basta observar que a forma sesquilinear Lκ,m associada nada mais é do que

a restrição da forma sesquilinear Lκ ao subespaço gerado por eimθ.

Agora que sabemos que a famı́lia de operadores {Hκ}κ∈(0,1/2) é uma famı́lia holomorfa

autoadjunta do tipo (B), podemos aplicar os resultados conhecidos da teoria de perturbação

anaĺıtica. Mais precisamente, precisamos do seguinte teorema (Ver Remark 4.22 de [26],

Seção 4, Caṕıtulo 7), o qual desempenha um papel fundamental na análise do comporta-

mento do primeiro autovalor na próxima seção.

Teorema 2.4.6. Considere Tξ uma famı́lia autoadjunta holomorfa do tipo (B) num espaço

de Hilbert H, definida para ξ num intervalo aberto I0 da reta real, de tal forma que Tξ

possui resolvente compacto para todo ξ ∈ I0. Então existem duas sequências de aplicações

holomorfas µn : I0 → R e un : I0 → H em que {µn (ξ)}n∈N é o conjunto dos autovalores de

Tξ e {un (ξ)}n∈N é uma base ortonormal de autovetores.

2.5 Variação do primeiro autovalor

Com todas as ferramentas desenvolvidas até agora, estamos aptos a analisar o compor-

tamento do primeiro autovalor de Hκ. Note que faremos esta análise supondo a > 0. Isto
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se deve ao fato de que, para a = 0, não temos controle suficiente sobre o domı́nio dos ope-

radores Hκ,m, ainda mais sobre o operador Hκ, o que nos impede (não estamos justificados)

de fazer certos cálculos envolvendo o quociente de Newton da aplicação κ 7→ λ
(1)
κ . Esco-

lhendo, entretanto, um V particular, poderemos fazer uma análise completa deste modelo

mesmo com a = 0 (ver Seção 3.1), resolvendo o problema de autovalor explicitamente.

Lema 2.5.1. Suponha a > 0 e que existam aplicações suaves µ : I → R e u : I → L2 (Ωa)

em um intervalo I ⊂ R com u (κ) ∈ domHκ′ para todos κ, κ′ ∈ I (esta relação entre os

domı́nios de Hκ e Hκ′ é importante e será demonstrada mais adiante, por isso foi colocada

aqui como hipótese) e

Hκu (κ) = µ (κ)u (κ) . (2.18)

Então, denotando uκ = u (κ) e µκ = µ (κ) para não sobrecarregar a notação, vale a seguinte

igualdade

‖uκ‖2 dµ

dκ
(κ) = 〈2iA1 · ∇uκ, uκ〉+ 2κ

∥∥∥∥uκ|z|
∥∥∥∥2

,

para todo κ ∈ I.

Demonstração. Vamos calcular diretamente o limite
dµ

dκ
(κ):

µκ+h − µκ
h

〈uκ+h, uκ〉 =
µκ+h 〈uκ+h, uκ〉 − µκ 〈uκ+h, uκ〉

h

=
〈µκ+huκ+h, uκ〉 − 〈uκ+h, µκuκ〉

h

=
〈Hκ+huκ+h, uκ〉 − 〈uκ+h, Hκuκ〉

h
.

Usando que o operador Hκ é autoadjunto e que uκ+h ∈ domHκ por hipótese, segue

µκ+h − µκ
h

〈uκ+h, uκ〉 =
〈Hκ+huκ+h, uκ〉 − 〈Hκuκ+h, uκ〉

h

=

〈
(Hκ+h −Hκ)uκ+h

h
, uκ

〉
.

Como a > 0, o potencial magnético é limitado e, portanto, podemos calcular diretamente
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a diferença entre os operadores Hκ+h −Hκ = 2ihA1 · ∇+
2κh+ h2

|z|2
, de onde segue-se que

µκ+h − µκ
h

〈uκ+h, uκ〉 =

〈
2ihA1 · ∇uκ+h

h
+

2κh+ h2

h |z|2
uκ+h, uκ

〉
=

〈
2iA1 · ∇uκ+h +

2κuκ+h

|z|2
+

h

|z|2
uκ+h, uκ

〉
.

Fazendo h→ 0, pela diferenciabilidade das funções envolvidas, temos o procurado

µ′κ ‖uκ‖
2 = 〈2iA1 · ∇uκ, uκ〉+ 2κ

∥∥∥∥uκ|z|
∥∥∥∥2

,

lembrando que
uκ
|z|
∈ L2 (Ωa), pois uκ ∈ domLκ.

Lema 2.5.2. Considerando as hipóteses do Lema 2.5.1 com I ⊂ (0, 1/2), suponha ainda

que, dado κ0 ∈ I, existe ε > 0 de modo que escrevendo I0 = (κ0 − ε, κ0 + ε) ⊂ I temos

µ (κ) = λ(1)
κ , ∀κ ∈ I0,

sendo µ dada por (2.18). Então λ
(1)
κ é uma função crescente em κ no intervalo I0.

Demonstração. Com efeito, pelo Lema 2.5.1, para κ ∈ I0, temos que

dλ
(1)
κ

dκ
‖uκ‖2 = 〈2iA1 · ∇uκ, uκ〉+ 2κ

∥∥∥∥uκ|z|
∥∥∥∥2

.

Usando o Teorema 2.3.3, podemos escolher uκ autofunção real normalisada associada ao

primeiro autovalor λ
(1)
κ , de forma que a primeira parcela do lado direito da soma acima

deve ser nula, pois o lado esquerdo da igualdade é real. Portanto,

dλ
(1)
κ

dκ
= 2κ

∥∥∥∥uκ|z|
∥∥∥∥2

> 0, ∀κ ∈ I0 ,

e segue que o autovalor depende de κ de forma crescente em I0.

Teorema 2.5.3. Considerando a > 0, a função (0, 1/2) 3 κ 7→ λ
(1)
κ ∈ R é crescente.

Demonstração. Combinando o Teorema 2.4.4 com o Teorema 2.4.6, existem aplicações

suaves µn e un, ambas definidas em (0, 1/2), em que {µn (κ)}n∈N representam todos os
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autovalores de Hκ e {un (κ)}n∈N é uma base ortonormal de autovetores. Estamos conside-

rando un (κ) associado à µn (κ), de forma que pode ocorrer µn (κ) = µm (κ), para certos

m,n ∈ N, quando un (κ) e um (κ) são autovetores linearmente independentes associados

ao mesmo autovalor. Note que isto ocorre quando as curvas µn e µm se encontram em um

ponto κ e, pelos Corolário 2.3.4 e Teorema 2.3.5, isto ocorre exatamente quando κ ∈ Z+ 1
2
.

Como as aplicações µn e un estão restritas ao intervalo aberto (0, 1/2), segue disto que

µn (κ) 6= µm (κ) para todos m,n ∈ N distintos e todo κ ∈ (0, 1/2).

Fixe um κ0 ∈ (0, 1/2) e escolha um ı́ndice n0 com µn0 (κ0) = λ
(1)
κ0 . Afirmamos que

µn0 (κ) = λ
(1)
κ para todo κ ∈ (0, 1/2). Suponha por absurdo que exista κ1 ∈ (0, 1/2) com

µn0 (κ1) > λ
(1)
κ1 (a desigualdade ocorre por que λ

(1)
κ1 é o primeiro autovalor). Podemos obter

então um n1 6= n0 de modo que valham as seguintes desigualdades

µn0 (κ0) = λ(1)
κ0
< µn1 (κ0) e µn1 (κ1) = λ(1)

κ1
< µn0 (κ1) .

Como as aplicações são todas suaves, existe um κ2 entre κ0 e κ1 e, portanto, κ2 ∈ (0, 1/2),

de tal forma que µn0 (κ2) = µn1 (κ2), absurdo.

Para terminar a demonstração usando o Lema 2.5.2, resta apenas mostrar que para

todos κ, κ′ ∈ (0, 1/2) vale un0 (κ) ∈ domHκ′ . Com efeito, fixe κ, κ′ ∈ (0, 1/2) quaisquer e,

para facilitar a notação, denote por ψ := un0 (κ). Como ψ é uma autofunção associada ao

primeiro autovalor, só pode ser, usando o Teorema 2.3.3, da forma

ψ (r, θ) = αr−
1
2ψ0 (r) ,

sendo α um número complexo fixo e ψ0 uma autofunção do operador Hκ,0. Pelo Co-

rolário 2.2.2, temos ψ0 ∈ domHκ′,0 e dáı segue que ψ ∈ domHκ′ pelo Teorema 2.1.5 e

completamos a demonstração.

Teorema 2.5.4. Para a > 0, a função κ 7→ λ
(1)
κ , que a cada κ ∈ R associa o primeiro

autovalor do operador Hκ, é suave por partes, estritamente crescente no intervalo (0, 1/2)

e λ
(1)
κ1 ≤ λ

(1)
κ ≤ λ

(1)
κ2 para todos κ ∈ R, κ1 ∈ Z e κ2 ∈ Z + 1/2.

Demonstração. As duas primeiras afirmações são consequências direta do teorema anterior

já demonstrado. Para obter as desigualdades, basta observar que elas valem trivialmente

quando κ ∈ [0, 1/2] e κ1 = 0 e κ2 = 1/2, pelo fato de λ
(1)
κ ser cont́ınua em κ ∈ R e estri-

tamente crescente no intervalo (0, 1/2), e usar as transformações de gauge e antiunitárias

que preservam o espectro.
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Usando os teoremas acima, temos o seguinte comportamento para a aplicação κ 7→ λ
(1)
κ :

λ 1
(κ

) 

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
κ

Figura 2.1: Gráfico representativo do primeiro autovalor em função da circuitação. Note
a periodicidade dada pelas transformações de gauge, a simetria dada pelas transformações
antiunitárias, os máximos em semi-inteiros (ćırculos cheios), os mı́nimos em inteiros e a
suavidade nos intervalos da forma (m− 1/2,m+ 1/2) com m ∈ Z.
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Caṕıtulo 3

Alguns casos expĺıcitos

Como nada se sabia a respeito dos operadores Hκ, optamos primeiro, no desenvol-

ver deste trabalho, por resolver alguns casos particulares, afrouxando as hipóteses até que

pudéssemos encontrar soluções expĺıcitas para o problema de autovalor. Estudaremos neste

caṕıtulo dois casos de efeito Aharonov-Bohm sem contato com a fronteira do solenóide.

O primeiro deles, o qual representa um solenóide com raio nulo no plano, é uma comple-

mentação dos resultados apresentados no Caṕıtulo 2, visto que naquele devemos pedir, em

alguns teoremas, a hipótese de raio positivo, embora esta seja mais realista. O segundo caso

aqui apresentado corresponde a um solenóide de raio nulo numa região ciĺındrica centrada

no eixo z, isto é, o mesmo eixo do solenóide. Usando a simetria, este modelo está associado,

no plano, ao modelo do disco furado, o qual foi o primeiro estudado e nos deu uma boa

intuição sobre o comportamento do primeiro autovalor do operador Hκ. Este também é um

exemplo de como, neste caso espećıfico, podemos aplicar a teoria de confinamento quântico

para se remover alguma condição de fronteira, mesmo que estas estejam combinadas com

outras, como ocorre neste caso com a condição de Dirichlet (ver Seção 3.2).

3.1 O plano furado

Para que não se misturem as notações usadas nos caṕıtulos anteriores, vamos considerar

os operadores aqui tratados usando Sκ, os quais definiremos logo a seguir, e o mesmo λ
(n)
κ

para o n-ésimo autovalor deste. Ainda, o subconjunto de R2 considerado será o aberto

Ωa=0, que iremos denotar simplesmente por Ω0 como feito anteriormente no Caṕıtulo 1, o

qual representa a região exterior (no plano) a um solenóide infinito com raio nulo, centrado

no eixo z.
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Definição 3.1.1. Vamos considerar aqui o seguinte operador energia inicial

Ṡκ := (i∇+ Aκ)
2 +

1

|z|2
+ |z|2 ,

com domı́nio dom Ṡκ = C∞0 (Ω0).

Sabemos que Ṡκ é essencialmente autoadjunto e possui espectro discreto. Mais preci-

samente, valem todos os teoremas já vistos, exceto possivelmente aqueles que se tem a > 0

nas hipóteses. Vamos denotar por Sκ sua extensão autoadjunta e sκ a forma sesquilinear

fechada associada, a qual possui domı́nio dom sκ = H1
0 (Ω0) ∩ domV

1
2 de acordo com o

Teorema 1.3.9.

Vamos decompor o operador Sκ, de acordo com o Teorema 2.1.4, nas extensões auto-

adjuntas dos operadores iniciais

Ṡκ,m := − d2

dr2
+

1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+

1

r2
+ r2, dom Ṡκ,m := C∞0 (0,∞) .

Fixado m ∈ Z, queremos achar uma autofunção ψ associada a um autovalor λ, o que

nos leva a considerar a seguinte equação de autovalores generalizada

Sm,κψ = λψ ⇐⇒ d2ψ

dr2
− 1

r2

[
(m− κ)2 +

3

4

]
ψ − r2ψ + λψ = 0. (3.1)

O que faremos a seguir é manipular esta equação até que cheguemos a uma outra cuja

solução possa ser encontrada na literatura.

Teorema 3.1.2. Se ϕ (r) é uma solução C2 do problema

w′′ (r) +

−1

4
+
λ/4

r
+

1
4
−
[

1
4

+ (m−κ)2

4

]
r2

w (r) = 0, (3.2)

então ψ (r) =
ϕ (r2)√

r
é uma solução da equação (3.1).
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Demonstração. Supondo a igualdade ψ (r) =
ϕ (r2)√

r
, lembrando que r > 0, temos

d

dr

(
ϕ (r2)√

r

)
=

2r
√
rϕ′ (r2)− 1

2
r−

1
2ϕ (r2)

r

= 2
√
rϕ′
(
r2
)
− 1

2

ϕ (r2)

r
3
2

,

e um cálculo direto nos fornece

d2

dr2

(
ϕ (r2)√

r

)
= 2

1

2
r−

1
2ϕ′
(
r2
)

+ 2
√
r2rϕ′′

(
r2
)
− 1

2

2rϕ′ (r2) r
3
2 − 3

2
r

1
2ϕ (r2)

r3

= r−
1
2ϕ′
(
r2
)

+ 4r
3
2ϕ′′

(
r2
)
− r−

1
2ϕ′
(
r2
)

+
3

4
r−

5
2ϕ
(
r2
)

= 4r
3
2ϕ′′

(
r2
)

+
3

4
r−

5
2ϕ
(
r2
)
.

Substituindo isso tudo em (3.1), temos as seguintes igualdades equivalentes,

4r
3
2ϕ′′

(
r2
)

+
3

4
r−

5
2ϕ
(
r2
)
− 1

r2

[
(m− κ)2 +

3

4

]
ϕ (r2)√

r
− r

3
2ϕ
(
r2
)

+ λr−
1
2ϕ
(
r2
)

= 0

4r2ϕ′′
(
r2
)

+
3

4
r−2ϕ

(
r2
)
− 1

r2

[
(m− κ)2 +

3

4

]
ϕ
(
r2
)
− r2ϕ

(
r2
)

+ λϕ
(
r2
)

= 0

ϕ′′
(
r2
)
− 1

4r4
(m− κ)2 ϕ(r2)− 1

4
ϕ
(
r2
)

+
λ

4r2
ϕ
(
r2
)

= 0

ϕ′′
(
r2
)

+

−1

4
+
λ/4

r2
+

1
4
−
[

1
4

+ (m−κ)2

4

]
r4

ϕ
(
r2
)

= 0,

o que demonstra o resultado usando a hipótese de que ϕ é solução de (3.2), observando a

variável muda r2.

Portanto, para se resolver o problema de autovalor para o operador Sκ,m, podemos

procurar soluções ϕ para o problema (3.2) e investigar quando as funções ψ, dadas em

função de ϕ pelo Teorema 3.1.2, estão no domı́nio do operador autoadjunto Sκ,m (lembrando

a observação após a Definição 3.1.1). Ou, no caso de investigarmos o primeiro autovalor,

basta olhar para o domı́nio da forma sesquilinear associada, a qual temos explicitamente

pelo ao Teorema 1.3.9.
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É conhecido na literatura (ver [21, 38] por exemplo) a chamada equação de Whittaker

w′′ +

(
−1

4
+
E

r
+

1
4
− µ2

r2

)
= 0,

a qual possui as seguintes soluções quando 2µ /∈ Z \ {0} com µ > 0,

ϕE,±µ (r) = r±µ+ 1
2 e−

r
2 Φ

(
±µ− E +

1

2
, 2µ+ 1; r

)
,

sendo Φ a seguinte função hipergeométrica

Φ (γ, δ; r) = 1 +
γ

δ

r

1!
+
γ (γ + 1)

δ (δ + 1)

r2

2!
+
γ (γ + 1) (γ + 2)

δ (δ + 1) (δ + 2)

r3

3!
+ · · · .

Segue-se disso que as funções

ψ+ (r) :=
ϕE,µ (r2)√

r
, ψ− (r) :=

ϕE,−µ (r2)√
r

,

com µ =

√
1+(m−κ)2

2
e E = λ/4 são soluções do problema (3.1), quando 2µ /∈ Z \ {0}.

Teorema 3.1.3. Considerando
√

1 + (m− κ)2 = 2µ /∈ Z, o problema de autovalor (3.1)

para o operador Sκ,m possui a seguinte solução exata

ψ+ (r) =
ϕE,µ (r2)√

r
, λ = 4E = 2

√
1 + (m− κ)2 + 2 + 4n, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

Demonstração. Sabemos da existência da seguinte aproximação assintótica, para r → 0,

ϕE,±µ (r) = O
(
r±µ+ 1

2

)
,

de forma que

ψ± (r) = O
(
r±
√

1+(m−κ)2+ 1
2

)
,

e vemos imediatamente que ψ− não pode ser de quadrado integrável na origem, logo a

desconsideramos como autofunção, pois não pode estar no domı́nio do operador.

Agora vamos analisar o comportamento de ψ+ (r) para r grande:

ϕE,µ (r) =

(
eiπEΓ (2µ+ 1)

Γ
(
µ− E + 1

2

) (−r)−E e
r
2 +

eiπ(µ−E+ 1
2)Γ (2µ+ 1)

Γ
(
µ+ E + 1

2

) rEe−
r
2

)(
1 +O

(
r−1
))
,
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donde obtemos a seguinte aproximação para a solução

ψ+ (r) =

 eiπEΓ

(√
1 + (m− κ)2 + 1

)
Γ

(
1
2

√
1 + (m− κ)2 − E + 1

2

) (−r2
)−E

e
r2

2 r
1
2 +

+

e
iπ

(
1
2

√
1+(m−κ)2−E+ 1

2

)
Γ

(√
1 + (m− κ)2 + 1

)
Γ

(
1
2

√
1 + (m− κ)2 − E + 1

2

) (
r2
)E
e−

r2

4 r−
1
2

(1 +O
(
r−2
))
.

Note que o primeiro termo só será quadrado integrável quando a função Gama do deno-

minador for divergente, e por isso temos os seguintes valores para E (e portanto para o

parâmetro λ) permitidos

1

2

√
1 + (m− κ)2 − E +

1

2
= −n,

de forma que temos os seguinte autovalores

4E = λ = 2

√
1 + (m− κ)2 + 2 + 4n, n = 0, 1, 2, 3, . . .

Conclúımos então que toda solução do problema de autovalor para o operador Sκ,m deve

ser desta forma, o que demonstra o teorema.

A partir do momento em que conhecemos a solução expĺıcita para o problema de auto-

valor de Sκ,m, podemos obter a solução de Sκ para o primeiro autovalor, e assim comprovar

a ocorrência do efeito AB nesta situação, usando o Teorema 2.1.4 conjuntamente com os

Teoremas 2.3.3 e 2.3.5. As soluções seriam (denotando λ := λ
(1)
κ ), para κ ∈ (0, 1/2),

λ(1)
κ = 2

√
1 + κ2 + 2, µ =

√
1 + κ2

2
, Ψ (r, θ) =

ϕλ/4,µ (r2)

r
.

Já para κ = 1/2, temos

λ(1)
κ =

√
3 + 2, µ =

√
5

4
, Ψ1 (r, θ) =

ϕλ/4,µ (r2)

r
e Ψ2 (r, θ) =

ϕλ/4,µ (r2)

r
eiθ.

Este resultado complementa aqueles vistos no segundo caṕıtulo, pois engloba o caso a = 0

para um potencial V particular.
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Cabe notar também que podemos obter a seguinte autofunção Ψ associada ao primeiro

autovalor, para o caso κ = 1/2:

Ψ (r, θ) := Ψ1 (r, θ)−Ψ2 (r, θ) =
ϕλ/4,µ (r2)

r

(
1− eiθ

)
,

a qual zera exatamente no conjunto {(r, θ) ∈ R2 : r > 0, θ = 0}. Portanto, podemos ver

claramente que existe uma autofunção Ψ associada ao primeiro autovalor λ
(1)
1/2 do operador

Sκ=1/2 cujo conjunto nodal N (Ψ) separa o conjunto Ω0.

Com todas estas informações, podemos ver explicitamente o comportamento do pri-

meiro autovalor λ
(1)
κ do operador Sκ em função da circuitação κ, comportamento este que

possui o mesmo padrão daquele dado pela figura 2.1.

3.2 O disco furado

Neste modelo, vamos estudar um exemplo interessante do método de confinamento na

presença de potenciais magnéticos [35]. Note porém que o modelo desenvolvido aqui não

é uma aplicação direta daquele, mas uma adaptação, visto que temos a presença de uma

condição de contorno de Dirichlet numa parte da fronteira que não queremos retirar, pois

precisamos desta para resolver explicitamente o problema usando os zeros das funções de

Bessel conhecidos na literatura [1, 18].

Definição 3.2.1. Tome b > 0 uma constante fixada e considere a = 0. Defina a região

limitada Ωb := {z ∈ R2 : 0 < |z| ≤ b} (note o ı́ndice superior, para não confundirmos com

o conjunto Ωa já apresentado) e o seguinte operador de Schrödinger inicial

Ṫκ := (i∇+ Aκ)
2 +

1

|z|2
,

definido no conjunto dom Ṫκ :=
{
ψ ∈ C∞0

(
Ωb
)

: ψ|∂̇Ωb = 0
}

.

Note que para ψ ∈ C∞0
(
Ωb
)
, denotando por ∂̇Ωb a fronteira exterior |z| = b, a igualdade

ψ|∂̇Ωb = 0 equivale a dizer que ψ zera em ∂̇Ωb, lembrando que o conjunto Ωb possui a

fronteira |z| = b inclúıda.
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Definição 3.2.2. Vamos definir o operador simétrico e positivo Ṫκ,m em L2 (0, b) colocando

Ṫκ,m := − d2

dr2
+

1

r2

[
(m− κ)2 − 1

4

]
+

1

r2

dom Ṫκ,m := {ψ ∈ C∞0 (0, b] : ψ (b) = 0} ,
(3.3)

Cabe notar que o operador acima é essencialmente autoadjunto por argumento de

ponto limite, o qual pode ser usado na fronteira da esquerda (o ponto 0) pela divergência

do potencial e na fronteira da direita (o ponto b) devido à condição de Dirichlet. Vamos

denotar por Tκ,m (sem o ponto) a única extensão autoadjunta de Ṫκ,m

O fato desses operadores Ṫκ,m serem essencialmente autoadjuntos implica que o opera-

dor original Ṫκ é essencialmente autoadjunto. Para mostrar isso, considere no que se segue

a decomposição em série de Fourier

ψ ∈ L2
(
Ωb
)
, ψ (r, θ) = r−

1
2

∑
m∈Z

ψm (r) eimθ. (3.4)

Teorema 3.2.3. O operador Ṫκ é essencialmente autoadjunto e, denotando por Tκ := Ṫκ

sua única extensão autoadjunta, ψ ∈ domTκ se, e somente se, ψm ∈ domTκ,m, sendo que

ψ (r, θ) = r−
1
2

∑
m∈Z

ψm (r) eimθ.

Neste caso, vale ainda a seguinte igualdade

Tκψ (r, θ) = r−
1
2

∑
m∈Z

(Tκ,mψm (r)) eimθ.

Demonstração. Note primeiramente que, usando a demonstração do Teorema 2.1.4, pode-

mos concluir de forma análoga o seguinte

Ṫκu (r, θ) = r−
1
2

∑
m∈Z

(
Ṫκ,mum (r)

)
eimθ, ∀u ∈ dom Ṫκ. (3.5)

Como os operadores Ṫκ,m são todos essencialmente autoadjuntos, os ı́ndices de de-

ficiência são nulos, de forma que os espaços rng
(
Ṫκ,m ± iI

)
são todos densos em L2 (0, b).

Vamos mostrar que rng
(
Ṫκ ± iI

)
também é denso em L2

(
Ωb
)
, o que demonstra o teorema.
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Tome ψ ∈ L2
(
Ωb
)

qualquer, com a condição de que〈
ψ,
(
Ṫκ ± iI

)
u
〉

= 0, ∀u ∈ dom Ṫκ.

Usando a série de Fourier (3.4) e a igualdade (3.5), temos imediatamente que〈
ψm,

(
Ṫκ,m ± iI

)
um

〉
= 0, ∀um ∈ dom Ṫκ,m, ∀m ∈ Z.

Pela densidade dos espaços rng
(
Ṫκ,m ± iI

)
, segue que ψ = 0 e terminamos esta parte.

Usando a definição de fecho de operadores, temos que ψ ∈ domTκ se, e somente se, existe

un ∈ dom Ṫκ com un → ψ e Ṫκun → Tκψ em L2
(
Ωb
)
. Mas tem-se un,m ∈ dom Ṫκ,m com

un,m → ψm e Ṫκ,mun,m → Tκ,mψm em L2 (0, b) para n → ∞ para cada m ∈ Z fixado, de

modo que ψm ∈ domTκ,m como queŕıamos demonstrar.

Segue-se imediatamente deste teorema o seguinte resultado.

Corolário 3.2.4. Toda autofunção ψ de Tκ associada a um autovalor λ qualquer é, em

coordenadas polares, da forma

ψ (r, θ) = r−
1
2

∑
m∈Z

ψm (r) eimθ,

sendo ψm uma autofunção do operador Tm,κ associada ao mesmo autovalor λ.

É conhecida na literatura (ver [1, 18]) a solução da seguinte equação diferencial de

segunda ordem

w′′ +

(
λ2 −

ν2 − 1
4

z2

)
w = 0,

sendo que w (z) é a solução procurada e λ > 0 e ν > 0 são constantes dadas. A saber,

wν,λ (r) := r
1
2Cν (λr) ,

é a solução, sendo C uma combinação linear qualquer entre funções de Bessel Jν e Yν se ν

for inteiro e entre Jν e J−ν caso contrário. Com estas observações e sabendo que

−Tκ,m + λ2 =
∂2

∂r2
+

λ2 −

[
(m− κ)2 + 1

]
− 1

4
r2

 ,
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segue imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 3.2.5. Considere o parâmetro ν :=
√

(m− κ)2 + 1 e as funções dadas por

ψν (r) = ψν,λ (r) := r
1
2Jν (λr) , ϕν (r) = ϕν,λ (r) := r

1
2Yν (λr) ,

caso ν ∈ Z, e para o caso ν /∈ Z,

ψν (r) = ψν,λ (r) := r
1
2Jν (λr) , ϕν (r) = ϕν,λ (r) := r

1
2J−ν (λr) .

Nestas condições, ψν e ϕν formam uma base generalizada (no sentido de que podem não

estar no domı́nio do operador) das autofunções generalizadas associadas a λ.

A solução geral do problema de autovalor será uma combinação linear r
1
2Cν (λr) en-

tre estas soluções, com a condição de que r
1
2Cν (λr) esteja no domı́nio do operador au-

toadjunto Tκ,m. Assim, podemos concluir que o menor autovalor λ
(1)
κ,m de Tκ,m é o me-

nor λ positivo tal que 0 6= r
1
2Cν (λr) ∈ dom Tκ,m. Note ainda que se λ > 0 satisfaz

r
1
2Cν (λr) ∈ dom Tκ,m, devido à condição de Dirichlet na fronteira exterior, temos o se-

guinte √
b Cν (λb) = 0,

de forma que λ =
x0

b
, sendo x0 um zero da combinação linear Cν . Assim, para achar λ

(1)
κ,m,

o menor autovalor de Tκ,m, devemos procurar o menor zero posśıvel para uma combinação

linear entre funções de Bessel no domı́nio do operador.

Definição 3.2.6. Denotaremos por tκ,m a forma sesquilinear fechada associada ao operador

autoadjunto Tκ,m, cujo domı́nio é dado por

dom tκ,m := H1
0 (0, b) ∩ dom

1

r
.

Teorema 3.2.7. Valem ψν ∈ dom tκ,m e ϕν /∈ dom tκ,m, para todos κ, λ ∈ R e m ∈ Z.

Demonstração. De acordo com a literatura já citada, temos os seguinte comportamentos

assintóticos, para r suficientemente pequeno,

ϕν (r) ≈ − 1

π
Γ (ν)

(
1

2
λr

)−ν
r

1
2 ,
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para ν inteiro e

ϕν (r) ≈
(

1
2
λr
)−ν

Γ (1− ν)
r

1
2 ,

para ν não inteiro. Lembrando que ν ≥ 1, segue imediatamente que ϕν /∈ dom
1

r
.

Agora, olhando o comportamento assintótico de Jν , temos o seguinte

Jν (r) ≈
(

1

2
r

)ν
[Γ (ν + 1)]−1 ,

e resulta imediatamente que ψν ∈ dom tκ,m, pois∫ b

0

|ψν (r)|2

|r|2
dr <∞.

Que estas funções estão no espaço de Sobolev é um fato conhecido (ver referênciais já

citadas).

Teorema 3.2.8. O problema de autovalor generalizado para Tκ,m dado pela equação

Tκ,mψ = λψ,

possui a seguinte solução única no conjunto dom tκ,m

λ =
x0

b
, Ψ = αψν , ∀α ∈ C, (3.6)

sendo λ > 0 o autovalor, Ψ ∈ dom tκ,m a autofunção generalizada associada e x0 um zero

da função de Bessel Jν.

Demonstração. Com efeito, sabemos que se λ é um autovalor, então a autofunção gene-

ralizada associada deve ser da forma Ψ (r) = r
1
2Cν (λr) e, como comentado acima, devido

à condição de fronteira de Dirichlet, devemos ter λ = x0/b. Resta mostrar apenas que a

combinação linear não possui elementos da forma ϕν . Com efeito, do contrário, teŕıamos

Ψ e ψν no espaço vetorial dom tκ,m, o que implicaria que ϕν ∈ dom tκ,m, um absurdo pelo

Teorema 3.2.7.

Segue-se imediatamente do teorema acima que todos os autovalores do operador Tκ,m

são simples. Ainda, podemos obter o seguinte resultado acerca do primeiro autovalor.
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Teorema 3.2.9. Considerando ν =
√

(m− κ)2 + 1 qualquer e x0 = bλ o menor zero da

função de Bessel Jν, a função ψν está no domı́nio do operador Tκ,m e é uma autofunção

associada ao primeiro autovalor λ
(1)
κ,m.

Demonstração. Nestas condições, temos que λ = λ
(1)
κ,m como já comentado, isto é, λ é o

primeiro autovalor do operador Tκ,m. Pelo Teorema 3.2.8, ψν está no domı́nio de forma

de Tκ,m e como ψν minimiza esta forma, segue pelo prinćıpio do min-max que ψν está no

domı́nio do operador Tκ,m como queŕıamos demonstrar.

Agora que temos a solução expĺıcita para o problema de autovalores dos operadores

Tκ,m, podemos usar o Corolário 3.2.4 para obter a solução para o respectivo problema

para Tκ. Como no caso Ωa, devemos separar os casos em que κ é semi-inteiro dos outros

casos, como veremos nos teoremas a seguir.

Teorema 3.2.10. Suponha κ ∈ (0, 1/2) qualquer. O primeiro autovalor λ
(1)
κ do operador Tκ

é simples e a autofunção associada é real, positiva e radial. Mais precisamente,

Ψ (r, θ) = Jν
(
λ(1)
κ r
)
,

com ν =
√
κ2 + 1.

Demonstração. Sabemos que o primeiro autovalor do operador Tκ,m é da forma
x0

b
, sendo x0

um zero da função de Bessel com parâmetro ν =
√

(κ−m)2 + 1 e ainda, da teoria geral

das funções de Bessel, os zeros de Jν crescem com o parâmetro ν, de modo que o menor

ocorre neste caso para m = 0, pois κ ∈ (0, 1/2). Assim, tomando ν =
√
κ2 + 1, temos que

λ
(1)
κ = λ

(1)
κ,0 e o resultado segue usando o Corolário 3.2.4 e o Teorema 3.2.9 com m = 0.

Teorema 3.2.11. Suponha κ = 1
2
. Então o primeiro autovalor λ

(1)
κ do operador Tκ é duplo,

e podemos tomar uma autofunção complexa que se anula no semieixo positivo da reta.

Demonstração. Como no caso discutido na seção anterior, devemos procurar o menor zero

da função de Bessel Jν para um parâmetro da forma ν =
√

(κ−m)2 + 1. Como κ = 1/2 e

os zeros crescem com κ, o menor zero posśıvel ocorre justamente quando m = 0 ou m = 1.

Assim, temos λ
(1)
κ = λ

(1)
κ,0 = λ

(1)
κ,1 visto que ocorre Tκ,0 = Tκ,1 e, portanto, temos as duas

autofunções linearmente independentes

Ψ1 (r, θ) = Jν
(
λ(1)
κ r
)
, Ψ2 (r, θ) = Jν

(
λ(1)
κ r
)
eiθ,
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com ν =
√
κ2 + 1, sendo λ

(1)
κ =

x0

b
e x0 o menor zero da função de Bessel Jν . Note que estas

duas funções são linearmente independentes e a diferença entre elas se anula no semieixo

real positivo.

Teorema 3.2.12. A aplicação κ 7→ λ
(1)
κ , que a cada κ ∈ R associa o primeiro autovalor

λ
(1)
κ ∈ R do operador Tκ é cont́ınua e possui as seguinte propriedades:

1. λ
(1)
κ = λ

(1)
κ+n, para todo n ∈ Z;

2. λ
(1)
κ = λ

(1)
−κ;

3. λ
(1)
κ cresce em cada intervalo da forma (n, n+ 1/2) e decresce nos da forma (n− 1/2, n),

para todo n ∈ Z.

Demonstração. A continuidade se segue da continuidade dos zeros das funções de Bessel

Jν com relação ao parâmetro ν. Os itens 1 e 2 se seguem das Seções 1.4 e 1.5 e o item 3

se segue imediatamente do crescimento dos zeros de Jν com relação à ν.

Podemos computar facilmente a função κ 7→ λ
(1)
κ usando (3.6) e os zeros conhecidos das

funções de Bessel, o que nos permite montar o seguinte gráfico

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

kapa

la
m

bd
a1

Figura 3.1: Autovalor λ
(1)
κ,m em função de κ para diferentes valores de m, com b = 1. Linha

cont́ınua representa m = −1, pontilhada m = 0 e tracejada m = 1. O gráfico de λ
(1)
κ em

função de κ será portanto a curva de mais baixa energia, o que está representada como a
curva abaixo da linha horizontal.
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Analisando este gráfico, podemos ver que temos suavidade nos intervalos (−1/2, 1/2),

(1/2, 3/2), (3/2, 5/2) e assim sucessivamente o que corresponde ao fato de que λ
(1)
κ possui

peŕıodo 1 e λ
(1)
κ = λ

(1)
κ,0 em (−1/2, 1/2), a qual é suave. Note ainda que para os κ semi-

inteiros, κ ∈ {. . . ,−1/2, 1/2, 3/2, 5/2, . . .}, temos a aparente quebra de suavidade, a qual

corresponde à mudança na dimensão do auto-espaço fundamental, de dimensão 1 nos in-

tervalos anteriores para dimensão 2 nos semi-inteiros, o que está associado ao encontro das

curvas λ
(1)
κ,m e λ

(1)
κ,m+1 para algum m quando κ é semi-inteiro. Note que o comportamento

de λ
(1)
κ é o mesmo daquele previsto na Figura 2.1.
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Caṕıtulo 4

Conclusões e perspectivas futuras.

Considerando o cenário tradicional do efeito AB, como descrito na Introdução, as se-

guinte questões seriam interessantes:

• Quais as condições de fronteira adotar na definição do operador (1)?

• Por qual quantidade f́ısica o efeito AB pode se manifestar?

• Como esta quantidade f́ısica depende do potencial magnético AAB?

Como discutido na Introdução, estas três questões podem ser respondidas considerando

a condição de Dirichlet na fronteira, junto com o estudo do espalhamento do operador asso-

ciado, de forma que o efeito AB aparece como uma dependência do operador espalhamento

com o fluxo magnético.

Propomos nesta tese uma nova situação, em que a primeira questão não desempenha

qualquer papel, visto que o operador proposto possui uma única extensão autoadjunta

dada pelo Teorema 1.3.6. Ainda, respondemos as outras duas questões fazendo um estudo

da enerǵıa mı́nima do sistema, o que nos permite obter uma variação do primeiro autovalor

com relação à circuitação do potencial magnético, o que é dado pelo Teorema 2.5.4 (ver

Figura 2.1).

Outras questões podem, possivelmente, ser estudadas através deste ponto de vista.

Pretendemos estudar um caso importante de efeito AB usando esta mesma técnica, que é

o caso do toro no espaço R3. Através de mudanças e aproximações apropriadas, podemos

passar este problema ao plano com dois furos. Usando o potencial V satisfazendo uma de-

sigualdade do tipo (1.2), teremos também unicidade das extensões autoadjuntas. O estudo

dos autovalores pode, possivelmente, ser feito de maneira análoga, bastando denonstrar
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a existência de uma autofunção real correspondente ao primeiro autovalor. Note que a

dificuldade está no fato de não podermos fazer a mesma decomposição polar que fizemos

na Seção 2.1.

Outra questão interessante é aplicar a análise dos autovalores para uma extensão em

particular, sem o potencial V , a qual também deve possui uma autofunção real.
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