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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar condi¢oes necessarias e suficientes para
que uma distribuicao, cujo suporte compacto esta contido em um hiperplano, esteja no
espago de Hardy local h?(R™).






Abstract

The main aim of this work is to study necessary and sufficient conditions for a
distribution, whose compact support is contained in a hyperplane, to be in the local
Hardy space h?(R"™).
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Introducao

Considere em R? a distribuicdo 6™ para um inteiro m ndo-negativo fixado. A
distribuicao em questao é a derivada m-ésima da delta de Dirac. A mesma, além de
possuir suporte compacto, esta suportada em algum hiperplano de R%. Podemos mostrar

que 0™ € hP(R?) se, e somente se,

onde h?(R?) denota o espago de Hardy local.

A distribuicdo ™ pertence a uma classe especial de distribuicoes: as distribuicoes
suportadas em um hiperplano com suporte compacto. No caso de 6™, sabemos com
precisio dizer quando ela esta ou nio no espago h?(R?). Naturalmente, surgem perguntas
que se estendem a distribuigoes nesta classe como, por exemplo: para uma distribuicao
f qualquer, na mesma classe de 6™, que condicdes temos para garantir que f esteja
em hP(R™)? Alguma condigao necessaria? Ou suficiente? Se sim, esta abrange em sua
totalidade o maior intervalo no qual p deve estar para que tal distribuicao esteja em
hP(R™)? Sao perguntas como estas que motivam o presente trabalho. Na tentativa de
respondé-las, dividiu-se o trabalho em trés capitulos: Nogoes preliminares, Espacos de
Hardy e Distribuicoes suportadas em um hiperplano e o espago h”.

O primeiro capitulo trata de apresentar topicos da Teoria Elementar das Distribuicoes,
a qual compoe peca fundamental em muitos estudos realizados em Anéalise Matematica.
Por tamanha relevancia é que se faz necessario seu desenvolvimento. Entre os conceitos
estabelecidos neste, esta o conceito de distribuigao que, por defini¢ao, é um funcional linear
continuo definido sobre o espago das fungoes em C'*({2), que possuem suporte compacto
em €2, aberto de R", também chamado de espaco das funcoes-teste, o qual denotamos por
C>(2). O estudo da continuidade de funcionais lineares definidos sobre C2°(£2) ¢é feito
através da escolha de uma topologia para este espaco. A construcao desta topologia é
realizada por meio de uma familia de seminormas e permeia a construcao de topologias
para espagos de Frechét, e pode ser encontrada com mais detalhes na referéncia [12].

A nocao de suporte de uma distribuicao também seré estabelecida. Além disso, vamos
estender, de modo tnico, distribuigdes cujo suporte é compacto a funcionais continuos
sobre C>°(£2).

Particularmente, o interesse principal neste primeiro capitulo é o estudo de

distribui¢oes suportadas em um hiperplano de R™ cujo suporte é compacto. Entretanto,



XVviil

previamente a este estudo, topicos como produto tensorial, operacoes com distribuicoes e
distribui¢oes temperadas sao desenvolvidos, de modo a consolidar as bases prévias para
o estudo de espagos de Hardy. Em meio a esse estudo, destaca-se um resultado no qual
toda distribuicao cujo suporte é compacto contido em um hiperplano, é escrita como soma
de distribui¢oes que atuam sobre funcoes-teste do hiperplano. Este resultado pode ser

enunciado da seguinte maneira: Para n > 2, considere o hiperplano II, dado por
II={(zy,...,2,) € R": 2, =0}.
Se f é distribuicao de ordem K com suporte compacto tal que
supp f C II,

entao existem fy, ..., fi distribuicdes em R™"~!, com suporte compacto, tais que

K

f(@) = (fi@ " g).
i=0
Além disso, cada f; possui ordem K — i.

Neste resultado, surge uma nova nocao de ordem: a ordem de uma distribuicao na
direcao normal. Em vista de que, na decomposicao acima, a distribuicao fx pode ser
nula, consideremos N como sendo o maior inteiro entre 0 e K no qual fy é nao-nula e
nos referimos a N por dizer a ordem de f na direcao normal.

Além disso, este resultado é um dos responsaveis por conectar o estudo de distribuigoes
suportadas em um hiperplano com a Teoria dos Espagos de Hardy, uma vez que a condi¢ao
necesséaria para que uma distribuicao esteja em hP(R") é dada em func¢do da ordem da
distribui¢ao na direcao normal.

O segundo capitulo é o passo intermediario entre distribui¢coes suportadas em
hiperplano cujo suporte é compacto com o estudo de condi¢oes para garantir se uma
determinada distribuigdo nesta classe especial estd em hP(R"™). Por esta razao, ¢
imprescindivel estudar os espagos de Hardy. Neste, comegamos pelo espago HP(R™), para

0 < p < o0, que por defini¢ao é
HP(R™") ={f e S'(R"): Msf € LP(R")},
para ® € S(R"), com integral ndo-nula, onde Mgy f é dada por

Mo f(x) = sup [(f * ¢)(x)].

t>0

A Teoria dos Espacos de Hardy esté ligada nao somente ao estudo de fun¢oes maximais
como também aos espacos LP, e é através deste estudo que conseguimos reunir em

um unico teorema varias formas de caracterizar HP(R™): o Teorema de Caracterizagao
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Maximal. No referido teorema, outras fun¢oes maximais sao consideradas e nao somente
Mgf. Sua demonstracao é encontrada na referéncia [I1] e, apesar de sua grande

importancia dentro da teoria, nao a faremos aqui.

A importancia de HP(R") pode ser notada através da seguinte propriedade:

HP(R™) = LP(R"), se p > 1.

Por se tratar de um resultado importante, este é um dos resultados que aqui se
encontram. Para sua demonstragao, destacou-se uma secao destinada ao Operador
Mazximal de Hardy-Littlewood, na qual, por meio da Interpolacao de Marcinkiewicz,
mostramos que este operador é do tipo forte (p,p), para p > 1. Este ultimo, entre

outros, somados, permitiu concluir a igualdade entre HP(R™) e LP(R"), para p > 1.

Dentro do mesmo capitulo, o segundo passo dado apos o estudo de HP(R™) foi o de
estudar h?(R™), afinal, este compde o espago de Hardy de interesse maior no presente
trabalho. Para 0 < p < oo, definimos A”(R™) de um modo similar ao espago HP(R"),
salvo que na fun¢do maximal Mg a trocamos pelo supremo tomado em ¢ € (0, 1), como
segue:

RP(R™) ={f € S(R"): maf € LP(R™)},

para ® € S(R"), com integral nao-nula, onde mg f é dada por

Assim como HP(R™), o espago h?(R™) também possui um teorema de caracterizagao
maximal que esta atrelado ao estudo de outras fun¢oes maximais, muito embora, anélogas
as desenvolvidas no estudo de HP(R"™). Entretanto, para ser construida uma condigao
necessaria para que uma distribuicao suportada em um hiperplano, com suporte compacto,
esteja em hP(R™), vamos utilizar uma caracterizagdo alternativa. Esta caracterizagao
passa pela construcao de uma familia especial de fung¢des-teste que, por sua vez, nos leva
a uma nova funcao maximal: a grande funcao maximal local . A familia, em questao, é
a familia das funcées-teste normalizadas. E importante ressaltar que na construcao desta
familia supomos 0 < p < 1, o que significa que a condi¢ao necesséria que seré construida

esta restrita para h?(R™), com 0 < p < 1.

Para uma distribuicao temperada f, a grande funcao maximal local é dada por
m(f)(z) =sup |f()],
@

onde o supremo é tomado sobre a familia das funcoes-teste normalizadas. Disso, decorre

a seguinte caracterizagao:
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Seja f € §'(R™). Entao,
f € rP(R™) <= m(f) € LP(R™).

Desse modo, para estudar quando uma distribuigao f estd em hP(R™) basta verificar
que m(f) estd em LP(R™).

Por outro lado, a abordagem para construirmos uma condi¢ao suficiente para uma
distribuigao com suporte compacto, contido em um hiperplano, estar em h?(R™) é diferente
da utilizada no artigo [3], no qual nos embasamos para construir a condi¢ao necessaria,
enquanto que nessa utilizamos [11].

Por fim, é no terceiro capitulo deste trabalho que estabelecemos tais condi¢oes. A
primeira delas diz respeito a ordem da distribui¢cao na dire¢cao normal, ao mesmo tempo
que a segunda apenas sobre a ordem total da distribuicao. Inicialmente, estudou-se a
suficiéncia. No desenvolvimento do mesmo, foi assumido a existéncia de um conjunto S
particular que, dependendo de qual forma possui, produz hipoteses diferentes no teorema
de suficiéncia.

No caso de uma distribuicao f que além de suportada no hiperplano II possui suporte
compacto e ordem m, podemos considerar S, de modo mais geral, como sendo [—e¢, €]" 1.

Portanto, temos que
em<_—n = fech(R".

O caso em que S é simplesmente a origem, podemos aumentar o intervalo no qual p

se encontra, de modo a obter:
o m<n<%—1> = f € hP(R").
Por outro lado, se N é a ordem de f na diregao normal, temos:
o fehP(RY) = N<n(]lg—1).

A partir dai, é possivel constatar que para os casos em que N = m e S = {0}, existe
uma condicao necessaria e suficiente. Por outro lado, vamos mostrar, através de um
exemplo em R? que mesmo no caso N = m, mas S = [0, 1], a condigao de suficiéncia,
aqui abordada, nao contempla o maior intervalo possivel no qual p deve estar para que a

distribuigao esteja em h?(R?).



Capitulo

1

Nocoes Preliminares

O presente capitulo aborda alguns dos tépicos bésicos da teoria elementar das
distribuicoes. Por defini¢ao, se €2 denota um subconjunto aberto de R™, o espaco das
distribui¢oes, D’'(€2), consiste no espa¢o formado pelos funcionais lineares e continuos
agindo sobre o espago das fungoes-teste C°(R™). Sua topologia, definida a partir de uma
familia nao enumeravel de seminormas, é nao metrizével. Esta topologia é conhecida como
topologia do limite indutivo, construida a partir de uma sequéncia crescente de espagos de
Fréchet. Nesta topologia é possivel definir quando uma sequéncia é convergente e tratar
a continuidade de uma distribuicao simplesmente utilizando a definicao de continuidade
de funcionais lineares, caracterizando assim D’(€)) como o dual topolégico de C°(R™).

Dentre os varios teoremas, aqui enunciados e demonstrados, destaca-se um resultado
de decomposicao que permite escrever uma distribuicao, cujo suporte compacto esta
contido em um hiperplano, como soma de distribui¢oes que se anulam no complementar
do hiperplano. Esta decomposi¢ao, por conseguinte, leva ao conceito de ordem na
direcao normal de uma distribuicao. O objetivo dos resultados prévios a este, além de se
constituirem como fundamentais no desenvolvimento da teoria, visa também nos conduzir
a demonstracao deste importante resultado de decomposicao.

Em suma, o objetivo desta secao consiste em dar suporte para o desenvolvimento do

presente trabalho.

1.1 Elementos da Teoria de Distribuicoes

1.1.1 Funcoes-Teste

Seja Z. o conjunto dos niimeros inteiros nao-negativos. Definimos Z’ como sendo o
conjunto das n-uplas da forma (aq,...,a,), onde cada o; € Z;. Um elemento de Z7} ¢é
chamado de multindice e, geralmente, denotado por letras gregas.

Dado a = (a1, ..., 0,) € Z, define-se ||, lé-se moédulo de a, por

la| = a1+ -+ + ay.



Além disso, para a € Z, escrevemos a! para significar aq!...a,!. Ainda, dados
a,f € 77, dizemos que o« < 8 se para todo ¢ = 1,...,n vale a; < ;. Analogamente,
define-se v < 8. Ambas ndo estebelecem uma relagao de ordem total em Z:, pois em Z2,
por exemplo, os elementos (0, 1) e (1,0) ndo sdo comparaveis segundo esta relagao.

Para multindices a e § tais que 8 < «, definimos o coeficiente binomial

« a!
<5>:mm—mr

Definimos também £¢ € R, dado £ € R”, por
8 =66

Seja (1, ...,2,) uma variavel de R". Para o = (s, ..., o) € Z7, denotamos
0% =0y ...05m.

Em R2, por exemplo, se a = (2, 1), entdo 0 = 9?2 9!

T “x2”

Seja Q aberto de R". Dado a € Z" e dadas f,g € C'°/(Q2), vale a Regra de Leibniz

muw=§j<g>wﬂfwg

B

Daqui em diante, {2 denotara um aberto de R".

Definicao 1.1.1. Seja f : Q@ — C. Dizemos que f ¢é localmente integrdvel e
denotamos f € L _(Q) se, para todo compacto K C 2, vale que

[ 1r@lds < .

Definigao 1.1.2. Se f € L (Q), entdo definimos o suporte de f como sendo o conjunto

dos x € Q, para 0s quais nao existe vizinhaga aberta U de x, onde f|y = 0. Denotamos

o suporte da funcao f por supp f.

Note que o suporte de uma fungao f € L () ¢ um conjunto fechado de Q. O mesmo,

ainda, pode nédo ser compacto (considere a fungao constante). Por outro lado, nao é dificil

1

loc CUJO suporte é compacto.

encontrar fungoes em L

Por exemplo, dado um compacto K de R", defina a funcao y : R — R por

(2) 1, re K
Xr) = s
X 0, 1¢ K

a qual recebe o nome de func¢ao caracteristica de K.
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e, temos que suppy = K. Contudo, a mesma nao é

Além de x pertencer a L
continua, tao pouco diferenciavel. Pergunta-se: existem fungoes de classe C'* cujo suporte

é compacto? A resposta para esta pergunta é dada no seguinte resultado.

Proposicao 1.1.1. Eziste func¢dao ¢ : R" — R, ndo-negativa, de classe C*°(R™) cujo

suporte é compacto.

Demonstracao. Seja f: R — R dada por

exp_%, t>0
t =
N
A fungdo f é nao-negativa e de classe C*(R). Para z € R", defina p(z) = f(1 — ||z]|?).

A fungao ¢ cumpre as condigoes desejadas e vale ainda que

supp ¢ = B(0, 1).

Isto nos motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.1.3. Seja k € Z. Definimos o espago C*(2) como sendo o espago de fungoes
¢ : Q — C de classe C*(Q) cujo suporte é um compacto de Q. O espago das funcoes
com suporte compacto em ) e cujas derivadas de qualquer ordem sao continuas denota-se

por CX(Q). Um elemento deste espaco é chamado de fungao-teste.

Dadas f e g continuas sobre R”, uma delas com suporte compacto, podemos definir a

funcao
h(z) = . f@—y)g(y)dy.

Se f e g sao funcoes-teste, a nova funcao h também o sera. Se definirmos A por meio
de uma operagao entre duas fungoes, dadas em espagos em que a torne bem definida, esta

operacao tera propriedade regularizadora.

Definigao 1.1.4. Sejam u € C.(R") e v € L] (R™). Chamamos convolug¢ao de u por v

loc

e denotamos u * v, por

wwv(z) = / “ulz — y)ly)dy.

A préoxima proposicao traz informacoes sobre a regularidade da convolugao,
fornecendo, além disso, uma forma de como as derivadas se comportam perante tal
operacao.

Proposigao 1.1.2. (i) Seu € C/(R") ev € LL_(R"™), entdo uxv € CI(R").

loc

(i) Seu € CI(R") e v € C*(R™), entio u*v € CITF(R™).



Demonstra¢ao. Vamos utilizar o processo de indugao para provar (i). Com efeito, suponha
7 =0esejam u € C.(R") e v € L{. (R"). Dados g € R" e {x, }nen tal que z,, — o,

mostraremos que

(u*v)(z,) — (uxv)(xg) — 0,

ou seja, u * v é continua em xy. De fato, note inicialmente que

W*W@w—@HWX%%=/WW%—y%ﬂwm—MM@My

Como u € C.(R") e x, — xg, considere K um subconjunto compacto de R" tal que
x, —suppu C K, para todo n € Z,. Desta forma, temos que u(z, — -) se anula fora de
K para todo n € Z; e, portanto, u(z, — -) € C¢(K). Da continuidade uniforme segue
que dado € = 1/¢, existe §, > 0 tal que

|z —w| < § = |u(z) —u(w)| <

~|

Assim, para cada /¢ fixo, existe n = n, > 0 tal que

Xk (Y)
14

lu(zy, —y) —u(zg —y)| < , Vn>n, e VyeR"

Desta forma, concluimos que

(5 0)an) = (uso)(ao) < 7 [ ol dy — 0

quando ¢ — oo.

Suponha j = 1 e sejam u € C}(R") e v € L{ (R"). Para mostrar que u x v € C*,

loc

basta verificar que as derivadas parciais existem e sao continuas. De fato, seja o € R™.

Dado h € R, desde que v € C!, temos pela Féormula de Taylor com resto integral que:
1
u(zo — y + he;) = u(zo —y) + /@-u(xo —y + the;)h dt.
0

Disso, segue que

1

1

E[u * v(zo + he;) —u*xv(zg)] = /@-u(xo — y + the;) dt.
0

Usando a continuidade uniforme da funcao d;u e fazendo h — 0 em ambos os membros

da expressao acima, temos que

Oi(u*v) = dyu * v.



Como du € C? e v € L], temos pelo caso j = 0 que (J;u) * v = 9;(u * v) e, portanto,

uxv € C'. Suponha, agora, que para 0 < j < k valha a afirmacao:

1
loc

u€C evel,, = uxve

e mostremos que

ueCHleve Ll = uxveCF

Pela hipotese de indugao, vale que 0%(u x v) = (0%u) * v, para |a| < k. Seja f € N"
tal que |3| = k + 1. Note que 8 = (B — ;) + e;, para todo i = 1,...,n. Se u € CkL,
entdo d;u € C*. Novamente, pela hipotese de inducdo, (Qu) * v € C*. Além disso,
0%((Osu) x v) = (0“O;u) * v, para |a|] < k. Como |f — ¢;| = k, temos que

(0Pu) xv = (0°7%0%u) x v = 074 (0%u) x v
= 0774 ((0") * v) = 074 (9") (u * v)
= 9T (uxv) =0 (uxv).

Daf, segue que u x v € C**1, como queriamos demonstrar.

1

loe- Por (i), temos

Para provar (ii), observe que se v € C* entdo, em particular, v € L
que u*xv € OV e 0%(u*v) = (0%) *v, para |a| < j. Analogamente, tem-se que uxv € C*.
Ainda, como 9%u € C° C Ll , para |a| < j, e v € C*¥, vale que (9%u) *v € C*. Mas, para

|8| <k, temos que
°((0%u) x v) = 0°(0%(u % v)) = O°T*(u x v),

onde |3+ a| < j + k. Logo, u*v € CIt*,
]

Observacao 1.1.1. E importante ressaltar a importancia da operacao de convolucio,
presente também na demonstracao da proposigao precedente, no seguinte fato: se u € C*

ev € Li., entao

0% (uxv) = (0%) * v, Vla| <k.

Se, além disso, v € C?, entao
9% 0% (uxv) = (0%) * (0°v) =, ¥V |a| <k, V8| < J.

Proposicao 1.1.3. Seja 0 < ¢ € C tal que [ ¢(x) de = 1. Se u € CI(R™), seque que
upy =ux g € CX(R"). Se |a| < j, temos que

sup |0%u — 0%uy| — 0,

quando supp ¢ — {0}.



Se v e LP(R™), entdo vy € C*°(R") e vy — v na norma LP(R™) se p < oo.

Demonstragao. Se u € CI(R™) e ¢ € C*, para todo k € N, entdo u x ¢ € C?T* para todo

k € N e, portanto, u, € C*°. Ainda, u, possui suporte compacto, pois
suppu * ¢ C suppu + supp ¢.

Aqui, dizer que sup [0%u — 0%uy| —> 0 quando supp¢ — {0} significa que dado
€ > 0, existe ¢ € C(B(0,9)), para algum § > 0, implicando em sup [0%u — 0%uy| < €.

Inicialmente, mostremos o caso o = 0.

Com efeito, sejam x,y € R™. Dado € > 0, existe 6 > 0 de modo que se
[z —(z—y)l =yl <9,

entdo |u(x) — u(x — y)| < €, uma vez que u ¢ uniformemente continua. Considere ¢

fungao-teste, nao-negativa, suportada na bola B(0,4) com integral igual a 1. Assim,

u(2) — wal)] = Ju(z) — (u* $)()]
—wm»i/wx—><>@|

uw) [ 6wy~ [ ula = o)y

/\ )= ule =)o) ldy
-1ﬁqumm—uu— 0)l|6(w)ldy
< supy (o) — utx = )] [ o) dy

= supy o5 | (uler) — ule — )| <.
Suponha, agora, que 0 < |a| < j. Temos que
0%uy = 0%(u*x @) = (0%u) * ¢.
Defina @ = 0%u e uy = u * ¢. Pelo caso anterior, tem-se que
sup | — | — 0,

quando supp ¢ — {0}.

Contudo, veja que

sup |t — ty| = sup |0%u — 0%uy|.



Agora, vy, € LP(R™), pois, pela Desigualdade de Young, temos que

[vgllzr = [lv* @lle < [[v]| ol @]t = [Jo]lr < oo

Suponha 1 < p < oo. Como LP C L, v € Li.. Assim, a convolugio v, esta bem

definida e, pela Proposicao [1.1.2) v, € C*°.
Por fim, mostremos que vy — v na norma LP(R"). De fato, seja n € C2(R") qualquer.

Temos que

V—Up =0V —V*Q
=V—N*Q+nkd—n+n—v*o
=@Ww-n)—Mm—v)xd+(n—nx0e).

Aplicando a desigualdade triangular, segue que

[0 = vl < llv=nlle + I = v) * Dllo + | (0 =0 * &) v
< lv=nll+ln—ovllwlléle +ln—n* e
= (Lt lollelln = vllee + lln =0+ ol|e

1/p
(L 180l = vlle + (/In—n*élpdaf) |

Uma vez que o espago das fungoes continuas com suporte compacto, C?(R"), é denso
em LP(R™), escolha n € C?(R") de modo que, dado € > 0, temos

€
In = vllr < Z—mr -
(1 + [l

Além disso, defina g = ng — 7 tal que

suppg C suppn + B(0,1) = K,

para toda ¢ tal que supp¢p C B(0,1). Pelo proprio teorema, temos que g(x) — 0
uniformemente.

Desse modo, temos que

lim o —wgllrr < lim (14 [|@]|L)|ln — vllz»
} supp—{0}

supp—{0
1/p
4+ lim / —nx* pd:v)
suppﬁ{()}( n —n* 3|

< €, Ve > 0.

Logo, vy — v na norma LP(R").



Lema 1.1.1. Seja f continua em um intervalo I e diferencidvel fora de um conjunto
fechado F, onde f =0. Sex € F e f'(y) — 0 quandoy € I\ F ey — x, entao f'(x)
existe e f'(x) = 0.

Demonstracao. Ver [7]. O

A proposicao que segue, apesar de sua extensa demonstragao, possui consequéncias
que serao importantes no decorrer deste texto, além de evidenciar, mais uma vez, a

importancia da convolugao. Denotemos por IT o hiperplano {(x,t) € R*™ | ¢t = 0}.

Proposigao 1.1.4. Sejam v € C/(R") e ¢ € CP(R™) tal que [g, ¢(x) de = 1, entdo a

funcgao
(e t) = [ oo~ yt)o(u)dy
satisfaz as sequintes propriedades:
a) u e C(R™\ 1I).

b) thu(z,t) € C*(R"™ 1Y) para todo inteiro k nio-negativo.

c)

0, se 1<k

8§(tku(l‘,t))|t:0 = { Ll U(ZL‘) se 1=%F.

Demonstragdo. a) Inicialmente, vamos mostrar que u € C(R"™!). De fato, dado
(z,t) € R"™ seja (z,,t,) tal que (z,,t,) — (x,¢). Uma vez que v é continua em
x, dado € > 0, existe § = d(e, ) > 0 tal que

ly — 2 <6 = |o(y) — v(x)] < ——.
e

Seja N > 0 tal que |[(zn,t,) — (x,t)|| < J/2R, para todo n > N. Assim, se n > N, entao

(@0 — tay) — (x — ty)| < |zn — 2| + [ta — t][y]
< |z, —z|+ |t, —t|R
< R(|lxp — x| + |t, — t])
<2R||(zp, tn) — (x,1)]| < 0.

Logo,

u(@n, tn) — u(z,t)] < / [0(zn = tay) — v(z = ty)l|o(y)|dy

€
< el =€
1] 1

Portanto, temos que u € C'(R"1).



Vamos mostrar agora que u € C°°(R™1\ IT). Para tanto, ¢ suficiente mostrarmos que
dPu(x,t) é continua sobre R\ II para todo 8 € Z"'. De fato, dado (z,t) € R*\ I,

observemos que

r —z

wwt) = [ oo —yiowy = [vs ( t ) dz = (v 6)(2).

Assim, para 3 = (o,7), com a € Z e v € Z4, o resultado esta provado se mostrarmos

que

O, yulet) =02 31 (v 60)(w) = [ o) Ol — ) dy

n

¢ continua em R"™ \ TI. Comecemos, primeiramente, estimando a derivada parcial na

variavel t. Afirmamos que

Oru(z,t) = (v* 0 ¢r) ().

Com efeito, dado = € R", suponha |z| < 4. Se t > 0, sabemos que u(x,t) = (v * ¢;)(x).

Assim, temos

1

—[v* G — vk P (x) =

- o (e = 00l(a) = o (222 | o).

==

Seja K = supp(¢in — ¢¢) e defina L = B(0,6) — K. Desse modo, se

Un(y) = v(y) (Gren — it)(x ) xz(y),

entao 1y, se anula fora do compacto L. De fato, dado y fora de L, entao z —y ¢ K, pois

se ocorresse * — y € K, entao
y=z—(z-y)el,

o que é um absurdo. Portanto, ¥,(y) = 0.

Fazendo h — 0, temos que

Un(y) — v(y) O de(x — y) x2(y)-
Além disso, [¢¥n(y)| < M|vxr|(y), para todo y e M|vxr| € L'. Ainda,
n(w)ldy < [ folw)ldy < .
R™ L
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

%[v k Grip — Uk Ofl(x) — (v Oyy)(x), h — 0.
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Note ainda que

Li=1
o)< )
o) o ()5

onde v ¢é a fungao C°, dada por

(x) = —no(z) — Vo(z) - z.
Deste modo, vemos que
1
Oyu(x,t) = <v * ;%) (x).
A seguir, vamos utilizar a seguinte notacao: seja (%) = ¢ e (@ = —np =1 V=1 (z).z,

para todo ¢ > 1. Assim, derivando parcialmente a fungao u(x,t), y-vezes com respeito a

variavel £, obtemos a seguinte expressao

O ule,t) = ( * ija)wﬁ”) (x)

sendo p;(t) funcdes racionais da variavel ¢, suaves para todo ¢ # 0. Por outro lado, se
a € 21, segue da Proposicao que

02 O u(x,t) = ( * Z t=1elp;(t) o wt“))) ()

mostrando assim que u € C*°(R"*! \ II).
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b) Vamos, agora, utilizar o principio de indugao a fim de mostrar que tfu(z,t) €
Ck+i(R™*1) para todo inteiro k nao-negativo. Com efeito, suponha k = 0 e mostremos

que u € CY(R™™). Derivando sob o sinal de integragio, temos

Oyu(x,t) Z Ow(w = ty)(—y)o(y)dy.
Mais geral, tem-se

Otu(a,t) = Z 0%u(e = ty)y"éy)dy.

181=1

Portanto, para o = (7,1) € Z%, x Z,, com |a| < j, obtemos

O u(e,t) = Bdkulw ) = (<1 3 [ 0 ota 1) s ly) dy

181=l

Uma vez que |[y+3| = |y|+|8| = |7+l = |a] < jewv € 7, temos que 9 Fv ¢ continua.
Além disso, yP¢ € C=(R"). Portanto, 9%u é continua e finalmente u € C7(R"1).

Seja k > 1 e suponha que t'u(x,t) € C(R™!) para l = 0,1,...,k — 1 e mostremos

que o mesmo vale para [ = k. Note, inicialmente, que para t # 0 vale

tFu(e,t) = ]t / ()6 ) /0) dy

Assim, diferenciando sob o sinal de integracao e retornando as coordenadas iniciais,

obtemos as seguintes expressoes

0 (Fue. ) =1 [ ofa ) roty) dy (L)

n

Ot ula ) =1 [ (o~ ) - Za Swwldy.  (12)
Para a prova da equagao (|1.1)), note que

0 (ulir 1) = 14" [ 0w 0((a ~)/1) dy

— g / o()(@9) (=~ y)/0)) dy
_ gkt / ol = t)(0:0) () dy

Para a prova da equagao (|1.2), podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ > 0.
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Assim,
ot ula,) = 8 [ ow)ola =/ dy
= [ ol =m0 ) ) = £ 3D Bil (e = ) o)~ ) dy

_ / ol — )]k — ) g(z) — Z 9 6(y)(y

S I Zw

O proximo passo consiste em mostrar que as equagoes ((1.1)) e (1.2)) ocorrem inclusive para
t = 0. Seja f(t) = tfu(x,t) para algum = € R fixo. Note que f(t) é uma fun¢io continua
nos reais e diferenciével para todo t # 0. Consideremos os seguintes casos:

Caso 1: k = 1. Neste caso, provaremos que as seguintes identidades ocorrem para ¢t = 0.
0. (tula, ) = [ ol — )05 o(y) dy
O (tu(z,t)) = / v(x — ty) [ (1—n) Za o(y ]

Para a prova da primeira equagao, notemos que

lim [ vz —ty)did(y) dy = v(:v)/ 0i d(y) dy = 0. (1.3)
R" n
Por outro lado,
Oy, (tu(z, 1)) = t0,, (u(z,t)) =t t* / v(x —ty)0ip(y)dy — 0, t— 0. (1.4)

Assim, segue de (1.3]) e (1.4) a validade da primeira equagao em ¢t = 0.
Para a prova da segunda equacdo, seja ®(z) = (1 — n)p(z) — > 1 | 0;¢(x)x;. Entdo,
fRn x)dxr = 1. Logo,

lim [ v(x —ty)P(y)dy = v(z) /n O(y) dy = v(x). (1.5)

t—0 R™

Por outro lado, seja x € R™ fixo e defina f(t) = tu(xz,t). Tal fungdo possui as seguintes

propriedades: f(0) =0 e, além disso,

Oy (tu(x,t))]i=0 = f'(0) = lim J(t) = F(0) = limu(x,t) = v(x). (1.6)

t—0 t t—0

Logo, segue de ([1.5)) e (1.6) a validade da segunda equagao em ¢ = 0. Finalizando, assim,

a prova neste caso.



13

Caso 2: k > 2. Neste caso, o passo mais importante é mostrar que a equagao (1.2]) vale
para t = 0. De fato, seja € R™ um ponto fixado e defina a fungio h(t) = tFu(z,t).
Observe que a fung@o h(t) ¢ continua nos reais e diferenciavel para todo ¢t # 0 e h(0) = 0.

Além disso, segue da seguinte estimativa

t—0 t—0

lim B(£) = lim £*1 / oo = )k = )6ly) — 8ol dy = 0

e do Lema que
8t(tkU(9§',t))|t:0 = O,

como queriamos demonstrar. Completando assim a prova das identidades neste caso.
Portanto, segue das identidades (1.1)) e (1.2)), agora validas em R"*!, que as derivadas

de primeira ordem Oy (t*u(z,t)) e 9;(t*u(z,t)), sendo i = 1,2...,n, escrevem-se como
fungoes da forma t*~lu(x,t) que, pela hipotese de indugao, sdo de classe CITF=1(R"1),
provando que a fungao t*u(x,t) € C/tF(R"1) finalizando, assim, a prova do item b).

Para a prova do item c), recordamos que devemos mostrar as seguintes identidades

O (t*u(w,t))|i=0 =0, i<k
OF (tru(x,t))|mo = klv(x), i=Fk

Defina A como sendo a seguinte familia de fungoes:

A= {ule.t) = / oz — ty) B(y) dy, com ¢ € C(B(0,1)), / b=1}.

n

Recorde que, anteriormente, foi mostrado que
O, (tFu(x, t)) =t ! / v(z — ty) [(k‘ —n)(y) = > 9, cb(y)yi] dy.

Além disso, note que

/n [(k=n)p(y) = 0y b(y)ui]dy = k.

i=1

Portanto, podemos escrever

Oy(tu(r, 1)) = k £ / vz — ty) m(y)dy,

n

onde

i) = [(k ~moly) =Y ayi¢<y>yi] ,

aqual ¢ C°(R") e [m(z)de = 1.
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Defina u; por
uy (1) = / v(z — ty)m(y)dy,

a qual pertence a familia A. Além disso, vale

8tu(x,t):—%/n (x — ty) [ +Z@Z

Assim, temos que

OX(thu(x, 1)) = Oy (kt" tuy(x, 1))
= k(k — 1)t* 2wy (z,t) + kt* 1 0uy (, 1)

= k(k — 1)tk—2/v(az — ty)m(y)dy

+ Ktk {—% / v(z — ty) [nm(y) + Za ﬂh(y)yi] dy}

— k(k — 1)tk / v( = ty)m(y)dy

— kit { / vl —ty) [nm (y) + i 3yﬂ71(y)yi] dy}
= fth 2 / v(x — ty) ((k: —1—n)m(y)dy — Zayzm )
= k(k - 1)t"2 / v(z = ty)n(y)dy
= k(k — Dt" 2uy(z, 1),
onde 7, ¢ dada por

nz(y)zﬁ[((lﬂ—l —n)m(y Z@m ]

e, assim como uq, us ¢ definida por

us(z,t) = / v(r —ty) na(y) dy.

Note que a aplicacao 7, satisfaz as mesmas propriedades de 1y, ou seja, 1, é fungao-teste

e [ma(x)dz =1, o que torna us uma aplicagao de A.

De forma mais geral, definimos 7;, para j = 1,...,k, por

ni(y) = ﬁ [((k‘ — (7= 1) = n)nj-( Zﬁyﬂb 1 ;
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e, naturalmente, ficam definidas

uj(xat)—/ v(r —ty) n;(y) dy.

Vamos mostrar que fRn nj(x)dx = 1, para todo j = 1, ..., k, mostrando, portanto, que
cada u; € A.
Nao ¢é dificil verificar o caso 7 = 1. Desse modo, suponha que para j = 1,...,[, para

[ < k, tenha-se que integral de n; ¢ 1. Mostremos que o mesmo vale para j =1+ 1.

De fato,

1
/m+1(y)dy:/ m[((lﬁ—l —n)m(y Zaﬂh yz] dy
n Rn
(k—=10)—n
:?/nm ZZ/aﬂh )yidy
(k—=10)—n
:?/n dy+—2/m 0y, yidy

%/Mm( )dy+—/m
l kil} /an(y)dy

G
{ _l )-n +n} /nm(y)dy
I

(k — )—n]+n
k—

I
=

Dado isto, afirmemos que:
O (t*u(x,t)) =k(k —1) ... (k= (j — 1)) t" Tuy(x,t), Vj=1,... k. (1.7)
Assumindo , temos que para j = k vale
OF (tF u(x, 1)) = k(k —1)... (k — (k — )t" Fup(z,t) = K up (0, t).
Além disso, note que u(z,t)|;=o = v(x), para toda u € A. Portanto,
OF (t*u(z, 1)) |=0 = k! v(x).
Agora, para todo j < k, temos

%(tku(x,t)) = Ck; tk_juj(a:,t).
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Segue, claramente, dai que
O (t*u(x, 1)) = = crjt"uj(2,t) =0 = 0.

Finalmente, vamos mostrar (|1.7)). De fato, note que a afirmacao ja foi mostrada tanto
para j = 1 quanto para j = 2. Suponhamos que a mesma seja valida para j = 1,....,[ — 1,
para [ — 1 < k e mostremos que é valida para j = [.

Com efeito,

Oy(tru(z, t)) = 3t(3H tk (96 t)
= Olk(k —1)... (k — (1 = 2)) "D g (2, 1))
=k(k=1)... (k= (I =2)(k ( D) " (2, 1)
+k(k—1)...(k—(1—2)) t*= Y0, uy_y (1)
=k(k=1)...(k=(-2 )(/f ( 1) 57wy (x, 1)
t

)
)
)
+h(k—1)... (k= (1—2)t* { i [o(z —ty) {n m-1(y) + ;%m—l(y)%} dy}
=k(k—1)... (k= —=2)(k—(1—1)) " wy(z,t)
—k(k=1)...(k=(1—2))t" l{f (z —ty) {n m-1(y) + Zaim_l(y)yz} dy}
)
)

)k = (1 =1) " [o(x —ty) m(y)dy

h(k—1).. (k= (-2
—2 )(k ( )) th= lul(xat)a

—k(k—1)...(k— (-

concluindo (|1.7)) parat # 0. Uma analise andloga a desenvolvida para mostrar a identidade
(1.2)) para t = 0, conclui ([1.7) para todo (z,t) € R"*!) o que encerra a demonstragao.
O

Corolario 1.1.1. Dada arbitrdria u; € C*J(R"), 0 < j < k, pode-se encontrar
u € C*R™1) tal que
Hu(x,t)|i—o = uj(z), Vi =0,... k.

Demonstrag¢ao. Vamos utilizar o processo de indugao. Para » = 0,1,...,k considere a

seguinte propriedade
P(r):u; € C¥I(R"),0<j <r=3u" € C*R") : du"(z,t)]m0 = uj(z), j=0,...,7

Mostremos, inicialmente, que P(0) é verdadeira. Defina u®(z,t) = ug(z), a qual ¢ de

classe C*(R™). Além disso, note que
az?uo(xv t)‘t=0 = UO(I>7

mostrando P(0).
Suponha, agora, P(r — 1) verdadeira e mostremos P(r). De fato, sejam ug, u1, . .., u,

fungoes dadas tais que u; € C*J(R™).
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Por hipotese, existe uma funcao u"~! € C*(R"*!) tal que
Hu (2, t)]m0 = uj(z), j=0,1,...,7—1.

Vamos agora encontrar uma funcio U (z,t) de classe C*(R™!) solugao do seguinte sistema

de equagoes

67{(Jv(‘lL‘7t)|t:0 = 07 ] <r
RU (2,10 = up(w) = Ou ! (2,0), j=r
Defina inicialmente fungoes v, e v como segue
r, r—1 Ur
vp(x) = up () — Ofu" (2, t)|4=0 € v = o

Como u"' € C*(R"™) e, portanto, dyu"~! € C*"(R"™!) e pelo fato de u, € C*"(R"),
temos que as fungoes v, e v sdo de classe C¥~"(R"). A seguir, tome ¢ € C>°(R") tal que
Jan @(z) dz =1, e defina a funcao V(z,t) por

Viet) = / o~ t)o(y) dy

Gracas a Proposicao m temos que t" V € C+=7+7 = Ck(R"*+1) e ¢ solucdo do seguinte

sistema: ]
HtV(x,t)=o=0, j<r
At V(a,t)mo=rlv(z), j=r

Seja U(x,t) = t" V(z,t) e defina a fungao u"(x,t) por u"(x,t) = u" Yz, t) + U(x,t).

Entdo, vemos que u” € C*(R") e, além disso, satisfaz as seguintes igualdades

Opu’ (2, t)|eo = OF (u" (2, 1) + U (2, 1)) 1=0

= Oyu" (@, )]i=0 + ur (@) = Ou" (@, t)]1=0 = ur(2),
e se j <r, entao
O’ (1) 1m0 = O] (" (2, 1) + U, 1)) |imo = uy(2),
completando assim a prova do corolario. O

Decorre deste corolario uma versao para multindices que, posteriormente, sera usado
no Teorema|l.2.1} Para a demonstracao do corolario abaixo, fixe m e n, nimeros naturais,

e suponha que RY = R™ x R” sendo N = m + n. Assim, temos que:
Corolario 1.1.2. Seja 1 € CF10(R™), 0 < |a| < k, entdo existe ¢ € CF(RYN), tal que

9y A, y)|e=0 =¥ (y), ¥V |a| <k.
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Demonstragao. Dado a = (j1,...,Jm) € ZT, tal que |o| = ji + -+ jn < k seja
Y € CFlel(R). Se ky = k — (jm + -+ + jo) entdo ky = k — |a| + j; implicando que
k — |a| = k; — j1 > 0. Deste modo, segue que ¢ € C¥1=91(R"). Como 0 < j; < ky, temos
pelo Coroléario que existe ¢; € C* (R x R") tal que

O ¢1(21,Y) =0 = Y(y)-

Seja ko = k — (jm + ... + j3). Entao, ks = ki + jo mostrando que k; = ky — jo > 0
e que ¢; € C*772(R x R") com 0 < j, < k. Novamente, pelo Corolario [1.1.1} existe
¢y € Ck2(R x R x R") tal que

8;22 ¢2(331, x27y)‘132=0 - ¢(‘T17 y)

Como j; < ko — ja, temos que

ag;ll 8;22 ¢2(3§'1,$2,y)‘x2:0 = 05:11 ¢<$1ay)7

de onde concluimos que

83311 85022 ¢2(ZL’1,(E2, y)’m:wzzo = agzll ¢($l>y)|$1=0 = w(y)

Continuando com este processo e definindo k; = k1 +j,, £ = 1,...,msendo kg = k—|«/,

vamos encontrar uma aplicacio ¢, € C* (R’ x R") tal que

8;11 a:]zzz s 83]512:11 ¢€—1(x17 L2y -y Tp—1, y)|x1:df2:“':$e—1:0 = @Z)(y)

Desse modo, sendo £ = m e k; = k, existe ¢,, € C*(R™ x R") de modo que

ai'll 8;2 ¢m<x1a ...7l’m,y)|x1:...:$m:0 - dj(y)

Assim, se ¢ = ¢, € © = (21, ..., T, ), temos portanto que

Iy d(x,y)|a=0 = U (y),

como queriamos demonstrar.

]

Observagao 1.1.2. Note que se ¢ € C*(R"), podemos encontrar ¢ € C>*(RY) sob as

mesmas condi¢oes do corolario acima, uma vez que k é arbitrario.

Muitas vezes, em Teoria das Distribuic¢oes, deseja-se substituir uma fungao por outra
com suporte compacto sem que as propriedades da funcao dada sejam perdidas em algum
conjunto compacto. Isto é feito através de uma multiplicacao por uma “funcao corte”

construida como segue:
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Proposicao 1.1.5. Sejam 2 C R™ conjunto aberto e K compacto de ). Entao existe
»eCX(Q) com0<¢<1 tal que p =1 em uma vizinhaga de K.

Demonstracao. Desde que K é compacto, temos que
d(K,R"\ Q) =inf{|lz —y|; x € K, y e R"\ Q} > 0.
Assim, existe € > 0 tal que
|v —y| >4e, Vo € K,V y e R"\ Q.
Defina, para cada r > 0,
K,={xeQ : |z —y| <r para algumy € K}.

Se x € K, entdo |xr — x| = 0 < r e, portanto, x € K, isto é, K C K,.. Mais que isso, K, é
vizinhanga de K, para todo r > 0. Seja v a funcgao caracteristica de K,.. Em particular,
v=1em K, ja que K C K. Considere x € C>(B(0,1)) tal que [x = 1. Assim, fica
definida x(z) = ¢ "x(z/€), a qual é suportada em B(0,¢) e [ x. = 1. Defina ¢ = v * x..

Afirmacao : supp ¢ C Ks.. De fato, note que

supp C supp v -+ supp Xe
= K26 + E(O, E).

Segue dai que, se © € supp ¢, entao x = x; + o, para algum x; € K, e para algum

zy € B(0,€). Existe, portanto, y € K tal que |, — y| < 2¢. Assim, 2 € K., pois
[z =yl =|(z1 +22) —y| = [(z1 —y) + 22| < [o1 — y[ + |v2] < 26+ € = 3e.

Como K3, C Q, temos que ¢ € C°(2). Resta mostrar que 0 < ¢ < 1leque ¢ =1 em K.

Com efeito,

0< () = /v(x —Y)xe(y)dy = /K Xe(y)dy < / Xe(y)dy = 1.

1= @)@) = 1-6() = (1*x)@) - (0*x)(@)
= [(1—v)*xd(@) = / yelz — 4)(1 — v)(y)dy

_ / Y@ =) =)y =0 & v=1 & ye K.
lz—y|<e
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Se = € K., entdo existe z € K tal que |x — z| < e. Logo,
ly—zl=[y—2)+(@—-2)<|y—a|+|z—z2[<ete=2e
isto é, y € Ky.. Portanto, ¢ =1 em K..

]

Para referéncia futura, uma informacao adicional sobre ¢, como construida no teorema

prévio, é dada pelo corolario abaixo.

Corolério 1.1.3. Para todo multindice o« € Z} existe uma constante Co, > 0, dependente

de a, tal que
10°G]| = < Cael.

Demonstracao. De fato, dado a € Z7, derivando sob o sinal de integragao obtemos

0% ()| = [0%(v * xe) ()] = [[v* I*(x)](2)].

Passando a desigualdade para o integrando no produto convolucao e usando o fato de que

v é a funcao caracteristica do compacto K»., temos que

|&wwng/

Ko

Wﬂhﬂx—wﬂyZ/‘€”€MKWXH@—yV@My

Kae

Efetuando a mudancga de variavel y = x — €z, obtemos

|0%¢()] S/ e 10 x(2)ldz < (sup |0%x(2)])|[Kacle ! = Cae™,

Koc z€Ko,

como queriamos demonstrar. O

Exemplo 1.1.1. Dado N > 0 existe uma fungao ¢ € C*°(R) tal que

- _{ /NI, te[-1/2,1/2]

N 0, It > 1

e, além disso, para cada M > 0 existe uma constante c;; > 0, dependente de M, tal que

M
Z ||¢(€)||L°°(R) < cu.
=0

Com efeito, considere, na Proposicao o caso particular em que Q = (—1,1) e
K =[-1/2,1/2]. Entao, existe ¢ € C*°(2) com 0 < ¢ < 1 tal que ¢ = 1 em vizinhaga
de K. De modo natural, estenda ¢ sobre R, considerando ¢ = 0 fora de (—1,1). Temos,
neste caso, que € = 1/8. Se 0 < ¢ < M, entdo, pelo Corolario ,

l6@]|z= < c 8.
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Além disso, considere
tN

)=

e, portanto,
IF e oany 1, VLS M.

Defina ¢ = f ¢. Entao, v € C°(R) e

) /N e [-1/2,1/2]
viD) = { 0, |t|>1

Além disso, pela Regra de Leibniz, obtemos

0 0
¢ y ¢
1O e = 0O [z c10) < < ) ) £ e 1) 1691z < < . ) c8Y = ¢,
i=0 i=0

para 0 < ¢ < M. Tome c); = max ¢y, concluindo o exemplo.

1.1.2 Distribuicoes

Um dos objetivos deste capitulo é estudarmos funcionais lineares continuos definidos
sobre C2°(2). Entretanto, a nogao de continuidade para estes ¢ garantida pela escolha
de uma topologia para o espaco das fungoes-teste. De forma despretenciosa, segue aqui

alguns fatos e defini¢oes que levam a nogao (desejada, convenientemente) de convergéncia

em CX(Q).

Definicao 1.1.5. Sejam E um espago vetorial sobre um corpo K e T uma topologia sobre

E tais que as aplicagoes abaizo sejam continuas

(v, y) EEXE +— x+y€FE
(Mz) e KXE —— M €EF.

Neste caso, dizemos que (E,T) é um espago vetorial topoldgico .

Defini¢ao 1.1.6. Sejam E espago vetorial e p : E —— [0, +00) uma aplica¢io. Dizemos

que a aplicagao p € seminorma sobre E/ se para todo x,y € E e todo \ € K wvale
(i) ploz) = |alp(z);
(ii) plz+y) <plx) +py).

Definigao 1.1.7. Seja (pi)r>1 uma familia enumerdvel de seminormas definidas sobre E,

onde E é espago vetorial. Dizemos que (pi)i>1 € separdvel se

pr(z) =0, Vk=2=0.
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Seja E um espago vetorial munido de uma familia (pg)r>1 enumeravel de seminormas,
separavel. Obtemos, portanto, uma topologia em FE, gerada por vizinhancas dadas por

intersecgoes finitas de semibolas da forma
Bp(x07r) = {ZIZ’ € Ea p(l’ - $0) < T}a

o que torna F um espaco vetorial topologico.
Se essa topologia é metrizavel e E é completo segundo esta métrica, dizemos que E é

um espaco de Fréchet.

Exemplo 1.1.2. Fixado m € Z, seja K compacto de €. Para cada j = 1,2,..., defina

K como sendo
K;={z e R"; d(z,R"\ Q) > 1/j} n{z € R"; |z] < j}.

Note que
Q= UKJ e K] CcC KjJrl,
j=1

isto ¢, K; C K;11. Dada ¢ € C™(Q), definimos

pi(¢) = sup sup [07¢(z)].
lo|<m K
O conjunto (p;);>1 constitui uma familia enumeravel de seminormas separavel e, além
disso, C™(2) é espaco de Fréchet.
O mesmo se conclui para C*°(2) se considerarmos (p; ) j>1 , a familia de seminormas

meZy
definida como no exemplo acima. Assim, definimos:

Definigao 1.1.8. Dada uma sequéncia {¢;} de fungoes em C™(RY), dizemos que ¢;
converge a zero em C™ (), e escrevemos ¢p; — 0 em C™(S2), se para todo compacto

K
0%¢j(x) — 0 uniformemente em K, V |o| < m.

Definicao 1.1.9. Dada uma sequéncia {¢;} de fungoes em C>(2), dizemos que ¢,
converge a zero em C*(), e escrevemos ¢; — 0 em C*>°(Q), se para todo compacto
K

0%¢;(x) — 0 uniformemente em K, Vo € Z".

Definicao 1.1.10. Um funcional linear u : C*(2) — C é continuo se existem um

compacto K de §2, uma constante C >0 e m € Z, tais que

u(@)] < C Y sup|[0°6(x)], ¥ & € C(Q). (1.8)

laf<m
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Exemplo 1.1.3. Seja K compacto de €. Denotemos por C%(£2) o conjunto dado por
Cx () ={¢ € C>(Q); supp¢ C K}.

Consideremos novamente a familia de compactos K, como no exemplo prévio. Cada

C’j’(oj (€2) € um espago de Fréchet com a familia de seminormas (px, m)m>1 definidas por

Pr;m(®) = sup sup [0%¢(z)].

la|<m K

Por vezes, escreveremos C°(K') para denotar C52(€2).

Queremos agora munir C°(€2) com uma topologia. Note que
Ccr(Q) = Jor (9.
j=1

Se considerarmos a familia (px,m) j>1, , acabamos obtendo a topologia de C*().
mEZy

Munimos, portanto, C°(£2) com a topologia mais fina que torna as inclusoes
ij O (Kj) — CZ(Q)

continuas.

Portanto, definimos:

Defini¢ao 1.1.11. Dada uma sequéncia {¢;} de funcoes em CX(Q), dizemos que ¢;
converge a zero em CX(Q2), e escrevemos ¢; — 0 em C°(12), se

(i) existe compacto K de Q) tal que supp ¢; C K, V j;

(ii) 0%¢;(x) — 0 uniformemente, para todo o € Z;.

Defini¢ao 1.1.12. Um funcional linear u : CX(Q2) — C € continuo se, e somente se,

dado compacto K, existem constante C' >0 e m € Z, tais que

[u(@)| < C Y sup|0°b(x)|, V ¢ € CZ(K). (1.9)

laj<m

Defini¢ao 1.1.13. Um funcional v : C*(Q2) — C € chamado de distribuicao se o

mesmo for linear e continuo. O espago das distribui¢oes é denotado por D'(£2).

O estudo e criagao da Teoria das Distribuigoes originou-se nas maos do matematico
francés Laurent Schwartz que por seu primoroso trabalho foi laureado com a Medalha
Fields. Schwartz denotava o espago das fungoes-teste simplesmente por escrever D(€), o
que justifica a nota¢ao D’'(Q2) para o seu dual topologico.

Por vezes, para denotar a distribuicao u agindo em uma fungao-teste ¢ vamos usar

(u, @) no lugar de u(9).
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Exemplo 1.1.4. Fixada f € L] .(Q), defina T} : C°(Q2) — C pondo

loc

Ty(6) = /Q f(@)d(x)dz,

a qual estd bem definida e, além disso, define uma distribuicao, pois

15 (@) < cllol L=

Portanto, toda funcao localmente integravel define uma distribui¢ao. Identificamos,

1

e com uma distribuicao e, por esta razao, dada f €

assim, cada funcao de L
LL .(Q) ndo a distinguiremos da distribuigao 7y a ela associada. Além de Li (),
por meio desta identificagdo, estao também contemplados seus subspagos como

C(Q),C*(Q),C>(Q), LP(Q), entre outros.

Proposicao 1.1.6. Um funcional linear u : C°(2) — C € distribuicdo se, e somente

se, for sequencialmente continuo, ou seja,
Vo€ CX (), ¢p; — 0 em C*(Q2) = u(¢p;) — 0 em C. (1.10)

Demonstragao. Suponha u distribuicao e seja {¢;} sequéncia de funcoes em C®(Q)
convergindo a zero. Portanto, existe compacto K no qual cada ¢; esta suportada. Por

(1.9), existem constantes C' > 0 e inteiro ndo-negativo m tais que

[u(¢))| < C Y sup |0°¢y(x)|, ¥ ¢; € CZ(K).

laj<m

Desde que todas as derivadas de ¢; convergem uniformemente a zero e, em particular,
as de ordem menor ou igual que m, obtemos que u(¢;) — 0 em C.

Reciprocamente, suponha que nao seja valida, isto é, existe compacto K de ()
para o qual nao vale para quaisquer que sejam C' > 0 e m € Z,. Assim, para cada
J € Zy, existe ¢; € CX(K) tal que

u(é;)| > ) sup [0°¢;(x)] > 0.

laf<j

Além disso, suponhamos que u(¢;) = 1 para todo j. Portanto,

1 .
0< Z sup [9%¢;(z)| < 7 v,

|| <j

implicando que as derivadas de ¢; convergem uniformemente a zero quando j — 0.
Logo, ¢; — 0 em C°(Q2) ao mesmo tempo que u(¢;) permanece constante a medida que
j cresce, contrariando a hipotese. Logo, u é distribuicao, como queriamos demonstrar.

]
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Defini¢ao 1.1.14. Seja u € D'(2). Dizemos que u é de ordem menor ou igual que
m se existe constante m € Z. tal que para todo compacto K, exista constante C' > 0,

dependendo de K, de modo que

[u(@)] < C Y sup|0°(x)], V 6 € CZ(K). (1.11)

la|<m

Ainda, dizemos que u possui ordem m se m € o menor inteiro satisfazendo (1.11)).
Denotamos o espac¢o das distribuicoes de ordem menor ou igual que m e o espaco das

distribuicoes de ordem m por D'"™(Q) e D'™(Q), respectivamente.

Exemplo 1.1.5. Fixado xy € 2, temos que o funcional d,, : C°(€2) — C, definido por

C

0ao (@) = (o), V ¢ € CZ(Q), (1.12)

define uma distribuicdo. Além disso, a mesma possui ordem zero.

Exemplo 1.1.6. Considere Q N [0,1] = {r; | j € N} uma enumeracdo dos racionais no

intervalo [0, 1]. Defina f da seguinte forma:
f= Z 9j Tt
j=1
Temos que f € D'(R). De fato, considere a soma parcial
1
Sp = Z 2_] 57”]-7
j=1

a qual é distribuigao, uma vez que é soma finita de distribuigoes. Ainda, dada ¢ € C°(R),

temos que para todo ¢ e k naturais, com ¢ < k, vale que
1 ¢ 1 1
(56, @) — (se,9)| = !Zl 57 0(r) = Z ol < Wl 3 55— 0
7= 7= j=t+

quando ¢, k — oo. Isto mostra que a sequéncia das somas parciais (s,, ¢) é de Cauchy
e, portanto, f € D'(R). Além disso, vale

[(f, o) < Clo]| e,

ou seja, f possui ordem nula.

A distribuicao no Exemplo|[I.1.5|constitui um importante exemplo dentro da teoria das
distribuicoes e por esta razao, devido ao fisico Paul Dirac, recebe o nome de delta de Dirac
centrada em xy. Quando xg = 0, denotamos-a por d e nos referimos a ela simplesmente

por dizer delta de Dirac.
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Observagao 1.1.3. Munimos D’(2) com a topologia fraca®, ou seja, a topologia gerada

pelas seminormas

[ulls = [u(¢)l, ¥ & € CZ(Q),

que, por sua vez, nos da a seguinte nogao de convergéncia (pontual):
u; — 0 em D'(Q) < u;(¢) — 0 em C.

Na segao anterior definimos o suporte de uma funcao localmente integravel. Uma vez

que a mesma é uma distribuigao, desejamos que, se existir (e existe) uma nogao de suporte

1

de distribuigao, esta coincida com a nogao de suporte de uma funcao em L, .

Antes disso, precisamos estabelecer algumas nocoes prévias como, por exemplo, a
restricao de uma distribui¢ao por um aberto. Outra nogao é a ferramenta conhecida por

particao da unidade.

Lema 1.1.2. Sejam Qq, ..., abertos de R" e

k
Q=
j=1

Se ¢ € CX(Q), entao existem ¢r, ..., ¢ tais que ¢; € CX(;), parai=1,... k, e

k
¢=Z¢j- (1.13)

Demonstragao. Dada ¢ € C°(S2), temos que o suporte de ¢ é compacto. Pelo Teorema

de Borel-Lebesgue, existem compactos K7, ..., Ky, tais que K; C Q;, paraj=1,...,k, e

k
supp ¢ C U K;.
j=1
Para cada j = 1,..., k, considere, pela Proposicao [1.1.5] ©; € C°(§2;) tal que ¢; =1 em
uma vizinhanca de K. Defina ¢y, ¢o, ..., ¢y, por

¢i(z) = o(x)r()
Go(x) = Pla)ha(z)(1 — th)(x)
Pe(r) = O(@)Yn(x)(1 = Yp-a)(@)... (1= th)(2)

Temos que supp ¢; C €2}, pois supp ¢; C 1;. Além disso, temos que

—¢(x) + Z ¢5(x) = ¢lz) [ (1 = ) ().

Jj=1
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Se x € Kj, para algum j = 1,...,k, entao ¢;(x) = 1. Por outro lado, se x ¢ K, para
todo j =1,...,k, entdo x ¢ supp ¢ e, portanto, ¢(x) = 0. Logo,

]

Definigao 1.1.15. Seja u € D'(Q2). Para U aberto de (), definimos a restrigao de u ao

aberto U como sendo
uly(¢) = u(¢), Vo € CZ(U).

Teorema 1.1.1. Se u € D'(Q) € tal que para cada x € ), existe aberto U, x € U, com

uly =0, entdao u = 0.

Demonstragao. Seja ¢ € C°(2). Uma vez que supp ¢ é compacto, existem Uy, .. ., Uy tal

que

k
ulg, =0, Vji=1,...,k esuppgzﬁQUUj.
j=1

Pelo Lema existem ¢; € C°(U;) satisfazendo (|1.13) e tais que supp ¢; C U;, para
j=1,... k. Portanto,

u(@) = u(¢;) =0

—1

<

Desde que ¢ é arbitraria, concluimos que u = 0.
m

Definigao 1.1.16. Dada uma distribuicio v € D'(Q)), definimos o suporte de u, e
denotamos supp u, como sendo o conjunto dos x € €2, tais que nao existe vizinhaca de x

na qual u seja nula.

Note que o suporte de uma distribuicao é um conjunto fechado relativo a 2. Além
disso, se u é uma distribui¢do, entdo o complementar do suporte de u, €\ suppu, é o

maior aberto no qual ela se anula.

Defini¢ao 1.1.17. Dada uma distribuicao u € D'(QY), dizemos que u € de suporte
compacto se o suporte de u € compacto e denotamos por E'(2) o espaco das distribuicoes

cujo suporte € compacto.

A propria delta de Dirac é um exemplo de distribuicao cujo suporte é compacto, uma

vez que ela estd suportada na origem, como veremos mais adiante.

Exemplo 1.1.7. Considere a distribuicao dada no Exemplo [1.1.6] A distribui¢cao em

questdo pertence a £'(R). Mais que isso, temos que

supp f = [0, 1].
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Com efeito, como veremos adiante, o suporte da delta de Dirac centrada em r; é o proprio
{r;}. Dai, segue que

o0}

supp f C Usuppé,,j = U{rj} CcQnjo,1] co,1].

j=1 j=1

Por outro lado, para mostrar que [0, 1] C supp f, seja = € [0, 1]. Qualquer vizinhanga
aberta U de x contém racionais r; € [0, 1]. Portanto, f restrita a U é nao-nula. Logo,
nao existe vizinhanca de x na qual f se anula, isto é, z € supp f, concluindo a inclusao

desejada.

Em Teoria das Distribuigoes, muitas vezes, estamos interessados em estender
distribui¢oes a funcionais lineares continuos sobre algum espaco. Por exemplo, é possivel
estender uma distribuigdo a um funcional linear continuo definido sobre C'*°(£2)? Se é
possivel, sob quais condigoes?

E com o intuito de responder estas questoes que apresentemos os seguintes resultados.

Proposigao 1.1.7. Seja u € D'(2). Entdo, u pode ser estendido a um funcional linear
u definido sobre

{p € C™(Q) : suppuNsuppp CC N}

de maneira unica, satisfazendo:
(i) a(p) =0,V e C>®(Q) tal que suppu N supp ¢ = 0;
(i) a(p) = ulp), Ve CE(Q).

Demonstracao. Mostremos, inicialmente, a unicidade de tal extensao.
Seja @ € CX(Q) tal que suppu Nsuppy CC Q. Defina K = suppu N suppp, o
qual é compacto. Desse modo, pela Proposicao existe 1 € CX(Q), ¥ = 1 em uma

vizinhaca U de K. Além disso, temos que
o=+ (1 -v)p=vo+er
Desde que supp ¢y C supp ¢, obtemos que ¢ € C(Q2). Ainda, ¢; € C*(Q2) e vale que
supp u N supp 1 = 0.

De fato, se z € supp 1, entao existe x,, € 2 com ¢;(z,) # 0, para todo n € N, tal que

x, — x. Portanto, para cada n € N, temos

o1(zn) = (1 = Y(zn))p(zn) # 0= ¢(2,) #0 e P(z,) # 1
— x, € (Q\ U) Nsupp ¢y, ¥V n.
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Assim, como (2\ U) N suppy; é fechado em 2 e z, — =z, obtemos que =z €
(Q\U) N supp p;1. Ainda, desde que x € Q\U e K C U, entdao z ¢ K = supp uNsupp ¢
e, portanto, x ¢ supp u, mostrando que suppu Nsuppp; = 0. Seja E = {p € C>(Q) :
suppu Nsuppe CC }. Suponha, portanto, que exista @ : £ — C satisfazendo as

condigoes (i) e (ii). Desse modo, para toda ¢ € F, temos

U(p) = (o + 1) = U(po) + U(p1) = (o) = u(po).

Dai, se existe u; tal qual 4, entao

U1 (p) = ulpo) = u(yp), Yy € E,

ou seja, u; = u, mostrando a unicidade. Para mostrar a existéncia, dada ¢ € F,
escrevemos ¢ = g + 1, onde g € CX(Q) e o1 € C*(Q) tal que supp u N supp ¢ = 0.
Assim, defina u : E — C, por

() = ufpo).

Sejam ¢y € C°(2) e ¢ € C(R2) como gy e i, respectivamente, e tais que

0= ¢o+ ¢1.

Defina x = ¢ — ¢9. Dal, segue que x € C®(Q2). Por outro lado, temos também que
X = ¢1 — ¢1, que implica em suppu N supp x = (). Assim,

a(x) = u(x +0) = u(x) = 0 = u(p) = ulpo) = u(do) = u(p),

mostrando que @ esta bem definida.
Agora, se p € C(Q) tal que suppu Nsupp = (), entdo p = 0+ ¢1, onde g = 0 e
1 = . Portanto, a(p) = 0. Logo, 4 satisfaz (i). Se ¢ € C(Q2), entdo ¢ = ¢ + 0, onde
wo = . Assim, u(p) = u(pg) = u(p), mostrando a condigao (ii).
O

Corolario 1.1.4. Se u € £'(2), entdo u € estendido de maneira inica a um funcional

linear sobre C*°(Q2) satisfazendo (i) e (ii) como na proposicao acima.

Demonstragao. Se u € £'(2), entdo
suppu Nsupp p CC Q, ¥V p € C(Q).

Temos, portanto, que E, como na Proposi¢ao [1.1.7] coincide com C*°(Q2). Logo, u é
estendido unicamente a um funcional linear sobre C*(2) obdecendo as condigoes (i) e

(ii). 0

Mais que isso, temos a seguinte proposigao:
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Proposigao 1.1.8. £'(Q2) ¢ o dual topoldgico de C>*(2) com a topologia definida pelas
seminormas

o [ @llmu = > sup |9 ¢,

laf<m

onde K percorre todos os compactos de 2 em € Z, .

Demonstragao. Seja u € £'(2). Pelo corolario anterior, u admite uma tnica extensao
linear sobre C*°(€2). Vamos denotar tal extensao pela propria u. Além disso, considere
Y € CP(Q), com ¢ = 1 em uma vizinhanga de suppu. Assim, para toda ¢ € C*(Q),

eSCrevemos
0 =Y+ (1 —1)p.

Desde que supp uNsupp(1l — 1) = 0, temos que u(p) = u(py). Para K = supp v, existe
C>0eme Z,, tais que

u(@)] < C Y sup |79, Vo € C(K).

laj<m

Em particular, supp ¢ 1 C suppy = K. Portanto, pela Regra de Leibniz, obtemos que

u(@)] = [u(pv)] < € 37 sup |9*(0)| < ' 37 sup 0| = gl

|| <m 1B1<m

isto é, u € um funcional linear continuo sobre C*°(2). Reciprocamente, seja v um funcional
linear continuo em C*°(Q2). Entdo, existe compacto L e constantes C' > 0 e m € Z, tais
que

[0()] < Cllgllm, = C > sup|9“|, Vo € C(Q). (1.14)

laf<m

Se u = v|ce(q), entao u € £'(Q2). Com efeito, u ¢é linear, uma vez que v o é. Agora, dada
sequéncia ¢; — 0 em C°(€2), existe compacto K que contém o suporte de cada ¢;. Caso
LN K =), note que

Slip |0%p;] = 0. (1.15)

Se LN K # (), temos que
sup [0%¢;| = sup [0%¢;| < sup|0®¢;|. (1.16)
L LNK K

Em ambos os casos, usando a estimativa (|1.14) combinada com (1.15) e (1.16)),

respectivamente, para cada ¢; e fazendo j — 0o, temos que u(¢;) — 0 em C, mostrando
a continuidade de wu.
Resta mostrar que u possui suporte compacto. Para tanto, mostremos que suppu C L.

De fato, se x ¢ L, entdo existe § > 0, tal que B(z,0) C Q\ L. Assim, para toda
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p € CX(B(z,9)), vale

()] < Cll@llmr =C D sup|dp| = 0.

la<m

Portanto, u(¢) = 0, para toda ¢ € C®°(B(x,9)), isto é, x ¢ suppu. Logo, u € £'(Q).
O

Da mesma forma como as distribui¢oes de suporte compacto podem ser estendidas a
funcionais lineares sobre fungoes de classe C*°, podemos também estender as distribuicoes
de ordem finita sobre um espacgo de funcgoes, cujo suporte é compacto, sem exigir muito

da regularidade destas.

Proposig¢ao 1.1.9. Se u € D’(m)(Q), entdao u pode ser estendida a um funcional linear
definido sobre C""(2).

Demonstragao. Seja u € D™ Temos que para todo compacto K existe C' > 0, tal que

u(e)] < C ) sup|dpl, Ve € CX(K).

la<m

Fixe ¢ € C(R) e seja K compacto de §). Temos que existe compacto L de modo que
K C L esuppp C L. Pela Proposicao |1.1.3] existe {¢,} C C(L) tal que

sup [0%p; — 0% — 0, V o] < m. (1.17)
Portanto, definimos
u(p) = lim u(yp;). (1.18)
j—00

Tal limite existe, pois dados j,¢ € N, temos que

u(ip;) — upe)| = lu(p; — o) < C D sup|0®(; — @0)l. (1.19)

laj<m

Fazendo j, { — oo, temos, por (1.17)) e (1.19), que {u(p;)} é sequéncia de Cauchy e, uma
vez que C & completo, o limite em ([1.18)) existe. Ainda, suponha que exista {¢}} C C°(L),

assim como {y,}, isto é,

sup [0%¢; — 0% — 0, V |af < m.

() — u(ip;)] = |ulel — )| < C > sup |0°(¢} — )| + sup [0°(; — ¢

laj<m

— 0, quando j — oo.
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Entao, limu(p;) = limu(¢}), o que mostra a boa defini¢do de u. Ainda, para cada j € N,

vale, em particular, ja que supp ¢; C L, que

[ulp;)] < C Y sup07p,]. (1.20)

la<m

Fazendo 7 — oo, em ((1.20)), vem que

i(e)] < C ) supldpl, Vo € CIM(Q).

laf<m

Portanto, @ pertence ao dual topologico de C*(€2).
]

Definicao 1.1.18. Dado m € Z., definimos o espaco das distribui¢coes com suporte

compacto, cuja ordem é menor iqual que m, denotado por 8’(m), ou seja,
g =g npt™.

Nos teoremas que seguem, nao distinguiremos a distribuicao de sua extensao. O

teorema a seguir reune, em sua esséncia, as duas ultimas proposigoes.

Teorema 1.1.2. Se u € £™(Q), entio u pode ser estendida a um funcional linear

continuo sobre C™(S).

Demonstragao. Seja u € 5’(m)(§2). Por definicao, u € D’(m)(Q) e suppu é compacto.
Vamos denotar a extensdo linear de u sobre C!"(f2), dada na proposi¢do prévia, pela
propria u. Considere ¢ € C(2), com ¥ = 1 em uma vizinhanga U do suporte de u.

Assim, dada ¢ € C™(£2), escrevemos

o=+ (1 =)o = o+ 1,

com ¢y € C™(Q) e suppu Nsupp ¢; = 0. Defina, portanto,

i(p) = u(wpo).

Da mesma forma, como na Proposicao [1.1.7], mostra-se que u estd bem definida. Ainda,

como supp Y C supp ¥, existe C' > 0, tal que

()| = |u(ipp)] < C > sup|0* ()| < C" > sup|0”g|, ¥ o € C™(Q),

|| <m la|<m

mostrando que u esta no dual topolégico de C™ ().
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Vamos dar agora um exemplo de uma familia de distribui¢oes cujo suporte é compacto

e, além disso, a ordem é finita.

Exemplo 1.1.8. Fixado y € R", defina, para a € Z7, u, : C°(R") — C por

Ua (@) = 0“P(y).

O conjunto {uoé}oéezrjr constitui uma familia especial de distribuigoes que satisfaz as
condigoes do teorema acima, pois cada u, ¢é distribuigao de ordem finita e com suporte
compacto. Mais que isso, temos que u, é de ordem || e supp u, = {y}.

Com efeito, suponhamos, inicialmente, que @ = 0. Convenientemente, neste caso,

denotemos u, por d,. Facilmente, obtemos que ¢, é distribuicao de ordem 0, pois

10,(9)] = [6(y)| < sup [p(x)].

xER™
Agora, vamos mostrar que:
a) {y} Csuppdy ;

b) suppd, C {y}.

Para mostrar a), suponha que = ¢ supp ¢, e mostremos que x # y. Temos que existe

e > 0 tal que
dy(¢) =0, V¢ € C(B(x,¢)).

Se ocorresse que x = y, entao dada vizinhanga qualquer U de x e tal que U C B(xz,€),

considere ¢ € C®(B(z,€)), de modo que ¢ =1 em U. Logo,

oy(p) = w(y) =1 #0,

o que é um absurdo. Logo, a inclusdo em a) esta satisfeita.
Por outro lado, para provar b), dado x € R", suponha x # y e vamos mostrar que
x ¢ suppd,. De fato, seja 0 < € < |z — y|. Para toda ¢ € C°(B(x,€)), tem-se

Portanto, vale b). Logo, suppd, = {y}.
Mostremos as inclusoes equivalentes aos itens a) e b) para u,, no caso em que « # 0.
Para a), seja x¢ ¢ supp u, e vamos mostrar que xg # y. Temos que existe U vizinhanga

aberta de z( tal que
us(¢) =0, ¥ ¢ € CZ(U).

Suponha que zyp = y. Seja ¢ € CX(U), com ¢ = 1 em vizinhanca de xy. Defina
¢» € C=(U), por
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Temos, pela Regra de Leibniz, que

p(z) = < 5 ) 070" %y(x) Z¢ +)  Cpar® P Py ().

B<a B<a

Portanto,

ua(®) = 06 (y Zw = |a] # 0,

contradizendo o fato de x(y pertencer ao suporte de u,. Para a outra inclusao, seja
T € Supp u,. Suponha que x # y e, portanto, considere uma bola centrada em x a qual
nao contém y. Claramente, temos que u, se anula nesta vizinhaga de x, contrariando o

fato de = estar no suporte de u,. Conclui-se, dai, que suppu, = {y}.

Resta mostrar que u, tem ordem |a|. E claro que

[ua(0)] = 1076 (y |<Zsup 0 (),

IER"

isto ¢, u, tem ordem menor ou igual que |af.

Vamos mostrar que u, ¢ D'1*™Y. De fato, seja ¥ € C=(B(0,1)) tal que (0) =

Para r > 0 fixado, defina
« r—y
o) = (o (251,

,
Assim,
) = o) = e =)o ()
_ o 153 o aqa—pB r—Yy
_Bga<5>8(x y)*0 w( . )
Mas,
5/ a _ 0, <«
0" (x —y) |:c:y {a!, ﬁ:oz.
Logo,
Ua(pr) = alP(0) =al, Vr > 0. (1.21)

Suponha, agora, |3| < |a|. Temos, a partir da Regra de Leibniz, que
sup |0%¢, ()| < C rlo=18l, (1.22)

Fazendo r — 0, temos que sup |0°p,(z)] — 0. A partir das equagoes (1.22)) e (1.21)),

mostramos que existe compacto L = B(0,1) e ¢ € C>®(B(0, 1)) tais que, para qualquer
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C > 0, nao vale a seguinte estimativa:

u@) <C Y suployl,

1BI<|al-1
. . —1 .
isto &, ua ¢ D17V concluindo que u, tem ordem |al.

Vamos denotar u,, como no exemplo acima, por 5§a). Portanto, acabamos de mostrar
que 5?50‘) esta suportada em {y} e possui ordem |a|. Reciprocamente, se u é uma

distribui¢ao de ordem k e suppu = {y}, entao

u(@) = Y aadi(9), ¥ ¢ € C,

| <k

para algumas constantes a, € C.

Este é o assunto do proximo teorema.

Lema 1.1.3. Seu € & com ordem menor ou iqual a k e se ¢ € C*, ¢ tal que
0% ¢(x) =0, V]a| <k, Vx€suppu,
entio u(¢p) = 0.

Demonstragdo. Recordemos que u(¢) esta definida para toda ¢ € CF. Ainda, existe uma
tinica extensao de u para toda ¢ € C*, para as quais u(¢) = 0 quando supp uNsupp ¢ = (.

Se K ¢é vizinhanga de supp u, vale, além disso, que

(@)l < C Y sup|o®gl, V ¢ € C*.

o] <k

Pela Proposigao [I.1.5, podemos considerar ¢. € C°, ¢, = 1, em vizinhanga de suppu,

tal que ¢, se anula fora de

M. =A{y: |y — x| <e, paraalgumaz € supp},

0% ] < O, ¥ [a] < k.

Afirmemos que supp uNsupp(l — @) = (). De fato, dado x € supp u, vamos mostrar
que o mesmo nao estd em supp(l — ¢.). Temos que existe § > 0 tal que B(x,d) esteja

contida em vizinhaca de x na qual ¢. = 1. Assim,
(1= o) (y)o(y) =0, Vy € B(z,9).

Logo, = ¢ supp(1l — ¢.)o.
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Dai, segue que u((1 — ¢¢)¢) = 0. Desde que u = (¢¢)¢ + (1 — ¢¢)¢p, temos que

Desde que u € D' e é de ordem menor ou igual que k, temos que para qualquer compacto
K, existe C' > 0 tal que

u(p)] < C ) sup|dpl, V ¢ € CH(K).

lof <k

Em particular, a estimativa acima vale para K = M, e para ¢ = ¢.¢, cujo suporte esta

contido em K. Desse modo, se 0 < € < 1, temos

[u(@)] = |u(ged)| < C > sup|0%(6eo)|

jaj<k Me

<’ Z Z sup 07907 ¢|

la] <k B+y=a Me

<C" Y sup |07 ][9]

1<k e
<o Y iy
1B1+IvI<k ‘
<o Y Pl
Me
lyI<k—[B]
<073 Pl F sl
Me
lvI<k
=C"” Z sup |07 ¢| + C" Z =k sup |97 ¢).
[vl=k € |v|<k €

Vamos mostrar que €71=* sup,,. [07¢| — 0, quando € — 0. Com efeito, suponha |y| = k.
Desde que 07¢ é uniformemente continua, dado § > 0, existe § > 0 tal que se [z —w| < &,
entdo |07¢(z) — Ip(w)| < §. Assim, para todo € < § e para cada y € M., existe
x, € suppu tal que

ly — x| <e<d,

o que implica em
1070(y)| = [07d(y) — " p(xy)] < 0.

Isso mostra que sup,, [07¢| — 0, quando ¢ — 0. Quando |y| < k, temos também que
dado y € M., existe x € suppu tal que

ly —zy| <e.
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Fixados y e z, defina 7 : [0,1] — R, por

n(t) = 0oz + t(y — x)).

Aplicando a férmula de Taylor para 7, temos

(0) = 00) + WO + O+t o 1(0) g
t) = n(0) + 7/ (0)t + 7" (0) = + .. + 7 M71(0) -——s + P (5) ——,
YT e (k= I 1) (k=T
para s € (0,t). Note que
n(0) = 7/'(0) = 0"(0) = ... = "~ "71(0) = 0
Assim, para t = 1, obtemos
W= (L) row sty -
T \a T =T
(y —2)°
=0%(x+s(y —x)) ———,
AR T
onde |a| =k e |5| = k — |y|. Portanto,
" sup [97¢| = €717 F sup (1)
M. M.
B
— =k o o)’
€ Sj\l/l[p oz + sy Z‘))(k D
< " Fsup sup |0%¢(x + s(y — x))M
M, 0<s<1 (k= [yD!
_ 2\B
= eFsup sup |0%(x + s(y — z ‘M‘
‘ M€p0<sI<)1’ o (v ) (k= |v])!
< ik sup sup [9°(s -+ sly — o)) L
M. 0<s<1 (k= |v])!
< M Fsup sup [0%p(x + s(y — a:))\—w i
o M, 0<s<1 (k= |v])!
1 e—0

= = Sup sup |0%¢(x +s(y — x))| — 0,
(k— v m. 0<s<1
pois |a| = k. Logo, u(¢) = 0.
]

Teorema 1.1.3. Se u é uma distribui¢ao de ordem k tal que suppu = {y}, entao u é da

forma

u(@) = Y aad®(9), ¥ ¢ € C*,

lal<k

para constantes a,, € C.
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Demonstracio. Dada ¢ € C*, temos, pela expansdo em Taylor em torno de y, que

o) = oy + (- v) = 3 061" 4w,

ol
|| <k

onde

!
|a|=k+1

\Il(x):(kJrl)/(l—t)k > a%(;;w@—@)wdt.

Temos que 0°U(y) =0, V |B] < k. Pelo lema prévio, temos que u(¥) = 0. Portanto,

a linearidade de u fornece

]

Recorde que, como mencionado inicialmente, estamos interessados em estudar
distribuicoes cujo suporte, além de compacto, estd contido em um hiperplano. Mais
que isso, estamos interessados em apresentar um resultado de decomposi¢ao, analogo ao
teorema prévio, mas para esta classe particular de distribuicoes.

Antes de realizarmos efetivamente este passo, vamos estabelecer algumas ferramentas

da Teoria das Distribuicoes, entre elas o produto tensorial.

1.1.3 Operacoes com distribuicoes

Considere o operador linear L : C(Q) — C(2). Suponhamos que L é continuo

no sentido que se ¢; converge a zero em C°(€2), entao L(¢;) converge a zero em C(€Q2).

Definicao 1.1.19. Definimos o transposto formal de L como sendo o operador
Lt CX(Q) — C(Q) que satisfaz

/(L(p)wdx = /(p(Ltzb)dx, Vo, € CF(Q). (1.23)



39

Exemplo 1.1.9. Seja L : C°(2) — C°(2), dado por

0
L(p) = 35 Y p € CZ(Q).
J

Temos que o transposto formal de L é dado por

L'(p) = —% = —L(p), Y € CZ(Q).

De modo mais geral, temos:

Exemplo 1.1.10. Dado a € Z, defina L = 9*. Portanto, obtemos que
Lt = (=1)L.

Exemplo 1.1.11. Seja f € C*(£2). Defina o operador L pelo produto de f por ¢, para
toda fungao ¢ € C(1), isto é,
L(p) = fe.

Neste caso, o transposto formal de L é o proprio, ou seja, Lt = L.

Observagao 1.1.4. Seja L : C*(Q) — C=(Q2) operador linear continuo e L' seu

transposto formal. Podemos estender L, de maneira tnica, a um operador
L:D(Q) — D'(Q)
da seguinte forma: se u € D'(Q2), entao
(Lu, p) = (u, L'p), ¥ ¢ € C(9).
Vamos usar o proprio L para denotar L.

Assim, para u € D'(12), decorre dos exemplos acima bem como da prévia observacao

que:
o (0%u, @) = (—1)l*l{u,0%¢)  (derivagao)
o (fu,o) = (u, fe) (produto por uma fun¢ao C'*°)

Exemplo 1.1.12. Seja H : R — R definida por

H(x):{ 1, >0 ’

0, <0

que esta em Li (R).

loc
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H é chamada Funcao de Heaviside. Para cada ¢ € C°(R), temos que

(', 0) = —(H, ) = - / H(2)g (x)dz = — / o (2)dx = (6, 9),

isto &, H' = 0.

Exemplo 1.1.13. Seja & : Q@ — Q um difeomorfismo de classe C*°. Defina L :
O (2) — C°(Q2) por
L(p) = o @.

O operador L é linear e continuo em Cg°(£2). Além disso, temos que

/Q (Lip(a) () = / ()b () e = / () (@ (1)) (@) dy.

Q

Definimos, portanto, o transposto formal de L por
L'(¢) = [J(@7H)|po @7
Segue, dai, dois casos particulares de difeomorfismos: translacao e reflexao.

Exemplo 1.1.14. Fixe a € R". Defina ® : R" — R" por ®(z) = = — a. Assim, por

considerar L como no exemplo anterior, temos que
L() = @a,
onde ¢, (z) = p(z — a). Dai, para u € D'(R"), definimos u, dada por
(ta, ) = (U, 00 @71) = (u, 0-a). (1.24)

Exemplo 1.1.15. Defina ¢ : R" — R"™ por ®(z) = —z. Denotemos por ¢ a funcao

Assim, para u € D'(R"), temos que

<1:L, 90> = <u7 95> (1.25)

Somam-se, portanto, & derivacao de distribuicao e produto por fungao C* as seguintes

operagcoes:

o (ua, ) = (u,p—q) (translagdo)

o (i,p) = (u,p) (reflexao)
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Queremos, agora, dar uma noc¢ao de produto convolucao entre uma funcao-teste e uma

distribuigao. Vamos pensar, inicialmente, o produto entre u € L (R") e p € C>(R"™).

Temos que

(ux g)(x) = / w(y)ole — y)dy = / w(y)ply — )dy = / W)@ (y)dy = (u, ).

Isto nos motiva a seguinte definigao:

Definicao 1.1.20. Sejam u € D'(R™) e ¢ € C(R"™). Definimos o produto convolugdo

de u por ¢ como sendo
(ux @) (@) = (u, Fa). (1.26)
Exemplo 1.1.16. Para toda ¢ € C°(R"™), temos que

(0% @) (x) = (6,r) = ¢2(0) = ¢(—2) = p(z), V& € R",

isto é, 0 x ¢ = . Em outras palavras, a delta de Dirac atua como elemento neutro na

convolugao.

Proposicao 1.1.10. Seja ¢ funcgao-teste, ¢ > 0, com integral 1. Dada u € D'(R"),
definimos para € > 0

Ue = U * P.
Entao, ue — u em D'(R™), quando ¢ — 0.

Demonstragao. Dada ¢ € C°(R™), vamos mostrar que

(e, V) — (u, ),

quando € —» 0. Observe, inicialmente, que

(u*)(0) = (u, ¥o) = (u,¥).
Dai,
<ue7¢> = (ue * J})(O) = (u * ¢6) * QL)((D = <u7 95 * ¢>

Mas, pela Proposicao [1.1.3} ¢ * 1 — ¢ em C®°(R") quando ¢ — 0. Portanto,

(e, ) — (u, ).
O

1.1.4 Produto Tensorial

Sejam €, aberto de R™ e u; € C'(§;), para j = 1,2. Definimos o produto tensorial de

uy por us como sendo a func¢do u; ® ug € C (€ x Q) dada por

(u1 (24 UQ)(Il, .%'2) = Ul(.Tl)UQ(ZL'Q).
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O objetivo, aqui, é definir o produto tensorial entre duas distribuicoes.

Observagao 1.1.5. Note que se ¢; € C°(£;), j = 1,2, entao

((u1 ® uz), (1 ® pa)) = ur(p1)uz(pz).

Lema 1.1.4. Seja u € D'(€). Se ¢ € C®(2y x Qa), Q; aberto de R"™ | e se existe um
compacto K C Oy tal que ¢p(x1,22) = 0 para x1 ¢ K, entdo a aplicagdo 1, dada por

Lb(%) = u(o(-, 2))

¢ C° e satisfaz

0, 1o(w2) = u(0;, o+, 72)).
Demonstragao. Ver [7]. O

Teorema 1.1.4. Seja u; € C();), para j = 1,2. Entdo, eziste u € D' (£ x Q) tal que

(u, (1 ® @2)) = ur(p1)ua(ps), ¥V @; € CF(Q;),7 = 1,2.

Além disso, para toda ¢ € C°(§2; X Qy),

u(p) = (ur, (uz,9(z1,-))) (1.27)
u(p) = (uz, (ur, (-, 2))). (1.28)

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar, inicialmente, a unicidade. Para tanto, vamos demonstrar

a seguinte afirmacao:
(U, 1 @ p2) =0, Vp; € CF(Q),j=1,2=u=0.
Seja ¢; € C2(8;),10 > 0, com integral ndo-nula, para j = 1,2. Para € > 0, defina

Ve = (¥1)e @ (Ya)e.

Ainda, seja U; C ; aberto com fecho compacto em €2; e considere y; € CX(£2;),
X = 1 em uma vizinhanga de Uj, j = 1, 2.
Pela proposigao anterior, temos que (x1 ® x2)u * ¥ — (x1 ® x2)u em D'(R™¥72),

Mas, por hipotese, (y1 ® x2)u * ¥, = 0 para e suficientemente pequeno. Logo,

(X1 ® x2)u=0

e, portanto,
U|UyxUy = 07 v Uj - Qj?j = ]-727
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implicando em u = 0.
Agora, se u; e uy sao distribui¢oes que satisfazem as condi¢oes do teorema, aplique o
argumento anterior para us — uy, donde seguiré que u; = us, mostrando a unicidade.
Para demonstrar a existéncia, considere K; compacto de €2;,7 = 1,2. Assim, desde

que u; estd em D'(R™), existem constantes C; > 0 e m;, inteiro ndo-negativo, tais que

uj(p)| < C ) sup |0, Vi € CX(K;),j=1,2. (1.29)

|| <my

Para ¢ € C°(K; x K) defina

I,(21) = ua(p(z1,-)).

Pelo Lema [1.1.4] temos que [, € CX(K;) e vale que

(03, 1) (21) = u2(0%p(21, ).
Dai, pela continuidade de uy, temos que

(02 1,)(z1)| < C Y sup 02,02 0], Vo € CX(K;),j = 1,2. (1.30)

|B|<m;
Definimos, portanto, u : C°(£2; x 3) — C por
u(p) = ur(ly).

Juntando ([1.29) e (1.30), para j = 1, garantimos a continuidade de u e, ainda, ([1.28) ¢é
satisfeita por defini¢do. Analogamente, definimos @ de modo que (|1.28]) esteja satisfeita e

concluimos, entao, que u = u por observar que ambas coincidem em fungoes ¢, ® s.
H

Motivados pelo teorema prévio, definimos:

Definicao 1.1.21. Dada u; € D'(§);), para j = 1,2, existe inica u € D'(Qy x Q) tal que

ulp) = (ua, (uz, p(1,-)))
ulp) = (ua, (U1, (-, 72))).

Definimos o produto tensorial de uy por us, e denotamos uy ® us, por
U= U X Us.
Observagao 1.1.6. Dada u; € D'(Q2;), para j = 1,2, vale que

Sup u; @ ug = sup u; X sup us.
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1.1.5 Distribuicoes Temperadas

Seja f € L'(R"), entdo definimos a transformada de Fourier de f por

i) = / e ¢ f(x)dr, € € R,

onde z- & denota z1&; + - - - + 2,&,.

Note que se f € L'(R"), entao f é continua e limitada, pois

sup | £(&)] < |1 £l

Podemos definir um operador sobre C(R™) que para cada f associa a sua
transformada de Fourier. Ocorre que se ¢ € C°(R"), sua transformada qg nao tem
suporte compacto sempre que ¢ # 0, ndo nos permitindo estender este a um operador
continuo sobre D’(R™) de modo que o mesmo possua um transposto formal. Devemos,
portanto, buscar um espago que contenha C'°(R™) e que seja invariante pela transformagao
de Fourier. O espaco que buscamos é o espago das fungoes de decrescimento réapido no

infinito, chamado de Espaco de Schwartz. Em outras palavras

Definigao 1.1.22. Definimos o espago S(R™) como sendo o subspago de C*(R™) formado

pelas funcoes ¢ tais que
sup [2°0%p(z)| < 00, YV o, B € Z1.
RTL
Observagao 1.1.7. Vale que:
1. C*(R™) Cc S(R™).

2. S(R™) é espago de Fréchet com a topologia gerada pelas seminormas.

lellma =Y sup|(1+ |z[*)"0%p(x)].

laj<m

A convergéncia segundo essa topologia é dada por
¢; — 0 em S(R") <= 2°9"¢;(x) — 0 uniformemente, Yo, 3 € Z7. (1.31)
3. p(z) = e "’ € S(R™), mas néo tem suporte compacto.
4. O espago de Schwartz é fechado para derivagoes e multiplicagao por polinénmio.

5. Ainda, S(R") C L*(R").
Agora, defina § : S(R") — S(R") o operador dado por

S(p) = .
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Tanto a boa definicao deste operador quanto sua continuidade esta assegurada pelo

seguinte teorema:

Teorema 1.1.5. A transformada de Fourier é um operador continuo de S(R™) em S(R™)
e vale:

—

a) Dp(€) = £2¢(E);
b) F(ap(x))(€) = (=1 Dgg(s),
onde D* = D' ... D, sendo D; = —i (0/0x;).

n 7

Demonstra¢ao. Vamos provar b). De fato, note inicialmente que
Dge ¢ = (—1)ledgre==t,

Dai, temos que

DEole) = D¢ [ e 4ptads
= (—1)|a|/xaex'5go(x)dx
= (—D1F(zp(2))(€),
provando b). Para provar a), integramos por partes |a| vezes:

—_—
(0%

D73(e) = [ e D%p(a)da

= (1) [ D)ot

= (1) (-1l e p(a)da
—& [ 9e@pts

= £6(0),

mostrando a).

Vamos mostrar, agora, que se ¢ € S(R"), entdo ¢ € S(R™). Com efeito, dada
¢ € S(R"), temos que ¢ € C°(R"), pois S(R") C L'(R") e a transformada de Fourier
de uma funcao integravel é continua.

De a) e b), temos que

£ D{(€) = (~D)IeF (2 p(2))(€) = (=1)"F (DI p()]) (€).

Logo,
sup [€2D; ¢ (6)] < ||Dg [« ()]l < oo,
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isto &, p € S(R™).
Por fim, vamos mostrar que § ¢ continuo, isto é, se para toda sequéncia ¢; de funcoes

em S(R™), vale que
v; — 0 em S(R") = ¢, — 0 em S(R").

De fato, seja ¢; C S(R™) convergindo a zero em S(R"). Entao,

€2Dlg;(6)] < / D2 (2 ;(x))
1

< w1+ o)D) [ e

< casup |(1+ [a*) DZ (2" p;(x))| — 0,

uniformemente em £ € R™, implicando em que ¢; — 0 em S(R"), mostrando que a
transformada de Fourier é continuo.

[]

Ainda, é possivel mostrarmos que, além de continuo, o operador § é inversivel (ver

[8]). Portanto, enunciemos o seguinte teorema:

Teorema 1.1.6. A transformada de Fourier § : S(R") — S(R"™) € continuamente

inversivel e
1

§ele) = o [ et

Proposigao 1.1.11. Se ¢,v € S(R™), entao ¢ x 1 € S(R™) e, além disso, vale

—

$xth =g . (1.32)

Demonstragao. Ver [9]

[]

Definicao 1.1.23. Definimos o espago das distribuicoes temperadas, e denotamos
por §'(R™), como sendo o espago dual de S(R™), ou seja, o espago dos funcionais lineares

u: S(R") — C tais que existem C' >0 e m € Z,, com

[(u, @) <C Y sup|(L+ |2)0%(x)], V ¢ € SR™). (1.33)

laj<m

Observagao 1.1.8. A continuidade de um funcional linear definido sobre S(R") pode
ser verificada por meio de continuidade sequencial, isto é, a continuidade segundo ((1.33))
é equivalente a

p; — 0 em S(R") = (u,p;) — 0 em C.
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1.2 Distribuicoes suportadas em um hiperplano

O estudo de distribui¢oes suportadas em um hiperplano é um dos pontos centrais no
desenvolvimento deste trabalho. Aqui, vamos nos restringir a distribui¢oes suportadas
num hiperplano, cujo o suporte é compacto. Existe uma gama de distribui¢oes incluidas

nesta classe. A saber:

Exemplo 1.2.1. Considere a distribuicao delta de Dirac sobre o R". Como visto no
Exemplo [I.1.8] a delta de Dirac esta suportada na origem, constituindo-se trivialmente
como um exemplo de distribui¢ao com suporte compacto, o qual esté contido no seguinte
conjunto:

{(z1,...,2,) € R": 2, =0},

que, por sua vez, é hiperplano de R®. E claro que ha outros hiperplanos que contém o
suporte de 0. De fato, todo hiperplano de R" que contém a origem contém também o

suporte de 9.

Exemplo 1.2.2. Fixe m inteiro nao-negativo. Em R?, considere a distribuicao f, dada
por f=0® 6,

Temos que
supp 6 ® 8™ = supp § x supp 8™ = {(0,0)} C {(x1,22) € R?: x5 = 0},

mostrando que f pertence a classe das distribui¢oes suportadas num hiperplano cujo

suporte é compacto.

Exemplo 1.2.3. Seja ¢ € C°(R), suportada na bola unitéria centrada na origem. Fixado
m inteiro nao-negativo, defina

f=0®m.

De modo analogo ao exemplo anterior, mostra-se que f esta suportada no hiperplano
{(%1,1’2) € RQ . T = 0}

Exemplo 1.2.4. Seja u a seguinte distribuigao:

o0

1
u= Z 2 Or;
j=1
como no Exemplo em que {r; : j € N} =QnN[0,1]. Em R?, defina a distribuigao f,
dada por
f=u®dsm,

para m inteiro nao-negativo fixado. Recorde que no Exemplo mostramos que

suppu = [0, 1].
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Portanto, temos que
supp f = [0,1] x {0} C {(z1,29) € R*: 29 = 0}.

O préximo teorema pode ser visto como uma generalizagao do Teorema [1.1.3] Vamos

denotar por II o conjunto
II={(z,t) e R" xR : t =0}.

Teorema 1.2.1. Seja f € E'(R™) de ordem k com sup f C II. Entdo, existem
fos fi, oy fr € E(R™) tais que

k
f(9) = Z fi(¢i), ¥V ¢ € C=(R™1),

com ¢i(x) = Oid(x,0). Além disso, cada f; é de ordem k — i.

Demonstragdo. Dada ¢ € C°(R™), pela formula de Taylor com resto integral, obtemos

k ' 4
. t) = Z Oi¢(,0) = + R(w,1).

O resto integral R é tal que 8(7x’t)R(x,t) = 0 sobre o suporte de f, para todo |y| < k,
implicando, pelo Lema [1.1.3| que f(R) = 0. Assim, utilizando a linearidade de f, temos
que

4

10) =31 (ot0(.0)% ). (134

7!
Dada ¢ € C°(R"), defina para i =0,1,--- ,k

)= 1 (vt).

]

a qual define uma distribuicao. De fato, dado subconjunto compacto K de R", seja
Y € CX®(R") suportada em K. Considere n € C®(R) com 7n(0) = 1. Suponha que
suppn = [—0, ], para algum J > 0. Logo,
tt t t
Y(z)7 =y(@)-n(t) + (1 —n(t)Y(z) = ¢i(e,t) + ¢(z, 1),

[ 2

obtendo que supp ¢, Nsupp f = () e, portanto, f(¢p2) = 0, isto é,

ti

(@) = s,

]

Além disso, note que supp ¢; C K X [—§, d], compacto que denotaremos por L. Desde que
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f € D'(R™), existe C' > 0 tal que

5] = 1f@)] < € 3 sup |, n(.1)

Iv|<k

<C ) Sgp\aﬁw(x)l[sg%\df(ti/i!n(t))\

|| +-0<k

<C' ) sup|osy(a)],

o<k~

mostrando que f; € D'(R™). Mais que isso, temos o seguinte

supp f; x {0} C supp f,

ou seja, cada f; possui suporte compacto e se anulam fora do hiperplano II. Para

demonstrar este fato, vamos verificar a inclusao

R™\ supp f < R™* \ supp f; x {0}.

Com efeito, seja (xg,ty) € R™™ \ supp f. Basta mostrar que zy ¢ supp f; ou ty # 0.
Portanto, suponha t; = 0 e mostremos que xy nao pode pertencer ao suporte de f;. Desde

que (z, 1) ¢ supp f, existe 6 > 0 tal que
B((zo,0),6) Nsupp f = 0.

Considere B(zg,d) a bola em R™ de raio 0 > 0 centrada em x( e seja ¢ € C°(B(xo,9)).
Com isso, defina .

t'L
a qual esta suportada em B(xg,d) x R. Mas, B(xg,d) x RNsupp f = 0, implicando em

que f(¢) = 0. Por outro lado, aplicando a definigao de f;, obtemos

fi) = f(¢) =0,V ¢ € CZ(B(x0,9)),

isto é, xg ¢ supp f;. Isso conclui o fato de que f; € &'(R™).

Agora, se em ((1.34)), definimos
() = 9,¢(x,0),

usando novamente a definicao de cada f;, temos que

k

F@) = fi(¢n),

=0
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obtendo a decomposicao como no enunciado do Teorema.
Resta mostrar que cada j = 0,1--- ,k f; é de ordem k — j, isto ¢, dado compacto L
de R" e ¢ € C°(L), existe C' > 0 tal que

L) <c Y sup 0% ()|

|| <k—j
Com efeito, dada 1) € C°(R"), existe ® € C°°(R"*!) satisfazendo

(i) @(z,1) = ()5 + o(t]*);

ii) Se Ky = supp f = K;, x {0}, entdo existem compacto K de R" ¢ C' > 0 tais que
0

Y sup |0 ®(z, 1) <C Y sup|0*(x)].

N jof<k—j K
De fato, fixado j =0,1,--- ,k e dada ¢p € C°(R"), defina
U():O,"' y Uj—1 :O)u] :¢7uj+1 207 7uk:0

e observe que u; € C*{(R") para i = 0,--- ,k, ou seja, estamos sob as hipoteses do
Corolario|1.1.1} Aplicando este, obtemos ® € C°°(R"™!) tal que

ati@(x,c)):ui(x):{ w?:;) ij |

Além disso, existem K, compacto de R™, e constante C' > 0 tais que

Zsup]@”@ (z,t)] CZ Z sup\(?aul )|

<k Ko i=0 |a|<k—i

<C ) sup|0”uy(x)]

la|<k—j K

=C Y sup|o®p(z)l,

la|<k—j K

implicando no item (ii). J& o item (i) decorre da expansao em Taylor de ® na variavel ¢,
pois, neste caso, obtemos

k .
t* ti
O(z,t) = 0Pz, 0)5; + Rlw, t) = () 5 + R(x,1),
i=0 J:
onde R(z,t) denota o resta integral de Taylor, que é da ordem de k + 1, isto ¢,
R(z,t) = o([t|**!) quando t — 0.
Agora, dados compacto L de R™ ¢ ¢ € C=(L), existe ® € C°(R™"!) e compacto K
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atendendo as condigoes (i) e (ii). Assim, de (i) decorre que

F(@) = f(w(x) ¥'/j!) = fi(¥).

Portanto, pela contiuidade de f e de (ii), obtemos

@) = 1f(@)] < C Y sup|07®(z,1)] < C Y sup |07y ()|

K, )
lyl<k 0 lo|<k—j K
e, portanto, f; tem ordem k;. n

Observagao 1.2.1. Observe que dada a caracterizacao de ¢; acima, podemos reescrever

f da seguinte forma:
k

f(@) = (fi@ ", ¢).

i=0
Definicao 1.2.1. Considere f nas condi¢oes do Teorema acima e seja 0 < N < k o

maior inteiro tal que fy € nao-nula. Neste caso, dizemos que N é a ordem de f na

direcao normal.

Decorre dai que se k é a ordem de f e N a ordem na dire¢ao normal, entao N < k.

Exemplo 1.2.5. E possivel mostrar, de modo similar ao Exemplo [1.1.8] que f = § ® 5™
possui ordem m. Ainda, pela propria forma que f assume, conclui-se que a ordem de f

na dire¢cao normal é m, pois

m

f(o) = <5®5(m)a¢> = Z(fz ®5(i),¢> = fn=0 e f; =0, quando i # m.

i=0
O mesmo se conclui para as distribuigdes nos exemplos e[l.2.4]

Exemplo 1.2.6. Considere a distribuicio f = 6 ® §™). Tal distribuicdo tem ordem

m + 1. Suponhamos que
m—+1

f=Y fiwd.
=0

Dai, segue que f, = 0 e f; = 0, para todo i # m. Entdo, a ordem de f na direcdo

normal é m ao mesmo tempo que a ordem total de f é m + 1.
Mais geral, temos:

Exemplo 1.2.7. Para { e m inteiros nao-negativos fixados, defina f = §®) ® 6™, a qual

possui ordem m + ¢. Vamos supor que

m—+L

f=) fi®d"

=0
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Portanto, temos que:

mostrando que a ordem de f na direcao normal é m.

O ultimo resultado, aqui apresentado, nos permitiré conectar o estudo de distribuic¢oes
suportadas em um hiperplano com a Teoria de Espacos de Hardy. Além disso, é por meio
deste que a condigao necessaria que desejamos encontrar é estabelecida. Entretanto, héa
um caminho que devemos percorrer para esta conexao estar satisfeita e, para isso, é

necessario que estudemos alguns topicos referente aos Espacos de Hardy.



Capitulo

2

Espacos de Hardy

O estudo de espagos de Hardy se originou durante os anos de 1910 e 1920 no contexto
de séries de Fourier e analise complexa em uma variavel. Com o decorrer do tempo, este
estudo se consolidou em uma teoria rica que ganhou importancia em outros contextos da
matemaética, somando ao desenvolvimento de tépicos como fun¢oes maximais, integrais

singulares e espacos LP.

Os espacos de Hardy consistem de distribuicoes temperadas definidas em R™ que
podem ser caracterizados por mais de uma maneira. A caracterizacao destes permeia
o estudo de fungdes maximais e é reunida em um tnico teorema, conhecido por Teorema
de Caracterizacao Maximal.

Aqui, além de estudarmos HP(R™), apresentaremos a versao local do mesmo, o
espaco hP(R™). E no contexto deste espaco que um dos objetivos deste trabalho sera
consolidado. Embora associado a este hd um teorema de caracterizagao maximal,

estaremos interessados em uma maneira alternativa de caracteriza-lo.

2.1 Caracterizagao Maximal de H?(R")

Considere o operador de Laplace em R"*!, denotado por A, o qual é dado por

A=07+) 02 (2.1)

i=1

Dado © C R™™! aberto, dizemos que u de classe C?(Q2) é harménica sobre € se Au = 0.

Agora, dado x € R", defina
Cn

(T + a7

onde ¢, é uma constante positiva que torna a integral de P igual a 1. Esta funcao é

P(x) =

(2.2)

conhecida como o Nicleo de Poisson para o semiplano superior R que é definido por

R™ = {(z,t) e R™': ¢ >0} (2.3)
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O Nicleo de Poisson aparece quando considerado o problema de Dirichlet

, (2.4)

Au=0 em R%™
u=f em OR}™

onde OR! denota a fronteira de R, Se f € C'(R") N L>®(R"), entdo a solugdo para o
problema ¢ dada por

u(z,t) = (f * P)(x), (2.5)
sendo Py(z) =t "P(z/t).

Note que u, dada em (2.F)), além de ser harménica em R’ é também de classe O,
uma vez que o operador de Laplace é hipoelitico, isto é, se v é solugao de Av = g, com
g € C*, entao v € C*. Contudo, o estudo dos espacos de Hardy impoe uma restri¢ao
na classe de fungoes f para que o produto f *x P; esteja bem definido. Por esta razao,

trabalha-se na classe das distribuigoes limitadas.

Definigao 2.1.1. Dizemos que u € uma distribuicao limitada se u € S'(R") e se para
toda p € S, tem-se que u* ¢ € L= (R"™).

Observagao 2.1.1. Se u ¢ uma distribui¢ao limitada e h € L'(R"™), entdao é possivel
definir o produto convolu¢ao u * h no sentido das distribui¢oes. De fato, se ¢ € S(R"),

entao

(wx by ) = {ux )Ty = / (f * ) ()h(z)dz, (2.6)
onde ¢(z) = ¢(—z).

Além disso, u * h € uma distribui¢ao limitada.

Proposicao 2.1.1. Seja P o nicleo de Poisson para o semiplano superior. Se f é
distribuicao limitada, entao, para cada t >0, fx P, € C*(R™) N L>®(R"™).

Demonstracao. Para k € N, defina os seguintes espagos:

Ly ={ue S'R"); 0% € L®R"), V |a| < k}

LY =Ly
k

Note que L C L™ N C*. Agora, uma vez que 15(5) = ¢71¢l a qual deixa de ser
diferenciavel na origem, temos que P ¢ S(R"). Pelo Teorema m, podemos escolher

¢ € S(R™) tal que sua transformada satisfaga:

. L[ <1
Y = .
0, [¢] >2
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Assim, escrevemos:

Note que P tem decaimento rapido no infinito no complementar da origem. Ainda, numa
vizinhaga da origem 1—¢ é a funcao nula que, por sua vez, pertence ao espago de Schwartz.
Mais que isso, temos (1 — gb)f) € S(R™) e, portanto, novamente pelo Teorema existe
P € S(R™) tal que

~

b =(1-9)P.

Logo, pela Proposicao|[1.1.11] obtemos

e, portanto,
P=pxP+1.

Além disso, se f é distribuicao limitada, temos

frPi=fx(oxP+)=f*(pr*P)+ fxiy

Agora, note que
[ P) = fx(Prxg) = (f*B)* ¢

Desde que f ¢ distribui¢ao limitada, P, € L*(R™) e ¢; € S(R"), temos que f * (o; * P;) €
L. Além disso, f *, € LY. Portanto, f x P, € L>* N C*.

Portanto, se v é uma distribuigao limitada, podemos definir
u(z,t) = (ux P)(z), Ve e R" e t > 0, (2.7)

a qual, para cada t > 0 fixo, é distribuicao limitada. Além disso, fixado ¢t > 0, definimos
u* por
u*(x) = sup |u(y,t)], Vo eR", (2.8)

ly—z|<t

que chamamos de fun¢ao maximal nao-tangencial.

Agora, para toda f € S'(R") e ® € S, definimos a fung¢ao maximal radial de f,
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denotada por Mg f, que para cada = € R™ associa
Mo f(z) = sup|(f + ®1)(z)]. (2.9)
Dado N € N defina a seguinte familia de fungoes
Fn={p € SR") : ¢llap = [2°D?pll1= < 1, ¥ |a],|8] < N}. (2.10)
Desse modo, definimos a grande fun¢ao maximal de f por

Mz, f(z) = sup M, f(x). (2.11)

PEFN

Agora, estamos sob condi¢oes de enunciar o Teorema de Caracterizagao Maximal de

HP(R™), o qual pode ser encontrado na referéncia [I1].
Teorema 2.1.1. Sejam f € S'(R™) e0 < p < 00. As sequintes condigdes sao equivalentes:
i) 3 @€ SR com [P(x)dx #0 tal que My f € LP(R™).
(i) 3 Fu tal que Mgz, f € LP(R").
(iii) f € distribuicao limitada e f* € LP(R™).
Portanto, motivados pelo teorema prévio definimos:

Definigao 2.1.2. Para 0 < p < oo definimos o espago de Hardy, denotado por HP(R™),
como sendo o espaco das distribuicoes temperadas [ que para a qual esteja satisfeita

alguma das trés propriedades do Teorema|2.1.1,.

Observacgao 2.1.2. Uma quarta condicao pode ser acrescentada ao Teorema [2.1.1] que
consiste em trocar 3 por V na condigao (i). De fato, suponha que (i) seja valida para
alguma ®; € S(R"). Seja ® € S(R") arbitraria. Dada f € S(R™), vamos mostrar que

Maf € LP(R™).

Desde que (i) = (ii), existe, portanto, Fy tal que Mz, f € LP(R"). Tomemos € > 0

suficientemente pequeno de modo que e® € Fy. Assim, para todo x € R”, temos

Mo f(2) = esup |(f * D)(2)| = Mo f(2) < M f(a),

>0
implicando que Mg f € LP(R™).

Além das fungbes maximais, aqui apresentadas, estd a funcdao maximal de Hardy-

Littlewood, que devido sua relevancia destaca-se a seguinte secao.
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2.2 A Funcao Maximal de Hardy-Littlewood

Esta secao dedicar-se-a a estudar quando o operador de Hardy-Littlewood ¢ limitado
sobre algum espago, o que pode ser encontrado em [4]. Garantir a limitagao deste operador
se faz importante, dado que a mesma possibilitara mostrar que o espaco de Hardy, H?(R"),

para 1 < p < oo, coincide com o espago LF(R™).

Definigao 2.2.1. Dado x € R", seja B(x,r) a bola de R™ de centro x e raio r > 0.
Denotemos por |B(z,r)| a medida de Lebesque de B(x,r). Dada f € Ll _(R™), definimos
a funcao maximal de Hardy-Littlewood de f por

M (z) = sup ——

B dy. 2.12
U B ] B(x’r)|f(y)| Y (2.12)

Além disso, referimos-nos a f — Mf por dizer o operador maximal de Hardy-
Littlewood.

2.2.1 Interporlacao de Marcinkiewicz

A limitacdo do operador de Hardy-Littlewood, definido sobre algum espaco
conveniente, estd ligada com a nogao de operadores do tipo fraco e/ou forte. Essa nogao
é dada pela seguinte definicao:

Definigao 2.2.2. Sejam (X, u) e (Y,v) espacos de medida e T : LP(X, u) — M(Y,v),
onde M(Y,v) denota o espago das fungoes complexas definidas sobre Y, v-mensurdveis.

Dizemos que T' € fraco (p,q), ¢ < 0o, se para todo X\ > 0

ey« )= < (1) (213

e dizemos que ele € fraco (p,o0) se o mesmo for um operador limitado de LP(X, ) em
L>®(Y,v).
Dizemos que T' é forte (p,q) se ele for limitado de LP(X, p) em LAY, v).

Observacgao 2.2.1. Uma consequéncia da definigdo é que se 7' é um operador forte (p, q),

entao ele é fraco (p, q). De fato, dado A > 0, seja
Ex={yeY : [Tf(y)l> A}

Para todo y € E) , tem-se que

se ¢ < oo. Entao,

v(EA>=/EAdus/Ek LWl

< L st - (AU < (L)
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Lema 2.2.1. Seja E C R™ Lebesque-mensurdvel e suponha que

EC B UByU...U By,

onde cada B; denota uma bola de R™. Entao, existe uma subcolegao By, B, ..., B;w tal
que
(i) BiNB; =0 ;

.o M /
(i) > B[ = ClE],

i=1

C € uma constante que depende apenas da dimensao.

Demonstragdo. Vamos reordenar a colegao {B;}Y, do seguinte modo: B; = B(z;,7;),

com ry > --- > 1ry. Seja B; = Bj e defina
O, ={B;: B;nB, =0}

Ha duas possibilidades: O = 0 ou Oy # 0. Se O; = 0, entdo B; N B, # (), para todo

j=1,...,N. Além disso, temos que
B; C B(z1,3r).

Defina, portanto, (B))* = B(x1,3r;). Ainda,
Ec(B)

e, portanto,
|E| < 3"|BY].

Agora, se Oy # 0, seja B, € O; de modo que
diam Bj, = max{diam B; : B; € O},
e defina B, = Bj,. Neste caso, defina
O, ={B; € O,: B;N B, =0}.

Novamente, temos que: Oy = () ou Oy # (). Se ocorrer o primeiro caso, isto ¢, Oy = (),
temos que
Bj C (B;)*, v Bj € Oy,

onde (Bé)* = Bj,(zj,,3rj,)- Dali,

E C(B))" U (By)"
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e, portanto,

B[ < 3"(1By| + | B,)).
Seguindo este processo, vamos encontrar uma subcolecao {B], .. ., B;W} e uma sequéncia
de conjuntos Oy, ..., O satisfazendo:

M
{Bj}jo = (U{BJ €0;: BiNB;# W) U O,

Jj=1

de modo que O; # 0, para j = 1,... M. Decorre dai que
EC (B)"U...(By),

implicando que
M

B <3 B,

j=1
como queriamos demonstrar.
O

Teorema 2.2.1. O operador mazimal de Hardy-Littlewood é do tipo fraco (1,1) e forte

(00, 0).
Demonstracao. Seja f € L>(R™). Entao, |f(z)] < ||f||z~ q.t.p. em z. Portanto,

1
M (@) = sup e / @<l atp em

r>0

Recorde que
IMfllre =inf{a >0 : [{z € R" : |Mf(x)| > a}| = 0}.

Logo, ||M f||ze < ||f|lz= e, portanto, M é forte (0o, 00). Para mostrar que M f é fraco
(1,1), considere f € L'(R") e E), dado por

Ey={xeR" : Mf(z)>X>0}.
Uma propriedade da medida de Lebesgue garante que
|E\| =sup{|K| : K C E), K compacto}.

Se x € F), entao existe r, > 0 tal que

1

—_— d A 2.14
|B(£C,7’m>| B(z,r)‘f(y” y > ( )
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Seja K compacto com K C E,. Para cada © € K, existe r, > 0 no qual (2.14) ocorre.
Logo,
K C B(xy,r)U...B(xy,TN),

onde, para cada x;, i = 1,..., N, vale (2.14). Pelo Lema [2.2.1] existe uma subcolegao
{BYM, de {B(z;,r;)}Y,, satisfazendo

(i) B;NB;=10;

()Z|B|>C|K|

=1

para algum C' > 0. Entao,

< — 1

I Z|B < ACZ/ F(o)ldy < m/ Dldy < 551 fl, ¥ K
Portanto, |Ey| < C'||f|lz1/), isto é, o operado maximal de Hardy-Littlewood ¢ fraco
(1,1). O

Observacao 2.2.2. Decorre deste teorema e da Observacgao[2.2.1que o operador maximal
de Hardy-Littlewood ¢é fraco (0o, 00). Agora, apesar do mesmo ser fraco (1, 1), como recém
visto, 0 mesmo nao ¢ forte (1, 1). Isto se deve ao fato de que existe f € L'(R") cuja imagem

nao estd em L!'(R™), como mostra a seguinte proposigao.
Proposicao 2.2.1. Se f = xp(o,1), entio M f ¢ L*(R").

Demonstragao. Veja, inicialmente, que f € L'(R"), pois

/|f(x)|d:c = /B(O . dr = |B(0,1)] < oo.

Dado z € R, temos que B(0,1) C B(z,|z| + 1). Vamos mostrar que M f ¢ L'(R™). De
fato,

Mf(x) =su )|d
e T>;O>|BM|/“ ldy
y)ldy
| |x| + 1) / |:c|+1
> dy
|B(x, |37\ +1)| /B(;c,|z;|+1)m3(o,1)
__IBO|
|B(z, [z +1)]
Portanto,
|B(0,1)] Cn 1

M) 2 B o D]~ el 107 (el + D
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Suponha, agora, que 1 < |z| < R. Assim,

Lo
Qlz)™ (2] + 1™

lz] +1 <2]z| < (Jz| + )" < 2]z)" &

Dai,

2—n Q-
M M d d
fa)> 2 = / IR / .

|| 0<lel<r |T]"
R
pn—l
=27"|S" / —dp
pn
1
=27"S" Y InR.

Desde que R é arbitrario, fazendo R — oo, temos que 27"[S""!|In R — oo e, portanto,
[M f]|pr = oo.

[]

O seguinte passo ¢ demonstrar o Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz o qual
nos permitird mostrar que o operador maximal de Hardy-Littlewood é forte (p,p) para
1 < p < oo. Para tanto, necessitamos, previamente, de algumas defini¢oes e resultados

auxiliares.

Definigao 2.2.3. Seja (X, ) um espago de medida e seja f : X — C p-mensurdvel.
Chamamos wy : (0,00) — [0, 00], dada por

wr(A) = p({z € X« [f(z)] > A}),
de fungao distribuicao de f associada a medida .

Proposigao 2.2.2. Seja ¢ : [0,00] — [0, 00] diferencidvel, crescente e tal que ¢p(0) = 0.

Entao,

/X 5@ = [ O

Demonstracao. Primeiro, notemos o seguinte

Por outro lado, defina
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Desse modo, usando o Teorema de Fubini, temos que

I

// N)dAdp = //¢ X(@, \)dAdp

// ¢ X(x, N)dpdA
/¢ [/ x )\)d,u] dA
N /ue(b/(A) |:/{a:EX | f(@)[>AY du} ?
:Aduwx»M,

como queriamos demonstrar.

Observagao 2.2.3. Dado 1 < p < oo, defina ¢(\) = I e observe que ¢ satisfaz as
condigbes da proposigao acima. Se f € LP(X, ), entao

wwfiémuummzp/vﬁmﬂw,

0

Portanto,
o0

nmzzp/&%uumx

0
Lema 2.2.2. Se p; < p < py, entao para toda f € LP existem f; € LPi, j = 1,2, tais que
f=h+fe

Demonstra¢ao. Suponha py < p <py e f € LP. Defina f; e fo do seguinte modo

_ ) S, f@) =1
fl(x)‘{ 0, 0<|f(z) <1

0, [f(z)] > 1

Claramente, temos f = f; + fo. Resta mostrar que f; € L?i, para i = 1,2. Com efeito,

£l = [If@Pde= [ jardes [ (f@Pds < | < .
{z; |f(2)[>1} {z; [f(@)|21}

m@:{f@a0ﬂﬂm<1
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Analogamente, temos

5l = [ 1@ = [ P [ @< ) <
{z; | f(z)[<1} {z; [f(2)[<1}

concluindo a prova.

]

Corolario 2.2.1. Se p1 < p < po, entao para cada N > 0 e toda f € LP, existem
fj)‘ € LPi j=1,2, tais que

G) f=R+R
(i) f(x) = 2, se [f(@)] > A ;
(it}) f(x) = f3, se 0< |f(2)] <A,

Demonstragao. Dados A > 0 e f € LP, para p € (p1,p2), seja Ex = {x : |f(z)| > A}

Defina f* e f5 do seguinte modo

fi@) = f@)xe,(2) e f3(z) = f(2)(1 - xp, (2)).

Dai, decorrem os itens (i), (ii) e (iii). Por fim, se F} = E) e F; = E¥, temos

Vil / f(@)Pda

e [ [P

f@))
A
. S
)\Pz p
<wer [
S /\Pi—pr

dx

dx

z) |’

dx

n, < oo,
para i = 1,2. Logo, f} € LP i=1,2. n

Definicao 2.2.4. Um operador T definido no espaco das funcoes mensurdveis € dito

sublinear se
(1) [T(f + f2)@)] < [Tfi(z)| + [T fo(2)];
(ii) [T(af)(2)] < [el|Tf(z)], Vo e C.

Dada esta definicao, estamos agora em plenas condi¢oes de enunciar e demonstrar o

Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz:
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Teorema 2.2.2 (Interpolacdo de Marcinkiewicz). Sejam (X, u) e (Y,v) espacos de
medida, 1 < p; < ps < 00 € seja

T: LP(X, p) 4+ L7 (X, p) — M(Y, )
operador sublinear, onde M (Y, 1) denota o espaco das fungoes complexas p-mensurdveis.

Suponha T fraco (p1,p1) e fraco (pa, pa). Entao, T' € forte (p,p), para todo p € (p1,p2),
isto €, existe C'= C(p,p1,p2) > 0 tal que

1T flle < Clifllee, ¥ f € LP(X, ).

Demonstra¢ao. Dado p € (p1,p2), seja f € LP(X,u). Pelo Corolario [2.2.1] temos para
cada A > 0 que f} € LPi(X,u),j = 1,2, quando

f1>\ = fX{IEX Sf(@)] > ey € f2)\ = fX{xEX f(@)] <edbs (215>

onde C' é uma constante que sera fixada depois. Temos que

wrp(A) < wrp (%) + wrp (%) : (2.16)

Com efeito, defina Fy e EY, para i = 1,2, por
Ex={zeX : |Tf(z)] >\ e Ei={zcX : |Tf(x)|> A2}
Para mostrar (2.16)), basta verificar que E\ = E} U E3. De fato, se = ¢ E} U E3, entdo
TfMNx)| < =, i=1,2.
Usando a sublinearidade do operador 7', temos que
Tf(x)] < A,
concluindo a inclusao desejada e, portanto, a desigualdade ([2.16]).

Como T é fraco (1,1), seja A; tal que

A 2A1 | M e P
wr <§> < <%) . (2.17)

Agora, suponha py = 0o. Portanto, T' é fraco (oo, 00). Escolhemos C' = 1/A,, onde As é
tal que
ITf3 Nl < Aol f3'l] =
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Neste caso, temos que waQA()\/Q) = 0. De fato, note que

A
12 @) =1f@)] < Cx= | fyllie < CX= Zs = [Tf = <

A
(24,) =2

isto é,
inf{a >0 : p({r e X : |Tf(z)]>a})} <

DO | >

Dai, segue que existe o > 0 tal que u({x € X : |[Tfx)| > a}) =0e a < A\/2. Seja
E={reX : |Tf)x)| > a}. Assim, paratodox € X \ E, tem-se

A
T (@) <o <3 (2.18)
Entao,

wrp(M2) = p{z € X+ |Tf3(x)] > A/2})
=p{z € E : |Tf@)] > 2) +p({z € X\ E : [Tf3(z)] > \/2})
< u(E) + p(F) = pu(F),

onde F = {z € X\ E : |Tfz)] > A/2}. Mas F = 0, pois do contrério, isto &, se
existisse x € F,entdo z € X \ E e

T f2 ()] > A/2,

o que contraria (2.18). Logo, u(F) = 0 e, portanto, wy s (A/2) = 0.

Vamos mostrar que T' é fraco (p,p), isto é, que existe constante ¢ > 0 tal que

ITfllze < c |l fllze-

De fato, considere x dada por

)1, Ox< |f(x)]
X(“"’A)‘{ 0, N> 1f@)

Assim, usando a Observagao e a desigualdade (2.17)), obtemos

o0

ITf1 < [ 0 Sy (0/2)a0 (2.19)

0
00

= (2A1)p1p/)\p_p1_1/|f(x)|plx(x,)\)d,u d\. (2.20)

0
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Ainda, pelo Teorema de Fubini, temos

o)

ITFIE, < (2407 / )P / NP, A)dA dj
0
2A1]|f(z)]

— 24,)"p / ) / NPy AV dp

0

i 7 2Af @)
= Ay [ 15w [ ] "

p—D 0
pP—p1
i [ ALY,
(2A1)
o p P

mostrando, neste caso, que T é forte (p,p).

Vamos, agora, mostrar o mesmo no caso em que py < oo. De fato, seja Ay tal que

A 2A5 || Ml e \ 72
org (3) < (2ol )™, (2.01)

o qual existe uma vez que T é fraco (ps, p2). Assim como em ([2.20]), temos

[e.9]

ITAIE < (24" / v / @) P (A dA

0

T (@A) / yo-pat / F@P (1 = x(2, \))dp dA

(2A;) p1/|f |p1/>\pp11 (z, \)d\ du

0

T (2Ay)p / @) / NP (1 (2, A))dA dp

0

e, portanto,

|f(z)l/C
ITfI. < (241)"p / | f ()| / APPILAN dp

[e.9]

+ (242)Pp / | f(z)[P? / NP2 LN dp.

[f(@)l/C
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Como p—p; —1# —1ep—py <0, temos que

A"
(p ) C'p—p1

P—P2 p—p2
+ (24,7 /’f ’Pz / { lim k 4 | f(z)] dy

k—oop —py  CP7P2(py — p)

1Tz < p 1L

(@)/C
_ @A) ) (24,7 .
= =G P (A G [pali
_ (24, (24,)7
a [(p_pl)op_pl Pt (pQ —p)cp—pg HfHLP7

donde-se conclui que 7' é forte (p,p), como queriamos demonstrar.
m

Corolario 2.2.2. Sep > 1, entdo o operador mazimal de Hardy-Littlewood é forte (p,p).

Demonstracao. Decorre do Teorema e do Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz,

recém provado, o resultado desejado. O

Observagao 2.2.4. Seja h € L'(R™). Entao,

Mh(x) =su )|d
() T>£)|Bx,r|/mr) |y
= Sup o ——— |h(y)|dy
>0 ’B(O,T‘)’ B(z,r)
,r,/n,
=sup ——— |h(z + rw)|dw
>0 |B(0,7)| JBo,1)
1
= sup |h(x + rw)|dw

r>0 |B(O 1)| B(0,1)
:sup/|h;r+r \XB(Ol( )

r>0 |1 B(0, 1)|
_ sup/ Bz — XB(o 1)(1//7”)dy
>0 ( 1)'

= sup(h * f,)(x),

r>0
onde f = xp,1)/|B(0,1)|.

Observagao 2.2.5. Seja f uma fungao mensuravel. Definimos a menor majorante radial

nao-crescente de f por

U(z) = sup [f(y)]. (2.22)

|lz|<]y]

Entao, ¢ (x) é radial, ndo-crescente e

f(2)] < (), V.
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Proposigao 2.2.3. Seja f € L'Y(R") e suponha que existe uma fungao radial, ndo-

crescente, ¥ (r) tal que
(1) /(@) < ¥(x);
(ii) [¢(z)dr = A < .
Entao, para toda h € LP(R™), 1 < p < oo, vale que

sup [(h* fi)(x)] < AMh(x).

Demonstra¢ao. Vamos supor, sem perda de generalidade, que f > 0, é radial, nao-

crescente e tal que
/ f(z)dx = A.

Seja, para r > 0, o conjunto C, = {z € R" : r/2 < |z| <r}. Entao,
fr)de < [ f(x)de < [ f(r/2)de,
Cyr Cr Chr

ou, ainda,

Clr < [ S@ye < (Clr/2).

Como
|Cr| = [B(0,7)| = [B(0,r/2)] = r"|B(0,1)| — (r/2)"|B(0,1)] = r"(1—=27")|B(0,1)| = Cr",

temos que

Crf(r) < ; flz)dz < Crf(r/2).

Observe que
lim f(z)dz = 0.

r—0
r*)oc’n Cr

Dalf,
Th_ngo’ r"f(r) = 0. (2.23)
r—>00

Pela observacao anterior, basta mostrar que

/ |h(z — y)l%f (%) dy < Asup m / \h(x —ry)|xB0,1) (Y)dY. (2.24)

r>0

Basta mostrar (2.24)) para x = 0 e para toda h € LP(R™), isto é,

[ =t () dy < Asp s [ Ibrlson o)y

r>0
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pois H = hoT, € L?(R") e H(x) = h(0), onde 7,(y) = = —y. Uma vez que h(y)

estd em LP(R™), basta que provemos

[ mlzs (L) dy < Asup o

w | s @)

que, por mudanca de coordenadas, corresponde a

[ (Y)dy < Ai&%ﬁ [ 1mwldy = aatn(o).

Ainda, equivalentemente,

(1h] * £2)(0 (/f dw)Mh 0).

Por fim, para mostrar (2.25|) basta verificar

(|h| % 9)(0) < (/g(:c)dx) Mh(0), V h e L"(R"),

= h(—y)

(2.25)

(2.26)

para toda g tal como f, isto é, g > 0, radial, nao-crescente cuja a integral seja A, ja que

basta tomar g = f.. Vamos mostrar, portanto, a desigualdade (2.26)). Com efeito,

[ Inwlato)is - 7 [ me)aoeas(oya
- 7 s | [ n)asto)

0
o)

- / gD A2,

0

onde A é dada por
A(#) = / I(t0)|do (6).
Snfl

Defina A por

A(t) = /| ‘<t|h(a:)\dx: ] /S RO do(B)dr = /t PN dr.

Usando o fato de que C}(R™) ¢ denso em LP(R™), podemos aplicar o Teorema Fundamental

do Calculo para obter

!

A(t) =t"IA(2).
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Entao,

g(OA (t)dt.

\2

/|h(y)\g(y)dy=/g(t)A’(t)dt: lim

N—o0 ¢

Integrando por partes, temos

] v N
. n o A n 1 M)
/Vl Ng(y)dy = lim 1 ¢"g(t)— = —/t g(t)—dt
N—oo [ € €
B N

e—0, N7 en
N—o0 | €

= lim N"g(N)A(N) — e"g(e)A(ﬁ) - /t”g’(t)wdt} .

Mas,

A 1 1B(0,1)]
0 t—n/x|>t|h(x)|dx— SR /B(w)/m(mdx < |B(0,1)|Mh(0).

Assim, segue de ([2.23)) que

/]h )g(y)dy < hm /t”’

N—)oo€
N
< 1B(O.)|MAO) Jin [ (g ®)de.
Ny

Novamente, integrando por partes e usando (2.23)), temos

N

e—0,

N—o0 €

/|h(y)lg(y)dy§ |B(0,1)[MR(0) lim {—t"g(t)

+ /nt”lg(t))dt]

o0

< yB(o,l)th(o)/nt"1g(t))dt.

Finalizando, como n|B(0,1)| = |S™!|, entao

(e 9]

(|h] * g)(0 /|h g(y)dy < |B(0,1)|Mh(0 /nt"1

0)//Snl g(O)t" 'do(0)dt

— Mh(0) / g(x)dz = AMA(0).
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Observacao 2.2.6. E uma consequéncia desta proposicio que

sup |u(z,t)| < Mh(z), (2.27)
>0
onde u(z,t) = (h* P;)(x), para toda h € LP(R"), 1 < p < oo. De fato, note que a propria
funcao nicleo de Poisson para o semiplano superior satisfaz as propriedades de v, isto é,

P é radial, nao-crescente e, além disso, sua integral é 1.

Uma desigualdade similar ainda é possivel se considerarmos o cone I'y = definido do
seguinte modo:
I ={(z,t) e RT™ : |z — x| < at}, (2.28)

fixados a > 0 e xy € R™.
Tal desigualdade é assunto da proxima proposi¢ao. Antes da mesma, enunciemos e

demonstremos o seguinte lema:

Lema 2.2.3. Seja P o nicleo de Poisson para o semiplano superior R’ffl. Entao, fixado
a >0, existe A(a) > 0 tal que

P(§+mn) < A(a)P(n),

para todo n e todo |€| < a.

Demonstragao. Seja n qualquer e & tal que |£| < a. Se P(+n) < P(n), entdao o lema

esta provado. Suponha, portanto, que

P(§+n)
P(n)

Note que a composi¢ao InoP estd bem definida uma vez que P > 0. Pela Desigualdade

do Valor Médio, temos

> 1. (2.29)

In (%) =InP(n+¢) —InP(n) < [¢] Sup [(InoP) (1 +t&)|

= \f!oiggl |In' P(n + t&)P'(n + t€)|

<asup m\vp(n s
Dado = = (x1,...,x,) € R", recordemos que
P(x) = el + (21)" + -+ + ()" FD2,
Dali, segue que
0, Pla) = T DT gpy = Tl

(1 + |z]2)(n+D/2 (1 + |z[2)+3)/2



Pn+¢) (1+ [n+ )2 cp(n+ 1)y + €]
In{ ————=) <a sup (1 3)/2
o<t<1l Cn (1 + |77 + t£| )

I + t€|?
=an+1) sup ————.
( >0<tI<)1 1+ |n+ t&|?

H& duas possibilidades: |n| > 2a ou |n| < 2a. No primeiro caso, temos que

20 < |n| < In+t[+ | < n+tél+a=a<|n+t, Vte(0,1)

1\2 1 2
:‘(5) <(|n+t§|> Vi (01)

P(n+¢) 1
o ( 20 ) salntl) S T TP

Portanto,

<a(n+1) sup —=
( )0<t<1a2

n+1

a
Se |n| < 2a, entao

P
In (M) <a(n+1) sup |[n+t& <a(n+1) sup |n| +t[¢|
P(n) 0<t<1 0<t<1

<a(n+1) sup 2a+ta
0<t<1

< (n+1)3a*
Tomando In A(a) = max{(n + 1)/a, (n + 1)3a®}. Dai, temos que

P(n+¢)
In (W) < InA(a) = P +1) < A(a)P(y),

Cco1mo queriamos provar.

Proposicao 2.2.4. Seja f € LP(R"™), para 1 < p < oo. Considere, além disso, u dada

por

u(z,t) = (P x f)(x).

Entao, para cada a > 0 fizado, existe constante A(a) > 0 tal que

sup |u(z,s)| < A(a)M f(xo). (2.30)

(2,5)elg,
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Demonstracao. Fixado a > 0, seja (z,s) € '

o )

isto ¢, |x — x| < as. Defina z = — zg

e, portanto, |z|/s < a. Dali,

waﬁzu@+xmg=(&*n@+w@=/3uz+%—yﬁ@my

Usando o Lema para = (xg —y)/s e £ = z/s, obtemos

M%ﬂSMW”/Pbe>mM@

m>/ (20 — )| £ (4)|dy
A(a)(P, | ) (o)
A
A

VAN

(@) sup(Ps * [ f1) (o)

s>0

()M f(wo), ¥ (,5) € I',.

Logo,
sup [u(z, s)| < A(a)M f(xo),

(2,)€Te,

como desejado.
m

Observagao 2.2.7. Resgatando a definicdo de u*, em ({2.8)), obtemos a partir da

Proposigao [2.2.4] que
u*(z) = sup |u(y,s)| < AMf(x). (2.31)

(y,5)€Ty,

As ferramentas prévias permitem, por fim, enunciar e demonstrar uma propriedade

importante dos Espacos de Hardy.
Teorema 2.2.3. Se 1 < p < oo, entao HP(R") = LP(R™).

Demonstragao. Dada f € LP(R™), vamos mostrar que f € HP(R"). Com efeito, pelo
Corolario [2.2.2) o operador de Hardy-Littlewood ¢é forte (p,p), ou seja, existe C' > 0 tal
que

M flle < C|IflLr-

Da equagao ([2.31]), temos

1/p
ol = ([ 1w @Pds) < 41 51n < 4,1
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Logo, u* € LP(R™) e pelo item (iii) do Teorema [2.1.1], segue que f € H?(R"), concluindo
a primeira inclusao.

Por outro lado, dada f € HP(R"), vamos mostrar que f € LP(R™). De fato, considere
¢ € S(R") cuja integral é ndo-nula. Portanto, Myf € LP(R™). Para cada t > 0 fixo,
f ¢ € LP(R™), pois f* ¢, < Myf. Em outras palavras,

If *éuller Sc<oo= frore{ge LP(R") : |glle» < c}.

Pelo Teorema de Kakutani, sabemos que a bola fechada em um espaco reflexivo é
compacta na topologia fraca. Assim, existem f; € LP(R") e sequéncia t; = 1/n; — 0
quando j — oo, tais que f* ¢/, converge fracamente a fy e, portanto, f*¢i,, converge
a fo em S'(R™).

Por outro lado, desde que {¢1/n,}; constitui uma aproximagao da identidade, temos
que f*¢y/,, converge a f em &'(R"). Logo, pela unicidade do limite em S’(R™), obtemos
que f = fo, implicando em f € LP(R"). O

Observagao 2.2.8. Além de concluirmos que estes espacos coincidem quando p > 1,
temos que H'(R") C L*(R"). Ainda, vale que se f € H'(R"), entao

/ f(w)dz = 0.

Esta e outras propriedades do espago H?(R™) sao encontradas em [I1]. Aqui, encerra

o breve estudo realizado sobre HP?(R™). O seguinte passo é estudar o espaco localizavel
de Hardy h?(R™).

2.3 O espago de Hardy local h?’(R")

Seja ¢ € S(R™) tal que [ ¢(z)dx # 0 e defina para f € S’(R") a seguinte fungao

mef(x) = sup |(f *dp)(x)]. (2.32)

0<t<1

Definicao 2.3.1. Definimos, para 0 < p < oo, o Espag¢o de Hardy local, denotado por

hP(R™), como sendo o conjunto
RP(R™) ={f € S'(R") : myf € LP(R")}. (2.33)
Segue da defini¢ao a seguinte proposigao:
Proposigao 2.3.1. H?(R") C hP(R").

Demonstragao. Se f € HP(R"), entao M,f € LP(R") para qualquer ¢ € S(R") com

integral nao-nula.
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Além disso,
mef(x) < Myf(z), Vo € R" = [[myfllr < [[Myf|rr < o0

mostrando que f € h?(R™). ]

Veremos mais adiante que para verificar se uma distribuicao temperada f esta em
h?(R™), basta existir uma funcao ¢ € S(R"™), com integral nao-nula, de modo que myf

esteja em LP(R™). Desse modo, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.3.1. Considere na reta a distribuigao delta de Dirac e seja ¢ € C°([—1,1])

cuja integral é nao-nula. Note que

(0% ¢p)(x) = (8, pe(x—)) = () =t "0 (%) ,Vite(0,1).

Temos que ¢(x/t) se anula se |z| > t. Assuma, portanto, |z| < ¢t. Entao,
70 (5) <kl 70 (3) = mady'(@) < lal *[ll~, Vo R

Assim, temos que

1 1
/ (mgd)"(2)de < [9][% / 2 Pdz = 2] 6|1 / 2| Pdz < oo
R
—1 0

se, e somente se, —p + 1 > 0, isto é, p < 1. Logo,
JeE(R)<—=0<p<l.

Um pouco mais geral, temos:

Exemplo 2.3.2. Fixado m inteiro ndo-negativo, considere a distribuicao 6™ em R. Da

mesma forma, como no exemplo anterior, temos que
— m m xr
(67 % g0) () = = g (T), Wi e (0,1)

e, portanto,
(mgd)? (x) < |27 |10) B[, ¥ @ € R.

Assim,
1

/(m¢6m)p(x)dx < 219, B ||} /x_p(Hm)dx < 0o
R
0

se, e somente se, —p(1 +m) + 1 > 0, ou seja, p < 1/(1 4+ m). Portanto,

6t € hP(R
€ ()¢$0<p<1+m
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Exemplo 2.3.3. Em R?, considere f = § ® 6™, uma vez fixado m inteiro ndo-negativo.

Vamos investigar para quais valores de p > 0 ocorre
mg(f)F(2)dz < oo,
R2

para ¢ € C>°(B(0,1)) com integral ndo-nula. Com efeito, temos que
__ 4—2-m am E y
(f @n)(a.y) =t 96 (5.5)
Desde que ¢ € C2°(B(0,1)), vamos supor que (£, %) € B(0,1) e, portanto, (z,y) € B(0,1).
Dali, obtemos que

2 < ()

Assim,

|(f * ) (@, )| < |(2, )7 |0) ¢l =, VT € (0,1)

e, portanto,
mo(f)(@,y) < ¢ |(z,y)[7ETPV (2,y) € R

Integrando em ambos os lados na desigualdade acima e usando coordenadas polares,

obtemos que

ma(f Pz < [ el s

B(0,1)

1
Sc// pp~ P dodp
S1
0

1
— Cn/pl_(2+m)pdp < 00
0

RQ

se, e somente se, 1 — (2+m)p+ 1 > 0, isto é,

2

< —.
P 2+ m

Portanto,

P(R? :
f e nP( )<:>p<2+m

Exemplo 2.3.4. Em R?, considere a distribuicdo dada por f = u ® 6™, onde u é a

distribuicao do Exemplo [1.1.6] a recordar:

1
u:zz—] Or, -

J=1
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Assim, para ¢ € C(B(0,1)), obtemos

e o™ sl =23 5 opo (T Y ) vee o),
j=1

Como ¢ se anula fora de B(0, 1), vamos supor
Ty
t Tt
1

[ @ 5) % dn)(, )| < 105Gl £ Y .
j=1

<l=|(x—rjy)| <t

Ainda,

(e o]

Mas,
12 < (2 — )2

Se z = (z,y), entao

[massmyea<clopol. [ 1z o)
R
{z: |z—(r;,0)|<1}
—clopale [ 1A < o0
B(0,1)

se, e somente se, 1 — (2 +m)p+ 1 > 0, ou seja,

2

< .
P 2+m

Logo, f € h?(R?) se, e somente se,

p<

24+m

concluindo o exemplo.

Assim como para o espago HP ha também uma caracterizagao maximal para a versao
local h?. Entretanto, antes de enuncia-la, é necessario observar que para realizar o estudo

deste espaco, vamos definir fungoes maximais analogas aquelas definidas no estudo de H?.

Com efeito, dados N € Z, e f € §'(R"), defina a seguinte fungao

m]'—Nf<x) = Sl‘l}P mwf(x), (2'34)
PESN

onde Fy é dado em [2.10]
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Além disso, para cada ¢ € S(R"), definimos a fungdo maximal

myf(x) = sup |(f* ) ()l (2.35)

0<t<1

Observagao 2.3.1. Seja S a seguinte faixa:
S={(z,t) e R": 0<t <1},

e considere o seguinte problema

{ Au(z,t) =0 em S (2.36)
(

u(z, 1) = f1, u(z,0) = fy 7

com f1 e fy continuas tais que se anulam no infinito.

Se P ¢ o nucleo de Poisson para S e Pl(z) = P ,(x), entao

u(@,t) = (P * fo)(z) + (P = fi) (=)

¢ solucao do problema de Dirichlet (2.36). Além disso, vale que PY — § quando ¢t — 0
e P! — § quando t — 1.

Teorema 2.3.1. Seja f € S'(R") e 0 < p < c0. Sao equivalentes:
(i) V¢ e S(R™) com [ ¢(z)dx #0 tal que myf € LP(R™);
(ii) 3¢ € S(R™) com [¢(x)dx #0 tal que myf € LP(R™);

(iii) 3 N suficientemente grande tal que mg, f € LP(R™);
(iv) V¢ € S(R), mj,f € LP(R");
(v) supj—yi<t [(Pr+ )(y)| € LP(R™), onde P = P+ Pl

<t<1

Portanto, para que uma distribuicao temperada esteja em AP, basta que uma das
condigoOes acima estejam satisfeitas. Por outro lado, ha uma outra maneira de caracteriza-

lo, a qual serd importante no decorrer deste trabalho.

2.3.1 Uma caracterizagao alternativa de h?(R")

Definicao 2.3.2. Paraz € R" em € Z., seja

Kp(x) ={¢ € C(B(z,7)),r < 1,||D|| 1~ < r—(ntlel) v la] < m}.
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Defini¢ao 2.3.3. Dada f € D'(R"), definimos a fun¢iao maximal f} por

fm(@) = sup [{f, d)|. (2.37)

PeKm ()

E possivel caracterizar o espaco h? segundo a funcdo maximal definida acima: Uma
ditribuigao temperada f € S’(R") estd em hP(R™) se, e somente se, existe N € Z, tal
que fx € LP(R™). Entretanto, buscamos uma caracterizagao similar a esta com respeito

a outra fun¢do maximal como segue:

Definicao 2.3.4. Para 0 < p <1, definimos o niimero N, como sendo a parte inteira de

n (; - 1) . (2.38)

Em outra palavras, N, € o maior inteiro menor ou igual que n(1/p — 1).

A definicao acima permite considerarmos a func¢ao maximal f}p +1- Agora, na fungao
maximal que queremos construir, em vez de tomarmos o supremo sobre a familia de
fungdes em Ky 1(x), fixado € R", tomaremos o supremo sobre a familia das fungoes-

teste normalizadas, isto é:

Definigao 2.3.5. Dado © € R", se a funcao ¢ € de classe C*°, estd suportada numa

bola de raio r < 1 contendo x e, além disso, satisfaz
0%| < r "l VY al < N, +1, (2.39)

entao ¥ € chamada de fungao-teste normalizada.
Desse modo, definimos:

Defini¢ao 2.3.6. Para uma distribui¢ao temperada f, seja m(f) dada por

m(f)(x) = sup | f(ey)]- (2.40)

br
A aplicagao m(f) € chamada de grande fun¢ao mazximal local.

Com isso, a caracterizacao alternativa a qual da nome a esta subsessao é dada pelo

seguinte teorema:
Teorema 2.3.2. Seja f € S'(R™). Entao, f € h?(R™) se, e somente se, m(f) € LP(R™).

Demonstra¢ao. Suponha que m(f) € LP(R™) e vamos mostrar que f € h”(R™). Para
tanto, considere ¢ € C°(B(0,1)) com integral nao-nula. Para cada t € (0,1) e z € R",

defina
Yoaly) =170 (x - y) .
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Assim,

(f * ¢t)(x) = <f7 w;t,t>'

Seja ¢ > 0 de modo que se 1) = 1),;/c, entao
HaadJHLOO < t*(n+|a|), v |a| <N, + 1.

Note que o suporte de 1 esta contido em B(x,t). Portanto, ¥ é fun¢ao-teste normalizada.

Assim,

|(f @) ()] < el f ()] < m(f)(x), VI (0,1) = my(f)(x) <m(f)(z), ¥,

e, portanto,
[mg(Nller < [m(f)llee < o0,

mostrando que f € hP(R™).

Reciprocamente, suponha f € h?(R™). Entao, existe N € Z, suficientemente grande
tal que mg,(f) € LP(R"). Na verdade, N, + 1 cumpre esta condi¢do. Portanto,
mry, . f € LP(R"). Seja ¢ fungao-teste normalizada e seja ¢y(y) = t"¢(x — ty), para
t € (0,1). Entao,

f(@) = (f * (Yup)e) ().

Ainda, o suporte de 1, estda contido em B(0,2). Note também que
[y° D*%e(y)] < 27, ¥ |, [B] < N, + 1.
Se ¢ = max|g|<n,+1 2181 entdo ¢ = YpifC € Fn,+1. Portanto,

[f (@)l < empy,., (f)(x) = m(f)(z) < cmpy,,,(f) ()

= [[m(f)ller < ¢ llmpy, ()l < oo,

concluindo a prova.

]

Em vista da caracterizagao acima, o estudo de investigar se uma determinada
distribui¢ao pertence a h?(R™) esta conectado diretamente com a grande fungdo maximal
local. Nesta direcao, vamos agora aprofundar nosso estudo na elaboragao de condicoes

para que uma determinada distribuicao esteja em h?(R™).



Capitulo

3

Distribuicoes suportadas em um hiperplano e

o espaco hP

Dada uma distribui¢ao com suporte compacto contido em um hiperplano, estudaremos
neste capitulo condi¢bes para que esta distribuigao esteja em AP(R™). De modo mais
especifico, exibiremos duas condi¢des: uma suficiente e outra necessaria. A primeira delas
nos daré informagao sobre a ordem total da distribuicao enquanto que a segunda a ordem
na direcao normal.

Comecemos pelo estudo da suficiéncia.

3.1 Uma condicao suficiente

Suponha f uma distribuigao em R"™ com suporte compacto. Assumimos que, associado
a ela, exista um conjunto S fechado tal que, fora de S, a distribuicao f é dada por uma
fungao localmente integrével f(x) cujo tamanho é controlado em termos da distancia de

x a S. Mais precisamente, assumimos que:
i. Para x ¢ S, temos que |f(z)| < ¢ d(z)™, onde d(x) = dist(x, S) e M > 0 fixado.
Vamos supor, além disso, que:

ii. Seja S5 = {x € R*: d(z) < §}. Entao, existe r > 0 tal que |Ss| < ¢ 0" quando
d — 0. Assuma também que |S5| < ¢, V3§ < 2.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos S satisfazendo as condigoes acima:

Exemplo 3.1.1. Considere a distribuicao delta de Dirac. Podemos considerar S, o
conjunto associado a delta, como sendo a origem, isto é, S = {0}. Neste caso, temos
claramente que ela, fora de S, é LL (R"), uma vez que se anula em R™\ S. Ainda, dado

d > 0, note que S5 = B(0,0). Portanto, r = n, pois

1S5] = ¢ 0"
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Analogamente, podemos considerar S = {0} para as distribuicdes 6 ® 5™ e ¢ @ 5™
como nos exemplos e|l.2.3] respectivamente.

Exemplo 3.1.2. Sejam f = u ® 6™, com
=1
u=2 50
7=1

a distribuigao do Exemplo [1.1.6, com {r; : j € N} = Qn[0,1] e S = [0,1]. Entao, f é
localmente integravel fora de S, da mesma forma como a delta de Dirac.

Para § > 0, defina Rs = [—0,1+ d] x [—6,0]. Note que S5 C Rs. Portanto, temos que
1Ss| < |Rs| = (04 (1+9)) (20) <cd,

se 0 < 1. Assim, r = 1.

No proximo exemplo exibiremos um conjunto que nao satisfaz a condigao ii, mostrando

que esta condicao nao é artificial e, sim, necesséria.

Exemplo 3.1.3. Dado n € N, defina

1

in = In(n+1)

A sequéncia {a, }n,en converge a zero e seja S o conjunto dado por
S ={a,: neN}uU{0},

que é fechado. Note que, pelo Teorema do Valor Médio, obtemos

1 1 1 1
i+ )In(n+2)  n+2)nn+ Dinn+2)

= €n, (3.1)

Ap — Apy1 =

para algum & € (n 4+ 1,n + 2). Defina §,, = €,/2 e veja que J,, converge a zero quando

n — oo. Fixado n € N, defina para i <n o intervalo A; = (a; — d,, a; + 0,,) e note que
AiNA; =0, Vi#j i,j<n. (3.2)

De fato, suponha, por absurdo, que exista y € A; N Aj, para i # j e 4,j < n. Dai, segue
que

la; —aj] < €,

e, assim, por (3.1)), obtemos
la; — aj| < |an — ansl- (3.3)
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Agora, suponha 7 > j e note, por outro lado, que
la; — aj| = la; — aiy| + -+ |aj — aj] > ¢ lan — apa] > |an — anpal,
para algum ¢ > 1, uma vez que
lap — agy1| > an — ansa|, V€ <mn,
contradizendo , mostrando (3.2)). Defina, assim, S5, por
Ss, ={reR: d(z,S) <,}.

Nao é dificil ver que

LA css.. (3.4)
j=1
Assim, por (3.2) e (3.4]), temos que

1S5, > [|J Al =D 14l =ne,.
j=1 j=1

Seja 0 < r < 1 arbitrario fixo. Temos que

|5, | - 1 1 e
—>2n6, =2
5, =" "+ 2+ Din(n +2)
., 1
>cn 2(1_T),‘v’n22.
In(n + 2)
Via L’hospital, mostra-se que

. ., 1 . r(n+2)20)

lim c¢n sy = © lim —————— = o0,
n—>00 ln(n + 2) n—>00 n

provando que nao existem constantes r > 0 e ¢ > 0 de modo que |S;,|/d," < ¢ quando

n — oo. Portanto, a condigao ii nao é satisfeita por 5.

O proximo teorema nos déd uma condigao suficiente para uma distribuicao f com

suporte compacto estar em h?(R™).

Teorema 3.1.1. Seja f € E'(R™) e S um conjunto fechado de R™, associado com f, como

no enunciado acima. Seja m a ordem da distribuicdo. Se

r+1

< max{M,m +n}’ (38:5)

entdo f € h?(R™).
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Demonstragao. Sejam f € E'(R™) e S conjunto fechado de R", associado com f. Para
mostrar que f € hP(R™), vamos mostrar que myf € LP(R™), para ¢ € CX(B(0,1)),
nao-negativa, com integral igual a 1. Para tanto, fixe ¢ > 0 arbitrario e seja z € R™\ S.

Suponhamos que d(z) < ¢. Neste caso, mostraremos que

m¢>f(x) = OS<1;£)1 |(f * ¢t)(x)| < d(gj)max{M,ern}'

Com efeito, dado t € (0,1), ha duas possibilidades: 2t < d(z) ou 2t > d(z). Se ocorrer
a primeira, isto ¢, 2t < d(x), temos que se y € B(x,t), entao d(y) > d(z)/2, pois como
existe zo € S tal que d(y) = |y — 20|, segue que

d(

Aa) < [ 2] < o~y +ly — 2] <+ dly) < B2 4 ).

Isto quer dizer que todo elemento da bola B(x,t) esta fora de S e, portanto, o tamanho
de f é controlada em B(z,t). Dai,

(F # 60)(@)]| < / F@)loux — y)ldy

B(z,t)

< /W¢t($ —y)dy

2
B 2Me
d(x)""
concluindo que
2M ¢
sup  |(f *¢)(z)] < —7-
0<t<d(z)/2 d(x)

Desde que d(z)/¢ <1 e M < max{M,m + n}, temos que

M max{M,m+n}
(d(gl')) > <d(€$)) — d(]?)M > EM_maX{M’m"'”}d(q;)max{M7m+"}_

Portanto,
Ce,M,m,n
sup  |(f *¢u)(2)| < : 3.6
0<td(x)/2|( (@) d(p)max{Mmtn (36)

Suponha, agora, d(x) < 2t. Desde que f é de ordem finita m, existe A > 0, tal que

A A A 2mtn

Portanto,
A 2m+n
s [(f % 60)(@) <

d(z)/2 <t <1 ()™
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Como m +n < max{M, m + n}, obtemos

d(ﬂ?)m+n > g(n—i—m)—max{M,m—Q—n}d(x)max{M,m—i-n}

e, portanto,

Co,M,m,n
sup * x)| < - . 3.7
dlz)/2<t<1 ’(f gbt)( )| d(x)maX{M’m+n} ( )

Logo, por (3.6)) e (3.7), conclui-se

C
d<x>max{M,m+n} ’

mef(x) = sup |[(f *¢)(z)] < VeeR"\ S, comd(z) </l  (3.8)

o<1

Suponha, agora, d(z) > ¢. Neste caso, vamos mostrar que

mef(z) < O

De fato, fixemos ¢ = 2. Temos, portanto, que d(x) > 2 > 2t, para todo t € (0,1).
Além disso, mais uma vez, temos que B(x,t) C B(x,d(z)/2). Dai, usando que ¢ (z—-)

esté suportada na bola B(z,t), temos que

(Froo@l< [ ool - <2 e
NS fyg @t = = G V€0
e, portanto,
c2M
m¢f(x)§d(x)M, VaozeR"\S com d(z) > 2. (3.9)

Defina K como sendo o compacto supp f + B(0,1), o qual satisfaz
suppmyf C K,

dado que f € &'(R™). Assim, note que

| mafras < /{ g P @ / (o /)" (@)de = T +

{z: d(x)>2}NK
Vamos estimar [ e J. Comecemos por J. Pela desigualdade (3.9)), obtemos

/ (mef)P(x)dx < 2pM/ d(z) "M dx
{z: d(x)>2}NK

{z: d(z)>2}NK
<P HreK: dzx)> 2}
< |K| < .
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Por fim, estimemos I. Pela condicao ii, existem constantes r > 0 e ¢ > 0 tais que
|S,| < cp”, para p — 0.

Além disso, |S,| < ¢, para 0 < p < 2. Por hipdtese, temos que

r+1
max{M,m +n}

p <

Seja ¢ = pmax{M,m + n}. Entao, r + 1 — ¢ > 0. Utilizando (3.8]), obtemos

/ (mef)P(x)dx < cp/ d(z) dx.
o d(z)<2) o d(x)<2)

Mas veja que

2
/ d(x)_qu:// p~ddxdp
o d(z)<2} 0 Jie dx)=p}
2

— [ 7l s (o) = p)ldp

0

2
S/ P~ Spldp.
0

Para € > 0 suficientemente pequeno, dado pela condicao ii, segue que

€ 2
| dwars s ldes [ s, lde
{z: d(x)<2} 0 €

€ 2
<c / pipdp+c / pdp
0 €

2
= c/ P dp+ A
0
2r—q+1

=—+ A< 00,
r—q+1

completando a prova do teorema.

O

A condicao suficiente que buscamos decorre do teorema acima, isto é, quando nos
restringimos a classe das distribuigoes suportadas em um hiperplano, cujo suporte é

compacto, obtemos a seguinte condi¢ao de suficiéncia:

Teorema 3.1.2. Seja f uma distribuicao com suporte compacto contido no hiperplano I1

e seja m sua ordem. Se

entdo f € h?(R").
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Demonstracao. Seja f distribuicao com suporte compacto contido no hiperplano II.
Suponha que f esta suportada no cubo [—1,1]"1.

Defina S = 11N [—1,1]""'. Temos que S é um conjunto fechado. Além disso, fora
deste, f ¢ nula e, portanto, f € L{ _(R"\ 9).

loc

Seja Rs = [—1 — 4,1+ 6]""* x [—4,]. Note que S5 C Rs. Portanto, temos que
551 < |Bsl = (2 (1 8)y 25 < e 8,

se 0 < 1. Neste caso, r = 1.
Sendo r = 1, vamos escolher M = 1, uma vez que, neste caso particular, esta escolha

oferece o maior intervalo no qual p pode estar. Desse modo,

<1 I 1 1 - r+1
m<—-—n = :
P P o m max{1l,n+m}  max{M,n+ m}

implicando, pelo Teorema [3.1.1} que f € h?(R™).
O

Se na demonstragao deste teorema considerarmos o caso particular em que S = {0},

podemos flexibilizar a hipotese do seguinte modo:

Teorema 3.1.3. Seja f € D'(R") suportada em S = {0} e seja m sua ordem. Se

1
m<n<——1),
p

Demonstracao. Ja vimos que, neste caso, r = n. Novamente, escolha M = 1. Assim,

entio f € h?(R™).

- 1 1) — < n r < r+1
m<n|-— = ;
p P o m max{M,n+m} ~ max{M,n+m}

implicando, pelo Teorema [3.1.1, que f € h?(R").

3.2 Uma condicao necessaria

Nossa meta, agora, ¢ cumprir um dos objetivos estabelecidos no comego deste trabaho.
O primeiro passo nesta direcao, é dar os detalhes da construcao de uma particao da

unidade subordinada a uma familia finita de cubos especial. A saber:

Definigao 3.2.1. Fize j =0,1,... e defina para a = (a1, ..., 0,1) € Z" 0 cubo

Q) =27, (a1 +1)277] x - X [an1277, (a1 +1)277]. (3.10)
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Nestas condigoes, Q), é chamado de cubo diddico.
Além disso, definimos:

Definicao 3.2.2. Dado um cubo Q, definimos o cubo duplicado de (), denotado por
2@), como sendo o cubo cujo centro coincide com o centro de () e o comprimento de sua

aresta € o dobro do comprimento de aresta de Q).

Observagao 3.2.1. Seja @Y um cubo diddico. Note que o comprimento de aresta de @7,
¢ 277. Portanto, o cubo duplicado 2Q7 tem comprimento de aresta 27771,

Ainda, fixado j = 0,1,..., considere a familia {Q/ }aen,, onde
Nj={(o1,...,a,) €2 1 0< ;<2 —1i=1,...,n—1}. (3.11)
Note que a cardinalidade deste conjunto é 2. Além disso, se Q = [0, 1]""!, entdo

Q- @ (3.12)

OéEAj

isto é, a familia {Q? }.c A, € uma decomposicao de () para cada j fixado.

Proposigao 3.2.1. Euiste particio da unidade {n }aen, subordinada a familia {2Q7}aen,
de modo que
07| <c 2PV |y <N, +1, Va €A (3.13)

Demonstracao. Seja Qg o cubo unitario em R"™! centrado na origem. Vamos considerar

0 < p < A fungao-teste de modo que

o) =A, 2 €Qo
p(x) =0, o' ¢2Qp

onde A é uma constante positiva que logo apos seré fixada. Para cada o € A;, defina ¢

W) =¢ (552,

sendo ¢/ ¢ o centro do cubo QY. A mesma satisfaz

por

Pha) = A, 2 €q)
Yi(2') =0, 2’ ¢20Q7

Além disso, note que
i) < 279) gl e < 2TMA,, (3.14)

onde A, = ||07p]| poo.



89

Se |y| < N, + 1, entdo seja A = max,j<y,+1 A, e defina, portanto,

: ¥ (2")
palt’) = =
A funcao ¢/, satisfaz
ph(z') =1, a' € Q)
ph(a") =0, v ¢ 2Q),
070 < 2PV [ < N+ 1
Suponha que A; = {a',...,a*"}. Defina, portanto, a familia {n? }aen, do seguinte modo
nf;l = @il

Jo

N2 = @i2(1_90i1)

i

nazjn gpagj’ﬂ (1 - (pi2j"—1) cte (1 - SDZ)A)

Dalf,
suppn’, C supp ¢’, C 2@

Além disso,
2im 2im

Znii(x/) =1- H(l - @Jaz)

1

Se 2/ € Q, entao existe 1 € {1,...,2/"} tal que 2’ € Qi Assim, @i(:c’) =1 e, portanto,

20n

Znii(x/) =1

Observe também que se |y| < N, + 1, entao

|3”77i1(96’)| < 2"
L) < 2
e ()] < 2"
|877722Jﬁ (flj/)| S Cojn_q 2‘7n

Seja Cc = maXlSjSan_l{Cj, 1} POTt&IltO,
0] < 2P V| SN, + 1, Vae A,

concluindo a prova da proposi¢ao.
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Nesta secao, vamos fixar n > 2 e escrever R® = R"! x R. Aqui, II denotara o

hiperplano de R™ dado por
II={(x,...,2,) € R": 2, =0}.

Vimos no Teorema que se f é uma distribui¢ao em R"™ de ordem k com suporte

compacto em II, entao a mesma pode ser escrita como:

E

flo) =) fi(¢;),

j=0
onde cada f; é uma distribui¢do com suporte compacto e ordem k — j em R*"! e
¢;(a') = 0], 6(a",0).

Para os resultados e exemplos que seguem, vamos fixar N como sendo a ordem de f

na direcao normal.

Lema 3.2.1. Seja f uma distribuicao em R™ com suporte compacto em Il, e seja N a

ordem na dire¢cao normal. Entao, para 0 < p <1, a fungao local mazimal m(f) satisfaz
/ m(f)P (', x,)da’ > ¢ z," NP, (3.15)
Rn—1
para todo x,, > 0 suficientemente pequeno e algum ¢ > 0.

Demonstracao. O primeiro passo da prova consiste em construir uma funcgao-teste

normalizada ® de tal modo que f(®) dependa apenas de fy. Com efeito, escrevemos

] =

f(@) =) [i(d),

Jj=0

onde N é a ordem de f na direcao normal. Vamos assumir, por simplicidade, que

supp f C int Q), (3.16)

onde @ ¢ o produto de [0, 1] por ele mesmo n — 1 vezes. Desde que fy é ndo-nula, existe

uma funcgao-teste tal que

fN(qb) —e>0.

Podemos supor que supp ¢ C int (). De fato, seja n fungao-teste suportada em int () e

tal que n = 1 em uma vizinhanca do suporte de fr. Temos que

o=¢n+(1-—no
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e, portanto,

In(@) = fn(om) + fn((1—n)9).

Mas,
Sn((L=n)¢) =0,

uma vez que 1) = 1 numa vizinhanga do suporte de fy e que supp fy C int (). Logo,

fn(@) = fn(dn),

e, assim, podemos reconsiderar ¢ n no lugar de ¢.

Trocando € se necessario, normalizemos ¢ de modo que

sup |9 ¢l < 1, (3.17)
[vI<SNp+1

Fixado j = 0,1,..., considere a familia {Q? }aecn,, sendo Q7 e A; como em (3.10) e
(3.11)), respectivamente. Assim, pela proposigao anterior, associamos para cada j a familia
{2Q7 }aca, uma particdo da unidade {n’}aca, onde cada n, € C(2Q7), 0<n/, <1le

D on) =1,V €q, (3.18)
OéEAj
e tal que
100, nl| < 2PV |y < N, +1, (3.19)

para alguma constante ¢ > 0.

Dado v € Z7~ " tal que |y| < N, + 1, temos que

8, [0 Vo (a!) ()] < 20Dy ( ; ) 83 o ()15l (2')].

By

Agora, desde que |y — 5], |8] < N, + 1, usando (3.17)) e (3.19), obtemos

0% (2o (a) mi (]| < e 200 ( ; ) 2

By 6

<Py ( ; ) 9ill

By

— itttk

onde

C%B:CZ<Z>>O'

By



92

Portanto, defina
szy - An,p 2j(n—1)¢ ngu

onde A, , = c;}g Logo, devemos ter que
[03,¢5] < 270V [y < N+ 1. (3.20)

Ainda, temos que
supp ¢! C 2Q7.

Como no Exemplo [I.1.1] considere a fungao suave de uma variavel tal que

{ tN/NY, te[-1/2,1/2] (3.21)
0, 1] > 1
com d\™
(5) 00)] <ty v < 3,1, 522

onde b, , ¢ uma constante positiva que depende apenas de n e p. Defina ¢, (t) = 279 (27t).

Assim, para todo m < N, + 1, obtemos que

(3"l

Além disso, note que

d\™ ) )

(£> w(w)‘ < by 200D, (3.23)
suppv; C [-277,277].

Agora, dado 3 = (v, m) € Z% com |3| < N, + 1, note que

107103 (") (wa)ll = 100, G2 d5, (@)

< i(n=1+h) by p 94 (m+1)

= by, 97 (n+[B)

Seja ¢ > 0 de modo que c b, 21 +18) seja menor ou igual que (2774/n)~"+18D. Dai,

(y/n) (18D

n,p

Dessa modo, defina
@7 (2) = cnp Gh(a") Yj(@n),

e pela escolha de ¢, , temos que

0%, ()] < (279v/m) ", Y |8 < N, + 1. (3.24)
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Observe que
supp @/ = supp ¢/, x supp; C 2Q7, x [-277,277]. (3.25)

Note, além disso, que 207, x [—277,277] é um cubo cuja aresta tem comprimento 277! e,
portanto, seu didmetro é 277y/n. Se C? & o centro deste cubo, entao
207, x [-277,279) € B(C?,277y/n).
Portanto, a fungao ®J, cumpre as seguintes propriedades:
(i) @) € C=(R");
(i) [0°03] < r 010, % (8] < Ny 1, 1 = (29 ;
(iif) supp @/, C B(CY,r),

ou seja, ®J satisfaz as condigoes de uma fungio-teste normalizada para r € 2Q7 x

[—277,277]. Agora, note que

F(@L) = cnp 22N fy (1), (3.26)
De fato,
F(@1) = copf(&h(2") () = cnp Y Fi(PL):) + copfn (L)),
1=0

onde (®4); = 9! @I (2/,0) = ¢l (') d ;(0), para i =0,...,N. Como ¢(t) = t"/N! em

Ty o

uma vizinhanca pequena de x,, = 0, temos que

i vy VY ,
dxnl/)j(xnﬂxn:o =2 mb,;g =0,se 1 <N
e
dy, ¥j(@n)|z,=0 = 2V,
Dai,
f(q)f)[) =Cnp 2j(N+1)fN(¢g¢)7
mostrando ([3.26]).
O passo seguinte é mostrar que
/R B m(f)P (2, x,)da’ > ¢z, NP, (3.27)

para todo z, > 0 suficientemente pequeno e algum ¢ > 0. De fato, se z € 2Q7 x

[—277,277], entao

m(f)(z) > |f(®2)] > Cn,p2j(N+1)|fN(¢zx)|X2ng[—27j,27j](x)
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e, portanto,

m(f)p(:v) > (Cn,ij(NH)UN(Qﬁ]o‘z)Dp XQQgX[_ij,zfj]@C)‘ (3-28)

Note que para todo 7 =0,1,... temos que

D () = A2 Ve, (3.29)

CVGA]'

pois

Z fa(dh) = Z (A y 20706 1)

OLEA]' aEAj

= An,p 2j(n71)fN (b Z ?7&
aGA]‘

= An,p 2j(n71)fN(¢)

= A,, 20 Ve,

Para z,, > 0 suficientemente pequeno, existe j € N tal que z,, € [27U+D 277] = [;. Assim,

por (B.2), segue que
/ m(fP (o)’ > / m(f )P, ) da’
Rnfl

UQEA]' 2Q¥x

o BT L e e
UaGA QQ“])‘

> Z / ,p2j(N+1)|fN(¢g¢)|)pX2Q£X[,2—j,2—j](x/a ) da’

a€l;

= Cnyp 2p] (N+1) Z |fN 925] / Xngx[_ijgfj](xx xn)dxl
2Q7

a€l; o

=ty 2N S UM [ vy ) X
2Q4

a€l;

= Cnp 27V N ()P [2Q0] X2 2o ()

CMEAJ'

> Cn,p 2pj(N+1) Z |fN(¢?1)|p |ng| XI; (l‘n)

OZGAJ'

= Cp 9pj(N+1)9—j(n—1) Z |fN(¢£)|p X, (2).
OéeAj
Desde que 0 < p < 1, entao

p

/ m(f)p(x/’xn)dx/ > e 2pJ(N+1 2= j(n—1) Z ’fN (b] le(xn)
Rn—1

a€l;
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que, por (3.29)), obtemos

/R y m(f)P (2, n)da’ > cnp Ay opj(N+1) 9—j(n=1)gjp(n—1) p X1, ()

= Cnyp An,p P 9—i(n=1=p(n+N)) X1, (Sﬂn)-

Agora, seja I =n —1—p(n+ N). Entao, I >0 ou I <0.

Se I >0, entao x,’ <2791 uma vez que x,, < 277. Portanto,
/ m(f)p(x,’ l’n)dl‘/ > Cnyp Amp e’ $nn_1_p(n+N) = Chpe Inn_l_p(n+N).
Rn—1

Se I < 0, entdo I = —J, para algum J > 0. Desde que 2-U*+D < 2, temos que
2-0+D7J < .7, Portanto,

. ) I .
9-ilo=l — 9=U+1)" > o [ — 9=31 > ol 1
Desse modo,

/ m(f)p(x’, l’n)d.fE/ > Cnp An,p P 2n717p(n+N) xnnflfp(nJrN)
Rn—1

_ n—1—-p(n+N
- C1n,p,(»:,N Tp P )7

o que completa a prova do lema.
O

Teorema 3.2.1. Seja f uma distribuicao em R™ com suporte compacto contido em 11 tal

que N é a ordem de f na diregao normal. Suponha 0 < p < 1. Se f € h?(R"), entdo

1
N<n<——1).
p

Demonstra¢ao. Vamos provar este resultado via redugao ao absurdo. Com efeito, suponha
que N >n (% — 1). Dai, tem-se que n—1—(n+ N)p < —1. Ainda, para 0 < e < x,, < 1,
temos que

g, NP s g -1

Pelo Lema |3.2.1], obtemos

1 1 1
/ / m(f)p<x/7 xn)dm/dxn Z C/ xnnili(nJrN)pdxn Z C/ xnflda:n — 00,
€ Rn—1 € €

quando € —» 0, mostrando que m(f)? nao é localmente integravel proximo a x, = 0,
contradizendo o fato de f estar em hP(R™).
m
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E claro que o teorema acima é valido para distribuicdes cuja ordem coincide com a
ordem na dire¢ao normal. Entretanto, serda consequéncia da proposicao que segue que o
Teorema nao se verifica com N trocado por K, a ordem total da distribuigao.

Dizer que o mesmo nao é valido quando trocado a ordem de f pela ordem na direcao

normal é equivalente a dizer que existe uma distribuicao f € hP(R"), suportada num

1
K>n (— — 1) )
p
sendo K a ordem de f.

Na proposigdo que seguird, exibiremos f € hP(R™) sob as mesmas condig¢bes do

hiperplano, tal que

teorema, salvo que K, a ordem de f, serd de tal modo que

K >N

-

Assim, se considerarmos o caso em que n(l/p —n) € Z,, entdao N, = n(1/p — n),
exibindo, portanto, o exemplo desejado.
Previamente a esta, apresentemos um resultado essencial em sua demonstragao, que

diz respeito a construgao de fungoes com momento nulo.

Proposigao 3.2.2. Dado um cubo Q C R"™ e um inteiro positivo M, existe & € CX(R"™),

suportada em (), tal que

/(I)(l’) x%dx =0, V|o| < M.

Demonstragao. Suponha que @ = [—a,a|" e seja ¢ € C°([—a, a]) ndo-nula. Defina

o= (4) v

a qual é funcao-teste e esta suportada no cubo [—a, a).
Assim, se ®(x) = Dg(x1) ... Po(z,), entdao alem de € C(Q), vale que

/<I>(:B) x%dr =0, V |a| < M.
Com efeito, note, inicialmente, que dado 0 < 57 < M tem-se

/ oty dt — / (%)M+l¢(t)tjdt:(—1)j i / <%)M+l_jw(t)dt:0, (3.30)

sendo M +1— 35 > 0.

Dai, dado o = (a1, ..., ) € Z7 com |a| < M, temos que cada a; < M. Assim, pelo
Teorema de Fubini, utilizando (3.30)), o resultado desejado. ]

O resultado acima permite a construgao de uma familia de fun¢ées com momento nulo

com as seguintes propriedades:
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Observagao 3.2.2. Em R"™!| seja Q; o cubo de centro ¢; e comprimento de aresta 4;,
para cada j = 1,2,.... Vamos construir a; fungao-teste suportada em (); satisfazendo as

seguintes propriedades:

llaj|re < c8;' P,

o =0

para todo o € Z’}r‘l com |a| < N, e algum ¢ > 0 que independe de j. Além disso,
J R A e

para algum C,, > 0. Aqui, (¢;); denota a primeira coordenada de c;.

Com efeito, seja Q C R"! o cubo unitério centrado na origem. Pela Proposicao m,

existe b fungao-teste suportada em () tal que

/b(x’)(x')adx' =0, V|a| < N,.

Para cada j =1,2,..., defina

bi(a') = b (xé_]"])

Entao, b; é suave e esta suportada em ;. Além disso, se |a| < N, entao

/ by () (') da’ — / b (""”’/gcﬂ' ) (/) da’

—5n1/ (y/ J?/+Cj)ady

=4, 60270 (e)? [ o) () Py
B<a ( ) /
(3.31)

Assim, defina

aj(a) = 6,7 b;(2)).

Vamos supor que 9; < 1. Portanto,

lajllzee < 6,77 [Ibl| e < ¢ 8577

Por (3.31]), temos que

/ a;(@) (@) de’ = 0, ¥ |a] < N, (3.32)
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Finalmente, usando o Bindémio de Newton e ({3.32)), obtemos

Np+1
/aj(l")(iﬁ — (e))M e =y ( v > R /aj(x/)(xl)i dx’

=0
_ /aj(x')(xl)NPH dl‘l
=5 [y )%

_ 5j1—n/p+Np+1+n—1 /b<x/)(I1>Np+l dl’/

1

_ n—n/p+Np+1
- Cn 5]' P )

completando a construcao desejada.

Observacao 3.2.3. Para j = 0,1,..., considere (); como na observacao prévia. Vamos
construir uma sequéncia de funcoes ¢; € S(R™) com ¢;(2',0) suportada em 2@);,

satisfazendo

0% pi| < Cup, V]a| <N, —1, ¢ (3.33)
1 _
%‘(ﬁl, O) = m(l‘l — (Cj)l)Np+15j 2 sobre Q]‘. (334)
De fato, seja ¢; € C°(R"™1) com ¢; = 1 em uma vizinhaga de Q; e suportada em 2Q);.
Pelo Corolario temos que

0%,| < C 6,7 Vl]a] <N, —1. (3.35)

Dado x = (2, z,,) € R", defina ¢;(z) por

1

mm — (ep))™to;72, (3.36)

pi(r) = 0;(z")

a qual pertence a S(R"). Claramente, temos que a fungao =’ — ¢,(2’,0) é suportada em

20);. Além disso, desde que ¢; = 1 sobre );, obtemos ((3.34]).
Resta mostrar que p; satisfaz (3.33). Com efeito, dado v = (a,¢) € Z"' x Z, com
|v] < N, — 1, temos pela Regra de Leibniz que

5—2
0 i) = Ty 2 Cot 077 94(@)00 (a1 = ()™
B<a
572
= Ty 2 e 0 05() diflan = (e
Brei<a
C, 0;?
=i 2 Cas 0570, = ()™,

Bre1<a
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onde Cp, = (N, +1) N,... (N, +1— (81 — 1)).
Aplicando o valor absoluto acima e usando (3.35)), temos que

%] < €820,y — (e
< Cp’n §j\B161—a|+Np—1—B1

< Cps

uma vez que |S1e; —al+ N, —1— 1 >0, ja que |a| < N, — 1. Desse modo, ¢, satisfaz

(3.33) e, portanto, as trés condicoes desejadas.

Proposicao 3.2.3. Para 0 < p < 1, existe uma distribuicao f € hP?(R™) com suporte

compacto contido em um hiperplano, tal que a ordem K de f satisfaz
K > N,

onde N, € a parte inteira de n(1/p —1).

Demonstracao. Tome o hiperplano II como no teorema anterior. Em R"!, considere
cubos ); com centros ¢; e comprimento de lado d;, tais que os cubos duplicados 2Q); sao
dois-a-dois disjuntos e

> 6 < oo (3.37)

Pela Observagao podemos considerar fungoes a; de n — 1 variéveis suportadas em

(); e satisfazendo

lajll e < 8;' "7, (3.38)
/aj (") (2")*dz" = 0, (3.39)

para todo a € Z""" com |a| < N, e
[ — (enyiar = c, 6, (3.40)

para algum C), > 0.

Defina os funcionais lineares 7; sobre S(R") por

ne) = [ ae) et 0y (3.41)

para ¢ € S(R"). Para cada j = 1,2,..., 7; é funcional linear continuo. De fato, pela

expansao em Taylor de ¢(2’,0) em torno de ¢;, temos que

o 0) = 3 0% e, 0) L 4 R )

|| <Np
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onde

(2" — ;)"

dt.
ol

Ry(z') = (N, + 1) / A=0% 3 0 o+t - ¢;),0)

|o|=Np+1

Multiplicando por a; na equagao acima e integrando sobre R"~!, obtemos que

ne) = 3 0 ele0) [ - erds

|| <Np

+(Np+1)/(1—t)NP 3 5 o gp(cj—i—t(x'—cj),O)/aj(:l:')(:L"—cj)adx'dt.

|o|=Np+1

Observe que se |a| < N, entao

/ 0;(2) (& — ¢;)da’ — / a;() S ( g ) ()2 ()P da’

BLa
= ~ [« e | a2 () Pda!
;(5%)/]( (') Pd
— 0,

por (3.39), uma vez que |a — 8] < N,,. Dai, segue que

1

Ny +1 )
|75 ()] < W+ 1) =0 S (0%l [ lag@)lla = c) ¥+ dadt
(N, + 1)! |
p 0 |a|=Np+1 Q;
1
N, +1 ) -
<t -0 S el ol (V= 18)" d
(N, + 1)!
0 lo|=Np+1
X - e Np+1
<c 3 [ellied T S (V=T 6))
|a|=Np+1
s ¢ Z ||agé/(p||Loo 5j1_n/P+n—1+Np+1
lal=Np+1
:céjn—n/P-i-Np—i-l Z ||a§/(pHLw
la|=Np+1

< e & |y

Agora, como n(1/p —1) < N, + 1, temos que n —n/p + N, + 1 > 0. Ainda, por (3.37),

d; — 0 e, portanto, (5j"7”/p+N”+l — 0. Desse modo, (5]-”7"/”]\71’“ ¢ limitado. Logo,

I7i(@)] = ¢ 0" P[] w1 < i ool e (3.42)
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J

Portanto, cada 7; € §’(R™). Assim, defina f; = >~ A7 € S'(R™), onde a sequéncia {\;}
=1

é escolhida de modo que

Z)\jp <00 e % — 00, (3.43)
J

quando j —s oo. Por exemplo, §; =277 e \; = j~(1FL/P) Decorre daf que

Z)\j < 0.

Note que para toda ¢ € S(R™), temos que
J J
Z)\¢|Ti(90)| < Cnp ||@]l Vot Z)‘i < 00,
i=1 =1

0 que mostra que a sequéncia mondtona crescente {f;(p)} ¢é limitada e, portanto,

convergente. Defina, portanto,
f = hm fz € Sl(Rn),
71— 00
isto é,
o0
f = Z )\jTj-
j=1
Note que dada ¢ € S(R™) podemos escrever cada 7; da seguinte maneira:

7i(p) = (a; ® 3, ¢)

e, entao,
F=Y X(a;®0),
J
o que nos permite ver, de forma mais clara, que f tem suporte compacto e, além disso,

esta contido no hiperplano II.

Para ver que a ordem de f é ao menos N, tome a sequéncia de fungbes ¢; € S(R"),

como na Observagao m, com @;(2’,0) suportada em 2@);, satisfazendo

0% ¢;| < C,V|a|<N,—1, e (3.44)
/ 1 -
Pi(a0) = gy = (e)n)e; 7 sobre @ (3.45)

Desde que a; ¢ suportada no cubo ); e ¢, é suportada em 2@);, os quais sao disjuntos se
i £ j, segue que
/ a;(x)p;(2',0)dz’ =0, Vi #j.

i
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Dali,

flpj) = Z /\i/ ai(z')p;(2’,0)dx’

1 i

:Z/\i/ ai(x')goj(x/,O)dx’—i—)\j/ aj(z")p;(2',0)da’

i#] i Qi

= )\j/ a;j(a")p;(a’,0)da’.

Qj

Portanto, usando ([3.40)) e , Obtemos

1 ) / NpHL g/
flpj) = N, 1) Aj 0 /Qj a;(x)(zy — (¢j)1)"" " d

1
-\ 5_2071 5An—n/p+Np+1
(N, + D! ’
1
=\, C, 5PNy
(N, + 1)1 ™7 !
= Cup Aj 8PN
Note que n —n/p+ N, —1 < 0. Por (3.43)), \; 5j"_"/p+Np_1 — 00, quando j — 0.
Dai,

f(pj) — o0, quando j — oo. (3.46)
Se f tivesse ordem menor que [V, entao existiria uma constante C' > 0 tal que

fe)l <C ) sup|0%p;(a)]

|ﬁ|7|a|§Np_1

<C Y 0%l

|B|a|a|§Np_1

< Cpp < 00,

o que contradiz (3.46)). Logo, a ordem de f é maior ou igual a N,.

Finalmente, para ver que f € h?(R"), considere a grande fungao maximal local m(f).

E suficiente mostrar que

lm(75)|| e @y < C,

uniformemente em 7, pois dado z € R" considere ¢? funcao-teste normalizada suportada

numa bola de raio 0 < r < 1 contendo z. Assim,

[fler)] < Z/\jhj(@f)l < Z)\j m(7;)(z).
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Portanto,

§<Z)\jm(7] ZL‘) <Z , VxeR"

Integrando ambos os lados na desigualdade acima, temos

/ m(f)P(x)dz < / Z Am
gz/ﬁmm%m:
J
<D N Im(m)|lE
J
<C Z )\g-’ < 00.
Vamos mostrar que a funcao maximal m(7;) é limitada uniformemente na norma L”. Com

efeito, tome = = (2/,x,) € R™ e considere ¢} fungao-teste normalizada suportada numa
bola de raio 0 < t < 1 contendo x. Entao,

vi # 0
somente se t > |x,|/2, pois dado ¥ € R"™!, suponha t < |x,|/2. Entao
[(4,0) = (2" )| = |(y' = 2" 2n)| = Jan| = 2t = (¢, 0) & B(x,2t) = (4, 0) & supp ¢y

e, portanto, ¢¥(y/,0) = 0. Além disso, a funcdo ¢%' (/) = t ¢¥(y/,0) ¢ funcio-teste

normalizada em R"~!. De fato, seja o € Z! com |a| < N, + 1, entdo
0507 (1) =t 10y 07 (Y, 0) < t105pi |l <t ¢ 0ol = gm(nmtled

e o suporte da funcao gbf/ estd contido na projegao, sobre R"~! do suporte de ¢} e,

portanto, esta contido em uma bola que contém z’. Dai,

el < ¢ [ la)er )l < lay(e)|
< mrer(a)(@) € - (@)

e, assim,
2
m(7;)(x) < — mga-i(a;)(2"),

n

onde mgn—1 denota a grande funcao maximal local sobre R" 7.
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Integrando ambos os lados sobre 2Q); x [—9;, d;], obtemos

2 p
/ m(r)(2)da < / (-) e (a; (2 )da
2Q; x[—0;,0;] 2Q; x[~8;,6;] \¥n

9
= 2p/ x, P mgn-1(a;)P(x")dz'dz,,.
—9; 2Q;

Uma vez que 0 < p < 1, temos que p’ = 2/p > 1. Desse modo, aplicando a Desigualdade
de Hélder para p’ e ¢’ conjugados, onde 1/¢' =1 — p/2, temos que

p/2 1—-p/2
mgn-1(a;)P(x")dz’ < / (mgn-1(a;)?)*P(2")da’ / 1dz’
2Q, 20, 2Q;

< [Jmgn-1(az) 72 [2Q51

= 2" lmgn-1 (ay) |72 1Q;]" 772,
Desde que mgn-1 ¢ limitado sobre L?(R"!), existe constante C' > 0 tal que
[mgn—1(a;)l7. < Cll(ay)l}2, Vi €N

Vamos mostrar que

/ m(7;)P(z)dx < ¢y p. (3.47)
2Qjx[=6;,0;]
9
[ mmpes 2 2 @)l 1@ [,
2Q;x[=6;,85] 5

< Cnp Q1P 657 1B

p/2
= Cnyp |Qi]" 77 6,177 (/@ |aj(y’)|2dy’)

< e |Qs1 P2 6P 1Q41P a1
< Cup |Qs11 P2 8P |QyP? 67
= Cnyp ‘Q1| 5j1_n

_ n—1 ¢ 1-n
= Cpp 0; Wy

- Cn,p'

Portanto,

/ m(7;)P(x)dx < ¢ p. (3.48)
2Qj><[*5 5}

Vamos, agora, mostrar que o mesmo ocorre, mas fora de 2Q); x [—9;,d;]. Com efeito,

dados z = (2, z,) ¢ 2Q); x [—9;,0,] e ¢} fungao-teste normalizada como acima, por (3.42)),
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temos que

T (D] < cup 7P o g

< Crp t—n—(Np—l-l)(Sjn—n/p—&—Np—i—l'

Afirmemos que existe constante ¢ > 0 tal que
¢ o — (¢5,0)| Mot > pmn=(Nptl), (3.49)

De fato, denote por |y|ys a norma do maximo e, portanto, By (y,r) significara a bola de

centro y e raio r segundo esta norma. Nao ¢ dificil ver que

(1/vn) |yl < lylu-

Além disso, vale também que
B(x,t) C By(z,t).

Seja xp o centro da bola na qual ¢} esta suportada, a qual contém z. Dal,
|z — xo|ps < t. (3.50)
Seja (y',0) de modo que (y',0) € B(zo,t) e y' € @}, pois do contrario 7;(¢y) = 0. Assim,

(¥, 0) — @olar <t (3.51)
|y/ — leM S (53'. (352)

Usando a desigualdade triangular e as desigualdades (3.50)), (3.52)) e (3.52), obtemos

|7 — (¢, 0)[m < |2 — 2ol + (¥, 0) = zo|ar + (¥, 0) = (¢,0)|ar
S 2t+ |y' — Cj|M
<2t +4;. (3.53)

Se x ¢ 2Q); x [—6;,0;], entdo 2’ ¢ 2Q); ou x,, ¢ [—0;,d;]. Suponha que z, ¢ [—0;,d;], isto
¢, |x,| > 0;. Vamos supor que 2t > |x,|, uma vez que ¢f # 0 somente se t > |x,|/2.
Desse modo,

2 > §;. (3.54)
Assim, por (3.53)) e (3.54)), obtemos

lz — (c;,0)|a < 4t. (3.55)
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Agora, supondo z’ ¢ 2(Q);, temos que

[z — (¢;,0)|nr

2(Sj<’Qf/—Cj|M§|Z’—<Cj,O)’M:>5j< 9

e, novamente por (3.53)), segue que
|z — (¢j,0)|m < 4t. (3.56)
Como mostra (3.55]) e (3.56)), nos dois casos obtemos |z — (¢;,0)|y < 4. Entao
) 79 )
(1/vn)|z — (¢;,0)| < |z — (¢;,0)|ar < 4t = cpp |7 — (cj,0)|_”_(NP+1) > ¢ (et ),
Decorre dai que
75 ()] < e 6P |z — (5, 0)] T N4

e, portanto,

/ m(Tj)p(;E)d.iE < Cnp 5jpnfn+p(Np+1) / |x _ (Cj, 0)‘—pn—p(Np+1)d:I;
Rn\QQjX[—§j,5j] Rn\2Q]'><[—6j,6j]

S Crp 6jpnfn+P(Np+1) / |SL’ _ (Cj7 0)‘*p”*P(Np+1)dx7
R\ B((c;,0),t)

ja que B((Cj7 0)7 t) - 2QJ X [_5j7 6]] Agora,

n—1

—pn— e p
|x - (C‘, 0)| P p(N”H)dx = / / —dadp
/Rn\B((cj,O),t) ’ 5; Jsn— ppn+p(Np+1)

r

T o0 6]

1| g pr=pn=p(Np+1)
5. pn—p(Np+1)
o |Sn—1| J
n—pn —p(N, + 1)
5jnfpnfp(Np+1)

—n+pn+p(N,+1)
5jn—pn—p(Np+1) )

= |5

=Cnp

Note que aqui foi usado que n — pn — p(N, + 1) < 0, uma vez que n(1/p — 1) < N, + 1.
Logo,

/ m(1;)P(z)dx < ¢,y (3.57)
R™\2Q;%[~;,45]
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De ([3.48) e (3.57]), conclui-se que

m(1;)P(z)dx < ¢, p,
Rn

isto &, ||m(7;)||L» € limitada uniformemente em j, mostrando, por fim, que f estd em
h?(R™).
[

Vamos agora, por meio de dois exemplos, por em contraste os teoremas [3.1.2] [3.2.1] e
5. 1.9l

Exemplo 3.2.1. Seja f = 6 @ 6. Pelo Exemplo |1.2.5 temos que a ordem de f na
direcao normal ¢ m. Desse modo, do Teorema [3.2.1] obtemos que se f € h*(R?), entao

1
m<2(——1)
b

2

< —.
p 24+ m

Agora, pelo Teorema [3.1.3] segue que se
1 2
<2(=-1) ([e=p< :
" (p > ( Y 2+m>
entao f € h*(R?).

A aplicagao de ambos os teoremas esta de acordo com o que vimos no Exemplo [2.3.3

A comparagao realizada entre os teoremas e no Exemplo pode ser

evidenciada de modo mais geral no seguinte teorema:

que, por sua vez, implica em

Teorema 3.2.2. Sejam [ distribui¢ao suportada no conjunto S = {0} e N a ordem de f.

Suponha que tanto ordem total de f quanto ordem na direcdo normal coincidam. Entao,

f € hP(R™) se, e somente se,
1
N <n (— — 1) .
p

Demonstra¢ao. Suponha que f € h?(R™). Desde que f esta suportada em S = {0}, est4,
portanto, suportada em IT = {(z1,...,2,) € R : x, = 0}. Ainda, como a ordem de f

coincide com ordem na dire¢ao normal, temos, pelo Teorema que:

1
N<n(——1>.
p

A reciproca segue imediatamente do Teorema [3.1.3] O

Por outro lado, o exemplo que segue mostra que o Teorema |3.2.1/ nao abrange o maior

intervalo no qual p deve estar para que f esteja em hP.
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Exemplo 3.2.2. Considere f a distribuicao dada por

onde u é a distribui¢do do Exemplo (|1.1.6)), dada por
= 1
Z 5 7“]7
J=1

com {r; € N} = QnN]J0, 1]. Recorde que, neste caso, como visto no Exemplo|1.2.5) N = m.
Assim, pelo Teorema temos que se f € hP(R?), entao

2
24+m

1
m<2(——1):>p<
p

Por outro lado, do Teorema |3.1.2] segue que se

1
m< ——2
p
que é equivalente a
1
<
p 21 m’

entdao f € h*(R?).
Entretanto, vimos no Exemplo que f € h?(R?) se, e somente se,

2
24+ m

p <

A questao de que Teorema [3.1.2] nao abrange o maior intervalo no qual p deve estar
para que f esteja em h”, esta no fato de que o mesmo nao nos fornece informacao sobre

o que ocorre quando
orm -t Sovm

intervalo no qual sabemos que, para p neste, f € hP.

Além de HP(R") e h?(R"), também compdem a lista de espagos de Hardy os espacos
hP(Q2) e h2(R2), onde © é um dominio de R™ com fronteira suave. Estes espagos sio

definidos da seguinte forma:

Definigao 3.2.3. Considere Q2 um dominio (aberto e conexo) limitado em R™ com

fronteira suave. Definimos os espagos hE(2) e h2(2) por

Q) = {feD(Q); IF PR, Flo=f} e
Q) = {feD(@Q); IF PR, Flo=/ ¢ Flaag =0}
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Claramente, h2(Q2) C h2(2). Foi mostrado em [I] que na verdade h?(€2) = h2(2), para

valores de p com
n n

— < p< ——, j=0,1,....
n+(j+1) p n-f-jj

Em [3], foi verificado que isso nao é verdade quando n(1/p — 1) é um inteiro, isto é,

n

n(l/p—1)=j<p= -, 7=0,1,....
(I/p=1)=j<p el
Em outras palavras, se p =1, 25, 5, ..., entao

R(Q) # BE(9).

A demonstracao deste resultado é uma aplicacao, nao imediata, da condigao necessaria
estabelecida no Teorema [3.2.11
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