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Resumo.

O objetivo deste trabalho é descrever formalmente as representagdes irredutiveis das dlgebras de Lie
semissimples g de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, como
também obter algumas férmulas de multiplicidades que permitem calcular a dimensao dos espacos de
peso da representagdo e também a quantidade de pesos.

Nesse sentido, a novidade deste trabalho € o estudo de uma nova formula de Caracteres, recentemente
encontrada por Schiitzer [Sch12], e que se baseia em uma combinatéria dada apenas em termos das
raizes positivas nio simples da dlgebra de Lie.

Os principais resultados desse artigo sao revistos e clarificados.

Palavras chave: Algebras de Lie, Algebras de Lie Semissimples, Representaces, Caractere, Férmula

de Weyl, Nova Férmula de Caracteres, Formula de Multiplicidades.



Abstract.

The objective of this dissertation is descrive formally the irreducible representations of finite-
dimensional semisimple Lie algebras g over a field [F algebraically closed with characteristic zero,
as also get some multiplicity formulas that allow compute the dimension of the weight space in the
representation and also the quantity of weight.

In this regard, the newness of this work is the study of a new characters formula, recently published
by Schiitzer [[Sch12], and this based in one combinatory given only in terms of not simple positive roots
of the Lie algebra.

The main results of this dissertation are reviewed and clarified.

Key-Words: Lie Algebras, Semisimple Lie Algebras, Representations, Character, Weyl’s Formula,

Character new Formula, Multiplicity Formula.



Introducao.

Em poucas palavras, as dlgebras de Lie s@o espagos vetoriais munidos de um produto ndo associativo
denominado colchete de Lie. Tais dlgebras surgiram naturalmente pelo estudo de objetos matematicos
denominados Grupos de Lie. Foi no ano 1873 que, Sophus Lie, um matematico Noruegués deu origem
as ideias que conformam na atualidade a Teoria de Lie, com aportes posteriores de Weyl, Cartan,
Chevalley, Killing, Serre, Harish-Chandra entre outros [JE10].

Os primeiros trabalhos de Lie tinham como ideia subjacente construir uma teoria de Grupos
Continuos, contemplando por sua vez a ja existente Teoria de Grupos Discretos. O objetivo de Lie
era desenvolver uma teoria capaz de unificar o estudo das simetrias na drea das equagdes diferencias
ordindrias e, para isso, Lie estudou as simetrias continuas de objetos matematicos conhecidos como

Variedades.

Se bem que, os grupos que Lie analisou, ndo eram exatamente Grupos de Lie, uma vez que
estavam definidos apenas localmente, foi Weyl quem pela primeira vez estudou sistematicamente

grupos definidos de forma global.

As teorias de dlgebras de Lie constituem hoje em dia uma das partes mais importantes da matemaética
moderna, dando suporte a numerosas aplicacdes no ambito de outras ciéncias, como a fisica e
astrofisica. O estudo da teoria estrutural geral das dlgebras de Lie, em especial a classe das dlgebras
de Lie simples, foi essencialmente contemplada por Cartan e Killing no século XX, introduzindo
importantes conceitos que ainda sdo intensamente utilizados por pesquisadores matematicos atuais.

Ademais, € de vital importdncia analisar as representacdes das dlgebras de Lie, pois uma
representacdo permite descrever a dlgebra mediante um espaco vetorial, fornecendo informagdes mais
especificas da dlgebra em si. Mais formalmente, dizer que ha uma representacdo de uma algebra g é
equivalente a dizer que hd um homomorfismo entre g e uma dlgebra de automorfismos gl (V) definidas
sobre um espaco vetorial V. Pelo teorema da redutividade de Weyl, € possivel limitarmos ao estudo das
representagdes irredutiveis; isto é, sobre um espago vetorial que ndo possui subespacos invariantes pela
acdo da 4lgebra via representacao.

E conhecido que as representacdes irredutiveis de dimensdo finita de uma dlgebra de Lie
semissimples sdo parametrizadas pelos seus pesos maximais e que, pelo teorema de Cartan, o peso
maximal da representacdo ocorre com multiplicidade 1, i.e, a dimensdo do espaco de peso maximal da

representacao.

Porém, existe a questdo de qual € a multiplicidade de um espaco de peso arbitrario, e que é respondida
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mediante as férmulas de Caracteres. A mais célebre de todas elas é sem duvida alguma a férmula de
caracteres de Weyl.

A férmula de Weyl é uma ferramenta importante para entender a estrutura de uma representacio
irredutivel de dimensdo finita de uma élgebra de Lie semissimples, € uma importante aplicacio é a
férmula dimensional de Weyl, que calcula, de modo relativamente simples, a dimensdo total de uma
representacdo sem que seja preciso calcular explicitamente as multiplicidades.

Virias outras férmulas de caracteres foram descobertas ao longo do tempo, tais como as férmulas
classicas de Freudenthal [FdV6Y]] e Kostant [Kos59]], e mais recentemente as formulas de Littelmann
[Lit935]), Sahi [Sah00], Cagliero e Tirao [CT04] e Schiitzer [Sch12].

Nosso estudo estard baseado no trabalho de Schiitzer [Sch12], e serd realizado em trés etapas, cada
uma delas correspondendo a um capitulo. No capitulo[I] definiremos os conceitos de dlgebras de Lie,
homomorfismos, representacdes, entre outros, e apresentaremos os Teoremas cldssicos de Lie, Engel,
Cartan e Weyl. Na secdo vamos caraterizar as representacdes da dlgebra sl (2,IF), que constituem o
caso mais simples na teoria de representacdes de dlgebras de Lie semissimples, e que é necessario para
entender o estudo mais geral. Finalmente, na segéo|[I.6|veremos que toda dlgebra de Lie semissimples g

de dimensao finita, e definidas sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero, possui

9:[)@@906

acd

a decomposicao

em que go = {x€g:ady(x)=[hx]=a(h)x,Yheh} e a € h*. Todos os conceitos desenvolvido
neste capitulo seguem o livro cldssico de [Hum78|], como também as referéncias [EW00, |Ale0S|
Hum78, |Gra00].

O capitulo [2] consiste em Teoria de representa¢des, novamente seguindo [Hum?78], mas com alguns
conceitos proprios de [FH91]] e [[Gra00]. Neste capitulo, veremos que toda representacdo irredutivel
de g admite um tnico peso maximal A, e podemos indicar tal representacdo por VA. Além disso,

encontraremos a Férmula de caracteres de Weyl como assim também a Férmula Dimensional de Weyl:

gimv* = ] AP
acdt (p7a)

Finalmente, a dltima etapa consiste no estudo de [Schi2]. E aqui que apresentaremos uma nova férmula
de caracteres proposta pelo autor do trabalho citado acima. Tal férmula permite aplicagdes interessantes

como o nimero de pesos na representacio e novas férmulas de recursio para multiplicidades.



Capitulo

Algebras de Lie.

Neste Capitulo, revisaremos alguns conceitos e resultados clédssicos da teoria de dlgebras de Lie que
serdo necessarios para o presente trabalho. A ideia € introduzir o estudo elementar das dlgebras de
Lie semissimples definidas sobre um corpo F algebricamente fechado e de caracteristica zero, embora

muitos dos conceitos que abordaremos fazem sentidos para corpos arbitrarios.

Todas as propriedades cldssicas apresentadas podem ser encontradas nas referéncias [EW00, [Ale08),
Hum?7/8, IGra00].

1.1 Introducéo as Algebras de Lie.

1.1.1 Algebras.

Definicao 1.1.1. Uma &lgebra sobre um corpo F € um F-espaco vetorial 2l munido de uma aplicacdo
bilinear
(x,y) eAXA— xyeA

usualmente chamada multiplicacao.

Em particular, na seguinte secdo, veremos que as dlgebras de Lie sdo dlgebras que satisfazem as
propriedades (1) e (2) da defini¢do sobre o produto [x, y].

Definicao 1.1.2. Uma 4lgebra € unitdria se existe um elemento 1 € 2 (chamado unidade) tal que

1x =x=x1 para qualquer x € 2. Uma dlgebra 2l é associativa se (xy) z=x (yz) para quaisquer x,y,z € 2.
Alguns exemplos de 4lgebras associativas sao:

1. O conjunto gl (V) dos endomorfismos de um espago vetorial V, possui uma estrutura de dlgebra

unitdria e associativa com a multiplicacido dada pela composicao de endomorfismos.

2. Similarmente, o conjunto gl (n,F) das matrizes n x n sobre o corpo F é uma dlgebra associativa

unitaria com a multiplicacdo usual de matrizes.



2 1. Algebras de Lie.

1.1.2 Algebras de Lie.

Definicao 1.1.3. Seja [ um corpo. Uma algebra de Lie g sobre ' é um espago vetorial sobre F,
munido de uma aplicagdo bilinear, [,] : g X g — g, denominada colchete de Lie, possuindo as seguintes

propriedades:
1. [x,x] =0 para todo x € g, isto &, o colchete ¢ alternante.
2. [x,[y,2)]+ [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = O para quaisquer x,y,z € g, chamada identidade de Jacobi.

Observacio 1.1.1. Como [x+y,x+y| = [x,x] + [x,y] + [y,x] + [y,¥] = 0, obtemos que

[x,y] = - [y,x] ) Vx?)) €g.
Exemplos.

1. Seja F =R e considere x = (x,x2,x3),y = (y1,2,¥3). O produto vetorial

X Xy = (X2y3 — X3y2,X3¥1 — X1Y3,X1Y2 — X2)1)

define uma estrutura de 4lgebra de Lie em R3,

2. Todo espago vetorial V possui um colchete de Lie definido trivialmente por [x,y] = O para
quaisquer x,y € V. Esta estrutura de dlgebra de Lie € chamada abeliana. Em particular o corpo
F pode ser visto como uma dlgebra de Lie abeliana unidimensional. De fato, é imediato que

qualquer dlgebra de Lie unidimensional € abeliana.

3. Seja V um espago vetorial sobre um corpo F. Seja gl (V') o conjunto de todos os endomorfismos

(limitados) de V em V. Este é um espago vetorial sobre F com as operagdes:

a) Vx,yegl(V),YveV;(x+y)(v) =x(v)+y(v).
b) Vxegl(V),VveV,VkeTF; (kx) (v) =kx(v).

Definimos neste espaco vetorial o colchete de Lie como
ey =xy—yx,  Vxyegl(V)
em que o produto xy representa a composicao x oy. Tal colchete é chamado comutador.

4. Seja IF um corpo e denotemos por gl (n,F) o espago vetorial de todas as matrizes n x n sobre o

corpo . Definimos neste espaco o seguinte colchete de Lie:
[x,y] = xy—yx Vx,y € gl(n,F)

em que xy é o produto usual de matrizes. Uma base para gl(n,F) é dada pelas matrizes {e,- j}
de tamanho n X n em que ¢;; possui 1 na posi¢do (i, j) e zero nas demais posi¢des. Note que
€jjer = Sjkeil, portanto

leij, ext] = Sjreir — Sjiex;



1.1. Introduciio as Algebras de Lie. 3

Este exemplo pode ser visto como o caso matricial do exemplo 3.

5. Seja t(n,[F) o subespaco vetorial de todas as matrizes triangulares superiores de gl(n,[F). Entdo

t(n,F) é uma algebra de Lie com o colchete de Lie como em gl (n,F).

6. De maneira similar, seja n(n,F) o subespaco vetorial de todas as matrizes triangulares
estritamente superiores de gl (n,F). Entdo n(n,[F) é uma dlgebra de Lie com o colchete de Lie

como em gl (n,F).

Observacao 1.1.2. Se 2 é uma algebra associativa sobre o corpo I, entdo podemos definir uma nova
operagdo bilinear [,] em 2 por
l[a,b] = ab—ba, Va,b e

Entio, 2 com aquele colchete, é uma algebra de Lie. E usual indicar 2~ quando se deseja fazer
referéncia a esta estrutura como dlgebra de Lie. As algebras de Lie gl (V') e gl (n,F) sdo casos especiais

desta construgdo.

Definicao 1.1.4. (Subdlgebra de Lie) Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie € um subespaco
b C gtal que
[x,y] €, Vx,y €h.

Observacéo 1.1.3. Se B = {vi,...,v,} é uma base de V, o endomorfismo ejj .V —V € definido por
e;j (vk) = 8jxvi. Como espago vetorial, essa base da origem a um isomorfismo entre gl (V) e gl(n,F).

Qualquer subalgebra de Lie de gl (V) serd chamada algebra de Lie linear.

Definicao 1.1.5. (Ideal) Seja g uma dlgebra de Lie. Um subespago vetorial / C g tal que
x,ylel,Vxegyel

€ um Ideal da édlgebra de Lie g.

Definicdo 1.1.6. (Centro de uma dlgebra) Seja g uma élgebra de Lie, definimos o centro de g, 3(g),

como
3(g)={xcg:[x,y]=0; Vyecg}

Portanto, g é uma dlgebra abeliana se, e somente se, 3(g) = g. Além disso, entre as dlgebras de Lie,
muitas delas ndo possuem as propriedades mencionadas na defini¢do [[.1.2] Em particular, teremos o

seguinte resultado:

Proposico 1.1.1. Uma dlgebra de Lie g é associativa com respeito ao colchete (i.e, [x,[y,z]] = [[x,y],2]
para todo x,y,z € g) se, e somente se, Va,b € g; [a,b] € 3(g).

Demonstracdo. De fato, pela identidade de Jacobi, Vx,y,z € g:
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Logo, [, [z,x]] =0, Vx,y.z € g [z,4] €5(9), Vx,z € 0.
O

Construcao de Ideais: Sejam /, J ideais de uma dlgebra de Lie g qualquer, entdo sdo ideais de g

1. ainterse¢do INJ,
2. asomal+J={x+y:xel,yeJ},

3. oproduto [I,J] = Span{[x,y|: x €1,y € J}.

1.1.3 Algebras Classicas.

Os exemplos mais importantes de toda a teoria de 4lgebras de Lie sdo denominadas dlgebras de Lie
classicas e agrupam-se em quatro familias diferentes: A;, B;,C; e D; com [ > 1. Todas s@o construidas

a partir de gl (V) tal como é especificado a seguir:

A;: Seja V um espago vetorial de dimensdo dimV = /+ 1. Denotemos por s[(V) o conjunto dos
endomorfismos de V em V com trago igual a zero. Tal conjunto é um subespago de gl (V) e
para quaisquer dois elementos x,y € sl(V), [x,y] também possui traco zero. Logo, s[(V) é uma
subdlgebra de Lie de gl (V).

Esta subalgebra chama-se Algebra de Lie especial, cuja dimensdo é dims[(V) = (I +1)% — 1.
Uma base para sl(/ + 1,IF) é formada pelas matrizes (I + 1) x (I +1) da forma h; = e; ; — ;41 i+1
(1§i§l)ee,~7j(i7£j).

B; : Seja V um espago vetorial de dimensdo dimV = 2/ 4 1. Consideremos a forma bilinear simétrica

e ndo degenerada f definida pela matriz

100
S;=(0 o0 1
0L 0

em que /; representa a matriz identidade de tamanho / x I. A dlgebra de Lie ortogonal impar o (V)

consiste de todos os endomorfismos x : V — V satisfazendo

fx),w)=—f(vx(w)) (1.L1)

Devido que podemos decompor um elemento A € gl(2/+ 1,F) da forma

& p q
A=lu a b
v ¢ d
em que @ € F, p,g sdo matrizes de 1 x [, u,v sdo matrizes de [ X 1 e finalmente a,b,c,d sdo
matrizes de [ x [. A condi¢do A’Sy = —S¢A (outra forma de escrever é equivalente que A
satisfaca ¢ = —, vV = —p,u' = —q, ¢ = —c,b' = —bed = —d'. Uma base para 0(2[ + 1,FF) é

dada pelas matrizes:
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L. p,vieriv1—erqirr1,paral <i<l
2. q,u: ey yir1—eiy1,1, paral <i <l
3. A,D: ertintj—eir1+ji+1+i-paral <i, j <1
4. B:eyigrivj—ervjirivi-paral <i<j<lI
5. Coepprqingj—erijati-paral <i< j<lI

A dimensao de (20 4 1,F) é dimo(20 + 1,F) = [+ 1+ 2+ 250 — 912 4,

C; : SejaV um espago vetorial de dimensdo dimV = 2/. Consideremos a forma bilinear simétrica e ndo

0 I
Sr=
-5 0

em que /; é a matriz identidade de tamanho / x [. A dlgebra de Lie sp (V) consiste de todos os

degenerada f definida pela matriz

endomorfismos x de V em V satisfazendo

fxv),w)=—=f(vx(w)) (1.1.2)

Do mesmo modo que fizemos anteriormente, podemos decompor um elemento A € gl(2/,FF) da

(0

em que a,b,c,d sdo matrizes de tamanho / x [. A condi¢do A’S; = —SyA é equivalente que A

forma

satisfaga ¢ = ¢, b' = b ed = —d'. Uma base para sp (2/,F) é dada pelas matrizes:
1. Todas as matrizes diagonais da forma e;; —e;4;4;, com 1 <i </
2. Todas as matrizes da forma e;; —e;1 4, com 1 <i# j<I
3. Todas as matrizes da forma e; ;;, com 1 <i </
4. Todas as matrizes da forma e; ;j+ej 4, com 1 <i<j<lI

Com um total de elementos dimsp (2, F) =1+ (1> — 1) +1+ l”;” +I1+ l(l;) =21 +1

D; : De maneira similar a familia B, a dlgebra de Lie ortogonal par o(V'), onde dimV = 2/, é a dlgebra

definida pelo conjunto dos endomorfismos x de V em V que satisfazem

fx),w)=—=f(vx(w)) (1.1.3)

em que f € a forma bilinear simétrica e ndo degenerada definida pela matriz

Uma base para a dlgebra 0(2/,F) é formada pelas matrizes:
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1. eij—ejipiparal <i, j<lL
2. ejjy—ejriparal <i<j<lI
3. eyij—eqjiparal <i<j<lI
Neste caso, a dimensdo de 0(2/,F) é dimo(2/,F) = 21> — 1.

O nimero / € chamado de “posto” da dlgebra.

1.1.4 Homomorfismos.

Definicao 1.1.7. (Homomorfismo) Sejam g;, g, duas dlgebras de Lie sobre o mesmo corpo FF. Dizemos
que uma aplicacdo ¢ : g — g> € um homomorfismo de 4lgebras de Lie se ¢ é uma aplicacio linear

que satisfaz

¢ (x,y]) =[9(x),0(¥)]; Vx,y € g1

Em outras palavras, ¢ ¢ homomorfismo se a imagem do colchete € igual ao colchete das imagens.

Note que o colchete de Lie no lado esquerdo € definido em g;, enquanto o colchete do lado direito
¢ definido em g,. Um exemplo importante de homomorfismo entre dlgebras de Lie € o homomorfismo

adjunto:

Exemplo 1.1.1. Se g é uma dlgebra de Lie, definimos o Homomorfismo Adjunto como a aplicagdo
ad:g — gl(g)

tal que (adx) (y) := [x,y] para quaisquer x,y € g.
Vejamos que efetivamente, ad é um homomorfismo. Com efeito, da bilinearidade do colchete, a

aplicacdo adx : g — g € linear. Além disso, pela identidade de Jacobi, obtemos de forma imediata que
ad ([x,y]) =adxoady—adyoadx

para quaisquer x,y € g.

Quando ¢ : g1 — g» denote um homomorfismo de dlgebras de Lie, vamos simplesmente chamar ¢

de homomorfismo (tomando ambos termos como sindnimos), salvo meng¢ao contréria.

Definicao 1.1.8. (Isomorfismo) Sejam g;, go duas dlgebras de Lie sobre o mesmo corpo F. Um

isomorfismo é simplesmente um homomorfismo bijetivo ¢ : g; — g».

Note que pela definigdo|1.1.6] ker (ad) = 3 (g). Além disso, para qualquer homomorfismo ¢ : g; — g2
de dlgebras de Lie, ker (¢) é um ideal de g; e img (¢) é uma subdlgebra de g;.

1.1.5 Algebra de Derivacdes.

Definicao 1.1.9. (Derivacdo) Seja 2l uma algebra sobre um corpo finito F. Uma derivagdo D de 2 é
uma aplicacdo linear D : 2l — 2 tal que

D(ab) = aD(b)+ D(a)b
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para todo a,b € 2. Chamamos Der2( o conjunto de todas as derivagdes de 2(. Tal conjunto nio ¢ vazio,
pois contém a aplicacdo nula, e é fechado pela adicio e pela multiplicacdo por escalar. Resulta que
Der2l é um subespaco vetorial de gl (2(). Ademais, Der?l é uma subdlgebra de gl () ja que se e, f sdo
duas derivagdes, entio

e, fl=ef —fe

também é uma derivacido. Com efeito,

D([e,f]) = D(ef)—D(fe)
= D(e)f+eD(f)=D(f)e—[fD(e)
= [D(e),f]+e;D(f)]

Observacao 1.1.4. Nem sempre ef resulta ser uma derivacao.

Observacao 1.1.5. Seja g uma élgebra de Lie e seja x € g, entdo a aplicagdo adx : g —> g € uma

derivagdo de g; pois pela identidade de Jacobi temos que

(adx) [v,2] = [x, [y, 2]] = [[x,3], 2] + [, [x,2]] = [adx(y), 2] + [y, ad x(2)]

paratodoy,z € g

1.1.6 Quocientes e os Teoremas de Isomorfismos.

Definicio 1.1.10. (Algebra quociente) Se I é um ideal de uma algebra de Lie g, em particular é um
subespaco de g. Consideremos as classes laterais (ou de equivaléncia) z+1 = {z+x: x €[} paraz € g

€ 0 espaco quociente
g/I={z+1:z€g}

Definimos neste espaco vetorial o colchete [,] dado por
W+l z+1] = [wz]+1

em que [,] da direita € o colchete definido em g. Entdo, g/I com tal colchete é uma dlgebra de Lie, que

usualmente chamamos élgebra quociente de g sobre 1.

Vejamos que o colchete definido acima estd bem definido; isto €, ndo depende do representante da
classe escolhida: Suponha que w+1=w'+1 e z+1 =7 +1, entdo por um célculo direto temos que

(w—w') €le(z—7) €I Pelabilinearidade do colchete temos que
W2 =w+W —w)z+( —2)] =+ W —wz|+ [wd -z + [W —w —Z]
onde os trés ultimos termos da soma estdo em / por ser um ideal. Entdo

W 1,7 +1] = [w,z] +1
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g——=b

-7

g/l

Figura 1.1.1: Diagrama comutativo para a propriedade (2) do teorema

mostrando a boa definicdo do colchete. Por dltimo, aquele colchete verifica ser um colchete de Lie por
estar definido em base ao colchete da dlgebra g.
Podemos assim, generalizar os Teoremas de Isomorfismos de espagos vetoriais as dlgebras de Lie,

tal como no seguinte resultado.
Teorema 1.1. Seja g,b duas dlgebras de Lie.
1. Se ¢ : g — b € um homomorfismo, entdo g/ker ¢ = img¢.

2. Se I é um ideal de g, com I C ker @, entdo existe um tinico isomorfismo de dlgebras de Lie
¢ : g/1 — b tal que o diagrama da figura resulta comutativo (T a projegcdo candnica sob
I).

3. Sel, J sdo ideais, com I C J, entdo J /I é um ideal de L/I e (L/I)/(J/I) = L/J.
4. Sel,J sdo ideais, entdo [ +J é um ideal e (I+J) /J =1/ (INJ).

Um exemplo importante de aplicacdo aos Teoremas de Isomorfismos é olhar que sl (n,F) é, de fato,

quase todo gl (n,F), tal como € determinado no exemplo a seguir:

Exemplo 1.1.2. Fixando um corpo F qualquer, definimos a aplicacéo tr: gl (n,F) — F, a qual associa
a cada matriz n X n seu trago. Tal aplicagdo é um homomorfismo, pois se x,y € gl(n,F) entdo sabemos

da dlgebra linear que tr € linear e que

() = tr(y—yx) = () —tr (1) = 0,
r (), r )] = tr(x)er(y) —tr(y)er(x) = 0.

Aqui, o primeiro colchete é em gl(n,[F) e o segundo colchete na dlgebra de Lie F~. Além disso,
o0 trago ndo é sobrejetivo e ker (tr) = sl(n,IF) é ideal de gl(n,F). Pelo teorema temos que
gl(n,IF) /sl(n,F) =T, em que a classe de equivaléncia x + sl (n,F) consiste de todas as matrizes de

n x n com traco igual a t7 (x). Em particular, isso mostra que dimsl (n,F) = n> — 1.

1.1.7 Centralizadores e Normalizadores.

Recordemos que se g é uma dlgebra de Lie, entdo 3 (g) é um ideal de g. De maneira andloga, é possivel

definir o centralizador de um conjunto A:

Definicao 1.1.11. (centralizador) Seja A um subconjunto ndo vazio de g, definimos o centralizador de
A como o conjunto:
c(A)={x€g:[x,al|=0: VYacA}
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Resulta que ¢ (A) é um subespaco de 3 (g) e, além disso, ¢(g) = 3(g).
Proposicao 1.1.2. Seja A um subconjunto ndo vazio de g. Entdo ¢ (A) é uma subdlgebra de g.

Demonstracdo. Esta é uma consequéncia imediata da identidade de Jacobi. Com efeito, se x,y € ¢(A)

eac A, entdo

[[x,y],a] = = [[,a] ,.x] = [la,x] ,y] = 0
O
Proposicao 1.1.3. Se I é um ideal de g, entdo ¢(I) é um ideal de g.
Demonstragdo. Parac € ¢(I),x € g,i € I, temos
[le,;x],] = —[lxi,c] = [li,c],a] =0
O

Proposicao 1.1.4. Seja ¢ : g — b um homomorfismo sobrejetivo. Se 3 denota o centro de g entdo @ (3)

estd contido no centro de b.

Demonstragdo. Com efeito, h = ¢ (g) = [b, ¢ (3)] = [¢(9), ¢ (3)] = ¢ ([9.3]) = ¢ ({0}) =0.
O

Definicao 1.1.12. (Normalizador) Se ) € uma subdlgebra de g, definimos o normalizador de h como

nh)={xeg: [x,v]eh, Vveh}

O normalizador n(h) é um subespago de g contendo h e, pela identidade de Jacobi, resulta uma

subdlgebra de g. Com isto, provamos a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 1.1.5. n(h) é uma subdlgebra de g.
Observacio 1.1.6. h é um ideal de n(h).

Exemplo 1.1.3. Consideremos g = s[(2,C) com base candnica dada por

01 1 0 00
X = s h = s y =
00 0 -1 1 0
As relacdes entre os comutadores resultam em

[hvx] = 2x, [hvy] = =2y, [xay] =h (1.1.4)

Portanto, vemos que a algebra 1-dimensional Ch é seu proprio normalizadmﬂ

1Ch é chamada subdlgebra de Cartan de sl (2,C). As relagdes feitas em tem um papel importante no estudo da estrutura
e representacdes de dlgebras de Lie semissimples. Para mais detalhes, ver por exemplo [EW00, Sec. 10.2] e [Hum78| Sec.
15.3]
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1.1.8 Representacdes de g.

Definicdo 1.1.13. Uma representacéo de uma dlgebra g é um homomorfismo ¢ : g — gl(V) em que V

€ um espaco vetorial sobre um corpo F. Dizemos que ¢ é representacdo de g sobre V.

Por exemplo, recordemos que para x € g, o operador linear adx : g — g dado por adx (y) = [x,y],Vy € g
¢ uma derivacdo de g. Como a aplicagdo ad : g — Derg C gl(g) € um homomorfismo, dizemos que ad
é uma representacdo de g em si mesmo. Tal representacdo é chamada Representacdo Adjunta de g, e

nestas condigdes, dizemos que g age sobre si mesmo via adg.

Proposicio 1.1.6. adg é um ideal de Derg e Ker (ady) = 3 (g).

1.2 Algebras de Lie Soluveis e Nilpotentes.

Uma estratégia que tem demonstrado grande éxito € estudar a estrutura das dlgebras de Lie através do
estudo de seus ideais. Em certas ocasides, € interessante o estudo de quanto podemos aproximar g a
uma 4lgebra de Lie abeliana. Questdes como estas sdo respondidas mediante o estudo da solubilidade
e nilpoténcia da dlgebra g. Nesta secio, veremos algumas defini¢des e propriedades envolvendo tais

conceitos necessdrios para entender outros dados posteriormente no presente trabalho.

Definicdo 1.2.1. Seja g uma élgebra de Lie, definimos a dlgebra derivada g’ como a subdlgebra de g

gerada por todos os colchetes [x,y] tais que x,y € g. Acostumamos denotar g’ = [g, g].

Lema 1.2.1. Seja I um ideal de uma dlgebra de Lie g. Entdo g/1 € abeliano se, e somente se, I contém

a dlgebra derivada g'.

Demonstragdo. A algebra g/I é abeliana se, e somente se, para cada x,y € g temos
e+ Ly+1 =[xyl +1=1

ou, equivalentemente, para todo x,y € g, [x,y] € I. Como I é um subespago vetorial de g, isto ocorre se,
e somente se, o subespago gerado pelos colchetes [x,y] estd contido em 1. Logo g’ C I.
O

Observacao 1.2.1. O Lema acima afirma que a dlgebra derivada g’ é o menor ideal de g tal que a

dlgebra quociente g/g’ resulta comutativa.

Definicao 1.2.2. (Série derivada) Seja g uma élgebra de Lie de dimens@o finita sobre um corpo F

qualquer. Definimos a série derivada de g, indutivamente como sendo a sequéncia de ideais encaixantes
gogog? ...

emque gV =g’ = [g,g], 0@ = [gV,gV],..., 0" = [g"V,g""V] paran > 2

Observacio 1.2.2. Como o produto de ideais é um ideal, entdo temos que g*) é um ideal de g (e nio

apenas um ideal de g*~1)) para qualquer k € N. Com efeito, a dlgebra derivada g’ é um ideal de g, pois
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(k¥ elg.g] = ¢, Vxyzeg
‘o] C g

— g !

Por indugio matemdtica, suponhamos que g() é um ideal de g, para i > 1, logo

g,giH — g7gi7gi
[ ( )] [ [() ()H

Entdo, [g,[g,g@]] C [67, [g,97]] + [8, [6@,g]] C [©,9] = gl*V). Assim, gi*!) também &
ideal de g.

Defini¢io 1.2.3. (Algebra soltvel) Dizemos que uma dlgebra de Lie g de dimensio finita é soliivel se

existir um m > 1 tal que g = 0.

A dlgebra das matrizes triangulares superiores t (n,IF) e de todas as matrizes triangulares superiores
estritas n (n,F) sdo soliveis. Mas por exemplo, a dlgebra s((2,IF) ndo é soluvel.
Quando g € soldvel, a série derivada de g fornece uma aproximacdo de g por uma série finita de ideais

com quocientes abelianos.

Lema 1.2.2. Seja g uma dlgebra de Lie e suponhamos que existam ideais
g=0>L>...01,=0

tais que Iy /I sdo dlgebras de Lie abelianas para 1 < k < m, entdo g é soliivel.

Demonstragdo. Aplicando o Lema[I.2.T|na hipétese (vendo I como uma dlgebra), vamos mostrar por
inducdo que g¥) C I para todo 1 < k < m.

Como g/I; é abeliana, entdo g’ C I;. Suponhamos que g Dy, para k > 2, como a algebra de Lie
I;_1 /I é abeliana, temos que [;_1,1;_1] C I;. Mas também g*~!) € I, _; e portanto

ot = [g(k—l)’g(k—l)} C i1 k] Ch

Logo, g¥ I, e portanto g™ = 0.

Lema 1.2.3. Seja g uma dlgebra de Lie.
1. Se g é solivel, entdo qualquer subdlgebra e qualquer imagem homomorfa de g também é soliivel.
2. Se g possui um ideal solivel I tal que g/I é soliivel, entdo g é soliivel.

3. Se l,J sdo ideais soliveis de g, entdo I +J é um ideal soliivel de g.
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Demonstragado.

1. Se g; € uma subdlgebra de g, entdo para cada k é claro que ggk) C g(k). Assim, se g(") = 0 entdo

(k)

tem-se g, = 0 também. Similarmente, se ¢ : g — n € qualquer epimorfismo de dlgebras de

Lie, ¢ possivel mostrar por indugao que ¢ (g\”) = n() e portanto n resultaria soltvel.

2. Se g/I é soliivel entdo para algum m > 1 temos que (g/I)™ = 0, e portanto g™  I. Como I

também & solivel, existe algum n > 1 tal que /) = 0. Logo (g(’"))(k) =gmth) c 0 =0 =

gtk =0e portanto g é soldvel.

3. Pelo Teoremal|l.1] temos que (I +J)/I = J/(INJ) que € solivel pelo item (1). Uma vez que I é

soldvel, pelo ftem (2) o ideal J também € solivel.

O]

Corolario 1.2.1. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita. Existe um tnico ideal soliivel de g que

contém qualquer outro ideal de g.

Demonstragdo. Seja R um ideal solivel com dimensdo o maior possivel. Suponhamos que / é qualquer
outro ideal solivel, pelo item (3) do Lema R +1 também € um ideal solivel. Agora R C R+1
e portanto dimR < dim (R+17). Mas R foi escolhido de tal jeito que a dimensdo dele seja 0 maior
possivel, logo dimR = dimR+/e R=R+1. Portanto I C R.

d

O coroldrio acima mostra a existéncia de um tnico ideal solivel maximal de g, denominado Radical

de g e denotado por Rad g. No caso em que Rad g = 0, dizemos que g é semissimples:

Definicao 1.2.4. Uma élgebra de Lie ndo nula g é semissimples se ndo possui ideais soliveis préprios

ndo nulos, isto €, se Radg = 0.
Definicao 1.2.5. Uma algebra de Lie g € simples se seus tnicos ideais sdo os triviais.

Lema 1.2.4. Se g é uma dlgebra de Lie, entdo g/Radg é semissimples.

Demonstragdo. SejaJ um ideal soldvel de g/Radg. Se J € ndo trivial, existe um ideal J de g contendo

Radg e tal que
J

Radg
Por definigio, Rad g é soldvel e / = J /Rad g é soltivel por hipétese. Portanto, pelo Lema J também

é soltivel, logo J esta contido em Rad g e, segue que Radg = J e J = 0. Entdo g/Rad g é semissimples.

J={x+Radg:xeJ} =

O
No caso que g é uma dlgebra de Lie ndo nula, temos a seguinte compatibilidade.
Proposicao 1.2.1. Se g é uma dlgebra de Lie simples, entdo g é semissimples.
Demonstracdo. Se g € simples, a série derivada gl = [g,9] = g é constante (supondo g néo abeliana)

e portanto g(i) = g para qualquer i € N. Logo g nao € solivel e portanto Radg # g. Mas Radg é um
ideal de g, logo Radg = {0}.
O
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Definicao 1.2.6. Definimos a série central descendente de uma dlgebra de Lie g como

k

@og'og?o...ogo...

emqueg’=g,g'=¢,...,¢= [g,gkil] , (k>2). Como o produto de ideais é um ideal, g* é também

um ideal de g (e ndo apenas um ideal de gc=!).

k+1 k+1

A razio da série central provem do fato que g¥ /g esté contido no centro de g/g
Definicdo 1.2.7. Uma dlgebra de Lie g diz-se nilpotente se existe k > 1 tal que g* = 0.
Exemplos.

1. A dlgebra das matrizes triangulares superiores estritas n (n,IF).

2. Uma 4lgebra de Lie nilpotente € soltvel.

3. Um exemplo cldssico de uma dlgebra de Lie que é solivel mas ndo nilpotente é a dlgebra das

matrizes triangulares superiores t(n,F) paran > 2.
Lema 1.2.5.
1. Se g é nilpotente, entdo toda subdlgebra de g é nilpotente.
2. Se g/3(g) é nilpotente, entdo g € nilpotente.
3. Se g é nilpotente e ndo nula, entdo 3(g) # 0.

Demonstracdo. A parte (1) segue da defini¢do. Para a parte (2), por indugdo temos que:

k
<9) _ o
3(0) 3(9)
Como (g/3(g))™ é zero para algum m, segue que g™ estd contido em 3 (g) e portanto temos g” ! = 0.
Finalmente, para (3), se g é nilpotente entdo g¢ = 0 e g=! # 0 para algum k. Portanto, g*~! C 3(g),

seguindo assim que 3 (g) # 0.
O

1.2.1 Critérios de nilpoténcia.

Defini¢io 1.2.8. Considerando ¢ € Endp (V), definimos a sequéncia {q)(")} de endomorfismos em

V indutivamente como:

nezZt

00 = id
o) = ¢
oW = ¢ Vog VYneN

Dizemos que ¢ é nilpotente se existe n € N tal que ¢ = 0.
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Definicao 1.2.9. Seja g uma dlgebra de Lie sobre F. Dizemos que x € g é ad-nilpotente quando
adx € gl(g) é nilpotente.

Por exemplo, tomando g =0 (n,IF) = {a € gl(n,FF) : aédiagonal} entdo para todo a € g temos que
ada = 0 e portanto a € ad-nilpotente.

A condi¢do de nilpoténcia para g equivale dizer que adxjadx;...adx,(y) = O para todo
X1,X2,...,X,,y € g. Em particular, (adx)(") =0, para todo x € g, mostrando que adx ¢ um endomorfismo
nilpotente de indice n. Logo, se g € uma dlgebra de Lie nilpotente entdo todo elemento x € g é ad-
nilpotente. Ocorre que a reciproca também € verdadeira, e tal resultado é conhecido como Teorema de

Engel.

Teorema 1.2. (Teorema de Engel) Se todos os elementos de uma dlgebra de Lie g sdo ad-nilpotentes,

entdo g é uma dlgebra nilpotente.
Para provar o Teorema, vamos necessitar dos seguintes fatos.

Lema 1.2.6. Seja x € gl(V) um operador nilpotente, entdo adx € nilpotente.

Demonstragdo. Associamos a x dois endomorfismos de End (V); as translagdes A(y) = xy a esquerda
e a direita p,(y) = yx. Observe que adx = A, — p,. Resulta que ambos operadores comutam entre si,
pois

(A0 ) (¥) = Ax (yx) = x () = (A () o = (Pr o A) (¥)
(n)

Ademais, como existe n € N tal que x(") = 0, obtemos que A (y)=x"y=0epy’ (y) =yx" =0, isto

&, ambos operadores também sao nilpotentes. Pelo Teorema binomial,

2n
n n 2 n—
(adx)® = ux—px)(“zz(k” AK (—p)™*

k=0

o (20, & ek, & [2n).% 2n—k
= Y |7 M)+ ) Ay (=px)™""
=0\ k k=n+1\ k
=0

pois (px)?"™® =0 para k < ne (A,)*) = 0 para k > n. Portanto, adx é nilpotente.
O

Lema 1.2.7. (Lema de Engel) Seja g uma subdlgebra de gl(V), com V # 0 um espaco vetorial de
dimensdo finita. Se todos os elementos de g sdo operadores nilpotentes, entdo existe um vetor ndo nulo

veVtal que g.v=0.

Demonstragdo. Vamos aplicar inducdo sobre a dimensdo de g. Para dimg = 0 ou dimg = 1 ndo ha
nada que provar. Portanto, assumimos que dimg =n > 1 e o Teorema vale para qualquer subalgebra de
gl (W) de dimensdo menor do que n, em que W é qualquer espago vetorial sobre o corpo F.

Como g age sobre si mesma via ad, pelo Lema[I.2.6 temos que adx é um operador nilpotente para
todo x € g. Considerando h C g, pelo mesmo argumento, h age sobre g (via ad) e sobre o espago g/b.
Portanto, pelo Teorema de isomorfismo, para cada x € h podemos definir o operador adx : g/h — g/
como

adx (y+h) = adx(y) +
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Tal operador estd bem definido sobre g/b, e além disso, adx é um operador nilpotente. Logo a aplicagdo
ad : 7+ adz ¢ um homomorfismo de h em gl (g/h) e h = adh é uma subdlgebra de gl (g/h) consistindo
de operadores nilpotentes em g/h. Como dimh < dimbh < dimg pela hipétese de inducio aplicada a b
e g/b, existe x+ b com x ¢ b tal que h. (x+h) = h. Logo, existe x ¢ h com [x,h] C h mostrando que
b S ng(h).

Suponhamos agora que m é uma subdlgebra propria maximal de g. Segue que ng (m) =ge m é um

ideal de g. Como m € maximal, codimm = 1e
g=malFz

para z € g\ m. Como dimm < dim g, novamente pela hipétese de indugdo existe um autovetor comum
em V para todo elemento em m. Isto é, o subespaco W = {v € V : m.v =0} é ndo nulo. Vejamos que

W € estdvel por g. Com efeito, sejax € g,y € me w € W; entdo

y(x(w)) = (yox) (w) = (xoy) (w) = [x,y] (w) =0

pois x(y(w)) =0e [x,y] € m = x(w) € W. Escolha z € g\ m como acima, de modo que z admite um
vetor v € W tal que z.v = 0 (pois z € um operador nilpotente em V e por restricio também € nilpotente
em W). Como m também anula v, segue que g anula v, i.e, g.v = 0.

O

Demonstracao de Vamos mostrar que se g é uma algebra de Lie tal que adx € nilpotente para
todo x € g entdo g € nilpotente. Por indug@o sobre a dimensao de g, os casos dimg =0 e dimg = 1 sdo
triviais.

Suponhamos que o resultado seja valido para dlgebras de Lie de dimensdo menor do que dimg = n.
Como ad g é uma subdlgebra de gl (g) que consiste somente de operadores nilpotentes, pelo Lema de
Engel, existe um elemento ndo nulo z € g tal que adx(z) =0, Vx € g e portanto z pertence ao centro 3
de g. Logo 3 # 0.

Consideremos a dlgebra quociente § = g/3 e seja ad; a representacdo adjunta, entdo:

ad; (x+3) (v +3) = [x+3,y+3] =[x, )] +3

Logo, para cada x € g, ad, (x+3) é um operador nilpotente sobre g/3 e por hipétese de inducdo (pois
dimg/3 < dimg) temos que a dlgebra g/3 é nilpotente. Pelo Lema|1.2.5] g é nilpotente.

O

Definicao 1.2.10. Seja V um espago vetorial de dimens@o finita n sobre um corpo . Dizemos que uma
cadeia de subespacos
o0=V%ycCcVycCc...cV,=V

¢ uma bandeira se dimV; = i. Dizemos que um operador 7 € Endy (V) estabiliza uma bandeira se
T (Vi) C Viparatodo 1 <i<n.

Apresentamos a seguir algumas consequéncias do Teorema de Engel:
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Corolario 1.2.2. Se g ¢ uma subdlgebra de gl(V) (com dimV < e e V # 0 ) contendo somente
operadores nilpotentes, entdo g estabiliza alguma bandeira em V. Ademais, vale g.V; C V;_; para
todo 1 <i<n=dimV. Em outras palavras, existe uma base de V tal que qualquer endomorfismo em

g possui representagdo matricial em n (n,F).

Demonstracdo. Vamos usar indugao sobre a dimensao de V. Os casos dimV =0 oudimV =1 resultam
triviais, pois o unico elemento nilpotente sobre V € o préprio 0. Suponhamos que dimV =n e o
resultado € vélido para qualquer espago de dimensdo menor do que n. Pelo lema[[.2.7] existe 0 £ v € V
tal que g.v = 0 e consideremos V; = [Fv. Temos que V| € g-invariante, e além disso, g age sobre o

espaco quociente W = % via

x.(v+Vi)=x.v+V,Vxeg,vevV

Como x(") = 0 para algum n entdo x") . (v+ V;) = V; no quociente W. Logo, a imagem de g em gl (W)
também contém somente operadores nilpotentes. Como dimW < dimV pela hipéteses de inducio, g

estabiliza uma bandeira em W, digamos:

V
deWocWiCc...CW 1 =W
Vi
com g.W; C W;_;. Pelo Teoremas de isomorfismos, existem subespacos V,...,V,, de V contendo V;

tais que W; = Vi;1/V). Como dimW; =i e dimW; = dimV; ;| — dimV}, segue-se que dimV; | =i+ 1;
em particular, dimV,, = n = dimV e portanto V,, = V.
Como x.W; C W;_1,Vx € g, para cada v;| € V1 existem vi, 7| € V] e v; €V, tais que

xe(Vig1+v1) = v+,

= XV FX AV = v

Mas x. Av =0, entdo x.v;+ ] = v; +V; € V; e portanto x.V;+; C V;. A conclusio final é vélida notando

que se T € End (F,V) é um endomorfismo que estabiliza uma bandeira0 =Vy CV; C...CV, =V e

B={vi,...,v,},Bi ={v1,...,v;} sdo bases para V e V; respectivamente, entdo [T], tem a forma
] 0 = ... =x
T\p=
00
0 0 *

O]

Corolario 1.2.3. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente e K C g um ideal ndo nulo. Entdo KN (g) é
ndo trivial. Em particular, 3 (g) # 0.

Demonstracdo. Consideremos a aplicagio

v:xegr— adxg € gl(K)
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que simplesmente denota a restricdo da representa¢do adjunta de g em K. Portanto, dizemos que g
age sobre K via representacdo adjunta. Como g é nilpotente, temos que Y (g) C gl(K) deve conter
somente endomorfismos nilpotentes de K. Pelo Lema de Engel existe um vetor 0 # v € K tal que
v (g).v=0= adxg (v) = [x,v] = 0. Logo, [g,v] =0ev € ;(g).

O

1.2.2 Critérios de Solubilidade e Semissimplicidade.

Vamos demonstrar alguns resultados sobre solubilidade que s@o similares aos feitos para nilpoténcia.
Daqui em diante, salvo meng¢do contraria, F serd sempre um corpo algebricamente fechado e de
caracteristica zero. Para o caso em que g C gl (V') é uma subdlgebra soldvel, temos o seguinte Teorema,

cuja demonstracdo € semelhante ao Lema de Engel.

Teorema 1.3. Seja g uma subdlgebra de Lie soliivel de gl(V), com V um espago vetorial ndo nulo de

dimensdo finita. Entdo V contém um autovetor comum para g.

Demonstracdo. Tal como no Lema de Engel, vamos usar inducdo sobre a dimensdo de g. Os casos

dimg = 0 ou dimg = 1 resultam triviais.

1. Existe um ideal h de g de codimensdo 1. Com efeito, como dim|[g,g] < dimg, se [g,g] tem
codimensdo 1 pode ser escolhido como h. Caso contrario, dado que todo subespago S contendo

é um ideal de g, escolha um de codimensdo 1 e chame-o . Logo dim £ = 1.
(9, 9] g go dim §

2. Vejamos que, usando a hipdtese indutiva, fh admite um autovetor comum. Com efeito, se h = 0,
entdo g é abeliano de dimensdo 1 e qualquer vetor de uma base de autovetores para g finaliza a

demonstracdo. Se b # 0, como b é soldvel, existe v € V talque x.v= A1 (x)v, Vxehe A € h*.

3. Seja W o subespago
W={weV:ixaw=A(x)w,Vxeh}#0

W € um subespaco estdvel sobre a acdo de g. Com efeito, sejam w € W, x € g e y € b arbitrério,
entdo

yxow=xy.w—[x,yow=A4(y)x.w—A([x,y])w

Provemos que A ([x,y]) =0, Vy € b, seguindo assim que x.w € W. Seja 0 # w € W fixado,
consideremos o menor inteiro n € N tal que {w,x. w, ..., xn=1, w} ¢ linearmente independente.
Definamos W; = Span{w,x.w,...,x(i_l) .w} com Wy =0, dimW,, =ne W, =W,; Vi > 0.
Portanto, x. W,, C W,.

Afirmamos que, relativa a base {w,x.w,...,x"""V.w} de W,, y € h é representado por uma

matriz triangular superior com entradas diagonais igual a A (y). Com efeito, dado y € b,

1 1

wxyx T ow
=y (1.2.1)

w—[x,y]xtow

yxlow = yaxilow —xyxi™

= [l how b ayx

= xyx’._1 .
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Isto permite dar lugar a equacdo de congruéncia
whow =2 (y)xi.w mod W; (1.2.2)

permitindo escrever y € b na base de W,, como

e cujo trago é tryy, () = nA (y). Como [y,x] € h entdo a férmula anterior também vale para [y, x].

Dado que tanto x como y estabilizam W,, [x,y] age sobre W, como o comutador de dois

endomorfismo de W), e portanto

na ([x,y]) = trw, ([x,y]) = tr (fow, , yw,]) = O
pois charF=0etr(AB—BA) =0= A ([x,y]) =0, Vy € bh.

4. Finalmente, encontramos em W um autovetor comum z para g tal que g = h @ Fz. Com efeito,
escrevendo g = h & Fz para algum z € g temos que a restricdo Z = zw € um endomorfismo em W
e portanto existe um autovetor w € W. Agora, vejamos que tal autovetor funciona: Se x € ge X

representa a restricdo de x em [ entdo temos que

xw=A(KX) wt+rz(w), reF,xcg

7z

e por ser [F é algebricamente fechado, existe solucdo para rz = pux. Logo w é o autovalor

procurado.

d

Uma aplicagdo do Teorema [I.3] é o Teorema de Lie, garantindo que qualquer operador de uma

subdlgebra solivel de gl (V') possui representagdo matricial triangular superior.

Teorema 1.4. (Teorema de Lie) Seja g uma subdlgebra soliivel de gl(V) com dimV < e. Entdo g
estabiliza alguma bandeira em V. Em outras palavras, as matrizes de g relativas a uma certa base de

V sdo triangulares superiores.

Corolario 1.2.4. Seja g uma dlgebra solivel de dimens@o finita. Entdo existe uma cadeia de ideais
O0=goCo1C...Cgn=9
comdimg; =i

Demonstra¢do. Como g age sobre si mesma via representagio adjunta e ad (g) C gl (V) é soltivel, segue
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que ad (g) estabiliza algum bandeira em g. Digamos
0=g0Cg1C...Cgn=9

com dimg; = i. Mas adg; C g; = [g,0;] C g; e portanto os g; sdo ideais.
O

Corolario 1.2.5. Seja g uma 4lgebra soldvel. Entdo qualquer x € g’ é ad-nilpotente. Em particular, a

dlgebra derivada g é nilpotente.

Demonstragdo. Pelo coroldrio[I.2.4]existe uma cadeia de ideais
O0=goCg1C...Con=9

com dimg; = i. Escolha uma base B = {xi,...,x,} para g e seja V; = Span{xj,...,x;}. Pelo Teorema
de Lie, [adx]y € t(n,IF), e além disso, [t(n,IF),t(n,F)] C n(n,F), logo adx é nilpotente. Finalmente,
pelo Teorema de Engel, [g, g] € nilpotente.

O

Proposicio 1.2.2. Seja g uma dlgebra de Lie sobre o corpo F. Entdo g é soliivel se e somente se [g,g]

é nilpotente.

Demonstra¢do. (=) Pelo Teorema de Engel e pelo Cor{l.2.5]

(«<=) Por inducio matemdtica, é possivel mostrar que [g,g]" > g+

e como [g,g] é nilpotente,
necessariamente g 1) = 0 para algum n € N.
O

1.2.2.1 Decomposicao de Jordan-Chevalley.

A seguir, revisaremos o conceito da decomposi¢do de Jordan-Chevalley de um operador linear sobre
um [F-espacgo vetorial V de dimensdo finita de caracteristica arbitraria. O leitor pode encontrar todas
estas propriedades com mais detalhes nas referéncias [EW00, Hum78]. E nesta secio, por exemplo, a
importancia de ' ser um corpo algebricamente fechado, pelo simples fato de poder contar com todos
os autovalores de qualquer endomorfismo x € End (V).

Recordemos que um operados x € End (V) é semissimples se as raizes do seu polindmio minimal
sobre [F sdo todas distintas. Equivalentemente, x € semissimples se, € somente se, x € diagonalizavel.

Quando dois operadores semissimples comutam entre si, dizemos que sdo simultaneamente
diagonalizdveis logo, a sua soma também é semissimples. Por fim, se W C V € qualquer subespaco
de V e x € End (V) é semissimples, entdo x (W) C W, e além disso, a restri¢do de x a W é semissimples.
Além disso, para qualquer x € End (V), V admite uma base em relagéo a forma candnica de Jordan de

x. Por exemplo,
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A 1 0 0 0
0 A 1 0 0
T (A 0
x =100 0 0= 3(0‘) by | =R G)
0 0 0 A 1 2B
00 0 0 X

A decomposigdo de Jordan-Chevalley consiste basicamente em decompor o endomorfismo x € End (V)

como soma de duas matrizes x = x; + x,,, em que x; € semissimples e x, € nilpotente. Formalmente:
Proposicao 1.2.3. Seja V um espaco vetorial sobre F e x € End (V)

1. Existem tinicos operadores xs,x, € End (V) satisfazendo x = x; + x,. Ademais, xy, x,, comutam

entre Si.

2. Existem polinémios p (t), q(t) em uma indeterminada, sem termo constante e tais que

Em particular, x; e x,, comutam com qualquer outro endomorfismo comutdvel com Xx.

3. Se A C B CV sdo subespagos deV e x(B) C A, entdo x; e x,, também satisfazem a mesma relagdo.

!
Demonstragdo. Sejam ay,...,0y os autovalores de x, .Hl (t— o)™ seu polindmio caracteristico e
=
V; =ker (x— a;1)™. Entdo cada V; e estdvel sobre x, V = &V, e a restrigdo de x a V; possui polindmio
caracteristico (t — ;). Uma vez que os fatores (f — ;)™ sdo primos entre si, o Teorema Chinés do

Resto garante a existéncia de um polindmio p (¢) satisfazendo as congruéncias

(04 mOd(t—(Xi)mi,lﬁiSl

i)
—
-~
S—
Il

0 mod ¢

S

=

N~—
I

em que a dltima congruéncia € redundante quando algum dos autovalores de x for nulo, mas deve ser
considerada para garantir que p (x) possua termo constante zero. Sejam ¢ (t) =1 — p(t), x;, = p(x) e
xn = ¢q(x). Como p(t) e g () sdo polindmios em x, entdo x; e x, comutam entre si, ¢ com qualquer
outro endomorfismo que comuta com x. Além disso, x; e x, estabilizam qualquer subespaco de V
estdvel sobre x, particularmente os V;, e x; age diagonalmente sobre V; por escalar ¢;. Por defini¢do,
Xn = x — X, é nilpotente (pois todos seus autovalores sdo nulos). O item (3) é claro, uma vez que p(z) e
q(t) possuem termo constante zero.

Resta apenas provar a unicidade da decomposicdo (item (1)). Suponhamos entdo que x = Xs + X,
representa outra decomposicdo de x, entdo temos x; — Xy = &, — x,,. Ora, o lado direito desta igualdade
€ nilpotente, enquanto o lado esquerdo é semissimples (¥;,%,,x; € X, comutam entre si, pois sdo

polindmios em x), portanto deve ser identicamente nula, isto é, ¥; = x; e X, = x,,.
]
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O operador x; € chamado parte semissimples de x e o operador x,, parte nilpotente de x. A decomposi¢do
Xx = x; +x, é chamada decomposi¢ao de Jordan-Chevalley de x, ou simplesmente decomposicio de
Jordan de x. Uma propriedade importante é que a decomposi¢do de um endomorfismo é preservada por

representacao adjunta:

Lema 1.2.8. Seja x € EndV com dimV < oo tal que x = x5+ x,, € sua decomposicdo de Jordan. Entdo

adx = adx; + adx, € a decomposi¢ao de Jordan para adx em End (End (V)).

Demonstragdo. Claramente, adx, e adx, sdo respectivamente semissimples e nilpotente, e comutam
entre si, pois [adxy,adx,] = ad[x;,x,] = 0. Pelo item (1) da proposigdo [1.2.3] necessariamente
adx = adx, + adx, é a decomposicdo para adx.

g

1.2.2.2 Critérios de Cartan.

Para quaisquer x,y € g, sabemos que a aplicagdo adxoady (por abuso de notacdo, denotada como

adxady) é um operador sobre gl (n,[F) e portanto podemos considerar seu traco.

Definicao 1.2.11. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo F. A forma de Killing sobre g € a aplicacdo
K:gxg—F
K (x,y) =tr(adxady)

Observacao 1.2.3. A forma de Killing k¥ é uma forma bilinear simétrica e associativa, no sentido que

Kk ([xy],2) =K (x,[»2]).

A verificagdo fica a cargo do leitor.

0 1 00 1 0
Exemplo 1.2.1. Consideremos sl (2,F) gerada por x = (0 O) Ly = (0 1) yh= (0 1) com as

relagdes [h,x] = 2x, [h,y] = —2y, [x,y] = h. Seja {x,h,y} uma ordenagdo da base mencionada, entdo a

forma de Killing € dada por

=

I
> © ©
o x o
S o &

Resulta que, a forma de Killing sobre um ideal / de uma algebra de Lie g coincide com a restricdo da

forma de Killing dada em g, tal como podemos apreciar no seguinte Lema:

Lema 1.2.9. Seja I um ideal de g e x a forma de Killing em g. Se Ky € a restri¢do de K sobre I e K;

a forma de Killing em 1, entdo K = K.

Demonstragdo. Com efeito, se W € um subespago de um espago vetorial de dimensdo finita V e ¢ é
um endomorfismo de V em W, entdo tr ¢ = tr ((p|W). Como Vx,y € I, o endomorfismo adxady leva g
em /, seu trago K (x,y) deve coincidir com o trago k; (x,y) de (adxady)‘, = adxadyy.

O
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O radical de uma forma bilinear simétrica B é o subespaco de g definido por
S={reg:B(x,y)=0,Vycg}

Dizemos que B € ndo degenerada quando S = 0. Equivalentemente, isso ocorre se o determinante da

matriz associada a B em relagdo a uma base fixa de g € ndo nulo.

Exemplo 1.2.2. O determinante da forma de Killing dada pelo exemplo € —128. Portanto a forma

de Killing € ndo degenerada.

O nosso objetivo € mostrar o Teorema de Cartan para semissimplicidade. No entanto, este resultado
requer um Critério de Cartan para solubilidade (C.f. [Hum78, Sec. 4.3]) cujo enunciado € apresentado

a seguir.

Teorema 1.5. (Critério de Cartan para solubilidade) Seja g uma dlgebra de Lie sobre F. Entdo g é

soliivel se e somente se K (x,y) = 0 para todo x € [g,9],y € g.

Esbo¢o da Demonstragdo.

Primeiro, consideremos V qualquer espaco vetorial de dimensdo finita e x € EndV, com
decomposi¢ao de Jordan x = x; + x,. Entdo, adx = adx,; + adx, € a decomposi¢do de Jordan para
adx em End (End (V)).

Com efeito, claramente ad x; e ad x,, sAo operadores semissimples e nilpotente que comutam entre si,
pois [adx, adx,) = ad [x;,x,] = 0. Pelo item (1) da proposi¢do[I.2.3] necessariamente adx = ad x; +ad.x,
€ a decomposicao para adx.

Segundo, afirmamos que se A C B C gl(V) sdo dois subespacos e M o conjunto dado por

M={xegl(V): [x,B] CA},

entdo, qualquer x € M tal que tr(xy) =0, Vy € M é nilpotente.

Finalmente, é possivel demonstrar o critério de Cartan para solubilidade, e somente é necessario
considerar o caso que g C gl(V):

Para a implicagdo direta, se g € solivel, pelo Teorema de Lie podemos escolher uma base para V
tal que todas as matrizes em g sdo triangulares superiores. Logo, g é uma subdlgebra de t(n,F) com
dimV = n. Ademais, [g,g] C n(n,F) = [g,9]g Cn(n,F)t(n,F) Cn(n,F)ecomo tr(x) =0 para todo
x € n(n,F) segue que tr(xy) = 0 para todo x € [g,g],y € g.

Reciprocamente, vejamos que [g,g] € nilpotente. Consideremos para isso A = [g,g], B=g e
M={xegl(V): [x,g] C[g,0]} D g. Definindo as a¢des

[x,y] 2 = xyz — yxz,
X [y,2) = xyz — X2y,

podemos ver que tr ([x,y].z) = tr(x. [y, z]).
Se [x,y] é um gerador de [g,g] e z € M, entdo tr ([x,y] . z) =tr (x. [y,z]) = tr ([y,z] +x) = 0 pela hipétese.
Logo, [x,y] é nilpotente e pelo Teorema de Engel, [g, g] é nilpotente.
a
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Teorema 1.6. (Critério de Cartan para Semissimplicidade) Seja g uma dlgebra de Lie sobre F. Entdo

g ¢ semissimples se e somente se a forma de Killing k é ndo degenerada.

Demonstra¢do. (—) Suponha que Radg = 0 e seja S o radical da forma de Killing k. Pela defini¢do
de S, temos que k (x,y) =tr(adxady) =0, Vx € [S,S],y € S e pelo Teorema de Cartan resulta que S é
soliivel. Segue que S C Radg = 0 e assim k € ndo degenerada.
(«<=) Suponha agora que k é ndo degenerada, logo S = {0}. Consideremos um ideal abeliano I de g
e sejam x € I,y € g, entdo adxady leva g em I e (adxady)® leva g em [I,1] = 0. Ou seja, adxady é
nilpotente. Consequentemente, os autovalores de adxady sdo todos nulos, e x (x,y) = tr(adxady) =0
mostrando assim que I C S. Como k € ndo degenerada, temos que g ndo contém nenhum ideal abeliano
nao nulo, logo g é semissimples.

O

O seguinte resultado torna mais precisa a caracterizacdo de uma dlgebra de Lie semissimples e seus

ideais.
Teorema 1.7. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples. Entdo existem ideais simples g1, ..., tais que
g=g1D...Dg;
Além disso, todo ideal simples de g coincide com algum dos g;.
Demonstracdo. Consideremos I C g qualquer ideal arbitrério e seja
HF={xecg:x(xy)=0VYyecl}

Como k é associativa, I também é um ideal de g. Agora, pelo Teorema de Cartan aplicado na dlgebra
I resulta que
INF={xel:x(xy) =0,VYycl}

é soltivel, logo deve ser 0. Portanto, devemos de ter g = I & 1. Usando indugio sobre dim g obtemos a
decomposi¢do desejada
g=019...®g (%)

Com efeito, se g ndo é simples, entdo g contém um ideal minimal ndo nulo g; de modo que g = g; & g
e com g; simples (pela sua minimalidade). Aplicando a hipdtese de indugdo a glL obtemos (*).
Por dltimo, seja / um ideal simples arbitréario de g. Entdo [/, g] C I também é um ideal de g e como

3(g) = 0 segue [I,g] = 1. Mas

0AI=[Lg1®...00] =PI ul

donde uns deles tem que ser ndo nulo. Por exemplo, I C [I,g;], assim I C g; e portanto [ = g;

Corolario 1.2.6. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples. Entdo g = [g, g].
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1.3 A decomposicao abstrata de Jordan-Chevalley.

Vamos estender a no¢do da decomposicdo de Jordan-Chevalley para dlgebras de Lie gerais. Isto
€ possivel quando g é uma dlgebra de Lie semissimples de dimensdo finita. Mas primeiramente,

precisamos de uma propriedade sobre [F-dlgebras associativas gerais:

Proposicao 1.3.1. Seja 21 uma F-dlgebra de dimensdo finita. Entdo Der?2l contém as partes

semissimples e nilpotentes de todos seus elementos.

Demonstra¢do. Com efeito, considere 6 = 6+ u € Der2, em que o,u € End2 sdo as partes
semissimples e nilpotente de § respectivamente; basta mostrar que ¢ € Der?. Pelo teorema da

decomposi¢do primdria, 2 € soma direta dos subespagos
A, = {x eA: (6§—a1)x=0, paraalgumk = k(a)} ,

em que a € I, e quase todos os 2{, sdo nulos com excecdo de um nimero finito deles. Além disso, o age

diagonalmente sobre 2, para todo a. Usando indugdo, é possivel mostrar que vale a férmula binomial

=0\ I

(5 —(a+b).1)" (xy) = f(’?)((a_a.wu) ((5_b.1)fy) (%)

para todo x,y € 2. Sejam x € Ay, y € Ap, entdo (§ —a.1)*x =0¢ (6§ —b.1)'y = 0 para alguns k, .
Tomando n > k+ 1 e aplicando () obtemos (6 — (a+b).1)" (xy) = 0 = xy € ,4p e desse modo
o (1) = (a-+b) .

Por outro lado, x(oy) + (0x)y = (a+b)xy = o (xy) e portanto ¢ é uma derivagdo em 2, ,. Como
a soma 2 = &2, tem-se

o (xy) =x(oy)+(ox)y Vx,ye

e portanto o é uma derivagao em 2.

Observacao 1.3.1. adg é um ideal de Derg. Com efeito, sejam 0 € Derg e x,y € g, entdo
[5.adx] (¥) = Sadx(y) — adx(8y) = [8x,5] = ad (8) ()

e [6,adx]| € ad(g).

Portanto, como a forma de Killing € ndo degenerada em 4lgebras de Lie semissimples, podemos provar

que toda derivacgdo é internzﬂ
Teorema 1.8. Se g é semissimples, entdo adg = Der g, isto é, toda derivagdo de g é interna.

Demonstra¢do. Como g é semissimples, temos que 3 (g) = 0 e portanto kerad = 0. Pelo Teorema de
isomorfismo, M = adg = g e portanto M tem a forma de Killing k3, ndo degenerada. Pela observacdo

feita acima, M € um ideal de D = Derg. Pelo lema[l.2.9] ky = kp,,, ;-

2Qualquer elemento de ad g é chamado derivagdo interna
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Tomando [ = M+ = {§ € D: kp(8,adx) =0, Vx € g} expressamos D = M &I como uma soma
ortogonal de ideais e pela associatividade da forma de Killing, se [§,adx] € [[,M] e 1 € D entdo

K ([0,adx],u) =k (8, [adx,u]) =0

mostrando que [/,M] = 0. Finalmente, se § € I, entdo ad (6x) = [6,adx] = 0 e, consequentemente,
6 = 0 pela injetividade de ad. Logo M = D.
g

Este resultado permite introduzir uma decomposi¢do de Jordan-Chevalley (ou decomposicdo de
Jordan) numa 4lgebra de Lie semissimples arbitraria g, denominada decomposi¢do abstrata de Jordan.
Com efeito, como

g=adg=Derg

e Derg contém todas as partes semissimples e nilpotentes de seus operadores, cada x € g determina
tinicos s,n € g tais que x = s+ n; com s ad-semissimples, n ad-nilpotente e [s,n] = 0. Muitas vezes

escrevemos s = X € n = x, € chamamos por abuso de notacio partes semissimples e nilpotentes de x.

1.4 Méddulos, Lema de Schur e Teorema de Weyl.

Nesta se¢@o denotaremos g uma dlgebra de Lie semissimples sobre um corpo [ algebricamente fechado
de caracteristica zero. odas as representacdes consideradas sdo de dimensdo finita, exceto mengao
contrdria. Agora, o nosso estudo trata das dlgebras de Lie semissimples g mediante suas representacdes.
Se bem que qualquer dlgebra de Lie semissimples pode ser construida por cépias de sl (2,F), este estudo
serd feito na préxima secdo. Vamos enunciar o Teorema de Weyl sobre a redutividade completa das
representacdes de dlgebras de Lie semissimples e, como consequéncia, a preservacdo da decomposi¢io

de Jordan.

Definicdo 1.4.1. Um espago vetorial V sobre F munido de uma operagdo.: gxV — V, (x,v) — x.v,

¢ um g-modulo se para todo x,y € g e todo v € V, tivermos satisfeita as seguintes condi¢oes:
(M1) (ax+by).v=ax.v+by.v.

(M2) x.(av+bw)=ax.v+Dbx.w.

(M3) [x,y]sv=Xxuy.v—y.x.v.

Denotamos um g-mdédulo simplesmente como V ou (V,.) fazendo referéncia a agéo de g.

Observacao 1.4.1. A operacdo .: g xV — V definida anteriormente é chamada de agcdo de g sobre
o espaco V e, em alguns casos, acostumamos denotar por abuso de nota¢do x.v = xv. Notar que (M1)
e (M2) equivale dizer que a aplicacdo .: g x V — V & bilinear. Quando ¢ : g — gl(V) é uma
representagdo de g, entdo a aplicagdo .: g x V — V dada por x.v = ¢ (x) (v) define uma agio de g em
V. Logo, V pode ser visto como um g-mdédulo via representacio.

Por outro lado, se . : g x V — V é uma agdo de g em V, entdo para cada x € g a aplicagdo v — x.v

define um endomorfismo p,em Ve ¢ : x € g — p, € gl (V) é uma representacio de g.
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Fazendo abuso de notagdo, denotamos p, simplesmente por x e assim consideramos x como um

elemento de g ou um endomorfismo de V (via representacao).

Observacao 1.4.2. Os médulos e as representacdes de dlgebras de Lie sdo duas formas equivalentes de

descrever a mesma estrutura.

Definicao 1.4.2. Se W é um subespaco de V tal que g. W C W (i.e, W € g-invariante), entdo dizemos
que W é um g-submédulo de V. Um g-médulo V # 0 que admite apenas os g-submddulos triviais O e
V € chamado de irredutivel. Caso contrario, se V se escreve como soma direta de g-submédulos néo

triviais, dizemos que V (ou a representacdo g — gl (V)) é completamente redutivel.

Definicao 1.4.3. (Homomorfismo de g-mdédulos) Uma aplicag@o linear ¢ : V. — W entre dois g-

moédulos V e W é um homomorfismo de g-médulos, ou g—homomorﬁsm(ﬂ se
Qx.v)=x.0(v),Vxeg,veV.
Isto equivale a dizer que o diagrama da Figura resulta comutativo, i.e, pyo @ = Qo p,, Vx € g.

v—ow

9

_

Figura 1.4.1: g-homomorfismo

Denotaremos por Homg (V,W) o espaco dos g-homomorfismos entre V e W. Em particular
Homg (V,V) =Endg (V) C Endg (V).

Claramente ker ¢ e img @ sdo g-submoédulos de V e W respectivamente. Além disso, se W é um
g-submdédulo de V, a agdo de g sobre V induz de maneira natural uma agdo de g sobre o quociente V /W
mediante

Xe(v+W)=xv+W

Exemplo 1.4.1. Seja ¢ : g — gl (V) uma representagio de uma dlgebra soldvel g. Sabemos que ¢ (g) é

soldvel em gl (V) e portanto existe um v € V que é autovetor para todo elemento de ¢ (g), i.e,
Qx).ov=A(x)y,Vxeg
Isto mostra que existe uma subrepresentagdo 1-dimensional para g.

Exemplo 1.4.2. Suponha que / € um ideal de uma algebra de Lie g. Entdo [ trata-se de um submédulo

do g-mddulo g via representag¢do adjunta. O quociente g/I torna-se um g-médulo via a acdo
x.(y+1) = (adx) (y) +1 = [x,y] +1

e assim g/I pode ser visto como g/I-médulo via sua representacdo adjunta.

3 Alguns autores costumam chamar a @ de g-equivariante ou g-linear.
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Note que se ¢ : g —> gl(V) é uma representagdo de ge 6 : V — V é um g-homomorfismo, entdo
0o¢(x)(v)=¢(x)o0O(v) e portanto 6 deve comutar com todo @ (x).

Suponha agora que 6 : V — W é um g-homomorfismo de médulos irredutiveis. Como img 6 € um
submddulo de W e ker 8 € um submddulo de V, necessariamente tem que ser ker@ =0 e img0 = W.

Acabamos de provar a seguinte proposi¢io
Proposicao 1.4.1. Qualquer g-homomorfismo entre representagoes irredutiveis de g é um isomorfismo.

O seguinte Lema, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [EWO00], garante que os tnicos

endomorfismos sobre um g-médulo irredutivel sdo os escalares:

Lema 1.4.1. (Schur) Seja ¢ : g — gl (V) uma representagdo irredutivel. Entdo o centralizador de ¢ (g)
é formado pelos escalares, i.e, os tinicos g-homomorfismos que comutam com todos os ¢ (x), (x € g),

sdo os escalares.

Em particular, quando V € um g-médulo irredutivel, o espago Endg V € um anel de divisdo. Quando

V € um g-mdédulo, o espago das formas bilineares V* = Homy (V,F) é um g-médulo via a agdo
VieViveV, (x.f)(v)=—f(x.v).
Basta somente verificar a propriedade M3 da definicdo. Com efeito

(3] f)(v) = —f(xy.v—yx.v)
= (X)) = e(xaf)) )
= xeef)=ya(xaf)) (V)

e portanto [x,y]. f =x.(y. f) =y (x. f).
Se V, W sdo espacos vetoriais, denotemos o produto tensorial V @ W por

VW =Span{vaw:veV,wecW}

Recordemos que se {vi,...,v,},{wi,...,w;} sdo bases de V e W respectivamente, entdo V ® W admite
como base {v,-®wj 1<i<n 1< < l} e, no caso que, V,W sdo g-modulos, entdo V@ W € um
g-moédulo via derivagdo x. (v w) =x.v@w+v@x.w, Vx € g,v € V,w € W (Cf. [Hum78]).

1.4.1 O Elemento de Casimir.

Seja g uma dlgebra de Lie semissimples e seja ¢ : g — gl (V) uma representacdo fiel de g, ou seja,
¢ injetiva. Definimos a forma bilinear simétrica @ (x,y) = tr(¢ (x) ¢ (y)) em g. Resulta que @ é
associativa em relagdo ao colchete e seu radical S = Rad® é um ideal de g. Como ¢ € fiel, pelo

Teorema de isomorfismo temos que S = ¢ ().

Observacao 1.4.3. S é um ideal soltvel de g.
Com efeito, para [x,y] € [S,S] C S e z € S resulta imediato que tr (¢ ([x,y]) ¢ (z)) = 0. Logo, pelo
teorema[l.3] @ (S) € solivel. Pela injetividade de @, S € soltvel.
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Como g é semissimples, necessariamente S = {0}. Logo, ® é ndo degenerada. No caso em que
V = ge @ = ad € a representacdo adjunta, resulta que @ coincide com a forma de Killing k.
Seja {x1,...,x,} uma base ordenada para g e {yi,...,y,} a base dual correspondente com relagéo a

o, i.e, tal que @ (x;,y;) = &; ;. Para x € g escrevemos
x xl Zatjx]a x yl Zbljy]

Mediante a associatividade de ®, € possivel provar que a; x = —by ;. Com efeito,
aix = Zau (xj,0k) = @ ([x,xi], k) = =@ ([xi,x] ,yx) = @ (x;, [x, y&]) = —Dbyi-
Se ¢ : g — gl(V) é qualquer representagio de g, escrevemos
c(p—Z(p xi) @ (y;) € Endp (V).

Usando a identidade [x,yz] = [x,y]z+y[x,z] em Endp (V) e o fato que a; ; = —by; obtemos:

[(p(x)ac(P] - Z[(p(X),(p(xl)(p(yl)]

i

= Z (@ (x) .0 (xi)] @ (vi) + Z ¢ (x;) [ (x), 0 ()]

= Zai,j(P(xJ ® (yi +Zb,j(P xi) @ (yi)
ij i,j
= 0.
E portanto, ¢, € um endomorfismo que comuta com todos os elementos de ¢ (g). Fixada uma base para

g, vamos simplesmente denotar ¢ por c.

Definicao 1.4.4. Seja g uma algebra de Lie sobre um corpo F algebricamente fechado e seja V um g-
modulo ﬁe]ﬂ com representacdo associada ¢ : g — gl (V). Definimos o Elemento de Casimir associado

a ¢ como o operador linear ¢ : V — V da forma
v) = in- (Viev)
i

Na linguagem de representagdes, c = Y; @ (x;) @ (y;)-

Lema 1.4.2. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo F algebricamente fechado e seja V um g-

mddulo fiel com representacdo associada ¢ : g — gl(V).

1. A aplicagdo linear c : V — V é um homomorfismo de g-médulos.

2. tr(c) =dimg. Em particular, se @ € irredutivel, c¢ é igual a dimg/dimV.

Demonstragdo. (1)foi feito acima. Para (2), simplesmente

= Ztr(q) (x:), @ (i) = Z(D(Xi,yi) =dimg

4Vamos dizer que V é um g-médulo fiel quando a representacio associada @ : g —» gl (V) é injetiva.
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A conclusio final é dada pelo lema|l.4.1

1.4.2 Teorema de Weyl.

O Teorema de Weyl é uma ferramenta essencial para o estudo das representagdes de dlgebras de
Lie semissimples, pois ele nos permite reduzir ao estudo das representacdes irredutiveis. A prova
do teorema € técnica e ndo serd feita, o leitor interessado poderd encontrar a mesma nas referéncias
[EWO00, Hum78\ |Gra00].

Teorema 1.9. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples sobre um corpo F algebricamente fechado e de

caracteristica zero. Qualquer g-modulo de dimensdo finita é completamente redutivel.

Como aplicacdo do Teorema de Weyl, temos a preservacdo de Jordan-Chevalley compativel com as

representacdes de g

Teorema 1.10. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado
Fe g C gl(V) uma dlgebra de Lie linear semissimples sobre F. Entdo g contém as partes semissimples
e nilpotente de todos seus elementos em gl(V). Particularmente, as decomposicoes de Jordan usual e

abstrata em g coincidem.

Demonstragdo. Veja [Hum?78, Sec. 6.4].
O

Corolario 1.4.1. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples ¢ ¢ : g — g[(V) uma representagdo de
dimenséo finita. Se x = s+ n é a decomposicéo de Jordan abstrata de x € g, entdo ¢ (x) = @ (s) + @ (n)

¢ a decomposicdo de Jordan de ¢ (x).

1.5 Representacoes de sl (2,F).

As representacdes de sl(2,F) constituem o caso mais simples da teoria de representacdes de dlgebras
de Lie semissimples. Adiante, veremos que toda dlgebra de Lie semissimples de dimensio finita é
constituida de cdpias de sl(2,FF), de modo que, estudar suas representagdes € util para o estudo das
representacdes de g.
Nesta se¢do, F é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, g = s[(2,F) e {x,h,y} a
base candnica de g tal que
[h,x] = 2x; [x,y] = h; [h,y] = =2y

Consideremos inicialmente V um g-moédulo arbitrdrio de dimensdo finita. Como h € diagonal

(semissimples), pelo coroldrio[I.4.1] i age diagonalmente sobre V. Obtendo assim a decomposi¢do

V=v (1.5.1)

A€F

em que V) = {v €V : h.v=Av}. Observemos que V) # 0 se, e s6 se, A é um autovalor de 4. Como
dimV < oo, necessariamente a soma ¢ finita. Estes autovalores A sdo denominados pesos, e o

espaco V; associado é chamado espago de peso.
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Uma pergunta natural neste momento é como agem x,y sobre os respectivos espacos de pesos. A

resposta é dada pelo seguinte Lema:
Lema 1.5.1. Seve V) entdox.veVy ,ey.veV, ,

Demonstragdo. Basta usar a relagdo M3 na definigao[I.4.1)de Médulo. Com efeito,

hoxov = x.hov+[hx].y
= x.(Av)+2x.v
= (A+2)x.v

e portanto x.v é um autovetor de / associado ao autovalor (A +2). Com 0 mesmo raciocinio mostramos

que y.v é um autovetor de & associado ao autovalor (A —2).
O

Podemos mostrar que x e y sdo operadores nilpotentes. Com efeito:

Koy =x""1(xv) € Vasan
Mas dimV < oo, e portanto, tem que existir n tal que V, ,,, = 0, logo x € nilpotente. A mesma ideia é
aplicada a y.

Em particular, uma vez que a soma é finita, existe A € F tal que V), # 0 mas Vj ., = 0. Para tal
A, todo vetor de V), ndo nulo é chamado vetor maximal de peso A. Em geral, qualquer vetor v € Vj,
anulado por x é chamado vetor maximal de peso A.

Uma consequéncia da acdo proveniente do Lema acima é que no caso em que V ¢ irredutivel, os
pesos que aparecem na decomposi¢do devem ser todos congruentes médulo 2. De fato, se A é

qualquer um deles, entdo o subespaco
W =P Vi 2

neN
¢ estavel sob a acdo de g (basta ver para os elementos da base de g), ou seja, € um g-submédulo e como
V é irredutivel, W = V.
Suponha agora que V ¢ irredutivel, vy € V; é um vetor maximal de peso A e defina indutivamente
v_1=0,v;,= t.l!y" Vo, 1 >0, logo, iv; =y.v;—1. O seguinte Lema, nos permite dizer uma propriedade

importante do peso A.

Lema 1.5.2. Para os v; definidos acima, verifica-se:
1. hovi=(A—=2i)v;
2. yovi=(i+1)vipr
3o xwi=A—i+1)vi_1,i>0

Demonstragdo. Observe que por indugdo sobre i e pelo Lema [1.5.1L i (x'avg) = (A +2i)x'.vg e
he(y'evo) = (A —2i)y'.vo. Logo, (1) segue deste fato. (2) é por defini¢do. Para provar (3), aplicamos
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inducdo sobre i; para i = 0 ¢ imediato. Suponhamos que o resultado seja védlido para i —1 com i > 0.

Logo,

XaVi = XuYaVi_|

X,y e Vil +yexaviog

hoviq +YaXavi_g
(/I—Z(i—l))vi,1+(l—i+2) (i— l)vi,l
— A =it )i

Dividindo por i, segue o resultado.
O

Note que a propriedade (1) mostra que os v; sdo autovetores de i correspondentes aos diferentes
autovalores (A — 2i) diferentes. Logo, os vetores v; ndo nulos sdo linearmente independentes.

Seja m € Z o menor inteiro ndo negativo tal que v, # 0, v;,,1 = 0 (por razdes obvias v,,,; = 0 para
i > 1) e definimos o subespago V" gerado por {vy, ..., vy}, que resulta um g-submédulo de V. Como
V ¢ irredutivel, necessariamente V = V" e portanto dimV = m+ 1. Olhando o item (3) no Lema para
i=m+1

OZX-Vm+] = (l—m)vma

concluimos que A = m. Logo, o peso A de um vetor maximal é necessariamente um inteiro ndo negativo.
Chamamos tal A = m de peso maximo de V e denotamos por V,, o tinico subespagdf] na decomposicao

[I.5.T]cujos vetores sdo todos maximais de peso maximo .

Corolario 1.5.1. Considere V um s((2,F)-médulo irredutivel. Entdo o peso A do vetor maximo v é
um inteiro m > 0 e os elementos vy, . .. v,, dados pelo Lema [[.5.2] sdo linearmente independentes, com

v; =0 parai > m.

Note que pelo item (1) no Lema [1.5.2} cada peso u ocorre com multiplicidade 1 e V), sdo
unidimensionais. Como V determina um tnico peso maximal m com dimV = m+ 1, o vetor mdximo
em V € tnico exceto escalares. A classificacdo das representacdes de g se resume no seguinte Teorema

com seu respectivo coroldrio:
Teorema 1.11. Seja V um g-mddulo irredutivel

1. Em relagdo a h, V é soma direta de espagos pesos Vo com 00 = —m, —m+2,...,m—2,m, com
dimV =m+1edimVy, = 1.

2. 'V admite um tnico vetor maximal, a menos de miltiplos escalares, cujo peso mdximo é m.

3. Hd exatamente um g-modulo irredutivel (a menos de isomorfismo) para cada possivel dimensdo
m-+ 1, denotado V'™, m > 0.

Corolario 1.5.2. Seja g = gl (2,F) e V qualquer g-médulo de dimenséo finita. Entdo os pesos de V séo
todos inteiros, cada um ocorrendo juntamente com seu oposto um nimero igual de vezes. Além disso,

em qualquer decomposi¢do de V em soma direta de g-mddulos irredutiveis, o nimero de parcelas é

5 A unicidade é garantida pelo fato de V ser irredutivel. Ver os exemplos e para mais detalhes.
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exatamente dimVj 4+ dimV;. Se os pesos de V ocorrem todos com a mesma paridade e todos com

multiplicidade 1, entdo V € irredutivel.

Demonstracdo. Todas as primeiras consequéncias foram mencionadas anteriormente. Para a dltima,
como V pode ser expresso como soma direta de submddulos irredutiveis; em cada W submédulo
irredutivel da decomposicdo, existe uma unica ocorréncia do autovalor 0 ou do autovalor 1 (mas nao

ambos). Por tal motivo, dimVy + dim V) representa a quantidade de parcelas na decomposicdo de V.
O

Proposicio 1.5.1. Todo sl(2,F)-mddulo de dimensdo finita é isomorfo a uma soma direta de

submodulos V™.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Weyl, todo mddulo é soma direta de submddulos irredutiveis, mas
qualquer submédulo irredutivel € isomorfo a V™ para algum m > 1.
g

Assim, temos as ferramentas necessdrias para identificar algumas representa¢oes (médulos) de sl (2,F):

Exemplo 1.5.1. Seja V =F o g-mddulo trivial de dimensdo 1. Entdo g.v=0,Vv € V. Como h.v=0

temos que vo=v.

Exemplo 1.5.2. SejaV =F x F o g-médulo candnico com base ¥ = (1,0) e y = (0,1). Entdo

e (0
(30

Logo, X tem peso 1 e y tem peso —1. O peso maximo claramente é 1 e além disso
V=V_,8eV,=2FxeoFy

com V! = Span {¥,y} =V.

Exemplo 1.5.3. Seja V = g considerando g como g-mddulo pela representagdo adjunta. Sabemos

que um vetor maximo ¢ anulado por x. Basta tomar vy = x e consequentemente v; = y.vy = —h,
vy = %y.vl = —y. Obtendo assim o conjunto {vg, v, v, } que forma uma base para V, os correspondentes
pesos sao

hovo = [hx]=2x=2w

hovi = [h,—h]=0v;

hovy = [h,—y]|=2y=—-2w

A decomposicdo em espagos de pesos resulta:

0=g 200D g
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com V2 = Span {vo,vi, v} = g.

Exemplo 1.5.4. (Cf. [Hum78| Exerc. 7.2]) Considere h = sl (3,F). Escrevamos h com soma direta de
g-moédulos irredutiveis com relagdo a representa¢ao adjunta. Seja B a base canodnica de h dada por

B ={es1,en, e, hi =e1 —en, hy =en—e33, e, €3, €13}

E natural observar que g mergulha dentro de h; Com efeito, basta considerar os elementos
{h=hi,x=en,y=en}

que formam uma base para g.
Notemos que x.ejp = 0, portanto e, € o vetor maximal vo. Como h.ej; = 2ep, resulta que vy é

maximal de peso 2 que gera um subespaco isomorfo a V2.
VO = €12, VI = YaVo = €22 = €11, V2 = oy eV = e

_— V2 & Span{elz, €2 —ejl, 621} 25[(2,15‘)

Seguindo a mesma ideia, como h.ej3 = ej3 € x.e13 = 0, logo e;3 é um vetor maximal de peso
maximo 1. Aplicando o Lema, vg = e13,v] = y.ej3 =ex3 € yl Span{ej3, e23}. De forma similar,

Vl = Span {632, 831} € VO = Span {622 — 833}, assim

h=Viavieviev?

1.6 Decomposicao em espacos de raizes.

Nesta se¢do, g denota uma algebra de Lie semissimples sobre um corpo I algebricamente fechado de
caracteristica zero. Vamos estudar detalhadamente a estrutura de g através da sua representacao adjunta.
Neste caso, porém, ndo contamos com um tnico elemento diagonal 4 tal como em sl (2,F), permitindo
decompor a representacdo numa soma direta de espacos de pesos. No entanto, é possivel utilizar uma

subdlgebra h de g, que tem papel andlogo ao de &, e que os pesos serdo funcionais lineares em h*.

1.6.1 Subalgebras Torais.

Como g é semissimples, pelo Teorema de Engel (Teor. [I.2), g ndo pode consistir inteiramente de
elementos nilpotentes. Isto significa que g admite elementos semissimples que geram subélgebras de g,

denominadas subdlgebras Torais.

Definicao 1.6.1. Uma subdlgebra t de g gerada por elementos semissimples € chamada subdlgebra toral
de g.

Notemos que uma subdlgebra toral t C g € uma subdlgebra abeliana consistindo de elementos

semissimples (Cf. [[Ale08])), tal como mencionamos no seguinte resultado:

Lema 1.6.1. Seja t uma subdlgebra toral de uma dlgebra de Lie semissimples g. Entdo t é abeliana.
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Demonstragdo. Seja x € t qualquer, queremos mostrar que adgx = 0. Como x é semissimples e [
¢é algebricamente fechado e de caracteristica zero, ad¢x age diagonalmente sobre t. Isto se reduz a
mostrar que ad¢x ndo tem autovalores ndo nulos.

Suponha que z = ad¢x (y) = ay paraalguma € F e y € t. Note que ad¢y (z) = 0 e portanto z é autovetor
de ad; (y) correspondente ao autovalor 0.

Como ad;y também é diagonalizdvel, podemos escrever x como combinag¢do linear de autovetores de

ad¢y. Com efeito, se t = EB{-‘ZI’% com tj, = ker (ad¢y — AiJ) e A; = 0, temos que
x=xi+tx+...+x; x5 €LY,

Deste modo, z = Axxy +...+ Axpy = 0=ad¢y(z) = 222x2 +... —l—lkzxk, com A,-Z # 0. Portanto, x; =0
para 2 <1i < k implicando que x = x1, t = o e finalmente ad¢x = 0.
O

Vamos denotar por ) uma subdlgebra toral maximal de g, a qual é abeliana pelo Lema Em
particular ady b € uma familia de endomorfismos diagonalizaveis que comutam entre si. Um resultado
classico da dlgebra linear nos garante que endomorfismos com essa propriedade sdo simultaneamente

diagonalizdveis. Isto equivale dizer que g se decompde como soma direta de subespagos
go={x€g:adh(x)=a(h)x,Vheh}

em que o € h*, e notemos que ¢4 () = go. O conjunto de todos os & € h* ndo nulos tais que go # 0 &
denotado por @ e tais elementos sdo chamados raizes de g em relagido a h. Uma vez que o conjunto &
satisfaz as propriedades que serdo mencionadas na se¢ao dizemos que ® é um Sistema de raizes
de g em h*.

A seguinte propriedade pode ser encontrada em [Hum78, Prop. 8.2], e garante que o centralizador

de b coincide com ela mesma, em outras palavras:
Proposicio 1.6.1. Seja by uma subdlgebra toral maximal de g. Entdo b = cq (b).

Pelo fato que g é de dimensdo finita, ® € um conjunto finito. Contudo, podemos escrever a

decomposicdo de g em espagos de raizes:

g=b® Poa (1.6.1)

acd
Exemplo 1.6.1. Considere g =s[(3,F), com base canonica dada no exemplo Pode ser verificado
que h = Span{h; = e1| — e, hy = exp — e33} é uma subdlgebra toral maximal de g. Para encontrar os

respectivos o; = o (h;), note que

[h1,e12] = 2en
[h,e1n] = —en
[hi,e13] = er3
[h,e13] = er3
[hi,e23] = —eas
[h,e3] = 2ex
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Basta tomar a; = (2,—1), 0 = (1,1), s = (—1,2) € h* e obtemos
g = g—al 699—062 @9—0@ 6990 @gal @gaz @gag

€ o conjunto de rafzesﬂpara gresulta ® = {a;,00,03,—a;,—0p,—a3} C b*

Exemplo 1.6.2. Seja g = sl(n,IF) com base candnica dada pelas matrizes h; = e;; — e;11,i+1 (1 <i<n)
ee;j(i<i# j<n). Entdo os h; geram uma subdlgebra toral maximal h de g e por cdlculos diretos,
como os feitos no exemplo podemos mostrar que essa base determina uma decomposic¢do de g

em espacos de raizes.

Pode ser mostrado que ® nio depende da escolha de h (Cf. [Hum78, Cap IV, V]). Mas por razdes
de interesses deste trabalho e uma quantidade razodvel de teoria, vamos assumir como verdadeiro este

resultado daqui em diante.

Proposicao 1.6.2. Para todo a,f € bh*, [ga,gﬁ] C gaip- Se @ # 0 e x € go, entdo adx é nilpotente.
Além disso, se o, 3 € h* e a+ B # 0, entdo go € ortogonal a gg com relagdo a forma de Killing x de
g

Demonstragdo. Sejam h € h, x € gq €y € gg, usando a identidade de Jacobi temos que
adh([x,y]) = [[h,x], ]+ [x; [h,y]] = 0t (R) [, y] + B (h) [x,y] = (e +B) (1) [x,)],

provando a primeira afirmacgdo. A segunda afirmacgdo é consequéncia imediata da primeira e do fato de
@ ser finito, pois g,q4p = 0 para algum n € N.
Para provar a dltima afirmagéo, consideremos 4 € h tal que (o + f) (h) # 0. Entdo para todo x € gg

ey € gg, pela associatividade de k escrevemos

K ([h],y) = —x ([, h],y) = =Kk (x, [h,Y]),

ou seja, a (h) x (x,y) = —P (h) k (x,y) e portanto (a + ) (h) k (x,y) = 0. Logo x (x,y) = 0.

Corolario 1.6.1. A restricao da forma de Killing de g a go = ¢4 () é ndo degenerada.

Demonstracdo. Como g é semissimples, k¥ é ndo degenerada. Por outro lado, gg € ortogonal a g, para
todo o € ®. Se x € g € ortogonal a gg entdo K (x,g) = 0 impondo que x = 0.
O

Notemos que se ¢ € hj, podemos definir uma aplicacdo linear ¢4 : h — I dada por

h— x(t,h).

Pelo fato que x € uma aplicagdo bilinear ndo degenerada, ¢ : t € h — o4 € h* é uma aplicagdo linear

com nticleo 0. Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo entre §) e h*. Isto permite identificar qualquer funcional

6Tal conjunto conforma um sistema de raizes para s{(3,[F) (Cf. Sec.
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o € h* com um tnico ¢, € h satisfazendo
o (h) =K (te,h), Vheh (1.6.2)

Em particular, ® corresponde ao conjunto {zo : & € P} C h.

1.6.2 Propriedades de Ortogonalidade.

O objetivo desta secao é obter informacao precisa da decomposi¢do em espacos de raizes, como assim
também do conjunto de raizes ®. A seguinte proposi¢cdo nos fornece propriedades de ortogonalidade

entre os espacos de raizes:
Proposicao 1.6.3. Sdo verdadeiras as seguintes afirmacdes:
1. @ gerab™.
2. Se ot € Pentdo —o € P.
3. Sea €D, x€Qgy,yE g_q entdo [x,y] = K (x,y)tq com ty definido em[1.6.2]
4. Paratoda o € P, [gq, 09—« € unidimensional com base ty,.
5. a(ty) = K (tg,ta) # 0 para qualquer raiz o, € P.

6. Se o0 € D e xy € qualquer elemento ndo nulo de g, entdo existe yo € g_qo tal que
{xa,ho = [Xat, Y| , Yo } forma uma base para uma subdlgebra de g isomorfa a dlgebra s!(2,T).

7. ha:zm,ha:—h_aea(ha)zz

Demonstragdo.

(1) Suponha que @ ndo gera b*, i.e, (®) C h*. Logo, a soma (®) @ (@) = h* é ndo trivial.
Assim, existe 0 # h € b tal que o (h) = 0 para todo o € ®, o qual implica que para todo x € g,
[h,x] = a (h)x = 0. Portanto, [h,g¢] =0, Va € P, o que por sua vez significa [h, g] = 0. Ou seja, existe
0+# h € 3(g), que é impossivel (pois 3 (g) = 0 quando g é semissimples).

(2) Seja a € ® tal que —or ¢ . Isto implica que g_o = 0 e pela Proposicao terfamos que
K (9o, 9p) = 0 para todo B € h*. Mas entdo K (ga,g) = 0 o qual obriga que go = 0 (pois Kk é ndo
degenerada) obtendo um absurdo.

(3) Sejam o € D, x € gy, y € g_q. Escolhendo & € g sabemos que hd um tnico 7, € b tal que
o (h) =K (tg,h). Assim

K(hboy =k (xy)ta) = K(h[xy]) =Kk (xy) K (hia)
) K (x,

)
= K([ha],y) —a(h) x (x,y)
= a(h)x(xy) —a(h)K(xy)
0

Como [x,y] € h e k é ndo degenerada em b, necessariamente [x,y] = K (x,y) 4



1.6. Decomposicio em espacos de raizes. 37

(4) Basta mostrar que se & € P, entdo [gq, §—o) # 0. Certamente, K (go, g—«) 7# 0, pois do contrario,

como
=009 Pg-a® @gﬁ
B#a
e k(g9p,0¢) =0 para B # @, entdo terfamos que K (gq,9) =0, 0 que contradiz o fato de Kk ser
ndo degenerada. Em particular, existem x € gy, y € g_q tais que x(x,y) # 0 e, consequentemente,
0 # [x,y] = K (%,y)tq € [§a, §—a]- Ou seja, [ga, g—q] é unidimensional.

(5) Suponhamos que @ (fy) = 0, entdo para todo x € g € y € g_q temos que [fq,Xx] = [t,y] = 0.
Pelo item (4), podemos encontrar x € gq, y € g_¢ tais que k (x,y) # 0. Substituindo x ou y por algum
miltiplo deles, é possivel assumir que x (x,y) = 1, e pelo item (3), [x,y] = K (x,y) ¢ = to. Esto mostra
que o subespago S de g gerado por {x,t4,y} é uma dlgebra solivel isomorfa a adgS C gl(g). Como,
todo elemento s € [, S] € adg-nilpotente (pelo corolario , temos que adg 7o € nilpotente. Mas adg g

é semissimples, logo

adgtq =0 = [tq,9] = 0= 0#1q € 3(g) =0,

o que é absurdo.

(6) Dado 0 # x4 € gq, consideremos a equagdo K (xq,y) = ﬁ Como «x é ndo degenerada e
K(ga,0-a) # 0, existe 0 # yq € g_q tal que
2
K =—
(xaay(x) K‘(ta,ta)
Definindo kg = —2%— pelo item (3) temos [xq, Vo] = hq. Mas também

K(tata)’

[haaxa] = 2x¢, [haa}’a] = —2yq,

pois tq € . Assim So = Span{xq,hq,ve} = sl(2,F).

(7) Finalmente, recordando a defini¢d@o de 74, este item fica imediato.

2ty
K(fosta)

Observacao 1.6.1. hy = € b pelo fato que 14 € b.

1.6.3 Propriedades de Integralidade.

Para cada par de raizes {a,—a}, a Proposi¢do nos fornece uma subdlgebra S de g isomorfa
a s[(2,IF). Fixemos inicialmente uma raiz a € ® e consideremos M o subespago gerado por go = b
junto com todos os espagos de raizes g.q para ¢ € F*. Pela Proposicdo M ¢é claramente um Sg-
submédulo de g contendo o préprio S. Ademais, se i € by entdo hg «h = [hg,h] =0, € se x € g.q, entdo
hg «x = [hg,x] = c@ (hq)x = 2cx. Pelo Teoremal[1.11] os pesos de hq em M sdo 0 e 2c. Em particular,
todos os ¢ devem ser multiplos inteiros de 1/2.

Agora, seja h € kera em b, como h = ker a & Fhy, (i.e, dimkera =dimh—1) e
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S age trivialmente sobre ker . Por sua vez, Sy resulta em si mesmo um Sy-submédulo irredutivel
de M. Logo, Sy junto com b, contabilizam todas as ocorréncias do peso 0 para hy (pois & (hg) = 2).
Com isto, se esgotam também todas as possiveis ocorréncias de pesos pares para M. Portanto, os inicos
pesos pares para M sdo 0,+2.

Isto significa que 2o ¢ P, caso contrario terfamos uma ocorréncia do peso 4 o qual é impossivel. Por
este mesmo argumento, %a ndo pode ser uma raiz, e consequentemente, 1 ndo pode ocorrer como peso
de hy em M (assim como nenhum peso impar). Pelo corolario resultaM =D geaPg_o =h+Sqg
(a soma ndo € direta, pois So, N = Fh). Particularmente, o peso 2 ocorre com multiplicidade 1 donde
dimgy =1 e Sy fica unicamente determinada como a subdlgebra de g gerada por gy € g—o. Além disso,
os tnicos possiveis valores de ¢ s@o £1, donde os tinicos possiveis multiplos de ¢ sdo .

Vamos examinar como age Sq sobre os espagos de raizes gg com 3 # ta. Notemos que,
aplicando a agdo de S, cada espaco unidimensional gg ;o € levado em gg ;10 D 9p1ia D g+ (i+1)a
respectivamente. Portanto, K = Y.;c7 gp+iq € um Sg-submédulo de g, consistindo inteiramente de
espacos de raizes unidimensionais, e correspondentes aos diferentes pesos inteiros ndo nulos f8 (hq ) +2i
(emquei€Ze P +ia e P). De modo que, estes sdo todos pares ou impares, dependendo do valor
de B (hy), e os pesos 0 e 1 ndo podem ocorrer simultaneamente em K como pesos desta forma. Logo,
estes formam uma cadeia finita e contigua, mais precisamente, os pesos de K formam uma progressio

aritmética de razao 2, a saber

B (ha)—2r,...,8 (ha),-..,B (ha) +2q (%)

em que r,¢ sdo inteiros ndo negativos tais que § —ra e  + go sejam raizes. Pelo coroldrio|1.5.2) K
resulta um Sy -submddulo irredutivel e a cadeia (x) é simétrica, i.e, B (hg) + 29 = — (B (ha) —2r), ou

seja B (hq) = g — r. Denominamos a correspondente cadeia de raizes

B—ro,....B,...B —qa (xx)

uma ¢-cadeia por B. Finalmente, observamos que se «,f, + 3 € ®, entdo 0 # [ga ,gﬁ] C Gaips
donde [ga ,gﬁ] = ga+p- Em resumo:

Proposicao 1.6.4.

1. Se a € @ entdo dimgy = 1. Em particular, Sq = §o + 9—o + Ha 0nde bo = (9o, 9-a] € dado

Xo € go ndo nulo existe um unico yo € §—q que satisfaz ho = [Xq, Vo
2. Se o € ® entdo Lo sdo os inicos possiveis miiltiplos de o, em P.
3. Sea,pePentiof(hy) €ZeP—P(hg)aed.
4. Seo,B, 0+ B €D, entdo [ga,08] = Gaip-

5. Sejam a,B € ®, com B # +a. Sejam r,q respectivamente, maior e o menor inteiro ndao
negativo para os quais B —ra., B + qa sejam raizes. Entdo p +io € ® para todo —r <i<qe
B (ha) =r—q.

6. g ¢ gerada pelos espacos de raizes gq.
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Chamamos Inteiros de Cartan aos nimeros 8 (ha) =2k (ig,%a) /K (ta,fe). Como k é ndo degenerada
sob g, é possivel transferir a forma de Killing para b* definindo (a, ) = « (ta.1) para todo o, B € P.

Como os inteiros de Cartan aparecem com frequéncia, € usual definir o funcional

280

(o, )

(B, )

)

o qual € linear apenas na primeira varidvel. Pelo fato que @ gera h*, é possivel escolher uma base
® = {ay,...,04} C ® de h* formado apenas por raizes, e tal que, qualquer outra raiz § € ® pode ser

expressa de maneira dnica como § = Zle cia; com ¢; € F. Logo

)
(Booyy =Y (o0 ei, V1< j <1,

i=1

cujos coeficientes so os inteiros de Cartan (em particular sdo racionais) e a matriz (@, ®)), <ijer €
invertivel, pois os @; formam uma base e a forma bilinear (,) é ndo degenerada. Em consequéncia, o
sistema § = Zle ¢;@; admite solugdes racionais, i.e, ¢; € Q.

Com isto, mostramos que o QQ-subespago vetorial Eg de h* gerado por todas as raizes tem Q-
dimensdo [ = dimy h*. Em outras palavras, todas as raizes estio no Q-espago vetorial Eg gerado por
ap,..., 0. Além disso, para todo o, B € ® temos que (@, ) € Q e a forma bilinear (,) : Eg X Eg — Q
¢ simétrica e definida positiva em Eq (Cf. [Hum78, Sec. 8.5]). Com efeito, para qualquer A € h*, temos

que

(A A) =K(t,0) =tr(adiadsy) =) Y a () =@ Y (a,1)%,
ocd acd
em que a igualdade (1) é valida porque 7, age trivialmente sobre h, e como multiplicacdo sobre cada
espago unidimensional g, por escalar (¢, ). Portanto, como adz, é diagonalizavel, segue que o trago
de adt, adr; é simplesmente a soma do produto dos elementos da diagonal. A igualdade (2) é vélida

pela equacio Logo, como a forma de Killing é ndo degenerada, (,) é definida positiva, i.e,

AA) =Y (1) eQF &A1 #0
acd
e portanto, (,) define um produto interno em Eg.

Seja E = R®q Eg o espaco vetorial real obtido através da extensdo do corpo Q para R. O produto
interno de Eg se estende canonicamente para E, tornando este um espago euclideano. Observe que ®
contém uma base para E e que dimg E = .

Recordemos que uma reflexdo em E € uma transformagéo linear ortogonal fixando pontualmente
algum hiperplano (i.e, algum subespago de codimensado 1) e levando qualquer vetor ortogonal a esse
hiperplano em seu oposto. Assim, observamos que todo o € ® define uma reflexdo 6, em E através da

expressao
2(B, @)

(o, )

0o (B) =B — (B, )=~

o

que claramente fixa pontualmente o hiperplano P, = {B € E: (B,a) =0} e leva @ em —a. Desta
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forma, o item (3) da Proposi¢do|1.6.4] é equivalente a dizer que & é invariante por reflexdes 64 (@ € D).

Em resumidas palavras, o seguinte Teorema menciona os fatos basicos de &:
Teorema 1.12. Sejam g,h, P e E como acima. Entdo

(R1) ® é finito, gera E ¢ 0 ¢ ®.

(R2) Os tnicos possiveis miiltiplos de a € ® sdo ta.

(R3) Se a € ® entdo P é invariante pela reflexdo Cy.

(R4) Se a,p € @ entdo (o, B) € Z (inteiros de Cartan).

Por ultimo, definimos uma subalgebra de Cartan (em resumidas palavras, CSA) de uma algebra de
Lie g como uma dlgebra nilpotente tal que seu normalizador € ela mesma.

Notemos que se g € uma dlgebra semissimples sobre um corpo F com charF = 0, entdo uma

subdlgebra toral maximal b & abeliana e além disso ng(h) = . Com efeito, g = h @ Gaq)ga e
oc
[0,0¢] = 8a, Vo € . Desta forma, temos o seguinte resultado, omitindo sua demonstragio:

Teorema 1.13. (Cf. [Hum78 Cor. 15.3]) Se g é semissimples, entdo as tinicas CSA de g sdo

precisamente as subdlgebras Torais maximais de g.

0
Exemplo 1.6.3. Se g =s((2,F) e h= g :a €T ;, entdo h € subdlgebra de Cartan de g
—a
gerada por & = Diag(1,—1). De fato, como [h,h] = 0, claramente h é abeliana. Tomando A € ny (h)
temos que

[h,A] = [hyax+bh+cy] =2ax—2cyeh<a=c=0

Portanto, ng (h) = b.

1.7 Sistemas de Raizes.

Nesta secdo, as propriedades (R1)-(R4) do teorema serdo consideradas axiomas sobre um
subconjunto ¢ de um espago euclideancﬂ E. Damos inicio a secio, definindo quando um subconjunto

® C E é chamado espaco de Raizes:

Definicao 1.7.1. Um subconjunto ® sobre um espago euclideano E é um sistema de raizes sobre E, se
sdo satisfeita as propriedades (R1)-(R4) do teorema

O niimero / = dimp E é o posto de P, assim, temos estabelecida uma correspondéncia (g,h) — (E, D).
Pode ser mostrado (Cf. [Hum?78, Cap. 1V, V ]) que tal correspondéncia independe da escolha de b e,
além disso, € uma aplicagdo injetiva. Dentro dos interesses deste trabalho, e por razdes de brevidade,
vamos assumir como verdadeiro este resultado daqui em diante.

Definimos o Grupo de Weyl % como o subgrupo de GL (E) gerado por todas as reflexdes o, em
que a € ®. Por (R3), # age como um grupo de permutacdes sobre ® e por (R1), é um conjunto finito

que gera E. Isto permite identificar " como um subgrupo do grupo simétrico sobre &.

7Um espaco euclideano é simplesmente um espaco vetorial de dimenséo finita munido de um produto interno.
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8 3 0u(B) = B (-3)a

Figura 1.7.1: Nesta figura, (B,a) = —3 e 04 () = B +3a € ®. Veremos também que 8 + o € D,
B +20 € ® e a figura corresponde ao sistema de raizes do tipo G».

Dizemos que dois sistema de raizes @, P’ sobre respectivos espagos euclideanos E e E’ sdo isomorfos
se existir um isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : E — E’ (nfo necessariamente uma isometria), que
leva ® em @’ e, ademais, (¢ (), ¢ (B)) = (a,B) paratodo a, € P. Segue que

(%@ ©9) (B) 9(B)—(9(B),9(a)) ¢ ()
= 0(B)— (B, )¢ (a)
= ¢(f-Bx)a)
= (9o0q)(B)

obtendo a correspondéncia bijetora Gy + Gp(q) = ¢ © O © ¢~!, para todo a € ®. Portanto, existe um

isomorfismo natural ¢ — ¢ o 60 ¢! entre os grupos de Weyl # e #' de ® e &' respectivamente.

Lema 1.7.1. Seja ® um conjunto finito de geradores de E e suponhamos que P seja invariante por todas
as reflexoes 6o (a0 € ®@). Se ® é invariante por 6 € GL(E), isto é, fixa pontualmente um hiperplano P

de E e leva algum o € @ no seu oposto — € D, entdo 6 = Oy,

Demonstragdo. E facil ver que, para todo o € ®, 6! = 6. Consideremos T = 60y, entio T (&) = o
e T(P) = ®. Além disso, T age como identidade no subespaco Ra como também no quociente E /Ra.
Assim, 1 € o tnico autovalor de T e o polindmio minimal de 7 divide (x — l)l (em que [ = dimFE). Por
outro lado, se B € ®, nem todos os vetores 3,7 (B),...,7¢(B) (em que k > Card®) podem ser distintos,
logo alguma poténcia de 7 fixa 8. Escolhamos k suficientemente grande para que 7 fixe todos os € .
Como @ gera E, 7¢ fixa alguma base contida em @ e portanto 78 = 1. Consequentemente, o polindmio
minimal de 7 é exatamente (x — 1) = mdc (xk —1,(x— 1)1), assim 7= 1.

O

Lema 1.7.2. Seja ® um sistema de raizes em E com grupo de Weyl #'. Se ¢ € GL(E) deixa ®
invariante, entdo 600~ = Gg(y) para todo o, € @, e (B, a) = (6 (B),0 (@) para todo o, € P.

Demonstragdo. Como 6 (B) € ®, temos que 66,6 ' (6 (B)) = 6064 (B) € @, pois ¢ deixa invariante
d. Esta igualdade € equivalente a o (f —(f,a)0) = o (B) — (B,a)o(a) € . Como Olep age
transitivamente sobre &, concluimos que 06,0 ! deixa @ invariante. Ademais, 60,0 ! fixa o
hiperplano ¢ (Py) e leva o (o) em —o (). Pelo lema temos que 60u 0 | = Og(q). A prova
finaliza comparando a equago acima com a equagio Gy (o) (0 (B)) =0 (B) — (0 (B),0(a)) o (@).

O

Pelo lema acima, um automorfismo de ® &, precisamente, um automorfismo de E fixando P, e portanto

podemos ver # como um subgrupo de Autd, portanto 66,0~ ! = Os(a) Para quaisquer o € ® e
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o € . Algumas vezes, além de considerar o elemento a € E, vamos precisar definir o/ =20t/ (@, ot)
e chamaremos ®" = {a" : & € ®} 0 dual de ®.

O axioma (R4) impde uma limitagéo nos possiveis dngulos que podem acontecer entre pares de
raizes {a, B }. Recordemos que o cosseno do angulo 6 entre dois vetores a, B € E é dado pela féormula

||| IB]l cos 6 = (a, B), resulta que

_28.0) Bl Creteen
(B, a) = (@) _2||OCH 0= (a,B)(B,a) =4cos"0 €Z

Como 0 < cos> < 1e (a,B),(B,a) tém o mesmo sinal, podemos dar o seguinte resultado

Proposicao 1.7.1. Suponha que ® é um sistema de Raizes no espaco real com produto interno E. Seja
a,pB € E e B # +a (ndo proporcionais). Entdao (o, ) (B,a) € {0,1,2,3}

Todas as possibilidades estdo listadas na tabela quando 8 # +a e ||al < ||B]]. A partir da
informacgdo contida na tabela é possivel obter um critério simples, porém muito util, expresso
no Lema[[.7.3

(@B) | By | o |
0 0 | n/2 | indefinido
1 1| n/3 |1
1 1| 2n/3 |1
1 2| m/4 |2
1 2| 3m/4 | 2
1 3| n/6 |3
1 3| sn/63

Tabela 1.7.1: Relacdes entre raizes, angulos e comprimento

Lema 1.7.3. Sejam a, € ® com a # +p.
1. Se o dngulo entre a. e B ¢ estritamente agudo (i.e (o, 3) > 0) entdo a — f € &.
2. Se o dngulo entre o e B é estritamente obtuso (i.e (a,) < 0) entdo oo+ B € ©

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que (@, ) e (@, ) ttm o mesmo sinal. A tabela mostra que
(o, B) ou (B, ) éigual a+1. Se (a, ) = 1 entdo o (@) = aF f € @; similarmente, se (8, &) = £1
entdo oy (B) = B F & € ®. Portanto, 6g_4 (B — &) = & — B € ®. A segunda afirmagio segue aplicando
a primeira para — 3 no lugar de f3.

O

Como aplicagdo, sejam o, B duas raizes nao proporcionais e consideremos a ¢¢-cadeia por f3, isto é,

todas as raizes da forma 8 +ic, i € Z. Sejam r,q os maiores inteiros ndo negativos tais que § —ra e

B + g« sdo raizes. Assim como na proposi¢do (1.6.4) podemos mostrar que a cadeia de raizes

B—ro,....B,....,B+qa (1.7.1)
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é uma progressao aritmética de razdo « ininterrupta. Do contrério, se existirem inteiros —r < p <s < ¢
taisque B+pa e ®, B+ (p+1)a ¢ P, B+ (s—1)aa ¢ Pef+saecP,peloLemall.7.3]devemos ter
simultaneamente (¢, 3 + pa) > 0e (@, B +so) < 0. Isto resulta um absurdo, pois p < se (a,a) > 0.

Notemos que O, apenas adiciona ou subtrai um multiplo de a (possivelmente 0) a qualquer raiz,
e portanto a cadeia ¢ invariante por 64. Como oy (B +ia) =B —ioc— (B, a)a (—r <i<g), cada

elemento da cadeia refletida por o € exatamente o respectivo da progressao

B—qo—(B,a)a,....p— (B, a)a,....B+ra—(B,a)a (1.7.2)

Como as cadeias e devem coincidir (pois @ € invariante por G,), geometricamente Oy
reverte os elementos da cadeia original. Em particular, oy (f+qot) = —qo— (B,a)o =B —ro e
(B, ) = r—q. Isto implica, pela tabela|l.7.1] que uma a-cadeia por 8 tem no maximo comprimento

4. Logo, qualquer a-cadeia por 3 contém no méaximo 4 raizes.

1.7.1 Exemplos.

Quando o posto / = dimE do sistema de Raizes ® € menor ou igual que 2, podemos representi-lo

simplesmente desenhando uma figura, conforme veremos a seguir:

Exemplo 1.7.1. Suponha que / = 1. Em vista de (R2), a dnica possibilidade no caso unidimensional

para um sistema de Raizes € do tipo A1,

Exemplo 1.7.2. Suponha agora [ = 2, notemos que (R3) determina a constdncia do angulo entre
duas raizes adjacentes quaisquer. Pela tabela [1.7.1} esse angulo pode ser qualquer um dos quatro
angulos /2, w/3 (ou 21/3), w/4 (ou 37/4), m/6 (ou 57/6). Com exce¢do do primeiro angulo,
o comprimento relativo entre as raizes fica determinado pela propriedade (R4). Portanto, a menos
de multiplos escalares, hd exatamente quatro sistemas de raizes com posto 2, representados na figura

abaixo, para cada um desses dngulos respectivamente.

T Suponhamos que 6 = 7. As tinicas possiveis rafzes para este sistema sao -, =f3, e seu diagrama

é:

Tais sistemas de raizes sdo do tipo A; x A e corresponde a dlgebra cléssica sl (2,F) @ sl(2,F).

T Suponhamos que 8 = 27” Pelo Lema , o+ B também € uma raiz. Logo ® tem seis raizes

como mostramos na seguinte figura:
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B+a

N/
/N

Tais sistemas de raizes sdo do tipo A, e corresponde a dlgebra cldssica sl (3,TF).

1 Suponhamos que 68 = 37”. Temos que & + B também é uma raiz e aplicando 6, a B obtemos que

2a + B é outra raiz. Logo @ deve ter a forma:

B B+a [+ 20

—B—-2a —-f-« -0

Tais sistemas de Raizes sdo do tipo B, e corresponde a dlgebra o (5,F).
1 Finalmente, se 6 = 2% entdo o + 3 é uma raiz. O leitor pode provar que ® deve ter a forma:

26+ 3a

B B+a B+2a (G4 3a

Ve

—Q ‘ (¢

7N

—fB-3a —PB-2a —B-—a -3

—203 — 3«
Tais sistemas de raizes sao do tipo G.

1.7.2 Raizes simples.

Seja @ um sistema de raizes de posto / num espago euclideano E com grupo de Weyl #'. Como &
contém geradores de E, em particular deve conter uma base para E. Vamos escolher aquelas bases com

uma propriedade adicional a mais, que serdo chamadas de base para .
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Definicao 1.7.2. Um subconjunto A C ® ¢ uma base para P se

(B1) A é uma base para E no sentido usual,

(B2) Qualquer raiz € ® é escrita como 3 = Y ,cp k@, em que os coeficientes ky sdo todos ndo

negativos ou todos nao positivos.

Qualquer raiz de A é chamada raiz simples. O cardinal de A necessariamente é [ devido a propriedade

(B1) e a expressdo para 3 € & dada em (B;) € tnica.

Defini¢io 1.7.3. Definimos a altura de 8 € @ simplesmente como ht f =Y ,caky. Se ht B > 0 (respec.

ht 8 < 0) dizemos que  é uma raiz positiva (respec. negativa) e escrevemos f3 > 0 (respec. 8 < 0).

Assim, A define uma rela¢do de ordem parcial em E mediante f < o <= a — 3 é uma soma de raizes
positivas (equivalentemente, de raizes simples) ou & = 3. Desse modo, ® é expresso como a unido
disjunta de todas as raizes positivas @ e as raizes negativas @~ respectivamente. Qualquer sistema de
raizes ® admite uma base (Cf [Hum78, Sec. 10.1]) e reparemos que as raizes & e 3 dos exemplos
e formam uma base para seus respectivos ®. Apresentamos a seguir, uma série de propriedades

muito tteis envolvendo as raizes simples.

Lema 1.7.4. Para todo o, € A, o # B, temos (B,a) <0ea—f ¢ &.

Demonstragdo. Se (B,o) > 0entdo a — B € P, contradizendo a condigdo (B2).

Lema 1.7.5. Seja o uma raiz simples. Entdo 0y permuta as raizes positivas distintas de Q.

Demonstragdo. Seja B € @ —{a}, entio B = Y epkyy em que ky € Z* . Claramente § # +a e
ky > 0 para algum y # c. Logo, o coeficiente de ¥y em 64 (B) = B — (B, @) & ainda € k,. Em outras
palavras, o, () tem ao menos um coeficiente positivo (em relagdo a A) e 0, () necessariamente tem
que ser positiva. Além disso, 6y () # @, pois o tem como imagem —o.

O

Corolario 1.7.1. Sejap = %Z/»oﬁ- Entdo 04 (p) = p — a, para todo a € A.
Lema 1.7.6. Seja o = 0 ndo simples, entdo existe uma raiz simples B € A tal que o — 3 € ®*.

Esboco da Demonstragdo.

Seja a € @\ A, entdo temos que o = Y. kyY, ky € Z" e ky > 0 para algum y € A. Logo
yeA

0<(a,a) = (a,ZkW)

yeA
- Z kY (OC, Y)
yeA
em que ky >0 e (a,y) > 0 para algum y € A. Logo, pelo lema temos que & — Y € ®. Além disso,
o — ¥ necessariamente é uma raiz positiva por tratar-se de uma combinacdo linear de raizes simples
com coeficientes inteiros nao negativos.
O
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Corolario 1.7.2. Seja § € ®*, entdo f = oy + ...+ 0 (nfo necessariamente tnica) com ¢; € A e cada
(X1+...+(Xi€q)+.

Um sistema de raizes ® ¢ irredutivel se ndo pode ser particionado numa unido disjunta de dois
subconjuntos préprios @, P, tais que cada raiz de ®; € ortogonal a todas as raizes de ®,. Por
exemplo, Aj,A», By, G, sdo irredutiveis, enquanto que A; X A| ndo € irredutivel. Se A é uma base para
&, afirmamos que & € irredutivel se, e somente se, ndo é possivel particionar A da maneira prescrita
acima.

Quando & ¢ irredutivel, contendo dois comprimentos distintos de raizes, distinguiremos as raizes em
raizes curtas e longas. Por convencdo, se ® tiver um tnico comprimento de raiz (Ex. A; X Ay), estas

serdo ditas longas.

Lema 1.7.7. Seja ® irredutivel. Entdo W age irredutivelmente sobre E. Particularmente, uma W -

orbita de uma raiz o, Wy = {0 () : 6 € #'}, gera E.

Demonstragdo. Sejaa € De Wy ={c(a): 6 € #'} a# -6rbitade oo em E. O subespago de E gerado
por #¢ é claramente % -invariante e portanto, a segunda afirmacio segue como consequéncia imediata
da primeira.

Para provar a primeira afirmago, consideremos um subespaco ndo nulo e % -invariante E’ e seja E”

seu complemento ortogonal. Entao,

E:E/@E”

e ademais, E” também é # -invariante. Se a € ®, entdo podemos afirmar que & € E’ ou E' C Py; em
efeito, suponhamos que 6 (E') CE’. Se E' ¢ Py, existe A € E\ Py talque 04 (A) =4 — (A, 00) 2 € E',
mas como A ¢ Py entdo (4, ) # 0 e portanto, a € E'. Logo, E' = E pois ® gera E.
Portanto, cada raiz estd num subespaco ou no outro, particionando & em dois subconjuntos
mutuamente ortogonais.
O

1.7.2.1 Camaras de Weyl

Note também que as raizes P particionam o espago E (mediante os hiperplanos Py) em regides conexas
e disjuntas E \ (Ugecop Px). Cada uma das regides é chamada de Camara de Weyl de E. Dizemos
que Y € E é uma agdo regular se ¥ € E \ (Uyce Pa), caso contrdrio (se y € Py para algum ) vamos
dizer que Y é singular. Logo, qualquer y € E regular pode s6 pertencer a uma tnica camara de Weyl,
denotada por € () (ver Figura[1.7.2).

Para 7y regular definimos o conjunto @ (y) = {oc € @ : (¢, y) > 0}. Desta forma temos também que
P =" (y)U(—P*(y)). Dizemos que o € P (y) é decomponivel se & = fB; + B> com B; € DT (y),
caso contrdrio, dizemos que & é indecomponivel. Chamamos Camara de Weyl Fundamental a cAmara
C(A)={y€E: (y,a)>0,Vo € A}. Por dltimo, o seguinte Teorema mostra como age o grupo de
Weyl # no espago E.

Teorema 1.14. Seja A uma base de .
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Figura 1.7.2: Camaras de Weyl para g = s[(3,F)

1. Se y € E é regular, entdo existe 6 € W tal que (o (y),a) > 0 para todo o € A, isto é, W age

transitivamente sobre cdmaras de Weyl.

2. Se A’ é uma outra base de ®, entdo o (A') = A para algum c € A. Logo W age transitivamente

sobre bases.
3. Se o € qualquer raiz, entdo existe ¢ € W tal que ¢ (o) € A.
4. W é gerado por {0y : @ € A}, i.e, por reflexdes simples.
5. Sec(A)=A, 0¥, entdo c = 1.

Demonstracdo. Veja [Hum78|, Sec. 10.3].
O

Uma vez que qualquer 6 € # pode ser escrito como 0 = Og, O, . . . O¢, cOm @; € A e t minimal, é

possivel definir o comprimento de o relativo a A como / (o) =¢. Portanto, / (1) = 0. Formalmente:

Definicao 1.7.4. Uma expressao reduzida para o € # € uma fatorizacdo de o como produto de k
reflexdes simples 0 = 07 ... 0 com k minimal. O nimero k é chamado comprimento de ¢ e denotado

por /(o). Definimos n (o) como o nimero de raizes positivas o € O tais que o (a) < 0.
Lema 1.7.8. Para qualquer 6 € W, a igualdade | (G) = n (o) é vdlida.

Esboco da Demonstragdo.

Sabemos que qualquer reflexdo simples leva exatamente uma raiz positiva em raiz negativa,
permutando as demais raizes positivas. Portanto, o produto de k reflexdes simples pelo menos deve
levar k raizes positivas em raizes negativas, i.e, n(o) <1(0).

Para provar o lema, vamos aplicar indugdo sobre n (o). Os casos ¢ =0 e ¢ = 1 sdo triviais. E
suficiente mostrar que se ¢ é produto de k + 1 reflexdes simples 6 = 6y0; ...0; e n(0) < k+ 1, entdo
sua expressdao ndo € reduzida. Para isso, suponhamos que a expressio é reduzida, entdo T = 07 ... Ok
também € reduzida de comprimento k.

Pela indugéo sobre k, temos que /(7) = n(t) = k. Portanto, 7 leva k raizes positivas em raizes
negativas, e como n(o) < k+ 1, a dltima reflexdo oy = 0, leva alguma destas raizes negativas

novamente em raiz positiva. Tal raiz deve ser —a, que é igual a 7(f) para alguma raiz f € ®*.
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Mas isso mostra que existe 0; na expressdo de T em que 3 permanece com o mesmo sinal até o;, e
depois muda de sinal que novamente é mantido até o final. Em outras palavras:
T=0}]...0;...0; = go;h,

emque h(B) =a; €A, 0;=0g e g(a;) = a. Logo,

T(B) =goih(B) =goi () =g(—a) = —a

1

Mas g (o) = a implica que go;g~ " = O,

¢(0;) = Oa, € portanto
O = 0qT = 0gg0ih = gh,

mostrando que a expressao original para ¢ nio é reduzida.
O

Lema 1.7.9. Seja A,u € €(A) tais que 61 = W para algum 6 € W . Entdo o é produto de reflexdes
simples que fixam A. Em particular, A = |

Demonstragdo. Vamos usar indugdo sobre [ (0):
T Paraocaso/(c)=0temosque c =1e A = L.

T Suponhamos que /(o) > 0. Entdo pelo lema anterior, ¢ deve levar alguma raiz positiva em
negativa. Portanto, o ndo pode levar todas as raizes simples em positivas (i.e, a0 menos uma raiz

simples € levada numa raiz negativa).

Tomemos o € Atal que & (&) < 0,10go 0> (i, () = (6~ (1), 0t) = (A, 0t) >0 (pois A, u €
€ (A)). Isto implica que (A, @) =0, logo 64 (A) =A — (A, a)a=Ae (60q)(A)=0c(A)=u
0

com!/(coy)=1(0)—1<I(0).

Pela hipétese de indugio, 06y, é produto de reflexdes simples que fixam A. Logo ¢ também.

1.7.3 Pesos Abstratos.

Seja @ um sistema de raizes sobre um espago euclideano E com produto interno (,) e grupo de Weyl
# . Definimos

(v, @) (v.a)
(a,a) (a, o)

o reticulado de Pesos e cada elemento w € A é denominado peso. Definimos o reticulado de raizes de

A:{yeE:<y,a>:2 eZ,VaGCID}:{yeE:W,a):Z eZ,VaeA}

& como o subgrupo A, de A gerado por D, i.e.

A, =Span; ® ={kjay+...+koy: o, € P, k; € L}
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Figura 1.7.3: Representagdo geométrica dos pesos fundamentais para a dlgebra sl (3,F)

Qualquer peso de € (A), em que € (A) é a camara fundamental de Weyl, é chamado peso dominante,
portanto um peso w € E é dominante quando (w, @) € Z*, Vo € A. Denotamos o conjunto dos pesos
dominante por A™. No entanto, quando (w, &) € N, dizemos que w é fortemente dominante.

Suponhamos que A = {a,...,o}, seja {@,..., @} a base dual de AY = {a,..., '} com

N @i
0 =2 (qi, o)
dominante fundamental). Notemos que Gq,®; = ®; — 0;, j@; e considerando @ € E arbitrdrio, com

. Ento, por defini¢do <a)i, Otj> = §;j e cada @; é chamado pesos fundamental (ou pesos

m; = (@, 0;), entdo 0 = (® — Y. m;@;, &) para cada raiz simples o. Provando que @ = Y m;®; e 0s pesos
fundamentais conformam uma base para E. Logo A é um reticulado com base {wi}f: ewEAtsee
somente se m; > 0 (Figurano caso Aj).

E claro que qualquer elemento no reticulado de raizes A, também pertence ao reticulado de pesos A.
Pela teoria de reticulados, A/A, é um grupo finito, conhecido como grupo fundamental de ® e seu
cardinal |A/A,

Definimos a matriz de Cartan relativo a base ordenada A = {a,..., 04} como a matriz

€ o indice de conexdo.

¢ = (<ai’aj>)1§i,j§l = ((ai’aj\'/))lggjgl'

Notemos que escrevendo o; =}, ;m; j®;, entdo (&, o) =Y. ;m; j <wj, Otk> =Y. jm; ;6 = m;y, ou seja
cada m; ; é o coeficiente da matriz de Cartan. Em outras palavras, ¢ representa a matriz de mudanca
de base de pesos a base de raizes simples. Além disso, como o grupo de Weyl # age transitivamente
sobre bases A de ® (C.f. Teorema[I.14), a matriz de Cartan independe da escolha de A (mais depende
da ordem escolhida), e além disso, a matriz de Cartan € ndo singular pois A € uma base de E no sentido

usual.
Observacao 1.7.1. A matriz de Cartan % = (<o¢,~, a J>) 1<ij<I possui as seguinte propriedades imediatas:
T As entradas da diagonal sdo todas iguais a 2.

1 As entradas fora da diagonal t€m valores 0,—1,—2 ou —3. No caso que < Q;, Otj> = —2 ou —3,
entdo <Oc.,-,oc,-> =—1.

T Pode-se mostrar que |det?’| = |[A/A,].

Exemplo 1.7.3. Suponhamos que dimE =2 e A = {a;,a} com |oy| < ||z||. Entdo, as tnicas

possiveis matrizes de Cartan sao:
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(13 (3 (3

que corresponde as dlgebras do tipo A,, B, e G, respectivamente.

Lema 1.7.10. Cada peso é conjugado sobre % a um tinico peso dominante. Se w é dominante, entdo

ow < w para todo ¢ € W . Se w é fortemente dominante, entdo ow = w somente quando ¢ = id (Cf.

Fig. [[774).

Esboco da Demonstragdo.

Pelo Teorema tomando @ € A sabemos que existe 0 € # tal que v =0 € A" (pois # preserva
A). Pelo Lema se existir outro v = 6@ € AT entdo 66~ !v = ¥ o qual implicaria que V = v.
Logo v € tnico.

Para o resto da demonstracdo, basta estender a ordem parcial @ > vV < @ — Vv =Y raizes positivas para

todo E por
!

o-veo—v=Y ko, kKeR
=

fo

Figura 1.7.4: Interpretagdo geométrica do Lemdl1.7.10} A zona pintada indica onde podem pertencer os
pesos ow < w.

Lema 1.7.11. Seja @ € AT, entdo Card{u € AT : 1 < ®} < 0.

Demonstragdo. Seja @ € A" fixado e provemos que o nimero de pesos dominantes ( < ® € finito. Por
hipétese temos que @+ U € AT e @ — u é soma de raizes simples com coeficientes naturais. Logo, 0 <
(o+u,0—pu)=(w,0)— (u,u). Deste modo, u pertence ao conjunto A = {x € E : (w,w) > (x,x)}.
Note que A é a preimagem do conjunto [0, (@, ®)] pela fungdo continua f : x € E — (x,x) € RT, logo
A é compacto. Considerando o conjunto discreto A, segue-se que ANA™ ainda € compacto (pois é
fechado e limitado). Vejamos entdo que A N A" € finito: tomando z € AT, existe uma vizinhanga B,
de z tal que A" N B, = {z} e deste modo construimos a cobertura por abertos {B.}_.,+ para ANA™T.
Segue-se que ANA™ € finito.

O

Lema 1.7.12. Vale p = Zf ;. Consequentemente, p ¢ fortemente dominante.
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Demonstragdo. Seja 0; = Oy, com ¢ € A, entdo temos que 0; (p) = p — o; € 67 (p) = p. Desta forma

(p— 04, 00) = (0i(p), 04) = (7 (p), 0i (at)) = (p,—0%) = — (p, %)
entdo obtemos que (p, &) — (e, ) = — (p, ) = (p, o) = 1 e assim p = ¥ (p, &) @;. Em particular
(p,a;) >0paratodo 1 <i<lep e ATNE(A). Segue que p é fortemente dominante.
O

1.7.4 Conjuntos Saturados de Pesos.

Dizemos que um subconjunto IT de A é saturado quando Vo € [T, € ® e 0 < i < (m, &) temos que
o —io € T1. Logo, qualquer conjunto saturado IT é automaticamente estavel por #, i.e, # .11 C I1.
Além disso, dizemos que IT tem peso maximo @ € A" se @ € [T e u < @ para todo u € IT. Temos

assim os seguintes fatos sobre conjuntos saturados (Cf. [Hum78, Sec. 13.4]).

Lema 1.7.13. Um conjunto saturado de pesos possuindo um peso mdximo w necessariamente deve ser

finito.

Lema 1.7.14. Seja I1 um conjunto saturado de pesos com peso mdximo @. Se p € A" é tal que |1 < @
entdo i € I1.

Lema 1.7.15. Seja I1 um conjunto saturado de pesos, com peso mdximo w. Se W € Il, entdo

(u+p,u+p)<(w+p,0+p). Aigualdade acontece somente quando | = @.
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Capitulo

Teoria de Representagoes.

Vamos estudar as representacdes de uma dlgebra de Lie semissimples g numa forma mais geral.
Primeiramente, na se¢io[2.1} o corpo F pode ser arbitrdrio e associaremos a cada dlgebra de Lie g sobre
[F uma dlgebra associativa Uy com identidade (em geral de dimensdo infinita) que seja gerada o mais
livre possivel. Tal dlgebra é conhecida como adlgebra universal envolvente associada a g, e representa
uma ferramenta importante na teoria de representacdes. Finalmente, enunciaremos o Teorema de
Poincaré-Birkhoff—Witﬂ que permite obter uma base explicita de U por meio de uma base de g.

Posteriormente, na se¢do veremos conceitos proprios da teoria de representacdes. Para esta
secdo, g denotard uma algebra de Lie semissimples de dimensdo finita definida sobre um corpo F
algebricamente fechado de caracteristica zero, h uma subdlgebra de Cartan (CSA) de g fixa, ® o sistema
de raizes, A= {qay,..., 0} uma base para ® e # o grupo de Weyl. O objetivo principal da se¢do serd
o estudo de g-mdédulos de dimensdo finita e, pelo Teorema da redutividade completa de Weyl, vamos
poder assumir g-médulos irredutiveis. Muito destes conceitos sdo generaliza¢des dos j4 mencionados
na secio tomando eles como exemplos referentes nesta se¢ao.

Este capitulo termina com a secdo [2.4] na qual trataremos da Férmula de caracteres de Weyl para
representacdes de Algebras de Lie semissimples. O objetivo principal dessa se¢io serd provar a férmula
da dimensdo de Weyl para uma representacio irredutivel V* de peso maximal A de uma dlgebra de Lie
semissimples g, abordando por sua vez, alguns exemplos de aplicagdes. A notacdo a ser empregada

serd a mesma das se¢oes [2.1]e[2.2] exceto mengdo contréria.

2.1 A Algebra Universal Envolvente.

A dlgebra universal envolvente de uma dlgebra de Lie g é um par (Uy, i) consistindo de uma algebra

associativa com unidade Uy e de uma aplicagdo linear i : g — Uy satisfazendo
1. Paratodo x,y € g, i ([x,y]) = i(x)i(y) —i(y)i(x)

2. A propriedade universal: Para cada par (A, j) consistindo de uma dlgebra associativa A com
unidade e de uma aplicacdo linear j : g — A satisfazendo (1), existe um tinico homomorfismo

de algebras ¢ : U; — A tornando o seguinte diagrama comutativo:

IPelos objetivos do presente trabalho, omitiremos a demonstracio deste Teorema. No entanto, a mesma pode ser encontrada
nas referéncias [Gra00l Jac79! [Hum78|] como também em [Var84,|Garl1, |SW14].
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Quando um objeto é construido a partir da propriedade universal, este € tnico salvo isomorfismo.
Portanto, é necessario somente construir um exemplo concreto a fim de garantir a existéncia desse

objeto.

Definicao 2.1.1. Seja g uma algebra de Lie sobre um corpo F. Definimos, para cada n > 0, a sequéncia

T"(g)=149 n=1 (2.1.1)

gRIR - Qg (n-vezes) n>1

Definimos a dlgebra tensorial de g como 7' (g) = @ T" (g).
n=0

Podemos mostrar que T (g) é uma édlgebra sobre [ associativa com identidade e, algumas vezes,
acostumamos escrever T (g) = F @ g @ (g%%) @ (g%°) @ -+ Notemos que se {x;},.x ¢ uma base
ordenada para g, entdo o conjunto {1,x;, ® ---®x, : ks € K, Vs € N} é uma base para T (g). Cada
elemento da forma x;, ® --- ® x;, € chamado mondmio e, no caso que ky < --- < kg, xp, @ --- @ xg, €
chamado mondmio candnico.

Seja J um ideal bilateral de T (g) gerado por todos os elementos da formax®y —y®x— [x,y], Vx,y €
g e definimos Uy =T (g) /J com 7 : T (g) — Uy a projegdo candnica. Observamos que J ndo contém

os escalares T” (g) = FF e portanto, claramente 7 (F) = F.

Proposi¢iio 2.1.1. Sejai: g — Uy a restri¢do de ma T' (g) = g. Entdo (Uy,i) é uma dlgebra universal

envolvente de g.

Demonstra¢do. Com efeito, seja (A, j) conforme a definicdo. A propriedade universal de T (g) nos
fornece um tinico homomorfismo de dlgebras k: T (g) — A tal que k (x) = j (x), Vx € g. Le, o seguinte

diagrama comuta:

Notemos que simplesmente k ¢ uma extensdo de j a todo 7 (g). Além disso

k(x@y—y@x—1[xy]) =k(x)k(y) —k(y)k(x) —k([x,y]) =0
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Ou seja, J C kerk. Logo, pelo Teorema de isomorfismos existe um tinico [F-homomorfismo de dlgebras
¢@:U; — Atalque o =k, isto €, Qpoi=j.
O

Denotamos i (xg, ®--- ®X,) por xi, ---Xi,. E possivel reordenar os produtos em Uy para escrever
os elementos como somas de mondmios nos geradores, na ordem que desejamos. Por exemplo, se

X,y,z € g, entdo em Uy vale a igualdade
xXzZy = Xzy — xyz+ xyz = xyz+ [x,z]y

Podemos considerar que o0 mondmio xzy nio esta ordenado, mas é possivel escrever ele como xyz (que
esta ordenado) mais os termos de menor grau (pois [x,z] € g = [x,z]y é de grau 2).
O resultado que ordena e generaliza tal argumento é o Teorema de Poincaré—Birkhoff—Wit cuja

demonstracdo encontramos em [Hum78| Sec. 17.4] e [Jac79, IGarl1].

Teorema 2.1. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Seja g uma dlgebra de Lie (ndo necessariamente de dimensdo
finita) e {xi}ycx uma base ordenada de g pelo conjunto de indices K. Entdo os mondomios do tipo
Xj, - xi, para iy < ... < is, formam uma base de Uy. Em particular, se g tem dimensdo finita e
{x1,--+, x,} é uma base para g, entdo os mondémios da forma x| ---xi" com m; > 0, formam uma

base para Uj.

Observacao 2.1.1. Se g1,g> sdo duas subdlgebras de g tais que g = g1 B g» como espacgo vetorial
(i.e, ndo requirimos que g; e gp comutem) e se {by,by,---},{c1,c2,---} sdo bases para gi,g>

respectivamente, entdo pelo teorema PBW temos que

{bibiy by s iy <+ <}, {cjicp e i << i}

formam uma base para Uy e Uy, respectivamente. Consequentemente, o conjunto dos produtos

{bi,bi, - bicjcj,+-cj } é uma base para Uy, ® Uy, = Uj.

Exemplo 2.1.1. Consideremos a dlgebra s[(2,[F) com base candnica ordenada {x,4,y} em que
b, y] = h [h,x] = 2x; [h,y] = =2y

respectivamente. Entéo, Ug (o ) € a F-dlgebra associativa com base {x“hb v:ia,b,c> O}, emque x,h,y

denotam trés simbolos (por abuso de notagdo) satisfazendo as relacdes:

20 leitor podera observar que o enunciado do Teorema oferecido neste trabalho é diferente do [Hum?78], em que o autor
mostra o teorema [2.1] como um coroldrio de um outro teorema mais geral. Atualmente, muitos autores optam por colocar
como teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt o0 mesmo que nés estamos enunciando. Na referéncia [SW14] poderemos encontrar
explicacdes mais detalhadas do teorema, como também propriedades sobre outras dlgebras.
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Xy —yx = h; hx —xh = 2x; hy —yh = =2y

respectivamente.

2.2 Representacoes.

Consideremos V um g-mdédulo de dimensio finita e p : g — gl(V) uma representacdo de g sobre
V. Temos que p (h) é uma subdlgebra abeliana de gl (V) contendo somente operadores semissimples,

portanto sdo simultaneamente diagonalizdveis. Pelo teorema|I.10] b age diagonalmente sobre V. Assim

V=3P (2.2.1)

Aeb*

emque V, ={veV:h.v=A(h)v,Yh € b} sdo subespagos de V bem definidos. Quando V, # 0,

chamamos V), de espago de peso A de V, e A é chamado peso de V.

Observacio 2.2.1. Notemos que [2.2.1] é realmente uma soma direta pelo fato que autovetores

correspondentes a autovalores distintos sdo linearmente independentes.

Exemplo 2.2.1. Como g age em si propria via representacdo adjunta, segundo o feito na secdo

gzh@@Ga

ocd

temos que

€ a decomposicao em espagos de pesos neste caso.

Exemplo 2.2.2. Seja g = s[(2,F), V = V™ uma representagio irredutivel com peso mdximo m € Z*

de g. Os espagos pesos sdo justamente V, com k = —m,—m+2,... . m—2,m, pois h = F.

Exemplo 2.2.3. Seja g =s((2,F) e V =g. Entdo g = g_» © h @ g2, seguindo o que foi feito na se¢do
1.6l

Nio necessariamente a igualdade da soma [2.2.1] é vilida quando dimV = . No entanto, a soma
V' = @V, ainda € direta e V' C V. Além disso, V' € sempre um g-submoédulo de V. Assim, se V €

irredutivel, necessariamente V' =V e portanto V possui ao menos um espago de peso. O seguinte Lema
generaliza o lema[I.5.1|da secdo[I.5]

Lema 2.2.1. Seja V um g-modulo arbitrdrio.
1. gq transforma V), emV, o (A € h*, o € P).
2. V' =Y ey Vi édiretaeV' é um g-submodulo de V.
3. SedimV < oo, entdoV =V'.

Demonstracado.

(1) Consideremos x € gq, v € V) e h € . Entdo
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he(xev) = xu(hev)+[hx].v
= x.(A(h)v)+oa(h)x.v
= (A+a)(h)x.v

e portanto xv € A + Q..
(2) Segue da Observagéo Além disso, observe que em (1), mostramos que V' é invariante para
cada gq, ou seja, que V' € invariante para g = h B P ycq 9o Portanto, V/ é um g-submédulo de V.
(3) Finalmente, no caso dimV < o, segue do fato que qualquer espago vetorial pode ser expresso
como soma direta do seus autoespacos.
O

Definicdo 2.2.1. Um vetor maximal de peso A é um vetor ndo nulo v, € V) tal que go vy =0,V € A
(i.e, a > 0).

Notemos que a definicdo acima depende da escolha de A. Por exemplo, se g € simples e consideramos
g como um g-moédulo via representacdo adjunta, entdo se § € @ é uma raiz maximal relativa a A,

qualquer elemento de gg € um vetor maximal. Com efeito, como

o+ 95 C Ga+p>

para x € gq, y € gg, h € b temos que

hely] = hoxy—hyx = (a+ B) () [

com o+ f3 = B, o que é impossivel. Entéo necessariamente [x,y] = 0.

Definicao 2.2.2. Seja ® um sistema de raizes associado a g e ), com base A respectivamente. Definimos

a subdlgebra de Borel b correspondente a h e A como a subdlgebra

[’:h@@ga

a>0

a=0

Se definimos n. = @ gg, resulta que ny € uma subdlgebra de g nilpotenteﬂ pelo simples fato que g
possui uma quantidade finita de raizes e [ga, g ﬁ] C ga+p S€ @+ B € uma raiz ou zero caso contrdrio.

Além disso, vale o seguinte resultado

Proposicao 2.2.1. b é a subdlgebra soliivel maximal de g

Demonstragdo. Temos que b/ny = h com h e n, soldveis. Pelo Lema concluimos que b é
solidvel. Por outro lado, consideremos uma outra subdlgebra s 2 b D . Logo, §) age diagonalmente em
5 e portanto existe @ € ®* tal que g_, C 5. Deste modo, s contém uma subdlgebra simples isomorfa a
s[(2,F) que ndo € solivel e, consequentemente, s ndo pode ser soldvel.

O

3Uma mesma observagdo pode ser feita na subélgebran_ = @ g¢. Notemos também que g =n_ G hdny =n_Gb.
a<0
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No caso dimV = oo, podem ndo existir os vetores maximais. No entanto, se dimV < o« e
consideramos a subdlgebra de Borel b (que € soldvel), pelo teorema de Lie, b admite um autovetor
comum v tal que x.v = A (x)v,Vx € b. Como n; é nilpotente, e portanto todo elemento de n é
nilpotente, pelo teorema de Engel, x.v =0, Vx € ny. Logo v é vetor maximal no sentido da defini¢cao

acima.

Observacio 2.2.2. Pelas propriedades de Integralidade (Cf. Prop. [1.6.4) sabemos que cada gq €
unidimensional. Assim, dado 0 # xq € g, para ver que v; é um vetor maximal de peso A € h*, basta

somente ver que xq .vy = 0 paracada o € A (i.e, o > 0).

2.2.1 O g-moddulo ciclico.

Para o estudo dos g-mddulos irredutiveis de dimensao finita resulta util o estudo de uma classe de

g-médulos gerados por um vetor maximal, dando assim a seguinte defini¢do.

Definicdo 2.2.3. (médulo ciclico) Seja v, um vetor maximal de peso A4 e seja U, a dlgebra universal
envolvente de g. Definimos o g-mddulo ciclico de peso maximo A como V = Uy.v,. Neste caso,

chamamos v, do vetor ciclico de peso méaximo A.

E claro que V pode ser visto como uma representacio de g. Ademais, como consequéncia do Teorema
PBW sobre a dlgebra envolvente, V € gerado pelos elementos da forma aja;...a,.v; em que a; € g.

Obtemos assim, as seguintes proposicdes:

Proposicio 2.2.2. Seja g uma dlgebra semissimples, b uma subdlgebra de Cartan e ®* as raizes

positivas. Entdo Uy, Uy e U,_ sdo subdlgebras de Uy e além disso,
Ug gUn, (®U()®Umr gUn, ®Ub

como U,_-médulo a esquerda e como Uy-mddulo a direita.

Demonstra¢do. Consequéncia do Teorema PBW (Cf. Teor. [2.1{e Obs. [2.1.1)).
O

Proposicio 2.2.3. Seja V um g-mddulo ciclico com vetor ciclico v, de peso mdximo A e consideremos
®t ={Py, -, Bu} as raizes positivas em ®. Entdo V ¢é gerado pelos elementos da forma ygl - ‘y;;” V),

comije Lt e yg € 9_p- Em particular, V é a soma direta do seus espagos de pesos.

Demonstragdo. Como g=n_®hdny =n_ @b, pela proposi¢cdo segue que
Ug 2 U, @Up.
Vamos denotar U,  ® Uy por U,_Uy, assim
V=Usuvy Uy Upuvy U, Fvy U, vy,
pois v, € autovalor comum de b. Mas uma base para U, € formada pelos mondmios da forma

ygl -'-y'ﬁ”;, ij € Z* comyg € g_p.
O
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A seguinte Proposi¢ao justifica o nome de peso maximo em A.

Proposicio 2.2.4. Seja V um g-mddulo ciclico com vetor ciclico v, de peso mdximo A e consideremos
® = {By,...,Bn} as raizes positivas em ®. Entdo os pesos |l que aparecem em V sdo da forma

pw=A-Y! ki comk; € Z*. Além disso, para cada peso [, dimV,, < eyt < A.

Demonstracdo. Sejaw = ygl . -yg"m .v, tal que i; € Z™. Temos que para h € b,

how = h. (y;;l ---yi;’:n .v,1>
e gy eva (g )Y Vg e

-1

= yphyy o yg oA = Bi(h)w

Seguindo a mesma ideia, temos how = A (R)w — Y7L i;B; (h)w = (2 — Y ijB;j) (hywew € Vy, em
que 4 =A —Y"",i;B;. Em particular, u < 4.
O

Finalizamos a se¢do, apresentando o seguinte Teorema que engloba as principais propriedades do
peso maximo A. A demonstragdo pode ser encontrada em [[Hum78|, Sec 10.3], no entanto, as duas
primeiras sdo efetivamente as Proposi¢des e ja mencionadas.

Teorema 2.2. Seja V um g-mddulo ciclico com vetor ciclico v, de peso maximal A e ®" ={By, -+, Bu}

as raizes positivas em ®. Entdo
1. O conjunto {ygl y’é"m VA1 Yp, €0-p, 1 € Z*} geraV.
2. Qualquer peso | de V possui a forma L = A — ):le kiat; comk; € 7.
3. Para cada p € b*, dimVy, <o edimV) = 1.
4. Cada submodulo de V é soma direta do seus espacos de pesos (e sdo os uinicos).

5.V é um g-médulo indecomponivel, ou seja, V é ndo trivial e qualquer soma direta V=V, BV,
implica que Vi = 0 ou Vo, = 0. Ademais, V admite um tinico submodulo maximal préprio e um

tinico quociente irredutivel correspondente.
6. Qualquer imagem homomorfa de V também é um g-mddulo ciclico de peso mdximo A.

Corolario 2.2.1. Seja V um g-mdédulo ciclico de vetor ciclico v, e peso maximo A. Suponhamos

ademais que V é irredutivel, entdo v, € o tinico vetor maximal em V exceto escalares ndo nulos.

Demonstragdo. Se wy € outro vetor maximal de peso ., entio Ug.wj; =V pela irredutibilidade de V.
Temos assim que A < A mas pelo item (2) do Teorema, A<Ae portanto A = A. Finalmente, pelo item
(3), segue-se que wj € proporcional a vy.

O
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2.2.2 Existéncia e Unicidade

Nesta se¢do vamos ver que dado A € h*, existe um, e somente um (exceto isomorfos), g-médulo ciclico

irredutivel de peso maximo A (possivelmente de dimenséo infinita).

Teorema 2.3. (Unicidade) Seja V- e W dois g-mddulos ciclico de peso mdximo A, com V e W

irredutiveis. EntdoV =W.

Demonstracdo. Consideremos v, € V,, wy € W, vetores ciclicos (maximais) de peso A e definamos
X=VaW,x, =(vy,wy). Claramente x; é um vetor maximal de peso A do g-médulo X. Tomemos
Y = Uy .x) o submddulo de X, que é um g-moédulo ciclico de peso maximo A. A seguir, consideremos
as projecdes candnicas:

m IY—>V, m:Y —W

Sabemos que 7] e M sdo homomorfismos de g-mddulos, e ademais,

0 # imgm CV=imgm =V,
0 # imgm CW=imgm =W.

Uma vez que Y € indecomponivel, podemos supor W como o unico submédulo maximal de ¥ com
quociente irredutivel Y /W. Pelo item (5) do Teorema[2.2] temos que

Y/W = Y/kerm =W,
Y/W = Y/kerm =Y /kerm V.

Logo,V=W.
O

Vejamos agora a existéncia, consideremos A € h* e definamos um b-médulo sobre um espago vetorial
unidimensional isomorfo a [F: Seja b a subdlgebra de Borel de g relativa a h e A e seja D, o espago

unidimensional sobre I gerado por v, . Definamos uma acéo de b em D, dada por

Xa V) - 0, an ega,\v/a >‘0
h.ovy, = ;L(h)VA,Vth).

Equivalentemente, (h+Y 4. 0Xo) vy =h.v) = A (h) vy Notemos que D, ¢ um b-médulo, e além disso,

tal acdo permite ver D) como um U,-médulo.
Definiciio 2.2.4. Definimos o médulo de Verma com respeito a A como M), = Uy ®y, D,

Proposicio 2.2.5. O elemento 1 R v, € M, é um vetor maximal de peso mdximo A que gera M. Além

disso, My = U,_ QF como espago vetorial e como um U,,_-mddulo.

Demonstragdo. Como Uy = U, @ Uy (pelo Teorema PBW) entdo segue que

M, Ug Ru, D; = (U;L ®Ub) Ru, D,
Un, ®(Ub ®Uh D)L)

Un7 ®Dl

i1l

1
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Logo, M; é um g-médulo ciclico de peso méximo A e vetor ciclico 1 ® v;. Como Dy = TF, temos assim
que M), =2 U,_®F e M) pode ser visto como um U,,_-méddulo
O

Corolario 2.2.2. Se {yi,...,yn} ¢ uma base de N, como espaco vetorial, entdo o conjunto

{V' Yim@vy : (ni,...,ny) € NJ'} é uma base de M como espago vetorial.

Outra maneira de definir o médulo de Verma M, € considerando o ideal a esquerda J de Uy gerado
pelos elementos da forma {x4 € go: @ >0} U{h—A(h): heh}. Logo My =Uy/J ev; =1®v,

corresponde a classe 1 em Uy /J. Temos demonstrado o seguinte Teorema

Teorema 2.4. (Existéncia) Seja A € b*, entdo existe um g-médulo ciclico irredutivel V* de peso mdximo

A.

Demonstra¢do. Tome M) especificado anteriormente. Pelo item (5) do Teorema existe um
tinico submddulo maximal ¥ (1) tal que o quociente M, /Y (1) é irredutivel. Assim, basta tomar
VA =M, /Y (A).

O

2.2.3 Condicoes para dimensao finita.

Vimos que para qualquer peso A € h*, o g-médulo ciclico M) = Uy ®y, D;, € de peso méaximo A, e cujo
quociente V* pelo tinico submédulo préprio maximal de M, é o médulo irredutivel de peso maximal
A. Nesta secdo, queremos determinar sobre que condi¢des V* é um g-médulo de dimensio finita.

Recordemos também que se V € um g-modulo irredutivel de dimensdo finita, entdo pelo teorema
de Lie, existe um autovetor maximal comum na subdlgebra soliivel (maximal) de Borel b, digamos v, .
Logo, o g-médulo ciclico Uy . v, de peso maximo A € um submédulo de V. Mas como V € um g-médulo
irredutivel, necessariamente tem que ser todo V. Portanto, pelo teorema de existéncia e unicidade dados
acima, V é isomorfo a V2.

Portanto, qualquer g-médulo irredutivel de dimensao finita € um g-mdédulo ciclico irredutivel de peso
maximo A (para algum A € h*). Ademais, recordemos que para cada x; € gq,, @; € A existe um tnico
Vi € g_q; tal que So, = Span{x;,h; = [xi,yi],yi} = s[(2,F). Contudo, o seguinte Teorema oferece a
condig@o que, sobre irredutibilidade, os pesos A (h;) séo inteiros ndo negativos.

Teorema 2.5. Se V é um g-mddulo irredutivel de dimensdo finita e peso mdximo A, entdo A (h;) € Z*

para todo 1 <i<|.

Demonstragdo. Sabemos que V = V4. Além disso, como V é um g-médulo, resulta por restricio ser
também um S,-médulo. Portanto, os autovalores de /#; em V devem ser todos inteiros. Se v, € um vetor
maximal de peso maximo A com relagdo a g, entdo claramente v, é um vetor maximal com relagéo a
So, de peso maximo A (h;). Assim, A (h;) € Z" e isto mostra que {A (hy),...,A (k) } sdo inteiros ndo
negativos para a base {hy,...,h} de b.

O

Proposicao 2.2.6. Se V é um g-modulo de dimensdo finita gerado por um vetor maximal v, entdo 'V é

irredutivel.
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Demonstragdo. Por hipétese, V = Uy .v, . suponhamos que Vi € um g-submdédulo préprio de V, pelo
Teorema de Weyl existe um outro submédulo V, tal que V =V, & V,. Mas como V é gerado por um
vetor maximal v, , pelo item (5) do Teoremaele ¢ indecomponivel. Portanto V| =0 e V é irredutivel.

O

Observacdo 2.2.3. Sabemos que para @; € A existe t; € by tal que o; (h) = K (t;,h), Vh € b e além disso
h; = 2t;/x (t;,¢;). Como também existe #, € b tal que A (h) =k (;,h),Vh € b, entdo

(A, ;) :Zm = K<tl’21<(ttj,ti)> =k (ty,hi) = A (h;) € Z.

Logo (A, 0;) € Z.

Consequentemente, 0s pesos que ocorrem em um moédulo de dimensdo finita também sdo pesos
no sentido da teoria abstrata desenvolvida na Secdo Notemos que o peso méaximo A de V* é
dominante (considerando dimV* < o). Para evitar ambiguidade, vamos continuar chamando qualquer
elemento de A € h* de peso, enquanto um funcional linear A € h* tal que A (h;) € Z é chamado de
peso integral. Se todos os A (/;) sdo inteiros ndo negativos, entdo A é denominado peso dominante
integral. Vamos denotar A o conjunto de todos os pesos integrais, que formam um reticulado no espacgo
h*, e AT o conjunto dos pesos dominantes integrais (funcionais dominantes integrais). Por outro lado,
se V é um g-médulo, IT(V) denotard o conjunto de todos seus pesos. Quando V = V*, simplesmente
denotaremos IT(1).

O seguinte teorema, cuja demonstracdo ¢ longa e técnic:ﬂ permite dar uma condicdo suficiente para

decidir quando um g-médulo irredutivel é de dimensao finita.

Teorema 2.6. Se A € b* é um peso dominante integral, entdo o g-médulo irredutivel V* é de dimensdo

nita e o conjunto I1(A) é permutado por W', com dimV, = dimVy, para todo o € #'.
i p p u up

Por um momento denotemos Q = {®y,...,®;} a base de pesos fundamentais com relagdo a A, isto
é, <co,-,ocj> = §; ;. Recordemos que um conjunto IT de pesos integrais y = ):le k;w; € saturado se,
para cada B € ® e quaisquer inteiros 0 < m < (u,f), temos que u —mf3 € I1. Como qualquer raiz
¢ combinagdo linear de raizes simples, isso se reduz para B = o; ¢ 0 < m < n; = (i, 0;). Podemos

enunciar a seguinte proposi¢ao:

Proposi¢iio 2.2.7. Se A € A", entdo o conjunto T1(A) é saturado. Em particular, uma condi¢do

necessdria e suficiente para que |L € A esteja em I1(A) é que U e todos seus conjugados por W sejam

< A.

Esboco da Demonstragdo.

Consideremos A € A" e V* a representagio irredutivel de peso maximo A correspondente. Sejam
pell(d)eacd. Pelo Lema o subespaco W gerado por todos os espacos de peso Vy yiq, i € Z,
¢ invariante por Sy. Pelo Teorema da reducio completa de Weyl e pelo Lema os pesos em IT(A)
da forma py + i devem formar uma cadeia conexa (o-cadeia i) onde oy, reverte tal cadeia. Portanto,

existem g, r € Z tais que a a-cadeia U resulta

u—ra,...,u,....,u+qa

4A demonstracio deste teorema pode ser encontrada nas referéncias [Hum?78, Sec. 21.2] e [JF10, Sec. 13.6].
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com (U, o) = g—r. A ultima concluséo € valida pelo fato de V* & uma representacio irredutivel.

Figura 2.2.1: Quando A é um peso maximal, IT deve estar contido na regido sinalada, tal como é
mostrado nesta figura. Como IT é % -invariante, obtemos os pontos marcados.

Observacio 2.2.4. Em resumo, quando A é um peso dominante integral, entdo V* tem dimenso finita

e o conjunto do seus pesos IT(A) é um subconjunto finito de A.

2.3 Caracteres.

Consideremos A C h* o reticulado de pesos definido previamente. Podemos ver que A é um subgrupo de
b* relativo a soma, e que qualquer peso A € A € escrito como Z-combinagio linear dos pesos dominantes
fundamentais, tal como foi observado na secdo A seguir, definiremos o caractere formal de uma
representacdo de dimensao finita V de g, e mencionaremos algumas propriedades que este possui. No

entanto, precisamos previamente recordar algumas defini¢des de dlgebra em geral:

Definicdo 2.3.1. Seja G um grupo abeliano e {¢;},.; uma familia arbitraria de elementos de G. Dizemos

que tal familia € uma base para G se € nio-vazia e todo elemento x € G pode ser escrito de maneira

X = Zx,-e,-

com x; € Z e x; = 0 exceto possivelmente numa quantidade finita de indices.

Unica como

Assim, um grupo abeliano G € livre se possui base neste sentido e portanto G = @,; Z. Desta forma

podemos observar que A é grupo abeliano livre com base os pesos fundamentais { @, ..., @ }.
Defini¢io 2.3.2. (Algebra de Grupo) Seja R um anel comutativo e G um grupo abeliano. Consideremos
0 conjunto

R[G] = ZCMC: ax€R,a,=0gq.s

xeG

em que g.s significa quase sempre, isto é, exceto por uma quantidade finita. Definimos a adi¢do em

R[G] como
( E axx> + (z byy> = ( z (ax—i—bx)x)
xeG yeG xeG
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e o produto que resulta a extensao por linearidade do produto de G dado por

(Ze) (z2) = (2 (Zo0)o)

Portanto, R [G] é um anel com unidade 1.e (onde e é o neutro em G) e todo elemento neste anel € escrito

de maneira tinica em termo dos elementos de G. Chamamos R [G] de dlgebra de grupo.

Contudo, vamos considerar a dlgebra de grupo F[A]. Aditivamente, F[A] é um grupo abeliano livre
gerado pelos elementos de A. No entanto, € possivel dar a A uma estrutura multiplicativa simplesmente
considerando a correspondéncia injetiva A € A — ¢*, e desta maneira definir F [A] como o conjunto

de todas as expressdes formais f € F[A] da forma

f= Zale’l:al €F,a,=0gq.s
AeA

Aol = ¢AtH ¢ elemento identidade €. Assim, por definicdo, {e7L A e A} é uma

junto com a relacdo e
base para F[A] e cada e* é denominada expressio formal em A.

F[A] é uma dlgebra associativa e comutativa com elemento identidade definindo o produto por
convolugdo, i.e:

(fe)(w) =), f(v)g(6)

v+0=u

O grupo de Weyl # age naturalmente sobre F [A] via

w. (Zalel> = Zakew(’l), wew
AEA AeA
istoé, w.f(A)=f(w.d),Vwe ¥, f € F[A]. Portanto, F [A] € um % -mébdulo.
Para cada A € A, é possivel ver a expressdo formal e* como a funcio carateristica em A, i.e,
1
A )
u) =
0, u#A

p=A

Logo, ® (1) = 1 somente quando p = 0.

Observacdo 2.3.1. Seja x; = ¢, em que {®;: 1 <i <[} é a base de pesos fundamentais relativa a
A. Como qualquer 4 € A" pode ser escrito de maneira tinica como g = ¥,;m;A; € 0os m; sdo todos
inteiros ndo negativos, a expressdo formal e = [[;x!" representa um polindmio nas varidveis x;.
Portanto, podemos identificar F[AT] = F[xy,...,x/], em que F[xi,...,x;] denota o anel de polindmios
nas varidveis x; contido no anel de séries formais F [[x,...,x;]] com coeficientes em .

Do mesmo modo, se it € A € escrito como U = Y, m;@; € 0s m; sao todos ndo negativos ou todos nao
positivos, é possivel identificar F[A] = F (xi,...,x;) em que F (xy,...,x;) representa o corpo de fra¢des

com coeficientes em IF contido no anel das séries formais de Laurent

F((x1,...,x1)) = Frac(F[[x1,...,x]]) = {fgj : f,geF[[xl,...,m]],g;éO}
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Definicao 2.3.3. (Caractere Formal) Seja g uma élgebra de Lie semissimples e V um g-mdédulo sobre
g, ambos de dimensdo finita. Para cada peso p de V, seja my = dimV,, € Z* a dimensao do espaco de

peso V. Definimos o caractere formal xy € IF[A] de V como o elemento

av =Y myet
HeEA
Tal elemento esta bem definido pelo fato que quase todos os my,’s sdo nulos. Além disso, quando V €

um g-mdédulo irredutivel de peso médximo A entéo o caractere formal resulta ser

=Y, my(u)e!
WETI(A)

pelo simples fato que m; (i) = 0 quando u ¢ IT(1).

Observacao 2.3.2. Se consideramos V qualquer g-médulo de dimenséo finita, pelo Teorema de Weyl
e pelas propriedades mencionadas na segdo [2.2.2] essencialmente existe uma tnica decomposicdo
V=vhavhke. aVscoml eAt. Logo xv = Yi_ X3, pode ser chamado caractere formal para
V. Notemos também que cada ¢ € # fixa xy pelo fato que ¢ permuta os espagos de pesos em cada
somando irredutivel de V (Cf. Teor. [2.6).

Exemplo 2.3.1. Consideremos a dlgebra g = s[(2,FF). Se V* é um g-médulo irredutivel de peso
médximo A e u € IT(A), entdo necessariamente t = A —ix com 0 <i<m= (A,) e o € e assim

M(A)={A,A—a,...,A —ma}. Segue que o caractere formal para V* é

lfa+:.ﬁ+elfma

L= e +e
Observacio 2.3.3. Considerando o mesmo exemplo acima, recordemos que se V* é uma representaco
irredutivel de g, segundo o obtido na secdo os tinicos pesos que aparecem na representacio V*
sdo IT(A) ={—A,—A+2,...,A—2,1} e todos eles com multiplicidade 1. Portanto, podemos ver o
caractere para V* como

do=ehpe P p Lt

Proposicao 2.3.1. (Cf. [Ser78, Pag. 63])
1. xy é invariante pela acdo do grupo de Weyl W'
2. Yuev =Xu+Xv e Xusv = Xu+Xv-

Demonstragado.

(1) Sabemos que w.e* = ") e dimV,, = dimV,,,) para todo w € #. Logo

UEA HEA

= Y meiwe’ = ) mve’

veEA veA

Wely = W. (Zm,m”) = Zmuew(“)

em que v =w(l) e v, sdo tomados no mesmo conjunto. Logo w. xy = Xv.
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2) Para a primeira afirmacéo, observemos que (U V), = U, &V, e portanto,
p ¢ q u pu@Vu €p
dim (U EBV)M =dimUy, +dimV,

Logo, segue por defini¢do. Para a segunda, se I1(V) representa o conjunto de todos os pesos de V,
entao
NUV)={u+v:puell(U),vell(V)}

uma vez que a acdo de ) € por derivagdo em U ® V. Consequentemente

UeV),= P Ua®Vp
p=a+p

€ dim(U®V)” = Y dimUadimV,; — XUV = XU XV
p=o+p
O

Finalizamos a presente se¢do mostrando que qualquer elemento de FF[A] fixado pelo grupo de Weyl
# pode ser escrito de maneira Gnica como combinagdo Z-linear de caracteres, tal como se enuncia na

seguinte proposicao:

Proposicdo 2.3.2. Seja f = ¥ c(A)e* € F[A] fixada por todos os elementos do grupo de Weyl ¥
AeA
Entdo f pode ser expresso de forma tinica como uma combinagdo linear com coeficientes inteiros dos

X tais que A € AT,

Demonstragdo. Consideremos f = ¢y, M+ c,lmek"l € IF[A] fixada por #/, com c;, # 0 para todo
1 <i < m. Defina o conjunto M de todos os 1 € A" tais que 1 < A; para aqueles A; € A™ com ¢, # 0.
Pelo Lema sabemos que M € finito. Vamos aplicar induc@o sobre o nimero de elementos de
M;.

Se My = 0, entdo f = 0. De fato, suponha que f # 0 e seja A« € A tal que c;, # 0, pelo Teorema
existe w € # tal que w. A, € AT. Como f € invariante pela a¢do de # e a expressdo de f € Unica,
concluimos que se f # 0, entdo algum dos A; é dominante com ¢, # 0. Logo, se A, € o menor destes,
temos que A, € M implicando que My # 0.

Tomemos agora ¥ € AT 0 maximo dos A € AT tais que ¢;, # 0 e definamos g = f — ¢, X, (note que

g satisfaz as hipéteses da proposi¢do). Vejamos que M, & My, com efeito, seja

g= C)Llexl +... —i—c;Lnel” +cpe’ 46 —cy<mﬁleﬁ‘ +... +m5keﬁ" +cpe’ + (x))

f P

com O e @ sdo as partes ndo-nulas de f e Xy, respectivamente, em que nio aparecem OS PESOS
dominantes e 0s ¢y, e mp, sdo ndo nulos. Tomemos x € M,, logo x € At ex=<A,Bjcomcy #0e
mpg, 7 0. Isto implica que x < 7y (pois os pesos dominantes que aparecem em J, sdo todos menores que
y) e portanto, x € My. Mas, ¥y ¢ M, devido que y > A;, B;. Assim, My C My

Por indug¢@o aplicado em My, a proposi¢do € valida para g e consequentemente, também resulta vélida

para f.
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Vejamos agora que a expressio € tnica. Com efeito, suponhamos que f admite duas expressdes

a Y, + - Fan)y, =bixg, +-.-+buxg, )

emque m > n, Ay = ... = A, e By > ... > Bu. Inicialmente, note que os pesos que ocorrem do lado
esquerdo de (x) também devem ocorrer do lado direito, pois os elementos ) sdo escritos de maneira
tnica como combinagio dos e”’s.

Portanto, o peso mais alto que ocorre do lado esquerdo de (x) também deve ocorrer do lado direito.
Assim, A; = B e consequentemente a; = by, pois o coeficiente de eM éaye de Pt é by. Subtraindo a;eM
de ambos lados e aplicando o mesmo raciocinio, encontramos que A, = 3, e ay = b;. Por repeticdo de
tal procedimento, segue-se que A; = B; e a; = b; para 1 <i < n, com by = 0 para n < k < m. Portanto a
expressdo de f € Unica.

O

2.4 Formula de Caracteres de Weyl.

Vamos seguir denotando g uma dlgebra de Lie semissimples com h uma subdlgebra de Cartan, ® o
sistema de raizes e A= {a, ..., } uma base para ®. Pelos Teoremas e as representacoes
irredutiveis de dimensao finita de g estdo em correspondéncia 1-1 com os pesos dominantes integrais
do sistema de raizes ®. Entdo, se V é uma representacao irredutivel de dimensdo finita e peso maximal
A, resulta que V = V* e V pode ser escrito como soma direta do seus espagos de pesos {V# U E A}.

Além disso, V € gerado por algum vetor maximal v, € V) tal que go.vy =0,V € dT.
Consideremos a dlgebra de grupo I [A] gerada pelas expressdes formais {e’l : A € A} com a relagdo
ete = etV e elemento neutro €. Cada ¢* pode ser considerada como a funcdo carateristica em A,

1, u=2
ew){ g
0, u#A

Contudo, € possivel enunciar a férmula de Weyl por meio do seguinte teorema:

Teorema 2.7. Seja A € AT e p = 3 ¥4, o . Entdo

( y (_l)l(c>eo<p>> 2= Y (~1)1@ o)

oeW oW

A demonstragdo serd dada na segéo[2.4.3|

Exemplo 2.4.1. Consideremos a dlgebra s[(2,IF) com base candnica dada pelas matrizes

(4 2 (0a)o-(00)

e h = Span {h} é a subdlgebra de Cartan para g, ® = {+2} , A= {2} e p = 1. O grupo de Weyl é gerado
pelas reflexdes {1,656}, em que G (m) = —m para qualquer inteiro m e A = Z. Suponhamos que V* é
uma representacdo irredutivel de peso méximo A, podemos aplicar a férmula de Weyl para ver quais

s30 0s pesos que aparecem na representacdo V*; por um lado temos que
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< Z (_1)1(0) eG(P)) 2= < Z (_l)l(ﬁ)ec(P)> L
oW oe{l,—1}

emque Y (—1)1(6) e9P) =P —¢=P = ¢! — ¢!, Logo, os lados esquerdo, LE, e direito, LD, da

oc{l,—1}
férmula de Weyl sdo reduzidos a:

LE = ( Z (_1)1(0) eG<P)> Xy = (el —e_l) (Zml (I’l)en>

oceW neZ

LD — ( Z (_1)1(0) ecr(/l+p)> e

<y 8

Aplicando a defini¢do de convolucdo e avaliando num inteiro k, obtemos que

LE(k)="Y (e'—e")(p) (Zma (n)e" (q)>

pta=k nez

e 0s dnicos termos ndo-nulos séo quando (p =1,g=k—1)e (p=—1,g=k+1). Portanto
LE (k) =my, (k—1)—my, (k+1).

Mas pela equagdo LD, temos que

1, k=A+1
LE(k)=4q -1, k=-A-1
0, caso contrario

Portanto, parak # —A — 1, A + 1,
my (k—1)=my (k+1).

Podemos observar que, para diferentes valores de k, valem as seguintes igualdades:

k=A+0: mk(l—l):ml(l—i-l)
k=A+2: ml(l+1):ml(l+3)
k=A+3:  my (A+2)=my (A+4)

Em forma geral, se k = A +2s+ 1 com s € N, entdo por indugdo vale
my (A +2s) =my (A +2)
e de maneira anéloga, se k = A + 2s entéio my (A +2s+ 1) = my (A + 1). Similarmente,

my(A—2s—1)=my (A+1).
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Obtemos assim, as seguintes cadeias de igualdades:

my(A+2) = my(A+4)=my (A+6)...
..:ml(l—3) = ml(l—l):ml(l+1):mk(l+3):...

Como V* é uma representagio irredutivel de dimensdo finita para sl (2,F) de peso maximo A, todos

eles sdo zeros. Ademais, como dimV; =dimV_; = 1, tomando k = A + 1, obtemos
my, (ﬁ,)—mk ()1,—|—2) =1 —my (A.—I—Z) =0
De maneira anédloga, para k = —A —m # —A — 1 obtemos que

...:ml(—l—6):ml(—l—4):mk(—l—2),

oy (<A —=3) =my (<A — 1) =my (~A+1) =my (~A+3) =...

Portanto, todos aqueles dados acimas sao zeros. Logo,
my(—A)=my (-A+2)=...=my (A -2)=my (L) =1

ou equivalentemente

) I, ne{-A,—-A+2,...,A—-2,1}
my (n) =
0, caso contrario

Em outras palavras, isto permite concluir de outra maneira o resultado da se¢do [I.5|usando somente a

férmula de caracteres de Weyl. Além disso,

X = Zm,l (n)e" —erqpe 2y 424

nez

2.4.1 Uma férmula para a dimensao de V%,

Seja V* a representacio irredutivel de peso maximal A para g. Usando a férmula de caracteres de Weyl,
é possivel obter uma outra férmula que permite calcular a dimensdo de V*, tal como enunciamos na

seguinte proposicao:

Proposiciio 2.4.1. Se A é um peso dominante integral e V* a representacdo irredutivel de g, entdo

[MA+p,a) I {(A+p,a)

dimV’l _ a0 _ o0
I1 (p,a) I1 (p, )
a0 a=0

A mesma serd demonstrada na se¢io [2.4.2] a seguir damos alguns exemplos de aplica¢des a formula:

Exemplo 2.4.2. (Tipo A;) Consideremos g = sl(2,F). Temos que @ =2 e A4} = %a = p € 0 peso
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fundamental. Logo, se A = m@; é qualquer peso dominante, temos

dimV* = M —m+1
(yo.@)
Exemplo 2.4.3. (Tipo A,) Consideremos g = s[(3,FF). Temos que o = (2,—1) e ap = (—1,2) na base
dos pesos fundamentais {@;,  }, D" = {a), 0,01 + w} e p = a; + .
Qualquer peso dominante A pode ser expresso na base de pesos como A = mj@; + mp®; com
my,my € Z". Como (ay,0,) = —1 entdo —2 (a1, 0,) = (0, ), fazendo a normalizagio (05, 0p) =2
resulta que (o, ) = —1. Logo,

7 (or,00) (ou,02) \ 2 —1
(o, 00) (0, 0) -1 2
representa a matriz dos produtos (¢, o;) e funciona como a métrica no espago de raizes. Como neste

caso a matriz de Cartan %’ coincide com &, resulta que {,) = (,) e o operador (,) é bilinear. Assim,

A+p,a1) = (moy+mem, o)+ (0 +0n,0)
= m+4+2—-1=m+1
A+p,00) = m+l
A+p,a1+a) = m+m+2
Logo,
dimV* — (my+1)(my+1) (m1+m2—|—2).
2
2 —1 0
Exemplo 2.4.4. (Tipo A3) Seja g = s[(4,F), com matriz de Cartan ¢ = | —1 2 —1 |, eraizes
0 —1 2

simples o) = (2,—1,0), op = (—1,2,—1) e o3 = (0,—1,2) expressa na base de pesos fundamentais.
Usando a base para b formada pelas matrizes h; = e;; — e;41,+1 podemos calcular as demais raizes

positivas (similar ao exemplo[1.6.T)) resultando
O = {a, 00,053,010 + 0,0 + 0+ 03,00+ 03}

Logo p = % (a1 +3) +20. Seja A = mj@; + my@, um peso dominante expresso na base dos pesos
fundamentais. Similar ao exemplo , é possivel mostrar que a matriz € dos produtos (o, o)

coincide com a matriz de Cartan %". Logo, o operador (,) pode ser tratado como a forma bilinear (, ).

Portanto,
A+p,ar) = mi+3((ou, )+ (03,00))+2(00,00) =my+1
()L—f—p,OCz) = m+1
(A+p,o3) = m3+1
A+p,ou+m) = m+m+2
A+p,0+03) = my+my+2
A+p,u+m+os) = m+my+m3+3
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Similarmente,
(p,ou)=(p, ) =(p,05) =
(Pt )= (p,xt03) =
(p,ou+op+oz) = 3
Finalmente,
dimvl:(m1+1)(m2+1)(m3+1)(m1+m2+2)(m2—|—m3+2)(m1+m2+m3—|—3)

3.22

Exemplo 2.4.5. (Tipo B>) Seja g = 0(3,F) que consiste das matrizes x de 3 x 3 satisfazendo xs = —xs’

onde
1 00
s=1]1 0 0 1
010

Sabemos que esta dlgebra possui duas raizes simples A = {oy,0,} e raizes positivas &1 =
{og, 00,01+ 0,01 +2a,} (escolhemos o a raiz mais curta de modo que coincida com o feito na
secdo[I.7.1).

. 2 =2
A matriz de Cartan € ¥ = (

1 ) ) com (OCI,OC1> =— <OC],062> = <(X2,0€2> ep= %Oll +200. Seja

A = m@; + mp®; um peso dominante expresso na base de pesos fundamentais.

Como (o, ) = —2 = (04, 00) = — (0, ), fazendo a normalizagdo (0, ) = 2 obtemos que
(a1,0) = —2 e de maneira similar para (o, o) = —1 obtemos que (@, o) = 4. Assim, a matriz dos
produtos (0, o) resulta ¢ = ( ; _2 e assim

A+p,on) = 2(m+1)
A+p, o) = ma+1
A+p,u+a) = 2m+m+3
A+p,on+20m) = 2(m+m+2)

De modo similar, (p,a1) =1, (p,00) =2, (p,0q+ ) =3, (p,a1 +2a) = 4 e pela formula da
dimensdo de Weyl, resulta
(m1 + 1)(m2+1)(2m1 +MQ+3) (m1 +my+2)

dimV”* = 3 .

2 —1
Exemplo 2.4.6. (Tipo excepcional G,) Consideremos a matriz de Cartan € = ( s o ) por

cdlculos similares aos feitos no exemplo [2.4.5] temos que
" = {ou, 00,01 + 0,200 + 00,300 + 0,304 + 200} .

Logo, pela férmula dimensional de Weyl obtemos

(m1 + 1) (m1 +m2+2) (2m1 +3m2+5) (m1 +2m2+3) (m1 +3myp —|-4) (mz-i— 1)
5! ’

dimV* =



72 2. Teoria de Representacoes.

em que A = m;®; +my@, é um peso dominante.

2.4.2 Demonstracao da Proposicao2.4.1]

Seja @ : A — F[A] a fungdo definida por

op) =Y (1), (2.4.1)
<V

Defini¢iio 2.4.1. Definimos a fun¢do de Weyl como o operador ¢ : A — F[A] dado por

q= H <ea/2_e—a/2>7

a-0

em que [] denota o produto de convolucio.

Proposicao 2.4.2. A fungdo de Weyl satisfaz as seguintes propriedades

1. g=¢P ] (eo—e_a)
o0

2.VoeW,o(q) = (—l)l(c) q (propriedade de alterndncia)

o+

~ a9 %
Demonstrag¢do. (1) Como p = % Y o e para 0,0, € T vale e2e? =e 7, obtemos que P =
o0

[1 . Mas também (" —e %) e¥/2 = ¢%/2 — ¢=®/2 seguindo assim o resultado.
o0
(2) E suficiente provar a propriedade quando ¢ = 6, com & € A, i.e, [ () = 1. Como ¢ permuta

todas as demais raizes positivas diferente de «, leva oc em —ct e 64 (p) = p — @, entdo

ou(q) = e % (—e%) a;;l}() (eo — e_ﬁ)

= P (e_a —eo) H (eo—e_ﬁ)
a#B>0
= —q.

Logo, 64 (q) = —q.

Proposicao 2.4.3. g= o (p).

Demonstracdo. Mostremos primeiro que g pode ser expresso como combinacdo linear de elementos
da forma cg () com os B’s fortemente dominantes e cg # 0. Com efeito, seja A : F[A] — F[A]

definida como

Ap)= L ()70 (p), VpeFlA),

e notemos que A (e#) = @ (i) para todo L € A. Além disso, é possivel escrever g = Y aye” para A € F.
(a) A (p) é alternado para todo p € F[A]. Com efeito, para qualquer s € # temos que:

s:A(p)= Y, (1) so(p) = (=)' Y (1) es(p) = (1) A(p).
ocH ocW
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(b) Como & (g) = (—1)”) g, segue que A () = ZW<—1)’(“>2 q=7q.
(S

Cc 1nalmente, por ser g alternado, segue que:

(c) Final p q alternado, segue q

)i(©)
W |

aye® M = Y a—la)(l).

’%V‘ AeAoeW
Logo, g é combinacdo linear dos elementos @ (4). Mas também, ® (1) = +w(c.1),Vo € # pelo
item (a) demonstrado. Pelo Lema [1.7.10] existe f = 0. A dominante, tal que ® (1) = £ (f).

Substituindo @ (1) por £ (B), se for necessério, obtemos que ¢ é combinagio linear dos e*

com
todos os A dominantes.

Agora, se existir uma raiz simples ¢; € A tal que A (h;) =0, ie, 6; (A1) = A, entdo
o) = (1) 0(6i.2) = -0 (1)

e terfamos que @ (1) = 0. Logo, A (h;) > 0 e A é fortemente dominante.
Por fim, vamos provar que ¢ = @ (p). Por um lado, pela defini¢do de ¢, é possivel escrever g como

combinagdo linear dos e onde

MZP*Z&X‘X (%)

a=0

com 8y = 0 ou §,, = 1. Além disso, para qualquer o € #, temos que o (1) tem a mesma estrutura que

(%). Com efeito, basta tomar reflexdes simples o; e ver que

o (1) =(p—0y) — 2:77a

a0

com TNy = 1 no caso 8, = 0 e g = 0 no caso 8, = 1. Deste modo, € possivel escolher os ’s, se for
necessdrio, fortemente dominantes e tal que ¢ = Y, ¢y @ (1) (pelo item (c) mostrado acima). Como
cada u € fortemente dominante, i = Zle k;; onde os w;’s s@o os pesos fundamentais e k; > 1. Além
disso,p =Y. wep—u <0,ie(p—u,0) <O0paratodo o; € A. Consequentemente:

0<(p—p,p—p)= (p—u,ZSaa> =Y du(p—p,0) <O=p=p.
a=0 a0

Isto mostra que ¢ = c@ (p) para alguma constante c¢. Voltando a defini¢do de g, temos:
g = e +comb linear de &*; A < p,

seguequec=1=¢g=0w(p).
O

Observacio 2.4.1. De maneira similar ao mostrado na Proposi¢do [2.4.2] é possivel mostrar que
g=ePT] (eo‘ — eo) (Cf. [FHO1,/Gra00]]). Ademais, é usual escrever e’ = 1.

a0

Desta forma, a férmula de Weyl é representada como

o) n=0(p+A) (24.2)
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Pela Proposicio [2.4.3 temos que @ (p) = e P [] (¢* —1). Devido que V* se decompde como soma
o0

direta do seus espacos de peso, resulta que dimV* = Yyen(a)ma (1); notemos que dim V* ¢ soma dos

coeficientes do caractere x,. Definamos v: f = Y cyet € F[A] — Y ¢y €T; tal fungdo v pode ser
HEA HeA
estendida a um homomorfismo de dlgebras F[A] — F bem definido. Queremos aplicar a fungdo v no

caractere x; de modo de obter uma expressdo em fun¢io de A. Pela definicdo de convolugéo, resulta

claro que

v(fg)=v(f)v(e)

Fixando uma raiz @ € ®, a transformagédo 1 : e# — (U, &) e* pode ser estendida a um endomorfismo

Na : F[A] — F[A] que resulta uma derivagdo sob convolugdo, i.e,

Na (f8) =Na () g+ Ma(g), Vf.g €F[A]

Para demonstrar isso, recordemos que {e : u € A} gera F[A]. Além disso,

N (ehe’) = Mg (") =(u+v,a)e"
= ((u,)e!)e" +((v,ax)e")e!
= MNa(e")e’ +eng(e")

e cada 1mg comuta com qualquer outro. Pelo fato que cada 1g € uma derivagao, obtemos que

g (H <e‘”—1>) (8.8 (P = 1) | TT (e~ 1)+ (P = 1) mg (H <e“—1>)

acd a#p a#B

Similarmente, se N* = [] Ng € End(F[A]) onde @ C P, entdo cada termo na expressdo
ocd’
n* ( IT (e*— 1)) tem algum fator da forma (e* — 1). Definindo 1 = [] 1 € End (F[A]), é possivel
oacd o0

fazer a mesma observacdo que 1*. Com tais observacdes feitas, aplicando o endomorfismo 17 em ambos

lados da férmula de Weyl, obtemos

n(@@A+p)) = n(ep)ir)
= n(@p)n+olp)n(x)
= n(eo(p)xn+kK

e em cada termo de K aparece um fator da forma e¢* — 1. Aplicando o homomorfismo v, temos

von(w(A+p)) = v(n(o(p))x+K)
= v(n(o(p))xr)+v(K)
e

= v(n(o(p))vix)

von (@ (A+p))
von (w(p))

= ()= (2.4.3)
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Portanto, s6 faltam expressoes para o numerador e o denominador de Por uma parte, temos que

N (e?) = (p, &) P, logo,

ne) = ], a)e

a=0

=von(ef) = [](p,)

a=0

Tomando ¢ € # e usando o fato que o grupo de Weyl preserva o produto interno (, ), temos a seguinte

expressdo similar:

vor (7)) = T (o (p). @) = [ (p.o™" ().

a>0 a=0

Como ¢~ !leval(c) =1 (6*1) raizes positivas em raizes negativas, permutando as demais, segue que

[1(p.c7 (@) = (-1)T] (p.a)

a-0 a=0
= von(w(p)) = ZW(—I)l(G)von(e(’(p)>
= Y -1D)OT] (p.o7 (@)
oceW a-0
D MGV | (X9
oW a0
= WIHO(PAX)

Similarmente, von (@ (A +p)) =|#| I1 (A +p,a) e assim

a0
. I}O(Mrp,a)
dimvt=%"___ (2.4.4)
,
al;lo(p )

e multiplicando pelo fator [] ﬁ obtemos finalmente que
o-0""

I1 (2 +p,a)
dimv* = %2

I1 (p,a)

a0

2.4.3 Demonstracao do Teorema/[2.7|

Vamos demonstrar a férmula de caracteres de Weyl. Para isso, assumiremos a férmula das
multiplicidades de Freudenthal (Cf. [FH91],[Gra00],[Hum78|]) sem demonstracao:

Proposicio 2.4.4. Seja V* uma representacdo irredutivel de peso maximal A € At para g. Se u € A,
entdo a multiplicidade my (1) de . em V* é dada por

()L’A—i_zp)mll = Z Z (u—i_ja?a)m,u-‘rja—i_(“nu)mﬂ
acedj=0



76 2. Teoria de Representacoes.

Observacio 2.4.2. Como V* é uma representagio irredutivel de peso maximal A, usando a proposicio
como assim também o fato que IT(A) € finito, a somatdria em j na equag@o acima € finita mesmo

com j variando até oo,

Consideremos o espago euclideano E = R ®q Eg gerado pelas raizes ®, tal como vimos na se¢do

e o produto tensorial IF [A] ®F E. Os elementos de F [A] agem neste espaco via
a. (Zb,‘@\/l‘) = Zabi X Vi
i i

em que a,b; € F[A], v; € E, e ab; denota o produto por convolugio de F[A].

Estendemos a forma bilinear (,) para F [A] ®p E do seguinte modo:
(,): FIA]JQrE x F[A]@rE — F[A]
(a®@v,b@w) = (v,w)ab

em que os parenteses do lado direito denotam a forma bilinear em E. Em particular temos que

(M @ePr, A @eP) = (A1,42) eP1P2. Definimos o gradiente em F[A] como a aplicagdo linear

V: F[A] — F[A]
et — Hteu

e o Laplaciano de [F [A] como a aplicagdo linear

A: F[A] — F[A]
et — (u,p)et

O leitor pode verificar facilmente que valem as relagdes
V(fg) = fV(g)+eV(y)

A(fg) = [fA(g)+eA(f)+2(V(f),V(g)

o que de certo modo justifica a nomenclatura adotada para tais operadores. Por exemplo

V(ete') =V (ettY) = et @(u+v)
= ee'@utete’@v
e'V(et)+ etV (eY)

Agora, seja V uma representacdo irredutivel de dimensdo finita para g de peso maximo A. Como

Y a=0,segueque Y. (u,o)my =0.PelaProposigao[2.4.4,
acd acd

(A A+20)my =Y Y (H+jor, o) myyjo+ (4, 1) my,
acdj=0
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multiplicando a ambos lados da igualdade por ¢* e somando sobre todo i € A obtemos que

(A, A+2p) x50 = Z Z Z(“_‘_jaaa)mﬂﬂLjae“—i_A(XA) (2.4.5)
neAaedj=0

Por outro lado, IT (e*—1)= II (¢* —1) II (e~*—1) = €4° onde € = +1. Multiplicando|2.4.5| por
ocd o0 o0

£¢° temos

oo

e (AA+20)0-A) = Y ¥ Z<u+ja,a>mu+jae~ﬁg¢(eﬁ—1)

LA aed j=0
= EAOC;@;(M + ot 0) my g jo (€M% —et) ﬁga (eﬁ - 1>
—;(u+(j+1)0‘a0‘)mu+(j+1)a> e (24.6)
_ ag@ﬁga (¢ -1) ea#gmu (1, 0x) e
_ (a;)a@ﬁga <eB - 1) e“,ﬂgu ®mue“)

= (eV(¢).V(xa)) =229(V(9),V (x2))
= €q(A(gxn) — xaA(q) —qA(x2))

Ou seja,
(A A+2p) 00q” —*A () = 4 (Agxa) — A (9) —gA(x2)) (2.4.7)

Observacio 2.4.3. Na igualdade[2.4.6|fizemos uma substitui¢do do tipo 4 = v — a.

Como g # 0 e F[A] é dominio de integridadeﬂ podemos dividirm por g e obter

(A, A +2p) 29 = A(gx) — X2 A(q) .-

Chamando f = g3, a Gltima expressdo equivale a

(A4 +2p) f=A(f) = 124 (9) - (24.8)
Comog= Y, (—l)l(c) ¢P) ¢ devido que (6 (p),o (p)) = (p,p), podemos escrever A (q) = (p,p)g.
oW

Portanto, usando a equagdo eque (A,A+2p) = (A +p, A+ p) mostramos que

A(f)=A+p,A+p)f.

SRecordemos que um dominio de integridade ndo admite divisores de zero.
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Pelas definicoes de x e ¢, f = )39 ¢ uma combinagdo linear de termos da forma et +9(P) Portanto,

A(HHP)) = (-t 0(p), -+ (p)et o)
= (07" (W) +p,07 " (u)+p)ettoP

Isto mostra que e#°(P) & autovetor de A com autovalor (6~! (1) +p,07! (u)+p). Mas também
mostramos que f é autovetor de A com autovalor (A 4+ p,A + p), e como autovetores correspondentes

a autovalores diferentes sdo linearmente independentes segue que

(™" (w)+p,o7 (u)+p)=(A+p,A+p)

paraalgumu € Aewe %

Pelo Lema [1.7.15, 6! () = A = u = 6 (A). Logo, f é combinagdo linear de termos da forma
e®A4P) Como y; é # -simétrico e g e # -alternado, temos que f é alternado.

Pelo mesmo argumento usado na proposicdo 2.4.2) f é escrita como combinagdo linear de A (e*)
com u fortemente dominante. Logo, o = 1 (pois 6 (A + p) é fortemente dominante se e somente se
c=1).

Desta forma, f = nA(e*™P) =n ¥ (=1)/@) ¢o(A+P) para algum 7, onde o coeficiente de e**°

oW
é justamente 7. Ao mesmo tempo, o coeficiente de e**P em f é 1, segue que N = 1 e por fim
f=A(P).

2.5 Observacoes do Capitulo.

Observacao 1.

Uma prova analitica para a férmula dimensional de Weyl pode ser encontrada em [FH91, Pag. 403].
Esta baseia-se no desenvolvimentos de séries de Taylor em que e* surge como uma func¢io exponencial.

faremos aqui um esboco dessa prova.

Consideremos e como o operador e* : ¢ — ¢/(“P) /i € A que possui desenvolvimento em série de

Taylor dado por

et(uvp) :Zl—'l‘l (I'va) .
i=0""

Definimos A (e#) = ¥, sg(c)e® ™ e para v € A fixo, o operador &, : F[A] — F|[[7]]
oW

v (€M) = o (V)

Notemos aqui que &y (e*) necessariamente é um elemento em F [[¢]]. E facil de provar que

Cp (A(e!)) = Cu(A(e”)). 25.1)
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Chamando ¢ = A (eP), a expressé@o fica escrita como &y (q) = &, (A(e)),Vu € A. Logo,

Ep(A(e) = Gu(e®) TI (Gu(e*—1))

acdt
= exp(—(P,u)t)ag(exp(—(a,u)t)—1)
= agw (exp (%t(a,u))—exp(—%t(a,u)))

e considerando N = Card (™) é possivel escrever (Cf. [FHI1] Pag. 403])

Co(A(eM)) = ( I (a,,u)) N + termos de maior grau em .

acedt

Portanto, para t = A e 4 = A + p, da férmula de caracteres de Weyl obtemos que

M (a¢,A+p
__Cb A(€l+p)>___ae¢+( ) . .
= — + termos de grau positivo em t.

%= T8 (Aer)) M (op)

aedt

Tomando limite quando # — 0 em ambas expressdes, resulta

[T (¢,A+p)

ocdt

[T (a.p)

acdt

A — dimVv* =

Observacao 2.

Observamos que nos exemplos exemplos e dados anteriormente, a matriz de Cartan %
coincidia com a matriz dos produtos €. Na realidade isso vale para qualquer dlgebra do tipo A; (1>2);
Com efeito, pelo fato que a matriz de Cartan % de uma dlgebra g = sl(n,F) é simétrica e as raizes
simples o € A obtidas a partir da matriz de Cartan apresentam o mesmo comprimento (&, @), é possivel

escolher a normalizacgdo (a, o) = 2 de tal jeito que

Ba) =289 _ (g o) vpaen

(o, )

Portanto, as componentes da matriz de Cartan resultam ser os produtos <ai,aj> = (0, ¢) o qual
permite dizer que ¥ = €. No entanto, tal propriedade nio é vélida, por exemplo, para familias
de algebras do tipo B;, C; ou para a excepcional G, (pois as raizes apresentam dois comprimentos

diferentes, e ¥ deixa de ser simétrica).

Observacao 3.

Consideremos novamente a familia A;, com [ > 1. Pela observagio 2 sabemos que € =% e (,) = (,).

Isto permite simplificar os cédlculos de (A + p, &) quando A € um peso dominante integral e o € P+,

!
Com efeito, seja A = {a;: 1 <i<lI}, A = ¥ m;m; expresso na base de pesos fundamentais e
i=1
l . ., .
o = Y k;o;; uma raiz positiva; entao
i=1
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/

Y (mi+1) o, ik/a./)
j=1

i=1

(+p.a) =

—_

!
Y (mi+ 1)k (o, 0))
1j=1

I
Ing

i

~

= miki—th((X)

—_

Usando a construcio de sistemas de raizes dada em [Hum78, Sec. 12.1] ou [ES97, pag. 121] podemos

obter informagdo da estrutura das raizes positivas e de ht(a).

Seja {ei,...,e;+1} uma base ortonormal para R/*!, entio & = {ei —ejiiFf j} é um sistema de
raizes no espaco euclideano E = (e] ... —I—elH)L. Como os a; = e; —e;11, | <i <[, sdo linearmente

independentes e além disso
0=e —ej= (ei—ei+1)+...—|—(ej,1 —ej) =0i+...+ 01, i<j

Temos que

A = {e—ei1:1<i<l}

" = {e—e;: 1<i<j<I+1}UA

podem ser escolhidos como uma base para ® e as raizes positivas de ®, respectivamente. Com tal
construcdo, qualquer o € ®* ¢ expressa como uma combinagdo da forma o = o; + ...+ aj_; com
i < j e portanto ht (o) = j —i. Equivalentemente, se ot € @ e ht (@) = k, entfo existe 1 <i </ tal que
i—k—1<I[l+1e

=0+ ...+ Oiyp—1-

Portanto, ht (o) representa a quantidade de raizes simples usadas na combinagdo linear dada acima.

Podemos usar a mesma construcdo quando o; € A estd expressa na base de pesos fundamentais; assim

]
(A+p,a) = Y miki+ht(a) (2.5.2)
i=1
[
= Y miki+k (25.3)
i=1
(p,o) = k. (2.5.4)

Representando o = Z kiot; € @ em que k; € {0,1} e A = Z m;®; um peso dominante expresso na

i=1 i=1

base de pesos fundamentais, a dimensdo de V* resulta
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H Z m,-—f—ht(OC)
acdt lggl
dimV* = ’
" I ht(a)
aedt

Exemplo 2.5.1. (Tipo A4) Seja g = sl (5,TF), aplicando a observagio 3 obtemos que

ot = {ay,m,03,04,01 + 02, 00+ Q3,03+ O,

Otl+(12+(X3,OCQ+OC3+O£4,O£1+O€2+(X3—|-Ot4}

Se A = (my,my,m3,my) é um peso dominante integral expresso na base de pesos fundamentais, segue-

se que dimV* = p/g com

p = (m+1)(my+1)(m3+1)(mg+1)(my+my+2)(my+mz+2)(m3+my+2).
(my +ma+m3+3) (may+mz+ma+3) (my +my+m3+mys+4)
g = 2°.3%.4
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Capitulo

Nova Formula de caracteres. Aplicacgoes.

O objetivo deste capitulo € apresentar a férmula de caracteres descoberta por Schiitzer [Sch12]]. Iremos
estudar algumas propriedades e aplicagdes dessa nova formula de caracteres para representacdes de
dimensao finita de dlgebras de Lie semissimples g de dimensdo finita.

Uma das novidades dessa férmula consiste na determinagdo exata do nimero de pesos numa

representacdo e outra na obtencao de férmulas exatas para multiplicidades.

3.1 Introducao.

Consideremos g uma dlgebra de Lie semissimples de dimensdo finita sobre um corpo [ algebricamente
fechado de carateristica zero. Seja h uma subdlgebra de Cartan e h* o seu espago dual, @ o sistema
de raizes de g em h* com base A = {04, 0,...,0y} e ® O as raizes positivas e negativas de ®
respectivamente. Denotemos E o R-espaco euclideano de A em h* com a forma bilinear, simétrica
e definida positiva (,) tal como na se¢do A, o reticulado de raizes de g gerado pelas Z-
combinagdes lineares de A e A o reticulado de pesos de g gerado pelas Z-combinacgdes lineares dos
pesos fundamentais { @, ..., ®;}, respectivamente.

Seja AT C A o conjunto convexo cujos elementos sdo denominados pesos dominantes, i.e, se A € AT
entdo (A, ) > 0 para todo o € ®. O conjunto dos A € A tais que (A, o) € Z sdo chamados pesos
integrais e consideramos a ordenagdo parcial em A: u < A < A — u é soma (possivelmente zero) de
raizes positivas. Denotaremos % o grupo de Weyl de @ gerado pelas reflexdes simples tal como na
secdo|l.7

Para cada peso dominante integral A € At, denotemos V* a representacio irredutivel de peso
mdximo A, que resulta um espago vetorial de dimenséo finita e seus pesos I1(A) C A formam um
conjunto saturado de pesos no sentido dado em

Consideraremos a dlgebra de grupo F[A] com base {e* : u € A}, em que cada ¢ denota a fungdo

n
e p = % < Y a|] =Y o eo grupo de Weyl # age naturalmente sobre F[A] via w.et =
a0 i=1

") Yw e # . Denotaremos por [A]W o conjunto dos elementos em F [A] que sdo fixos pela agéo

do grupo de Weyl #. Contudo, vamos comecar o capitulo dando as seguintes defini¢des:
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Definicdo 3.1.1. Para cada peso A € A, definimos wy € % como o tnico elemento no grupo de Weyl

tal que w; (A 4 p) é dominante. Definimos A = w, (A +p) —p.

Tanto a existéncia como a unicidade de w), é garantida pelo Lema|l.7.10 Notemos que no caso A
dominante, resultaw; =1eAdl =A—p+p =A. Se A + p é regular, entdo A resulta dominante.

8 P,

t
1
|
1
1
|
1
1
1
U

Figura 3.1.1: Interpretacdo geométrica da defini¢do

Definicdo 3.1.2. Para cada peso A, definimos o sinal de A como

(—1 )l(wl) A+ p regular
& =
0 q.o.c

Definicdo 3.1.3. Seja A qualquer peso de A. Definimos o caractere }; = €, X5

Do mesmo modo, observemos que quando A é dominante, entdo A=2Leq simplesmente é y, . No
caso A + p regular, ¥, = x5 e para A +p singular, ¥, = 0.

Aplicando a defini¢do de caractere formal, € natural ver que ¥, = Y. &my (u)e*; isto mostra que
HEA
iy, (1) == gymy (1). Vamos definir agora o girdle como o elemento de [F[A] similar ao caractere, mas

com a excecdo que todos os coeficientes que acompanham os e* sdo exatamente 1.

Defini¢iio 3.1.4. Seja A € A" um peso dominante. Definimos o girdle de A como o elemento de F[A]

dado por
0, = Z et
UEII(A)

Como {e" : u € A} forma uma base para IF [A], temos que ®, pode ser vista como a fung@o carateristica
sobre IT(A). Notemos também que @, estd bem definido pelo fato que IT(A) é um conjunto finito
(Cf. Sec. [1.7.4). Ademais, ®, permanece fixa pela agdo do grupo de Weyl #/, isto segue do fato
que # .II(A) C II(A). Logo, pela Proposi¢do ®, pode ser escrita de maneira tinica como
Z-combinacdo linear dos caracteres y,, U < A; i.e,

®l = Z C)L#x#.
u=<A

onde a soma ¢ sobre todos os pesos dominantes 4 € IT(1) e cj , € Z. Mas x; = 1, pois dimV), = I;
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logo

Or =0+ Y, Capuku-
usa

3.2 Classes de Conjuntos.
Defini¢iio 3.2.1. Seja A as raizes simples. Denotaremos por A’ = &\ A o conjunto de raizes positivas
ndo simples.

Definicdo 3.2.2. Seja ¥ qualquer subconjunto de A’, Definimos (¥) como a soma de todos os elementos
de W. Para cada ¥ C A’, definimos .y a colecéo de todos os subconjuntos Y de A’ tais que (Y) = (¥).

E imediato ver que ¥ € .Zy. Além disso, podemos particionar o conjunto .y em F9 e Fyg segundo

cada elemento de .y possua uma quantidade par ou impar de elementos.

Definicdo 3.2.3. Seja ¥ C A’ e consideremos Fy = F U.Z), como acima. Definimos crpy =
‘ﬁl?, — ‘9&,} que representa a diferenga entre todas as possiveis maneiras de escrever (¥) como uma
soma par de raizes de A’ e todas as possiveis maneiras de escrever (¥) como uma soma impar de raizes

de A, sem repeti¢oes.

Defini¢do 3.2.4. Definimos .% como a unido de todos os (¥) para qualquer subconjunto ndo-vazio
Y CA.

Exemplos:

Tipo Ay Seja A = {a, i} ¢ @7 = {0y, 0,01+ }; logo A = {oy+0,} e como o tnico

subconjunto ndo vazio de A’ é ele mesmo, resulta que .# = A’ com cg, 1o, = — 1.

Tipo By: Seja A= {oj, i} e @ = {0y, 00, + 0, + 20} (escolhendo @ a raiz mais curta).
Logo, A" = {0y + 0, a; +20,}, e portanto, F = {0y + @, 0 +20,,20; + 30} em que

Coyt+a, = — 1, Coy+20, = —1 € €20, 430, = 1 respectivamente.

TIpO Gy: SejaA= {061,062} e dt = {061,062,061 + 00,200 + 0,300 + 0,304 —‘rZOCQ} (escolhendo oy
a raiz mais curta). Logo, A" = {a) + a,204 + 0,30 + 0,30 + 20, }, e portanto,

F = {ou+om,2a+ 0,30+ a,300 +20
4oy +200,400 + 30,501 +200,50 + 30,60 + 300
60 +40n, 7o +40p,801 +400,90 +50€2}

Por exemplo, tomando ¥ = {3a; + 20, } obtemos
Fa120) = {31 +200} U {{on + a2, 200 + o0},
logo, ¢3g,4+20, = 1 — 1 = 0. Similarmente, se ¥ = {301 + 0,30 + 205 } entdo

P ={{30 + 30, +200}} ,9\(1% ={{ou+m,201 + 0,301+ }}

e portanto cpgy =1 —1=0.
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TIpO Azl SejaA= {061,062,063} eAN = {OC] + 0,0+ 03,00 + 0 + 063}. Logo,

F = {og+o,0m+03,00+ 0+ 03,
o +200+ 03,200 +200 + 03,00 +20p + 203
200 + 30 + 203}

em que cp) = 1 para (¥) € {a) +20 + 03,200 + 200 + 03,01 +20p +203} € ¢y = —1 para

os demais.

3.2.1 Uma funcao geradora para os c y.

Consideremos agora o produto da forma

[ (1—e%) eF[A] (3.2.1)
oeN
Em base as definicoes e[3.2.3] € possivel escrever a expressdo da forma
[T-e®=1+Y )¥e® =14+ Y cge ™ (3.2.2)
ocN YA (WyeF

Isso quer dizer que a equagdo ¢ uma fung@o geradora para os c¢yy. Como .% contém todos os (¥),
para qualquer subconjunto ¥ C A", entfio uma limitagdo superior para é 214,

Exemplo 3.2.1. Consideremos o tipo B,. Nos jd vimos que .7 = {a; + 0,0 +20,20; + 30, }, logo

H (1 _e—a) _ <1 _e—(oc]+oc2)) (1 _e—(a|+2a2)) _ l_e—(a]—i—az) _e—(a|+2a2) _e—(2a1+3a2)

aeN

Exemplo 3.2.2. Consideremos o tipo G,. Entao

H (1 76—05) —_ (1 o e—(a1+a2)) (1 _e—(2a1+a2)) (1 _e—(3a1+a2)) (1 _ e—(3a1+2a2))
aelN
1— eoc]Jrocz _ 82a|+oc2 _ e3a1+oc2 +e4a| +200 _|_e4oc1 +3ocz+

+85a1 +20 + eSa1+3a2 _ e6oc1 +40 _ e7a1 +40 68051 +4a _|_e9oc1 +5m,

Notemos que, neste exemplos, as somas 3¢ + 2, e 6¢; + 30 ndo aparecem, uma vez que eles sdo

cancelados pelas mudangas de sinais ¢y tais como foram mencionados anteriormente.

3.3 Nova Féormula de caracteres.

Estamos em condi¢des de enunciar o resultado principal dado por [Sch12l]. Vamos também mencionar
algumas aplicagoes oferecidas pela formula, tais como a determinacio exata do nimero de pesos numa
representacdo e a obtencdo de férmulas exatas para multiplicidades. Em particular, férmulas fechadas
para calcular a dimensdo do espaco de peso zero numa representacdo irredutivel V* para determinadas
familias de dlgebras semissimples, e que somente depende do pardmetro A. A seguir, enunciamos o

teorema:
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Teorema 3.1. (Nova Férmula de caracteres) Seja A € A qualquer peso dominante integral. Entdo

I = O — Y cwirqw- (3.3.1)
(Pye.7

Ademais, para cada (¥) € F tal que J)_yp) # 0, temos que A — (¥) < A.

A demonstragdo do Teorema [3.1] é técnica e dividida em trés etapas. A primeira etapa, consiste em
provar o Teorema[3.2] a segunda etapa em provar o Teorema [3.3]e finalmente a dltima etapa, em provar
o teorema[3.4] Para a primeira etapa, provaremos primeiro que a férmula de Weyl também vale para o
caractere ¥, . A segunda etapa precisa de conceitos de varidvel complexa e séries de Laurent. Enquanto
na ultima etapa, precisamos de conceitos que demandam uma quantidade razodvel de teoria, tais como
cohomologia de Kostant, a qual ndo serd desenvolvida neste trabalho, portanto o Teorema [3.4] serd
considerado vélido, mas todos os detalhes da demonstragcdo podem ser achados nas referéncias [SchO4]]
e [Sch12].

Teorema 3.2. Se A é um peso dominante integral, entdo vale a seguinte identidade:
A

Z c. ﬁ =X\t Z C<LP>Z;L_<\{1>. (3.3.2)

y z
ceW = (P)e7

Teorema 3.3. Se A é um peso dominante integral, entdo vale a seguinte identidade:
e?u
C.——— =0,. 333
LT -e e

oW
€ acA

Teorema 3.4. Se A € um peso dominante integral entdo, para cada (¥) € F tal que ), _ ) # 0, temos

que A — (¥) < A.

Notemos que todos os coeficientes ¢y da equagao m podem ser negativos. E interessante de

observar que:

Teorema 3.5. Se A é um peso dominante integral, entdo

0 = Oi+ Y 4,0,
HSA

em que todos os d,, sdo inteiros ndo negativos e L € I1(A) \{A} é dominante.

Para provar o Teorema3.5] primeiramente precisamos provar alguns resultados adicionais. Além disso,

denotaremos:
T I(A)T =TI(A)NAT,
T ATT o conjunto dos pesos fortemente dominantes,

T My (c) ={u eT(A): my (1) = c} e T(A,c) =TH(A) \ My (o),
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 Paratodo pu € TI(A)", em que u < A, T (u,c) =TT (u)NIT(A,c).

Notemos que, por ser IT(A) um conjunto saturado de pesos, aplicando a proposi¢do obtemos
uma conteng@o estrita entre os conjuntos saturados IT(u) e IT(A) tal como é enunciado na seguinte

proposicao:

Proposicdo 3.3.1. Seja pu € TI(A)"\ {1}, entdo T1(u) CTI(A).

Lema 3.3.1. Seja u € I1(A)", em que A é dominante integral. Se (u, &) > 0 para alguma o € A, entdo
my, (1 — &) = my (1)

Demonstragdo. Consideremos Sq = (Xg,Ya,he) a respectiva copia de s((2,IF) em g. Sabemos que, se
V denota a representacao irredutivel de dimensao finita para g de peso maximal A, a agdo de yq € g_q
leva V, em V), 4. Tomemos v € V; ndo-nulo, como h_¢ = —hg, podemos assumir que U (hg) >0
(0 caso p (hg) = O resultara trivial), pois IT(A) é # -invariante e dimV,, = V5(,,) para todo ¢ € 7.
Iterando o lema existe » € Z tal que y{, .v, caso seja ndo-nulo, ¢ um vetor de peso de V com

respectivo peso U — r¢. Assim,

ho Yo ov=({L,0t) —=2r)y v
Mas usando a representagdo de sl(2,IF) mediante a S, correspondente, com r = u (hy) = (U, ),
0s Vvetores Vv, Y « v, Y% «V,---, 5 «v sio ndo-nulos e portanto formam um conjunto linearmente
independente. Logo a aplicagcdo
ya . VI'L H V“_a

¢ injetiva, e portanto, dimV,,_4 > dimV),, ou seja, my (1 — @) > my (1).
O]

Observacao 3.3.1. Outra alternativa para demostrar o lema € usar o fato que, nas condi¢des do
lema, os pesos para a subrepresentagdo Sy = s[(2,F) formam uma cadeia ininterrupta da forma A — 2r,
com r = (U,q).

Corolério 3.3.1. Se u e II(A)NATT e ot € A, entdo my (U — o) > my (1).

Demonstragdo do Teorema [3.5} Pelas defini¢des do caractere e do girdle, para u € IT(A1) \ {1} temos
quemy (1) > 1 e

0—0, = ) m(v)e— ) e

vell(A) vell(A)
= )Y [mv)-1e
VeII(A,1)

em que my (V) — 1 > 0 para todo v € I1(A, 1). Pela proposi¢do|3.3.1} IT(v) \ IT(1) = 0 para qualquer
v €II(A,1) dominante e, usando a proposi¢ao[2.2.7] é possivel provar também que IT(v)\IT(A,1) =0.
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A seguir, escolhemos p € TT(A, 1) tal que dj,, = min{m, (v) —1: v €II(A,1)}, e podemos supor que
(1 é dominante (pois IT(A) é saturado), entdo

Y Im(v)-lle" =@y = ) [m(v)-1]e'— ) die’
vell(A,1) vell(A,1) vell(u)
= Z [m;L (v)—d;m—l] e’ — Z [my (v)—1]e¥
vell(u) vell(A, )\II(u)

Mas IT(A, 1) \II(u) = 0 pela escolha de u, caso contrario, se existir v € IT(A,1) \II(u) (podemos
supor v dominante), entdo por um lado m; (v) > 1 e por outro v > u. Logo, pela aplica¢do do lema

3.3.1{terfamos que m;, (1) > my (V) e dy, > my (v) — 1, contradizendo nossa escolha de p. Portanto,

() = X [mv-du-1e'= Y [m)-du—1]e’

vell(w) vell(u,c)

em que my, (V) —dy, —1 >0 paratodo v € IT(U,c) e c =dy, +1=my (1). Assim,

W = 0O, —l—d;“l@'u—i- Z [ml (V)_d/lu_l] e’
vell(u,c)

Fazendo o mesmo raciocinio com os demais p, considerando os respectivos IT(u,c), chegara um

momento que ndo sera possivel subtrair mais nada. Obtendo no processo final a soma

X0 = O+ ) 0.
usa

O
Vamos reproduzir as demonstragdes dos Teoremas [3.2] e [3.3] que estdo disponivel nas referéncias
citadas, adicionando alguns detalhes das mesmas. Isso serd feito na secdo dando a seguir algumas

consequéncias e aplicacdes.

3.3.1 Aplicacoes.

Corolario 3.3.2. Se A é qualquer peso dominante integral e u é qualquer outro peso em IT(1), entéo a

dimenséo do espago de peso V,, € dada por

mp, (‘LL) =1- C<\p>ﬁfll,<\y> ([J) . 3.3.4)
(

Y)eF

Demonstragdo. Pelo Teorema[3.1] sabemos que

0 =0— Y cutrw.

(W)eF
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Com base nas defini¢des de ), e de ®,,, temos que

Y omp (et =Y e — Y cp Y (1)t

UEA HEA (P)eF UEA

e portanto, my (L) =1— Y cpprity_opy (1L).
(Wyes

O]

O coroldrio acima apresenta uma recursdo linear que expressa a multiplicidade m) (1) como
uma combinacdo linear das multiplicidades do mesmo peso y mas de representacdes menores

(pois A — (¥) < A pelo Teorema). Portanto, resulta uma maneira ttil de calcular recursivamente
multiplicidades de peso L.

Exemplo 3.3.1. Consideremos as dlgebras do tipo A,. Sabemos que A = {ay, 0}, A" = {a; + 0},
F ={{ou+m}} e cyta =1. Consideremos A =30y +20p = (4,1) que é fortemente dominante,

aplicando o coroldrio acima,
m(471) (0,0) =1- COC1+052’;;12.7(117062 (0,0) =1 +ﬂ7l(3_’0) (0,0)

Uma vez que (3,0) +p = (4,1) é dominante integral, segue que &30y = 1, como assim também

M) (0,0) = m3) (0,0). Logo
m1)(0,0) = 1+m) (0,0)

Por outro lado, m(3 9y (0,0) = 1 — coy 4+ 0,7(3,0)—c 0, (0,0) = 1, pois (3,0) — oy — ap +p = (3,0) ndo
¢ regular. Portanto,
me4 1) (0»0) =2

Vamos ver que, usando o coroldrio [3.3.8] obtemos

2 1
ma4.1) (0,0)=2 (3 CcoS2m + 3) -2
Notemos ademais que 71y _ g (1) = 8/1—<‘I')mm(/.t), substituindo a expressdo na férmula W

podemos ver que

my (W) =1~ Y cw€rwymy—g (1)
(P)eF

Recordemos que mm( ) representa a dimenséo do espago de peso [ na representacdo irredutivel

VA=) para qualquer (¥) € #. O seguinte fato, ainda mais interessante, permite conhecer a
quantidade de pesos IT(A) na representacio V*.

Corolario 3.3.3. Se A é um peso dominante integral, entdo

I(A)|=dimV*+ Y cuer ) dimvA~ ),
(W)eF
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Demonstragdo. Pelo Teorema[3.1] sabemos que
Or=x+ Y, cwirqw
(W)esF

em que e* (1) :=¢'*P) = ¥ %t” (1,p)". Aplicando as defini¢des para @, %) (p) € ¥ obtemos

n=0

Z el = Z my, (u) et + Z Cwy €A (wyMmy gy (1) (*)
(®)

peETI(A) HEA (WYeF

Definindo {, (e) := e* (1), temos que {, (e*) -2 1 e tomando limite em ambos lados de (x),
r—

limH0< Yy et = |I1(A)]

LEII(A)

limt_>0< Z m;t(,u)e“ = dlmVA
RETI(A)

lim,_>o<2ml_<q,>(u)eﬂ — dimvA—¥).
UEA

Pois notemos que, para qualquer A < A,
= Zmz(ﬂ)é’“: Z mz(ﬂ)eﬂ-
HEA uer(a)

Segue que [TI(1)| =dimV*+ ¥ Cw)Er—(w) dimvA—(¥).

wes
g
Notemos que se A = (my,...,m;) é expresso na base de pesos fundamentais, entdo pela férmula
dimensional de Weyl (Cf. prop. [2.4.1) dimV* = [ (A+p,a)/(p,a) pode ser visto como um
o0
polindmio nas varidveis my,...,m;. Similarmente para dim VA=), pois A — (¥) é dominante para

qualquer seja (¥) € .#. Logo o coroldrio acima garante que no caso A dominante,

T1(1)| é um

polindmio nas varidveis my,...,m;.

Exemplo 3.3.2. Consideremos o exemplo 3.3.1) em que A = (4,1) e A —a; — op = (3,0). Pelo

coroldrio acima, a quantidade de pesos na representacio V* é:

III(A)| = dimV*) — dimVv 30,

Aplicando a férmula dimensional de Wey],

Gy (4+1N1+;M4+1+2):35
Gy GO _ (3+1M0+;M3+0+2)_10

seguindo que |TI(4)| = 25.
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Podemos generalizar o exemplo anterior para qualquer peso fortemente dominante A = (p,g) com
p,q > 0. Com efeito, sabemos que .7% = {a; + a2}, o1 + ax = (1,1) na base de pesos fundamentais, e

Coy+a, = —1. Portanto, aplicando a formula dimensional de Weyl:

M(p,q))] = dimVP9 _dimv(ro
(p+1)(g+1)(p+4+2) pq(g+q)

= 2 R
ptq+2
= < +prq
2
Desta forma, enunciamos o seguinte corolério:

Corolario 3.3.4. Seja A = (p,q) um peso fortemente dominante para uma representagio irredutivel %

de s[(3,FF). Entdo, a quantidade de pesos que ocorrem na representa¢do é dada por:

M(p,q) = dimVP9 —dimy(P-1a-1)

p+qg+2

Similarmente, podemos encontrar um polindmio que permite obter a quantidade de pesos que ocorrem
numa representagdo irredutivel de sl(4,F). Com efeito, seja A = (p,q,r) um peso fortemente
dominante, o) = (2,—1,0), 0p = (—1,2,—1), 03 = (0,—1,2) e

92{(1,1,—1),(—1,1,1),(1,0,1),(0,2,0),(0,1’2)7<27],0)7(]72,])}
Entdo, € facil ver que

k—ﬂ = {(p_17q_1?r+1)’(p+1’q_lar_1)7(p_laQ)r_1)a
(Paq—za”)a(l%q—17’”—2)a(17—27q—17’”),(17—174—27’”—1)}

e cpyy = {-=1,—-1,—1,1,1,1,—1} respectivamente (tal como foi visto na se¢do . Aplicando a
férmula dimensional de Weyl para cada representacio VA, V¥, 1 € A —.Z temos:

(p+D)g+1)r+)(p+2+q)(g+2+r)(p+qg+r+3)

V(P7%") —
12

vio-ta-treny _ PAC+2)(p+4)(g+2+r)(p+2+g+7)
12

yoorta-t—n _ (P+2)ar(p+2+4)(g+r)(p+2+g+7)
12

vi-tar—t) _ PlatDrp+1+4)(g+r+)(p+1+g+r)
12

yo-tg—2r-n _ PE=Drlp=1+4)(g=1+r)(p—1+q+r)
12

Portanto, aplicando o corolério podemos enunciar o seguinte corolério:

Corolario 3.3.5. Seja A = (p,q,r) um peso fortemente dominante para uma representagio irredutivel

v+ de sl (4,FF). Entéo, a quantidade de pesos que ocorrem na representacéo é dada pelo polindmio:
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1, 11 24 1 17
M) = 1+_p'+— 3 6
ITI(A)] +6p+6r+3q+6r+qr+r+pqr+6p+3q
3 3
+4pq+3pr+4qr+p’q+2pg’ + Spr+p* 4247 +2¢° + Spr’

A tabela mostra as quantidades de pesos que ocorrem na representacdo V* para diferentes valores
de k € N.

A | p 2 3p 4p 5p 6p Tp 8p 9p 10p
sl(4,F) | 38 201 586 1289 2406 4033 6266 9201 12934 17561
s[(5,F) | 291 3081 13531 39801 93051 187441 340131 571281 904051 136460

Tabela 3.3.1: Ndmero de pesos na representagio V*P para sl(4,F) e s[(5,F) respectivamente.

Para o caso geral em A,, (n > 2), usando os conceitos desenvolvidos nas se¢des e podemos
encontrar um polindmio que permite calcular a quantidade de pesos |IT1(A)| de qualquer representagio

irredutivel de dimenso finita V* de s[(n+ 1,F), tal como é detalhado no seguinte algoritmo:

Algorithm 3.1: Quantidade de Pesos
Data: Posto da dlgebra, n € N
Result: Polindmio para |[IT(A)]
1 Definir A = (py,...ps) 0 peso maximo da representagio V* (fortemente dominante);
Calcular A’ := {(X,-+...+O¢j,1 1<i<j<n+ 1};
Calcular os conjuntos .7 e {Cpy : (¥) € Z } usando [] (1—e %);

ael

p:(l,..N.,l);
Definir % := {A — (¥) : (¥) € 7 };
fori:=1...|.%|do

DW [i] := DimWeyl (L;);
L DW [0] := DimWeyl (A);
P:=DW|0];
10 fori:=1...|.%|do
u | P= P—|—C*DW[]
return [[1(1)| =

w N

L N & A

o

1

[

Por exemplo, vamos usar o algoritmo para obter um polindmio P(A), que permite calcular a
quantidade de pesos que ocorrem numa representacio V* de 5[(5,F). Com efeito, seja A um peso

fortemente dominante, expresso na base de pesos fundamentais, e sejam

a = (2 100)
o = (-1 ,0)
o = (0, 1271)
o = (0,0,-1,2)

as raizes simples, também expressas na base de pesos fundamentais. Neste caso, temos que:
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A = {og+ o, 00+ 03,05+ ag,00 + 0+ 03,00 + 03 + O, Q) + O + 03 + 0 }
= {[1,1,-1,0],[-1,1,1,-1],[0,—1,1,1],[1,0,1,—1],[-1,1,0,1],[1,0,0,1]}

{a1+ 0,00+ 03,03+ 04,00 + 0+ 03,00 + 03 + 0,

9
I

o +20p+ 03,00 +203 + 04,200 + 20+ 03, ..., 30 +40n + 403+ 4oy}

com |.#| = 45. Aplicando a férmula dimensional de Weyl, para cada u = (p,q,r,s) € {A}UA —

aplicando o coroldrio3.3.3] podemos enunciar o seguinte corolério:

Corolario 3.3.6. Seja A = (p,q,r,s) um peso fortemente dominante para uma representacdo irredutivel

Vv de sl (5,F). Entdo, a quantidade de pesos que ocorrem na representacdo é dada pelo polindmio:

2 5 1 1 5 9, 3, 5 35
P(A) = (= 3 24 (44543 2
(A) <3s+12+2r+3q))p +(q +(2+ s+ r)q+4r +2s +58 +24)

(2L 00 e ((10s4ag 4 D) By 20 20 B
23" et SER T R) T T3 T Tt )P

+ 3 6

4 85 15
+<3 ) (s +5s+24> r2+(4r2+<2+9s)r+s+24+4s2>612

4
~¢*+ (8s+5+61)¢° +<9r + (15+24s)r + 65> + 105 + — >q+r3>p

73 25 ) 15, 35 15 65
+ <6s+ ) <15s+ 3 +3s>r—|—4s +12—|—2s —1—125 q

1 1 2
8s+ >rp+< 3+52+35+35s>r+1+s4+5s+53+352

+ 3 2 12 6

24 12 12 24

> | PRI L
S | r —7r
4 PP T t

A tabela mostra as quantidades de pesos que ocorrem na representacdo V*P para diferentes valores
de k € N. Do mesmo modo, usando as férmulas de Weyl para B; e G, dadas na se¢do[2.4.1] e aplicando
o coroldrio[3.3.3] obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.3.7. Consideremos as familias de dlgebras B; e G»

T Se A = (p,q) um peso fortemente dominante para uma representacio irredutivel V* de B,. Entio,

a quantidade de pesos ocorrentes em V* é dada pelo polinémio

P(p,q) = 1+2p—|—2q+2p2—|—q2+4pq

T Similarmente, se A = (p,q) um peso fortemente dominante para uma representagio irredutivel

V* de G,. Entio, a quantidade de pesos ocorrentes em V* é dada pelo polindmio

P(p,q) =14+3p+3g+3p*+94>+12pq
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A tabela mostra as quantidades de pesos que ocorrem na representacdo VP, nas dlgebras do tipo
B; e G», respectivamente, para diferentes valores de k € N.

Alp 20 3p 4p 5p 6p Tp 8  9p 10p
B, |12 37 76 129 196 277 372 481 604 741
Gy | 31 109 235 409 631 901 1219 1585 1999 2461

Tabela 3.3.2: Ndmero de pesos na representacio VX para B, e G, respectivamente.

3.3.2 Férmulas exatas para multiplicidades.

Pelo Teorema (3.1} é possivel obter as formulas de caracteres para as primeiras dlgebras de Lie

semissimples de posto pequeno. Na tabela[3.3.3]estdo listadas tais férmulas

’ Algebra \ Férmula de Caracteres
A XL =0+ p
B2 Xﬂ, — ®l +Zﬂ,70617062 +Zﬂ.*0{[*20{2 B 2/17205173062
Xr = ®)L "‘)NC)Lfoclfaz "‘21720517052 +Z)Lf3(xlfa2
G2 _X/l—4oc1—2a2 - 11—4061—30(2 - %1—5061 -2

_2175061 -3 + 2176051 —4op + )2177051 —4op
‘HZ/I—Sal —4dop Z)L—9oc1—5a2
i = ®7L +7~Cl—a1—az +7~Cl—a2—a3 +Zl—a1—az—a3
Ajz _Zlfal —20p—03 72/170517205272053
_Z/I—Zal—zaz—ag + Zl—2a1—3a2—2a3

Tabela 3.3.3: Férmulas de Caracteres para dlgebras de Lie semissimples de posto < 4
As vezes, € interessante conhecer a dimensdo do espago de peso zero de uma representacdo irredutivel
de peso méaximo A. Isto é devido ao seguinte fato:

Proposicao 3.3.2. O espaco de peso zero de uma representacdo de g é também uma representacdo para
o grupo de Weyl W de g. A dimensdo de tal representacdo é justamente a multiplicidade do espago de
peso zero VO)“ da representacdo Vi,

3.3.2.1 Espaco de Peso zero para representacoes de algebras do tipo A,.

Quando A é um peso dominante integral, a tabela mostra que x; = O, + ¥1_p, em que
X—p =E1—p i # 0 se, e somente se, (L —p)+p = A é regular. Logo, A fortemente dominante.
Se expressamos A = (p,q) na base de pesos fundamentais, entdo p,q > 0. Sobre estas condigdes,

necessariamente €, _, = 1, pois wy = 1. Segue que A —p =14 —p e que

X =01+ Xr—p-

De maneira similar, suponhamos que A —p = (p — 1,q — 1) é fortemente dominante, entdo

Xr—p = G)lfp +lezp

e por indugdo concluimos que:
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Corolario 3.3.8. Para as dlgebras de Lie do tipo A;, se A € um peso dominante integral, entdo

X=Y 01 sp,
=

em que a soma € sobre todos os inteiros ndo negativos tais que, com exce¢do de k =0, A —kp ¢é

fortemente dominante. Se A = (p,q), entdo a condi¢@o é simplesmente k =0, 1,...,min(p,q).

Seja 1y, (0) = ay e consideremos novamente a férmula de recorréncia x; = ©; + ¥3_,. Para
o = (2,—1) e ap = (—1,2) expressas na base de pesos fundamentais, entdo p = o + 0 e assim

a formula anterior € escrita como X = 0Oy + X1 —a,—a,-

Pela defini¢do do girdle, obtemos a seguinte férmula de recorréncia para as multiplicidades do espaco

de peso zero:

apg=0pgtap-14-1 p,q>1 (3.3.5)

em que 8, , = 1 quando (0,0) € I1(p,q) ou 3, , = 0 caso contrdrio e A = (p,q). Sabemos que o peso
zero pertence a representacio v(P4) ge, e somente se, A € Ay ie, A =kioy +koap com ki, ky € Z.
Logo
p=2ki—ky ki =
=
q=—ki+2k; ko

(2p+q) _ 2p+g=0 mod3
(p+2q) p+2¢=0 mod3

W= W=

Ouseja, A €A, & p=g mod3 & p+k=g+k mod3,Vk € Z. Portanto, 5, , satisfaz
5p,q = 5pfl,qfl; 531),0 =1= 60,3q7 VkeZ

0o0=1;801=82=00=00=0

Vamos ver qual é a fungao geradora para §, ;. Seja F (x,y) := Y 0, 4x”y?, entdo
p,4=0
Z Spr1.g+1Xy! = Z 8p.gx’y?
P:q20 420
1 1 g+1
— Y Spri gy = F(x,y)
Y pa=0

Por outro lado,
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Z 5p+l7q+1xp+1yq+1 = Z 5p+17qxp+1yq_ Z5p+170xp“y0
P,q=0 P,q>0 p=>0
= Y Gy =Y 802"y = Y 8,007 + 800
= F (x,y) - Z&),qu - Z 5p,0xp +1
>0 p>0
= Fxy)— Y y?-Y P +1
q=>0 p>0
1 1
(x,7) T

1
I-y

mostrando que xyF (x,y) = F (x,y) — —= — ﬁ + 1. Ou seja, a fungdo geradora de 8, , é
x2y? +xy+1

=S

A tabela mostra a forma de §, , vista como uma matriz infinita com linhas enumeradas por p e

colunas enumeradas por g. Portanto,

2 2 1
Opg = gcos?(p—q)—i—g.
p,g|0 1 2 3 4 5 6
o1 0 0 1 0 0 1
1 {01 0 0 1 0O
210 01 0 O 1 O
3 1 0 01 0 0 1
4 10 1 0 0 1 0 O
510 0 1 0 O 1 O
6 |0 0OO1 0 0 1
Tabela 3.3.4: valores de 6,4
Como api14+1 = Opg+apq para p,qg > 0, chamando G(x,y) := Y a,qx"y? e por argumentos
p,q=0
similares aos feitos para 8, , temos que
Y apiigrx®y? = F(x,y)+G(xy)
p,4=0
1
= — G(X,y)— Zap,oxp_ Zao,qu+a0,0 = F(X,y)+G(X,y) (3.3.6)
o p=0 9>0

Por outro lado, 6073[1 =1= a1 3g+1 = 1—{—a073q,Vq >0¢ 63;,70 =1= a3p+1,1 = 1+a3p?0,Vp > 0.
Notemos também que dpo =app =1 e ajp =azo=ap1 = app =0, pois 0 ¢ IT(A1) em tais casos.
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Ademais, os pesos dominantes da forma A = (p,0) e A = (0,q) correspondem a €, _, = 0. Logo,
apo = 5p,0u agg = 507(] vaq > 0.

Em particular, a3,0 = 1 = ap3, Vp,q > 0 com os demais casos iguais a zero. Seguindo em [3.3.6, é

possivel ver que

Xy

Gxy)— Y x?=Yy+1| = F(xy)+G(xy)

p=>0 q>0
1 1 1
— |G - — 41| = F G
ot - L 2] = P+
1 2.2
=>G(x,y) _ +x7y" +xy

(I=xy)(1=y)(1=x%)
Notemos que, a1 3¢+1 =2 = a3p11,1,Vp,g > 0 e apq # 0 < 6,4 # 0 por definicdo. A tabela m

corresponde a diferentes valores de a,, , respectivamente. Portanto,

2 2z 1

apq = [min(p,q) +1] 8,4 = [min(p,q) +1] 308 3 (p—a)+ 3|

pgl0 1 2 3 4 5 6
01 00 1 00 I
1 /0200200
210 0300 3 0
31100 40 0 4
410200500
51003 00 6 0
6 /0 00 40 0 7

Tabela 3.3.5: valores de a, 4
Enunciamos assim o seguinte coroldrio:
Corolario 3.3.9. Se A = (p,q) é um peso dominante expresso na base de pesos fundamentais, entdo

2  2r

m(p.q) (0,0) = [min(p,q) +1] 8, 4 = [min(p,q) + 1] | s cos — (p—q) +

3 3 3.3.7)

g .
3.3.2.2 Espaco de Peso zero para representacoes de algebras do tipo B,.

Consideremos agora A = (p,q) e @y = (2,—2), 00 = (—1,2), p = (1,1). Pela tabela sabemos

que

Xpa) = ®(p7q) + Z(p—hq) + Z(M—Z) - Z(p—lvq—Z)' (3.3.8)

Chamando a,, = m(,, (0,0) e tomando p > 1,q > 2 temos que (p—1,9) +p, (p,q—2) +p,
(p—1,q—2)+ p sdo fortemente dominantes e portanto Ep-1.9) = Epg-2) = Ep-1,4-2) = 1. Obtemos
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assim a seguinte recorréncia nas multiplicidades:
apg=0Opgtap-1qtapg2—ap142, Yp>1,g>2

em que 8, , = 1 no caso que 0 € IT(4) e 3, , = 0 qualquer outro caso. Como 0 € IT(A) se e, somente

se, (p,q) = ki1 (2,-2) + k2 (—1,2), segue-se que

p+qg=0 mod?2
0ell(A) & <g=0 mod2<q:=2q
p+2g=0 mod?2

Logo0€II(A) & A = (p,2q), ¥ p,q > 0. Deste modo, temos as seguinte recorréncias na fungdo 5, ,:
6p,q+2 = 6p,qa vpaq > 0

6p70 =1; 6[,71 :O,Vp >0

p,gq|0 1 2 3 4 5 6
o1 01 0 1 0 1
1 {1 01 0 1 0 1
211 0 1 0 1 0 1
3 /]1 0 1 0 1 0 1
4 |1 01 0 1 0 1
5/]1 0 1 0 1 0 1
6 |1 01 0 1 0 1

Tabela 3.3.6: valores de §, 4

Vejamos agora qual é a fungdo geradora para 0, 4. Seja F (x,y) := Y, 8, ,x"y?, logo
p:9=>0

1
¥ ( Z 5p,q+2xpyq+2> = F(xy)

P:q>0
2 _ +2
= YF(xy) = ) 8pgrty?

,q>0

= Z P Z 8p1xly — Z 8 0x”
P,q>0 p>0 p>0

2

= Z Opogx’y 1 — pr

P,9>0 p=>0
1 1

10— T-x
Portanto, F = F (x,y) = m Como api1g+2 = 8p g+ apgi2+api1g— apg, se definimos

G=G(x,y):= Y apqx’y? podemos observar que
p,q=0
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1 1 1
o2 Y api1grax Ty = F+= Y apgiax’y T + = Y api Y1 —G
Y pa=0 Y pig=0 r,4=0
1 1 1
E[G_EI_EZ"FQO,O] = F—i—}?[G—El]—F;[G—Ez]—G (3.3.9)

em que E; e E; dependem de x e y respectivamente. Para obter as expressdes correspondentes a E; e

E», estudamos os casos particulares A = (p,0) e A = (0,q).

Xpo) = ©wo)y+Xp-10+Xp—2) + Xp-1,-2)
Op0) + Ep-10Xp=10) TE€p. -2 X(p,—2) T Ep-1.-2)X(p=1,-2)

Ademais, (p—1,0)+p, (p,—2)+p e (p—1,—2) + p sdo todos regulares se p > 1 e os
respectivos €, sdo diferentes de zero. Como as segundas componentes de (p,—2)+p e
(p—1,-2) 4 p sdo negativas, segue que eles sdo conjugados a algum outro peso de A via o;.
Com efeito, ¢ facil de ver que (p,—2)+p — (p—1,0)+pe(p—1,-2)+p = (p—2,0)+p

com ambas conjuga¢des dominantes quando p > 1. Deste modo:

P>1:Xp0) = ©po) T X(p-1,0 = X(p-1.0) T X(p-2.0)
O(p.0) T X(p—2.0)

entdo a0 =1+a, 2o para p > 1 e app = ajp = 1. Equivalentemente a,,,0 = 1 +a,o para

p>0eapo=aio=1. Portanto,

1
2 Y apoox?? = Y P+ Y apex”
p=0 p=0 p=0
1
= & | Y apox’ —arox—aoo| = Y X"+ Y apor’
p=0 p>0 p>0
1 1
= xj[El (x) —arox—agp] = E+E1 (x)
1
= E; (x) =

T Similarmente, para A = (0,q), temos ag 42 = 84+ do 4 ©
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1
> Z aO,q+2yq+2 = Z 50,qu + Z aO,qu
Y7 4>0 q>0 q>0
1 7 1
— ZQOgy —doay—doo| = 1T 2+E2(y)
q>0 y
B0 -1 = S HEO)
S E2)— = 2\
y? 1—y?
2 Y 1
= (1-MEB0) = Tatl=in
1
TR0 ey
Continuando em [3.3.9] temos que
1 1 1 1 1
— |G — — +1| = +5 |G-
xy? (14x)(1-x)*  (1—y2) (1=x)(1=y) »
1 1
X (1-y%)
2
1
:>G<xay) - a s

(1=x) (1-22) (1-y2)*

(1+x)(1—x)?

Tal expressdo admite uma decomposig@o da forma G (x,y) = ; 0

No entanto, o ultimo termo respeita a forma

(1-2¢ 5 k—1

1 1
0 T A7)
(Ct. [SchO4]]). Os primeiros dois termos correspondem ao produto de duas séries geométricas.

1 k—1
:Z<”+ )z",VkeN.

Entio, G(x,y) = ¥, %xl’yzq + ¥ (HI)ZM (1+y*)xPy* e, como

P,q>0 P,q>0

y (p+1)(g+1) (1) = Y (p+1)(q+1)xpyzq+ y (p+1)(q+1)xpyz<q+1)

,q>0 2 P,q>0

2

= Z wxpyh_i_ Z M N

,q>0 2

2

P,q>0

,q>0

_ {(1""1)2(29“‘1)} Py

P,q>0

Finalmente, G (x,y) = ¥, (_IZJH + (pH)gqu)] xPy?4. Assim,

p.9=0

(g (0.0) = {(—1Z’+1 N (p+1)

2

(2q+1)}

2(1-x)*(1-2)°
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pgl0 1 2 3 4 5 6
01 0 2 0 3 0 4
1 /10 3 0 5 0 7
2120 5 0 8 0 11
3120 5 0 10 0 14
4130 8 0 13 0 18
5130 9 0 15 0 21
6 |4 0 10 0 18 0 25

Tabela 3.3.7: valores de a4

Considerando os casos quando g é impar, podemos dar o seguinte corolario:

Corolario 3.3.10. Seja A = (p,q) um peso dominante integral. Entdo

m(p.q)(0,0) =

(—D)P+1  (p+1)(g+1)] 14+(=1)1
[ 4 + 2 } 2

3.4 Demonstracao dos Teoremas [3.2 e 3.3}

Consideremos a fung¢do @ : A — [ [A] dada por

o)=Y, (-1
ol 8

Vamos denotar a, = @ (i) e recordemos que, pela Proposi¢ao2.4.3, ap = [] (1—e~%). A fungdo
ocdt
ap € conhecida como denominador de Weyl, ou func¢do de Weyl. Contudo, provaremos que a férmula

de Weyl é valida para o caractere J¥, , apresentando assim o seguinte Teorema:

Teorema 3.6. Se A é um peso integral qualquer, entdo

Demonstragdo. Primeiro, observemos que ay € % -alternado; i.e, 6 .ay = ag(y) = (—1)/@) ay. Isto
segue pelo fato que reflexdes simples 6; em # levam o; em —q; e permuta todas as demais raizes
positivas @ \ {a} (tal como foi provado na proposigo[2.4.2)).

Se A é um peso dominante, obtemos a férmula de Weyl usual e ndo h4 nada que provar. Suponhamos
entdo que A ndo é dominante e A + p ndo seja regular, existe assim o € A tal que 64 (A +p) =21 +p.

Logo,
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doaip) =Gip = 3, (—1) e HP)
ocW

= Y (—1)l(o0e) o)
oW
cr;//
= —ar4p

pois recordemos que det(c) = (— 1)1(6) = (- 1)1(60") =det(o)det(0oy) = — (— 1)1(6>, mostrando
assim que ay ., = 0. Mas o lado esquerdo de é zero por definicdo. Finalmente, se A + p é regular,

entio A = wy, (A +p) — p é dominante integral e

aip = Z (_1)1(6)60(1+P)
oceW
- Z (_1)1(GW1)60W1(1+P)
oeW
_ (_1)1(%1) Z (—1)1(6)66@“))
oceW
pry (—l)l(wl)ax+p

Pela férmula de Weyl usual, temos que

a}’+p — (_l)l(w}L)aX+p — ap (_1)I(Wl)%I

Tal como na observagdo[2.3.1} € possivel ver cada expressdo formal e~% como um elemento no anel de

fracdes F (e~ % e~ * ... e~ %) contido no anel de séries formais de Laurent IF ((e =% e~ %, ... e~ %)),
e como qualquer raiz & € A, é escrita como combinagdo inteira das raizes {Oc,-}ﬁzl, resulta que
- - — — 0

e YeF(e e ® ... e ™).

~

Usando a correspondéncia e”% = x;, se o0 = Zle k;o; entdo e

= Hlexf" que é um polindmio de

Laurent nas indeterminadas x;. Além disso, adotaremos as seguinte convengdes de expansao:

(1—e9) l+e %+e 2., a=0
—e —
—e ¥ 2 o <0

Demonstragdo do Teorema[3.2} Com as consideragdes feitas, temos



104 3. Nova Formula de caracteres. Aplicacoes.

o B 1Y(©) o
o(Lrgiten) - B (oites
(*)
= Y (-9, (WP]‘[ (1—e“)>
oW acn

(W)eF
= apqat+ap Y, cowa—(w
(W)eF
= ap(X/H- Z c<w>mm}>>
(W)eF

Comparando (x) e (%) segue o resultado.
([

Definicdo 3.4.1. Seja 6 € ¥/, definimos ®; = 6! (&) N®" como o conjunto de todas as raizes
positivas que sdo levadas em raizes negativas pela agdo de o. Similarmente, definimos A = $sMNA 0
conjunto de todas as raizes simples que sdo levadas em raizes negativas e A, = A\ As seu complementar.
Denotaremos por K;3; o0 cone semiaberto gerado pelos vetores linearmente independentes

o(a),(aeAs)e—o(a), (o e Ay) com vértice em o (A), formalmente:

Ksp = {a(/l)+ Y keo(a)— ) kac(oc)}, (3.4.2)

0EAs oA,

em que kg € N quando @@ € Ag € ko € Z+ quando @ € A

Exemplo 3.4.1. Consideremos o caso 6 = 1, g = s[(2,F) e A dominante integral. Entdo Az =0 e
Ay =A={oy,m}eK) ={A—kay—koy: ki,k € Z*}. A Figura mostra uma interpretagao

geométrica de K para este exemplo.

Lema 3.4.1. Seja A um peso dominante integral. Se i € TI(A) N Ky entdo 6 = 1.

Demonstra¢do. Sabemos que p € TT(A) se e somente se o (i) < A para todo ¢ € #. Com efeito,
se L € IT(A) entdo o (u) € IT(A), pois IT(A) é # -invariante e, ademais, 6 (i) < A pela defini¢do de
IT(A4). Reciprocamente, suponhamos que o (1) < A para todo o € #/, pela proposicdo segue a

afirmacdo. Equivalentemente, isso implica que
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a1

K

Figura 3.4.1: Conjunto K, do exemplom

A—ou) = Y kaot: keo€Z' NoeW

acA

Portanto, i € TT(A) se, e somente se, 4 =G (A1) — ¥ kg 5-10 (@); koo € ZF, Vo € /. Logo,
aeA

uw =cA)+ Y (~keo1)o(@)— Y kyo10(cx)

0EA oEN,

que claramente ndo pertence a K5, exceto quando o = 1.

Algumas observacoes prévias:
1. Quando o € Ag, temos que (1 — e*"("‘))f1 = —¢0(0) _p20(0) _ G3o(a) _
2. Similarmente, quando & € A, temos que (1 — e*"'(o‘))fl =1+4¢ 0@ 4 o20(0) 4 p=30(0) 4
3. Denotaremos Z‘fl ={k=(ki,....,kn) :n=|A|, k; €Z"}.

4. Definimos J53 : A — {0,1} a funcéo caracteristica em Ky, i.e, 053 (L) =1 se 4 € Ky, €

0o (1) = 0 caso contrdrio.

Proposicio 3.4.1. Consideremos a série formal Y. cj e* que é a expansdo formal de
uew
¥ ot
ooy I (1—e @)

aeA

(3.4.3)

Com as convengoes estabelecidas para expansdo de (1 —e~%), o coeficiente c;, de e* na expansao é
. A
igual a czy = L (=1)"182 (1)

occ

Demonstracdo. Como A € um conjunto linearmente independente, podemos resolver a equacio
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= o)+ Y (ket+1)o(a)— Y keo(a

acEAs aEAy

unicamente para k = (kg ) 4ca- Por cdlculo formal simples, mostramos que

et

Loies © BOUIL0-e) ()

oceW oceW acAs QAEAs
aeA

- Y W] <_eo<a> i ekaom)) 11 ( i ekacm))
oW €A k=0 oA \kg=0
— Z (_U\Ao\ea( H ( Zekad ) H (Ze koo(a )

oeW aEAs ey
—@ YL (D% Y exp (6( ) (ket+1)o(a)= } ko )
oceW keZ‘f‘ aAEAs oAy
=5 L (DY e
ocW .ueKol
= Z Z (—l)'A"‘e’l
oW UEKs)
= L (Z (=) 857 <u>> et
UEA \ oW

provando que os ¢, sdo de forma especifica. Pelo lema , se u € II(A) entdo o = 1 e portanto

cap=(=1)"8 (1) =
O

Observacdo 3.4.1. A passagem da equagdo (4) a equacdo (5) é vélida pelo fato que qualquer u € A da

forma

p=0(A)+ Y (ke+1)o(a)— Y koo(a);ke €Z* Vo cA

aEAs oAy

pertence a K, por definicdo.

Notemos que, neste ponto, temos a seguinte identidade formal:

et

Zo = O+ Y et (3.4.4)

e aeA T (1-e7%) HEANTT(A)

A seguir, queremos provar que c;, = 0 quando y € A\TI(A). Vamos usar alguns conceitos de varidvel
complexa relacionados com séries de poténcia. O leitor possivelmente precisara recordar as seguintes

propriedades:
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Teste da Raiz. Seja ¥ ai(z— P)* uma série de poténcia em C, com {a;} uma sequéncia de nimeros
k=0

complexos. O raio de convergéncia da série é

1

limsup .. |a|"*

se limsup, .. |ax|'/* > 0, ou +o0 se limsup, .. |a|'/* = 0.

Teorema 1. Seja Y ¢j(z— &)’ uma série de poténcia em C". Existem niimeros reais positivos
]:(]l :~~~ajn)
(possivelmente +) &, 1 < k < n tais que a série converge no polidisco

P=A{lzn—&|<e&:1<k<n}cCcC"
e converge uniformemente sobre qualquer subconjunto compacto K C P de C".
Contudo, enunciamos o seguinte lema:
Lema 3.4.2. Para cada 6 € W e A € A, a série formal
Y )™ Y exp(c)+ Y (ka+1)o ()~ Y keo(a) (3.4.5)
cen kez a€hs acd,
converge absolutamente a fungdo racional

o(2)

[T (1—eo®)

aeA

(3.4.6)

no polidisco unitdrio U C C! nas varidveis e=% com 1 < j <l e |A| = I. Além disso, o lado direito de
converge ao lado esquerdo absolutamente no disco unitdrio C!.

Demonstragdo. Consideremos o (&tj) = 01,0t + ...+ ;0 expresso na base de raizes, em que 0;; sdo
todos inteiros ndo negativos ou todos inteiros ndo positivos. Para um j fixo, como «; > 0 , temos que
Oij <0 (se oo; < 0) ou Oij >0 (se oo 0).

Notemos também que, se o € Ag entdo (ko + 1) 6 (0t) admite somente termos ndo positivos, e & € Al
entdo ko0 (@) admite somente termos ndo negativos. Portanto, é imediato ver que os termos em

envolve somente poténcias inteiras nao negativas de x; = e~ %. Enquanto pode ser escrita como:

e9(A)
M (1—e°@) I (1—eo@)
€A oEN,

Ademais, na série [3.4.5] todos os termos tem como fator comum a expressio formal
exp (0 (1) 4+ Lgen, 0 (@)). Isolando este fator, a expressdo restante ¢ uma série multigeométrica nas
varidveis x;, que converge absolutamente no polidisco unitdrio U C C! e uniformemente sobre qualquer

subconjunto compacto K C U. Portanto, [3.4.5|converge a

exp (0 (4) + Laea, 0 (a))
[T (1—e9@®) ] (1—eo@)’

QaEAs oeA;

(_1)|Ao| (3.4.7)
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Dividindo o numerador e denominador por (—1)2</exp (Zaca, 0 () = TI (—e°®), temos que
€A

) T (—eo(@)

(= 1)/l exp (6 (A) + Laea, 0 () _ acA,
[T (1—e°@) T (1—e @) [T (1—e°@) T (1—e°)
0EAs oA, 0EAs oEN,
eo-(a‘) H (_eO'((X)) H (_e—G((X))

. Q€A oAEAs

© T (e @) T (1o @) T (1 o)
€A AEAs aEA,

o)

(1 (o) 11 (1-e@)) 11 (1-eo)
aEAs 0EAs oEA,

B oA

I (1—e @) T (1—e @)
0EA oAy

o)

N I1 (1_e—d(a))

acA
Ou seja,
(_1)|AG| exp (0 (A) +Xaea, 0(0‘)) _ et
M (1—eo@) 1 (1-e @) I (1-eol@)
AEAs oEA; acA

Por outro lado,

0, + Z c,we” = chﬂeu
HEANII(A) HEA
= L Y ()80 (et
ueAoeW
= Y D) Y do (w)e
oW HEA

e para UL € K (pois 85y, (1) =0se u ¢ Ky3) temos que

n=cA)+ Y (ka+1)o(a)— Y keo(a),

0EA oeA;
para um dnico k = (ky) € Z‘fl, entdo
Y exp (G(/I)Jr Y, (ke+1)o(a)— Y, kaa(a)> =)
kez/2! achq aeN; uekg),

Portanto,
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o(d)
Y ()P Y explo)+ ¥ ket Do(a)— ¥ keo(a) | = ¢ o
oW kez)® achs achy oW algA (1-e )
— (_1>\A6\ Z oM
oW UEKs;
= Y Y (05 (u)e
ceW UeA
= 0O, + Z C,lue'u
HEANTI(A)

concluindo a afirmacdo final do lema.

Finalmente, concluimos a demonstragdo do teorema [3.3]mostrando a seguinte proposigéo:

Proposi¢io 3.4.2. Se A é um peso dominante integral e i ¢ I1(A) entdo c;,, = 0.

Demonstragdo. Pelo lema[3.4.2] sabemos que em [3.4.4] a fungdo racional do lado esquerdo tem uma
representagiio em séries de poténcias no polidisco unitdrio U C C' dada pelo lado direito. Por outro
lado, pelo teorema[3.2] a mesma expressao racional é formalmente igual (e portanto convergente em U)
a um polinémio de Laurent (segundo o lado direito do teorema [3.2} pois yx; € representado como um
polindmio de Laurent, uma vez que IT(A) é finito, e da mesma forma para X7 =7y quando A—(¥)+pé
regular). Pela unicidade da expressio, concluimos que ambas série e polindmio coincidem, e portanto,
o lado direito de é suportado somente para i € IT(A) como era de esperar.

O

3.5 Conclusoes.

Esta nova férmula de caracteres para representagdes irredutiveis de dimensdo finita de dlgebras de
Lie semissimples, além de ser uma férmula de recursdo, em que o caractere de uma determinada
representacao vt de peso maximal A estd em fungdo das representa¢Ges de pesos menores, oferece
aplicacdes muito interessantes e importante, tais como conhecer o nimero exato de pesos numa
representacdo irredutivel V* e a obtengdo de férmulas exatas para multiplicidades.

Também foi possivel a obtencdo de férmulas fechadas para a dimensao do espaco de peso zero de
uma representacio irredutivel V* para determinadas familias de dlgebras semissimples, e que somente
depende das coordenadas de A na base de pesos fundamentais, oferecendo uma ferramenta importante
para outras aplicagcdes na teoria de representacdes, pois tal espaco funciona como uma representacio
do grupo de Weyl # de g.

Algumas vezes foi necessdrio implementar livrarias em Maple e Java, com o objetivo de obter
informagdes concretas para algumas dlgebras g, como também de suas representacdes. No entanto,
ainda existem questdes muito interessantes, como por exemplo a obtencdo de férmulas exatas para

multiplicidades para diferentes familias de dlgebras de Lie semissimples.
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Outras questdes abertas na drea, e que seguem sendo objetos atuais de pesquisa, tem que ver com
problemas de Cohomologia e restricdo de representa¢des de grupos de Lie. Apresentando a seguir, um

resumo de uma delas:

Cohomologia e restricao de representacoes de grupos de Lie.

Seja G um grupo de Lie compacto, 7 um toro maximal e B um subgrupo de Borel de G. Seja 7' o
conjunto dos pesos de T. Se H é um subgrupo redutivo de G, escolhemos um toro maximal Ty de H
contido em 7. Denotemos com 1 : 7' — Ty a projecio entre os correspondentes espacos de pesos. Seja
flj cTyo conjunto dos pesos dominantes de H (correspondentes a BN H).

Dado A € T}, denotemos com Tty a representagdo irredutivel de H de peso mdximo A e TH7 1 C Ty
o conjunto dos pesos de Ty 5. Se py € f,j a semissoma das raizes positivas de H, K um subgrupo
redutivo fixo de G que contem 7' e A € Tg . Afirma-se que 7 3 |k é completamente redutivel e que

existe um politopo convexo (ver [Kir84[])

PR Ci(Ts)NTY,

denominado politopo de Kirwan, tal que

TG lk GB ay K
pepiX

em que ay > 0 € a multiplicidade de 7k ;. Na verdade, se 1 € Pf K entdo excepcionalmente a, = 0

(tais pesos sd@o chamados gaps do branching), i.e, Pf K¢ quase o conjunto que descreve 0s pesos

meTgyn TI;F tais que a, > 0.

Uma possivel direcdo de trabalho € tentar descrever as faces de Pf X Por mais que existem férmulas
explicitas para ay (que sdo justamente as formulas de multiplicidades), usualmente € dificil determinar
0 conjunto Pf K e mais dificil ainda, descrever exatamente o conjunto dos pesos Ll € TG7 5 NTx tais que
ay > 0. Como estd enunciado, o problema resulta muito geral. Por exemplo, este problema no caso
particular em que G = Gy x Gy e K = diag(Go) C G consiste em descrever as faces do politopo que

descreve a descomposicio do produto tensorial das representacdes irredutiveis de Gy.
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