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Resumo

O assunto tratado nesta dissertagao diz respeito a identidades funcionais (FI) de
um determinado anel. Sao fornecidos conceitos, exemplos e alguns resultados envolvendo
os temas: solucao standard de uma FI, grau forte de um anel, anéis fortemente d-livres
e Fl-grau de um anel. Em particular, sao estudadas solucoes de uma especifica FI para
a algebra das matrizes triangulares superiores, isto é: Sejam r e n inteiros positivos
com r > 2, 7, a algebra das matrizes triangulares superiores r X r sobre um corpo F e

f: (T.)™ — T, uma fun¢ao multilinear tal que
[f(A A, ..., A), A] =0, para todo A € T,.

Sen <re|F| >n+1, entao tais funcoes f sdo descritas.

Palavras Chave: Identidades funcionais, matrizes triangulares superiores.






Abstract

The subject treated in this dissertation is functional identities (FI) of a especific
ring. We present concepts, examples and some results involving the themes: standard
solution of a FI, strong degree of a ring, strongly d-free rings and FI-degree of a ring.
In particular, it is studied the solutions of a particular FI on upper triangular matrices
algebra, that is: Let » and n be positive integers with » > 2, 7. be the algebra of upper
triangular r X r matrices over a field F and f : (7,)" — 7, be a multilinear mapping
such that

[f(A A, ... ;A),A] =0, forall AeT,.

If n <r and |F| > n+ 1 then f is described.

Keywords: Functional identities, upper triangular matrices.
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Introducao

O assunto a ser tratado nesta dissertagao é Identidades Funcionais (FI). Sem muito
rigor, daremos a definicao do que vem a ser uma FI para um determinado anel A. Consi-
dere um polinomio f = f(x1,...,Zm,y1,...,Yn) €m varidveis ndo comutativas x1, . .., Ty,
Y1, - -, Yn € com coeficientes em Z. Na teoria de FI procura-se por fungoes F; : A™ — A,

1=1,...,n, tais que
flr, o rm Fi(re, o)y ooy Fr(ry o oyr)) = 0 (1)

para todos ry,...,r, € A. Caso tais funcoes existam, dizemos que elas formam uma
solu¢ao da FI ([I).

O inicio da FI-teoria deu-se por volta de 1990 com a tese de doutorado de Mate]
Bresar. Depois, também com os trabalhos de Konstantin Beidar e Mikhail Chebotar, a
teoria passou a ser fundamentada e extensivamente desenvolvida. Uma das aplicagoes
de Fl-teoria sao as solugoes das conjecturas de Herstein sobre homomorfismos de Lie e
derivagoes de Lie em anéis associativos. Para maiores detalhes da importancia e dos
aspectos historicos da Fl-teoria, sugerimos o livro [4].

Um tipo especial de FI é aquela deduzida a partir de polinémios f do tipo

= Zyul’i + ij?hjr
i J

Sob certas condigoes nas solucoes desejadas, podemos definir o conceito de anel fortemente
d-livre e deduzir relacoes entre o grau forte e o Fl-grau do anel A.

No artigo [I] os autores estudam identidades funcionais sobre a algebra de matrizes
triangulares superiores: Sejam r e n inteiros positivos com r > 2, 7, a algebra das matrizes

triangulares superiores 7 x r sobre um corpo F e f : (7,)" — 7, uma fungao multilinear



Introducao

tal que
[f(A A, ..., A), A] =0, para todo A € T,.

Sen < rel|F| >n+1 entdo é provado que existem A\g € F e fun¢des multilineares

A (T,)" — F, parai=1,...,n, tais que
FIA A A) =) N(AA, ..., A)A™, para todo A € T;.
i=0

Como uma aplica¢do de tal resultado, ainda em [I] é mostrado o seguinte: Seja F um
corpo com char(F) # 2 e |F| > 3. Entao toda funcao linear bijetiva 6 : 7, — 7., onde
r > 3, satisfazendo

6(42),6(A)] = 0

para todo A € 7., é da forma
0(A) = Ap(A) + u(A)Id,,

onde A € F, A\ # 0, u &€ um funcional linear em 7, e ¢ é um automorfismo ou um
antiautomorfismo de 7.

Vale a pena mencionar que os automorfismos e antiautomorfismos de 7, sao descritos
em [8] e [10, Corolarios 6 e 7|.

A dissertacao esta dividida da seguinte maneira: no Capitulo 1 sao apresentados
alguns resultados bésicos da teoria de anéis e da teoria de PI-algebras. Esses resultados
sao fundamentais para os capitulos seguintes, em especial, o Teorema da Densidade de
Jacobson. Para um melhor aprofundamento do assunto citamos os livros [5l [7, [6, 9]. No
Capitulo 2 apresentamos um pouco da teoria de Identidades Funcionais. O material foi
extraido da referéncia [4, Capitulos 1 e 2]. No Capitulo 3 apresentamos os resultados

citados do artigo [I].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados algumas definicoes e resultados basicos da Teo-
ria de Anéis Associativos e da Teoria de Pl-dlgebras. Para maiores informacoes e um

aprofundamento do assunto, sugerimos as referéncias [5], [7], [6] e [9].

1.1 Teoria de Anéis Associativos

Ao longo do texto, os anéis considerados serao associativos com ou sem unidade e nao
necessariamente comutativos. Quando o anel tiver unidade serd chamado anel unitdrio.

A seguir, vamos apresentar (relembrar) algumas definigoes e resultados da Teoria de
Anéis Associativos que aparecerao com uma, certa frequéncia na dissertacao.

Para qualquer anel A e n € N, denotaremos por M, (A) o anel das matrizes n x n
com entradas em A. Caso A seja um anel unitario, entdao M, (A) contém as chamadas
matrizes unitdrias, isto é, matrizes que tém exatamente uma entrada igual a 1 e as demais
entradas nulas. Vamos denotar uma matriz unitaria com entrada 1 na posi¢ao (i, ) por
€ij-

Seja A um anel e S um subconjunto de A. O ideal gerado por S é o conjunto das

somas e subtracoes de elementos do tipo
ai;Sas, ais, Sag € S,

onde aj,as € A e s €S. Vamos denotar o ideal gerado pelo subconjunto S por (.5).

Um tipo especial de ideal que sera considerado no proximo capitulo é o ideal central.
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Definigao 1.1.1. Seja A um anel. Um ideal [ de A é dito um ideal central se [ esta

contido no centro de A.

Relembramos que o centro de um anel A, denotado por Z(A), é o conjunto
Z(A)={a€ A : ab=ba, Vb e A}.

Relacionado ao conceito “comutar” podemos associar um elemento, chamado comu-

tador.

Definigao 1.1.2. Seja A um anel e a,b € A. Definimos o comutador de a e b por
[a,b] = ab — ba.

Observe que a € Z(A) se, e somente se, [a,b] = 0 para todo b € A.
A partir da definicdo do comutador de a e b temos a seguinte relacdo que sera muito
util para nossos propositos:

lab, c] = alb, ] + [a, c]b.
De fato, [ab, c] = abc — cab = abe — cab — ach + acb = alb, c] + [a, ]b.

Definicao 1.1.3. Um anel A é dito anel primo se para quaisquer ideais I e J de A,

1J =0 implica I =0 ou J = 0.

Uma condicao equivalente a Definicao [1.1.3| é que para todos a,b € A, aAb = 0

implica a = 0 ou b = 0 (para mais detalhes desse resultado ver [3, Lema 2.17]).

Definicao 1.1.4. Um anel A & dito anel semiprimo se para todo ideal I de A, > =0

implica I = 0.

Uma condicao equivalente a Definicao[I.1.4]é que para todo a € A, aAa = 0 implica
a = 0 (para mais detalhes desse resultado ver [5, Lema 2.21]).

Na sequéncia, apresentaremos algumas definicoes envolvendo modulos, o Teorema
da Densidade de Jacobson e o Lema de Schur. Como os modulos considerados serao
apenas modulos a esquerda, usaremos apenas o termo mddulo e omitiremos o a esquerda,

a menos que seja necessario.
Definigao 1.1.5. Seja A um anel. Um A-médulo M é dito:

4



1.1. Teoria de Anéis Associativos

i) simples se AM # 0 e se seus unicos submodulos sao 0 e M.
ii) fiel se aM # 0 para todo 0 # a € A.
Com base na definicao acima definimos anel primitivo como abaixo:

Defini¢ao 1.1.6. Um anel A é dito primitivo (a esquerda) se existe um A-modulo M

simples e fiel.

Portanto, temos que um anel A é primitivo se existe um A-modulo M tal que M # 0

e cumpre as duas condicoes:
i) Am=M, V0 #m e M.
i) aM #0, V0 +#a€ A.

Um lema de demonstracao simples, mas que cumpre um papel importante na teoria
é o famoso Lema de Schur. Antes de enuncia-lo, denotaremos por End M o conjunto de

todos os endomorfismos (de modulos) de um A-moédulo M.

Lema 1.1.7 (Lema de Schur). Seja A um anel e M um A-mddulo simples. Entao o anel

de endomorfismos A = EndsM é um anel de divisdo.
Demonstragao. Para a demonstracao ver [5, Lema 3.50] O

Definicao 1.1.8. Seja M um espaco vetorial sobre um anel de divisao A, e seja A um
subanel de Enda(M). Dizemos que A é um anel denso de operadores lineares de M
se para todo n € N, todo subconjunto linearmente independente {u, us, ..., u,} de M, e

todo subconjunto {vy,vs,...,v,} de M, existe f € A tal que

flur) = v, f(uz) = vo,..., fuy) = vp.

Com base na definicao acima, podemos caracterizar os anéis primitivos a partir do

proximo resultado.

Teorema 1.1.9 (Teorema da Densidade de Jacobson). Um anel A é primitivo se, e
somente se, € isomorfo a um anel denso de operadores lineares de um espaco vetorial

sobre um anel de divisao.
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Demonstracao. Faremos apenas uma parte da demonstracao, a que se refere a construcao
do homomorfismo injetor.

Suponha que A é um anel primitivo e seja M um A-modulo simples e fiel. Pelo
Lema temos que A = EndaM é um anel de divisao. Além disso, como M é um
A-moédulo entdo M é um grupo abeliano. Assim, temos que M é um espaco vetorial sobre

A com a operacao

om = §(m),
onde 0 € A em € M. Agora, dado § € A temos que
d(am) = a(dm), (1.1)

para todoa € Aem € M.

Definimos, para cada a € A, a funcao a : M — M por
a(m) = am,

onde m € M. Por (1.1)) segue que a € EndaM.
Logo, a aplicacao

A — EndaM, aw— a,

¢ um homomorfismo de anéis. Ainda mais, como M ¢é fiel a aplicacao acima é um homo-
morfismo de anéis injetor.

Para a demonstracao da “densidade” e para mais detalhes ver [5, Teorema 5.16]. [

Seja A um anel e denote por End(A) o conjunto de todos os endomorfismos do

grupo aditivo A. Para a,b € A definimos a multiplicag¢io bilateral .M, € End(A) por
oMy(z) = axd.

Defini¢ao 1.1.10. Seja A um anel. Definimos M(A) como sendo o conjunto de todos
os elementos em End(A) que podem ser escritos como uma soma finita de multiplica-
¢oes bilaterais ,M,. Temos que M(A) é um subanel de End(A), chamado de anel de
multiplicagao de A.

Note que se f € M(A), entdo existem ay, ..., am,b1,...,b, € A tais que

m

f(z) = Zakxbk, Vo € A.

k=1
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Além disso, A ¢ um moédulo sobre M(A) com operacao produto definida por f -z = f(z)
se fe M(A) ex € A
Agora, apresentaremos a definicao de anel simples, e na sequéncia dois resultados

que serao utilizados no préximo capitulo.

Defini¢ao 1.1.11. Um anel A é dito simples se A2 # 0 e os tnicos ideais de A sdo 0 e

A.

Proposicao 1.1.12. Se A ¢ um anel simples e unitdrio entao A é um mddulo simples

sobre o anel M(A).

Demonstracao. Seja B um submoédulo de A e suponha que B # 0. Queremos mostrar
que B = A.
Seja a € A. Como B # 0 entao existe b € B nao nulo. Considere o ideal AbA # 0.

Entdo como A ¢ simples temos que AbA = A e assim, a = > ", axbc, para certos
A1y e vey Oy Cly e v vy Cp € A
m
Defina f € M(A) por f(z) = Zakxck. Temos que
k=1

fb=f()=> aybey =a€ B
k=1
Logo, A = B. 0
Proposicao 1.1.13. Seja A um anel unitdario. O anel EndaayA € isomorfo a Z(A).

Demonstragao. Seja f € EndyaA e sejam a,b € A. Como f ¢ um homomorfismo de

modulos temos para todo z € A que a premissa e a implicacao abaixo validas:
flaMyx) = oMy f(x) = f(axb) = af(x)b.
Fazendo x = 1 e a = 1 na expressao acima temos
F(b) = F(16) = FL)b = F(1)IA(D).

Além disso,
JF()b = f(1b) = f(b1) =bf(1).

Logo, f(1) € Z(A) e f = f(1)1d.
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Concluimos assim que a fungao
@ Z(A) — EndpaA
definida por ¢(r) = rld é um isomorfismo. O

Para finalizar esta secao definiremos os conceitos de funcao aditiva, funcao n- aditiva

e o trago de uma funcao. Usaremos a notacao

G"=GxGx---xG,

n—vezes

onde ¢ G um grupo.
Definicao 1.1.14. Sejam G e H dois grupos aditivos.

i) Uma funcdo F' : G — H é dita aditiva se F(a + b) = F(a) + F(b), para todos
a,beq.

ii) Uma funcao F' : G® — H é dita n-aditiva se for uma funcdo aditiva em cada

argumento, isto é,

F(g17"'7gi+gz/'7"'7gn) :F<glv"'7gi7'-'7gn>+F(gl7"-7gz/'7"'7gn)7
para todos g1, ...,6i, 9., gn € Getodoi=1,...,n.
A partir da definicao anterior podemos definir o traco de uma funcao n-aditiva.

Definicao 1.1.15. Sejam G e H dois grupos aditivos e F' : G" — H uma funcgao

n-aditiva. A funcao

G —- H

x — F(z,z,... x)
é dita ser o trago de F.

A partir desta definicao vamos falar do processo de linearizacdo. Suponha que o

traco da funcao F' da definicao anterior é zero. Neste caso temos

Z F(xray, Tr2), - - Ta@)) = 0, (1.2)

TESy
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para todos x1,...,x, € G, onde S,, denota o grupo simétrico de ordem n. Vamos verificar
com detalhes que a identidade ([1.2)) ¢ verdadeira para os casos quando n = 2 e n = 3.

Quando n = 2, F' é uma aplicacao biaditiva, entao temos
F(ZEl, .1]2) + F(.TQ, I1> = F(ZEl + T2, X1 + ZL'Q) — F(Il,l’l) — F(I’Q,ZEQ) = 0

Quando n = 3, temos que F é uma aplicacao 3-aditiva. Assim, se substituimos z por

x1 + x9 em F(z,z,x) = 0 obtemos:

F(zy + 29,21 + 29,01 +x2) = F(21,21,22) + F(21, 29, 21) + F(22, 21, 21)
+ F(ZL’l, Ta, Jfg) + F(Ig, Jfl,ZBQ) + F(.%'Q,ZL’Q, l’l)

= 0

para todos x1, e € G. Analogamente, se substituirmos = por z; + z3 em F(z,z,z) = 0,

obtemos:

F(xy 4+ x3, 21 + 23,21 +x3) = F(oy, 21, 23) + F(ry, 23, 21) + Fas, 21, 21)
+ F($17x37'x3) + F<x3ax17$3) + F(l'g,l'g,xl)

= 0
e também , quando substituimos = por xs + x3 em F(z,x,x) = 0, temos

F(l’g + T3, T9 + T3, T9 + 173) = F(ZEQ, T, lL‘g) —+ F(J]Q, Ig,[EQ) + F(Ig,l’g, 172)
+  F(x, w3, 73) + F(13, 29, 23) + F (23, 73, 72)

= 0.

Das equagoes acima e de F(xy,z1,21) = 0, F(x9,29,22) = 0 e F(x3,23,23) = 0,
segue que
F(zy + xo + 23,21 + 22 + 23,21 + T2 + 23) = Z F(zray, Zr2), x(z) = 0,
mESs
para todos x1, x9, 23 € G.
Para os casos em que n > 3, obtemos a identidade de maneira analoga.
Dizemos que a identidade é obtida através da lineariza¢ao de F(z,x ..., x) =0,

para todo x € G.
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1.2 Teoria de PI-algebras

Nesta se¢ao recordamos alguns conceitos bésicos sobre a teoria de PI-algebras (do
inglés Polynomial Identity) e introduzimos algumas notacoes que serdo usadas no decorrer
da dissertacao.

Denotaremos por ' um corpo qualquer e por N o conjunto dos niimeros naturais.
Ao longo desta secao, as algebras consideradas serao associativas, com unidade e sobre F.

Seja X = {1, xs,...} um conjunto infinito enumeravel de variaveis. Denotamos por
F(X) a dlgebra associativa livre com unidade, livremente gerada por X, isto é, F(X) tem

uma base formada por 1 e pelas palavras
Tiy Ty, Ty, € X, n €N,
com multiplicacao definida por
(24, w0 ) (@, -+ j,) = @y - T, Ty e
O elementos de F(X) sdo chamados de polindmios.

Defini¢ao 1.2.1. Seja R uma élgebra e f(xy,...,z,) = f € F(X). Dizemos que f é uma

identidade polinomial para R se

flry,...,rn) =0,

para todos r1,...,r, € R. Denotamos por T(R) o conjunto das identidades polinomiais

de R. Se T(R) # {0} dizemos que R ¢ uma PI-algebra.

Exemplo 1.2.2. Seja R uma &4lgebra comutativa. Entao temos que o comutador
[ll‘l,ZEQ] = T2 — T2

¢ uma identidade polinomial para R. Logo, R é uma Pl-algebra.

Exemplo 1.2.3. Seja R uma algebra de dimensdo finita com dim(R) < n. Entdo o

Polinémio Standard de grau n

Stn(xla Ty ... 7xn) = Z (—1)0130-(1)1'0(2) * To(n)s
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onde S, é o grupo das permutagoes de {1,2,...,n} e (—1)? é o sinal de o, ¢ uma identidade
polinomial para R. Portanto, R ¢ uma PI-dlgebra. Para a demonstracao ver [6, Exemplo

2.1.3).

Segue do exemplo anterior que todo polinomio standard de grau > n%+1 ¢ identidade
polinomial para M, (F), visto que dim(M,(F)) = n?. Além disso, em 1950, Amitsur e

Levitzki demonstraram o seguinte teorema:

Teorema 1.2.4 (Teorema de Amitsur-Levitzki). A dlgebra M,(F) satisfaz a identidade

standard de grau 2n

Stgn(l'l, To, ... ,Z’Qn) = Z (-1)0.%0(1)1'(,(2) “To(2n)-

O'ESQn

Além disso, 2n é o grau minimo de uma identidade polinomial para M, (F).
Demonstra¢ao. Para a demonstracao ver [6, Pagina 80 ou 82]. O
Definicao 1.2.5. Um ideal I de F(X) é chamado de T-ideal se

p(I) €1
para todo endomorfismo de algebras ¢ : F(X) — F(X).

Pela propriedade universal de F(X), temos que um ideal I é um T-ideal se, e somente
se,

(1, gn) €1

para todo f(xy,...,2,) €Il e gy, ..., g, € F(X).
Se R é uma PI-algebra, entao T'(R) é um T-ideal. Reciprocamente, pode ser mos-

trado que se [ é um T-ideal, entao
T(F(X)/I)=1.

Entao um ideal ¢ um T-ideal se, e somente se, € o conjunto das identidades polinomiais
de alguma PI-algebra.

Dado um subconjunto S de F(X), dizemos que a interse¢ao dos T-ideais que contém
S é o T-ideal gerado por S. Ele é o menor T-ideal que contém S e serd denotado por

(S)T. Abaixo o descrevemos.

11



1.2. Teoria de PI-4lgebras

Proposicao 1.2.6. Seja S um subconjunto de F(X). O T-ideal gerado por S é formado

por todas as combinagoes lineares de elementos do tipo

uf(gla s ,gn>U7
onde u, g1, ...,gn,v € F(X) e f(z1,...,2,) € S.
Demonstragao. Para a demonstragao ver [0, Observagao 2.2.6]. O

Em geral, dado um T-ideal, queremos encontrar um “bom” conjunto de geradores.
Para isso, precisamos de alguns conceitos. Um polinémio f(z1,...,z,) € F(X) é homogé-

neo de grau d em x;, se € uma combinagao linear de monoémios tais que em cada monoémio

de f, a variavel z; aparece d vezes. Se f(z1,...,x,) é homogéneo de grau d; em z;, para
todo i = 1,...,m, dizemos que f(xy,...,x,) ¢ multi-homogéneo de grau (dy,...,d,).
Um polinémio multi-homogéneo de grau (1,...,1) é chamado multilinear de grau m.

Lema 1.2.7. Seja

flz,.yxy,) = Zfi(xl, e Tm) € F(X),
i=0

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em xy. Se o corpo F contém mais que

n elementos, entao

<f07.f1a "'7fn>T = <f>T

Em particular, se F ¢é infinito, entao todo T-ideal é gerado por seus elementos multi-

homogéneos.

Demonstragdao. Temos que (f)T C (fo, f1,--, fu)'. Assim, para provar o lema ¢ suficiente

mostrar que

f07f17 7fn € <f>T

Sejam ayg, v, ..., a, elementos distintos de F. Como (f)T é T-ideal temos que

n n
floyzr, o, .y @) = Zfi<04jx1,$2, ey L) = Za;fi(ml,xg, ) € ()T,
i=0 i=0

para todo 7 =0,1,...,n.

Escrevendo em notagao matricial temos

12



1.2. Teoria de PI-4lgebras

1 Qg Oég Oég fO f(aoxbm?a“'axm)

1L ag af -+ af fi B flanwy, @, .., 2)

1 a, a2 -+ a” fn flanzy, xo, .oy )
\- X -J - = - -

A matriz A é a matriz de Vandermonde que tem determinante

det(A) = [ (o5 —e)#0.

0<i<j<n
Logo, A é invertivel.
Assim,
fo b1 b1o s bln+1 f(Oéoxly Ly enny $m)
fi ba1 bao oo o f(041$1> Ly wnny ﬂﬁm)
fn bn-{—l 1 bn+1 2 07 bn,+1n+1 f(an'Il? X2y oeny xm)
At
e portanto,

for f1, ooy fr € span{f(ao1, T2, .oy Tn )y ooy f(QnT1, Ty ooy )} € (F)E.

Entende-se por “span” o subespago vetorial gerado pelo subconjunto em questao.

Se I é infinito, entao podemos usar o mesmo argumento acima sobre cada f; mas
agora na variavel xo. Apoés alguns passos, teremos que o T-ideal gerado por f é o mesmo
T-ideal gerado pelo conjunto de todas componentes multi-homogéneas de f, concluindo

assim o resultado. OJ

Note que podemos dizer algo mais do lema acima: se o corpo F tem mais que n
elementos e deg,. f <n para todoi=1,...,m, entao o T-ideal gerado por f ¢ 0 mesmo
T-ideal gerado por todas as suas componentes multi-homogéneas.

Lema 1.2.8. Considere um polinémio

n

fan. am)= > @, . anrt ol € FX).
d1=0, ..., dm=0

Se f € uma identidade polinomial para F, onde F é um corpo com |F| > n + 1, entdo

f =0 (polinémio nulo).

13



1.2. Teoria de PI-4lgebras

Demonstragao. Pelo Lema cada monomio aq,, ..., dm)xclll -z de f também é uma
identidade polinomial para IF. Substituindo todos os ;’s por 1 tem-se que (g, ..., ,,) = 0

e consequentemente [ = 0. O

Proposicao 1.2.9. Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial f, entdo A

também satisfaz uma identidade polinomial multilinear de grau < grau(f).

Demonstragao. Seja f = f(x1,...,x,) uma identidade polinomial de A. Denote por d; o
grau de f em x;. A prova sera feita por inducao em d = max{dy,...,d,} > 0.

Se d = 1, entao cada x; aparece em cada monémio de f no maximo uma vez.
Observe que x; pode nao aparecer em cada monoémio de f. Entao f nao é necessariamente
multilinear. Suponha, sem perda de generalidade, que Az ---x,,, onde A é um escalar
nao-nulo, ¢ um monémio de f de grau minimal. Entao f(z1,...,2,,0,...,0) é uma
identidade multilinear nao-nula de grau menor ou igual ao grau de f.

Suponha que d > 1. Sem perda de generalidade suponha que existe £ < n tal que

d, =---=4d, =ded; <dparai < k. Defina um novo polindmio que envolve uma
variavel adicional g = g(z1,..., %y, Tny1) por
g:=f(@1, Tyt T+ Tp1) — [, Tn1, T0) — f(T1,0 o o1, Ty

Note que g ¢ também uma identidade de A. Vamos escrever

f = Z Aiw;,

onde os w;’s sa0 monomios de f (distintos entre si) e os A;’s sd0 escalares ndo-nulos. Entao

g pode ser escrito como
9= Z Aigi,
i
onde ¢; é obtido a partir de w; da mesma forma como ¢ foi obtido a partir de f. Se
T, Nao aparece em w;, entao g; = —w;. Se x, aparece apenas uma vez em w;, entao
gi = 0. Se x, aparece pelo menos duas vezes em w;, entao g; é a soma de todos os
possiveis mondémios obtidos pela substituicao de pelo menos um, mas nao todos, dos x,,’s

em w; por T, 1. Assim, se em qualquer um desses monomios substituirmos x, 1 por z,,

entao temos novamente o mondémio w;. Portanto, os mondémios que aparecem em g; Sao

14



1.2. Teoria de PI-4lgebras

diferentes dos que aparecem em g, se i’ # i. Como d > 1, existem indices i tais que x,,
aparece pelo menos duas vezes em w;. Isso mostra que g # 0.

As seguintes conclusdes podem ser obtidas a partir do paragrafo anterior:
i) g ¢ uma identidade ndo-nula de A.
ii) O grau de g & menor ou igual ao grau de f.
iii) Para j =1,...,n—1, o grau de g em z; é menor ou igual a d;
iv) O graude gem z,, € x,,11 € d — 1.

Repetindo esse processo, primeiro com ¢ no lugar de f e z, ; no lugar de x, e,
em seguida, com as demais variaveis até xp, chegaremos em uma situacao onde uma
identidade nao-nula tem grau no maximo d — 1 em cada varidvel e usamos a hipotese de

inducao. [

O processo de construcao do polindémio multilinear acima é chamado de linearizacao

de f.
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Capitulo 2

Identidades Funcionais

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos basicos e varios exemplos de

identidades funcionais. O assunto a ser apresentado foi extraido da referéncia [4].

2.1 Exemplos de Identidades Funcionais

Antes de apresentar a definicao formal do que vem a ser uma identidade funcional,
faremos uma secao com varios exemplos a fim de que o leitor se familiarize com a notagao
e com o tema.

Dado um anel A, considere o seguinte problema:

Problema: Quais sao as fungoes F, F': A — A tais que
E(@)y+ F(y)x=0, Va,yc A? (2.1)

Por um abuso de linguagem, para o momento, chamaremos a expressao de identidade
funcional (ou de maneira abreviada FI, do inglés functional identities). Observe que as
funcoes E e F fazem o papel de incégnitas. A teoria de FI estuda as fungoes que satisfazem
certas identidades, como em ({2.1)).

Vamos dar alguns exemplos de solugoes, isto é, funcoes F e F' que satisfazem a FI
ED.

Exemplo 2.1.1. Um exemplo simples de solucao para (2.1) é £ = F' = 0. Chamaremos
essa solucao de solugao standard. O conceito geral de solucao standard de uma FT sera

fornecido no proximo capitulo.
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Exemplo 2.1.2. Se A é um anel comutativo, entao £ = Id e F' = —Id, onde Id é a
funcao identidade de A, sao solucoes da FI .
De fato,
E(x)y+ Fly)xr=zy—yxr =0, Vuz,y € A.

Ao longo desta secao, dado um anel A qualquer, denotaremos por Z o seu centro

Z(A).

Exemplo 2.1.3. Seja A um anel com um ideal central nao nulo I. Dado qualquer ¢ € I,
as fungoes E(x) = —F(z) = cx sao solugoes da FI (2.1)).

Com efeito,
Ex)y+ F(y)r = cry — cyr = ycx —ycx =0, V x,y € A.
Note que a penultima igualdade da expressdo acima segue de cx € I C Z (entdo cry =
yer) e de c € I C Z (entdo cy = yc).

A partir da identidade (2.1)) pode-se encontrar uma outra identidade que depende
apenas de uma das duas funcoes. Para isso, suponha que A é um anel qualquer. Temos

para todos x,y, z,w € A as seguintes implicacoes:
Ex)y+ Fly)r=0 = E(x)yz=—F(y2)x
= (E(r)yz)w = —F(y2)zw = E(zw)yz = —F(y)rwz = E(z)ywz
= E(x)yzw — E(x)ywz =0
= E(z)ylz,w] =0.
Portanto,
E(A)A[A, Al = 0. (2.2)
Usaremos essa informacao nos exemplos abaixo.

Exemplo 2.1.4. Se A é um anel primo e nao comutativo, entdao a tnica solucao da FI
(2.1) ¢ a standard, isto é, E = F = 0.
De fato, suponha por absurdo que E # 0. Entdo existe T € A tal que E(T) # 0.
Dados v, z € A temos de (2.2)) a igualdade
E(@)Aly, 2] =
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Mas como A é primo segue que E(T) = 0 ou [y,z] = 0. Logo [y,z] =0, V y,z € A.
Contradicao, pois A nao é comutativo. Portanto, £ = 0.

Fazendo um processo analogo temos que F' = (. Basta notar que também é
valido trocando E por F.

A partir dos exemplos e temos que se um anel primo é comutativo entao
existe uma solucao nao standard da FI (2.1]), e se um anel primo ¢ ndo comutativo entao

a tnica solucao da FI (2.1) ¢ a standard.

Exemplo 2.1.5. Sejam A um anel semiprimo e E, F solugbes de (2.1)), onde E # 0. Se

I = (E(A)), entao I é um ideal central de A. Para provar isso, primeiro mostraremos que
[I, AlA[I, A] = 0.
Observe que [I, A] = IA — AI C I pois [ é ideal de A. Assim,
I, AJA[I, A] C TA[A, Al
Portanto, a primeira afirmacao se resume a mostrar que
TAJA, Al = 0.

Sabemos que os elementos de I sao somas e subtragoes de elementos da forma asb, as, sb
e s, onde a,b € Ae s e E(A). Mostraremos apenas que asbr[p, q] = 0, onde a,b,r,p,q €
Aes € E(A). Como por temos sbrlp,q] = 0, segue o desejado. Procedendo
analogamente para os demais casos, temos que [A[A, A] = 0.

Agora, para provar que / é um ideal central de A, basta mostrar que [I, A] = 0.
Dado = € [I, 4], de [I, AJA[I, A] = 0 temos zAx = 0. Como A é semiprimo, segue que
x=0.

Fazendo um processo analogo para o caso em que £, F' sao solucoes de , onde

F # 0, temos que J = (F(A)) é também um ideal central de A.

Dos exemplos e podemos concluir que um anel semiprimo contém um
ideal central ndo nulo se, e somente se, existe uma solugao nao standard de (2.1) para

esse anel.
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Exemplo 2.1.6. Seja A = M, (C), n > 2, onde C & um anel unitario comutativo. A
tnica solugao da FI (2.1]) é a standard, isto &, E = F = 0.
De fato, sejam i # j, onde 1 <4, j <n. De (2.2)) temos para todo = € A o seguinte:

E(w)eij[eﬂ, eii] = E(Q?)@“ = O
Logo,
E(x) = E(x)Id, = E(x)e;1 + E(z)eas + ... + E(x)ey,, =0,

concluindo que E = 0. De maneira analoga concluimos que F' = 0.

Dado um anel A, considere agora o seguinte problema:

Problema: Quais sao as fungoes F, F': A — A tais que
(E@)y+F(y)x))e Z, Va,yec A? (2.3)

Por um abuso de linguagem, chamamos a expressao (2.3)) também de identidade funcional.

Observe que esta é equivalente a identidade funcional
[E(z)y + F(y)z,2] =0, Va,y,2 € A

Uma solucao da FI é dada por £ = F = 0, também chamada de solucao
standard de tal FI.

Antes de prosseguir, faremos uma pausa e falaremos um pouco do polindémio carac-
teristico de uma matriz. Isso seri necessario para estudar a identidade funcional
em matrizes com entradas num anel comutativo e para outras situacoes. Seja C' um anel

comutativo e considere B € M, (C). O polinémio em C[)] definido por
pe(A) = det(Ald, — B)

é chamado de polinémio caracteristico de B. Embora o Teorema de Cayley-Hamilton seja

enunciado para matrizes com entradas num corpo, ele pode ser generalizado para B.

Teorema 2.1.7 (Cayley-Hamilton). Seja C' um anel comutativo e considere B € M, (C).

Se pg(A) € o polindomio caracteristico de B, entao pg(B) = 0.
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Demonstracao. Se C' é um dominio comutativo, entao podemos mergulhar C' no seu corpo
de fragdes K. Como o resultado é valido para M, (K), temos o resultado provado neste

caso. Considere o anel de polindémios comutativo

Z[Ilh T12y - - - 7377171]
nas variaveis xii, Tia, ..., T,,. Como este anel é um dominio comutativo, temos que
pg(B) =0

onde B = (z);;. Se C' é um anel comutativo qualquer e B = (b;;);; € M,(C), entdo

pp(B) é exatamente pz(B) quando trocamos as varidveis x;; por b;;. Logo, pp(B) =0. O

Exemplo 2.1.8. Seja A = M, (C'), onde C' é um anel comutativo unitario. Existe uma
solucao nao standard de se, e somente se, 1 <n < 2.

Vamos verificar tal afirmacao:

i) Paran =1 temos A = C. Logo, E, F : C' — C definidas por E = Ide F = —1d
formam uma solucao nao standard da FI.

ii) Para n = 2 temos A = M,(C). Se x € A, o polinémio caracteristico de z ¢
p(A\) = det(A\(Idy) — x) = N\ — tr(z)\ + det(z).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton tem-se p(x) = 0 e valem as implicagoes

p(z) = 2° —tr(x)x +det(x)[dy =0 = 2* —tr(z)r = —det(x)ldy € Z

= [2? —tr(z)z,2] =0, Va,2€ A,
Substituindo = por x + y na ultima igualdade tem-se
[(z +y)* —tr(x +y)(x +y), 2] =0.
Abrindo as contas e agrupando os fatores, temos
2% —tr(2)z, 2]+ [y* — tr(y)y, 2] + [z — tr(@)Id2)y + (y — tr(y)Id2)z, 2] = 0,
Como os dois primeiros comutadores sao nulos, segue que

[(z —tr(z)lds)y + (y — tr(y)Ids)x, 2] = 0.
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Assim, E, F : A — A dadas por E(z) = F(x) = x — tr(x)Idy formam uma solugao nao

standard de ({2.3) para A.
iii) Suponha n > 3. Defina

m(z,y) = E(x)y + F(y)z

e suponha que 7(z,y) € Z, para todo z,y € A. Queremos mostrar que £ = F = 0.
Primeiro faremos isso para E.

Para todo z,y,t € A temos
m(wt,y) — w(z,y)t = E(zt)y + F(y)at — E(x)yt — F(y)at = E(at)y — E(x)yt.
Agora,

[E(xt)y — E(x)yt,t] = [w(at,y) —m(z,y)t, 1]
= [m(zt,y), 1] = [7(z, y)t.1]
= —[n(z,y)t, 1]
= —[r(z,y),tt

= 0.
Assim, abrindo a expressdo [E(xt)y — E(x)yt,t] = 0 teremos
—E(z)yt* + (tE(x) + E(xt))yt — tE(at)y = 0.

Dado 1 <i < n, substitua t = e15 + €93 € y = €;; na expressao acima e depois multiplique

a direita por ez;. O resultado serd —F(x)e; = 0. Assim, para todo = € A temos
E(z)=E(x)ld, = E(z)e;s + ...+ E(x)en, =0+ ...+ 0=0.
De maneira analoga mostra-se que F' = 0.

Proposicao 2.1.9. Seja C um anel comutativo e A = M, (C). Ezxistem fungoes k-aditivas
Co 2 AF = C tais que

"+ G ()" + Gz, )" 2 4+ Gl ) Idy, =0

para todo x € A.
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Demonstracao. Para facilitar a notacao, faremos com detalhes o caso n = 2 e depois o
caso geral. Sejam

T11 Z12 Y11 Y12

T21 22 Y21 Y22

O polinémio caracteristico de x é dado por
p(\) = det(Mdy — ) = N> — (211 + Za2) A + (T11T22 — T12T21).
Definindo ¢; : A — C e ( : A2 — C por

G(z) = — (211 + 222) e G(z,y) = (211922 — T12Y21),

segue do Teorema de Cayley-Hamilton que
2 + ¢ ()7 + Gz, v)[dy = 0

para todo = € A.
Considere agora o caso geral n > 1. Se x = (x;;);; € A = M,(C), entdo podemos

escrever seu polindémio caracteristico como
P(A) = A"+ ug ()N ug ()N A Uy (7)) F up (),
onde uy(x) é formado por somas ou subtragoes de elementos do tipo
Tiy 1 Tinja - - - Tigjp-

Vamos denotar, sem muito rigor matematico,

up() = Y i, Ty - T
Defina a funcao ¢, : A¥ — C' da seguinte maneira: se x1 = (2;)ij, T2 = (23)ij, - ., T =
k ~
(z3;)ij € A, entdo

_ Z 12 k
Ck:(xla Xy 7xk) - ixi1j1xi2j2 e 'xikjk'

Temos que (j é k-aditiva, (x(z,x,...,x) = ug(x) e pelo Teorema de Cayley-Hamilton o

resultado esta provado. O
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Chamamos a atenc¢ao do leitor para o fato que na demonstracao da proposicao acima

as funcoes (7 e ¢, satisfazem

G(z) = —tr(x) e Culz,...,z) = (—1)"det(z)

para todo x € M, (C).
A proposicao anterior sera tutil na analise do problema abaixo:

Problema: Dado um anel A, quais sdo as funcoes E, F,G : A> — A tais que
(E(z,y)z+ F(z,2)y+ Gy, 2)x ) € 2, Vr,y,z€ A? (2.4)

Por um abuso de linguagem, chamamos a expressao (2.4) também de identidade funcional.
Uma solugao da FI (2.4) é dada por E = F = 0, também chamada de solugao standard
de tal FI.

Para o caso matricial, temos uma resposta para o problema acima:

Exemplo 2.1.10. Seja A = M,(C), onde C' é um anel comutativo unitario. Existe uma
solu¢do nao standard de (2.4)) se, e somente se, 1 <n < 3.
Vamos verificar tal afirmacao:

i) Para n =1 temos A = C. Logo, E, F,G definidas por
E(z,y) =0, F(z,2) =z e Gy, 2) = —y

formam uma solucao nao standard da FI.

ii) Para n = 2 temos A = M,(C'). Provamos que a FI
F(z)y + G(y)x € Z,Va,y € A,

admite uma solucdo nio standard, onde F,G : A — A. Com base nessas solucdes temos

solugoes nao standard de (2.4) definidas por
E(z,y) =0, F(z,z) = F(x) e G(y,2) = G(y).

iii) Para n = 3 temos A = Mj3(C'). Pela Proposi¢ao existem func¢oes k-aditivas
Ce : AF — C tais que

2+ ¢ (2)2* + Gz, 2)r + G(r, z,2)[d3 = 0,Vr € A.
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Logo,
® + (i (2)2” + Gz, 0)r = —G(z,2,2)[ds € Z,Vz € A

Linearizando a expressao acima obteremos
E(z,y)z+ E(z,2)y+ E(y,2)x € Z, Y z,y,z € A,

onde E : A2 —s A é dada por
E(z,y) = 2y +yx + Q(2)y + Q(y)z + G2, y)[ds + G(y, x) I ds. (2.5)
Note que E # 0, pois

E(e12,e23) = e13+ (i(era)eas + Ci(eas)ern + (Calern, eas) + (aless, €12))lds

= e13+ (G212, €23) + Co(eas, e12))Ids # 0

Observe que usamos na igualdade acima os seguintes fatos:
Cl(elg) = tr(@lg) = 0 [§] Q(egg) = tr(egg) = 0

Sendo assim, temos que a FI tem uma solu¢ao nao standard para A = M3(C'), onde
E =F = G como em (2.5)).

iv) Para n > 4 mostraremos que a FI admite apenas a solugao standard. Primeiro
vamos encontrar, a partir de (2.4]), uma identidade funcional que dependa apenas de uma

das trés funcoes, no caso E. Defina
m(z,y,2) = E(x,y)z + F(z,2)y + G(y, 2)z,
e suponha que 7(z,y,2) € Z, Vz,y,z € A. Entao para todo t € A temos as 4 igualdades:
[7(xt,yt, 2),t] = 0, [r(at,y,2)t,t] =0, [r(z,yt, 2)t,t] =0 e [7(x,y, 2)t*,t] = 0.

Logo,
w(at,yt, z) — w(wt,y, 2)t — w(x, yt, 2)t + 7 (x,y, 2)t° =

E(xt,yt)z — (E(at,y) + E(x,yt))zt + E(z,y)2t* € Z. (2.6)

Entao,

[E(xt,yt)z — (E(at,y) + E(x,yt))2t + E(z,y)zt*,t] = 0
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2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

e apls agrupar os termos,
E(w,y)2t* + Bi(w,y, t)2t* + Ea(w,y, t)zt + Es(w,y,t)z =0, (2.7)
onde

El(x>yvt) = —E([Bt,y)—E(.’L‘,yt)—tE(l’,y),
Ey(z,y,1) = +E(zt,yt) +tE(xt,y) + tE(z, yt),

E3(I7y7t> = —tE<l’t,yt)

Assim, temos uma identidade que segue de (2.4) e depende apenas da funcao E. Fixe

1 <7 < n. Substituindo na equagao ({2.7)
t=e12+ €3+ €34, 2=¢;
e depois multiplicando por e4; a direita tem-se
E(z,y)e; = 0.
Logo,
E(x,y) = E(z,y)Id, = E(z,y)enn + ...+ E(x,y)en, =0+ ...+ 0=0.

Procedendo analogamente também temos F' = G = 0.

Dado um anel A, o problema que vamos considerar envolvera uma identidade que é
uma extensdo da FT (2.1)).
Problema: Seja a um elemento nao nulo fixado em A. Quais sao as funcoes

E,F: A— A tais que
E(z)ya+ F(y)ra =0, V z,y € A? (2.8)

Por um abuso de linguagem, para o momento, chamaremos tais identidades de identidades
funcionais generalizadas(ou de maneira abreviada GFI, do inglés generalized functional
identities). Nessa identidade, as fun¢oes E e F' também fazem o papel de incognitas.

Uma solucao da GFI é dada por £ = F = 0, também chamada de solucgao
standard dessa GFI.

26



2.1. Exemplos de Identidades Funcionais

Observe os seguintes casos:
i) se a = 1 entdo a identidade (2.8) é a propria identidade (2.1).
ii) se a & invertivel entao multiplicando (2.8) & direita por a~! temos a identidade

D).

Sendo assim, essas duas situagoes nao precisam ser consideradas. Portanto, vamos

considerar o caso em que a nao ¢ invertivel. Faremos alguns exemplos que envolvem a

GFI (23).

Exemplo 2.1.11. Dado n € N, considere A = M,,(C), onde C' é um anel comutativo
unitéario e seja a = ey;. Uma solugdo para a GFI (2.8 é dada por

E(x) = —F(x) = z11€11,
onde x = (z45);; € A. Com efeito,
E(z)ya+ F(y)ra = vienyen — ynenzen = (Tuyn — yuzi)en = 0.
Exemplo 2.1.12. Seja A um anel e a € A um elemento tal que
aAa = Za #0. (2.9)

Entdo E(r) = —F(x) = axa é uma solugao ndo standard da GFT (2.8]).
De fato,

E(z)ya + F(y)ra = araya — ayaza.

Mas de axa € aAa = Za, existe z € Z tal que axa = za. Logo,
E(z)ya+ F(y)ra = zaya — ayza =)

A seguir vamos mostrar que a reciproca do exemplo anterior é valida se A é um anel

unitario simples. Relembramos que se um anel A é simples e unitario entao ele é primo.

Exemplo 2.1.13. Seja A um anel unitario simples. Se a GFT (2.8) admite uma solugdo
nao standard, entdao aAa = Za # 0.

De fato, suponhamos sem perda de generalidade que F' # 0. Assim, da identidade

(2.8) tem-se

E(z)yaza = —F(yaz)za, ¥ z,y,z € A.
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Por outro lado,

E(z)yaza = —F(y)xzaza, ¥ z,y,z € A.

Das duas equacoes acima, obtém-se
F(yaz)ra = F(y)raza, ¥ z,y,z € A. (2.10)

Como F' # 0, existe yo € A tal que F(yo) # 0. Pelo fato de A ser simples, vale a
igualdade de ideais (F'(yo)) = A. Logo, existem x;,y; € A, (i = 1,...,n) tais que

> wiF(yo)yi =
=1

Primeiramente, mostraremos que aAa C Za. Para isso, dado z € A, temos para
todo z € A que

raza = Z . F(yo)ysxaza ! Z (yoaz)y;xa.

=1

Fazendo ¢ = Z x; F(yoaz)y; € A temos que
i=1

raza = cra.
Assim, para todos z,y € A valem as implicagoes
c(yx)a = (yx)aza = ycra = (cy — yc)za = 0 = [¢,y|lra = 0 = [¢, A]Aa = 0.

Entao se b € [¢, A, pela igualdade acima temos

Aé pI‘lIIlO

bAa =0 b:OOua:Oa;éob:O.

Portanto,

[c,A]=0=ce Z.

Logo,

r=1
Taza = cxa = xca = aza = ca € Za = aAa C Za.

Observe que aAa # 0, pois se aAa = 0 entdao, como A é primo, teriamos a = 0, o que é
um absurdo.

Agora, como A é simples e unitario entao Z é um corpo. Assim A pode ser visto
como Z-espago vetorial. Temos dimz(Za) = 1. Como aAa é subespaco de Za e aAa # 0,

temos dimz(aAa) = 1. Portanto, aAa = Za, como desejavamos mostrar.
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Uma pergunta natural que surge a partir dos exemplos anteriores é a seguinte:
Quais sao os anéis unitarios simples A que contém elementos satisfazendo (2.9)7 Pode ser
mostrado que tais anéis A s6 podem ser anéis de matrizes com entradas em algum corpo.
Omitimos a demonstracdo e citamos [4, Exemplo 1.4] para mais detalhes.

Dado um anel A, considere agora o seguinte problema:

Problema: Quais sao as fungoes F': A — A tais que

F(x)y+ F(y)e =yF(z) +2F(y), Yo,y € A? (2.11)
A expressao (2.11) também serd chamada, por abuso de linguagem, de identidade funci-
onal. Note que esta é equivalente a identidade funcional
[F(x),y] — [z, F(y)] =0, V o,y € A.
Observe que toda funcao da forma
F(z) = Az + p(z), (2.12)
onde A € Z e pu:A— Z,¢éuma solucao da FI (2.11)). De fato,
Fa)y+ F(y)r = Azy+ p(@)y + Ayz + ply)z
= 2y +ypu(x) + yAr + zp(y)
= Yz + p(x)) +2(hy + ply))
= yF(x)+xF(y).
Chamaremos essa solucao de solu¢do standard para a FI (2.11) e voltaremos a falar dela
apo6s algumas definicoes.

Definicao 2.1.14. Seja A um anel e S C A. Uma funcao F': A — A é dita:
a) comutativa em S se [F(x),x] = 0 para todo z € S.

b) centralizada em S se [F(z),z] € Z para todo x € S.

Exemplo 2.1.15. Se a funcao F' ¢é aditiva e comutativa em A entao tem-se .
De fato, como F' é comutativa em A temos [F'(x), x| = 0 para todo x € A. Lineari-
zando essa expressao tem-se as implicacoes abaixo para todo x,y € A:
[Flx+y),z+y]=0 = [Flx)+F(y),z+y]=0
= [F(2), 2]+ [F(2),y] + [F(y), 2] + [F(y),y] = 0
= [F(z),y] + [F(y), 2] = 0.
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Na sequéncia, vamos fazer um exemplo de um anel em que (2.11) tem apenas a

solucao standard. Mas para esse exemplo necessitamos de algumas defini¢oes.

Definigao 2.1.16. Seja A um anel.

a) Uma funcao aditiva 0 : A — A é uma derivagao se
d(zy) = 6(x)y + xd(y), Yo,y € A.

b) Uma fungao biaditiva A : A> — A é chamada de biderivagao se ela ¢ uma
derivagao em cada coordenada, isto é, para todo y € A as aplicagoes x — A(z,y) e

xr +— Ay, z) sdo derivagoes.
Exemplo 2.1.17. Seja A um anel e A € Z. A funcio A : A2 — A definida por
A(z,y) = Alz,y]

¢ uma biderivacao.
Com efeito, definimos para cada y € A fixado, uma funcao ¢, : A — A por
dy(x) = Az, y]. Temos que

oy(xz) = Mzz, y] = Azlz, 4] + [2,4]2) = (M, y]) 2 + 2(Alz,9]) = 0,(2)z + 26, (2).

Portanto, ¢, ¢ uma derivagao. Analogamente, podemos definir para y € A fixado, uma
funcdo v, : A — A por v, (z) = Ay, x] e mostrar que v, é também uma derivacao.

Portanto, A é uma biderivacao.
Definicao 2.1.18. Seja A um anel e A € Z. As funcoes A : A2 — A definidas por
Az, y) = Az, y]
sao chamadas de biderivacoes internas.

Em anéis comutativos a tnica biderivacao interna é a funcao nula. Sendo assim, toda
biderivacao que nao é a funcao nula é nao interna. Por exemplo, no anel dos polinémios

[F[x] sobre um corpo F, a funcao A definida por
A(f,9)=f'd,

onde f’ é a derivada formal do polinémio f, é uma biderivagao nao interna. Ja em alguns

anéis nao comutativos todas as biderivagoes sao internas. Vamos analisar este caso.
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Exemplo 2.1.19. Seja A um anel nao comutativo em que todas as biderivagoes sao
internas. Entao tem apenas a solucao standard.

De fato, temos que a FI é equivalente a [F(x),y] = [z, F(y)|, para todos
z,y € A. Defina A : A2 — A por A(x,y) = [F(z),y].

Afirmacgao: A é uma biderivacao.

Com efeito,

A(zz,y) = [F(z2),y] = [vz, F(y)] = [x, F(y)]z + z[2, F(y)]

= [F(z),ylz + 2[F(2),y] = Az, y)z + 2A(2, ).

Az, yz) = [F(x),yz] = [F(z),y|z + y[F(x), z] = Az, y)z + yA(z, z).

Assim, a afirmacao esta provada.
Como por hipotese todas as biderivacoes no anel sao internas, existe A € Z tal que

para todos x,y € A valem a premissa e as implicacgoes:

Az, y) = Az,y] = [F(2),y] = [Mz,y]
= [F(x)—Az,y] =0

= u(x)=F(z)—\r € Z.
Portanto, (2.11)) tem apenas a solugao standard.

Com base no exemplo anterior, vamos encontrar um anel A tal que toda biderivacao
de A ¢é interna. Para tal, vamos deduzir primeiramente uma identidade a partir de um
anel A qualquer e uma biderivacao A arbitraria.

Como A é uma derivacao na primeira coordenada tem-se
Alwu, yv) = Az, yo)u + A, yo).

E como A também é derivagdo na segunda coordenada tem-se a premissa e implicagao
validas:

A(zu,yv) = (Alz,y)v + yAx,v))u + 2(A(u, y)v + yA(u,v)) =
A(zu, yv) = Az, y)vu + yA(z, v)u + 2A(u, y)v + zyA(u,v). (2.13)
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Por outro lado, usando primeiro o fato que A é derivacao na segunda coordenada e depois

na primeira coordenada, tem-se

Azu,yv) = Az, y)uv + 2A(u, y)v + yAx, v)u + yrA(u, v). (2.14)
Das equagoes (2.13)) e (2.14) tem-se

A(z,y)(uv —vu) + (yr — zy)A(u,v) =0
e portanto
A(:L’, y) [’LL, ’U] = [QS, y]A(u, U)a

para todos x,y,u,v € A. Substituindo v por zv e usando as relagoes |u, zv] = [u, z]v +
z[u,v] e A(u, zv) = A(u, 2)v + zA(u, v) tem-se

A(z,y)[u, zv] = [z, y|Au, zv) =

Az, y)[u, zJv + Az, y)z[u, v] = [z, y]A(u, 2)v + [z, y]zA(u, v) =
Az, y)z[u,v] = [z, y]zA(u,v), ¥ z,y,z,u,v € A. (2.15)

Portanto, se A ¢ um anel qualquer e A ¢ uma biderivacdo entdo a igualdade (2.15)) ¢é

vélida.

Exemplo 2.1.20. Se A é um anel unitério e ([4, A]) = A entao toda biderivagdo de A é
interna.
De fato, como A é unitario e ([A, A]) = A existem z;, u;, v;,w; € A,comi=1,...,n,

tal que

n

Zzi[ui,vi]wi =1 (2.16)

i=1

Seja A uma biderivacao em A. Entao

E Az, y)zi[w;, vi]w; 215 E [z, y]z: A (ug, v;)w;,

ou seja,

onde \ = Z%’A(Uu v)w; € A.
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Vamos mostrar que A € Z para concluir que A é uma biderivacao interna. Temos

para todos x,y,z € A

[z, y]2A +y[z, 2]\ = [x,yz])\A(x,yz)
=

— A,z +yA (e 2) B oAz + yle, 2]A

= [z,y]zA — [z, Y]z = 0.
Entao,
[z,y][z,A\] =0, Va,y,z € A. (2.18)

Agora substituindo z por zw tem-se
[z, y][zw, \] = 0 = [z, y][z, N|w + [z, y]z[w,\] =0 [z, ylz[w,\] =0
para todos x,y, z,w € A. Logo tem-se
[A, AJA[A, A] = 0.
Em particular, para os z;, u;, v;, w; tomados no inicio do exemplo tem-se

s, vws, Al = 0= 3 sfus vy, Al =0 B2 A= 0= a e 2.

=1

Portanto, A é uma biderivacao interna no anel A.

2.2 Definicao formal de Identidade Funcional

Nesta secao apresentaremos a definicao formal do que vem a ser uma identidade
funcional, solucao de tal identidade e exemplos. Além disso, vamos também introduzir
dois problemas que serao discutidos de forma mais geral nas proximas secoes.

Primeiramente, apresentaremos a definicao de identidade polinomial para um “anel”.
Mas antes vamos fazer uma observacao: na secao , definimos F(X), a algebra associ-
ativa livre com unidade, livremente gerada por X. Podemos definir de maneira analoga

Z(X), a Z-algebra associativa livre, livremente gerada por X.

Defini¢ao 2.2.1. Sejam X = {x1,z9,...} um conjunto enumeravel e Z(X) a Z-algebra

associativa livre, livremente gerada por X. Seja f = f(xq,...,z,) € Z{X) um polinémio
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tal que ao menos um de seus mondémios de grau mais alto tem coeficiente 1. Seja R um
subconjunto nao vazio de um anel A. Dizemos que f é uma identidade polinomial em

R se

flry,...,mn) =0,
para todos rq,...,7, € R. Neste caso, dizemos que R satisfaz a identidade polinomial
f- Os anéis que satisfazem identidades polinomiais, isto é, quando existe f acima para

R = A, sao chamados PlI-anéis.

A seguir, vamos definir o conceito de identidade funcional (FI) modificando apro-

priadamente o conceito de identidade polinomial (PT).

Definigao 2.2.2. Sejam X = {x1,y1,%2,¥s,...} um conjunto enumeravel e Z(X) a Z-

algebra associativa livre, livremente gerada por X. Seja

f:f<x1a'--7mm7yl7"'ayn) €Z<X>7

onde m > 1 en > 0, um polindbmio tal que ao menos um de seus mondémios de grau mais
alto tem coeficiente 1. Seja R um subconjunto nao vazio de um anel A e considere funcoes
F;: R™ — A, i =1,...,n. Dizemos que f é uma identidade funcional (FI) em R

com as fungoes Fi,..., F, se

fory, oo rm, Fy(r, o), oo By ooy m)) =0

para todos ry,...,r,, € R. Neste caso, dizemos ainda que as funcoes Fi,..., F, sao

solugoes desta identidade funcional.
Na sequéncia faremos alguns exemplos de FI’s.
Exemplo 2.2.3. Note que a identidade é equivalente a
[E(z,y)z + F(z,2)y + G(y, 2)x,u] =0, ¥V z,y, z,u € A.
Assim, pode-se dizer que o polindémio
f(@1, 2,3, T4, Y1, Yo, Y3) = (Y1271 + Yoz + Y323, T4
é¢ uma FI em A com fungoes Fy, Fy e F3 (solugbes) definidas por
Fi(x1, 29,3, 24) = G(22,x3), Fo(x1, 29,23, 24) = F(21,23) € F5(1, 29,23, 24) = E(x1,22).
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Exemplo 2.2.4. Sabemos que a identidade (2.11)) é equivalente a
[z, F(y)] — [F(z),y] =0, Va,y € A.
Logo, essa identidade pode ser expressa pela FI

f(@1, 22,91, 92) = [21, 1] = [y2, 72
com as fungoes F(z1,x2) = F(x2) e Fy(x1,x9) = F(x1) como solugoes.

Exemplo 2.2.5. Se F' é uma fun¢do comutativa em A entao [F(x),x] = 0, para todo

x € A, e isso é o mesmo que dizer que

f(@1,y1) = [y1, 21
¢ uma FI em A com a proépria funcao F' como solucao.
O proximo exemplo relacionara o conceito de PI com o de FI.

Exemplo 2.2.6. Qualquer PI pode ser vista como uma FI.
De fato, seja A um anel, RC A R#0e g=g(r1,...,2,) € Z(X) uma Pl em R.

Podemos escrever g da seguinte forma:

9= hri+... + fimTm,

onde f; = fi(x1,...,2y). Denotando por F; : R™ — A a func¢do polinomial associada a

fi, parai=1,...,m e considerando o polindbmio

f = f(-rlv"'axmaylw"vym) = Y17 ++ymxm7
temos que a PI g pode ser vista como a FI f com funcoes Fi, ..., F,, como solucoes.

Para esclarecer o exemplo acima, daremos um outro exemplo de uma PI que pode

ser expressa como uma, FI.

Exemplo 2.2.7. Um anel A satisfaz uma identidade polinomial multilinear de grau 3 se

Z NrZr(1)Tr(2)Tr(3) = 0

TESs
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para todos xq,x9, 13 € A e 0s n,’s sao inteiros fixados com pelo menos um n, igual a 1.

Podemos escrever a identidade acima como

E(i[fl, 1’2)1'3 + F(fﬂl, 1'3)1’2 + G(l’z, fﬂg).’l}'l = O,

onde
E(z1,72) = npri12s + naz)Taty,
F(x1,23) = ns)T103 + nas2)T3T1,
G(w2,23) = n(123)T2T3 + N(13)T3T2.

Note que este é um caso especial da FI
E(z,y)z+ F(z,2)y + G(y,z)x € Z
onde FE, F, G sao funcoes arbitrarias.

Agora, vamos descrever os tipos mais fundamentais de identidades funcionais que

podem ser completamente analisadas. Elas correspondem ao polinémio

Z Y% + Z TjY2;-
( J

Para tal, vamos antes introduzir algumas notacoes. Seja A um anel e m € N. Para
T1,..., T, € A, escrevemos

T = (T1,...,2,) € A™.
Definimos A° = {0}. Além disso, para todo 1 < i < m, escrevemos
fjn = (.131, ey L1, L1y - - - ,ZEm) € Am_l
eparatodos 1 <i<j<m

Ft it ) ) ) . m—2
T =T = (1, s Tim1, Tl oo Tje1, Tjg1s - -, Tn) € AT

Apos as notacoes definidas, sejam I,J C N subconjuntos finitos e m € N tal que
I,J C {1,...,m}. Sejam também E; F; : A" ' — A onde i € I e j € J fungodes
arbitrarias (uma fungao definida em A° = {0} sera considerada como um elemento fixo
em A). Estamos interessados em FI's envolvendo expressoes do tipo
Y E@ v e Y xF(T,).
iel jeJ
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Mais precisamente, as FI’s bésicas que vamos considerar sao

N E@ )z + Y xF(F,) =0, VT, € A" (2.19)
el JjeJ

e
ZE xl—i—ZxJ )eZ, VT, A" (2.20)
icl JjeJ

onde Z = Z(A). Note que os casos em que I = ) ou J = () ndo estao excluidos, nestes
casos, a soma sobre o () & 0. Por exemplo, quando J = (), se reduz a
> E(@h)xi =0,V T, € A™ (2.21)
iel

Nas FI's da secao anterior temos alguns exemplos dessas FI's basicas. A FI é
um exemplo de ea FI ¢ um exemplo de (com J = 0).

A respeito das FI’s e (2:20), podemos dizer que existem solugbes “6bvias”
que sao chamadas de solugoes standards e algumas vezes também podem existir outras
solucoes devido a particularidade do anel em questao.

Agora vamos nos concentrar (ainda de maneira informal) em encontrar solugoes
standards de e . Daremos apenas alguns exemplos de casos particulares de

solucgoes standards para essas FI's com o intuito que o leitor se familiarize com o tema.

Exemplo 2.2.8. Seja
El(ZL‘Q, ZE3)J]1 —|— EQ(Il, [E3)J]2 —|— ZEQFQ(ZL’l, ZE3) —|— J]gFg(ZL’l, 172) = O (222)

para todo Tz = (x1, 79, 13) € A3. Neste exemplo temos I = {1,2}, J = {2,3} e m = 3.
Vamos fazer uma anéalise de como seria uma solucao “natural da FI . A ideia é definir
as funcoes F e E5 do modo mais geral possivel e definir simultaneamente as funcoes Fs e
F3. Por exemplo, a funcdo zop1a(23), onde p1as : A — A é uma funcao arbitraria, podera
ser um somando de F1, desde que a fungao —pi2(x3)x; seja um somando de Fy, pois com
iss0, 0s termos xopio(23)x; € —xepia(23)x; aparecerdo na FI quando substituirmos
as funcoes Fy e Fy e se anulardo. Similarmente, x3pi3(zs), onde p13 : A — A é uma
funcao arbitraria, pode ser um somando de E7, desde que —p;3(x2)x; seja um somando de
F3. Com esse mesmo raciocinio, z3pa3 (1) pode ser um somando de Ey , onde pog : A — A

é arbitraria, desde que —po3(x1)zy seja um somando de F3. Além disso, como E, e Fy
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tém o mesmo indice, Fy pode conter um somando A\y(wy,73), onde Ny : A2 — Z &
uma funcao arbitraria, desde que —Ao(x1,z3) seja um somando de Fy. Observe que Ej
nao pode conter um termo central \;(zs,x3), onde \; : A2 — Z. pois A\ (w9, 3)T1 Nd0
poderia ser cancelado.

Assim, tem-se que uma solucao da FI sera da forma

&

(22, 23) = Top1a(x3) + w3p13(72),
Es(11,73) = x3pa3(1) + Aa(21, 73), (2.93)
(21, 23) = —pra(r3)T1 — Ao(71, 73),
Fy(w1,m2) = —p13(@2) 11 — pas(@1)xs,
onde pio, P13, paz : A — A e Xy : A2 — Z(A) sdo fungoes arbitrarias.
Note que a componente Ay aparece pois INJ = {2}. Note também que essas fungoes

sao solugoes da FI em questao independente do anel A considerado. Assim, (2.23) pode
ser chamada de solugdo standard de (2.22)).

Na equacao , podemos notar que além da possibilidade trivial, quando todas
as funcgoes sao nulas, nao ha outras escolhas naturais tais que é satisfeito. Portanto,
a solugao E; = 0, para todo i € I, é a solucdo standard de ([2.21)).

Considere agora a seguinte situagao envolvendo a FI : dado um anel A, supo-

nha que existe d € N tal que
(a) Sempre que max{|I],|J|} < d, (2.19) tem apenas a solugao standard.
A pergunta a ser feita é a seguinte: o que pode ser dito sobre a estrutura do anel
A?
Exemplo 2.2.9. Sed =2, |[I| =2 e J = entao (2.19) é da forma
El(m)y + E2(y)x = 07 v T,y € A.

Se (a) for satisfeito, entdo A ndo é anel comutativo. De fato, se A for anel comutativo,

definindo Fi(x) = x e Ey(y) = —y tem-se

Ey(z)y + Exy(y)r = 2y —yx =0
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e assim temos uma solugao nao-standard de (2.19)).

Considere agora a condicao

(b) Sempre que max{|I|,|J|} < d—1, (2.20) tem apenas a solugao standard.

Em [3], Bresar construiu um exemplo de um anel que cumpre a propriedade (a) mas
nao satisfaz a (b). Similarmente, (a) nem sempre segue de (b), ou seja, em geral (a) e
(b) sdo independentes uma da outra, mas em algumas classes importantes de anéis (a) é

equivalente a (b).

Exemplo 2.2.10. Seja A um anel simples e unitario que satisfaz a propriedade (a) para

d = 2. Mostraremos que a propriedade (b) as vezes também ¢é satisfeita. Considere a FI
E(y)x +yF(x) = ANz,y) € Z, Va,y € A (2.24)

Como visto no exemplo anterior, temos que A nao pode ser anel comutativo. Logo,
dimz A > 2 e existe um elemento ¢t € A tal que {1,¢} é linearmente independente sobre

Z. Substituindo y por ty em (2.24]) temos
E(ty)r + tyF(r) = a, onde a = \(x, ty). (2.25)
Agora, multiplicando (2.24) & esquerda por ¢ tem-se

tE(y)x + tyF(z) = tB, onde = Az, y) (2.26)

Subtraindo a equagao (2.26) de ([2.25):

E(ty)r — tE(y)r = o — Bt =
(E(ty) —tE(y))r = o — ft =
G(y)r = a — Bt (2.27)
onde G(y) = E(ty) — tE(y). Assim, tem-se
[Gy)w,t] = [a = Bt,t] =
apez

G(y)at —tG(y)r = at — ft* —ta+tpt "= 0=
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G(y)zt —tG(y)x = 0. (2.28)
Como A é simples e unitario, segue da Proposicao que A é um modulo simples
sobre o anel de multiplicacdo M(A). Portanto A ¢ um modulo simples e fiel sobre M(A).
Pela Proposicao [[.1.13} o anel de divisao Endaa)(A) é isomorfo a Z. Pela definicao do
isomorfismo, segue que {1, t} é um conjunto linearmente independente sobre End ay(A).
Pelo Teorema da Densidade de Jacobson existe £ € M(A) tal que () = 1 e (1) = 0.
Considere elementos ay, b, € A tais que

E(x) = apaby, Va € A,

i
Substituindo x por a; em ([2.28)) tem-se

G(y)art —tG(y)ax =0 =
G(y)agtby, — tG(y)arby =0 =
> GWarthy, — 3 tG(y)agh, = 0 =
G(y) > patb, —tG(y) > _paby = 0 =
G(y)E(t) —tGy)s(1) =0 = Gy = 0
De temos o — St = 0 e como {1,t} é LT entdao 8 = 0. Assim, ([2.24) reduz-se a

E(y)r+yF(x)=0

que tem apenas a solugao standard F(y) = yp e F(x) = —pz, onde p € A, pois A cumpre
a condicao (a).
Definigao 2.2.11. Dizemos que um anel A é d-livre se tanto (a) quanto (b) sdo satis-

feitos.

Exemplo 2.2.12. Seja A um anel unitério simples e suponha que existe um elemento
t € Atal que {1,¢,4*} ¢ um conjunto LI sobre Z. Entao A é um anel 3-livre. Mostraremos

apenas a verificacao de tal fato para a FI
E(z,y)z+ F(z,2)y+ Gy, z)x =0, (2.29)

isto é, mostraremos que a Tnica solucao é a standard £ = F = G = 0. Note que essa

FI ¢ um caso particular da FI (2.4)), entdao com o mesmo raciocinio feito para deduzir a
equacao (2.6) tem-se que

E(xt,yt)z — (E(xt,y) + E(z,yt))2t + E(x,y)zt*> = 0. (2.30)
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Como A é simples entdao A ¢ um mo6dulo simples sobre o anel de multiplicagao M(A),
mais ainda, o anel de divisdo Enda)(A) é isomorfo a Z. Em particular, como{1, ¢, t*}
é um conjunto LI sobre Endaa)(A), pelo Teorema da Densidade de Jacobson existe
£ € M(A) dada por &(z) = >, arxby, tal que £(1) = £(t) =0 e (¢?) = 1.

Substituindo z por a; em temos

E(xt,yt)a, — (E(xt,y) + E(z,yt))awt + E(x,y)apt® = 0.

Multiplicando a direita por b, e somando, obtemos

Z E(xt, yt)agby, — Z(E(mt, y) + E(z,yt))agtb, + Z E(z,y)apt’b, = 0=
K k k

E(xt,yt)s(1) — (E(xt,y) + Bz, yt))(t) + E(z,y)§(t*) = 0 =
E(z,y) =0.
Com um raciocinio analogo para F' e G tem-se que (2.29) admite apenas a solucao
E=F=G=0.

2.3 O Grau Forte

Dado um anel A com unidade, relembramos que M (A) denota o seu anel de multi-
plicagdo e Z o seu centro Z(A). Fixamos a notagao t” = 1 para todo ¢ € A e §;; denotara

o delta de Kronecker.

Definigao 2.3.1. Sejam n > 0 um inteiro, A um anel com unidade e ¢ € A nao nulo.
a) O grau forte de t ¢ dito ser maior do que n se para cada i = 0,1,...,n existe
& € M(A) tal que
&(t') =0y
para todo 7 = 0,1,...,n. Neste caso denotamos s-deg(t) > n.
b) Se s-deg(t) > n — 1 mas s-deg(t) # n, dizemos que o grau forte de t é n e
denotamos s-deg(t) = n. Se s-deg(t) > n para todo n > 0 denotamos s-deg(t) = oo.

¢) O grau forte de A ¢ definido como
s-deg(A) = sup{s-deg(t) : t € (A—{0})}.
A partir da definicao temos o seguinte fato:
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Lema 2.3.2. Se A, € subanel de A, ambos com a mesma unidade 1, entdo
s-deg(Ap) < s-deg(A).
Proposicao 2.3.3. Todo elemento nao nulo t € A tem grau forte s-deg(t) > 0.

Demonstragio. Temos que mostrar que existe & € M(A) tal que & (t°) = dpo = 1. Mas

a fungao identidade cumpre essa propriedade e é um elemento de M(A). O

Proposigao 2.3.4. Seja t um elemento de um anel A. Eziste § € M(A) tal que {(t) =1

se, e somente se, (t) = A.

Demonstra¢ao. Suponha que exista £ € M(A) dada por
&(x) = Z arxby
k
tal que £(f) = 1. Entao

Z apthy =1 € (t)

k
e portanto (¢) = A.

Para a reciproca, suponha (f) = A. Como A é unitério existem ay, by € A tais que

1= Z aktbk.
k
Defina £ € M(A) por
f(I) = Z a,kxbk.
k

Assim, £(t) = 1. O

Note que se s-deg(t) > 1 entdo £(t) = 1 para algum £ € M(A), pois por defini¢do
existe £ € M(A) tal que &(1) = 0 e &(t) = 1. Isso quer dizer que a existéncia de
€ e M(A) tal que £(t) = 1 é uma condicdo necessaria para termos que s-deg(t) > 1. Mas
a condigdo ndo é suficiente, por exemplo, para t = 1 temos s-deg(t) = 1 (a justificativa
desse fato é dada pela proxima proposicao, considerando que t € Z).

Proposigao 2.3.5. Se z € Z entdo s-deg(z) = 1.
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Demonstragao. Suponha que s-deg(z) > 1, onde z € Z. Entao por definicao existe
& € M(A) tal que &(1) =0 e & (2) = 1. Como & € M(A), existem ag, b, € A tais que
&(x) =), apaby. Assim,
(1) =0=> apby =0
k

e também

51(2) = Z axzby, = Zzakbk = ZZ apb, = 0.
k k k

Absurdo. L

Relembramos que um conjunto M ¢é chamado de (A, A)-bimédulo unitario se M for
um A-modulo a esquerda e também um A-modulo a direita e, além disso, para todos

x,y € Aem € M tem-se
(xm)y = z(my) e 1m=ml=m.
Definicao 2.3.6. O centro de um (A, A)-bimé6dulo unitario M ¢ o conjunto
ZIM)={ e M: \x=zx\ VxecA}
A partir desses conceitos e da definicao de grau forte, temos o seguinte lema:

Lema 2.3.7. Seja M um (A, A)-bimddulo unitdrio, sejam u;,v; € M comi=0,1,...,m

ej=0,1,...,n, e fizet € A.

i) Se s-deg(t) >m e Zuixti = 0 para todo x € A, entdo cada u; = 0.
i=0

ii) Se s-deg(t) >n e thmvj =0 para todo x € A, entdo cada v; = 0.
=0

iii) Se s-deg(t) > max{n,m} e Zuixti + th:m)j = 0 para todo x € A, entdo cada
i=0 =0

u; € ZZ(M)H e cada v; € ZZ(M)ti.
=0

=0

Demonstracao. i) Por hipotese, existem & € M(A), onde i = 0,1,...,m, tais que

gl(tj) == 5ij7 ]: 0,1,...,771,.
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Fixando 0 < 57 < m escreva

Ei(z) = Z axhy.
k=1

Também por hipotese temos Z u;apt’ = 0. Logo,
=0

f: wiapt'by = 0 = i zm: wiapt'by = 0 =
i=0

k=1 =0

m P m
i=0 k=1 i=0 T
ji
ii) Anélogo a i).
iii) Vamos mostrar que v; € Z Z(M)t".
i=0
Por hipotese, existem &; € M(A), onde 0 < i < max{m,n}, tais que

&) = by, j=0,1,...,max{m,n}.

q
Fixamos 0 < k£ < n e escrevemos & (x) = Zalxbl. Também por hipotese, temos que

=1
para todo = € A valem a premissa e as implicaces abaixo:

n m
Zt”bla:vj = — Zuiblxtz =
j=0 =0

n m
Z at’birv; = — Z au;bxt’ =
=0 i=0

p n P m

Z Z altjbl:cvj = — Z Z au;batt =

I=1 j=0 I=1 i=0

) zv; = —&(u) ot =

ka( ) 2 Z & (us)
]70 6k7 1=0

TV = Zzixti, onde z; = —&(u;). (2.31)

i=0

Afirmacao: z; € Z(M).

T
Com efeito, fixe 0 < 1 < m e escreva §(z) = Z a,xb),. Por hipotese tem-se
p=1

n m

J Py . ! 47
E t ra,v; = E ulampt .
§=0 i=0
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Multiplicando por b;n a direita e somando em p tem-se

Z t'x&(vy) = Z —uzé) (1Y),
j=0 1=0

Substituindo = por b,z tem-se

n m

Z topa&(v;) = Z —ubpa&y(t').

§=0 =0
Multiplicando a esqueda por a; e somando em k tem-se a validade da premissa e da

implicacao abaixo:

; gkg) 26 (v;) = ; —f;;(ui) x @;@ =
xz&(vy,) = Zzix&i =zx, VreA. (2.32)
i=0

Fazendo z = 1 em ([2.32)) obtemos &(v) = z;, e a substitui¢ao dessa tltima expressao em

(2.32) resulta que

rz =z, Ve A,

ou seja, z; € Z(M), o que prova a afirmagao.

Portanto, fazendo x = 1 em ({2.31) tem-se
Vg = Zziti € ZZ(M)ti, para todo k=0,1,...,n.
i=0 i=0

n
De maneira analoga demonstra-se que u; € Z Z(M)#, para todo i. a
=0

A seguir, vamos definir outro conceito que usaremos adiante para alguns resultados.

Definicao 2.3.8. Seja A um anel, Z seu centro e t € A.

a) Dizemos que t é algébrico sobre Z se existem zg, 21, ..., 2, € Z tais que
2t+zt+ ...+ 2" =0 e z,#0. (2.33)

Neste caso, dizemos que t é algébrico de grau no maximo n.
b) O grau algébrico de t sobre Z é definido como sendo 0 menor n que satisfaz
(2.33) e sera denotado por deg(t) = n. Vamos denotar deg(t) = oo no caso quando ¢ é

nao algébrico sobre Z.
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¢) Definimos o grau algébrico de A como
deg(A) = sup{deg(t) : t € A}.

Existe uma relacao entre o grau forte e o grau algébrico de um elemento ¢t € A. Essa

relacao serd descrita na proxima proposicao.
Proposigao 2.3.9. Seja A um anel com unidade e t € A um elemento nao nulo. Entao
s-deg(t) < deg(t).

Demonstragao. Se deg(t) = oo ndo hé o que provar.

Suponha que deg(t) = n < co. Por (2.33)) existem zg, 21, ..., 2, € Z tal que
Zo+zt+ ...+ 2" =0 e z,#0.

Assim, para todo z € A, temos

:L’(Z zit") =0 = Z ziwt' = 0.
i=0 i=0
Como z, # 0, pelo Lema [2.3.7- 1) tem-se s-deg(t) < n. O

Agora vamos dar um exemplo, mostrando que a inequacao da proposicao anterior

pode ser estrita.

Exemplo 2.3.10. Seja A = F(X) a F-algebra associativa livre com unidade, livremente
gerada por um conjunto X, onde F é um corpo. Seja t € X.
a) t nao é algébrico.

Suponha que seja. Entao existem zg, 21,. .., 2, € Z(A) tal que
2o+ 21t + ...+ z,t" =0 com z, # 0.

Mas Z(A) = F, ou seja, zg,21,...,2, € F. Assim, {1,¢,...,¢t"} é um conjunto LD em
A, o que é um absurdo, pois ele faz parte de uma base de A. Logo, t nao é algébrico e
deg(t) = 0.

b) s-deg(t) = 1.
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Na verdade, mostraremos algo maior: s-deg(t) = 1 para todo t € A. Se t € Z entao
o resultado segue da Proposigao [2.3.5] Sejat € A— Z e suponha que s-deg(t) > 1. Entao
por defini¢ao existem a;, b; € A tal que
Zaibi =0 e Z CLLth =1.

Podemos escrever t = X\ + tg, onde X € F e ty tem termo constante 0. Entao

1= Z a;th; = Z ai(A+to)bi = A Z a;b; + Z a;tob;.
i i z‘zo ;

Absurdo. Logo, s-deg(t) = 1 como queriamos e, em particular, s-deg(A) = 1.

Lema 2.3.11. Seja A um anel unitdrio simples. Entao s-deg(t) = deg(t), para todot € A

nao nulo.

Demonstracao. Ja mostramos que s-deg(t) < deg(t). Assim, resta mostrar que s-deg(t) >
deg(t).
Dado t € A nao nulo, suponha que deg(t) = n+1. Queremos mostrar que s-deg(t) >

n. Como deg(t) = n + 1 tem-se que para todos zo, 21, ..., 2, € Z nao todos nulos que
zo+ 21t + ...+ 2,t" F#O.

Logo, o conjunto {1,¢,...,t"} é LI sobre Z.

Como A é simples e unitario, entdao A é um M(A)-modulo & esquerda simples (ver a
Proposicao e também fiel. Além disso, o anel de divisao Endaa)(A) é isomorfo a
Z (ver a Proposigao[L.1.13)). Logo, como o conjunto {1,¢,...,¢"} é LI sobre Z, e portanto
sobre End4)(A), segue do Teorema da Densidade de Jacobson que para todo 0 <i <n
existe §; € M(A) tal que

fi(tj) = 6ij7
para todo j = 0,1,...,n. Portanto, s-deg(t) > n e consequentemente s-deg(t) > deg(t),
para todo t € A nao nulo.

O mesmo raciocinio pode ser usado no caso em que deg(t) = oo. O

O proximo teorema nos dard uma relagao entre o grau forte do anel M, (R) e o grau

forte do anel R.
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Teorema 2.3.12. Seja R um anel unitario. Entao
s-deg(Mn(R)) = n - (s-deg(R)).

Demonstracao. Seja A = M, (R). Podemos identificar R com o subanel de A formado
pelas matrizes escalares (que sdo da forma r - Id,, onde r € R) e também considerar
M(R) como um subanel de M(A).

Vamos considerar dois casos: s-deg(R) = oo e s-deg(R) = m, para m € N.

Para o primeiro caso, como podemos ver R como subanel de M,,(R) e s-deg(R) = oo
entao tem-se s-deg(M,(R)) = oo (ver Lema e o teorema esta provado.

Para o caso em que s-deg(R) = m, onde m € N, mostraremos que s-deg(A) > mn—1.

Como s-deg(R) = m entdo existe a € R tal que s-deg(a) = m. Seja
t= €1g + €23+ ...+ En—1,n + aey,.

Vamos mostrar que s-deg(t) > mn — 1. Note que t" = a(Id,) =: a e portanto
t"? = aP, para todo p € N.

Usaremos a multiplicacao bilateral definida na Secao 1.1. Dado 0 < ¢,7 < n —1
tem-se

M, (tj) = ekltjeiJrl,k; = 5ijekk, V1<k<n.

er1 " etk

Para cada 0 <7 <n —1 defina

3

U = ek1M€i+1,k'
k=1
Tem-se
n n
ui(tj) = €k1M€i+1,k (tj) = E :5ijekk = 515?
k=1 k=1

para todo 0 <i,5 <n—1.
Como s-deg(a) = m, existem V, € M(R) C M(A), com 0 < g <m — 1 tais que

Vy(aP) =04, VO<p,g<m-—1

Agora, dado 0 < k < mn — 1, podemos escrever k = qn +i,onde 0 <i<n—1e

0 < qg <m—1. Fixado k, como acima, defina
gk = unz
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Mostraremos que &, tem a propriedade desejada. Tomando 0 < | < mn — 1, escreva

Il=pn+j,onde0<j<n—1e0<p<m-—1 Assim, para todos 0 < k, Il < mn — 1

temos
G(t) = V) (") = Vy(Ui(a"t)) = Vq(i: e Me,. (@)
k=1
= Vq(i exalti ey ) = Vo (aP6;5) = dgpbi; = Onr.
k=1
Portanto, s-deg(t) > mn — 1. O

Corolario 2.3.13. Seja C' um anel comutativo unitdrio. Entao s-deg(M,(C)) = n.
Demonstracao. Pelo Teorema [2.3.12] tem-se
s-deg(M,(C')) = n(s-deg(C)) = n,

pois s-deg(C') = 1 pela Proposicao 2.3.5]
Por outro lado, dado a € M, (C), seja p,(z) = det(xzId, — a) seu polindmio caracte-

ristico. Podemos escrever p,(z) da seguinte maneira:
n
_.n n—j
po(x) = 2" + E a;a" .
j=1

Como C' é comutativo temos que «aq,...,a,,1 € Z(M,(C)) (apo6s a identificagao ade-
quada).

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos

1

0=paa) =a"+ma" " +.. .+ ap_1a+ ayld,.

Portanto,
deg(a) <n, Vae M,(C) = deg(M,(C)) <n.
Pela Proposicao temos s-deg(M,,(C)) < n e o resultado esta provado. O

Corolario 2.3.14. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Entao,

s-deg(Endg(V)) = dimgp(V).
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Demonstragao. Se dimp(V) = n < oo, entdao Endp(V) ~ M, (F) e pelo Corolario [2.3.13
tem-se

s-deg(Endp(V)) = s-deg(M,(F)) = n = dimg(V).

Suponha agora que dimp(V') = co. Por [B, Exemplo 4.23] temos o seguinte isomor-

fismo de anéis:

AEndFG/)Efﬂb(EndFU/».
Por esse fato e pelo Teorema [2.3.12]
s-deg(Endp(V)) = s-deg(Mz(Endr(V))) > 2(s-deg(Endr(V)))

e portanto s-deg(Endy(V)) = oo. O

2.4 Anéis Fortemente d-livres

Ao longo desta se¢do, A sera um anel unitério e M sera um (A, A)-bimodulo unitario
com centro Z(M). Vamos escrever apenas Z para Z(A). Sejam [ e J subconjuntos
finitos de N e m € N tal que TUJ C {1,...,m}. Considere ainda fun¢oes arbitrarias
Ei, Fj: A™' — M,ondei€lejeJ.

Relembramos que as FI's bésicas sao da forma

ZE xz+2x] )=0, VT, €A™ (2.34)
i€l jeJ
e também
Y Ei(@,)zi+ Y xF Z(M), ¥ T, € A™, (2.35)
i€l jeJ

Convencionamos que uma soma sobre o () é nula, entao as FI's

> E(7)ri =0,V T, € A, (2.36)
el
> wFi(,) =0, VT, € A" (2.37)
jeJ

sao casos particulares de (2.34) e

> Ei(@,)r; € Z(M), VT, € A, (2.38)

el
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> aFy(,) € Z(M), VT, € A (2.39)
jeJ

sdo casos particulares de ([2.35)).

Suponha que existam funcoes
pij:Am_2—>M, Zef,jGJ,z#j, (&
Me i A — Z(M), kelUlJ,

tais que

iel,
i#i
Fi(®,) ==Y pii(@)wi — N(T,), j€J, (2.40)
iel,
i)
M=0 se ke¢lnd

Entdo (2.40) ¢ uma solugdo de (2.34) e consequentemente de (2.35). De fato,

Z Ei(T! )i + Z x;Fy(T),) =

el jedJ
SO wpy@mi+ > N@)wi— > > wpy(@d )i — Y (@) =00,
i€l je ] iernJ = jeIny
J#i i#j

Definicao 2.4.1. Dizemos que cada solugao da forma (2.40)) ¢ uma solugao standard de
(2.34) e também de (2.35). No caso em que J = ) convencionamos que E; = 0 para todo
i € I é a solugao standard de (2.36) e (2.38)). No caso em que I = () convencionamos

que F; = 0 para todo j € J é a solucdo standard de (2.37) e (2.39).

Nos dois tltimos casos da defini¢ao (caso J = () e I = (), convencionamos “algo”.
Observe a coeréncia com o que estamos convencionando, pois em estariamos rea-
lizando somas sobre um conjunto de indices vazio, o que automaticamente significa para
n6s uma soma nula.

Convencionamos também que A° = {0}. Em vista disso, uma fungao que é definida
em A° é uma constante, e assim, pode ser identificada com um elemento fixo de M.

Vamos dar uma explicacao adicional ao caso em que | U J| < 2. Por exemplo,

quando I = J = {1} e m = 1, (2.34) equivale a
Elxl + .Z'1F1 = 0,
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para todo x; € A e para elementos fixos E1, F1 € M, pois essas funcdes sao definidas em
AY e a solucao standard dessa identidade é expressa como E; = —F; € Z(M). Vamos
fazer outro exemplo, suponha agora que I = {1}, J =0 e m = 1. Entao significa
que B, € M satisfaz E1x, = 0, para todo x; € A e a solucao standard é E; = 0.

Definicao 2.4.2. Seja d € N. Um anel A ¢é fortemente d - livre se para todo (A, A)-
bimédulo unitario M, para todo m € N e todos I,J C {1,...,m}, as duas seguintes

condicOes sao satisfeitas:

a) Se max{|I|,|J|} < d entdo (2.34) tem apenas a solugao standard (2.40));

b) Se max{|I|,|J|} < d— 1 entao (2.35) tem apenas a solu¢ao standard ([2.40)).

Se A é fortemente d-livre para todo d € N, entao dizemos que A é oo-livre.
Proposicao 2.4.3. Todo anel unitdrio A é fortemente 1-livre.

Demonstragao. Para provar isso, é necesséario verificar apenas a condicao (a) da defini¢ao

acima. De fato, se d = 1 entao em (b) teriamos max{|I|,|J|} <0, isto &, a FI (2.35) seria
0e Z(M),

nao havendo assim a possibilidade de provar a falsidade de (b).

Para o item (a) existem quatro casos a serem considerados:

i) E(Z%)x, =0,0onde a € {1,...,m} (caso em que I = {a} e J =0);

i) 2,F(z%,) =0, onde b € {1,...,m} (caso em que I =0 e J = {b});

i) E(Z%)x, + 2, F(Z%) =0, onde a € {1,...,m} (caso em que [ = J = {a});

iv) E(T%)z,+1,F(z2) = 0, onde a,b € {1,...,m} sdo distintos (caso em que I = {a}
e J = {b}).

Substituindo 1 em z, e x, nas FI's acima, segue que todas elas tém apenas as solucoes
standards. Faremos apenas o item iv): sem perda de generalidade vamos supor que a < b.

Fazendo x, = 1, temos

E(Ty,) = —mF (21, ..., Za—1, 1, Tay1, - oy Tym1, Tog1, - - - i)
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2.4. Anéis Fortemente d-livres

Assim,

—b
—IbF(SCh ey a1y L a1y e T, Tg s - ,iﬁm)% + SUbF(SCm) = 0.

Substituindo z, = 1 nesta ultima igualdade temos:

—b
F(l’ ) = F(l’l, ey Xg—1, 1,1'@-}-17. e s Tp—1, Loty - - -

m

Definindo entao

—ab
pab(fﬁm) = _F(':Elv ey Lg—1, 1,Ia+1,- vy Tp—1, Tpt1y -« -

temos que
E(75,) = zopan(Tor),
F(fbm) = _pab(f%))xaa

como desejado.
Lema 2.4.4. Seja A um anel fortemente d-livre. Entdo:
i) A é d-livre para todo d' < d.
i) Se |I| < d entao implica que cada E; = 0.
iii) Se |J| < d entao implica que cada F; = 0.
iv) Se |I| <d—1 entao implica que cada E; = 0.

v) Se |J| < d—1 entio implica que cada F; = 0.

) Im)xa‘

s L)

vi) Se max{|I|,|J|} < d e se E; faz parte do conjunto de uma solugio standard de uma

FI entao existern unicos p;;’s e \i’s tais que

Ei(®,) =Y wpi (@) + Mi(T,).
]6J7
i#i

O mesmo vale para F;. (Aqui cabe uma observagao: ndo estd sendo dito que para

cada i € I ej € J o E; e Fj sao unicos. O que estd sendo dito é que podemos

escrever cada E; e F; de maneira inica em termos das fungoes p’s e X’s.)
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vit) Se max{|I|,|J|} < d e todas E;’s e F;’s de (2.40) sao (m — 1)-aditivas entao todos
0s pij’s e Ni’s (que definem as E;’s e F}’s) sao (m — 2)-aditivas e (m — 1)-aditivas,

respectivamente.

Demonstracao. Os itens de i) a v) seguem diretamente da definigao.

vi) Suponha que max{|I|,|J|} < d e que existam fung¢oes
Pij @iy A" — M, i€l jelditj e
Moy flg - A™ TV — Z(M), ke€lUJ, MN=pu,=0se ke&lInl,
tal que

Ey(T,) =Y api(TD) + N(Th) = > 5055(T0) + pa(Th,),

jEJ, JE€J,

J#i J#i
para todos T, € A™ e todo i € I.
Assim,
>yl (@) — 4@ = (@) = \(@,,) € Z(M) (2.41)
JEJ,
J#i

para todo T,, € A™. Vamos considerar dois casos:

a) Sei € J,entdo |J\{i}| <d—1. Aplicando v) em (2.41)) tem-se para todo Z,, € A™
que
pii(Th) — (@) =0, ¥ j € J\ i}

Substituindo essa expressao em (2.41)) tem-se
1i(@) — Ni(@,) = 0.
Logo, pij = qij € 1 = Ai.

b) Sei ¢ J,entdaoi ¢ INJ. Logo, \; = u; = 0 e por (2.41)) tem-se, para todo T, € A™,
que

> aylpi(TD) — ()] = 0.

jeJ
Agora segue de iii) que
pij (T) — q;;(T) =0
para todo Z,, € A™, isto é, p;; = ¢,;.
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2.4. Anéis Fortemente d-livres

Portanto, p;; = qij ¢ \x = g, paratodosic I, je JekecIU.J

vit) Suponha que os E;’s e os F}’s sdo (m — 1)-aditivas e que ([2.40]) & valido.
Fixando i € I temos de ([2.40) que

Ei(T,) =Yz (TH) + M(T,),

J€J,
J#i
para todo 7, € A™.
Fixe agora [ € {1,2,...,m} \ {i{} para mostrarmos que p;; e \; sdo fun¢oes aditivas

referente a coordenada [. Para simplificar a notagao, dado a € A, vamos denotar (s6 nesta
demonstracio) por @’ a (n — 1)-upla 7!, quando substituimos z; por a. Vamos denotar
também por a” a (n — 2)-upla 79 quando substituimos z; por a.

Por hipotese E; é (m — 1)-aditiva, entdo para todo y;, z; € A temos a validade da

premissa e das implicacoes abaixo:
Ei((yi+2)") = Ei(y) + Ei(2) =

D wp(w+2)") + (u+ 2)pa(@) + Ny +2)') =
jeq;{l}7
jFi

> ) @) + XD+ D api() + zpa(@) + Ni(2]) =
je\{l}, Je\{t},
j#i i

S 2+ 20)") = pisl) = pisE) S Nl + Mz — Nl + 2)) € Z(M).
JeI\{1},
J#i

Logo, por v) temos
pii (e + 2)") = pii (W) + pig (1),
mostrando que os p;;’s sdo funges (m — 2)-aditivas.
Resta mostrar que os \;’s sdo (m — 1)-aditivas. Se ¢ ¢ I N J entdo A; é a funcao
nula, logo (m — 1)-aditiva. Se i € I N J entdo usando que os p;;’s sdo (m — 2)-aditivas,

temos pela igualdade (%) que
Ai(y 4 20)') = Xilyn) + A=)
Portanto, cada \; é (m — 1)-aditiva. O
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2.4. Anéis Fortemente d-livres

A seguir, vamos usar o resultado anterior para relacionar anéis fortemente d-livres

com identidades polinomiais.

Lema 2.4.5. Um anel fortemente d-livre nao satisfaz uma identidade polinomial de grau

<d.

Demonstracao. Seja A um anel fortemente d-livre e suponha que A satisfaz uma PI de
grau n < d. Usando o processo de linearizacao, caso necessario, A satisfaz uma PI
multilinear com grau < n. Entao existe f = f(x1,...,2,) € Z(X) multilinear com grau
m < d tal que A satisfaz f e nao satisfaz nenhuma PI com grau m — 1.

Podemos escrever
m

flzy, . ) = Zfz(f;n)xz

i=1
Note que f; tem grau m — 1 ou é o polinomio nulo. Como f é um polindémio nao nulo,

existe b tal que f, € um polindmio nao nulo e ndo é uma PI para A. Fixe tal b.

Denotando por E; : A™~! — A a funcdo polinomial induzida por f;, temos uma FI

para A:

> Ei(T,)x =0, VI, € A™.

i=1
Pelo Lema [2.4.4] (i), com M = A, temos que E; = 0 para todo i = 1,...,m. Absurdo,
pois Ej, # 0. O

Defini¢ao 2.4.6. Seja A um anel unitario. Dizemos que A tem FI-grau d (que denotamos
por Fl-deg(A) = d) se A é fortemente d-livre e nao é fortemente (d + 1)- livre. No caso
quando A é oco- livre, dizemos que A tem Fl-grau oo (FI-deg(A) = o0).

Exemplo 2.4.7. Se C' é um anel comutativo unitario, entdo Fl-deg(C) = 1.
De fato, mostramos anteriormente que todo anel unitario é fortemente 1-livre. Resta

mostrar que ele ndo é fortemente 2-livre. Tome |I| =2 e J = (). Entao (2.34]) reduz-se a
Ev(z)y + Ea(y)z =0,

e fazendo Fy(z) = x e Fy(y) = —y temos zy — yr = 0. Assim, F; e Ey formam uma

solu¢do nao-standard de (2.34) e portanto C' nao ¢ fortemente 2- livre.
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2.4. Anéis Fortemente d-livres

Exemplo 2.4.8. Seja A um anel unitario fortemente 2-livre. Se existem fun¢oes k-aditivas
ap : A¥ — Z para k = 1,2, tais que

2% + a1 (2)r + ag(z,z) =0,

para todo x € A, entdo Fl-deg(A) = 2.
De fato, temos que mostrar que A nao é fortemente 3-livre. Suponha por absurdo

que seja. Entdo linearizando a expressao 22 + a;(x)z + as(z, ) = 0 temos que
T2 + ToT1 + a1 (T1) T2 + a1 (T2)T1 + (21, 2) + az(r2,71) =0 =

(x1 4+ a1(z1))z2 + (22 + g (x2)) 1 = —a(1, T2) — o(x9, 1) € Z.

Como estamos supondo que A é 3-livre e como |[{1,2}| = 2 < 3, entdo pelo Lema
(iv) temos que

1+ ai(x)) =0 e xo+aq(zg) =0,
para todo x1,xs € A. Assim, temos
1- T = —041(371) € Z,

mas por A ser 3-livre, novamente aplicando o Lema [2.4.4] (iv) temos 1 = 0, absurdo.

Logo, A nao ¢ 3-livre e assim Fl-deg(A) = 2.
Lema 2.4.9. Seja A um anel unitdrio fortemente d-livre. Se existem tracos de funcoes
k-aditivas o, : A — Z, k=1,...,d, tal que
2 o (@)rT 4 g (2)a + ag(z) =0 (2.42)
para todo x € A, entdo Fl-deg(A) = d.

Demonstragao. Devemos mostrar que A nao é fortemente (d + 1)-livre.
Por hipétese, para cada k = 1,...,d, existe uma funcio k-aditiva &, : A* — Z tal
que og(z) = &z, ..., x).

Considere as funcdes k-aditivas T}, : A* — A, 1 < k < d, definidas por

Ti(Ty) = Z (%(1)%(2) C Ty T &1 (9577(1))%(2) o Tp(k) T
TES)

+k1(Tr(1), Ta(@)s - - - Tr(h—1))Tr(k) T Ee(Tr(1), Tr2), - - > Ta()))-
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2.5. Anéis Fortemente (t; d)-livres.

Primeiramente, a linearizagao de (2.42)) ¢ dada por

Td(fd) - O
Temos também a igualdade
ZTk 1 ij T; + Z fk Tr(1)s Tr(2)y - -+ 5 ﬂ(k)) (2.43)
TESK

valida para todo 1 < k < d.
Afirmacgao: T # 0, para todo k < d.

De fato, se T, = 0 para algum k < d, entao

ZTklxk ngmﬂ RN W(k))EZ,

TESK
ou seja, tem a forma de (2.38). Mas por hipotese, A é fortemente d-livre e [{1,...,k}| =
k < d—1. Logo, pelo Lema [2.4.4] (iv), temos que T;_; = 0. Usando o mesmo raciocinio,

apos alguns passos teremos 77 = 0. Assim,
x|+ 041(951) =0

para todo x;1 € A. Como no exemplo anterior, chegamos no absurdo 1 = 0. Portanto,
Ty # 0 para todo k < d, e em particular T;_; # 0. Contudo, como T, = 0, de ({2.43))

tem-se

Zlexd ngl’ﬂ- RN ﬂ-(d))EZ.

TESy

Assim, se A for fortemente (d + 1)-livre, o Lema [2.4.4] (iv) nos d4 que T;_; = 0, o que &
uma contradicao.

Logo, Fl-deg(A) = d. O

2.5 Anéis Fortemente (t;d)-livres.

Nesta secao vamos manter a notacao da secao anterior e vamos adicionar algumas
novas notacoes.
Ao longo desta secao, t serd um elemento fixo em A e denotaremos por C(t) o

conjunto
Ct)y={peM: ut=tu}.
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2.5. Anéis Fortemente (; d)-livres.

Mais ainda, a,b > 0 serao inteiros e

B, Fjy : A" — M, i€l,jeJ0<u<a0<v<b,

serao funcoes arbitrarias.

Counsideraremos a F1

ZZEU xt“+ZthJ (@) =0, VT, €A™ (2.44)

i€l u=0 jeJ v=0

Definimos uma solugdo standard de (2.44)) como

b
= Z Z £ Piugo (f%) + Z Aiuw (firL)tU’

jeJ, v=0 v=0
JFi "
Fu@) = = 33 @it — 3" Al )1 245)
i€l, u=0 u=0
isﬁj

Meww =0 se k& INJ,

para todo 7,, € A™ i€ l,j€ J0<u<a0<v<b, onde
Pivjo : A"2— M, ie€el,jeJi#j0<u<a0<v<bh,
Mewo : AL — Z(M), ke INJ0<u<a0<v<b

Note que de fato ¢ solucao de (2.44), pois

¢ b
PIPBLACAETES D MEZACAR

i€l u=0 jeJ v=0
a b
E E E E txjpumv xztu+ E E E /\nw xtu
i€l u=0 j€J, v=0 i€INJ u=0 v=0
JFi
E E E E 12 Piju (T xt“ g g E £ X jun “=0.
jeJ v= iel, u=0 jeind v=0 u=0
i#]

Definigao 2.5.1. Um anel A é dito fortemente (t;d)-livre, onde t € A e d € N, se
para todo (A, A)-bimo6dulo unitario M, todo m € N, todos I,J C {1,2,...,m} e todos

os inteiros a,b > 0, a seguinte condicao é satisfeita:

Se max{|I| + a,|J| + b} < d entao (2.44) implica em ([2.45)).

29



2.5. Anéis Fortemente (t; d)-livres.

Diferentemente da Definicao [2.4.2 essa definicao requer apenas uma condicao que

deve ser realizada, ou seja, essa definicao nao considera também a FI

a b
SN EBu(@)wit + Y 0> tnFy(7,) € Z(M), ¥ T € A™ (2.46)
i€l u=0 jed v=0
A justificativa deste fato sera dada pelo Corolério que veremos mais a diante nesta
Secao.
Quando um dos conjuntos I ou J for vazio temos dois casos particulares de :

ZZEU )ath =0, V T,, € A™, (2.47)

i€l u=0

ZZt 2 F(@) =0, V T, € A™. (2.48)

j€J v=0

Também indicamos mais duas relacoes gerais

> Z Ei(T )aith € O(t), ¥ T, € A™, (2.49)

i€l u=0

ZZ#’% W(@) € C(t), VT, € A™. (2.50)
j€J v=0
Vamos fazer um lema anélogo ao Lema [2.4.4]
Lema 2.5.2. Seja A um anel fortemente (t;d)-livre. Entao:

i) A é (t;d')-livre para todo d' < d.

i) Se |I|+a < d entao implica que cada Ey, = 0.

i) Se |J|+b<d entdo implica que cada Fj, = 0.

w) Se |I| +a<d—1 entio implica que cada E;, = 0.

v) Se |J|+b<d—1 entio implica que cada Fj, = 0.

vi) Se max{|I|+a,|J|+b} <d e se E;, faz parte de uma solu¢do standard de uma FI

entao existem Unicos Diyjy 'S € Ny S tais que

Z x]pzu]v + )\mv(_z )
VISP
i
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2.5. Anéis Fortemente (; d)-livres.

vit) Se max{|I| + a,|J| + b} < d e todas E;,’s e F;,’s de sao (m — 1)-aditivas
entdo todos 0s Piyjy’s € NS (que definem as Ey,’s e Fj,’s) sao (m — 2)-aditivas e

(m — 1)-aditivas, respectivamente.
Demonstragao. 1) Segue direto da definigao.

ii) Basta usar a hipotese com J = () em (2.45)), pois assumimos que um somatorio, cujo

indice percorre um conjunto vazio, é nulo.
iii) Basta usar a hipdtese com I = ().

iv) Suponha |I|+a < d—1e (2.49). Temos

ZZEW Cxitt € Ct) =

i€l u=0
> Ew xt“t—tZZEw (@ )it =0 =
i€l u= i€l u=0
- Z thO xz"‘Z Z tEw _l + Ez u— 1 xztu+z Ez a ta+1 = 0 =
el el u=1 iel
a+1
el u=0
onde
Gio(T;,) = —tEi(T,,),
Giu(Tl) = 1B (@) + B (7)), u=1,...,q,
Crant(T) = Bua(T),

para todo i € I.

)

Por hipétese, |I| +a < d— 1. Logo, |I| + (a+ 1) < d e por (ii) temos que G, =0
para todo u =0,1,...,a+ 1.

As trés igualdades que definem as fungoes G;,’s acima nos fornecem uma “relagao de
recorréncia”. Assim, de G .41 = 0 segue que E;, = 0. De G, = 0 e de E;, = 0 temos

pela relacao que £;,_1 = 0. Continuando, temos E;, = 0 para todo v =0,1,...,a.
v) Analogo a (iv).
vi) Anélogo a (vi) do Lema[2.4.4]
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vii) Anélogo a (vii) do Lema
U

Lema 2.5.3. Seja A um anel fortemente (t;d)-livre, ondet € A, e M um (A, A)-bimddulo

unitario. Se
d—1
u=0
para alguns v, € Z(M), entao todo ~, = 0.

Demonstracao. Por hipotese, para alguns v, € Z(M) tem-se

d—1 d—1

Z’Vutu =0= Z%ﬂiltu =0, VYV € A

Isso pode ser considerado como um caso especial de (2.47)), e entao pelo Lema m (ii)

tem-se que cada v, = 0 [

Na demonstracao do proximo lema vamos usar pela primeira vez um método que

vamos mostrar no seguinte exemplo.

Exemplo 2.5.4. Considere a funcao

a b
H(Tm) =YY Eu(@)zt" + > Yt F(T,). (2.51)

iel u=0 j€J v=0

Suponha que 1 € J. Construa a funcao

Expandindo (2.52)) e reorganizando tem-se

a b+1
H(twy, @, 2) = tH(@) = > > Gou(@)wit" + Y Y 2, H(T,)
i€l u=0 jiJ, v=0
j#1

para funcoes G;,’s e Hj,’s apropriadas.

Com esse método, a cardinalidade de J foi reduzida em uma unidade, ou seja, J
pode ser substituido por J = J \ {1}. De uma maneira informal, vamos nos referir a

qualquer processo similar ao feito no exemplo anterior como operacao t-substituicao.
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Lema 2.5.5. Suponha que existam funcoes pu, : A™ — Z(M), 0 < w < ¢, tais que

ZZEW Itu+zzt:p] j’U Z,U/w xm )

i€l u=0 jeJ v=0
para todo T, € A™. Se A é um anel fortemente (t;d)-livre e max{a+ |I|,c+|J|} <d—1

entao cada fi,, = 0.

Demonstra¢ao. Vamos provar por indugdo em |J|.

Se |J| = 0, entao pelo Lema [2.5.2] (iv) temos que o elemento em C/(¢) abaixo ¢ nulo:

Z fow (T )1 =0
w=0

Como ¢+ |J| <d—1e |J] =0 entdao ¢ <d— 1. Logo, pelo Lema [2.5.3] temos que cada
fw = 0.

Suponha por hipotese de inducdo que o teorema é valido para |J| = n > 0, e vamos
mostrar que o resultado vale para |J| = n 4+ 1. Sem perda de generalidade, suponha que

1 € J. Usando a operagdo t-substituicdo em H definida como em (2.51) e construindo

(2.52) tem-se

H(txy,xo, ..., 2y) — tH(Z,,) Zuw Loy, To,y .oy Tyt — tz,uw(fm)t“’ =
a b+1
i€l u=0 jgg, v=0
Ve

po(try, ..., Tm) + Z(uw(txl, ) = f1 (T )Y = pe (T )t

para algumas funcoes G;,,’s e Hj,’s

Temos que (¢c+ 1) + |J\ {1} = ¢+ |J| < d — 1. Assim, por hipotese de inducido

tem-se
po(txy, ..., xy) =0,
P (ET1, ooy ) — a1 (Tm) = 0,
—e(Tm) = 0,
para todo 7, € A™. Entao, podemos concluir que cada p,, = 0, onde 0 < w < c. O

Corolario 2.5.6. Seja A um anel fortemente (t; d)-livre. Se max{|I|+a,|J|+b} <d—1
entdo implica ([2.45).
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Demonstragao. Tomando ¢ = 0 no Lema temos que (2.46), com max{|I|+a,|J|} <
d — 1, é na verdade a equagao ([2.44). Por definicao de anel fortemente (¢; d)-livre temos
que (2.44) e max{|I| + a,|J| +b} < d—1 < d implicam em (2.45). O

Corolario 2.5.7. Se um anel A é fortemente (t;d)-livre para algum t € A, entio A €

fortemente d-livre.

Demonstra¢ao. Tomando a = b = 0 na Definigao [2.5.1] temos que a condigdo (a) da
defini¢ao de anel fortemente d-livre é satisfeita. Aplicando o Coroléario paraa=b=0
entdo temos a condicao (b).

Portanto, A é fortemente d-livre. n

2.6 A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

A formula descrita no titulo serd demonstrada no decorrer da secao. Observe que
essa formula ¢ uma ferramenta para encontrarmos anéis fortemente d-livres a partir do
grau forte do anel.

Nesta secao, vamos manter a notacao da secao anterior e fazer algumas abreviacoes
para simplificacdo. Mais precisamente, para as funcoes F : A"t —s M e G : A2 —
M escrevemos

F' para F(T') e
G para G(TY).
Entao, por exemplo, serd escrita como

a b

i€l u=0 jeJ v=0

Mais ainda, para H : A™ — M escrevemos
H(zt) para H(zy, ..., %51, Tkl Tpity ooy Tn)
e para F': Am~! — M escrevemos

Z’ .
F'(zxt) para F(xq,...,%i1,%it1,- -, Thotl, Tty Thi1s - T)  S€ 1 <k

[§] F(ml,...,xk,l,xkt,xkﬂ,...,xi,l,xiﬂ,...,xm) se 1> k.
A seguir, faremos um lema que sera utilizado adiante nesta se¢ao.
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Lema 2.6.1. Se s-deg(t) > |I|+a, entdo implica que cada E;,, = 0. Analogamente,
se s-deg(t) > |J| + b, entao implica que cada F;j = 0.

Demonstracao. Vamos provar apenas a primeira afirmacao, pois a segunda ¢ anéloga.
Usaremos o Principio de Inducdo em |/].
Se |I| = 1, podemos supor sem perda de generalidade que I = {1}. Entao (2.47))
fica

Y Elmt' =0, VT, €A™
u=0

Por hipotese s-deg(t) > a+ 1, entdo fixando o, ..., x,, e aplicando o Lema [2.3.7] (i)
temos que cada F;, = 0.

Suponha por hipétese de inducao que o resultado é valido para |I| =n > 1. Quere-
mos mostrar que ele é valido para |I| = n+ 1. Suponha entdo que |I| = n+ 1 e sem perda
de generalidade suponha que 1,2 € [.

Fazendo a operacao de t-substituicao na funcao

H(Tpm) =Y Z El zt* =0

i€l u=0

tem-se
0 = H(ait) — HEp)t =

u=0

i€l iel, u=1
i#1 i#1
a a
— Y Elat"t— Y Elxt™ => "N E, it
u=0 iel, i€l, u=1
i#1 i#1
a
= Y Ej(wit)r;+ Y > (Bl (eit) = Bl at" =Y Elxt™
iel, iel, u=1 iel,
i#1 i#1 i#1

Por hipotese s-deg(t) > |I|+a= (n+1)+a = |\ {1}|+ (a+ 1), entdo por hipotese

de inducao temos
Eou=0 ¢ Ej(nt)—E, ,=0,Vi#l e u=1,...,a

Entao E;, =0 paratodoi#1eu=0,1,...,a.
Repetindo o mesmo processo para a variavel zo temos que F;, = 0 para todo

u=0,1,...,a também, completando a demonstracao. O
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2.6. A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

Teorema 2.6.2. Seja A um anel unitdrio e seja t € A ndo nulo. Se s-deg(t) > d, entdo

A é fortemente (t;d)-livre. Em particular, A € fortemente d-livre.

Demonstragao. Devemos mostrar que A é fortemente (¢; d)-livre, ou seja, que se
max{|/| + a, |J| + b} < d entdo tem apenas a solugao ([2.45)).

Pois bem, temos por hipotese que é valido e s-deg(t) > d > max{|I| +a, |J|+
b}. Antes de prosseguir, relembramos que as E!’s de sao da forma

b
- Z ZtvijZiJU + Z )\zuv com )\iuv =0 se 1 §é J

j€J, v=0
JF

e as Fjjv’s de sao da forma
ZZPWJU ZA]uv u’ com )\juv =0 se J ¢ 1.

i€l, u=0
i#]

Afirmacao: Se as F;,’s sao como em entao as Fj,’s também sao da forma como

om T
Com efeito, substituindo as Ef,’s em (2.44) temos

a b
Z Z Z Z t”xjpifwx it + Z Z Z Mot Z Z t“x]F] =0=

i€l u=0 jeJ, v=0 i€l u=0 v=0 j€J v=0
J#
b
v U U —
2 :§ :txj +§ :E :pnuva:t +§ :)\juv
jeJ v=0 i€l, u=0
i#)

Mas por hipétese temos s-deg(t) > |J| + b, entdo pelo Lema temos que

U
- E § pzugv : E )\juv .
i€l, u=0
i#]
Portanto, a afirmagao estd provada.
Analogamente, podemos fazer uma afirmagao para mostrar que se as F;;’s sao como

em (2.45) entdo todas as Ej,’s também sdo como em ([2.45]).

Muito bem, vamos provar o teorema. A demonstragao sera por indugao em ||+ |.J|.
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2.6. A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

Observagao: Se |I| = 0 ou |J| = 0 entdo o resultado segue imediatamente do Lema

261

Para o caso em que |I| + |J| = 1, temos necessariamente |I| = 0 ou |J| = 0. Entdo

o resultado segue da observacao anterior.

Vamos provar o resultado para |/| + |J| = 2. Em vista da observagdo anterior,
o tnico caso a considerar é quando |I| = 1 = |J|. Existem dois subcasos para serem
considerados:

i)

i)

Se I = {1} = J, temos que (2.44) é

a b
Z Ellul'ltu + ZtvxlFllv = 07 me S A™,
u=0

v=0

Fixando xg, 23, ..., Ty, pelo Lema (iii) segue que

b
Elu(x% s wl'm) = Z )\luv(m% <o axm)tv
v=0

para alguns Ajy,(22,...,2y) € Z(M), 0 <u<a,0<v<b Mascomo I = {1} =
J, as Fy,’s sao da forma como em (2.45)), e pela afirmagdo acima as Fj,’s também
sao como em (2.45)). Logo, o resultado esta provado para este subcaso.

Se I = {2} e J = {1} entdo (2.44) é
a b
> Bt + ) t'n FY, =0. (2.53)
u=0 v=0

Fixamos 0 < v < b qualquer. Como s-deg(t) > max{|I| + a, |J| + b}, pela defini¢ao

de grau forte existem ¢;,d; € A, [ =1,...,n tais que

Zn: Cltwdl =
=1

1, se w=w

0, se w#vw .

Portanto,

b n n b
Fllv = chltwlellw = chztwlellw. (254)
=0

w=0 [=1 =1
Temos ainda que (2.53) implica

b

>t F, = =) Ejant". (2.55)
u=0

v=0
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2.6. A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

Substituindo (2.55) em (2.54) temos

Fl = —ZQZEQU(dZ,mg,..., ot Zpu X3y .oy Ty )Tt

=1 u=0

n
onde p,(z3,...,2T,) = ZC[EQu(dl,iUg, .., Tp). Isso implica que todos os Fy,’s sdo

=1
dados como em (2.45]) e pela afirmagao todos os Es,’s também sdo como em (2.45]).

Assim, o segundo subcaso também esta provado.

Suponha por hipétese de indu¢do que o resultado é valido para |I| + |J| = n > 2.
Vamos mostrar que o resultado também ¢ valido para |/| + |J| =n + 1.
Sem perda de generalidade suponha que |J| > 2 e que 1,2 € J.
Seja
a b
Y B+ XY
i€l u=0 Jj€J v=0
Vamos aplicar a operagao de t-substituicao (2.52). Por hipotese temos que H = 0.
Assim,
H(tzy) — tH(fm) =0=
ZZGLLM“ + Zx] Yo(txr) + ZZt”a:j F] (tey) — Fj vo1) — th+1 Fb =0
i€l u=0 J€J, jeJ, v=1 JEJ,
371 A1 A1
para fungoes G;,’s apropriadas. Note que |J \ {1}|+ b+ 1 = |J| + b, entdo por hipotese

de inducgao temos

F]Jb - Z Z qzug(b—H Z M]u(b-‘,—l)tu -] 7é L e

iel, u=0
i#j
‘Fyv(txl) j’U 1= quzujv ) - Zyﬁuvt", j % ]-7 V= ]-7 s 7b
iel, u=0 u=0
i#]

e fjuw = 0, se j ¢ I. A partir destas identidades, comecando por Fj, e prosseguindo

recursivamente, temos que

F?jjv = Z szwv‘xltu Z /\]u'u u’ ] 7& 17

i€l, u=0
i?fj

para apropriados piyj, € Ajuw com Njy, =0se j & 1.
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2.6. A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

Analogamente, considerando agora H(tzy) — tH(T,,) temos

a a
Fllv = - Z sziltlvxltu - Z )\%uvtuv
u=0

iel, u=0
i#]

e A = 0se 1 ¢ I. Entao todos Fj,’s tém a forma de (2.45)). Pela afirmacdo, cada Ej,
também ¢ da forma ([2.45)).

Portanto, o teorema esta provado. ]

Demonstraremos no proximo corolario a féormula descrita no titulo da secao. Na

sequéncia, faremos mais alguns resultados que obtemos a partir do teorema anterior.
Corolario 2.6.3. Seja A um anel unitdario. Entao
s-deg(A) < Fl-deg(A).
Demonstracao. Se s-deg(A) =n < oo, entao de
n = sup{s-deg(t) : t € A—{0}},

segue que n =s-deg(t) para algum ¢. Logo, pelo Teorema [2.6.2) A ¢é fortemente n-livre.
Por defini¢ao, Fl-deg(A) > n.
Se s-deg(A) = oo, entdo com uma pequena variagdo no raciocinio anterior, segue do

Teorema [2.6.2 que FI-deg(A) = oo. O
Corolario 2.6.4. Seja R um anel unitdrio e n € N. Entao FI-deg(M,(R)) > n.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.6.3| e Teorema [2.3.12] temos
Fl-deg(M,(R)) > s-deg(M,(R)) > n(s-deg(R)) > n
como queriamos. ]

Coroléario 2.6.5. Seja C' um anel comutativo unitdrio e n € N. Entio FI-deg(M, (C)) =

n.

Demonstragao. Pelo Corolario temos Fl-deg(M,(C)) > n. Logo, pelo Lema i),

M, (C) é fortemente n-livre.
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2.6. A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

Pela Proposi¢ao existem tracos de funcoes k-aditivas ay : M,(C) — C,

k=1,...,n tais que
2"+ a(2)2" - (@)1 4 o (2)]d, =0, ¥V x € M,(C).
Logo, pelo Lema concluimos que Fl-deg(M,,(C)) = n. O
Corolario 2.6.6. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F. Entao
Fl-deg(Endp(V')) = dimp(V).
Em particular, FI-deg(Endr(V')) = oo se, e somente se, V' tem dimensao infinita.

Demonstragao. Se dimp(V) = n < oo, entdo Endp(V) ~ M, (F). Logo, pelo Corolario

2.6.5,
Fl-deg(Endp(V)) = Fl-deg(M,(F)) = n = dimg(V).

Se dimp(V) = oo, temos pelo Corolario 2.3.14| que s-deg(Endr(V)) = oo e pelo
Corolario
Fl-deg(Endp(V)) > s-deg(Endp(V)) = oc.

Finalizamos assim a demonstracao. O

Corolario 2.6.7. Seja A um anel simples e unitdrio. Entao dimz(A) = d? se, e somente
se, deg(A) = d. Mais ainda, neste caso existem tragos de funcgoes k-aditivas ay, : A — Z,

k=1,...,d, tais que
24+ ()2 L ag(2)T 4+ ag(r) =0,
para todo x € A.
Demonstragao. Ver Corolario C.3 de [4]. O
Corolario 2.6.8. Seja A um anel simples e unitdrio. Entao

Fl-deg(A) = y/dimz(A).

Em particular, Fl-deg(A) = oo se, e somente se, A nao é um Pl-anel.
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2.6. A desigualdade s-deg(A) < Fl-deg(A)

Demonstragao. Seja d = deg(A). Pelo Lema [2.3.11] temos
s-deg(A) = deg(A) = d.

Caso 1. d # oo.
Pelo Corolario temos

v dlmZ(A> =d.

Pelo Corolario temos Fl-deg(A) > d, o que implica que A é fortemente d-livre.
Assim, pelo Lema e o Corolario temos que

Fl-deg(A) = d.

Caso 2. d = o0.

Neste caso, dimz(A) = co. De fato, se dimz(A) = n € N, entdo todo elemento
de A teria grau algébrico < n (as poténcias de um elemento fixado em A formariam um
conjunto L.D. sobre Z).

Pelo Corolario temos

Fl-deg(A) = oc.

Assim, por um abuso de notagdo /oo = oo temos a primeira parte do corolario
provada.

A segunda parte do corolério é equivalente a sentenga: Fl-deg(A) < oo se, e somente
se, A é um Pl-anel. Provaremos ela:

Caso (=): Neste caso, pela primeira parte do coroléario, temos dimz(A) < oo. Logo,
algum polinémio standard é uma identidade polinomial para A, isto é, A é um Pl-anel.

Caso («<): Por [5, Lema 7.53|, temos que um Pl-anel simples e unitério é uma

algebra de dimensao finita sobre o seu centro, assim dimz(A) < oo. Logo,

Fl-deg(A) = y/dimz(A) < oco.
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Capitulo 3

FI para a algebra das matrizes

triangulares

Neste capitulo estudaremos o artigo [I], de Beidar, Bresar e Chebotar. Seja 7T, =
T-(F),r > 2, a algebra das matrizes triangulares superiores r X r sobre um corpo F. O

principal resultado deste capitulo consiste em estudar fungdes multilineares f : (7)

T, tais que

para todo A € 7,. Além disso, como aplicacao, vamos descrever os automorfismos lineares
0 : 7T, — 7T, tais que
[6(A%),6(A)] =0,

para todo A € 7T,, sob certas condi¢Oes a serem acrescentadas. A principal referéncia

deste capitulo é [I].

3.1 Identidades Funcionais em 7,(F)

Ao longo desta segao, F denotard um corpo e T, = T.(F),r > 2, a algebra das
matrizes triangulares superiores r X r com entradas em F. Além disso, Flxy, ..., x,,] sera
a [F-algebra associativa comutativa livre, livremente gerada pelas variaveis xy, ..., Zy,.

Antes de enunciar o principal resultado deste capitulo, faremos um resultado auxi-

liar.
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Proposicao 3.1.1. Sejam m,n e k inteiros positivos com n < m e sejam fi,..., fn €
Flxy,...,zm] polinémios tais que cada mondémio envolvido em cada f; tem grau k. Su-
ponha que x; — x; divide f; — f;, para todo i,j = 1,...,n. Entao existem polindémios

P0s D1y - Pk € Flan, ..., 2y tais que
k .
fizzpjx'};_]a i:1727"'7n7
7=0

e todo mondomio de p; tem grau j.

Demonstracao. Vamos provar o resultado por inducao em k.
Para k = 0 temos que todo monémio das f;’s tem grau 0. Logo f; = ¢; € F, para

todo ¢ = 1,...,n. Por hipotese,
(xi—z;) | (fi—f;) = ¢ —cj=u(x;—x;), paraalgum u € Flzy,...,x,].

Se u # 0 entdo ¢; — ¢; terd grau maior ou igual a 1. Absurdo, pois (¢; —¢;) € F. Portanto,
u=0ec¢ =cj, para todos i,7 = 1,...,n.

Suponha por hipdtese de inducao que o resultado é valido para todo natural menor

do que k.
Afirmacgao: Fuziste g € Fxq,...,x,] tal que todo mondmio de g tem grau k e
Ji— 9= hiz;,
para todo i =1,...,n e h; € Flay, ... x,)]

De fato, podemos escrever

fi=hior1 + 01,

onde g; € Flxy,...,2,] e 1 nao divide nenhum monoémio de ¢g;. Temos que f; — g1 =
hio.
Fazemos )
fi—g=1fi
fo—g1= [
L fo—g =1,
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

onde f] tem a forma que desejamos na afirmacao.
Agora, escrevemos

/
f2 = h27033'2 + zr + S,

onde hog, 7,8 € Flzy,... 2] € 22 ndo divide nenhum monémio em r, e ainda, 1 e x5

nao dividem nenhum monoémio em s. Fazendo g, = x1r temos

fi—91—92=hipry — 217 = hy 177 e
fo— 91 — g2 = hapxa + s.
Vamos mostrar que s = 0. Temos a validade da premissa e da implicacao para algum

u € Flay, ... zn):

fi— fo=hiaz1 — hopry — s =u(xy —x2), u€Fxy,..., 20 =
S = (hl,l — U)l‘l + (u — hgp)l’g.
Logo, como x; e x5 nao dividem nenhum monémio em s entao s = 0. Agora, fazemos

1

.
fl_gl_g2: 1
fo—g1— g2 = é’

fn—91—92:f7’{

onde f{ e f5 tém a forma como desejamos na afirmacao.

\

Apos alguns passos, suponha que tenhamos escrito

(

f1—91—---—9t:f1(t)
fomgi— =g =
fimg— =g =f"
g =0
onde fl(t), f2(t)7 ey ft(t) estao da forma como na afirmacao, isto é,

fz(t) = hi,t—ixia 1= ]-7 s 7t -1 e ft(t) = ht70xt'

Escrevemos
f=nh 2T T+
t+1 = M41,0T¢41 T T1T2 Ip + g,

onde hy1,p,q € Flzq, ... 2] e
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

a) x;1 nao divide nenhum mondmio de p;

b) x4y € x12o - - - 2 ndo dividem nenhum monémio de g.
Denotando ¢;41 = z1 - - - x4p temos
+

fi — g1 — ... — Gt — Gt+1 = hi,t—ixi — X1 TP = hi,t—i—‘rlxia 1= 1, N ,t,

firi—91— - =G — Gy = ht+1,0$t+1 +q.

Vamos mostrar que ¢ = 0. Primeiramente, mostramos que x; | ¢. De fato, temos a

validade da premissa e da implicagao abaixo para algum wu:
fi— fir1 = hagrr — hig1 0T — q = U(Il - xt+1)7 uc F['rlu ce sy T =

q=(his —u)xr + (u— hyg1,0)Tes1.

Por a) temos que z;;1 nao divide nenhum monémio de ¢. Entao todo monomio de

q aparece em (hy; — u)x; e consequentemente x; | ¢. Fazendo o mesmo raciocinio para

i=2,...,t, temos que z; | q, para todo i = 1,...,t. Assim, x1---x; | ¢ e por b) temos
q=0.
Escrevendo )
hi—gi— =g =g =Y
fo—g1— =9 — g1 = 2(t+1)
1
fe—g1— o =9t — G141 = t(t+)
t+1
Jiri—91— - =Gt — G :ft(++1)
\ Jo—91— i =9 — Q41 = SH)
teremos que fl(tﬂ), fz(tﬂ), ey ft(ﬁl) serao da forma desejada na afirmacao.

Repetindo esse processo até n e fazendo g = g1 + ... + g, temos que

fz_g:thm Z.:lw"?n

provando a afirmacao.
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Note que cada mondmio de cada h; tem grau (k — 1) e ainda
fi — fj = hll’l — hjl’j = hl<l’z - ZEj) + (hz - hj)l’j = U(l’z - l’j), u € F[l’l, PN ,ZL’m] =

u'(x; — ;) = (hy — hj)xz;, onde o' =wu—h;.

Portanto (x; — x;) | (h; — h;) para todo 4,j = 1,...,n. Por hip6tese de indu¢do temos

k—1
_ k—1—j P
hi—g DjT; , Vi=1,...,n
=0

e portanto
k—1
e
Ji—g= ij% ..
j=0
Fazendo g = pi temos
k
e
fi= ij% 7,
j=0
para todoi=1,2,...,n. O
Agora, faremos o principal resultado desta dissertagao.

Teorema 3.1.2. Sejam r e n inteiros positivos com r > 2, T, a dlgebra das matrizes
triangulares superiores r X rsobre um corpo F e f: (T.)" — T, uma func¢ao multilinear
tal que

[f(AA,...,A), Al =0, paratodo Ac€T,. (3.1)

Sejan <r e|F| >n+1. Entdo existe \g € F e existem funcoes multilineares \; = (T,)" —>
F, parai=1,...,n, tais que

FIAA, . A) =) ON(AA, . A)A™ para todo A €T, (3.2)

i=0
Demonstragao. Seja K = Flx;; : 1 < i < j < r|]e G o corpo quociente de K. Seja
ainda A = (aij);jzl € 7T,.. Note que a;; € Fea;; =0sei > j. E conveniente escrever
A = (a;j)1<i<j<r, ficando subentendido que todas as outras entradas de A sao 0. Dado
g € K, escrevemos g(A) para g(ai1, ais, ..., aup)-

Como f: (T,)" — 7T, ¢ multilinear temos que

f(A,A,7A) = Z Z Ay ¢ ---ainjnf(eiljl,...,ein]—n).

1<ii<ji<n 1<in<jn<n

77
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Assim, existem polinémios f;; € K tais que

f(A7 AJ s 7A) = (fl]<A)>1§Z§j§7“7 para todo A € 7:'7

onde cada
f'~ pr— DY x . .. 0:6‘- . @z']
ij = i injn Q1 yeeegingn®
1<ii<ji<n 1<in<jn<n
ij ij ¢ i . o
para alguns a;l,; ;. € F. Note que op); ;. & a entrada (i,7) de f(€ij,---,€in,)-

Assim, cada monémio de f;; tem grau n, 1 <i < j <r. Como |F| > n+ 1, os polinomios

fij sao unicamente determinados. De fato, suponha que exista g;; € K tal que
gi;(A) = fi;(A), VA €T,.

Entao g;;— fi; ¢ identidade polinomial para IF. Assim, pelo Lemal[l.2.8] temos que g;;— f;; =
0 e entao f;; = gij.

Afirmacao 1: z;; — xy; divide fj; — fiu, para todo 1 <i < j <.

A justificativa desta afirmacao é bastante extensa e devido a isso, para facilitar o
entendimento da prova do teorema, neste momento vamos assumir tal afirmacao, que seré
provada apoés a conclusao da demonstracao do teorema.

Assumindo portanto a Afirmacao 1, pela Proposicao [3.1.1]segue que existem polino-

mios po, pP1, - --,Pn € K tais que
fii = poxls + ple’l + ...+ pu_1Tii + pn, paratodo 1=1,...,7,

e todo monomio de p; tem grau j, para j =0,1,...,n.

Defina a funcao g : 7, — 7, por
g(A) = f(A A, A) =) pi(A)A™.
=0
Entao, para todo A € 7, temos

[g(A), Al =[f(A A, ..., A), Al + =0, (3.3)

pois por hipotese [f(A, A,...,A),A]=0e p;(A) € F.
Como f(A, A, ..., A) = (fi;(A))i<i<j<r, podemos escrever g(A) = (g;(A))1<i<j<r,

onde cada g¢;; € K e cada monomio de g;; tem grau n.
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Note que g;; = 0 para todo 7. De fato, de

[ gu(4) - [ fu(4) -
0 g22(A) * — g(A) = 0 f22:( ) * B
|0 0 grr(A) | 0 0 fr(A) ]
[ po(A)aty * * | [ pn(A) * * ]
0 po(A)as, * L 0 pu(A) *
0 0 po(A)al. 0 0 pn(A)
Segue_que ) ) i
9ii(A) = fi(A) — po(A)a — pr(A)ai ™ — ... — pa(A)
= fu(A) — fu(A)
= 0.

Logo, cada g; ¢ uma PI de grau n para F, e como o corpo tem mais que n elementos
entao pelo Lema temos ¢; = 0, para todot=1,... 7.
De (3.3)) temos que dado 1 <i < j < r entdo

J J
[9(A),A] =0 = Zgit(A)atj - Zaitgtj(A) =0, VA €7,.
t=i t=i

Assim, como |F| > n + 1 temos que

J J
Zgitﬂftj - Z TGy = 0. (3.4)
t=i t=i

Afirmacgao 2: g;; =0, para todos 1 <1 < j <r.
Vamos provar usando inducao em j — 7.
Se 7 —i = 0 entao j = i e provamos anteriormente que g; = 0, para todoi=1,...7.

Vamos fazer o caso j —¢ = 1. Neste caso, j =i+ 1.

Por (3.4) temos
it+1 it+1
E GitTti+1 — E TitGti+1 = 0 = GiiTii+1 + Giit1Tit1,i+1 — TisGiit1 — Tiit1Git1i+1 = 0
t=1 t=1

= Giit1(Tiv1ie1 — i) =0

= Giiv1 = 0.

79



3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Suponha por hipétese de inducao que o resultado é valido para j—i = k < n. Vamos
mostrar que ¢ véilido para j —i = n. Por (3.4)) temos

j—1

J J J
Zgitﬂftj - Zl'itgtj =0 = Zgitfﬂtj + Gij%j5 — TiiGij — Z TitGej = 0
t=i

t=i t=i t=i+1
= gij(wj; — xii) = 0

= Gij =0.

Portanto, g;; = 0, para todo 1 <14 < j <r, provando a Afirmacao 2.

Portanto, pela Afirmacao 2 temos g(A) = 0. Assim, pela defini¢do da fungao g

temos
FIAA . A) =) pi(A)A™, VAET,. (3.5)
j=0
Agora vamos definir, para cada t = 1,...,n, um polinémio

uw €Flys: 1<i<j<r e s=12...,1

da seguinte maneira: dado um monoémio ow;, j, Ti,j, - - - Tij,, @ € F, que forma p;, dize-
mos qUe QT j,1Tiyj02 - - - Tipj,t € 0 seu correspondente em u,. Defina u; como a soma de
todos os monémios que correspondem a algum monoémio de p;. Note que p; é obtido por
substituindo os ;s de u; por x;;.

Agora, para cada t = 1,...,n defina a fungao \; : (7,)" — F por
M(Ar, Aoy A) = w({aijs: 1<i<j<r e s=1,2,...,t}),

onde A; = (a;js)1<i<j<r Para todo s. Na notagdo acima, substituimos toda variavel z;;;
de u; por a;js para obter A\;(Ay, Ao, ..., Ap).

Temos que \; ¢ uma funcao multilinear e

para todo A € 7., onde \g = py € F.

Logo, o teorema esté provado.

80



3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Agora faremos a justificativa da Afirmacao 1. Para provar tal afirmacao, vamos
antes observar alguns fatos e fazer uma outra afirmacao que vai auxiliar na justificativa.
Dados 1 <i < j <r, segue de (3.1 que
J

Z fir(A)ay; — Zaitftj(A) =0, VAeT,. (3.7)

t=1

Assim, como |F| > n + 1 entao pelo Lema|1.2.8] (3.7)) implica que o polinémio

J J
Z fitl’tj - Z SCz'tftj = 0. (3-8)
t=i t=i

SGJ&MZJI{MME{’Z,Z—FL,]} e ’l,jEM}
DadoM:{z’:k:l < ky < ... <k:t:j}€./\/lij,deﬁnimos

Pyr = Ty poTtaks  Thorker Pt = fow P e Quar= [ @rw — Thak,)-

1<s<t,
Ss#l
Afirmacgao 3: Temos
| M| Piu
fz‘j = Z Z Q_’ - G, (39)
MEMZ']' =1 LM

onde |M| =t € a cardinalidade de M.

Provaremos a afirmacao por inducao em j — 7.
Se j—i=1entdo j =i+ 1 e por (3.8) temos
i+1 i+1

Z firxej — Z%tftj =0=
—i —i

fiill?i,i+1 + fi,i+133i+1,i+1 - ﬂfiifi,iﬂ - $i7i+1fi+17i+1 =0=

_ Jutiin — firrin T
it .
Tis — Tit1,i+1
Por outro lado, M;; 11 = {{i,i + 1}}. Seja M = {i,i+ 1}. Temos

Py = fi%iivr, Por = fiv1,im%iiv1, Qum = Tii — Tig1i11 © Qov = Tig1,i41 — Tig

entao

Py v n Pon fuTiir — fir1ie1%iig
Ql,M QQ,M Tii — Ti41,i4+1

= fiit1-
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Agora, fixando j — i > 1, suponha por hipdtese de inducao que o resultado é valido

para todo natural menor do que j — 4. De (3.8) obtemos

J J
Z firxyj — intftj =0=
—i =i

j-1 J
fijxi; + Z JitTej — Tiifij — Z Titfij =0 =
t=i

t=i+1

fij(xjj - iL'“ = Zfztmt] + Z :Cltft]

t=14+1

j—1 Jj—1
fii(vj5 — wa) = ij fi5 + Z Tit frj — Z fuwwr; — fuziy =
t=it1 t=it1
|L|

j-1 Kl
fii(wj5 — wa) = @i fi5 + Z Z Z xggi:( Z Z Z Pgit] firsj.  (3.10)

t=i+1 KGMtj =1 t=i+1 LEM;; 1=1
Dado K € M,j, entdo KU{i} € M,;. Por outro lado, dado M = {ky, ..., k} € M,;

e M #{i,j},ondei=Fk <...<k =7 temos que M' = M\ {i} € M,;. Entao

Pt = fre Prr = frkyThikoThoks =~ Thy_1ky = Pl Tik, €

Quv = [T @r = zaer) = (@, — 2a) [ @ne = 2k = Quar (win, — ).
1<s<t 2<s<t
s#l s#l

Temos
|K]| |M]

SID I SLTIND Sl LA 1)

t=i+1 KeEMy; I=1 MeM;; 1=2
M#{i,j}

Analogamente, temos

|L| |M|-1

P)LL‘rtJ o PZM Lhyky — 'Tjj)
Z vy Aty o D o . (3.12)

t=i+1 LEMy; =1 MeM;; 1=1
M#{i,j}

De (3.10), (3.11)) e (3.12) temos

MM (g5 — Tai)
iz — ma) = miifis — famig + D Binag,m (25 N

MeM” Q‘MLM
M#{i.5}
|M|-1
Z Z {PZM Tk, — Tii) Do (Tagry — xjj):| B Z Py (2 — x45)
Merty; 1= Qv Qi Mers; Q1,m
M#{i.5} M#{i.5}
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Py (w55 — - 1PlM x Ti;) Z Py (z ;)
i) o \, o
xljf]] ful‘zg+ g Q 77 + g E QN i Q“ 12
MeM,; |M],M MeM,; 1=2 LM MeM,; 1M
M#{i,j} M#{i,j} M#{i,j}

Note que se M = {i,j} entao
Py = fuxij, Pon = fjixig, Qim =% — x5 € Qan = Tjj — Ty

Logo,

|M|

P iy Py {igy Py (x5 — w4)
fij(@; —za) = (25— :ch;)Q L (255 — @) 0 > Q”
1 {Z .7} 2 {ZJ} MGM” =1 LM

M#{i,j}
_ Z ﬁ/[:PlM T — ﬂvu)
MeM;; =1 Q.
Portanto,
MeM;; =1 Q.

Assim, a Afirmacao 3 esta provada.

Vamos relembrar o que diz a Afirmacao 1:

Afirmacao 1: z;; — z; divide f;; — fii, para todo 1 <i < j <r.

Para provar essa afirmacdo, defina a € End(K) por a(xj;) = xi; € a(xpg) = Xpg, S€
(p,q) # (j, 7). Temos que ker(a) = (z4; — ;) K.

Note que se mostrarmos que a(f; — fj;) = 0 entdo fi; — fj; = (xy — ;5)h, com
h € K, e com isso prova a afirmacao.

Portanto, vamos mostrar que o(f; — f;;) = 0.

Note que z; — z;; divide um polinémio () s se, e somente se, [ =1 ou [ = |M|. De
fato, temos da definigdo de (), ar que se [ = 1 entdo o termo (z;; — ;) aparece em Q) s €
se | = | M| entao (zj; — x;) € um dos fatores de Q|as),n. Nos demais casos, nenhum desses

dois termos aparece, logo z;; — x; nao pode dividir Qs se [ # 1, |M].

Defina
_ . Q
Q= H (»’Ukk—iUzz) € RZ,M*Q .
i<k<l<j LM
Note que cada ;5 ¢ um polinémio. Temos que
a(Py) =Py e oRiy)=—a(Rpm), paratodo M € M;;. (3.13)
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

De fato, a primeira igualdade segue do seguinte:

a(Par) = o Ty Thy_yky) = U Thyky) = Tk k) = Tk Thy_y ke = Por-

Para a segunda igualdade

Hi (T — 2y1) _
a(Ryarnr) = o(Rey) = o ( ?fflgj = (-1 H a(Tp—zu) =
Hs:l(xjj - 'Iksks) i<k<l<j
(kDF#(k1,3);--5(Kt,5)

(R ) = ((—1)t1 | H (Thr — $u)> H (Trr — 4). (3.14)
i<k<l<j-1 f;z\%]

Por outro lado,

- i<k (@ — u) —a Tpp — T
alfim) = ( Hiz?(xii_xksks) ) N H o i

i<k<I<j
(k)% (k) oo (k)
i1
= H (Tii — zu) H (Tre — zu) H (Tre — Tii)
i<I<j i+1<k<I<j—1 k=i+1
i¢M
j—1
= JJ@i—2) ] (=207 I (w0 — o)
i<I<j i+1<k<I<j—1 k=i+1
i¢M
= H (zii — zu) H (Tpk — ) (1)
i<I<j i<k<l<j—1
i¢M
= (YT [T @) [T (o —a)
i<I<j i<k<I<j—1

1¢M
(=1~
G

= —a(Rm)-

Y
—
'S

Oé(R|M|7M)

Multiplicando (3.9) por @ tem-se da Afirmagao 3 que

| M| | M|

fijQ: Z ZCIZ:J]\\/QQ: Z ZPI:MRLM' (315)

MeM;; =1 MeM;; =1

Aplicando o em ((3.15), usando (3.13)) e o fato que a(Q) = 0 = a(R; ), para todo
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

MEMijel#1,|M| entao

| M|
0 = a(fi;)(Q) = affi;Q) Z ZPIMRZM
MeM;; i1=1
|M|—1
Z a(Py Ry ) + Z Z a(Pa)a(Ria) + Z a(Par,mRiam) =0 =
MeM;; MeM;; 1=2 MeM;;
> a(Pua)a(Riv) + > o Paar)a(Ra) = 0=
MeM,; MeM;;
> alfi)aPu)e(Ri) + Y alfi)a(Py)(—a(Riy)) =0 =
MeM;; MeM;;
(a(fi) — alfi;)) Z Pya(Rip) =0=
MeM;;
ol fis — fi5) Z Pyro(Rim) = 0. (3.16)
MeM;;

Tomando L = {i,i+1,...,;}, temos

Q
Pp=im@ine 0o Quo= | (wa—au) e Rip= = [ Gm—au).

i<l<j Qur i<k<I<j

Como L € M;; entdo Pra(R; 1) é uma parcela de Z Pyra(Ry ar), mas

MEMZ']'
Pra(Rip) = TiiTigrize - Tjo1y H (zre — a(zn))
z‘<k<l<j
_ —i—1 _j—i—2
= L1+ - 1J$Z+1z+1xz+21+2 "Tj-1,-119.
TV

(*)

Logo, o termo (x) é um mono6mio de Z Pra(Ry ) com coeficiente 1. Portanto,
MeM;;
Z Prya(Ry ) # 0 e como K é um dominio de integridade, de (3.16) temos
MeM;;

ol fi — fi5) =0,
como desejavamos.

Portanto, a afirmacao 1 esta provada. O
Agora vamos fazer um exemplo em que o teorema nao é valido quando |F| = n.

Exemplo 3.1.3. Seja F = Z, e 7, a algebra das matrizes triangulares superiores sobre

Zy. Defina f : T2 — T, por f(x,y) = enrxes,ye,,.
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Temos que f é multilinear e para todo A = (a;;);; € T, vale

[f(A), A] = 611A€1TA€TTA — A€11A€17«A€TT
= A11QprQpr€1r — A110110rr €1y
- a'llarr(arr - all)elr

= 0.

A dltima igualdade se deve ao fato que aq1,a,. € Zs, logo se um deles for igual a
0 entdo ajia,, = 0 e a expressao é nula. Caso a1; = a,, = 1 entdo a,r, —a;p =0 € a
expressao é nula.

Vamos mostrar que f(x,y) nao ¢ da forma como em (3.2)).

Dados X,Y € 7, escreva X = (z;;);j € Y = (y;j)ij. Assim,
f(X7 Y) = T11Yrr€ir- (317)

Suponha que f(x,y) tem a forma , ou seja, existem \; : 7! — F, i = 0,1,2
tal que
(A A) = NgA2 + M (A)A+ N (A A)Id,, YV AeT,.

Assim,
flId,, Id,) = XoId* + M\ (Id,)Id, + \y(Id,, Id,)Id, = ald,, paraalgum a € F.

Mas por (3.17) deveriamos ter f(Id,,Id,) = ey, contradicao.
Portanto, f(z,y) nao pode ser da forma como em ({3.2)).

Na sequéncia, vamos introduzir algumas notacoes e a definicao de quase-polindomio
multilinear.

Seja {z1, s, ...,x,} um conjunto finito e & um inteiro com 0 < k < n. Denotamos
por M% o conjunto de todos os monémios multilineares de grau k nas varidveis nao
comutativas xq, To, ..., T, €

n
_ k
M, =M,
k=0

onde MY = {1}.
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Seja L = xy x4y 15, € M,. Dada uma funcao multilinear F : 7" — T,

definimos
L
F¥(s1,82,...,80) = F(Sj,,Sjps--»Sjnu)s VS1,82...,8, €Ty,

onde {j17j27 . ,jn,u} = {1,27 Ce ,n}\{’il,ig, . ,Zu} ejt < jt+1, paratodot = 1,2, oo,

u — 1.

Definicao 3.1.4. A expressao

LeMy,

onde Ay, : 7"~ — F é funcao multilinear, é chamada de quase-polinémio multilinear

com coeficientes \;.

A seguir apresentaremos um resultado envolvendo quase-polinomios multilineares

na algebra 7,.

Teorema 3.1.5. Seja 7,,r > 2, o anel das matrizes triangulares superiores r X r sobre
um corpo F. Além disso, seja q : T — T.,n < r, um quase-polinémio multilinear tal
que

q(Al,AQ, o ,An) =0, VA, A, ..., A, €7T,. (318)

Entao todos os coeficientes de q sao iguais a zero.

Demonstracao. Por definicao temos que

g= > ML

LeM,,

Suponha que nem todos os A\;’s sejam iguais a zero. Seja W € M, o mondomio de grau
mais alto tal que Ay # 0.

Vamos supor sem perda de generalidade que
W =z129--- 2, m<n.
Como Ay é multilinear por hipotese, entao

)‘W(eim+1,jm+1 1 Clmga,dmg2sr - 7ein,jn) 7£ 0
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3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

para alguns 1 <1, < js <r,s=m+1m+2,...,n.
Defina
K = {1727"'7r}\{jm+17jm+27"'7jn}'

Como m < n < r, temos que |K| =7 — (n—m) =m+ (r —n) > m. Assim, podemos

escrever K = {ky,ka,...,k},onde l >me k) < ky <...< k. Defina

Chikers  S€ 1 <1 <m,
At —
i, e m+1<t<n.

Afirmacao:

€k1k1Q(A17 e ,An)ekm+hkm+l = )\W<Am+17 e ,An)ekl,kmﬂ. (319)

De fato, tome qualquer L € M,,, com A; # 0 e L # W. Pela construcao de W temos
deg(L) < deg(W). Escreva

L =mxyx, -1y,
Note que por construcao temos p < m.

Suponha por absurdo que
Chyky A Aty - Aty Chiy ks 7 0 (3.20)

Para que (3.20)) seja satisfeita, devemos ter A; ey

mitkme 7 0, € consequentemente,

pela definicao dos A;’s, devemos ter necessariamente A;, = ey, = A,,. Note que A;,

m 7km+1

ndo pode assumir a forma e;, j,, se m+1 <t < n, pois k11 € K, mas j; ¢ K, para
m +1 <t <n. Logo, temos que m = [,,.

Usando o mesmo argumento, temos
lpor=m-—-11l, o=m-=2,....L=m—-—p+1

Logo, de (33.20]) vale a premissa e a implicagao abaixo:

€hiky €k 1y €l oy ki © Chinkmg1 Chmatk #0=
1 1\ (m—p+1)F(m p+2)1\ (m—p+2)7*(m p+3)/ myRm+1 m+1Km+1

-~ -~

All AZZ Alp
€k1,k1 €k —pt1) k1 # 0.
= O’

Se p=mentao L = x1---x,, = W, absurdo. Se p < m, entao Chi1 k1 Chigm—p 1) ki1

absurdo.
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Acabamos de mostrar que se L = x;, ---x;,, L # W, entao

6k1k1A11Al2 tee Alpek = 0. (321)

m+1akm+1

Para facilitar a notagao, vamos denotar L = L(xy,...,x,). Assim,

_ § L
eklqu(A17 Tt 7An)ekm+17km+1 - €k1k1 )\L(A17 ctt 7An)L(A17 Tt 7An)ekm+17km+1

LeM,,
= > M(An L An)enn LA - Ak
LeM,,
- A%(Ab s ?An)elﬁle(Alv cee 7An)€km+1,km+1
= Aw(Amst, - An)err AL AmChoiy ks
== )\W(Am—i-l; e ,An)ekl’km+1.

Portanto, a afirmacgao esté provada.
Como Aw(Am+1, .. ,An) = )‘W(eim+1,jm+17 .. 7€in7jn) 7é Oe Aw<Am+1, C. ,An) el

temos

)\W(Aerla s 7An)ek17km+l # 0

Entao, por (3.19), q(A4,...,A,) # 0 e temos um absurdo.

Concluimos que cada coeficiente de ¢ é zero, como queriamos. O
Com algumas modifica¢oes, podemos generalizar o Teorema [3.1.5

Teorema 3.1.6. Seja T,.(A),r > 2, a F-dlgebra das matrizes triangulares superiores r X r
com entradas numa F-dlgebra A sem unidade. Além disso, seja q : T"(A) — T.(A),n <

r, um quase-polinémio multilinear tal que
q(A1, Ag, ... AL) =0, YV AL Ay A, €T (A). (3.22)
Se A nao € nilpotente de classe n + 2, entao todos os coeficientes de q sao iguais a zero.
Demonstragao. Seja 4 uma base do F-espaco vetorial A. Entao uma base para 7,.(A) é
{ae;j: a€fa e 1<i<j<r}
Por definicao temos que

q= Z AEL.

LeMy,

89



3.1. Identidades Funcionais em 7, (F)

Suponha que nem todos os A;’s sejam iguais a zero. Seja W € M, o monoémio de grau

mais alto tal que Ay # 0. Suponha, sem perda de generalidade, que

W =x129-+-2,,, m<n.

Como Ay é multilinear temos

AW(aim+17jm+1eim+1,jm+1 s Qigg2 g2 Cimaa,gmazs - o0 Qipjn ein,jn) 70

para alguns 1 < i, < js <7, a5 € Ba, s=m+1,m+2,...,n,

Defina

K={1,2,...,7}\ {Jm+1, Jmt2s -+ Jn}-

Como m < n < r, temos que |K| =7 —(n—m) =m+ (r —n) > m. Assim, podemos
escrever K = {ky, ko, ..., ki}, I >mek <k <...<k.

Pela hipotese, de nilpoténcia, existem ag, i, Gk kos - - - s Qi ks s Phorn1 ks € A tais
que

Qley k1 Ay ko~ Qe k1 Qg1 km1 7é 0.

Defina
&kt,kt+1€kt,kt+1, se 1 S t S m,
At =
A, j,€ir gy S¢ m+1<t<mn.
Afirmacgao:
akl’kl eklkl q(A17 ctt 7An)a‘k'm+1ykm+1ek’m+17k?m+l —
AW(Am-‘rla e 7An)ak:1,k1 a’klvkg e a’k’"“km+1akm+17k‘m+1ek‘l,km+1-

A justificativa para essa afirmacao é analoga a feita no Teorema [3.1.5

Assim, de
)\W(Am+17 e ,An) = )\W(aim+17jm+1€im+17jm+17 e ,ain,jneimjn) 7é 0
e \w(Api1, ..., A,) € F temos
/\W(Am—i-la C.e ,An)akhklakm e akm,,km+1akm+1,km+1ekl,karl 7’é 0
Pela afirmacao acima segue que
Qe key €y ky CJ(A1, e ,An)akmﬂ,kmﬂ Chimt1,kmt1 # 0.

Mas entao (A, ..., A,) # 0, 0 que é uma contradigao.

Concluimos que cada coeficiente de ¢ é zero, como queriamos. O
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3.2 Fungoes satisfazendo [0(A?%),0(A)] =0

Nesta secao vamos fazer uma aplicacao do Teorema [3.1.2, Para isso, precisaremos
da definicao de um homomorfismo de Jordan e de dois resultados que enunciaremos na

sequéncia.

Definigao 3.2.1. Sejam A e B algebras sobre um corpo F. Uma funcao linear p : B — A

é chamada de homomorfismo de Jordan se

p(ab+ba) = p(a)p(b) + (b)p(a),
para todo a,b € B.

Teorema 3.2.2. Seja F um corpo tal que char(F) # 2 e seja r > 2 um inteiro. Entdo

todo automorfismo de Jordan ¢ de T.(F) é um automorfismo ou um antiautomorfismo.
Demonstragao. Para a demonstragao ver |11, Corolario 4. O

Lema 3.2.3. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F. Suponha que as sequintes condigoes

sao satisfeitas:
i) char(F) # 2 e |F| > 3.
i) o centro de A é F -1, onde 1 € a identidade de A.
i) o polinémio [[z2,y], [x,y]] ndo é identidade polinomial de A.

iv) se f: Ax A— A € funcdo bilinear satisfazendo [f(a,a),a] =0, para todo a € A,
entao existem Ao € F, uma funcao linear \y : A — F, e uma fungcao Ay : AXA —

F tais que f(a,a) = \oa® + A\i(a)a + X2(a,a), para todo a € A.

Entao toda funcao linear bijetora 6 : A — A satisfazendo [0(a?),0(a)] = 0, para todo
a € A € da forma 0(a) = Ap(a) + p(a)l, onde X € F, X\ #£ 0, p € um funcional linear em

A e ¢ é um automorfismo de Jordan de A.
Demonstra¢ao. A demonstragdo desse lema pode ser feita como em |2, Teorema 2|. [

Com esses conceitos e resultados podemos fazer a seguinte aplicacao do Teorema

B.1.2
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Teorema 3.2.4. Seja F um corpo com char(F) # 2, |F| >3 er >3. Se: T.(F) —

T-(F) € uma fungao linear bijetiva e
[6(A%),0(A)] = 0,
para todo A € T.(F), entao
0(A) = Ap(A) + u(A)Id,,

onde A € F, X # 0, p é um funcional linear em T.(F) e ¢ é um automorfismo ou um

antiautomorfismo de T.(F).

Demonstragao. Vamos verificar que as condigoes i), ii), iii) e iv) do Lema sao satis-
feitas para A = T,.(F).

i) E satisfeito por hipétese.

ii) E fato bem conhecido.

iii) Vamos mostrar que 7,.(F) nao satisfaz identidades polinomiais de grau menor
do que 2r. De fato, suponha o contrario. Entao, usando o processo de linearizacao, caso
necessario, temos que 7,.(F) tem uma identidade polinomial multilinear f(xq,...,2,),
com m < 2r.

Fazendo

flx, o @) Tyt - Top1 = g(T1, ., Top1),
escreva

9@, .., 09 1) = Z QoTa(1) """ To(2r—1)-

0ES2r—1

Podemos supor, sem perda de generalidade, que «;q # 0. Assim,
0 = g(e1n, €12,€22,€23, - -, €r1r—15€r_1,, €rp) = QigCly,

o que implica em a;q = 0, absurdo.

Como [[22, 9], [z, y]] tem grau 5 e por hipotese r > 3, essa expressao nao pode ser
identidade polinomial para 7,(IF) e a condigao iii) esta satisfeita.

iv) Este item ¢é satisfeito em decorréncia do Teorema [3.1.2]

Portanto, pelo Lema |3.2.3] a existéncia de A, ¢ e p estd garantida, mas com um

porém: ¢ & um automorfismo de Jordan de 7,(F). Mas pelo Teorema temos que ¢
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3.2. Fungoes satisfazendo [#(A?),0(A)] =0

¢ um automorfismo ou um antiautomorfismo de 7,.(F), concluindo assim a demonstracao.

[]

As referéncias [10] e [II] apresentam exemplos em que o Teorema nao é valido

quando r = 2.

93






Referéncias Bibliograficas

[1] K. I. Beidar, M. Bresar, M.A. Chebotar. Functional identities on upper triangular
matriz algebras. Journal of Mathematical Sciences, 102, 4557-4565, (2000).

[2] M. Bresar. Commuting Traces of Biadditive Mappings, Commutativity Preserving
Mappings and Lie Mappings. Transactions of the American Mathematical Society,
335, 525-546, (1993).

[3] M. Bresar. On d-free rings. Comm. Algebra, 31, 2287-2309, (2003).

[4] M. Bresar, M.A. Chebotar, W. S. Martindale. Functional Identities. Birkhauser
Verlag, Basel, (2007).

[5] M. Bresar. Introduction to Noncommutative Algebra. Springer, (2014).

[6] V. Drensky. Free algebras and Pl-algebras, Graduate Course in Algebra, Springer,
(1999).

[7] A. Giambruno, M. Zaicev. Polynomial Identities and Asymptotic Methods, Mathe-
matical Surveys and Monographs, vol.122, American Mathematical Society, Provi-

dence, RI, (2005).

[8] T. P Kezlan. A Note on Algebra Automorphisms of Triangular Matrices over Com-
mutative Rings. Linear Algebra and its Applications, 135, 181-184, (1990).

9] T. Y. Lam. A first course in noncommutative rings, Springer-Verlag, New York,

(1991).

95



Referéncias Bibliograficas

[10] L.W. Marcoux, A.R. Sourour. Commutativity preserving linear maps and Lie auto-
morphisms of triangular matriz algebras. Linear Algebra and its Applications, 288,

89-104, (1999).

[11] L. Molnéar, P. Semrl. Some linear preserver problems on upper triangular matrices.

Linear Multilinear Algebra, 45, 189-206, (1998).

96



	Preliminares
	Teoria de Anéis Associativos
	Teoria de PI-álgebras

	Identidades Funcionais
	Exemplos de Identidades Funcionais
	Definição formal de Identidade Funcional
	O Grau Forte
	Anéis Fortemente d-livres
	Anéis Fortemente (t;d)-livres.
	A desigualdade s-deg(A)  FI-deg(A)

	FI para a álgebra das matrizes triangulares
	Identidades Funcionais em Tr(F)
	Funções satisfazendo [(A2), (A)] = 0


