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Resumo

O quadrado tensorial nao-abeliano G ® G de um grupo G foi introdu-
zido por R. K. Dennis [8] em uma busca por novos funtores de homologia
tendo uma intima relacao com a K-teoria e é baseado no trabalho de C. Mil-
ler [14]. Apos isso, R. Brown e J.-L. Loday [6] descobriram uma importéan-
cia topologica para o quadrado tensorial, a saber, que o terceiro grupo de ho-
motopia da suspensdo de um espago de Eilenberg MacLane K(G,1) satisfaz
m3(SK(G,1)) = ker(k,), em que k, : G®G — G ¢ o “homomorfismo
comutador” k,(g®h) = [g,h] = ghg*h™', Vg,h € G. Os autores também
definiram o produto tensorial G® H de dois grupos quaisquer agindo “compa-
tivelmente” um no outro e mostraram que este aparece em um certo “quadrado
cruzado universal”. O objetivo desse trabalho é apresentar o produto tensorial
de grupos nao-abelianos, suas primeiras propriedades e a aplicacao dele na teoria
de homotopia.

Palavras chave: Produto tensorial nao-abeliano. Funtor quadratico univer-
sal de Whitehead. Teoria de homotopia.



Abstract

The nonabelian tensor square G®G of a group G was introduced by R. K.
Dennis [8] in a search for new homology functors having a close relationship to
K-theory and it is based on the work of C. Miller [14]|. Subsequently R. Brown and
J.-L. Loday [6] discovered a topological significance for the tensor square, namely,
that the third homotopy group of the suspension of an Eilenberg MacLane space
K(G,1) satisfies m3(SK(G,1)) = ker(k,), where k, : G®G — G is the
“comutator homomorphism”™ &,(¢g®@h) = [g,h] = ghg~'h™', Vg,h € G. They
also defined the tensor product G®H of two distinct groups acting “compatibly”
on each other and showed that it arose in a certain “universal crossed square”.
The main purpose of this work is to present the first properties of the nonabelian
tensor product of groups and its applications in homotopy theory.

Key words: Nonabelian tensor product. Whitehead universal quadratic
functor. Homotopy theory.
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Simbolos

NF

AUB
ANB

N*

]

mdc(n, m)

Conjunto vazio;

O conjunto a pertence ao conjunto A, isto €, a é elemento de A;
O conjunto B é subconjunto do conjunto A;

Conjunto de todos os elementos de A que nao sao elementos de B;

Conjunto das partes do conjunto X, o conjunto que tem como ele-
mentos exatamente todos os subconjuntos de X;

Uniao do conjunto F, o conjunto que tem como elementos exata-
mente todos os elementos de todos os elementos de F. O mesmo
que AU;A5

S

Intercessao do conjunto F. O conjunto
NF={acUF : (VA)(AeF — ac A)}. O mesmo que AQFA;

O conjunto U{A, B},
O conjunto N{A, B};

Conjunto dos nimeros reais. Visto como espago topoldgico, tem a
topologia usual (euclidiana);

Conjunto dos ntimeros racionais Q C R. Visto como grupo, é o
grupo aditivo dos racionais (Q, +);

Conjunto dos ntmeros inteiros 7Z C Q. Visto como grupo, é o
grupo aditivo dos inteiros (Z, +);

Conjunto dos nameros naturais N ={0,1,2,3,4,...} C Z;

Conjunto dos ndmeros naturais sem o zero, isto &,

N* =N\ {0} = {1,2,3,4, ...};

Valor absoluto do numero ¢ € R, isto é,se t > 0, entdo |t| =1, e
se t <0, entdo [t| = —t;

Méximo divisor comum dos ntmeros n,m € Z;

1X



AUB
An
BA

XN

X

im(f)
flx
fIX]

fHY]
fxg

SUMARIO

O conjunto U{A;, A, ..., A} = AjUAU...UA,, , em que n € N*;
O conjunto N{A;, Ay, ..., A} = AiNAsN...NA,, em que n € N*;

O conjunto U{A;, Ay, ..} = A1 UA U ... ;

O COIljllIltO ﬂ{Al, AQ, } = Al N A2 n... 3
O par ordenado com primeira entrada a e segunda entrada b, isto
é, o conjunto (a,b) = {{a},{a,b}};

Conjunto de todos os pares ordenados com primeira en-
trada em A e segunda entrada em B, isto é o conjunto

Ax B= {(a,b) € p(p(AUB)) :a€ A e bEB};
Uniao disjunta dos conjuntos A e B. O conjunto
AUB = (Ax{0}) U (Bx{1});

O conjunto A" = A" ! x A, para n € N*, com n > 3, em que
A? = Ax A;

Conjunto de todas as fungoes do conjunto A no conjunto B, isto é,
o conjunto de todos os subconjuntos de A x B que sao funcoes;

Conjunto das seqiiéncias de elementos de X indexadas em N*, isto
é, fungoes de N* em X;

Cardinal do conjunto X;

O menor cardinal infinito, isto ¢, o ordinal w = Yy = |N|. Con-
forme a ocasiao, identificamos w com N, os elementos de w com
os respectivos elementos de N e X" com X%, qualquer que seja o
conjunto X. Dessa forma, para todo conjunto X, também identifi-
camos X" = X" ! x X, para n € N, com X" Cn xX, para o
respectivo n € w, com n > 2;

Conjunto imagem da funcao f;

Fungao f restrita ao conjunto X;

Imagem do conjunto X pela fungao f, isto é, f[X]| = im(f|x);
Preimagem do conjunto Y pela funcao f;

Funcao produto cartesiano das funcoes f e g;



SUMARIO

I[1F

Obj(K)
Mor(K)
E<C
dom([)

cod(f)
Homg(A, B)

f:A—B

gof
f—l

idy

K—)

Set
Grp

x1

Produto cartesiano da funcao F. Sendo D o con-
junto dominio da funcao F, entao IIFF é o conjunto

F = { f e Um(F)P : vz € D)[f(x) € F(x)]}. Tam-
bém denotamos I[IF = Ilim(F) = JI;IDF(x) = wl;IDFx. Se D ¢é
enumeravel, D = {z,, x,, 13, ...}, denotamos IIF = jile(xj). Se D
¢ finito, D = {z,, 2, ...,x,}, denotamos IIF = jli[lF(xj). Se F(x)

for um grupo, Vo € D, entao pode-se colocar em IIF a estrutura
usual de grupo de produto direto;

Conjunto dos objetos da categoria K;

Conjunto dos morfismos da categoria K;

A categoria E é subcategoria da categoria C;

Objeto dominio do morfismo f na categoria em questao;

Objeto codominio do morfismo f na categoria em questao;
Subconjunto dos morfismos f € Mor(K) tais que dom(f)=A e
cod(f) = B, em que K é uma categoria;

Morfismo pertencente ao conjunto Homg(A, B), para a categoria
em questao K. Informalmente, pode se referir apenas a uma funcao
(relagdo univoca), elemento de B4 C Ax B;

Morfismo composi¢ao dos morfismos f e g na categoria em questao;

Morfismo inverso do isomorfismo f na categoria em questao. Tam-
bém pode se referir a relagao inversa de uma relagdo (conjunto de
pares ordenados) f;

Morfismo identidade do objeto X na categoria em questao. Infor-
malmente, pode se referir & fungao identidade (conjunto diagonal)
de um conjunto X;

Categoria de flechas da categoria K, a categoria que tem como
objetos os morfismos de K, isto é, Obj(K”) = Mor(K) e tem
como morfismos pares de morfismos de K que comutam quadra-
dos, isto é, Mor(K™) = U{Homk~ (f,9) : f.g € Mor(K)}, em
que, Vf,g € Mor(K), definimos que (u,v) € Homg~ (f,g) se, e
somente se, dom(u) = dom(f), cod(u) = dom(g), dom(v) = cod(f),
cod(v) = cod(g) e gou=wvo f, Yu,v € Mor(K);

Categoria dos conjuntos e fungoes;

Categoria dos grupos e homomorfismos de grupos;



xii
Ab

Top
Top+*

+

Top3
Adi

TH

SUMARIO

Categoria dos grupos abelianos e homomorfismos de grupos abeli-
anos;

Categoria dos espacos topologicos e fungoes continuas;

Categoria dos espagos topologicos com pontos marcados e fungoes
continuas que levam pontos marcados em pontos marcados;

Categoria dos pares de espagos topolégicos com pontos marcados;

Categoria das triades de espacos topologicos com pontos marcados;

Categoria de homotopia da categoria com uso topolégico T, isto ¢,
TH ¢é a categoria quociente da categoria T pela relacao de equiva-
léncia de homotopia entre seus morfismos;

Categoria de médulos cruzados de grupos e homomorfismos de mo-
dulos cruzados de grupos;

Categoria de quadrados cruzados de grupos e homomorfismos de
quadrados cruzados de grupos;

G é subgrupo do grupo P;

G é subgrupo normal do grupo P;

Grupo quociente do grupo P pelo subgrupo normal G;
Elemento neutro do grupo Gj;

Elemento inverso do elemento ¢ € G, em que G é um grupo;

O grupo G é um grupo trivial, isto ¢, tem apenas um elemento, seu
elemento neutro;

Centro do grupo G;

Conjunto dos homomorfismos do grupo G no grupo H, isto é,
Hom(G,H) = Homg(G, H);

Grupo dos automorfismos do grupo G, isto é, o conjunto dos ele-
mentos de Hom(G, G) que s@o isomorfismos;

O grupo G é isomorfo ao grupo H;

Nicleo do homomorfismo ¢. Se G e H sao grupos, ¢ € Hom(H, G)
e eqc€ G & o elemento neutro, entdo ker(¢) = ¢ 1[{es}] < H;

O conjunto X-Y:{xyEG:xEX e yEY},emqueGé
um grupo e X,Y € p(G). Também denotamos X -Y = XY. Na
notacao aditiva, denotamos X -Y = X +Y;



SUMARIO

- X

xiil

O conjunto {z}- X, em que G é um grupo, x € G ¢ X € p(G).
Também denotamos z - X = zX. Na notacao aditiva, denotamos
r-X=z+X;

O conjunto X - {z}, em que G é um grupo, x € G e X € p(G).
Também denotamos X - x = Xzx. Na notacao aditiva, denotamos
X -z=X+ux

O grupo aditivo dos inteiros médulo n, em que n € Z, isto é,
Ly = Z/nZ;

Grupo simétrico sobre o conjunto X, o grupo das permutacoes de
elementos de X, isto é, fungoes bijetoras de X em X, com a ope-
racao de composicao usual de fungoes. Se G é um grupo, entao
Aut(G) < Sym(G);

Fungao inversa de uma funcdo f € Sym(X), em que X é um
conjunto. Esta fungao inversa coincide com o elemento inverso de
f no grupo Sym(X);

Subgrupo de G gerado pelo conjunto X, em que X C G e G é um
grupo;

Subgrupo normal de G gerado pelo conjunto X (fecho normal de
X em G), em que X C G e G éum grupo;

Fecho por produtos do conjunto X em G, em que X C G e G é
um grupo;

O subgrupo ({z}) de G, gerado pelo conjunto {z}, em que =z € G
e G é um grupo. E o grupo ciclico gerado pelo elemento x;

Grupo livre sobre o conjunto A;

Apresentacao de um grupo com geradores no conjunto A e relatores
no conjunto R, isto ¢, qualquer grupo isomorfo a (A|R) = F,/(R),,
em que R C Fj;
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OF

A®B

P
Cau

(A®,B)s

SUMARIO

O subgrupo ®F = {f € IIF : D\ f[0x] ¢ finito | < IIF,
em que IIF tem a estrutura de grupo usual de pro-
duto direto, D ¢é o conjunto dominio da funcao F,
Or = {ern) € Uim(F) : o € D} ¢ o conjunto dos ele-
mentos neutros ep, € F(r) e F(x) é um grupo abeliano,
Ve € D. Temos que ambos IIF' e @F sao grupos abelianos e
que @BF = IIF se, e somente se, D é finito. Também denota-
mos @©F = @im(F) = ZEBDF(x) = Z?DFx. Se D é enumeravel,

D = {x, 1,1, ...}, denotamos &F = éF(wj) Se D é finito,

D ={x,x,...,z,}, denotamos @F = eiB (x;);

J

O grupo abeliano ©F = Ax B, com a estrutura de grupo usual de
produto direto, em que A e B sao grupos abelianos e F' é a fungao

Grupo dos racionais modulo 1, isto é, Q; = Q/Z;

Comutador dos elementos g¢g,h € G, com primeira entrada ¢ e
segunda entrada h, isto ¢, [g, h] = ghg™'h™!, em que G é um grupo;

Conjunto de todos os comutadores com primeira entrada em A e
segunda entrada em B, em que A, B € p(G) e G é um grupo;

Subgrupo gerado pelo conjunto |A, B, isto ¢, [A, B] = (| A, B]),
em que A, B € p(G) e G é um grupo;

Subgrupo derivado do grupo G, isto é, G' = [G, G];
Grupo abelianizado do grupo G, isto é, G* = G/G;

Elemento g € G agindo no elemento x € X por alguma acao de
grupos de G em X em questao, em que g € G, z € X, G é um
grupo e X é um conjunto;

Acao por conjugacao do grupo G. Por defini¢ao, temos que
¢ € Hom(G,Aut(G)), em que [cF(g)](z) = c§(x) = gzg ",
Vg,z € G,

Restricao da conjugagao do grupo P aos seus subconjuntos G C P
e H C P. Por definicdo, c&;, : G — HT ¢ tal que
ctnl9) = [ (@)l = ct|lu. Vg € G, em que ¢ € Hom(P, Aut(P))
é a agao por conjugacao de P. Se G < P e H < P, entao
¢ty € Hom(G, Aut(H));

Produto tensorial abeliano dos grupos abelianos (Z-mo6dulos) A e
B, com a funcgao bilinear f3;
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(G H)

(GAH).
g h

gNh

529, 3]

(6.£)
P(G,H,T)

Q(G,H,E)

Tiexm 6.

E(GXHﬂch’CIILDIG)

(@ ®p)

(X,v)
(Y,7)

XV

Produto tensorial dos grupos GG e H, com o pareamento cruzado T,
com respeito as agoes 0 : G — Sym(H) e &: H — Sym(G);

Produto exterior dos grupos G e H, com o pareamento exterior ¢;

Gerador do produto tensorial, com primeira entrada g e segunda
entrada h. Se g®h € (GRH)Y  entdo g®h = 7(g, h);

Gerador do produto exterior, com primeira entrada g e segunda
entrada h. Se gAh € (GAH)., entdo gAh = (g, h);

Conjunto das relagoes (relatores) usuais da definigdo de pro-
duto tensorial com respeito as agoes 60 : G — Sym(H) e
¢ : H — Sym(G), em que G e H sao grupos € Sy C Fon;

Conjunto de todos os pareamentos cruzados 7: GxH — T com
respeito as agoes 0 : G — Sym(H) e £ : H — Sym(G), tais que
T = (GoH)Y, em que G, H e T sido grupos;

Conjunto de todos os pareamentos exteriores ¢ : GxH — E tais
que F = (GAH).,em que P e E sao grupos, G P e H < P;

Conjunto de todos os produtos tensoriais de G e H com algum
pareamento cruzado com respeito as agoes 0 : G — Sym(H) e
¢: H— Sym(G), em que G, H e T sao grupos;

Conjunto de todos os produtos exteriores de G e H com algum
pareamento exterior, em que P e E sao grupos, G<IP e H < P;

Produto tensorial dos homomorfismos de grupos a : A — G
e B : B — H, em que A, B, G, H, V e T sao grupos,
A: A — Sym(B), K : B = Sym(A), § : G — Sym(H) e
¢ : H — Sym(G) sao agdes de grupos, v : AxB — V é um
pareamento cruzado com respeito a A e kK, 7 : GXxH — T ¢é
um pareamento cruzado com respeito a 0 e £, X = (AX B, \, k),
Y = (GxH, 0,6,V = (AB)Y™ e T = (GH)Y™. O ho-
momorfismo de grupos (o ® B)51 @ (A®B)YM™ — (G H)H
induzido do produto cartesiano de homomorfismos de grupos
axf : AxB — Gx H, os quais preservam as acoes envolvidas;



XVvi

(a A B

V(A,l")

Q.

YA
Ff

SUMARIO

Produto exterior dos homomorfismos de grupos «a : A — G e
8 : B — H,em que J, P, W e E sao grupos, A< J, B < J,
G<P,HQP,w:AxB - W e ¢:GxH — FE sao parea-
mentos exteriores, X = (AX B, chp,ct4), Y = (GX H, cky, che),
W = (AAB), e E = (GAH).. O homomorfismo de grupos
(A B)3s : (AAB), — (GAH). induzido do produto cartesiano
de homomorfismos de grupos axf : AxB — G x H, os quais
preservam as restrigoes da conjugacao e coincidem na intercessao

AN B;

O nucleo do homomorfismo comutador do produto tensorial G®G,
em que G é um grupo;

O multiplicador de Schur do grupo G, aqui identificado como sendo
o nicleo do homomorfismo comutador do produto exterior GAG;

A imagem do elemento vy € H® pela funcio A : HE — HEXC,

em que G e H sao grupos. Temos que Ay = A(y) e que
Av(a,b) = [yO)] " - [v(a)] " - y(ab), Ya,b € G, ¥y € HY;

Grupo quadratico universal do grupo abeliano A, com a funcao
quadratica ;

Gerador do grupo quadratico universal de um grupo abeliano A,
com a funcao quadratica v. A imagem do elemento a € A pela
funcao v: A —I'};

Conjunto de todas as fung¢oes quadraticas v : A — ' tais que

[' =17, em que A e I' sao grupos abelianos;

Conjunto de todos os grupos quadraticos universais de A com al-
guma funcao quadratica, em que A é um grupo abeliano;

Homomorfismo de grupos abelianos T'}* : T, — I'}  induzido do
homomorfismo de grupos abelianos f : A — B, em que A e B
sao grupos abelianos, I'}; é o grupo quadréatico universal de A com
a funcao quadratica v : A — I'} e I'y é o grupo quadratico
universal de B com a fungao quadratica A : B — I'};

Funtor produto tensorial;

Funtor produto exterior;

Funtor quadratico universal de Whitehead;

O espaco topoldgico X é homeomorfo ao espago topologico Y

O intervalo real fechado [a,b] C R, em que a < b. Visto como
espaco topologico, tem a topologia induzida da topologia usual de

R.

Y
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Ja, bl

SX

CX
C.X
(X, x,)

(X, )

(X, A, z,)

(X, A, x,)

(X, A, B, z,)

7T2(X7 A7 Ba xo)

K(G,n)

xXvil

O intervalo real aberto Ja,b] C R, em que a < b. Visto como
espago topologico, tem a topologia induzida da topologia usual de
R;

O intervalo real [a,b] C R, fechado em a e aberto em b, em que
a < b. Visto como espaco topolédgico, tem a topologia induzida da
topologia usual de R;

O intervalo real |a,b] C R, aberto em a e fechado em b, em que
a < b. Visto como espaco topologico, tem a topologia induzida da
topologia usual de R;

Norma usual (euclidiana) do ponto x = (x,...,z,) € R", em que

n € N*. Temos que ||z| =, /Ele ;

Suspensao reduzida do espago topoldgico com ponto marcado
(X, z,) € Topt;

Cone inferior de X;
Cone superior de X;

Grupo de homotopia absoluto n-dimensional do espaco com ponto
marcado (X, z,) € Obj(Top*), para n € N*;

Conjunto das classes de homotopia de morfismos de
Homepg,+ (({—1,1},1),(X,x0)), em que {-1,1} = S° Cc R
tem a topologia induzida da topologia usual de R;

Grupo de homotopia relativo n-dimensional do par com ponto mar-
cado (X, A, x,) € Obj(Tops), para n € N* tal que n > 2;
Conjunto  das classes de  homotopia de  morfismos
de HomTop;r(([—l,1},{—1,1},1),(X,A,x0)) , em que
[-1,1] = D! C R tem a topologia induzida da topologia
usual de R;

Grupo de homotopia relativo n-dimensional da triade com ponto
marcado (X, A, B,x,) € Obj(Adf), para n € N* tal que n > 3;

Conjunto das classes de homotopia de morfismos de

HomAdg <(D2’ S-1|—75£7 (LO))a (X7Aa Ba%))v

Espago de Eilenberg-MacLane do tipo K(G,n), isto é, qualquer
espaco topologico X, com algum ponto marcado, tal que 7, X =G
e mX ¢é unitario, Vj € N\ {n}, em que n € N e G é um grupo;

Seta correspondente ao morfismo de inclusao de subconjuntos;
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Seta de morfismos que sao epimorfismos na categoria em questao.
Nesse trabalho todos os epimorfismos correspondem & fungoes que
sao sobrejetoras sobre o conjunto de chegada;

Seta de morfismos que sao isomorfismos na categoria em questao;

Seta que representa o morfismo identidade do objeto correspon-
dente na categoria em questao;

Conectivo condicional de implicagao logica (“se __, entdo _”). Em
alguns contextos de sentengas logicas simbolicas, também pode ser
denotado pela seta longa “—" ;

Conectivo bicondicional de equivaléncia logica (“__ se, e somente
se, _"). Em alguns contextos de sentengas logicas simbdlicas, tam-
bém pode ser denotado pela seta longa dupla “<—" ;

Quantificador l6gico universal (“para todo” ou “para qualquer”);
Quantificador logico existencial (“existe”);

Quantificador logico existencial e de unicidade (“existe um tnico”).



Introducao

O quadrado tensorial nao-abeliano G®(G de um grupo G foi introduzido
por R. K. Dennis [8] em uma busca por novos funtores de homologia tendo uma
intima relagdo com a K-teoria. Este é baseado no trabalho de C. Miller [14], o
qual trabalha com um objeto que depois viria a ser o quadrado exterior de um
grupo.

E sabido que, em certo sentido, o funtor 7, (grupo fundamental) induz uma
equivaléncia nos 1-tipos homotépicos (espagos com grupos de homotopia loca-
lizados na dimensao 1), de modo que a categoria de grupos e homomorfismos
modela completamente a categoria dos 1-tipos homotoépicos. Whitehead criou
entao a categoria algébrica dos “médulos cruzados”. Os trabalhos de Whitehead e
MacLane mostraram que a categoria dos moédulos cruzados, em um certo sentido,
modela os 2-tipos homotoépicos. Foi sugerida entao uma maneira de generali-
zar este resultado para um numero natural qualquer. Brown e Loday definiram
n-cubos cruzados de grupos e cat”-grupos e mostraram que, por meio de um te-
orema de van-Kampen generalizado, essas categorias modelam os (n + 1)-tipos
homotopicos.

Em seu trabalho conjunto, R. Brown e J.-L. Loday [6] descobriram uma im-
portancia topoldgica para o quadrado tensorial, a saber, que o terceiro grupo
de homotopia da suspensao de um espago de Eilenberg MacLane K(G,1) sa-
tisfaz w3 (SK(G,1)) = ker(k,), em que £, : G®G — G ¢é o “homomorfismo
comutador” k,(g®h) = [g,h] = ghg *h™', Vg,h € G. Os autores também
definiram o produto tensorial G® H de dois grupos quaisquer agindo “compati-
velmente” um no outro e derivaram algumas de suas propriedades. Os 2-cubos
cruzados, também chamados de “quadrados cruzados de grupos”, contém certos
objetos universais, nos quais aparecem produtos tensoriais nao-abelianos. No fi-
nal de nosso trabalho estudamos esses objetos, admitindo o teorema generalizado
de van-Kampen, e derivamos alguns desses resultados.

Brown, Johnson e Robertson comegam a estudar as propriedades puramente
algébricas do produto tensorial nao-abeliano no artigo [7] e s@o seguidos por
muitos algebristas e top6logos. Podemos mencionar G. Ellis, R. Aboughazi, L.-
C. Kappe, N. R. Rocco etc.

O objetivo desse trabalho é apresentar o produto tensorial de grupos nao-
abelianos de uma forma detalhada, derivando suas primeiras propriedades e,
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por fim, mostrando a aplicacao citada desse conceito na teoria de homotopia.
Também, estudamos o produto exterior e o funtor quadratico de Whitehead de
maneira semelhante.

O primeiro capitulo de nosso trabalho lida com notagoes, certas propriedades
de agoes de grupos e definimos pareamentos cruzados de grupos, os quais agem
um no outro, e pareamentos exteriores, quando essas agoes sao conjugacoes. O
segundo capitulo é dedicado ao estudo detalhado do produto tensorial e suas
propriedades imediatas, assim como sua estrutura funtorial. No terceiro capitulo
fazemos o mesmo com os produtos exteriores e, no final, derivamos certas propri-
edades de ambos os produtos tensorial e exterior. O quarto capitulo é dedicado
ao estudo do funtor quadratico universal de Whitehead. A ligagao deste funtor
com o produto tensorial é feita no final do capitulo 4. Por fim, no capitulo 5,
apresentamos alguns conceitos de teoria de homotopia, os moédulos cruzados de
grupos, os quadrados cruzados de grupos, ligamos estes objetos com o produto
tensorial nao-abeliano e derivamos alguns dos resultados de teoria de homotopia
que citamos.



Capitulo 1

Preliminares

Primeiramente deixamos estabelecido que usaremos tépicos bésicos da teo-
ria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel, com o axioma da escolha (ZFC) e al-
gum axioma que nos garanta formarmos agregados maiores, que nao existem em
ZFC, como o “conjunto” de todos os grupos (ou de todos os grupos pequenos),
para aplicacOes nas categorias que usaremos. Algum axioma sobre universos de
Grothendieck ou mesmo alguma extensao conservativa de ZFC devem bastar e
nao nos preocuparemos mais com esses assuntos sobre fundamentos a partir de
agora.

1.1 Acoes de grupos

Sejam G um grupo, X um conjunto e Sym(X) o grupo das permutagoes
de X, isto é, Sym(X) é o conjunto das fungoes bijetoras sobre X, com a ope-
racao de composicao usual de funcoes. Uma agao de G em X pode ser defi-
nida como sendo um homomorfismo ¢ : G — Sym(X). Nesse caso, para todo
g € G, denotaremos a permutacao o(g) por “o,” e, para todo x € X, as vezes
denotaremos [o(g)](z) = o4(z) por “9a”.

Considerando a categoria Grp dos grupos e homomorfismos de grupos, fica
claro que o conjunto de todas as acoes de um grupo GG em um conjunto X é
Homgp (G, Sym(X )) Quando nao houver ambiguidade, denotaremos esse con-
junto apenas por “Hom(G, Sym(X))”.

Sejam A e G grupos, X um conjunto e funcoes o : A — G e
o: G — Sym(X). Se a ¢ um homomorfismo e o ¢ uma agdo de G em X, ¢é
claro que coa: A — Sym(X) ¢ uma agdo de A em X.

Sejam G um grupo, e = e; € (G seu elemento neutro, X um conjunto e
o:G — Sym(X) uma agao. Note que o elemento neutro do grupo Sym(X) é a
fungao identidade idy : X — X tal que idy(z) = z, Vo € X. Dali, é claro que
o(eq) = idy. Utilizando a notagao introduzida, Va, g € G, Vo € X, temos que

o ‘z=[o(eq)](x) = idy(r) = ;
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o (9z) =[o(a)]([o(9)(x)) = [o(a) 0 a(9)l(x) = [o(ag)](x) = “Wx;

Por isso, denotamos “(z) = (g por “¥x” Va,g € G, Vo € X.

Seja M um grupo. Como ¢é usual, denotamos a sentenga “N é subgrupo de
M” por “N < M”.

Sejam G um grupo e X um conjunto. A a¢do trivial de G em X é o ho-
momorfismo trivial ¢ : G — Sym(X), ou seja, t(g) = idy, Vg € G. Isto é, a
fungao constante t = G x {idy}. Assim, a imagem de ¢ é o subgrupo trivial
{idy} < Sym(X). Na notagao introduzida, temos que t, = t(g) = idx e
Ir =ty(x) =idy(z) =2, Vg € G, Vo € X.

Sejam G e H grupose o : G — Sym(H) uma agao de G em H. Dizemos que
o é uma “acdao por automorfismos de G em H” se, e somente se, im(o) C Aut(H),
isto ¢, 0 € um homomorfismo do tipo ¢ : G — Aut(H), em que Aut(H) é o grupo
dos automorfismos de H. Dessa forma, temos que im(o) < Aut(H) < Sym(H).
Nesse caso, Vg € G, Vh,b € H, sendo e, € H o elemento neutro de H, temos
que

o Yo, =o0yley) =é€y;
o 9(hb) = o4(hb) = [o4(h)] - [o4(b)] = (“h)(%D);
o I(h)=o,(h7h) = [oy(R)] = (9h)"

Por isso, denotamos 9(hb) = (9h)(9b) por “9h9b” ou por “9h - 9b” e denotamos
I(h=Y) = (9h)~' por “9n~1” Vg € G, Vh,b e H.

Seja G um grupo. O conjunto dos automorfismos do grupo G, representado
na categoria dos grupos e homomorfismos de grupos (Grp) é melhor denotado
por “Autg,(G)”. Todavia, na grande maioria dos casos iremos denota-lo simples-
mente por “Aut(G)”.

E claro que o conjunto de todas as acdes por automorfismos de um grupo G
em um grupo H é Home, (G, Autgp(H)) = Hom(G, Aut(H)).

Note que toda acgao trivial de um grupo em outro é uma agao por automor-
fismos.

Exemplo 1.1.1. Seja 0 : Zy — (Z3)% tal que 6(0) = idg,, [0(1)](0) = 0,
[O()](1) =2 e [H(1)](2) = 1. E claro que 6(0) e 6(1) sdo bijetoras, isto &,
temos que 6(0),0(1) € Sym(Z3). Dai, im(0) C Sym(Z3), ou seja, 6 é da forma
0 : Zo — Sym(Zs). Note que

)-

o [0(1)6(1)](0) =
)
)
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o [B(D)eb(](1) =001 )([9(1)](1)) = [0(](2) = 1 = idg,(1);
o [0(1)00(1)](2) = 0(1)([O(1))(2)) = [O(1)](1) = 2 = idz,(2).
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Dessa forma, 0(1) 0 §(1) = idy,. Também,
) = idy, = idg, o idz, = 0(0) 0 H(0);
) = 0(1) 0 idg, = 0(1) 0 0(0);

) = idy, 0 (1) = 6(0) 0 O(1);

= 0(0) = idz, = 6(1) 0 6(1).

Assim, temos que 0 : Zy — Sym(Zs3) é um homomorfismo, isto é, § é uma agao
de Zy em Zj. Pela nossa notagao, vamos escrever 6(0) =06, e 0(1) = 6,. Assim,
0, = idy, € Aut(Zs3). Agora observe que

o 0,(040)=6,(0)=0+6,(0)=6,(0) + 6,(0);
o 0,(0+1)=0,(1)=0+06,(1) = 6,(0) + 6,(1);
o 0,(0+2)=0,(2) =0+06,(2) =6,(0) + 6,(2):
o 0,(1+0)=0,(1)=6,(1)+0=86,(1)+6,(0);
e 0(1+1)=06,(2)=1=2+2=06,(1)+06,(1);
o 0,(1+2)=6,(0)=0=2+1=06,(1)+6.(2);
e 0,(2+0)=06,(2) =06,(2)+0=0,(2)+6,(0)

e 0,2+1)=0,(00=0=14+2=06,(2) +6,(1);
o 0,(2+2)=060,(1)=2=14+1=06,(2)+6,(2).

Ou seja, 6,(n +m) = 60,(n) + 0,(m), Yn,m € Zs. Dessa forma, temos que
0, € um homomorfismo. Como 6, é bijetora, segue que 0, € Aut(Zs). Dali,
m(0) C Aut(Zs), ou seja, § ¢ um homomorfismo da forma 6 : Zy — Aut(Zs),
isto é, 6 € Hom(Zg,Aut(Zg)), ou seja,  é uma acao por automorfismos. Na
nossa notagao, como 0, = idy,, temos que

o 00 =0,(0) = idg, (0) = 0;
o 01 =0,(1) =ids, (1) = 1;
o 02=0,(2) = idy,(2) = 2.

isto é, 'n = n, Vn € Zs. Também,
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o 12-0,2)=1=-2,
isto &, 'n = 60,(n) = —n = —[idz,(n)] = (—idz,)(n), Vn € Zs. Dai, 0, = —idy, .

Exemplo 1.1.2. Sejam G um grupoe c: G — G tal que [c(g)]( ) = grg™,

Vg,x € G. Note que c(g) € Sym(G), em que [c(g)]™' = ¢(g7!), Vg € G. De
fato, Vg € G, Vx € G, temos que

[e(g) o (g D(x) = [e(9)]([e(gH))(x))

= g(g7'zg)g™"

= (99 (997"
= idg(x)

= (97'9)z(g'g)
= g (gsrg g

“Dllgrg™)
( D(le(9)](@))
= [e(g™") o c(g))(@).

Assim, ¢(g) o c(g7t) = ids = c(g7 ') o c(g), Vg € G. Portanto, ¢ ¢ uma fungao da
forma c¢: G — Sym(G). Temos também que ¢ ¢ um homomorfismo. Com efeito,
Va,g € G, Vr € G, temos que

c(ag)](x) = (ag)z(ag)™ = (ag)z(g~'a™)
= a(gzg ')a
[c(a))(gzg™")
[e(a)] ([e(g)](x))
[c(a) o c(g)](z).

Dessa forma, c(ag) = c(a)oc(g), Va, g € G. Ficamos com ¢ € Hom (G, Sym(G)),
isto é, ¢ é uma acdo de G em si mesmo. Na nossa notacao, c¢(g) = ¢,, Vg € G.
Seja g € GG. Note que, Vz,y € G,

co(ry) = glay)g™" = glzg™ gy)g™" = (929~ ) gyg™") = co@) - cg(y)-

Dai, ¢, € Aut(G), Vg € G, e, portanto, ¢ ¢ uma acdo por automorfismos,
c e Hom(G, Aut(G)). A acao ¢ é chamada de “ag¢ao por conjugagao do grupo G”.
Se G ¢é abeliano, entao c¢y(z) = grg™' = x99~ = x = ids(x), Vg,z € G. Dai,
¢y = c(g) = idg, Yg € G, ou seja, ¢ é o homomorfismo trivial de G em Aut(G),
isto é, ¢ é a agao trivial de G em si mesmo. Geralmente denotamos a agao por
conjugacao de um grupo G por “ ¢ 7.
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Observagao 1.1.3. (i) Sejam G um grupo, X um conjunto, uma agao
o:G— Sym(X) e ¢¢:G — Aut(G) a agdo por conjugacao de G. Para
todos a,b € GG, temos que 0cG(1)°0a = Oaba=1904 = Ogba—la = Ogb = 000

(ii) Sejam G e H grupos, f : G — H um homomorfismo, ¢¢ : G — Aut(G)
a agao por conjugagao de G e ¢ : H — Aut(H) a agdo por conjugagao
de H. Para todo a € G, temos que cf, o f = foc§. De fato, para todo
r € G, temos que

[cfw 0 fl(@) = cf (f(2))

= [f(@)]-[f@)]-[f(a)]™
= fla)- f(z)- f(a™)

= f(axa™)

= f(c5(x))

= (focg)()

Isso significa que, para cada a € GG, o quadrado abaixo é comutativo:

f

G—H
g l fa)
G

. H

f

No caso da conjugacio em G, note que ("Pg = (aba™ )y — “[b(“flg)] = aba”ly
Va,b,g € G. Essa propriedade é importante para nosso estudo.

Definigao 1.1.4. Sejam G e H grupos, 0 : G — Sym(H) e £ : H — Sym(G)
agoes, c¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugagao de G e c# : H — Aut(H) a
acao por conjugacao de H. Dizemos que “0 e £ sao compativeis” se, e somente se,

(1) &,p=c§o&ocs, ,Yge G, Vbe H;

(2) bepa)=c¢0by0c, ,Yae G, Vhe H.

Na defini¢do acima, pelo exemplo 1.1.2, como c¢f, = (c§)7', Vg € G, e
= (¢~ Vh € H, temos que 6 e £ sdo compativeis se, e somente se,

(1) &,p=c5o&ol(cg)™,Vge G, Vbe H,
(2) O =ci0b,0(cf)™ ,Vae G, Vhe H.
Ou entao, equivalentemente, 6 e £ sao compativeis se, e somente se,

(1) &,mocs=cSo&,VgeG, Ve H;
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(2) Ogyocy =cfob, ,YacG,VheH.

Nessa ultima, podemos notar que as agoes # e £ sao compativeis se, e somente
se, Va,g € G, Vb, h € H, os quadrados abaixo comutam:

a

&b

G G H—~H
ch jCG CHj CH
g g h h
G—G H——H
o4 (b) b, (a)

Sejam c4(© : Aut(G) — Aut(G) a agao por conjugagao do grupo Aut(G) e
caet) o Aut(H) — Aut(H) a agado por conjugacao do grupo Aut(H). Note que
as agoes 0 : G — Sym(H) e & : H — Sym(G) s@o compativeis se, e somente
se, {0, = cfgf(c) o0&, Vge G, e 6o&, :cf;,‘fm of,Vh € H.

Pelo item (1) da observagao 1.1.3, podemos observar que a conjugacao é com-
pativel consigo mesma.

Sejam G e H grupos, 0 : G — Sym(H) e ¢ : H — Sym(G) agoes,
¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugacao de G e ¢ : H — Aut(H) a agdo por
conjugacao de H. Observe que, se G é abeliano, pelo exemplo 1.1.2, temos que
c§ =1idg, Vg € G. Assim, Vg € G, Vb € H, temos que &g ) = c§ 0§ 0 ch,1 se, e
somente se, &y, 1) = §. Analogamente, se H é abeliano, pelo exemplo 1.1.2, temos
que cj =idy, Vh € H. Assim, Vh € H, Va € G, temos que 0, () = ¢;f 00,0¢;,
se, e somente se, 0¢, ) = 6,. Logo, se G e H sao ambos abelianos, temos que ¢
e { sdo compativeis se, e somente se, §g .3y = &, Vg € G, Vb € H, e 0¢, () = a,
Vh € H,Va € G, isto é, se, e somente se, {0y, =, Vg e G, e 00§, =0,Vh e H.

Proposicao 1.1.5. Sejam G e H grupose & : H — Sym(G) uma agao de H em
G. Se £ é a acao trivial e H é abeliano, entdo, para toda acao 0 : G — Sym(H)
de G em H, temos que # e £ sao compativeis.

Demonstragao: Sejam c¢¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugagao de G e
¢ . H — Aut(H) a agao por conjugacao de H. Como & é a agao trivial, entao
& =1ds, Vy € H. Assim, Vg € G, Vb € H, temos que

Eo,(b) = ide = c§ 0 (cc)™! = c§ oidg o (cg’)_1 =cfo&o c;il )

g

Como H ¢ abeliano, pelo exemplo 1.1.2 , temos que ¢}’ = id,, Vh € H. Dai,
Vh € H, Va € G, segue que

O¢,(a) = idg(a) = 0o = idy 00, 01dy = ¢;f 0f,0¢]l, .
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Exemplo 1.1.6. Sejam ¢ : Z3 — Aut(Zy) a acdo trivial de Zs em Zy e
0 : 7y — Aut(Z3) a agao do exemplo 1.1.1. Como Zjz é abeliano, pela proposigao
1.1.5 acima, temos que 6 e £ sao agoes compativeis.

Proposicao 1.1.7. Sejam B e (' grupos, A um conjunto e agoes
B : B — Sym(A) e v : C — Sym(A), isto é, § e v sdo homomorfismos.
Considere a estrutura de grupo de produto direto em B x C e uma fungao
o : BxC — Sym(A) tal que o(b,c) = B(b) o v(c), V(b,c) € BxC. Sao

equivalentes:

(i) B(b)or(c) =(c)oB(b) , Vb€ B, Ve € C;
(ii) o ¢ uma agdo, isto ¢, o € Hom(BxC, Sym(A)).

No caso afirmativo, se A é um grupo e 3 e v s@o ac¢oes por automorfismos, entao
o também é uma ac¢ao por automorfismos.

Demonstracao: [(i)=-(ii)] Para todos (b, c,), (b,,c,) € BxC, temos que

0((1)1,01)'(62,02)) = o(bb,,cic,)
= B(biby) o v(cicn)
= [B(by) 0 B(bs)] © [v(er) 0 ¥(c2)]
= (b)) o [B(b.) 0 v(e1)] 0 ¥(c2)
= B(by) o [v(er) 0 B(b2)] 0 v(c2)
= [B(by) o v(c)] o [B(bs) o ¥(c2)]
= 0(bi,c1) 00(bs, ).

[(ii)=-(i)] Sejam ez € B o elemento neutro de B e e, € C' o elemento
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neutro de C. Para todo b€ B e todo ¢ € C, temos que

Bb)ov(c) = B(b)oidyoy(c)
= f(b)o (zd oid,) oy(c)
B(b) o [v 5)] 07(c)

o e
ec)] o [Bles) o v(c)]

(e )] [B(b) o v(eo)]
(0] 0 [B(b) o id,]

Jo
= 7() p(b).

Se 5 e v sdo agoes por automorfismos, como Aut(A) é fechado por com-
posigoes, V(b,c) € BxC, temos que o(b,c) = B(b) o y(c) € Aut(A). Assim,
m(o) C Aut(A) e, portanto, o é da forma o : BxC — Aut(A). Logo, o é agao
por automorfismos. m

Lembremos alguns fatos. Sejam Ay, Ay, By, By, C, Cy, X e Y conjuntos.

(1)

(ii)

(iii)

As projecoes coordenadas sao as fungoes p, @ Ay x Ay — A} e
P i A1 x Ay — Ay tais que p1<a1,a2) = a; ¢ p2(a17a2) = Qg,
V(a,,a,) € Ay x As. Se Ay e Ay sdo grupos e A; X Ay tem a estrutura
de grupo de produto direto, entao p, e p, sao epimorfismos;

Se A; e Ay sao grupos, e; € Ay é o elemento neutro de A; e e, € A
é o elemento neutro de A,, definimos as inclusées coordenadas como sendo
as fungoes i, : Ay — A1 x Ay e i, : Ay — A x Ay tais que
iv(a,) = (ar,e,) e iy(ay) = (e,a,), Ya, € Ay, Va, € Ay, As fungoes i,
e i, sao monomorfismos e inversas a direita das respectivas projegoes coor-
denadas, isto é, p; 04, = ida, € p,0i, = ids,. Também, V(a,, a,) € AjxAs,
temos que (ah az) = Z'1<a1) ) iz(a2>;

Para quaisquer fungoes f, : X — A; e f,: X — Ay existe uma funcao
(fi )+ X = A;x Ay tal que (f, £)(z) = (fi(z), fi(2)), Vo € X. Temos
que’ po (fif) = fo que oo (fiuf) = fi e que (pps) = idapes,.
Assim, para quaisquer fungoes ¢, : X — A; e g, : X — Ay, temos que
(fis &) = (91,9.) se, e somente se, fi =g, ¢ f, = g,. Também, para toda
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fungdo h:Y — X, temos que (fi, ;)oh = (fioh, f,oh). Ainda, se A; e Ay
sdo grupos e A;x Ay é o produto direto, entao (f;, f;) é um homomorfismo
se, e somente se, f; e f, sao homomorfismos;

(iv) Para toda fungdo f : X — A; x Ay, existem suas fungdes coordenadas
f: X —=>A e f,: X — Ay taisque f=(f,f,). Temos que p,of=f
e que p,o f = f,. Para toda funcago h : Y — X, temos que
foh=(fioh, fyoh). Se Aj e Ay sdo grupos e A;x A, é o produto direto,
entao f ¢ um homomorfismo se, e somente se, f; e f, sao homomorfismos;

(v) Para quaisquer fungoes f, : Ay — By e f,: Ay — By existe uma fun-
Go fixf: AixAs = Bix By tal que (fix f)(ara) = (f(ar), f(as)),
V(ay,a,) € Ay x Ay, Temos que idgxa, = ida, X ida, = (pi,p.). Se
Ay e Ay sao grupos, A; x Ay é o produto direto, 7, : A; = A; x Ay e
i, : Ay — Ay X Ay sao as inclusoes coordenadas e ¢, : ByxBy — By e
¢, : B1xBy — By sao as projegoes coordenadas, entdo f; = q,o(f; X f,)oiy,
= o (fixf)oi, e portanto, f, X f, é um homomorfismo se, e
somente se, f; e f, sao homomorfismos. Também, para quaisquer fungoes
g Ay — By e g,: Ay — B, temos que f, X f, = g, Xg, se, e somente se,
fi=9 e [ =g, Além disso, (fix f;)(ar,a5) = (i 0 fi)(ar) - (i 0 £)(as),
V(a,,a,) € Ay x Ag;

(vi) Para quaisquer fungoes A i, B, 5 ¢, e A, LN By & (O,
temos que (g, X @g,) o (fi X f,) = (g1 © fi) X (¢ © f;). Dessa forma, se
i o Ay - By e f, : Ay — By sao bijetoras, com inversas
7B — A e f7': By — Ay entao f, x f, ¢ bijetora, com in-
versa (fix f,)7' = f7' x f7'. Reciprocamente, se f, X f, é bijetora e
nao-vazia, com inversa (f; x f,)7' : By X By — Aj x Ay, entdo f, e f, sdo
bijetoras e, se f~': By — Ay e f7': By — Ay sdo suas inversas, entdo
7 x V= (fix f,)~!. Também, para quaisquer fungoes h, : X — A; e
hy : X — Ay, temos que (f;x f,) o (hy,hy) = (fio hy, fy0h,).

Proposicao 1.1.8. Sejam A um grupo, B e C' conjuntos, a : A — Sym(B) e
§: A — Sym(C) agdese p: A — (BxC)PC tal que p(a) = afa) x 6(a),
VYa € A. Entao, p ¢ uma acao. Se B e C sao grupos e, colocando em B xC
a estrutura de produto direto, se a e § sao agdes por automorfismos, entao p
também é.

Demonstragao: Primeiramente, Va € A, como «(a) e d(a) sdo bijetoras,
temos que p(a) = a(a) x 6(a) é bijetora, isto &, p(a) € Sym(B xC). Assim,
im(p) C Sym(BxC). Dai, p é da forma p: A — Sym(BxC). Para todos
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a,,a, € A, temos que

pla, - a,) = ala,-a,) X d(a; - a,)

() 0 afa)] x [0(a,) 0 5(as)]
= la(ar) x ()] o [afas) x d(ay)]
= pla) o play).

Assim, p é um homomorfismo, isto é, uma acao de A em B x C. Além
disso, se a e ¢ sdo agdes por automorfismos, entdo, Va € A, como a(a) e
d(a) sdo homomorfismos, entdo p(a) = a(a) x d(a) € Aut(B x C). Assim,
im(p) C Aut(B x C) e, portanto, p ¢ um homomorfismo da forma
p:A— Aut(BxC), isto &, p é uma agao por automorfismos. m

Sejam B e C' grupos e suponha que esteja definida a estrutura de produto
direto em BXxC. Sejam também c¢? : B — Aut(B) a agao por conjugacgao de
B, c¢ : C — Aut(C) a acdo por conjugagao de C' e ¢ : BxC — Aut(Bx(C)
a acao por conjugagao de BxC. Entao, ¢G5 = cf x ¢, Vb e B, Vs € C. De
fato, V(y, z) € BxC, temos que

BxC

Cib,s) (ya 2) =

Sejam o : BxC' — Sym(A) aagao da proposigao 1.1.7e p: A — Sym(BxC)
a acao da proposicao 1.1.8. Usando nossa notagao, Vb € B, Vs € C, temos que
Tty =0povs =700, eque p, = Qg X 04, Ya € A.

Proposicao 1.1.9. Sejam A, B e C grupos, §: B — Sym(A), v : C — Sym(A)
e 0: BxC — Sym(A) as agoes da proposi¢ao 1.1.7e « : A — Sym(B),
d:A— Sym(C) e p: A— Sym(BxC) as agoes da proposi¢ao 1.1.8. Suponha
que « e [ sdo compativeis e que d e v sdo compativeis. Entao, sao equivalentes:

(i) a=aov,VselC, e d=00p,Vbe B;
(ii) p e o s@o compativeis.
Demonstracao: [(i)=(ii))] Como « e [ sdo compativeis, temos que
W) = cfoago(cf)t eque Bap =ciofyo(ct) !, Vae A Vb e B.

Também, como § e y sdo compativeis, temos que 0,4 = ¢§ 0d, 0 (¢¢)™! e que
Vou(s) = CAovs0(ca)™t, Va € A, Vs € C. Além disso, como o ¢ uma agio, pela
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proposicao 1.1.7, temos que [, 07 = vs0 By, Vb € B, Vs € C. Assim, para todo
a€ A etodo (b,s) € BxC, temos que

Pop.sy(a) = p(U(b,s) (a))
)

= 04(0'(1%8)((1) X(S(O'(b,s)(a»
= a((By07:)(@)) x 5((By 0 75)(a)(a))
= a((Broys)(@) x (s 0 B)(a)

5

= 5
= a(B(1(@)) x3(7. (@)
By (14(a)) X O7a(By())
= [¢f oy o (cf) 7] X [¢5 08,y 0 (¢£) 7]
= (& x )o@ X gl el ) X (e§)7']
= (¢f xcS) ooy () X 0p,(a) © (cb X ¢ -1
= o © () X Ip,@)] © ]

cirs o [a(vs(a)) x 6(By(a))] o [eGs] ™

ctrs o [(avons)(a) x (50 fy)(a)] o [cg] ™

ci © [afa) x d(a)] o [CZXS]
¢S 0 (0 x 8,) 0 [cS]
BxC BxC' 1

= Cp,) ©Pa© [C(b 5>]

Opa(bs) = ‘7( Pa )
= 0( g X 5 )
= o(aa(b) )
- ﬁ(oza(b)) ov(5a< ))
= Baa®) © Vsa(s)
= [etofByo(cy)™olca oyso(ct)™]
= ciofyol(ct) T ocsloyso(ch)!
= ehoByoidy 00 (ch) !
= ciofByorso(ch)™
= ctoopso ().

Dai, p e 0 sao compativeis.

[(i)=(1)] Como p e o sdo compativeis, temos que pg,, (@) = Clrs 0Pa0lcls ],
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Va € A, V(b,s) € BxC. Sejam

BxC
Cio.s)

o (ag X 04) 0

)™

Assim, ag X 0, =
Consequentemente, a(a) =

8(a) = 0o = dya) = 6(Bola))

X (5517(@
Qg

= (§ o By)(a).
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be B,se(C e ae€ A. Temos que

BxC
C(b s) o IOa [

Poy,s)(a)
p(00.5(a))
a(o@.s(a) x 3(ow.s) (a))
a((By 0 vs)(a) x 6((By 0 vs)(a))
)(a)
a)

o)

X 0
N

N— ——

((ﬁb 07s)(a ((78 o fy)(a ))
(ﬁb(vs ) x 8 (7(B(@)))

B, (v5(a)) X Oxs(By(a))

[Cb o a'ys(a) (Cb) 1] x [c§ o 5ﬁb(a
(cf x €)oo, X dpy@] o [(c)) ™
[@te) % Goyi) © (cf X €

(@) X O] © [crg] !

o (cg)™']
x ()]
(cg x¢f)o -

BxC
Closy © [0y

e, portanto, o, = Q@) € do = 0p,(a)

= Qyy(a) O‘('YS(CO) (Oz © 78)(‘0 €
Como a é qualquer, a = « o 7,

e 6 =00 . Como b e s sao arbitrarios, o resultado segue. m

Sejam G e H grupos, 0 :

G — Sym(H)
¢ G — Aut(G) a agao por conjugagao de G e cH

e &: H — Sym(G) agoes,
: H — Aut(H) a agao por

conjugacao de H. Observe que, 6 e £ sao compativeis se, e somente se, Vg, z € G,

Vh,y € H,
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(hg)y _ fh(g)y

= b9
= (¢ ob506.)(y)
= ¢ (Gg(cﬁ,l(y)))
= ' (0,(" )
= (")
"))
Dizendo de outra forma, G e H agem um no outro compativelmente se, e

somente se, Vg,x € G, Vh,y € H,

—1

h -1
) e Cly="p0y).
Caso G e H sejam abelianos, eles agem um no outro compativelmente se, e

somente se, Vg,x € G, Vh,y € H,

My _hy o ()

(Oh) p — g[h(g

y="19y.

E facil verificar que a acdo trivial de G em H é compativel com a acio trivial
de H em G, quaisquer que sejam os grupos G e H.

Como vimos acima, no caso de G = H, segue que a conjugacgao ¢ compativel
consigo mesma. Sempre que usarmos nossa notagao e um elemento de um grupo
estiver agindo sobre um elemento do mesmo grupo, esta serd a agao por conju-
gacao. Isto é, se tivermos um grupo G e elementos a,r € G, tais que, em uma
passagem, apareca o termo “ %", esse termo é o elemento aza~' € G.

Sejam G e H grupos, 0 : G — Sym(H) e & : H — Sym(G) agoes,
¢ : G — Aut(G) a agao por conjugacao de G e ¢ : H — Aut(H) a agado por
conjugacdo de H. Na notagao que estamos utilizando, temos que 6,(h) = 9h,
que &(g) = "g, que c§(x) = %r = grg™' e que c¢(y) ="y = hyh™!,
Vg,x € G, Yh,y € H. Como nao iremos definir um produto entre elemen-
tos de G e elementos de H, podemos, sem ambiguidade, denotar o elemento
9(hx) = g (&n(x)) = g("x)g™" por “ 9"z e também podemos denotar o elemento
h(9y) =l (Hg(y)) = h(9%y)h=t por “My” Vg x € G, Vh,y € H.

Nessa notagao, G e H agem um no outro compativelmente se, e somente se,
Vg,x € G, Vh,y € H,

— hgh~1

g —1 h
hp =99 g e 9y Y.

Caso sejam ambos abelianos, G e H agem um no outro compativelmente se, e
somente se, Vg,x € G, Vh,y € H,

h
r="x e Iy ="9.

Como a ac¢ao de GG em si mesmo é a conjugacao e a agao de H em si mesmo
é a conjugagao, Vr,g € G, Vh,y € H, temos que
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= g =9 )] = Mg 2g)] = g (9 wg)lg T = 9" (9 wg) g7
oy =Py =" y)) = O(h T yh)] = B (R yR) AT = hO(hT ) AT

Ainda, se a acao de H em G for uma agao por automorfismos, Vg, x € G, Vh € H,
temos que

9h 1 h —1 h h

—1 _ _ _ _ _
w=""r=g"g  2g) g = g("g " "x ") = (9"g ") ("9 ")

Por fim, se a acao de G em H for uma acao por automorfismos, Vg € G, Vh,y € H,
temos que

Yy ="y = RO yh) B = BB -9y SRR = (hh) Sy(PRhT).

Lembramos que, para todo grupo M e quaisquer elementos a,b € M, o “co-
mutador de a e b” é o produto aba™'b~' € M, que é comumente denotado por
“la, b]”. Usando isso como motivagao, sendo G ¢ H grupos, 0 : G — Sym(H) e
¢ : H — Sym(G) agbes, c¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugagao de G e
i H — Aut(H) a agao por conjugacao de H, denotaremos o elemento

oy = g ()} = e (sh( e >))) por " ¢ denotare-

mos 17107y = M) = (6, (6,2 () ) pon* ", v € G
Vh,y € H.

Note que WMz = 9{h [ (")} = g-"(g7" - x-g)-g7', Vg,2 € G,Yh € H.
Se ¢ for agao por automorfismos, entao, Vg, x € G, Vh € H,

l9:h] -

)
g
g gl Ep .k
g

= (g"g Na(*gg™),

em que € = ey € H ¢é o elemento neutro de H. Também, temos que
aly = Mo (Y} = b9y h) b, Vg € G, Vhy € H. Se
for acdo por automorfismos, entao, Vg € G, Vh,y € H,
hdly = p.9(p". g‘1y -h)-h7!
h-9h1 .99y 9p .
= h-9p71. ¢y ogh~h*1
h-9n 1. -gh-h_l
o)y (hA,

em que e =es€ G ¢é o elemento neutro de G.
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1.2 Pareamentos cruzados e bihomomorfismos

Definigao 1.2.1. Sejam G, H e K grupos, 6 : G — Sym(H) e £ : H — Sym(G)
agoes, ¢¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugacdo de G, c# : H — Aut(H) a
acao por conjugacao de H e 7: GxH — K uma funcao. Dizemos que “7 é um
pareamento cruzado (crossed pairing ou bideriva¢ao) com respeito a 0 e £ se, e
somente se,

(1) 7(ax,y) = T(Cg(x)ﬁa(y)) -1(a,y), Va,z € G, Vy € H,
(2) 7(z,by) =7(x,b) 7(&%(2),cl (y)), Vo € G, Vb,y € H.

Sejam G, H e K grupos, ex € K o elemento neutrode K e 7: GxH — K
uma fungao tal que 7(z,y) = ek, Vo € G, Yy € H. Observe que, para quaisquer
agoes 0 : G — Sym(H) e & : H — Sym(G), temos que 7 ¢ um pareamento
cruzado com respeito a 0 e £. Chamamos essa fungao de “o pareamento cruzado
nulo”.

Proposicao 1.2.2. Sejam G, H e K grupos, e € G o elemento neutro
de G, ey € H o elemento neutro de H, ex € K o0 elemento neutro de K,
0:G— Sym(H) e £: H— Sym(G) agdese 7:GxH — K um pareamento
cruzado com respeito a 0 e . Temos que 7(eq,h) = ex = 7(g,¢ey), Vh € H,
Vg € G.

Demonstragao: Sejam e=e;€ G e € =e,€ H os elementos neutros e
¢: G — Aut(G) e c# : H — Aut(H) as agoes por conjugacao de G e de H,
respectivamente. Para todo h € H, temos que

e, = [t(e,h)] " 7(e,h)
= [r(e,;h)] ' -7(e-e,h)
= [r(e,n)]" - 7(ce(€), 0e(R)) - 7(
= [r(e,h)]" - 7(ids(e),idy (h)) - T(e h)
= [r(e.n)]7" - 7(e,h) - (e, )
= 7(e,h)

Analogamente, para todo ¢ € G, temos que

e = [r(g,8)]7" - 7(g,€)
= [r(g.0)] 7" (9,6 ¢)
= [r(g,8)]7" - 7(g.€) - T(&(9), £ (€))
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Definicao 1.2.3. Sejam G, H e K grupos e [ : GxH — K uma fungao.
Dizemos que “ é um bthomomorfismo” se, e somente se,

(1) Blax,y) = B(a,y) - B(z,y), Va,xz € G, Vy € H;
(2) Bz, by) = B(x,b) - B(x,y), Yz € G, ¥b,y € H.

Sejam G, H e K grupose (:GxH — K uma funcao. Para cada y € H,
seja uma fungdo f, : G — K tal que p,(z) = B(x,y), Vo € G. Para cada
r € G, seja uma funcio B, : H — K tal que f,(y) = B(z,y), Vy € H. E
facil ver que 8 é bihomomorfismo se, e somente se, 3, e 8, sao homomorfismos,
Vy e H,Vr € G.

Sejam G, H e K grupos, e, € K o elemento neutrode K e f:GxH — K
uma funcdo tal que [(z,y) = ek, Vo € G, Yy € H. Observe que § é um
bihomomorfismo. Chamamos essa funcao de “o bihomomorfismo nulo”.

Observagao 1.2.4. Sejam G, H e K grupos, e; € G 0o elemento neutro de G,
ey € H oelemento neutrode H, e, € K o elemento neutrode K e 3 : GxH — K
um bihomomorfismo. Temos que [(eq,h) = ex = B(g,en), Vh € H, Vg € G. De
fato, Vh € H, Vg € GG, temos que

Bleg,h) = ex-B(eq,h)
= [Blea, W)™ - Blea, h) - Bleg, D)
= [Bles, h)]” ' -Blea - eq,h)
= [Blec, W)™ - Blea, h)
= [5(97611)]_1 - B(g, exn)
= [B(g.en)]™" - Blg.en - en)
= [B(gaeH)]_l -B(g,en) - Blg, en)
= ex-B(g,exn)
= B(g,exn)-

Portanto, e, = B(eg, ey) € im(f).

Observagao 1.2.5. Sejam G, H e K grupose (:GxH — K um bihomomor-
fismo. Temos que [(g~*, h) = [B(g,h)]™t = B(g,h™"), Vg € G, Vh € H. Com
efeito, Vg € G, Vh € H, pela observacao anterior, temos que

B(g.h)-Blg~" h) = Blg-g ' h)

= B(etbh)
= eg
= Blg"-g,h)

= B(g_lah) ’ 5(97 h)a
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B(gah’) ' 5(9? h_l)

I
w @

I
9]
me
Il
Ev
T
)
I

Portanto, [8(g,h)]™' = B(g~ ', h) € im(B), Vg € G, Vh € H.

Seja K um grupo. Como é usual, denotamos a sentenca “ /N é subgrupo normal
de K” por “N < K”. Lembremos alguns fatos da teoria de grupos.

Observagao 1.2.6. Sejam L um grupo, e € L o elemento neutrode Le S C L.
O subgrupo de L gerado por S é (S) =N{M € p(L): S C M < L}. Temos que
S C (S) < L eque (S) é o menor subgrupo de L que contém S, com respeito
a ordem da inclusdo “C”. Por isso, YV C L,se S CV < L, entdao (S) CV
e, portanto, S C (S) <V < L. Além disso, (S) = S se, e somente se, S < L.
E facil mostrar que (S) = {e} se, e somente se, S = @ ou S = {e}. Isto &,
(S) = {e} se, e somente se, S C {e}.

O fecho normal de S em L é (S), = {N € p(L): S C N <L}. Temos
que S C (S), <L e que (S), & o menor subgrupo normal de L que contém S,
também com respeito a ordem da inclusao. Por isso, VV C L,se S CV <L,
entdo (S) C V e, portanto, S C (S) <V < L. Além disso, (S), = S se, e
somente se, S <I L. E facil mostrar que (S), = {e} se, e somente se, S = & ou
S = {e}. Isto ¢, (S), = {e} se, e somente se, S C {e}.

O conjunto dos inversos de S é¢ S™' = {s7'€ L:s € S}. E facil mostrar
que S~!C S se, e somente se, S7!' =S. O fecho por produtos de S em L é o
conjunto Sp(S) = {31~ S5, €L : neN* e s.5,....8, € S}. E claro que
S C Sp(S). Também temos que Sp(S) = & se, e somente se, S = F e que
Sp(S) = {e} se, e somente se, S = {e}.

Seja X um conjunto. Lembremos que o conjunto de todas as seqiiéncias de
elementos de X indexadas em N* ¢ o conjunto X~ de todas as funcdes de N*
em X. Seja r € XV'. E costume denotar a imagem z(n) € X de um niimero
n € N* por “z,” e a propria seqiiéncia x por “(z;, x,, 75, ...)".

Seja V C L tal que S CV e considere as propriedades:

(a) V é fechado por produtos, isto é,

NVu,v e L)(ueV e veV = weV);

() (Vu,seL)veV e seS = vseV),

(c) (Vs € SN*)(Vn EN (s %t S5, € V).
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E claro que (a)=(b). Vamos mostrar que (b)=(c). Seja s € SN. Como
im(s) C S C V, éclaro que s, € V,Vj e N Em particular, s, € V. Por (b),
s-8 € V. Seja j € N* tal que s+ 8- ...-s € V. Novamente por (b), temos
que S-S ...- S-S, € V. Como j é arbitrario, pelo principio da inducao finita
concluimos que (Vn € N*)(s;- 8- ...+ 5,4-5,€ V).

Agora, mostremos que a propriedade (c) implica Sp(S) C V. Seja y € Sp(S).

Entao, existem s, s,,...,5,1,5,€ S tais que y =858 ...- S, S,. Considere a
[N . N* .

seqiiéncia (81, S, vy Sucts Sny Sy Sny Sy ---) € SO . A propriedade (c) afirma que

S1° 8 e S-S, €V, Vm € N*. Tomando m = n, ficamos com

Y=8"% ... S 5 V. Comoy é qualquer, temos que Sp(S) C V.

Assim, ficamos com (a)=-(b)=-(c). O que nos fornece uma ferramenta util:
para mostrar que um determinado subconjunto V C L satisfaz Sp(S) C V, é
suficiente mostrar que S C V' e que V satisfaz qualquer uma das propriedades
(a) ou (b) ou (c).

Outro fato importante é que (S) = Sp({e} U SUS™!). Vamos mostrar isso.
Sejam Sy = {e}USUS™t e P = Sp(Sy). Como e€ Sy e SCSyC P,
temos que e € P (e, portanto, P # @) e que S C P. Note que S;' C Sy. As-
sim, S;' = 5. Seja k € P. Entdo, existem s,,5,...,5.,5 € Sy tais que

k = 88..5.,s. Dai, s7! 51 .. sl st e Syt o= Sp. Assim,
E = (s18..8.08.)" " = s 's t.stsst € P. Sejam  a,b € P. Entao,
existem  S;,...,S,,7,...,T, € Sy tais que a = s..s, e b = nr..r, Dali,

ab = s...s,- n...1,, € P. Dessa forma, S C P < L e, portanto, (S) C P.
Note que Sy C (S). Novamente, seja k € P. Entdo, existem s,...,s, € S
tais que k = s...s,. Assim, s,...,s, € (S) e, portanto, k = s,...s, € (S). Dali,
P C (S). Logo, P =(S).

Do paragrafo acima podemos concluir que, se e € S e S~! C S, entao
{eyUSUS™1 =8 e, portanto, (S) = Sp({e} USUS™) = Sp(S).

Temos também que, (S) é abeliano se, e somente se, todos os elementos de S
comutam entre si. Com efeito, se (S) é abeliano, entao todos os elementos de (5)
comutam entre si. Como S C (5), ¢ claro que todos os elementos de S comutam
entre si. Suponha que todos os elementos de S comutam entre si e sejam a € S
e c€ S~!. Entdo, existe b€ S tal que ¢ =b"!. Temos que ab= ba. Dai,

ac = ab’!
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Portanto, todo elemento de S comuta com todo elemento de S~!. Ou seja, todos
os elementos de S U S~ comutam entre si. Como o elemento neutro comuta
com todos os elementos de L, entdo todos os elementos de Sy = {e} USUS™!
comutam entre si. Sejam a,b € (S) = Sp({e} U S U S!). Entao, exis-
tem  s,...,8,,7,....,7m € Sy tais que a = s..s, e b = r..r,. E claro
que todos os elementos de {s,,...,s,,7,...,7,,} comutam entre si. Portanto,
ab=8,...8, 1.1, =1..1,,"5...5, = ba Logo, (S) ¢é abeliano.

Sejam G, H e K grupos e [ : GxH — K um bihomomorfismo. Temos
que [im(B)]7' = im(B). De fato, Vz € [im(B)]"!, existe k € im(B) tal que
z = k7! Também, existem ¢g € G e h € H tais que k = [(g,h). Pela
observagao 1.2.5, temos que z = k~! = [B(g,h)]™" = B(¢g~ ', h) € im(B). Dai,
[im(B)]~! C im(B). Pela observagio 1.2.6, temos que [im(B)]™! = im(B). Na
observagao 1.2.4, vimos que e, € im(f). Novamente pela observagao 1.2.6,
temos que (im(B)) = Sp(im(B)). Portanto, VV C K, para mostrarmos que
(tm(B)) C V, basta mostrarmos que im(5) C V e que vale alguma das propri-
edades (a) ou (b) ou (c) da observagao 1.2.6, colocando S = im(/3).

Proposicao 1.2.7. Sejam G, H e K grupose [:GxH — K um bihomomor-
fismo. Entao, (im(f)) é abeliano.

Demonstragao: Sejam a,g € G e b,h € H. Com respeito aos itens da
defini¢ao 1.2.3, usando (1) e depois (2), temos que

Blag,bh) = B(a,bh) - B(g,bh) = B(a,b) - Ba, h) - B(g,b) - B(g, h).

(
Com respeito & mesma defini¢ao, usando (2) e depois (1), temos que
Blag,bh) = Blag,b) - B(ag, h) = B(a,b) - B(g,b) - Bla, h) - B(g, h).

Dessa forma, 5(a,5) - 8(a, h) - B(g,5) - B(g, 1) = Bla,b) - B(g,B) - B(a, ) B, h) e,
portanto, G(a, h) - 5(g,b) = B(g, b) B(a,h). Assim, Ya,g € G, Vb, h € H, temos
que [(a,h) - B(g,b) = B(g,b) - B(a,h). Sejam wu,v € im(f). Entao, existem
a,g € G e bh € H tais que u = fB(a,h) e v = ((g,b). Ficamos com
wv = f(a,h) - B(g,b) = B(g,b) - (a,h) = vu. Portanto, todos os elementos de
im(f) comutam entre si. Logo, pela observagao 1.2.6, (im(/3)) é abeliano. =

Sejam G, H e K grupose [ :GxH — K um bihomomorfismo. Por causa
da proposicao acima, se G e H sao abelianos, dizemos que “# ¢é uma funcao
bilinear”.

Note que, na definicao 1.2.1, se ambas as agoes 6 e £ sao as agoes triviais,
entao uma funcao 7 : Gx H — K ¢é um pareamento cruzado com respeito as
acoes triviais 6 e £ se, e somente se, € um bihomomorfismo. Além disso, se G e
H sao abelianos, entao a fungao 7: GxH — K é um pareamento cruzado com
respeito as acoes triviais 6 e £ se, e somente se, € uma funcao bilinear.
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Proposicao 1.2.8. Sejam A, B, G, H, K e L grupos, ¢ : A -G, n: B— H
e Y : K — L homomorfismose §:GxH — K um bihomomorfismo. Entao,
Bo(pxn) e ol também sdo bihomomorfismos.

Demonstragao: Para todos a,a,,a,€ A e todos b,b,,b,€ B, temos que

[Bo(pxn)l(a-axb) =

= [Bo

[Bo (o xm(a,bi-by) =

8(
B
= 5(
B
B

(¢ xn)(a - az,b))

(a1 - as), (b))
(a1) - ¢(az),n(b))
(@), (b)) - B(d(az),
(& x n)(a:, b)) - B((¢

(¢ < n)](a:,0) - |

n(b))
x n)(as, b))
o (¢ xn)](az,b);

Também, Vg, g, 9. € G, Vh, h,, h, € H, temos que

(¢ 0 B) (g1 - g2, )

(Yo B)g,hi-hs) =

= ¢<ﬁ(91  Ga, h))

w(ﬁ(gnh) B (9, h))

Y (B(g1 b)) - ¥ (B(gz, b))
(1/} 5)(91, ) (@Z) B)(gm )a
¢(5(97 hy - hz))

(B(g, ) - Blg, )

W (B(g, h)) - ¢ (B(g, h2))
(0 B)(g,hi) - (¢ 0 B)(g, ha)

Exemplo 1.2.9. Sejam 0 : Zo — Aut(Z3) e &:Zs — Aut(Zsy) as agdes dos
exemplos 1.1.1 e 1.1.6. Sejam também ¢ : Zy — Aut(Zsy) a ac¢do por conjugagao

de Zy e ¢ : Zs — Aut(Z3) a agao por conjugagao de Zs.

Como Zs e Zs sao

abelianos, temos que ¢ é a acao trivial de Zy em si mesmo e £ = ¢ é a agao trivial
de Zs em si mesmo. Seja 7 : Zo X Z3 — Z3 tal que 7(n,m) = nm (multiplicagao
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em Zs), Vn € Zy, Ym € Zs. Temos que 7(1,1) =1, que 7(1,2) =2 e que
7(0,0) = 7(0,1) = 7(0,2) = 7(1,0) = 0. Note que, V& € Zy, Vb,y € Z3, temos
que T(£b<x)7 6b(y)> = T(fL’,y) ¢, Va,x S Z27 vy S Z37

T(Ca($)79a(y)> = { T(z,y), se a=0;

T(z,—y), se a=1.

Portanto, pelo fato de Zz ser um anel, Vo € Z,, Vb,y € Zs, temos que
T(2,0+y) =2(b+y) =ab+ay = 7(2,b) + 7(2,y) = 7(2,b) + 7(&(2), &(y))-
Seja a € Zy. Se a =0, Vx € Zy, Vy € Zs, ficamos com

T(a+x,y) = 7(04+2z,9)
= 7(z,y)
= a2y
= x2y+0
= a2y+0-y
= xy+ay
m(z,y) + 7(a,y)
T(Ca(x)a Qa(y)) +7(a,y).

Se a =1, temos a tabela abaixo:

alz|a+zxz|y|T(la+xy) T(Ca(ZE), Ha(y)) T(a,y)
110 1 0 0 0 0
110 1 1 1 0 1
110 1 2 2 0 2
1)1 0 0 0 0 0
111 0 1 0 2 1
111 0 2 0 1 2

Somando em Zjs os valores da sexta e sétima colunas, obtemos os valores mostra-
dos na quinta coluna, isto ¢, temos que 7(a+ z,y) = 7(ca(2),0.(y)) + 7(a,y),
Vo € ZQ, ‘v’y S Zg.
Por fim, temos que 7(a+z,y) = T(ca(x), 9a(y)) +7(a,y), Va,x € Zy, Yy € Zs.
Logo, 7 é um pareamento cruzado com respeito a 6 e &.

Exemplo 1.2.10. Sejam G um grupo, ¢¢ : G — Aut(G) a agao por conjugagao

deGe k:GxG — G afungao comutadora, isto ¢, k(z,y) = [v,y] = zyx~ty?,

Vz,y € GG. Entao, k ¢ um pareamento cruzado com respeito a c¢¢ e ¢¢. Com efeito,
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VYa,x,b,y € G,

k(S (x),c§(y)) - wla,y) = wlaza™ aya™) k(a,y)
= [(aza™")(aya™")(aza™ ") (aya™") "] - (aya~ 'y ")

= axailayaflaxflaflayflafl . ayailyfl
= awy:v_la_ly_l
= (az)y(az)™'y~

= r(ar,y);

1

k(z,b) - k(g (2),c§(y)) = k(z,b)- rk(bab" byb™")
(b ) () by (B ) b)Y
= abyz ly o7t
w(by)z ™ (by) ™!
k(z, by) .

Na definicao 1.2.1, temos que 7: GxH — K ¢é um pareamento cruzado com
respeito a 6 e £ se, e somente se,

(1) 7(azx,y) =[1o(cs x 0,)|(z,y)-7(a,y), Va,x € G,Vy € H;
(2) 7(x,by) =7(z,b) [T o (& x )z, y), Vo € G, Vb,y € H.

Na nossa notagao, 7 : GXxH — K ¢é um pareamento cruzado com respeito as
acoes de G em H e de H em G se, e somente se, Va,r € G, Vb,y € H,

7(az,y) = 7("x,"y) - 7(a,y) = r(axa™","y) - 7(a,y);

7(z,by) = 7(x,b) - 7(°2, %) = 7(x,b) - 7(°x, byb~!) .

Proposicao 1.2.11. Sejam G e H grupos, 0 : G — Sym(H) e & : H — Sym(G)
acoes compativeis e funcoes 7, : GXH — G e 7, : GXH — H tais que
Ti(g,h) = g-[G(9)] " =g-("9)™" e nlg,h) = 0,(h) - h™t =9hh7!, Vg € G,
Vh € H. Temos que

(i) Se £ é uma agao por automorfismos, entdo 7, é um pareamento cruzado
com respeito a 0 e &;

(ii) Se 6 é uma acdo por automorfismos, entdo 7, ¢ um pareamento cruzado
com respeito a e &.
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Demonstragao: (i) Para todos a,x € G e todos b,y € H, temos que

T (CaG (2), Ha(y)) -7i(a,y)

Q Qa O O

Q

. @OQ fQ fQ fQ 2O 8Q

Q

Usando o item (i) da observagao 1.1.3, temos que

T (:L“, b) " (fb(x)v Cf (Z/))

1

8

(& @)] T &) - [y (S(2))]
& (&()]

Al 0 &)}

(&0 &) ()]

- [y ()]
7(x, by) .

8 &8 8 8

25

(ii) Para todos a,x € G e todos b,y € H, usando novamente o item (i) da

observagao 1.1.3, temos que

T2 (Cg (2), Qa(y)) - Ta(a, y)
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S

7—2(‘% b) " Ty (fb(x)a Cf(y))
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Proposicao 1.2.12. Sejam G, H, K e M grupos, 0 : G — Sym(H) e
§:H— Sym(G) agdese 7:GxH — K um pareamento cruzado com respeito
afle Se f: K — M éum homomorfismo, entao for:GxH — M ¢éum
pareamento cruzado com respeito a 6 e &.

Demonstracao: Sejam c¢¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugacao de G e
c? . H — Aut(H) a agdo por conjugagao de H. Para todos a,z € G e todos
b,y € H, temos que

(for)az,y) = f(r(az,y))

(for)(z,by) = f(r(z,by))

Para quaisquer conjuntos A e B, existe uma fungdo pu : AXxB — BxA
tal que p(a,b) = (b,a), Ya € A, Vb € B. Note que u é bijetora. Com efeito,
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sendo v: BxA — AxB tal que v(b,a) = (a,b), Vb € B, Ya € A, temos que
(powv)(b,a) = pn(v(b,a)) = pla,b) = (b,a) = idpa(b,a), ¥(b,a) € Bx A, e que
(v o p)(a,b) = v(u(a,b)) = v(b,a) = (a,b) = idap(a,b), ¥(a,b) € Ax B. Dali,
pov =ridpwu e vou=ridsp e, portanto, u e v sao bijetoras, com v = pu~!

Para todo grupo K, temos a chamada “fun¢ao de inversao” i : K — K tal
que i(k) =k', Vk € K. Claro que i € Sym(K). De fato, Vk € K, temos

2 1

Assim, i =101 = idg. Logo, i™ =1.

Proposicao 1.2.13. Sejam G, H e K grupos, § : G — Sym(H) e
¢ : H — Sym(G) agoes, 7 : GXxH — K um pareamento cruzado com res-
peitoafel i: K—K e pu: HxG — GxH tais que i(k) =k, Vke K, e
w(h,g) = (g,h), Vg € G,VYh € H. Entdo, ioTou: HXG — K ¢é um pareamento
cruzado com respeito a & e 6.

Demonstragao: Sejam ¢¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugagao de G e
c# : H — Aut(H) a agdo por conjugagao de H. Para todos a,x € G e todos
b,y € H, temos que

(toTop)(by,z) = i(T(,u(by,a:))>
= i(T(x,by))

]
= i(r(@@). W) i)
= il .6@) ) i)

= (ioTop)(c(y) &()) - (ioTop)(b);
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(ioTop)(y,ax) = @( (u(y,afv))>
= i(r(az,y))
:z(( <> <y>> (a. >)
= [7(c§(x),ba(y)) - 7( } -
= [r(a [(c )]
- (<a y>) (7( <x>e<y>>)

R )

— (ZOTo,u)( ZOTOM(Q (3/)703(3:))

Proposicao 1.2.14. Sejam A, B, G, H e K grupos, a« : A — G e
B : B — H fungoes, A : A — Sym(B), 0 : G — Sym(H), £ : H — Sym(G) e
k : B — Sym(A) agoes, ¢c¢ : G — Aut(G) a agado por conjugagao de G,
" : H — Aut(H) a agao por conjugagao de H, ¢4 : A — Aut(A) a agdo por
conjugagao de A, ¢ : B — Aut(B) a agao por conjugagao de B, 7: GxH — K
um pareamento cruzado com respeito a e £ e 7 =170 (ax ). Valem

(i) Se o € Hom(A,G) e a € A sao tais que Oyq) 0B = o A, entdo
(az,y) = 7(ci(r), Aa(y )) -7(a,y), Vo € A, Vy € B;

(ii) Se B € Hom(B,H) e b€ B sao tais que Egp) 0 0 = a 0 Ky, entdo
7(z,by) = 7(x,b) - 7 (kp(2), cf (y)), Vo € A, Vy € B;

(iii) Se a e 3 sao homomorfismos, Oy )08 = Bo X, Va € A, e Ezpyoa = aoky,
Vb € B, entdo 7 =710 (axp): AXxB — K éum pareamento cruzado com
respeito a A e k;

(iv) Para todos x,a,9 € G e todo y € H, temos que

[7 0 (c§ x Oy)(az,y) = [7 o (c§ x 0y)](c (x),0a(y)) - [T 0 (c§ x Oy)](a,y);
(v) Para todo = € G e todos y,b,h € H, temos que

[7 0 (& x e, by) = [7 o (& x ¢ )](w,b) - [T o (& x )] (& (@), ¢ (¥)) ;
(vi) Se 6 e £ sao agoes compativeis e 6 é agdo por automorfismos, entao

To(c§ x0,): GxH — K ¢ pareamento cruzado com respeito a ¢ e

§, Vg e G,
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(vii) Se 6 e £ sao agdes compativeis e £ é agdo por automorfismos, entao
GxH — K é pareamento cruzado com respeito a 6 e

To (& x ) -

¢, Vhe H.

Demonstracao:

temos que

que

7(ax,y)

(ii) Novamente usando o item

7(z, by)

(i) Usando o item (ii) da observagao 1.1.3, Vo € A, Vy € B,

r(ala) a(2), B(v))
7 (€ (2(2)), bata) (89) ) - 7(a(0), B(y))
(

T([Cac(a) oa] x)? a(a) 05 (y ) T(CY y )
— T((aocA)(x), ﬁo)\ (y) T(a y)
7'< ct(x)), B(A > -7(a(a), B

r«axﬁxqcv ) (axﬁxay»

)
[ o (axB)](ci(x); Aa(y)) - [7 o (ax B)](a,y)
7(ca (@), Aa(y)) - 7(a,y).

ii) da observagao 1.1.3, Vx € A, Vy € B, temos

_

7'( X )(x,by))

T(a(x), B(by))

(o), B(b) B(y))

(o), B1) - 7 (&0 ((2), et (B(w))
7(a(@), 8(0)) - 7([Es0) © al(2), [chu) © Bl(v))
7(a(z), (D)) - T((evo ) (@), (Bocf)(y))
T(a(m),ﬂ(b)) -T(a(/ﬁ, ) ( ))
m((axB)(w,0)) - 7 ((ax B) (ko(a), cf () )

(iii) E imediato de (i) e (ii).
(iv) Seja g € G. Substituindo nas hipoteses, temos A = G, B = H,
a=c e Aut(G), B=0,A=0k=¢ ¢ 7=10(c5 x0,). E claro que
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c¢ € Hom(G,G) e, usando o item (i) da observagao 1.1.3, temos que
ech(a) 0f,=10,0080, VYa € G. Portanto, usando o item (i) dessa proposicao, vale
[7o(cg x 0,))(az,y) = [ro(c§ x 0,)](c§ (), 0(y)) - [T o (c§ x 0)](a,y), Ya,z € G,
Vy € H. O resultado segue.

(v) Seja h € H. Substituindo nas hipoteses, temos A = G, B = H,
a=¢&,B=cl € Aut(H), \ =0,k =¢ e 7=710(& xcf). E claro que
¢ € Hom(H,H) e, usando o item (i) da observagao 1.1.3, temos que
fchH(b) o0&, =&, 0&, Vb e H. Portanto, usando o item (ii) dessa proposigao, vale

[7 0 (& x ci)](w, by) = [0 (& x ¢ )](2,b) - [T 0 (€ x )] (& (@), ¢’ (), Y € G,
Vb,y € H. O resultado segue.

(vi) Seja g € G. Substituindo nas hipéteses, temos A =G, B = H, a = c§,

B=0, =0 k=& e T=T0 (cg x 6,). Como 6 é ac@o por automorfismos,
entdo 0, € Aut(H). Assim, 6, € Hom(H,H). Seja b € H. Como 6 e & sdo
agoes compativeis, entao &g ) 0 ¢§ = ¢§ 0§, . Portanto, usando o item (ii) dessa
proposicao, Vx € G, Vy € H, vale

7o (e x 0y)](,by) = [0 (c§ x Og)](w,b) - [T o (c§ x O)](&(2), ci' (1)) -

Como b é arbitrario, Vo € G, Vb, y € H, temos que

[7 0 (g x 0y)](x,by) = [1 0 (c§ x Og)](w,b) - [T o (c§ x Oy)](&(2), il (¥)) -

Além disso, pelo item (iv) dessa proposicao, Va,z € G, Yy € H, temos que

7o (c§ x Og)](az, y) = [r o (c§ x 0)](c§ (), 0y(y)) - [T 0 (e x 0)](a,y).

Logo, 7o (cg x 0,) é pareamento cruzado com respeito a 6 e &.

(vii) Seja h € H. Substituindo nas hipoteses, temos A =G, B = H, a = &,
B=cl,A=0, k=€ e T=1T0(§ x¢). Como £ é acao por automorfismos,
entdo &, € Aut(G). Assim, &, € Hom(G,G). Seja a € G. Como 6 e £ sdo
acoes compativeis, entdo g, (q) © ¢jf = ¢}l 0 ,. Portanto, usando o item (i) dessa
proposicao, Vx € G, Vy € H, vale

(70 (& x i )(az, y) = [T o (& x f)](c (%), 0a(y)) - [T 0 (& x ¢)](a,y) -

Como a é arbitrario, Va,x € G, Yy € H, temos que

[0 (& x ci)(az,y) = [T o (& x ¢i)](c§ (), a(y)) - [T © (&0 x ci))(a,y) -

Além disso, pelo item (v) dessa proposigao, Vo € G, Vb,y € H, temos que

[7 0 (& x ci)](@,by) = [r 0 (& x cf)(w,0) - [T 0 (& x )] (&), ¢}/ (¥)) -

Logo, 7o (§, x ¢j') ¢é pareamento cruzado com respeito a f e . m
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Reenunciando a proposigao 1.2.14 com mais detalhes, sejam A, B, G, H e K
grupos, « : A - G e [f: B — H fungoes, A : A — Sym(B), 0 : G — Sym(H),
§:H — Sym(G) e k: B — Sym(A) agoes, ¢ : G — Aut(G) a agdo por con-
jugagao de G, ¢# : H — Aut(H) a agdo por conjugagao de H, ¢4 : A — Aut(A)
a agao por conjugacao de A, ¢ : B — Aut(B) a agdo por conjugagao de B e
7:GxH — K um pareamento cruzado com respeito a 6 e £&. Valem

(i) Se a € Hom(A,G) e a € A sao tais que Oy )08 = o), entao, Vo € A,
Yy € B,

[ro(axB)(az,y) = [ro(axp)](ci(x),Aa(y)) - [T o (axp)l(a,y)
= [ro(axp)o(cg x Aa)l(z,y) - [T o (axf)l(a,y)
= {rollaocy) x(Bola)}(x,y) - [ro(axB)|(a,y);

(ii) Se f € Hom(B,H) e be B sao tais que &gp) oo = aoky, entdo, Vo € A,
Yy € B,
[ro (axB)(z,by) = [ro(axp)](z,b)-[ro(axp)](k(),cf(y))
= [ro(axp)](z,b) - [ro(axp)o(rk x c)](z,y)
= [ro(axp)](z,b) - {Tol(aocnr) x (Boc)}z,y);

(iii) Se v e B sao homomorfismos, Oy 0 8 = fo A, Va € A, e Egpyoa = aoky,
Vb € B, entao To (axf): AxB — K ¢é um pareamento cruzado com
respeito a A e k;

(iv) Para todos x,a,9 € G e todo y € H, temos que

[7 o (g x Op)l(az,y) = [10(cg x 05)](cE(x), 0a(y)) - [T 0 (c§ x O,))(a,y)

= [To(cf xby) o (cd x ba)l(x,y) - [T o (c§ x 0y)](a,y)

(
= {rol(cf ocg) x (650 0a)]}(2,y) - [T 0 (cf x b,)](a

g

= [1o(cfu x Oga)l(w,y) - [ 0 (cf x b)l(a,);

(v) Para todos = € G e todos y,b,h € H, temos que

[7 o (& x i )@, by) = [70 (& x ci)I(,b) - [7 0 (& x )] (&(), cff ()
= [To(fhxcf)](x>b)'[7—o(£hXch)o(gbxcb)K
= [ro (& x¢)(@,0) - {To[(&n 0 &) x (¢} o ¢} (=,
= [ro (& xcf)l(w,0) - [T o (Em x ), y);

(vi) Se 6 e £ sao agoes compativeis e 6 é agao por automorfismos, entao
To(c§ x0,): GxH — K ¢ pareamento cruzado com respeito a ¢ e

§, Vg e G,

0)

,Y)

0)
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(vii) Se 6 e £ sao agdes compativeis e £ é agdo por automorfismos, entao
To (& x¢f) : GXxH — K ¢é pareamento cruzado com respeito a 6 e
&, Vh e H.

No enunciado da proposicao 1.2.14 acima, sejam a € A e b € B. Na notagao
que introduzimos, a hipétese 3o\, = 0y () © 3, como no item (i), é equivalente a
termos  B(*y) = B(Xa(y)) = (B0 A)(y) = [fae) © B(Y) = bae) (B(y)) = “VB(y),
Vy € B. Também, a hipétese aory = ) 0 v, como no item (ii), é equivalente a
termos (') = a(ss(x)) = (a0 ) (@) = [E5) © (@) = &5y () = "Pa(a),
Vx € A. Por isso, definimos:

Definicao 1.2.15. Sejam A, B, G, H e K grupos, « : A —-G e f: B — H
fungdes, A : A — Sym(B), 0 : G — Sym(H), & : H — Sym(G) e
k : B — Sym(A) agoes, ¢c¢ : G — Aut(G) a agdo por conjugagao de G,
c? . H — Aut(H) a agado por conjugacao de H, ¢4 : A — Aut(A) a agdo por
conjugagao de A, ¢ : B — Aut(B) a agao por conjugacao de B. Dizemos que
“ae B preservam as agoes A, K, 0 e { se, e somente se, Oy 0 B = B o A,
Va € A e {gpyoa=aoky, Vb€ B. Isto é Va € A, Vb € B, os quadrados abaixo

comutam:

Kb Aa

A—= A B—>1B

l l 5 5

G—G H——H
€a(v) ba(a)

Dessa forma, podemos reenunciar a proposicao 1.2.14 usando nossa notacao,
da seguinte forma: sejam A, B, G, H e K grupos tais que A age em B, B age em
A, G age em H, H age em GG e cada um deles age em si mesmo por conjugacao.
Sejam também o : A — G e f: B — H fungbese 7: GxH — K um
pareamento cruzado com respeito as acoes de G e H. Valem

(i) Se a ¢ homomorfismoe a € A étal que B(%y) = “93(y), Yy € B, entdo
7(alaz), By)) = 7(a(*2), B("y)) - T(ala), B(y)), Vo € A, Vy € B;

(ii) Se B & homomorfismoe b€ B étal que a(’z) = ®a(z), Vo € A, entdo
7(a(z), Bby)) = 7(a(2), B(b)) - 7(a(*x), B(*y)), Vo € A, ¥y € B;

(iii) Se a e 8 sdo homomorfismos, B(%y) = *@E(y), Yy € B, Ya € A, e
al’z) = Pla(z), Vo € A, Vb € B, entdo 7o (axfB): AxB — K ¢
um pareamento cruzado com respeito as agoes de A e B;

(iv) Para todos x,a,9 € G e todo y € H, temos que
7(Y(ax),%y) = T(%x,9y) - T(%a, %y);

(v) Para todos = € G e todos y,b,h € H, temos que
7("z,"(by)) = 7("w,"0) - (", "y);
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(vi) Se G e H agem um no outro compativelmente e a acado de G em H é acao
por automorfismos, entdao 7(9-,9-) : GxH — K ¢é pareamento cruzado com
respeito as agoes de G e H, Vg € G;

(vii) Se G e H agem um no outro compativelmente e a agao de H em G é acao
por automorfismos, entao 7(","): Gx H — K ¢ pareamento cruzado

com respeito as agoes de G e H, Vh € H.

Na demonstragao do préximo teorema a nossa notagao exibe toda sua prati-
cidade de calculo.

Teorema 1.2.16. Sejam G, H e K grupos tais que GG e H agem um no outro
compativelmente com ac¢oes por automorfismos e cada um deles age em si mesmo
por conjugagao. Sejam também e; € G o elemento neutro de G, e, € H o
elemento neutro de H, e, € K o elemento neutrode K e 7: GXH — K um
pareamento cruzado com respeito as agoes de G e H. Valem

(i) Para todos a,x € G e todos b,y € H, temos que

(CL.T, y) = (“3;7 ay) ’ T(aa y) )
o T(x,by) =7(x,b) 7(°2,%);
o 7( T

o 7(°

e T

" by)) = 7("e, ") - (M, "y)
9%y) = 7(%(ax), %y) - [7(9a, y)] 5
y) = (92, 9b)] 7t - (92,9 (by))
hag, ty) =1 (Max),"y) - [r("a,"y)]
(

Q

b >
<
SN—
I
\]
~—~
>
8
>
5]
<
N~—
\]
—~
>
=
>
<
~—
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o 7(%,%y) = T(Y(ax),%y) - [T(9z, %)
o T(%a,9) = [r(%x,9y)| 7" - 7 (92,9 (by)) ;
o 7("a,"y) =71("(ax),"y) - [r("z,"y)] 7"
o 7("a,") = [r("a, )7t 7 (M, (by)) 5
o 7(ax,y)=r7(a,"y) 7(x,y);
o 7 (Yz,b)

o [r(%z,9y)]7 =197, %%y);
o [r(9z,9y)| 7 = T(Wa, 9y );
o [r(a, Myt =127 "y);
o [r(ta,ty)] 7t =1(Ma,ty™h);
o [r(z,y) =7y

o [r(z,y) " =7(a,y”!

o [rla 7y =1(2,9);

o [r(¥x,y "] =71(2,y).

(vi) 7

(vii)

(ix)

r(lablg, [8p) = 7(a,b) -

(
(

(viil) 7(g"g~" y) =7(g,h) - [7("g
( 1 =171(*g,%h) - [7(g,h)] 7!, V2,9 € G, Vh € H;

z,%y) = 7(a,b) - 7(**z,"y) - [7(a,b)] !, Va,z € G, Vb,y € H;
7(g,h) - [7(a,b)]7!, Va,g € G, Vb, h € H,;
,Yh)|7', Vg € G, Vy,h € H;

(x) [r(g.h),7(a,b)] = 7(g"g™","bb7"), Va, g € G, Vb, h € H.

Demonstragao: (i) As duas primeiras igualdades dizem respeito a defini¢ao
de pareamento cruzado, usando a nossa notagao. As duas tltimas sao manipula-
¢oes algébricas imediatas das primeiras.

(ii) Sao as igualdades do item (i) desse teorema aplicadas aos pareamentos
cruzados obtidos nos itens (vi) e

(iii) Usando a primeira igualdade do item (ii) desse teorema, temos que

7(*(az),%y)

(vii) da proposic¢ao 1.2.14.

7'( [x(m’lax)] y)

( r ar) ) T(%2, %)
(o ) (%, %y)
(ga’gxy) 9:1: y)
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Usando a segunda igualdade do item (ii) desse teorema, temos que

(%2, 9(by)) = T(gx,g[ (y~"by)))

= ) ()
(Y2 ’gy) (gyz gy(y lb)])
(

,%y) (", ).

ﬁ

\]

Usando a terceira igualdade do item (ii) desse teorema, temos que
T(h(ax),hy) T h[a:(x az)),"y)
"(a ax), y) (" "y)

(
("(
T(h:c x~ ) . (hZE hy)
(
(i

\]

"a, )~ z,"y) .

T("a
i) desse teorema, temos que

Usando a quarta igualdade do item (ii

7'( x, (by)) = (h

h

Ty~ by)])
Ju) (M (y oy)))
b))

\]

T
i

|
ﬂ

(
— T(h ) (hy z, hy (y (
= 7("x,"y) - 7("x, ).
Dessa forma, estao demonstradas as quatro primeiras equagoes desse item. As
quatro posteriores (da quinta a oitava) sao manipulagoes algébricas simples dessas
quatro primeiras. As duas ultimas igualdades sao casos particulares das quatro
primeiras, por exemplo, tomando ¢ = e, nas duas primeiras.
(iv) E a proposicio 1.2.2.
(v) Usando o item (iv) e a primeira equagao do item (ii), temos que
6K = <€G7 gy)
= 7(%4¢,"? )
= ().
= (), )
T(fa™ ) (%, 0y)
Dai, [7(92,9y)] " = 7(%2~1,9%y). Usando o item (iv) e a segunda equagao do item
(ii), temos que
ex = 1(%x,€ H)
T(%z, %ey)
= (%)

R
_ T(gl',gy) (gySC gy )
T(%x, %) - (Y, 9y ).
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Dai, [7(%z,9y)] ™' = 7(%z,9% ). Usando o item (iv) e a terceira equacao do item
(ii), temos que

€x = T(eca y)
— T(hec h )
= T(h(x:c "y)
= ("7, ) ("z,"y)
- T(hx ! hx ) ’ (hx7 hy) :

Dai, [r("x,"y)]7t = 7(h2~1,"*y). Usando o item (iv) e a quarta equagao do item
(i), temos que

ex = 1("z ey)
= 7("x, eH)
= 7"z, )
= 7("z," y) (", "y
= oty 7y ).

Dai, [7("z, )7t = 7("x,"y~1). Estdo demonstradas as quatro primeiras equa-
goes desse item. As proximas duas igualdades (quinta e sexta) s@o casos particu-
lares das quatro primeiras, por exemplo, tomando g = e, nas duas primeiras. As
duas ultimas igualdades (sétima e oitava) decorrem das duas anteriores (quinta
e sexta, respectivamente), por meio de uma manipulagao algébrica imediata.

(vi) Usando a primeira igualdade do item (i) e depois a segunda igual-
dade do item (ii) junto com a segunda igualdade do item (i), obtemos

T(ax,by) = T(a[)?, “(by)) -7(a,by) = 7(%x,%b) - T(abZL‘, “by) -7(a,b) - T(ba, by) )

Agora, usando primeiramente a segunda igualdade do item (i) e depois a terceira
igualdade do item (ii) junto com a primeira igualdade do item (i), obtemos

T(azx,by) = T(ax,b) - T(b(ax), by) = 7(°,%) - 7(a,b) - 7(*"x,*y) - 7(°a, %y) .

Igualando, ficamos com

(%, %b) - 7(“x, y) - 7(a, b) - 7(°a, by) = 7(“x, D) - 7(a, b) - T(*x,*y) - 7(%a, by) .

Assim,
7(“x, ) - 7(a,b) = 7(a,b) - 7(*z, ")

e, portanto, temos que

(%, ) = 7(a,B) - 7(", ") - [r(a, D) .
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(vii) Sejam a,g € G e b,h € H. Tome
r=""9eG e y=""heH.
Pelo item (vi) desse teorema, temos que
r(®z,%y) = r(a,b) - (%, %) - [r(a, b)]

Substituindo, ficamos com

T(ab(aflbflg%ab(ailbflh)) _ T(Cl, b) . T(ba(aflbflg%ba(ailbflh)) . [T(CL, b)]fl
= 7(a,b)-7(g,h) - [7(a, b)]_l

Isto é,
[a,b] ,, [ablpy _ —(aba” b1 aba"lb"lp\ __ -1
T( g, h’) - T( g, h) - T(a7 b) ’ T(g? h) : [T(CL, b)]

(viii) Usando (nessa ordem) a primeira igualdade do item (i), a sexta igual-
dade do item (iii), a sétima igualdade do item (v), a segunda igualdade do item
(ii), a quinta igualdade do item (v), o item (vi) e a terceira igualdade do item
(v), temos que

m(d"g ) = ("¢, %) - 7(g.v)

= 7(%"g7" %) - ( y)

= [r(Cg7 ")) (%970 (wh) - T(g,y)
= [r(g L))t (g g(yh))' 7(9,y)
= 7(g,h)-7(% ”ﬂyh) 7(9,9)

9971, 9y) - T(%g !, 9h) - 7(g,y)

g I,gy) (%9~ 9h) - 7(g,y)

(g, ) - T(%g ™, %) - ( Y)

(g, )] - 7(g,y) - T(¥g ™, ) -
(yggfl’ygm

-7(Yg~1,vh)

[r(Vg,"h)] !

Il
\"
e

|
\]
°

I
ﬂ
e

[7(g,9)] " 7(9,9)

I
\]
=

|
ﬂ
e

|
\]

Il

3
~ o~~~/

= =
RS RS RS S L s
~— ~—

~— — — — — —
\]

(ix) Usando (nessa ordem) a segunda igualdade do item (i), o item (vi), a
sexta igualdade do item (v), a nona igualdade do item (iii) e a primeira igualdade
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do item (i), temos que
T(x,9hh7Y) = 7(x, (h)h7)
(Mg, PR

1

z, M hY)

= T

= T . T(ghg’

(x) Usando o item (viii) e o item (vii), temos que

)
. h) - [T ((“bb (“bb h)] -1
(

T(g"g 0 = 7

= (g ) [7("( “ )T
= 1(g,h)- [T((abafl)(b lg)’(abafl)(bflh))]—l
- T(g, h) . [T(abaflbflg’abaillflh)]—l
= 7(g,h) - {7(1*"g, 1 Tn)} !

(g, h) - {7(a,b) - 7(g,h) - [r(a, 0)] '}
= 7(g,h) - 7(a,) - [r(g, )] " - [r(a, b)) "
= |7(g,h),7(a,b }

Sejam GG, H e K grupos tais que G e H agem um no outro compativelmente
com agoes por automorfismos e cada um deles age em si mesmo por conjugagao.
Sejam também e, € G o elemento neutro de G, e;; € H o elemento neutro de
H, e, K o elemento neutro de K e 7: GxH — K um pareamento cruzado
com respeito as agoes de G e H. Pelo item (iv) teorema 1.2.16 acima, temos que
ex = T(eq,h) € im(7). Para todo g € G etodo h € H, pela quinta igualdade
do item (v) do mesmo teorema acima, temos que

[7(g, h)] " =7(g7",%h) =7(g".0,(h)) € im(T).

Dalf, ficamos com [im(7)]™! = im(7). De fato, para todo y € [im(7)]™!, existe
k € im(r) tal que y = k~!. Também, existem ¢g € G e h € H tais que
k =7(g,h). Dai,

y=k"'=I[r(g,h)] " =7(g7",%h) = 7(g7",04(h)) € im(7).

-1
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Assim, [im(7)]™" C im(7), que é equivalente a ser [im(7)]™! = im(7). Conse-
quentemente, pela observagdo 1.2.6, ficamos com (im(7)) = Sp(im(r)). Por-
tanto, VV C K, para mostrarmos que (im(7)) C V, basta mostrarmos que
im(7) C Ve que vale alguma das propriedades (a) ou (b) ou (c) da observagao
1.2.6, colocando S = im(7).

Corolario 1.2.17. Sejam G, H e K grupos tais que G e H agem um no outro
compativelmente com ac¢oes por automorfismos e cada um deles age em si mesmo
por conjugacao. Seja também 7 : Gx H — K um pareamento cruzado com
respeito as agoes de G e H. Se a acao de G em H ¢ a agao trivial ou se a agao
de H em G ¢ a agao trivial, entao (im(7)) é abeliano.

Demonstracgao: Suponha que a agao de H em G é a acao trivial e sejam

u,v € im(7). Entdo, existem ¢g,a € G e h,b € H tais que u = 7(g,h) e
v =7(a,b). Pelos itens (x) e (iv) do teorema 1.2.16, temos que

[u,v] = [7(g.h),7(a,b)]
= 71(g"g7",bb7")
= 7(g9",“bb7")
= T(eG,“bbfl)

- €k .

Assim, u e v comutam. Como u e v sdo quaisquer, todos os elementos de im(7)
comutam entre si e, portanto, temos que (im(7)) é abeliano.

Analogamente, suponha que a a¢ao de G em H ¢é a agao trivial e sejam
u,v € im(7). Entao, existem g¢g,a € G e h,b € H tais que u = 7(g,h) e
v =7(a,b). Pelos itens (x) e (iv) do teorema 1.2.16, temos que

[u,v] = [r(g,h),7(a,b)]
— gy )
= 7(g"g ", 007"
= 71(¢"g 7", en)

- €k .

Assim, u e v comutam. Como u e v sd@o quaisquer, todos os elementos de im(7)
comutam entre si e, portanto, temos que (im(7)) é abeliano. m

1.3 A categoria C

Considere as categorias Set dos conjuntos e fungoes e Grp dos grupos e homo-
morfismos de grupos.
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Seja um conjunto O formado por todas as ternas ordenadas (GxH,0,£) tais
que G,H € Obj(Grp), 0 € Homey (G, Sym(H)) e & € Homey(H, Sym(G)).
Isto é, O é o conjunto formado por todas as ternas ordenadas (G'x H,0,§) tais
que G e H sao grupos e 0 : G — Sym(H) e £ : H — Sym(G) sao agdes de
grupos.

Para cada X = (AxB,A\ k) € O ecada Y = (GxH,0,§) € O, seja
um conjunto Oy, formado por todos axf € Homse(Ax B,GxH) tais que
a € Homey(A,G), f € Home,,(B, H) e que satisfazem

(i) O oB=PB0N, Va€ A4
(ii) &uoa=aok, Vbe B.

Isto é, O, é formado por todas as fungoes do tipo axf: AxB — GxH tais
que a:A— G e f:B— H sao homomorfismos de grupos que preservam as
acoes de A e B.

Sejam X = (AxB,\,k) € O e Y = (GxH,0,§) € O. Se \ kK, 0
e £ sao as agoOes triviais, entdao Oy, é o conjunto de todas as fungoes do tipo
axf:AxB — GxH taisque a: A— G e [f: B — H sao homomorfismos.

Proposicao 1.3.1. Para todos X,Y,Z € O,se axf € Oy, € vX0J € Oy,
entdo (yxd)o (axp) € Oxy.

Demonstragao: Sejam X = (Ax B/ A\k), Y = (Gx H,0,§) e
Z = (MxN,u,v). E claro que (yx6)o(axB) = (yoa)x (§0f3) sdo
elementos de Homse(AXB,MxN) eque yoa:A— M e jof3:B — N
sao homomorfismos. Como axf € Oy, temos que Oy 0B = FoA,, Va € A, e
§pyoa = aoky, Vb € B. Como X0 € Oy, temos que fiy(g)00 = dobly, Vg € G, e
Vstny © Y =7 0&n, Vh € H. Assim, Va € A, como a(a) € G, temos que

[Hroay@] 0 (00 8) = fiy(a(a) © (60 B)

Também, Vb € B, como [(b) € H, temos que

[Vsepyml o (Yo ) = wsawy ©(voa)
[Ws(sey) © 7] © @
[y 0 &sy) 0

= 70w 0l
v o (ao k)

= (yo)oky.
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Logo, (yoa) X (o) €Oyx,. m

Proposicao 1.3.2. Para todo X = (AXB,\ k) elemento de O, temos que
id, X idy € Oxx .

Demonstragao: E claro que id, x idy, € Homse(AXx B,Ax B) e que
idy, € Homegp(A,A) e idy € Homeg(B,B). Para todo a € A, temos que
Aida(a) © iy = Ay 0 idy = A\q = idy o \,. Por fim, para todo b € B, temos que
Kidg(b) © tdy = Ky 0idy = Kp = id, 0 K. W

Como a composigao de fungoes é associativa, podemos construir uma categoria
C tal que Obj(C) =0 e, VX, Y € O, Home(X,Y) = Oy, .

Podemos também construir uma subcategoria cheia C < C, de forma que,
para todo X = (AxB,\, k) € Obj(C), definimos X € Obj(C) se, e somente
se, A e Kk sao agoes compativeis. Como essa subcategoria é cheia, temos que
Homc(X,Y) = Home(X,Y), VX, Y € Obj(C).

Observe que, para todo X = (Ax B, A\, k) € Obj(C), o morfismo identidade
de X ¢ idy = id(awprx) = idy X idy € Home(X, X).

Dizemos que a categoria C tem como objetos produtos cartesianos de gru-
pos, munidos de acoes de um no outro, e tem como morfismos produtos car-
tesianos de homomorfismos de grupos que preservam as agoes. Note que qual-
quer produto cartesiano de homomorfismos preservam as acgoes triviais. Pre-
cisamente, se X = (AxB,\,k) € Obj(C) e Y = (GxH, 0,8 € 0bj(C),
em que A, Kk, 0 e £ sdo agbes triviais, entdao X,Y € Obj(C) e
Home(X,Y) ={axpf : a € Homgy(A,G) e B € Homep(B,H)}.

Reescrevemos o item (iii) da proposi¢ao 1.2.14 da seguinte maneira:

Proposi¢ao 1.3.3. Sejam K um grupo, X = (A x B,\ k) € 0bj(C),
Y =(GxH,0,§) € Obj(C) e 7: GxH — K um pareamento cruzado com res-
peito a 0 e €. Para todo axf € Home(X,Y), temos que 7o (ax): AXB — K
¢ um pareamento cruzado com respeito a A e k.

Podemos escrever os dois diagramas

axpf

(AxB,\ k) —= (GxH,0,¢)

ax3

AXxB—=GxH—"+K
na forma simplificada abaixo.

axp

(AXB,\ k) —= (GxH,0,§) /=K

O exemplo abaixo é uma releitura dos itens (vi) e (vii) da proposi¢ao 1.2.14.
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Exemplo 1.3.4. Sejam X = (G x H,0,§) € Obj(C), em que 6 e & sao
agoes por automorfismos, ¢¢ : G — Aut(G) a agao por conjugacgao de G e
¢t H — Aut(H) a agdo por conjugacio de H. Entdo, c§ x 6, € Homc(X, X),
Vg € G, e & x ¢ € Homc(X,X), Vh € H. De fato, seja g € G. Como
c¢ e 6 sao agoes por automorfismos, entao ¢§ : G — G e 0, : H - H sao
homomorfismos. Pelo item (i) da observacao 1.1.3, temos que 0,g 400, = 6,00,
Va € G. Como 0 e § sao compativeis, temos que &g,y 0 5 = ¢§ 0 &, Vb € H.
Assim, ¢§ x 0, € Homc(X, X). Agora, seja h € H. Como & e c# sao agdes por
automorfismos, entao &, : G — G e ¢/ : H -+ H sao homomorfismos. Como ¢
e { sao compativeis, temos que 0, yoc# = c#of,, Ya € G. Pelo item (i) da obser-
vagao 1.1.3, temos que &y 0&p = &0 &, Vb € H. Dai, &, X ¢ff € Home(X, X).
Dessa forma, se K é um grupoe 7:GxH — K é um pareamento cruzado com
respeito a 0 e §, entdo 7o (c§ x0,):GxH = K e 7o (§ x¢jf) : GXH — K
também sao pareamentos cruzados com respeito a # e £, Vg € G, Vh € H.
Assim, é claro que (c§ o0&,) X (0g0¢;) = (c§ x 0y) o (§n X ¢ ) € Home(X, X)
eque (§pocs) X (cffoly) = (Enx ¢y )o(cs x0,) € Homc(X, X), Vg € G,Vh € H.
Dai, se K é um grupoe 7 : GxH — K éum pareamento cruzado com respeito a 6
e, entao To[(c§oy)x (0y0¢) )] : GXH — K e To[(§pocs) x (cf0,)] : GXH — K
também sao pareamentos cruzados com respeito a # e £, Vg € G, Vh € H.

1.4 Pareamentos exteriores

Seja P um grupo. Como é usual, denotamos a sentenca “N é subgrupo normal
de P” por “N <1 P”. Lembramos que sao equivalentes os itens abaixo:

e NP,
e (Vz€P)(zNz'!CN);
o (VzeP)(zNz"!=N).

Seja ¢f : P — Aut(P) a agao por conjugagao de P. Note que N <P se, e
somente se, (Vz € P)(c’[N] = N). De fato, c?[N] = zNz7!, Vz € P. Como
conseqliéncia, para cada z € P, o homomorfismo c¢?|y : N — P ¢é da forma
c?|y: N = N, com im(ct|y) = cl[N]=2Nz"' = N, isto é, cZ|y & sobrejetor
em N. Também, c?|y é injetor, pois ¢f é injetor. Dessa forma, c?|y € Aut(N).

Sejam P um grupo, G < P, H< P e c¢? : P — Aut(P) a agdo por
conjugagao de P. Definimos uma funcao cty : G — Aut(H) de tal modo que
ctu(x) = ¢y, Vo € G. Assim, ¢ imediato que c5, € Hom(G, Aut(H)), isto ¢,
cEy ¢ uma acao de G em H e, além disso, c¢&;; € uma acao por automorfismos.
Dizemos que “a agao c&y ¢ uma restrigao da conjugagao ¢ ao subgrupo G e ao
subgrupo normal H”.

Lembremos o seguinte fato: sejam X, Y, Z e W conjuntos, A C X, B C Z
e ¢ X =Y e ¢:Z — W fungdes. Se im(¢p|a) = ¢[A] C B, entao
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Ol[A] C Z e Yo(pla) : A=W e (Yp)o(dla) : A — W sdo fungdes e
sado iguais. Além disso, se im(¢) C Z, entao o ¢p: X — W & uma funcdo e
(Yo @)|la =1 o(¢|a). Basta notar que, nas composicoes, a imagem da funcao da
direita estd contida no dominio da funcao da esquerda em ambos os casos e que,
no primeiro caso, Vx € A,

[(®5) o (8la)l(z) = ¥|s(dla(x)) = U(glalz)) = [ o (¢]a)l(z)
e, no segundo caso, Vx € A,
(W0 9)|a(z) = (¥ 0 9)(2) = ¥(6(2)) = ¥(dla(2)) = [¥ o (8]0)](2).

Ambos os casos sao utilizados na demonstragao do item (ii) da proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.4.1. Sejam P um grupo, G < P, H < P, ¢¢ : G — Aut(G) a
agao por conjugacao de G, c# : H — Aut(H) a agao por conjugagao de H,
c? : P — Aut(P) a acdo por conjugagao de P e c&z : G — Aut(G),
cey + G — Aut(H), ¢y - H — Aut(H) e che @ H — Aut(G) as agoes
definidas nos paragrafos acima. Temos que

(i) cbe=cc e chy=cH;
(ii) cfy e che sdo compativeis.

Demonstracao: (i) Seja g € G. Para todo z € G, temos que

(e (9))(z) = (cf|e)(x) = cf (2) = gug™" = c§(x).

Dai, ce(g) = b = c(g). Como g é qualquer, ficamos com cfe = c¢. Seja

h € H. Para todo y € H, temos que

[hin (M](y) = (e} ) (y) = i (y) = hyh™" = ¢}l (y).

Dal, c¢fju(h) = ¢ = c#(h). Como h & qualquer, concluimos que c¢hy = c¥.
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(ii) Vamos denotar 0 = c&,; e £ =clhe. Sejam g€ G e b€ H. Temos
que 0,(b) = [ctu(9)](b) = (cf|r)(b) = ¢ (b) = gbg™". Assim,

§0,(6) 05 = Lghg1 0 Cg
= &(gbg™") 0 c9(g)
= (e (gbgil) o c6a(9)
= (cpy-1le) o (¢fla)
= Cpy1© (are)
= (C;’bg_l ocy)la

o Cgbg*19|G

= C§b|G

= (cfoc))la

= cho(cle)

= (cfle)o (¢ la)

= ¢talg) o cha(b)

= ¢“(g) o ¢&(b)

= cg 0&.
Sejam a € G e h € H. Temos que
&n(a) = [cho(M)(a) = (¢} le)(a) = cf (a) = hah™" .

Assim,

Oen@y 0 = Onan-10¢y
= O(hah™") o c”(h)
= cEy(hah™) o chy(h)
= (Chaplm) o (¢ ]m)
= o1 © (e} ]m)
= (Chapr 06|
= Cpap-upl = cialu
= (epocq)|m
= ¢, o(cf|n)
= (cplu) o (cf]n)
= chy(h)octy(a)
= cf(h)of(a)

_ H
= ¢l ob,.
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Definicao 1.4.2. Sejam P e K grupos, e¢x € K o elemento neutro de K, G <P,
H<P,cP: P— Aut(P) a agado por conjugagdo de Pe ¢: GxH — K um
pareamento cruzado com respeito a c&y, e cho. Dizemos que “e é um pareamento
exterior (exterior pairing)” se, e somente se, £(z,z) = ex, Vz € GN H.

Sejam P e K grupos, e, € K o elemento neutro de K, G < P, H < P,
c? : P — Aut(P) a agdo por conjugagao de P e ¢: GxH — K uma fungao
tal que e(z,y) = ek, Vr € G, Yy € H. Lembremos que, para quaisquer agoes
0:G— Sym(H) e £&: H— Sym(G), € € um pareamento cruzado com respeito
a 0 e &. Dessa forma, € é um pareamento cruzado com respeito a ¢ty e chy. E
claro que € é um pareamento exterior.

Observagao 1.4.3. Sejam P e K grupos, e, € P o elemento neutro de P, G P,
H<P e ¢?: P— Aut(P) aagdo por conjugacao de P. Se GNH = {ep} =0,
pela proposicao 1.2.2; todo pareamento cruzado com respeito a c&y e che €
um pareamento exterior.

Proposicao 1.4.4. Sejam P e K grupos, e, € P o0 elemento neutro de P,
ex € K o elemento neutro de K, G P, HJ1P e ¢: GxH — K um
pareamento exterior. Temos que e(ep, h) =ex =e(g,¢ep), YVh € H, Vg € G.

Demonstragao: Seja ¢’ : P — Aut(P) a agdo por conjugacao de P.
Temos que ¢ : GxH — K ¢é um pareamento cruzado com respeito a c&, e
cte. O resultado segue da proposicao 1.2.2. m

Exemplo 1.4.5. Seja P um grupo, e, € P o elemento neutro de P, G < P,
H <P, ck: P — Aut(P) a agdo por conjugagao de P e kK : PxP — P
a fungio comutadora, isto é, temos que &(u,v) = [u,v] = vou"tv™! Yu,v € P.
Dessa forma, sua restrigdo £&|., : GXxH — P ¢ um pareamento cruzado
com respeito as restricoes da conjugacao c&y e che. De fato, Va,x € G,
Vbh € H, chamando k = Rloy, ([c9(@)](@), [chy(@)](1) - Flow(a,y) e
K = Floun (0,8) - Rl ([chia ()(@), [0 ()] (1)) , temos que

E o= w8l (@)@), [ @))) - 7o)
= R(c§(x),ctlu(y)) - 7 (a,y)
- :‘%(Cg(x), cg(y)) -R(a,y) = klava™, aya™) - &(a,y)
= [axa™ ', aya™'] - [a,vy]

= (aza™') - (aya™) - (axa™)

~(aya) T (ayaTly T

ar a_lay_ a_laya_ly_1

1

= axa_laya_
= axyx’la’ly’
= (ax)y(az) 'y’
= [az,y] = R(az,y)

= Floaw(az,y);
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K = k&

R

cf (x), e (
- R(bxb™, byb~

Il
o

) - & ([chie ()]
) - R(cf |a(z) cf
) & (ch (@)
) 1

I
™

[z,b] - [bxb™* byb™]

(b '07) - (bb™ ) - (byb™ ') - (bxb™ ') - (byb™ ')
= abz o bab toyb by !

wbyrty = = w(by)r T (by) T

[z, by] = R(z, by)

= Ry (x,by).

Além disso, &, ¢ um pareamento exterior. Com efeito, Vz € G N H, temos

que i|gy(2,2) =R(2,2) =[2,2] = 2271227 =€, - e, = €, . Em particular, se

G = H = P, entao a funcdo comutadora & = &|,, = RK|,, € um pareamento
exterior e, nesse caso, o subgrupo gerado pela imagem de i é o subgrupo P,
derivado de P, que é normal em P, (im(k)) = P’ < P, e a func¢do comutadora é
um pareamento exterior de P da forma £ : PxP — P’

Sejam P e K grupos, e, € K o elemento neutro de K, G < P, H < P,
P P — Aut(P) a agao por conjugacao de P, ¢¢ = ¢ty : G — Aut(G) a agdo
por conjugacao de G, ¢# = chy; : H — Aut(H) a agdo por conjugacdo de H e
t: P — K o homomorfismo trivial, isto ¢, t(z) = e, Vz € P. Pelas definigoes
1.2.1 e 1.4.2, temos que ¢: GxH — K ¢é um pareamento exterior se, e somente
se,

(1) e(az,y) = (g0 {[c(a)] X [cEu(a)]})(z,y) - £(a,y) . Va, v € G, ¥y € H;
(2) e(x,by) =e(x,b) - (8 o {[che(b)] X [cH(b)]})(Jc,y) , Ve e G,Vb,y € H,
(3) eol(idp,idp)|cnu] = tlanm -
Estes, por sua vez, sao equivalentes, respectivamente, aos
(1) elaz,y) = {0 [(c§) x (4]} (x,y) - ela,y), Ya,z € G, Vy € H;
(2) e(@,by) = e(x,b) -{e o [(¢]|a) x ()]} (z,y), Vo € G, ¥b,y € H;
(3) eol(idp,idp)|anu] = tlanm -
0s quais sao equivalentes, respectivamente, aos
(1) e(az,y) =e(cg(x),ct(y)) -ela,y), Va,z € G, Vy € H;
(2) e(x,by) =e(x,0b) - 6(c§($),cf(y)) , Ve € G, Vb,y € H,
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(3) eol(idp,ide)lcnn] = tlanm -

Na nossa notagao, € : Gx H — K ¢é um pareamento exterior se, e somente
se, Va,x € G, Vb,y € H,Vz € GN H, temos que

(1) elax,y) =e(“z,%y) - e(a,y) = elaxa™, aya™") - e(a,y);
(2) e(z,by) = e(x,b) - e(®z,%y) = e(x,b) - e(bxb™t, byb=1);
(3) e(z,2) =ex.

Proposicao 1.4.6. Sejam P, K e L grupos, G<IP, HA1QP e ¢ :GxH —- K
um pareamento exterior. Se f : K — L é um homomorfismo, entao
foe:GxH — L éum pareamento exterior.

Demonstragao: Sejam c¢? : P — Aut(P) a agdo por conjugacao de P,
ex € K o elemento neutro de K ¢ e, € L o elemento neutro de L. Pela
proposicao 1.2.12, f oe ¢é pareamento cruzado com respeito a ¢ty e che.
Também, Vz € GN H, temos que (foe)(z,z) = f(e(z,z)) = f(ex) = e,. Logo,
f oe & pareamento exterior. m

Proposigao 1.4.7. Sejam J, P e K grupos, A< J, B<J, G P, H<QP,
a:A— G e f:B— H fungdes, ¢/ : J — Aut(J) a agdo por conjugagao de
J, c¢? : P — Aut(P) a acdo por conjugagao de P, c¢i, = ¢4 : A — Aut(A) a
agao por conjugagao de A, ¢4z = ¢B : B — Aut(B) a agao por conjugagao de B,
Coe = ¢ : G — Aut(G) a acdo por conjugagao de G, ¢y = c# : H — Aut(H)
a agdo por conjugagao de H e cip : A — Aut(B), ¢t, @ B — Aut(A),
coy + G — Aut(H) e che : H — Aut(G) as acoes definidas nessa sego,
isto ¢, cip(a) = cl|p, Ya € A, cta(b) = ¢j|a, Vb € B, cty(g) = ct|u, Vg € G,
e che(h) = ¢/|a, Vh € H. Sejam também ¢ : GxH — K um pareamento
exterior e € =co (axf): AxB — K. Valem

(i) Se a€ Hom(A,G) e a € A sdo tais que
[ctu(ala))] 0B =[c,lnloB =Bo(cilp) =Bolcis(a)]
entao, Vo € A, Vy € B, temos que

élaz,y) = &([c*(a)l(x), [chs(@)](y)) - E(a,y)
&(
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(ii) Se € Hom(B,H) e be B sao tais que
[cha(B()] oa = [cfylal oa =ao(c]la) = aolchi(D)]
entao, Vr € A, Yy € B, temos que

éz,by) = &(x,0) - &([cza(D)](@), [c”(0)](»))
= &(@,b) - &((cf]a) (@) ¢} ()
= é(x,b)-é(c( cE(y))
= &(x,b) - E(bab~t byb ™) ;

(iii) Se « e f sao homomorfismos e, Va € A, Vb € B,

(¢t (a(@))] 0 B =[chylul 0 B = Bo(cllp) = Bolchs(a)]

[cie (B0)] 0 @ = [y la o = a0 (cf|a) = aolena(B)],
entdo € =co(axf): AxB — K ¢éum pareamento cruzado com respeito

a Chp € Cha;
(iv) Se a e 8 sao0 homomorfismos e, Va € A, Vb € B,
[t ()] 0 B = [elw)lu) o 8= Bo(clls) = Bo[chs(a),
[chia (B(b)] 0 = [chplal o = a0 (cf|a) = avo ez (b)]
e &|anp = Blanp, entdo €: AxB — K ¢éum pareamento exterior;
(v) Para todo g € G, temos que
eo{[c?(g)] x [cGu(9)]} =0 (cf) x (cg|u)] : GXH = K
é um pareamento exterior;
(vi) Para todo h € H, temos que
eo{[cha(h)] x [c" ()]} = eo[(cyla) x ()] : GXH = K
é um pareamento exterior.

Demonstracao: (i) Como ¢ é um pareamento cruzado com respeito a c&y
e che, substituindo no enunciado da proposi¢ao 1.2.14, temos que 0 = c&y,
E=che, A\=Chg, k=cLa, T=¢ e 7 =¢£. Por hipotese,

Oai 0B = [0(afa))] 0B
[ctn (ala))] o B
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Pelo item (i) da proposigao 1.2.14, Vo € A, Vy € B, ficamos com

Elaz,y) = £(ci(2), Aaly)) - Ela,y)
= é([e*(@)](z), Ma)](y) - &(a,y)
= £([c*(a)](@), s (a)](y)) - E(a,y).
(ii) Substituindo no enunciado da proposigao 1.2.14 exatamente como fizemos
no item (i) acima e usando nossa hipotese, temos que

S oa = [£(B()]oa
= [Cza (B(b))] oca
= «ocha(b)]
= ao[k(D)]

= QoK.
Pelo item (ii) da proposigao 1.2.14, Vo € A, Vy € B, ficamos com

E(z,by) = &(x,b) - &(m(x),c) (y))
= &(z,b) - &([6(D)](2), [ (B)](y))

E(x,0) - £([epa(D)](2), [c*(0)](y)) -

(iii) E imediato dos itens (i) e (ii) acima.

(iv) Pelo item (iii) dessa proposigao, temos que € é um pareamento cru-
zado com respeito a c¢ip e ch,. Além disso, como € é um pareamento
exterior, V2 € A N B, temos que «(z) = B(z) € GN H e, portanto,
Ez2) = o (@xB))(z2) = e((axA)(22) = e(a(),8(2)) = ex. Logo,
€: AxB — K & um pareamento exterior.

(v) Seja g € G. Substituindo novamente no enunciado da proposic¢ao 1.2.14,
como fizemos no item (i) dessa demonstrac@o, temos que c&y(g) = 0(g) = b6, .
Pelo item (ii) da proposi¢do 1.4.1, temos que 6 = ¢ty e £ = chs sado com-
pativeis. Como 6 = c&,; ¢ acdo por automorfismos, pelo item (vi) da pro-
posicao 1.2.14, temos que € o (cg x0,) : GxH — K ¢ pareamento cru-
zado com respeito a 6 e &, isto é, € o {[c?(g)] X [cEu(9)]} : GXH — K ¢é
pareamento cruzado com respeito a ciy e che. Seja z € GN H. Temos
que. [e6(9)](2) = (cf)(=) = ef (=) = 92971 = cg() = [c(g)](2) e, portanto,
que

™M

[ctn(9))(2) = [c(9)](2) = gzg™" € gGg ' NgHg™ =GN H,
pois gGg' =G e gHg ' = H,jaque g€ G e H<P. Como ¢ é pareamento
exterior, ficamos com

(eo{c?(9)] x [cEu(@)})(z,2) = e({[c?(9)] x [cEu(9)]}(z, 2))
= e([ec g] [ (9)](2))

= (9297 ', 927 ")
= ex.
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Logo, € o {[c¢(g)] x [c&u(9)]} : GX H — K & pareamento exterior.

(vi) Seja h € H. Substituindo novamente no enunciado da proposigao 1.2.14,
como fizemos no item (i) dessa demonstragao, temos que ch(h) = &(h) = &, .
Pelo item (ii) da proposigao 1.4.1, temos que 0 = cf,; e & = chs s@o com-
pativeis. Como ¢ = ch, € agdo por automorfismos, pelo item (vii) da pro-
posigdo 1.2.14, temos que eco (§ x ¢f') : GxH — K ¢é pareamento cru-
zado com respeito a 0 e &, isto &, € o {[chs(h)] X [¢#(h)]} : GXxH — K ¢
pareamento cruzado com respeito a ciy e chs. Seja z € GN H. Temos
que [che(R)](z) = (cFla)(2) = & (2) = hzh™! = clf(z) = [c¢# (h)](2) e, portanto,
que

[che(M)](2) = [c2(h)](2) = hzh™ € \GR*NhHR ' =GN H,

pois hGh ™' =G e hHh™' = H,jaque G<P e h € H. Como ¢ é pareamento
exterior, ficamos com

(eo{leha(M] x [e"(MI})(2,2) = e({lche ()] x [ (R)]}(2, 2))
= 5( ciia(h Z)7 (h)K'Z))
= e(hzh™ hzh™)

= €k

Logo, € o {[chc(h)] x [c#(h)]} : GXx H — K & pareamento exterior. m

Reenunciando a proposicao 1.4.7 com outros detalhes, sejam J, P e K grupos,
A<J,BaJ,G<P,H<P,a:A— G e f:B— H fungoes, ¢/ : J — Aut(J)
a acdo por conjugacao de J, ¢? : P — Aut(P) a agdo por conjugagao de P,
cia =c* 1 A — Aut(A) a acdo por conjugacao de A, ¢y = ¢ : B — Aut(B)
a agdo por conjugacao de B, ct; = ¢¢ : G — Aut(G) a agao por conjugagao de
G, chy =c" : H— Aut(H) a acado por conjugacao de H e cip : A — Aut(B),
cha B — Aut(A), ¢ty G — Aut(H) e che : H— Aut(G) as agdes definidas
nessa se¢ao e enunciadas na proposicao citada. Sejam também e: GxH — K
um pareamento exterior e € =co (axf): AxB — K. Valem

(i) Se € Hom(A,G) e a€ A s@o tais que
[cén (a(a))] o B = [cf gl 0 B =Bo(cip) = Bolcin(a)

entao, Vo € A, Vy € B, temos que

Eaz,y) = &([c*(a)](2), [chn(a)

ciz(a)](y)) - é(a,y)
({[CA( )] [CAB(a)

It
I}

= £ (z,y)) - €(a, )

= (¢o [cis(a)]}) (2,y) - (a

= {éo [( ) (CJ!B)] (z,y) - €(ay

= {eo (axﬁ) [(c2) x (cilB)]}H(z,y) - [e o (ax B)](a,y)
(5 {{(aoct) x [Bol(c!|B) })(x,y [eo(axP)(a,y);



1.4. PAREAMENTOS EXTERIORES ol
(ii) Se € Hom(B,H) e be& B sao tais que

[cha (B)] 0 a = [efy)la] o a = o (f]4) = a0 [cha (D)
entao, Vo € A, Vy € B, temos que

E(z,by) = €

I
™
—~ I~
8
S| S o S
—_ — —

(iii) Se « e f sdo homomorfismos e, Va € A, Vb € B,

(et (a(a))] 0 B =[chylul 0 B = Bo(cilp) = Bolchs(a)]

[cha(B(D)] 0a = [ lal oa = ao(¢]a) = aolcz.(b)],

entdo £ =co(axf): AxB — K ¢éum pareamento cruzado com respeito
J J B
a Cup € Cga;

(iv) Se a e 8 sao homomorfismos e, Va € A, Vb € B,
[ctn(a(a))] 0 B =[chyln]oB=PBol(clp) =Bolcis(a)],

[che (B(D))] 0oa = [cfylaloa=ao(cf|a) =aochi(D)
e a|lanp = Blang, entdo £: AxB — K ¢é um pareamento exterior;

(v) e (vi) Paratodo g€ G etodo h € H, temos que

eo{[c?(9)] x [ctu(g)]} =0 (c§) x (cF|u)] : GXH — K

eo{[ena ()] x [ ()]} = e o [(cfle) x ()] : GXH — K

sao pareamentos exteriores.

No enunciado da proposigao 1.4.7 acima, sejam a € A e b € B. Na notagao
que introduzimos, a hipotese

Boleip(a)] = Bol(cils) = [Cg(a)|H] of = [CgH (oz(a))} of,
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como no item (i), é equivalente a termos, Vy € B,

Blaya™) = B(%y)

Também, a hipétese o [ch4(b)] = a o (cj|a) = [chplc] o = [che (B(b)] o a,
como no item (ii), é equivalente a termos, Vo € A,
albzb™) = a(bz)
= a(c(z))
= a((cf]a)())

[ .
—~ D
& o
37 2
o =
O~
hS (=
==
S~
=&
— =
8

Bb)a(z)[B(b)]
= Bb)a(x)B(0b7).

Dessa forma, podemos reenunciar a proposi¢ao 1.4.7 usando nossa notacgao,
da seguinte forma: sejam J, P e K grupos, A e B subgrupos normais de J e G
e H subgrupos normais de P tais que A age em B por conjugacao, B age em
A por conjugacao, G age em H por conjugacao, H age em G por conjugagao e
cada um deles age em si mesmo por conjugacao. Sejam também a: A — G e
b:B— H funcoes e ¢: GXxH — K um pareamento exterior. Valem

(i) Se « é homomorfismoe a € A é tal que, Vy € B,

Blaya™) = B(*y) = *“B(y) = a(a)B(y)[a(a)] " = ala)B(y)ala™),
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entao, Vo € A, Vy € B,

e(afax), Bly)) = e(a("2),8("y)) - e(ala), B(y))
= c(a(aza™), Blaya™)) -e(ala), B(y)) ;

(ii) Se S & homomorfismoe b€ B ¢ tal que, Vo € A,

a(beb™) = a(*z) = *Da(z) = AB)a(@)BG)] " = Bb)al@)80™),
entao, Vo € A, Vy € B,

E(Oz(a:),ﬁ(by)) = 5(01(35)75(5))
- 3

a(bzb™) = a(’z) = Oa(z) = Bb)a(@)[B0)] " = Bb)alz)s0b™),

entdo co(axf): AxB — K ¢ um pareamento cruzado com respeito as
conjugacoes de A em B e de B em A,

(iv) Se «a e 8 sao homomorfismos e, Va,x € A, Vb, y € B,
Blaya™) = B("y) = *“B(y) = ala)B(y)[a(a)] ™" = ala)By)a(a™),

a(bab™t) = a(’z) = "Pa(z) = b)a(z)[B(0)] " = Bb)a(z)B(b)

e aw) = pfw), Vw € AN B, entdo o (axf) : AxB — K éum
pareamento exterior;

(v) e (vi) Paratodo g€ G etodo h e H, temos que
elg_g g g )=e(""):GxH =K
eth_h ' h_hYHy=e" ). GxH - K
sao pareamentos exteriores.

O proximo teorema é uma releitura do teorema 1.2.16 no caso de um produto
exterior.
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Teorema 1.4.8. Sejam P e K grupos, e, € P o elemento neutro de P, e, € K
o elemento neutrode K e G<IP e H <P agindo um no outro pelas restri¢oes

da conjugagao de P. Seja também ¢ :

Valem

(i) Para todos a,z € G e todos b,

o c(ax,y) =¢e("z,"y) £(a,y
o c(x,by) =e(x,b) e("x,%)
o clara ' aya™') =e("x

o (bbb~ byb™t) =e(bx by)

(ii) Para todos g,a,z € G e todos

Gx H — K um pareamento exterior.

y € H, temos que

Y- e(a,y);
e(bxb™ byb™) ;

—-1.
)

) =e(aza™!
=¢e(x,b) -
"y) = e(ax,y) - [e(a, y)]

[£(2, b)) - e(, by) -

h,b,y € H, temos que

,aya~

o c(Uax),%y) = e(*x,9%) - £(%a, %) ;

° €(g£L‘ 9( by ) e(9x,9b) - e(%w, 9%y) ;

o c("(ax),"y) = e("x,"y) - e("a,My);

* ¢ (hl‘v ) e("a hb) e("x, "y ;

o c(%x,9%) = e(%(ax),%) - [e(a,9y)] " ;
o c(%x,%y) = [e(¥x, )] (92, 9(by)) ;

o c(hx,hmy) =e(M(ax), y) - [e("a,"y)] 7
o c(Ma,My) = [e("x ,’"‘b)} (M, (by)) -

(iii) Para todos g¢,a,z € G e todos

h,b,y € H, temos que

e(“(ax),%y) = e(%a,%y) - e(“z,%y);

o c(%z,9(by)) = e(%x,%y) - (¥, 9b);

o c("(ax),ty) =<c("a,""y) - e("x,My);

o c("z,"(by)) =e("x,"y) - e("a, D)5

o c(%a,%y) = e(%(ax),%) - [e(9x,9y)]

o £(%a,9) = [e(%x,9y)] " e (92,9 (by)) ;

o c("a,"y) =e(Max), y) - [e("a, y)]

o c(™x,") = [e("x,"y)| " - e(Ma, M (by)) ;

o c(ar,y) =c(a,"y) e(x,y) = ela, xyz™") - ez, y);
o c(v,by) =e(x,y) - e(Va,b) = e(x,y) - e(yzy~',b).

(iV) €(€P7h) =€k = 6(97 eP)? v.g € G7 Vh € H7

(v) Para todos z,9 € G e todos v,

h € H, temos que
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o [c(%z,9y)]t =e(Pa™,97y);
o [e(%z,9y)] ! = e(Pa, 9y )
o [e("z y)t =e("amh, M My);
o [e(z, Y]t =e("a, iy
o [e(z,y)] t=claly) =cla yr);
o [e(z,y)] ! =e(Va,y") =elyry 'y
o [s(a iy =e(z,y);
[( ).

(viii) Para todo g € G e todos y,h € H, temos que
elg, hly) = e(g"g ™ y) = e(g, h)-[e(g, ")t = e(g, h)-[e(ygy ™", yhy ™))

(ix) Para todos z,9 € G etodo h € H, temos que

e(x,[g,h]) = e(z,7hh™") = e(*g,"h)-[e(g, h)] " = e(wga™", wha™")-[e(g, h)] "

(x) Paratodos a,g € G e todos b,h € H, temos que
[e(g,h),e(a,0)] = e(g"g~", “bb™") = &([g, k], [a, b]) ;

(xi) [e(u,v)]t =e(v,u), Vu,v € GNH.

Demonstracao: Do item (i) ao item (x) sd@o as mesmas igualdades do
teorema 1.2.16 sobre pareamentos cruzados, abrindo algumas expressoes para
o caso de produtos exteriores.

(xi) Seja c?: P — Aut(P) a agao por conjugacao de P. Primeiro note que
GNH<QP e, portanto, c’[GNH|=2(GNH)z' =GN H,Vz € P. Assim,
w=ct(w)e GNH,Yw € GNH, Yz € P. Em particular, "w = ¢ (w) € GNH,
Vm,w € G N H. Dessa forma, ("™w,™w) = ex, Ym,w € GN H. Usando essa
propriedade, é imediato que &(*(u'v),"(u"'v)) = ex = e(u,u) = (v, v),
Yu,v € GNH,pois wu=uv>€GNH e uv've GNH,Yu,v e GN H. Vamos
usar essas igualdades e também, na ordem, a primeira e segunda igualdades do
item (i), a segunda igualdade do item (ii) e a terceira e quarta igualdades do item
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(i). Sejam u,v € GN H. Temos que

ex = €(v,v)

—_

Dai, [e(u,v)]”

Sejam P e K grupos, e, € P o0 elemento neutro de P, ex € K o elemento
neutrode K e GIP e H<P agindo um no outro pelas restri¢oes da conjugagao
de P. Seja também ¢ : Gx H — K um pareamento exterior. Pelo item (iv)
e pela quinta igualdade do item (v) do teorema 1.4.8 acima, de forma anéloga
ao que fizemos para pareamentos cruzados, é facil mostrar que e, € im(e)
e que [im(e)]”' = im(e). Usando a observacio 1.2.6, podemos concluir que
(im(e)) = Sp(im(e)). Portanto, VV C K, para mostrarmos que (im(g)) C V,
basta mostrarmos que im(e) C V e que vale alguma das propriedades (a) ou
(b) ou (c) da observagao 1.2.6, colocando S = im(e).

1.5 A categoria E

Considere novamente as categorias Set dos conjuntos e fungoes, Grp dos grupos
e homomorfismos de grupos e as categoria C e C introduzidas anteriormente.

Para cada grupo P e cada par de subgrupos normais G<1P e H < P, sejam
c? 1 P — Aut(P) a ac@o por conjugacgao de P, ¢ = cts : G — Aut(G) a agao
por conjugacao de G, ¢ = ¢l : H — Aut(H) a agao por conjugagao de H e
cop G — Aut(H) e che: H— Aut(G) as agbes de grupos definidas na secao
anterior, isto &, ¢ty (g) = cf|w e che(h) =cfla, Vg € G, Vh € H.

Seja um subconjunto O € Obj(C) formado por todos (GxH,6,&) € Obj(C)
tais que existe algum grupo P no qual G P e H<P etal que 0 =ci, e
€ =che, em que ¢ : P — Aut(P) é a agdo por conjugagao de P.

Também, para cada X = (AX B, \ k) € O ecada YV = (GxH,0,¢) € 0,
sejam J e P grupos nos quais A<J, B<J,G<P e HAP etaisque A = clg,
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K=Cha,0=cty ¢ §&=che,emque ¢/ :J — Aut(J) ¢é a agdo por conjugacao
de Je ¢ : P — Aut(P) ¢é a agdo por conjugagao de P, e seja um conjunto
Oxy formado por todos axf € Home(X,Y) tais que a|anp = B|ans. Ou seja,

Oxy ¢é formado por todas as fungoes do tipo axf: AxB — Gx H tais que
a:A— G e f:B— H sao homomorfismos de grupos que satisfazem

(i) [ctu(ala)] o8 =polcin(a)], Va € A;
(i)  [cha(B(b)] oa=ao[chi(b)], Vb€ B;
(iii)  o|ans = Blans -
ou, equivalentemente,
(1) elluloB=pol(clp), Va e A;

(i) [efyleloa=ac(cla), Vb e B;

(iii) o(w)=p(w), Yw e AN B.

isto é, que preservam as conjugacoes e que concordam em sua intersecao.

Para todos X.,Y € O, é claro que Oy, C Home(X,Y). Sejam J e P grupos
tais que X = (AXB,chp,cha) e Y = (GXH, cky,che) eseja e, € J o elemento
neutro de J. Se AN B = {e,} =0, entido Oy, = Home(X,Y).

Proposicdo 1.5.1. Para todos X,Y,Z € O,se axfB € Oy, ¢ vXd € O,,,
entdo (yxd) o (axf) € O, .

Demonstracao: Como axf € Home(X,Y) e vx6 € Home(Y,Z), é
claro que (yxd)o (axf) € Home(X,Z). Sejam J, P e L grupos tais que
X = (AxB,chp,cta), Y = (GxH,cEy,chc) e Z = (MxN,cky,cky). Como
axf € Oxy € YXI € By, temos que a(w) = B(w), Yw € ANB, e v(z) = §(2),
Vze GNH. Seja we ANB. Como «a(w) € G, f(w) € H e alw) = p(w),
temos que «(w) = f(w) € GN H, e, portanto, Yw € AN B, que

(vo a)(w) = vy(a(w)) = d(a(w)) = d(B(w)) = (40 f)(w).
Logo, (yoa) x (603) €Oy, . m

Proposi¢ao 1.5.2. Paratodo X = (AxB, ¢4y, ¢h,) elemento de O, temos que
Demonstragao: E claro que id, x idy = idy € Home(X, X). Por fim,
Yw € AN B, temos que idy(w) = w = idz(w). M

Desse modo, podemos formar uma subcategoria E < C tal que
Obj(E) = O e que, VX,Y € O, definimos Homg(X,Y) = Oy, . Claro que,
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para todo X = (AXB,cip,cha) € Obj(E), o morfismo identidade de X em E é
o morfismo identidade de X em C, idy = id, X ids € Homg(X, X).

Pelo item (ii) da proposigao 1.4.1, temos que E < C < C.

Dizemos que a categoria E tem como objetos produtos cartesianos de
subgrupos normais de algum grupo maior, munidos de agoes que sao as restrigoes
da conjugacao do grupo maior e tem como morfismos produtos cartesianos de
homomorfismos que preservam as restricoes da conjugacao e que coincidem na
intersecao de seus dominios.

Para todo grupo G, note que X = (G xG,c¢,c¢) € Obj(E). Sejam
Y = (AxB,\k) € Obj(E) e axf € Homeg(X,Y). Entdo, existe grupo J
tal que A<J, B<QJ e, se ¢/ :J— Aut(J) éa agado por conjugacdo de J, entao
A =cip € K=ch, sdosuas restrigoes. Além disso, o = &|gng = Blane =6 e,
portanto, im(a) < AN B.

Reescrevemos o item (iv) da proposi¢ao 1.4.7 da seguinte maneira:

Proposicao 1.5.3. Sejam K um grupo, X = (A X B,ciz,chs) € Obj(E),
Y = (GXH,cty,che) € Obj(E) e € : GXH — K um pareamento exte-
rior. Para todo axf € Homg(X,Y), temos que o (axf): AxB — K ¢éum
pareamento exterior.

Podemos escrever os dois diagramas

(Ax B, chy, cha) 2 (Gx H, cEy, che)

axp

AxB——-GxH —s>K

na forma simplificada abaixo.

(A B, chy, cha) —2 (Gx H, cEyy, cho) —= K

O exemplo abaixo é uma releitura dos itens (v) e (vi) da proposigao 1.4.7.

Exemplo 1.5.4. Sejam X = (Gx H,cty,che) € Obj(E), ¢ : G — Aut(G)
a agdo por conjugacao de G e c¢# : H — Aut(H) a agdo por conjugagao
de H. Entdo, [c9(g)] X [ctu(g)] = (c§) x (cF|u) € Home(X,X), Vg € G, e
[cha(h)] x [ci(h)] = (cf|a) x (¢ff) € Home(X,X), Vb € H. De fato,
sejam g € G e h € H. Chamando c&; = 0 e che = &, temos
que 0 e £ sao agbes por automorfismos compativeis. Pelo
exemplo 1.3.4, temos que ¢§ x 0,,& x ¢f € Homc(X,X), isto
6, (c8) x (cn) = [e2(9)] X [cbu (9] = [%(9)] X [0(9)] = c§ x 6, € Home(X, X)
e (crle) x () = [ena ()] x [e" ()] = [§(R)] x [ (h)] = & x ¢ € Homce(X, X).
Para todo w € GN H, temos que

[c9(9)](w) = ¢f (w) = guwg™ = cf (w) = cf|u(w) = [c&u(g)](w)
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[che (M)(w) = ¢ la(w) = cf (w) = hwh™ = [ (h)](w) = cjf (w).

Consequentemente, (c§) x (cf|g) = [c9(g)] x [cen(g9)] € Home(X,X) e
(c£16) X (cf)) = [cho (h] x [c#(h)] € Home(X, X)

Dessa forma, se K é um grupoe ¢ : GXxH — K ¢ um pareamento ex-
terior, entao € o [(c¢) x (¢F|u)] = € o {[c¢(g)] X [ctu(g)]} : GXH — K e
eol[(cf|a) x ()] = e o{[cha(h)] x [¢#(h)]} : GXxH — K também s@o parea-
mentos exteriores, Vg € G, Vh € H.

Assim, Vg € G, Vh € H, é claro que as compostas estao em Homg(X, X),

[(c§) o (cyla)] x [(eflm) o ()] = [(c§) x (cf|u)]o(cy|a) % (ci))] € Home(X, X) e
[(chla) o (c§)] x [(ch) o (cfu)] = [(cr|a) x ()] o [(c§) x (cf[n)] € Home(X, X)),
isto é,

{lce(g)] o [chic(P)]} x {[cgn(g)] o [c7 (h)]} =

= {lee(9)] x lean(9)]} o {lcna (h)] x [e" (h)]} € Home(X, X)
{lchia(h)] o [cc(g)]} x {le? ()] o [cEu (9)]} =

= {lctia(R)] x [ (h)]} o {lec(g)] x [cCu(9)]} € Home(X, X).

Dai, se K é um grupoe ¢: GxH — K ¢é um pareamento exterior, entao

eof[(cd)o(erla)] x[(cglu)o (e} = eol(cf) x (e m)]ol(er la) x ()] : GXH — K
eofl(eyla)o(cg) x[(ci)o(eg|m)l} = eol(erla) x (c)]el(cf) x (cg|m)] : GXH — K
também sao pareamentos exteriores, isto é,
eo ({lee(g)] o [ehia (M)} x {[ctu(g)] o [ (M)]}) =

=eo{lec(9)] x [céu(9)]} o {lena(P)] x [ ()]} : GXH = K
eo ({leha(M)] o [ce(g)]} x {[e ()] o [ctu(9)]}) =

= e o{[eic(W)] x [e"(h)]} o {lcc(9)] x [ccn(9)]} : GXH — K

sao pareamentos exteriores, Vg € G, Vh € H.
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Capitulo 2

O produto tensorial

2.1 Definicoes e primeiras propriedades

Definigao 2.1.1. Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Sym(H) e £ : H — Sym(G)
agoes e 7:GXxH — T um pareamento cruzado com respeito a 0 e £. Dizemos
que “T é um produto tensorial (ndo-abeliano) de G e H com 7” se, e somente se,
para todo grupo K e todo pareamento cruzado o :GxH — K com respeito a
0 e &, existe um tnico homomorfismo f:7T — K tal que for7 =0, isto ¢, tal
que o diagrama abaixo comuta:

GxH—=T

RNy

K

Na definicao acima ¢é usual pedir que as agoes € e £ sejam agoes por auto-
morfismos e que sejam acoes compativeis entre si. Vamos prosseguir sem essas
hipoteses por enquanto. Além disso, é possivel definir estruturas ainda mais ge-
neralizadas, sem pedir que as agoes de G e H em si mesmos sejam conjugagoes.
Porém, esse nao seré nosso enfoque no presente trabalho.

Teorema 2.1.2. Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Sym(H) e & : H — Sym(G)
agoes e T:GxH — T um pareamento cruzado com respeito a # e £ tais que T’
¢ um produto tensorial de G e H com 7. Entao, (im(r)) =T.

Demonstracao: Sejam K = (im(7r)) < T, ¢ : K — T a inclusdo e
o: GxH — K tal que o(g,h) = 7(9,h), Vg € G, YVh € H. Temos que
im(i) = dom(i) = K e que o e T sdo a mesma func¢ao, mas dao origem a
morfismos de conjuntos possivelmente distintos, dependendo de serem iguais ou
distintos seus codominios. Também, temos que 200 = 7. Como o e T sao a
mesma fungao, é claro que o também é um pareamento cruzado com respeito a 6

61
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e &. Por hipotese, existe um tnico homomorfismo f: 7T — K tal que for1 =0,
ou seja, tal que o diagrama abaixo comuta:

GxH—"=T

RN/

K

Como i e f sao homomorfismos, segue que 7o f : T — T também é um
homomorfismo. Além disso, id; : T — T é claramente um homomorfismo.
Ficamos com o diagrama abaixo.

GxH-—=T
idT\uiof
T T

E imediato que id, o7 = 7. Além disso, temos que
(tof)or=tio(foT)=i00=T.

Por hipotese novamente (unicidade), segue que iof = id;. Como id; é sobrejetora
em T, temos que i é sobrejetora em T e, portanto, K =im(i) =T. =

Sejam X, Y e Z conjuntos e uma funciao h € YX N Z¥X, isto é, h é da forma
h:X —Y etambém da forma h: X — Z. Assim, é claro que im(h) CYNZ.

Corolario 2.1.3. Sejam G, H, T} e Ty grupos, 6 : G — Sym(H) e
¢ H — Sym(G) agdese 7 € TOHNTPH uma fungdo tais que 7: GxH — Ty
e 7:GxH — T, sao pareamentos cruzados com respeito as mesmas acoes 6 e
&, e ambos T7 e Ty sao produtos tensoriais de G e H com 7. Entao, T} = Ts.

Demonstracao: 77 = (im(7)) =T,. =

Sejam G e H grupose 0:G — Sym(H) e &: H — Sym(G) agoes. Pelo
corolério anterior, se existe algum grupo 7" e alguma funcao 7: GxH — T tais
que 7 é um pareamento cruzado com respeito a 6 e £ e T' é um produto tensorial
de G e H com 7, entao T é o tinico produto tensorial de G e H com 7. Nesse caso
iremos denotar o grupo T por “(G®RH)7*” ou por “(GRH )% ou simplesmente por
“(GRH)F". Se as agdes 0 e & estiverem subentendidas, denotaremos (G® H)7*
simplesmente por “(GRH),”.

Usando essa notagao e o corolario 1.2.17, é claro que, se 6 é a acao trivial ou
€ é a acdo trivial, entdo (G H)T® ¢ abeliano.

Vamos relembrar a definicao de produto tensorial para grupos abelianos
(Z-modulos) abaixo.
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Definicao 2.1.4. Sejam A, B e T grupos abelianose : AxB — T uma fungao
bilinear. Dizemos que “T" é um produto tensorial abeliano de A e B com (37 se, e
somente se, para todo grupo abeliano C' e toda fungao bilinear ¢ : AxB — C,
existe um tunico homomorfismo f: 7T — C tal que fof = o, isto é, tal que o
diagrama abaixo comuta:

AxB-2-T

N

C

Nesse caso, sabemos que (im(5)) = T e a demonstragao é idéntica a que
escrevemos acima.

Sejam A, B, T1 e T, grupos abelianos e [ € TlAXB N T2AXB uma funcao tais
que [: AxB — T, e : AxB — Ty sao fungoes bilineares, e ambos 17 e T, sao
produtos tensoriais abelianos de A e B com . Entao, é claro que im(5) C T1NT5
e que Ty = (im(B)) = Ty. Por isso, se existe algum grupo abeliano 7' e alguma
funcao [ : Ax B — T tais que § é uma funcao bilinear e 7' é um produto
tensorial abeliano de A e B com 3, entao 1" é o tnico produto tensorial abeliano
de A e B com . Nesse caso iremos denotar o grupo 7" por “(A® B)z” ou por
(A, B)5"

Sejam T um grupo, A e B grupos abelianos, A : A — Aut(B) e
k@ B — Aut(A) as agOes triviais e 7 : AxB — T um pareamento cru-
zado com respeito a A e k tais que T = (A®B)?". Pelo corolario 1.2.17, temos
que 1" é abeliano e, portanto, 7 ¢ uma funcgao bilinear. Vamos mostrar que existe
(A®,B); e que (A®,B), =T = (A®B)>". Seja L um grupo abeliano e
0 : AxB — L uma funcgao bilinear. Dai, ¢ é um pareamento cruzado com res-
peito a A e k. Pela definicao de produto tensorial, existe um tinico homomorfismo
f:(A®B)?"™ — L tal que for = ¢. Como L e o sao arbitrarios, T ¢ um
produto tensorial abeliano de A e B com 7. Pela unicidade, o resultado segue.

Teorema 2.1.5. Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Sym(H) e &: H — Sym(G)
acoes e 7:GxH — T um pareamento cruzado com respeito a 6 e £ tais que
T = (G®H)?. Temos que

(i) Se K é um grupo isomorfo a T, em que f: T — K ¢é um isomorfismo,
entao for1:GXxH — K éum pareamento cruzado com respeito as acoes
fefe K=(GoH):

(ii) Se K é um grupoe o : GxH — K & um pareamento cruzado com respeito
afeftaisque K= (GoH)5Y, entdo K =T e, além disso, existe um
tnico isomorfismo f : 7T — K tal que o = for, isto é, tal que o diagrama
abaixo comuta:

GxH—"=T

RNy

K
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Em simbolos:
(1) <G®H)(f’5) —?>K — K = (G@H)(G’S) )

for

(=23

(ii) [Eﬂf . (GeH)?Y — (GeH)y }(a =forT);

(iii) (GeH)7Y = (GeH)s®.

O item (iii) acima é uma particularizagao do item (ii) e diz respeito a unicidade
da estrutura do produto tensorial, que é independente do pareamento cruzado e
depende somente das agoes de G e H.

Demonstragao: (i) Pela proposi¢ao 1.2.12, temos que fo7r:GxH — K
¢ um pareamento cruzado com respeito a # e £. Sejam M um grupo e
oc:GxH — M um pareamento cruzado com respeito a 6 e £&. Por hipotese,
existe um tnico homomorfismo ¢ : T — M tal que poT =o0.

f
GxH—1-T=—=K
f71
Lwt
o M

Como ft':K =T e ¢ : T — M sao homomorfismos, segue que
Y=poft:K— M também é homomorfismo. Temos que

Yo(for)=(pof HNo(for)=gpo(ftof)lor=yoidioT=por=0.

Seja p: K — M homomorfismo tal que po(for)=o0. Dai, pof:T — M
¢ um homomorfismo tal que (po f)o7 = po(f o7)= 0. Pela unicidade de ¢,
devemos ter ¢ = po f. Assim, yu = po f~! =1). Dessa forma, existe um tnico
homomorfismo ¢ : K — M tal que ¢ o (fo7) =0, isto ¢, tal que o diagrama
abaixo comuta:

Gx -7 i

RN

M

Como M e o sdo arbitrarios, concluimos que K = (G®H)}) .

(ii) Pelas hipoteses, existem homomorfismos «: 7T — K e : K — T tais
que xoT =0 e foo=T.

GxH—"=T

N
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Temos que foa:T —T e aof: K — K sao homomorfismos e, obviamente,
idy - T — T e idy : K — K também sao homomorfismos. Claro que idyom =7
e que idg oo =ao.

GxH 1T GxH—2+K

R T

Temos que (foa)oT = fo(aoT)=LFooc =71 e portanto, o a = id;.
Também, (o f)oo =ao(foog) =aoT =0 e, assim, «off = ids. Dessa
forma, o e 3 sdo isomorfismos, com 3 = a~!. Ficamos com K = T.

Para satisfazer o enunciado, tome f = «. Assim, f:7T — K ¢é um isomor-
fismo tal que ¢ = ao7 = for. Seja pu:T — K um isomorfismo tal que
O=UoT.

GxH—"=T

N

Como T é produto tensorial de G e H com 7, ¢ é pareamento cruzado com
respeitoaf e e f,pu:T — K sao homomorfismos tais que for =0 = por,
entdao, por defini¢ao (unicidade), temos que u = f.

Logo, existe um tnico isomorfismo f:7T — K talque o= fo7. m

Observagao 2.1.6. Sejam G, H e T grupos, Aut(T') o grupo dos automorfismos
deT,0:G — Sym(H) e £: H — Sym(G) agdese 7:GExH — T um
pareamento cruzado com respeito a € e £ tais que T' é o produto tensorial de G
e H com 7. Pelo item (i) acima, temos que T' também é o produto tensorial de

Ge Hcom for,Vfe Aut(T). Em simbolos:
(GeH)?Y = (GeH){ , Vf e Aut((GeH)7Y) .

Ademais, para todo outro pareamento cruzado o : GxH — T, com respeito as
agoes 0 e &, tais que T = (GRH)3, pelo item (ii), existe um tnico f € Aut(T)
tal que o= for.

Como ja sabemos da algebra comutativa, o teorema 2.1.5 e a observagao 2.1.6
também sao validos em sua versao abeliana.

Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Sym(H) e &: H — Sym(G) agbdes e um
conjunto P%%T) formado por todos os pareamentos cruzados 7: GxH — T

com respeito as acoes 0 e & tais que T = (GRH)TY. E imediato que

re Py < T=(GaH).
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Vamos denotar temporariamente P = P& e seja uma funcao
(G,H,T)

D Aut(T) — (TP tal que [®(f)](1) = for, VT € P. Seja f € Aut(T).
Temos que ®(f) ¢ da forma ®(f) : P — TP, Pela observagao acima, ficamos
com [®(f)](r)=for e P,Vre P. Assim, im(®(f)) C P e segue que ®(f) é
da forma ®(f): P — P. Portanto, ®(f) € P, Vf € Aut(T). Seja f € Aut(T).
Como f~!' e Aut(T) temos que, V7 € P,

[@(f71) 0 @(f)](7)

Assim, ®(f71) o ®(f) = idp = ®(f) o ®(f!) e, portanto, ®(f) é bijetora
e [®(f)]' = &(f'). Como f é qualquer, ®(f) € Sym(P), Vf € Aut(T).
Dai, im(®) C Sym(P) e & ¢é da forma @ : Aut(T) — Sym(P). Sejam
fi, fo € Aut(T). Temos que, V7 € P,

[@(fio£)I(T) = (ﬁ k)oT
= fio(koT)
= fie{[2(£)](7)}
= [ (WI([@(L)(T))
= [®(f) o 2(L)](7)-

Entao, ®(fiof,) = ®(fi)o®(f), Vfi, f € Aut(T). Dessa forma, ® é um homomor-

fismo de Aut(T) em Sym(P), ou seja, ® é uma agao de Aut(T) em P = Pe) -
Seja 7 € P. Pela observagao anterior, para cada ¢ € P, existe um tunico

f e Aut(T) tal que o= for = [D(f)](). Decorre disso que a 6rbita de T pela

acao ¢ é o conjunto todo 73((25,, -

©8)

Por essas consideragoes, concluimos que, se Py 7# 9, entao ® é uma agao

—

regular (livre e transitiva) e, portanto, fiel. Consequentemente, se P((gf}m) #* O,
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entdao |Aut(T)| = |Pigthr| e também, Vr € T temos que 7 € P, se, e
somente se, Pl = {f or € TH . f¢c Aut(T )}
Logo, o conjunto 77((212”) esté totalmente determinado pelo conjunto Aut(T)

da seguinte forma: para todo 7 € T sdo equivalentes:

o T=(GeH)?;

(6,6) .
e TC P(G,H,T) ;

o Phm={foreT®™ . fe Aut(T)}.

No caso de produtos tensoriais abelianos, ja sabemos que, para cada par de
grupos abelianos A e B, sempre existem algum grupo abeliano C' e alguma fungao
bilinear : AxB — C tais que C' = (A®,B)z ¢é o produto tensorial abeliano
de A e B com . Vamos mostrar que isso vale para o caso geral.

2.2 Existéncia do produto tensorial

Seja X um conjunto nao-vazio. Usando apenas alguns poucos axiomas da
teoria de conjuntos de Zermelo e Fraenkel, é relativamente simples mostrar que
existem conjuntos e e X’ tais que e ¢ X U X', e ndo é uma upla, X’ é disjunto
de X e tem mesma cardinalidade, | X'| = |X |. Assim, existe uma funcao bijetora
f: X — X’. Vamos denotar f(x) por “z’” para todo z € X.

O conjunto A = XUX'’ é chamado de alfabeto e seus elementos sao chamados
de letras. O conjunto A" das palavras (strings) de elementos de A pode ser
formalizado como sendo o conjunto de todas as uplas de elementos de A, isto
é, AT = :LleAn. Dessa forma, para cada n € N* o conjunto A" é chamado de

“o conjunto das palavras de tamanho n”. Claro que A" C A", Vn € N*. Por
exemplo, dados x,, 3,25, , € X, a upla (z,2,2),2,) € AT & uma palavra de
tamanho 4. Note que e ¢ AT. Definimos A* = AT U {e}.

Definimos uma operacao associativa ¢ : A* x A* — A* de tal maneira que
cle,w) = c(w,e) =w, Yw € A*, e V(x, T,y 2,), (%, )y -, Y) € AT definimos
c((xl,a:Q, o Ty (W, B, ...,ym)) = (T, Ty, ooy Ty Yy Yoy -5 Y ). Dessa forma, (A* ¢) é
um mondide, com elemento neutro e. A operacao ¢ é chamada de “operacao de
concatenacao’.

O conjunto A! de todas as 1-uplas de elementos de A pode ser definido como
sendo o proprio conjunto A, mas existem outras construcoes de AT nas quais isso
nao ocorre. Portanto, a priori nao iremos supor que sao iguais.

Uma palavra é chamada de uma palavra reduzida se, e somente se, nao ha
pares consecutivos dos tipos (...,z,2’,...) ou (..,2’,z,...) nas entradas da
palavra, qualquer que seja x € X. Por convencao, dizemos que e ¢é uma palavra
reduzida e que tem tamanho zero. Note que toda palavra de tamanho zero ou um
¢ uma palavra reduzida. O conjunto das palavras reduzidas sera denotado por F'.
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Dai, e € F e A!' C F. Podemos montar um algoritmo que toma uma palavra
e vai retirando, um a um, todos os pares consecutivos dos tipos citados e depois
denovo e denovo, iterativamente, até se chegar em uma palavra reduzida ou até
apagar todas as letras da palavra. Vamos chamar esse algoritmo de “algoritmo
de redugao”. Nesse caso, existe uma fungao R : A* — F tal que R é sobrejetora
em ['e R|p = idy. Temos R(e) =e € F e, em geral, R(w) = w, Yw € F.
Além disso, para todo w € A*, se o algoritmo de reducao para em uma palavra
W€ A* entdo w € F e R(w) = w. Se o algoritmo de redugao elimina todas
as letras da palavra, entdo R(w) = e. Isso significa que toda palavra admite
uma unica palavra reduzida associada a ela e que o algoritmo de redugao sempre
para (halt). Essas sdo afirmagoes fortes e que tém demonstragoes avancadas e
extensas. Nao abordaremos esses assuntos aqui, mas podem ser estudados em
um curso avancado de teoria combinatoéria de grupos.

Seja 1 = R o ¢|pr. Pode-se mostrar que (F,u) é um grupo, com ele-
mento neutro e. Nesse caso, e ' =e e (T, Ty, .., Ty, 1) " = (2,2 | ... 20 2)),
V(x, 2y oy Xy, 2,) € F N AT, em que definimos (2/) = z, Vo € A. Seja
i: X — F tal que i(z) = (z) € A' C F,Vz € X. Para cada z € X,
note que i(x) = (z) é uma l-upla, mas, seguindo nossa convengao, nao pode-
mos supor que i(z) = (x) seja elemento de X e muito menos que seja igual ao
elemento x € X. O fato importante é que, na categoria dos grupos e homomor-
fismos de grupos, F' é um objeto livre sobre X com ¢. Isto é, para todo grupo K e
toda fun¢ao j: X — K, existe um tnico homomorfismo (de grupos) f: F — K
tal que f o7 =j, isto é, tal que o diagrama abaixo comuta:

X_‘oF

N

K

Dizemos que “F' é um grupo livre sobre X com 7”. Pode-se mostrar que ¢
é injetora e, portanto, temos que |X| = |im(i)| = |i[X]|. Também, temos que
(1[X]) = (im(i)) = F. Disso resulta que F' é o tnico grupo livre sobre X com i.
Outro resultado é que F' é finito se, e somente se, X = & e, nesse caso, temos
que |X| =0, F ={e} 20 e, portanto, |F| =1 e i = &. Também, F é
abeliano se, e somente se, | X| € {0,1}. Se |X| =1, entdo existe x, € X tal que
X ={x} e, portanto, F' = (i(x,)) ¢é ciclico infinito, isto é, F' = Z. Além disso,
se |X| > 2, entdao o centro de F' é trivial, Z(F) = {e}.

Também sabemos que, se f: F — K ¢é um isomorfismo de grupos, entao K
¢ um grupo livre sobre X com foi e, portanto, K = (im(foi)) = <f[z[XH>,
com |X| = [i[X]| = | f[i[X]]|. Dai, todo grupo isomorfo a F' tem um conjunto de
geradores de cardinalidade | X'|. Pode-se mostrar que essa é a menor cardinalidade
de qualquer conjunto gerador de K, isto é,se S C K é um conjunto de geradores
para K, K = (S), entdo |X| < |S|. Ou seja, o cardinal | X | é o menor cardinal y
tal que K possui conjunto de geradores com cardinalidade y. Por isso, dizemos
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que um subconjunto “S C K ¢ uma base livre para K ” se, e somente se, (S) = K
e |S| = x. Em outras palavras, uma base livre para um grupo K é um elemento
minimal do conjunto de todos os subconjuntos geradores de K, com respeito
a ordem de inclusao de conjuntos. Se tal base existe, a cardinalidade desta é
denotada por “rank(K)”. Dai, rank(F') = | X]|.

Ademais, para todo conjunto Y, e toda funcao f: X — Y, se J é o grupo
livre sobre Y com j:Y — J, entdo existe um tnico homomorfismo f:F — J
tal que foi=jo f,isto é, tal que o diagrama abaixo comuta:

7

|

J

Se f é sobrejetora, entdo f é um epimorfismo. Se f é bijetora, entdo f é um
isomorfismo. Dai, se |Y|=|X|, entdo J é isomorfo a F' e, além disso, existe um
tinico isomorfismo f: F — J tal que foi=jo f.

Na realidade, temos um funtor covariante F : Set — Grp tal que F(X)
¢ o grupo livre (construido) sobre X com a fungdo injetora ¢ : X — F(X)
(construida) e, para toda fungao f: X — Y, temos que F(f):F(X)— F(Y) é
o tnico homomorfismo de grupos tal que F(f)oi=jo f.

Se F' é o grupo livre sobre X com 7 : X — F e Y é um conjunto de car-
dinalidade estritamente menor que X, |Y| < |X|, entdo existe alguma funcao
injetora 7 : Y — X e nao existe funcao sobrejetora de Y em X. Assim, j nao
é sobrejetora e, portanto, X \ im(j) # &. Seja K = (i[X \ im(j)]), o fecho
normal de X \ im(j) em F. Entdo, K < F. Seja também p: F — F/K a
projecdo canonica. E relativamente facil mostrar que F/K é o grupo livre sobre
Y com poioj:Y — F/K. Como ioj:Y — F ¢éuma fungao e F' é um grupo,
existe um tnico homomorfismo ¢ : F/K — F tal que po(poioj)=ioj.

y " F/K

) i

X - F
Como id,, : F/K — F/K e poy: F/K — F/K sio homomorfismos,
iy 0 (poiof) =poioj e (pog)o(poiof)=po(popoioj)=poioj

entao poy = z'dF/K ¢ injetora. Dai, ¢ ¢ um monomorfismo e, portanto,
F/K =im(p) < F.

Dizemos que um grupo K é livre se, e somente se, existe algum conjunto X e
alguma funcao j: X — K tal que K é um grupo livre sobre X com j. Pode-se
mostrar que um grupo K ¢é livre se, e somente se, K tem uma base livre. Nesse
caso, todas as bases para K tem mesma cardinalidade, que ¢ rank(K) = |X]|.
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Dado um cardinal x , todos os grupos livres sobre todos os conjuntos de cardi-
nalidade x , com quaisquer fungoes, sao isomorfos entre si. Também, todo grupo
isomorfo a um grupo livre sobre algum conjunto X de cardinalidade y é um grupo
livre sobre X, com alguma func¢ao injetora. Além disso, todo grupo isomorfo a
um grupo livre sobre algum conjunto X de cardinalidade y tem um conjunto de
geradores de cardinalidade y e qualquer outro conjunto de geradores de tal grupo
tem cardinalidade maior ou igual a y . Por essas propriedades, dizemos que, para
cada conjunto X, existe um tnico grupo livre F(X) = F(X) (aquele construido)
(a menos de isomorfismo) sobre X. Ou entao, dizemos que, para cada cardinal
X , existe um tnico grupo livre F), = F(x) (a menos de isomorfismo). Também,
dizemos que a classe de isomorfismo de F'(X) (ou qualquer um de seus elementos)
é o grupo livre sobre X. Dai dizermos que todo grupo isomorfo a um grupo livre
é livre. Por fim, devemos citar o importante teorema de Nielsen-Schreier, que
afirma, entre outras coisas, que todo subgrupo de um grupo livre é livre.

Sejam G e H grupos. Consideremos o grupo livrte F' = F(G x H) sobre o
conjunto G X H, com a funcao injetora i, : GXx H — F, munido da operagao
bindria p: F'x F — F definida anteriormente. As vezes iremos denotar o grupo
livre F' sobre Gx H por “Fg,,”. Como é usual, vamos denotar p(u,v) por “u-v”
ou por “uv”, quaisquer que sejam u,v € F.

Sejam 0 : G — Sym(H) e &: H — Sym(G) agoes, ¢ : G — Aut(G)
a agao por conjugagao de G, ¢ : H — Aut(H) a acdo por conjugagao de H,

S1 = {((am,y),(a,y)’, (cg(x),ﬁa(y))/) €eF : areG e ye H} =
— {((@2,9) - ((a. y)) ((cg(w) 0 (y))’) €F : aveG ¢ yeHf-
{zo(a,x Y) - [io(a [zo(c )} - o oa,xeG e yGH}:
{Zoamy [zo ,Hay)) zoay]leF . a,z€G e yEH},
- {((x by),( ), et (y), (z, ’) €eF : ze€G e byce H} =
{(:rby (x),cff y)’) ) €EF : z€G e b,yEH}:
{zoxby x),H )}1 zoxb leF : 2€@G e b,yEH}:
- {zo(x,by) [2 (:E,b) iWw(&@) @) €F - zeG e byce H} ,

0
S=51USy e (S),=n{N € p(F):SCNIF} ofechonormal de S em F.
Claro que S C (S), <t F. Sejam também Ty = F /(S),, p, : F — T a projecao
canbnica e T, = p, 01, : GXx H — Ty. Dessa forma, p, € um epimorfismo e
Po(w) =w - (S), = (S)y - w, Yw € F.

Assim, Va,x € G, Yy € H, temos que

iv(az,y) - [io(cS(2), 0a(y)) - iola,y)] € S1 C S C (S),
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e, portanto,

To(az,y) = (pooio)(az,y)
Po (20 ar,y )
io(az,y) -

= [iO(CG( ),
_ < (c5(
cq(

(S
Ga(y)) 1 (a y)] - (Sh

),0a(9)) - in(a,))
).0a(v)) ) - po(wy)

= (poolo)(cg(x)aea(y)) (pOO%)(a y)
= 7-O(CG( )>9a(y)) TO(aay)

Também, Vx € G, Vb,y € H, temos que

iof,by) - [io,0) - io ((). cf' ()] € 2 € 5 C(S),

e, portanto,

To(x7by) = (pooio)(x, by)
= Do (io (z, by))
= io(z,by) - (S)
= [io(2,0) - io (&(), cff (v))] - (S)y
= p0<i0(x,b)-zo( z),cff y))
= po(io(m b)) Po (Zo(fb x), ¢

= (pooio)(x,b) - (poo ’Lo)(ﬁb(l”
7o(2,b) - To(&, ' (y)) -

Logo, 70 = p, 01, € um pareamento cruzado com respeito a 6 e &.

Sejam K um grupo e o :GxH — K um pareamento cruzado com respeito
af et Como F é livre sobre X = G x H, existe um tnico homomorfismo
¢: F — K tal que ¢oi, =0, isto é, tal que o diagrama abaixo comuta:

GxH-—2sF

N

K

Seja ex € K o elemento neutro de K. Como ¢ é um pareamento cruzado
com respeito a 6 e {. Temos que o(az,y) = o(cS(x),0.(y)) - o(a,y), Va,z € G,
Yy € H, e que o(z,by) = o(z,b) - U(Sb(x),cf(y)), Ve € G, Vb,y € H, isto é,
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temos que o(az,y) - [o(cS(z),0.(y)) -a(a,y)r1 =ex, Va,z € G, Vy € H, e que

o(x,by) - [o(x,b) - a(fb(x),c{f(y))rl =ey, Vr € G,Vb,y € H.
Seja s € S;. Por definicao, existem a,xv € G e y € H tais que

s = io(az,y) - [io(cg (), 0a(y)) - iola,y)] . Daf,

I
-
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~
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Assim, s € ker(¢). Como s é qualquer, ficamos com Sy C ker (o).
Seja s € S;. Por definigdo, existem z € G e by € H tais que

s = io(2,by) - [io(x,0) - i (& (@), ¢ (y))] . Da,

o) = 0(iolw,by) - [io(w,b) - in(€0(2) cf ()] )
]

Assim, s € ker(¢). Como s é qualquer, temos que Sy C ker(¢).

Segue que S = Sy U Sy C ker(¢). Como ker(¢p) < F e (S), ¢ o menor
subgrupo normal de F' que contém S, ficamos com (S), C ker(¢). Pelo teorema
do isomorfismo, existe um tinico homomorfismo f: 7Ty — K tal que fop, = ¢,
isto é, tal que o diagrama abaixo comuta:

F-s K

v

1o
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Assim, for,= fo(pyoiy) = (fop,) oix=c¢oi,=o0.

Seja «a : Ty, — K um homomorfismo tal que « o7, = o. Entao,
0 =aoT1y = ao(poiy) = (exop)oi,. Pela unicidade de ¢, temos que
a o p, = ¢. Pela unicidade de f, ficamos com « = f. Portanto, existe um tnico
homomorfismo f : Ty — K tal que f o7, = o, ou seja, tal que o diagrama
abaixo comuta:

GxH-2~T,

RN

K

Como K e o sao arbitrarios, temos que Ty = F /(S)N é o produto tensorial de
G e H com 7, .

O conjunto S também é chamado de o conjunto das relagoes sobre o grupo
livre F' e, no nosso caso, serd chamado de “o conjunto das rela¢oes das acoes 0 e
& sobre o grupo livre F,,” e também sera denotado por “Sy,”, para deixar claro
quais acoes fazem parte das relacoes na construgao do grupo quociente F /(S W
Por sua vez, o grupo F /(S)N ¢ chamado de “o grupo gerado por G x H com
relagoes dadas por S” e isso constitui uma apresentagao para tal grupo, isto é,
F/(S), = (GxH|S). Em nossa notagao, F/(S), = Fo.u/(See)y = (GXH | Sy).

Sendo Ty = Fiup /<5(e,§>>N, concluimos que 7, € Pfgf}mo), isto ¢, temos que
To = Fon/(See)y = (G@H)7. Dessa forma, ficamos com P&, # .
Chamando Py = P&, 1, temos que a agao @ : Aut(Ty) — Sym(Py), definida
analogamente como na segao anterior, ¢ uma agao regular (livre e transitiva) e,
portanto, fiel. Também, que [Aut(Tp)| = |Pahr,| € que, V7 € T3™, temos
que T € 73((2%_%) se, e somente se, 73((221,%) = {f orT € TS . fe Aut(To)}.
Em particular, P& 5, = {fom € Tg™  f € Aut(Tp)}.

Vamos denotar Fi,; /(Spe)y = (GRQH)% por “(GRH )" ou simplesmente
por “(G®H )y", se as agdes de G e H estiverem subentendidas.

Acabamos de mostrar que, dados grupos G e H e agoes 60 : G — Sym(H)
e £: H— Sym(G), sempre existe algum grupo T' e algum pareamento cruzado
7:GxH — T com respeito a 0 e £ tais que T = (GRH)?. Esse é o teorema
de existéncia do produto tensorial com respeito as acoes dadas.

Considere a categoria C. Para cada objeto X = (GxH,0,&) € Obj(C), seja
um conjunto Ty = Tiaume,¢) formado por todos os produtos tensoriais de G e H
com algum pareamento cruzado com respeito a 6 e . Isto é, para todo grupo T,
temos que T € Ty se, e somente se, Pfgf,)”) £ @, isto é, se, e somente se, existe

algum 7 € P((Zf,),yﬂ, que, por sua vez, acontece se, e somente se, T = (G H)7¥.
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Nessas tltimas paginas mostramos que, para todo X = (Gx H,0,£) € Obj(C),
temos Ty # &, pois chH/<S<9@>N = (GeH) €T, = Tiexmo.e) -

Considere a categoria Grp dos grupos e homomorfismos. Como usual, dividi-
mos o conjunto de todos os grupos em classes de isomorfismo e
obtemos o conjunto quociente, Obj(Grp)/ >~ de Obj(Grp) pela relagao de
equivaléncia, =, de isomorfismo de grupos. Para cada grupo G € Obj(Grp),
vamos denotar por “[G]” a classe de equivaléncia de G com respeito a relagao de
equivaléncia 2 isto ¢, [G] € Obj(Grp) /= ¢ a classe de isomorfismo de G.

Seja X = (GXx H,0,&) € Obj(C). Pelo item (i) do teorema 2.1.5, se existe
T € Ty, entao [T] C Ty. O item (ii) do mesmo teorema afirma que Ty C [T,
VT € T;. Portanto, sempre temos que Ty = [T], VI' € T;. Acima, mostramos
que (GRH)J¥ € Ty. Logo, ficamos com Ty = [(GRH){].

Dessa forma, para todo X = (GxH,6,&) € Obj(C), concluimos que

Ty = Tigerpe) = [FGxH/<S(9,£>>N] — [(G@H)S}’@] '

Em termos de estrutura algébrica (classes de isomorfismo), todos os produtos
tensoriais de Ty sao os mesmos. Por isso, é usual dizermos que o produto tensorial
de G e H com respeito as agoes § e £ é 0 grupo Fiy [(Sue )y = (GRH), tnico,
a menos de isomorfismo. Nesse caso, o denotamos por “(G® H)*9”. Se as agoes
de G e H estiverem subentendidas, o denotamos por “(G®H )y” ou simplesmente
por “GQH”.

Para cada X = (GxH,0,£) € Obj(C), podemos denotar qualquer elemento
de Ty = Tieurpe por “(G®H)*)” ou simplesmente por “G® H”. Uma outra
alternativa é denotar o proprio conjunto 7Ty por “(G® H)*” ou simplesmente
por “G®H” e chamar esse conjunto de “o produto tensorial de G e H com respeito
as agoes 6 e £”. No momento iremos usar a primeira alternativa.

Sejam G, H e T grupos abelianos e [ : Gx H — T uma funcao bi-
linear tais que 7 = (G®,H)z. Sejam também 6 : G — Aut(H) e
¢ : H — Aut(G) as agoes triviais. Assim, [ é um pareamento cruzado com

respeito a 6 e £. Vamos mostrar que existe o produto tensorial (G® H )(E,s) e que

(GoH)3Y =T = (Ge,H)g. Seja Ty = (GoH)7 = (GoH)§® o produto
tensorial construido, isto é, Ty = Fiuy /(S@@)N, com T, = P, 0i, € Péﬁf}wo).
Como 6 e & sao triviais, 7, : Gx H — T ¢é uma funcao bilinear. Prova-
mos anteriormente que existe o produto tensorial abeliano (G ®, H),, e que
(G@,H), = (GRH)% = Ty. Pela versio abeliana do teorema 2.1.5, analoga-
mente ao item (ii), existe um tnico isomorfismo f: T — Ty tal que fo S = 7,.
Como f~':Ty — T ¢ um isomorfismo, pelo item (i) do teorema 2.1.5, temos
que flor : GxH — T ¢éum pareamento cruzado com respeito a 6 e £ e
T = (GoH)" = (GeH)3", como querfamos.

Provamos que, dados grupos G e H agindo um no outro, sempre existe o pro-
duto tensorial G® H com respeito as acoes prefixadas e, se G e H sao abelianos
e as agoes sao as triviais, entao esse produto tensorial se reduz ao produto ten-
sorial abeliano (de Z-moddulos) ja bem conhecido. Nao apenas isomorfos, mas os
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proprios conjuntos (com as dadas fungoes bilineares) sdo os mesmos e, portanto,
as defini¢oes sao equivalentes. Isso significa que o produto tensorial aqui definido
generaliza completamente o produto tensorial abeliano que conheciamos. Esse
resultado nao deveria ser uma surpresa, pois a construcao do produto tensorial
(G®H), ¢ exatamente a mesma construcao (demonstracao de existéncia) do pro-
duto tensorial abeliano (as rela¢oes sdo as mesmas no caso dos grupos serem
abelianos e as agOes triviais), apenas trocando o grupo livre sobre o conjunto
Gx H pelo grupo abeliano livre sobre este conjunto, introduzindo as relagoes de
comutagao (comutadores) nas relagoes do grupo livre, que serao redundantes, ja
que o pareamento cruzado formado ja tornaréd abeliano o produto tensorial, pelas
acoes serem as triviais.

Sejam X = (GxH,0,§) € Obj(C) e GRH € Ty . Chamamos os elementos
de G®H de “tensores”. Seja T € Péﬁf}wm). Denotaremos o tensor (gerador)
T(g,h) € GRH por “gRh”, quaisquer que sejam g € G e h € H. Lembremos
que G®H = (im(r)) = Sp(im(7)). Portanto, para todo t € G®H, existem
ty,...,t, € im(7) tais que t = t, - ...-1,, para algum n € N*. Dali, existem
Giss§n € G € hy,...,h,€ H tais que t, =71(g;,h;) =g, ®h;,Vje{1,...,n}.
Logo, t = 7(g1,hy) « oo - T(gns b)) = (g1 @ By) - .. - (g, ® h,,), para algum n € N*.

Note que 7(az,y) = 7(%,%) 7(a,y) = 7(aza™',%) 7(a,y) e que
7(z,by) = 7(2,0) 7(°x,%) = 7(x,b) 7z, byb™1), Va,x € G, Vb,y € H. Por-
tanto, temos que (az) ®y = [("z) ® (“y)](a®@y) = [(axa™") ® (“y)](a®@y) e que
r® (by) = (x @ b)[(*2) ® (*y)] = (x @ b)[(*z) ® (byb~Y)], Va,z € G, Vb,y € H.

Sem ambiguidades, podemos apresentar as relagoes do paragrafo anterior
como sendo, Va,x € G, Vb,y € H,

ar @y = (c§(2) ®0,(y)) (a®@y) = ("2 @ Y)(a®@y) = (axa™' @ “y)(a®y)

@by = (z®b)(&(r) @ (y) = (z@0)("z @) = (z@ )"z @ byb™").

Muito mais, temos a releitura de todas as igualdades do teorema 1.2.16, as quais
enunciamos abaixo.

Teorema 2.2.1. Sejam G e H grupos agindo um no outro compativelmente com
acoes por automorfismos e cada um deles em si mesmo por conjugagao. Sejam
também G®H o produto tensorial de G e H com respeito as agoes prefixadas,
e € G o elemento neutro de GG, e, € H o elemento neutro de H e e € GRQH
o elemento neutro de G® H. Valem

(i) Para todos a,z € G e todos b,y € H, temos que

o w®y= (‘%) (a®y);
e zRby=@®d)(zx’y);
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@y =(w®y) (e0y);
@ty = (@b (zaby).

(ii) Para todos g,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que

Yaz) ® 9y = (" @ 9y)(Ya ® %y) ;

Iz @ 9(by) = (Y ®9b)(%x @ Py);
Maz) @ty = (" @"y)("a @ "y);

" @t (by) = ("x @ ")("r @ "y);

903 @ 9% = [9(ax) @ y] - (Ya @ Iy)~";
9y @9y = (92 ®@9b)71 - [92 @ 9(by)];
e @ty =["ar) @My ("a@ " y)
hbl’ ® hby — (hZL' ® hb)fl . [h[E ® h(by)] .

(iii) Para todos g¢,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que

I(ax) ® %y = (Ya ®@9y)(Yr ® %y) ;
Iz ®@9(by) = (Y @ 9y)(*z @ ) ;
Maz) @My = ("a@"y)("z @ "y);
®"Mby) = ("z @"y)("x @ "D);
Ya @ 9%y = [I(ar) @ 9y - (Yz @ 9y)~';
W ®9b = (Yx@%y)"" - [r@9(by)];
"o @My = [t (ax)® Myl (P @ My) T
e @t = ("z@My)t - 'z @ (by)];
ar®@y = (a® y)(ﬂf®y);
r@by=(xy)(Yrx0D).

(iv) ee®h=e=g®ey, Vg G,Vh e H;

(v) Para todos x,g € G e todos y,h € H, temos que

(Y2 @ 9y)~h =27 @ ¥y
(gx ® gy) L—9r ® gyfl :
(hx hy) L hp—l g h:cy;
(hx hy) 1 hyx®hy—1;
( P=rl ey

(

Ryt =Yrey

r@y)”
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o (@'®%I=r®y;
o (lz@y ) l=z0y.
(vi) %z ® %y = (a®b)("r @) (a®b)~!, Va,z € G, Vb,y € H;
(vii) gt = (a®b)(g@h)(a®b)™!, Va,g € G, Vb,h € H,;
(viil) g"g'@y=(9@h)("g®'h)"!, Vg € G, Vy h € H;
(ix) z®%hh' = ("g @ h)(g® )", Y, g € G, Vh € H;

(x) [g@h,a®b]=g"gt®%W, Va,g € G, Vb,h € H.

Podemos utilizar a definicao e também essas igualdades para computar casos
particulares de produtos tensoriais.

Exemplo 2.2.2. Sejam os grupos Zs e Zs agindo um no outro com as agoes
do exemplo 1.1.1. Como Z3 age em Z, trivialmente, pelo corolério 1.2.17, temos
que Zo ® Zjz ¢ abeliano. Pelo item (iv) acima, 0®0 = 0®1 = 0®2 = 1®0 = 0.
Entao, Zs ® Zs = ({1®1,1®2}). Mas,

I2=10(1+1)=(12)+("1e'l) =(121)+ (1®1).
Assim, Zs ® Z3 = (1®1). Também, o elemento neutro de Zy ® Z3 &
0=01=1+1)2l=_"o")+(1x1) = (182)+(1x1) = (1e1)+ (1x1) + (1x1) .

Pelo exemplo 1.2.9, é um pareamento cruzado com respeito a essas agoes a fungao
T : Zo X Zs — Zz tal que 7(n,m) = nm (multiplicacdo em Z3), Vn € Zs,
Vm € Zs. Por defini¢ao, existe um tinico homomorfismo f : Zy®Zs — Z3 tal que
f(n®m) =7(n,m) =mnm. Se fosse 1®1 = 0, teriamos Z,®Zj; = 0 e, portanto,
seria f =0 e terfamos 0= f(1®1)=1-1=1, um absurdo. Dai, 1®1 # 0. Se
fosse (1®1)4(1®1) = 0, teriamos 1®1 = 0+ (1x1) = (1®1)+(121)+(1x1) = 0, que
nao é o caso. Assim, (1®1)+ (1®1) # 0. Se fosse (1®1)+ (1®1) = 1®1, teriamos
181 = 0, que também nao acontece. Dessa forma, ficamos com 0 # 1®2# 11 # 0
e, portanto, Zs ® Z3 = (1®1) = {0, 1®1, 1®2}, com |Zy®Zs| = 3. Logo,
Lo®7g = 7y 2 0= Zo®,7Z3. Sabendo disso, é facil mostrar que o homomorfismo
f acima é um isomorfismo.

Nesse exemplo, temos dois grupos abelianos Zs e Z3 e uma das agoes sendo
a trivial, a saber, a acao de Zs em Zs, e mesmo assim o produto tensorial difere
do produto tensorial abeliano.

(6,€)

f~loT?

flor e P((gf,)zg,@@z;,)- E claro que a funcéo N Lo X Ly — Lo®7Zs3 tal que

No exemplo acima, note que Zz = Zy®7Zz = (Lo ® Zs3) ou seja,
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n(n,m) = 0, VYn € Zy, Ym € Zj, também é um pareamento cruzado com res-
peito a 6 e &, mas Zy®Zs nao é um produto tensorial de Zy e Z3 com 7, isto é,
n ¢ Pfgj’zg syengs J& que  (im(n)) = 02 Zy®Zs. Com isso frisamos que, dados
grupos G e H agindo um no outro compativelmente com ag¢des por automorfis-
mos, além de existir o produto tensorial GR H, com respeito a algum pareamento
cruzado com respeito a essas agoes, podem também existir mais pareamentos
cruzados do tipo GxH — G®H com respeito as mesmas agoes, mas que nao
tornam G®H um produto tensorial de G e H com estes pareamentos. Ou seja, o
grupo G® H é um produto tensorial com algum pareamento cruzado, mas pode
nao ser com outros.

Exemplo 2.2.3. Como provamos anteriormente, no caso dos grupos serem
abelianos e as agoes serem as triviais, o produto tensorial se reduz ao pro-
duto tensorial abeliano. Dessa forma, temos todos os exemplos comuns de
produtos tensoriais abelianos da algebra comutativa. Por exemplo, para todos
n,m,d € N*, se Z,, e Z, agem trivialmente um no outro e d = mdc(n,m), entao
Loy @y, = Zg. Também, Vn € N, se Z,, e Z agem trivialmente um no outro, entao
Ly QL = 1y = 1L, .

Exemplo 2.2.4. Pelo item (iv) do teorema 2.2.1 acima, é claro que, para quais-
quer grupos G e H agindo um no outro, se G =0 ou H =0, entao GR®H = 0.

2.3 O funtor produto tensorial

Sejam X = (Ax B,\k) € O0bj(C), = (Gx H,0,§) € 0bj(C),
axf € Home(X,Y), V.T € Obj(Grp), v € 73((2 Dvy e T € Pthn, ou seja,
V=(A@B)" e T=(GoH)} .

(AXxB,\ k) —=V

axf j

(GxH,0,§) ——=T

Pela proposi¢ao 1.3.3, temos que 7o(axf3) : AxB — T é um pareamento cruzado
com respeito a A e k. Pela definicao de produto tensorial, existe um tinico homo-
morfismo ¢ : V' — T tal que pov = 70 (ax). Vamos denotar o homomorfismo
¢ por “(a®pB) 0", por “(a®B)yr” ou por “(a®B)x2". Se as agoes de A e B esti-
verem subentendidas, denotaremos (a® ). por “(a®B)h..,”, por “(a®B)}.,”
ou por “(a® [)¥,”. Se as agoes de G e H estiverem subentendidas, denotaremos
(a®B)H por“(a®B)F"7, por “(a®B)7"” ou por “(a®B)X+". Se todas as agdes
estiverem subentendidas, denotaremos (a®/3)5") por “(a®pB)v”. Se, além disso,
os pareamentos cruzados estiverem subentendidos, denotaremos (a® 3 )(fff; sim-
plesmente por “a®/”. Portanto, dados objetos X = (Ax B, A\, k) € Obj(C) e
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= (GxH,0,§) € Obj(C), um morfismo axpf € Home(X,Y) e grupos
V e T tais que v € P(j”BV e TE 7?52:?;@, existe um tnico homomorfismo
(@@ By« (A®B)Y™ — (GoH)?Y tal que

[(a® B)yn]ov=To(axp).
Dizendo de outra maneira, todo diagrama da forma

(Ax B, \, k) —2= (A2 B)™

axp j

(GX H, ‘97 f) — (G®H)(‘§€)

no qual 7 e v sao pareamentos cruzados, pode ser completado para um quadrado
comutativo:

(Ax B\, k) —2= (A2 B))™

axp3 (a®5)§§’:))

(GxH,0,6) —= (G H)%

(X,v)

Para todo a € A etodo b€ B o homomorfismo (a® )y, aplicado em
um gerador a ® b € V' resulta em

(@ p)e)laeb) = [(@® )] (v(a,b)

{l(e® B))] 0 v}(a, )

[0 (axB))(a,d)
T((axﬁ)(a, b))

= 7(a(a), (b))

(a)®B(b).

Assim, é facil ver que, se a: A— G e [: B — H sao sobrejetoras, entao

(a®pB)yy + (A®B)™ — (GRH)?Y é sobrejetora. De fato, seja t € im(7).

Assim, existem g € G e h € H tais que t = 7(g,h). Como « e 8 sado

sobrejetoras, existem a € A e b€ B tais que g = a(a) e h = p(b). Dai,
t=1(g.h) =g@h=al®p0) = [(a®pB)y)a®b) € im((ad b))

Como t é qualquer, temos que im(7) C Zm((a ® B)ry) < (GH)FY. Assim,
(GRHYE — (im(r)) < (im((a® HED)) = im((a ® ALY < (GBHI c

(X,v)

portanto, im((a ® B8)F1) = (GRH)?. Logo, (a® B)5) & sobrejetora.

Observagao 2.3.1. Sejam X = (Ax B, \k), Y = (Gx H, 0 e
Z = (M xN,u,v) objetos de C, axf € Home(X,Y), yvxd € Home(Y, Z),
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V,T,L € Obj(Grp), v € P&’,}?Yv), T E 75’((2:?,){,” e n € 778\}"]”), ou seja,
V= (ABY, T = (GRH)?Y e L= (M®N);"”. Pelo pardgrafo ante-

rior, existem tnicos homomorfismos (a® B)5) :V =T e (y®0),7) : T — L

tais que [(a®@ B)5]ov=To0(axf) e [(y®J),1)]oT =no(yxd).

(AX B, A, k) — (A B
axp (O‘@B)gf:))

(GxH,0,6) —— (G H)

Txp (yad)y )

(MX N, 1,v) == (MON )

Também, (yxd) o (axf) = (yoa) x (6o B) € Home(X,Z) e, por-
tanto, existe um tnico homomorfismo [(yoa)® (60 B)]i7) : V — L tal que
{[(voa)® (60B)]3 ) Yov=no[(yoa)x (§oB)]. De V em L também temos o

(Z,m)

homomorfismo [(y® 8), 7] o [(a®B)e]:V — L.

(AXB, )\ K) v (A@B)p"
(1x8)o(axB) [rea)®@oBizm) | |10@0)Z)] o le®B)F )]
(MXN, p,v) 7 (MeN);
Note que

(oo leeniltor = (oo {l@opTslon}
= Kv®®$3][Towxﬁﬂ
= {lhea)Eiler}o(axp)
= [no(yxd)]o(axp)
= no[(yxd)o(axp)]
— nol(yoa) x (50 B).

Pela unicidade de [(yoa)® (§0 8)]5), ficamos com

[(voa)® (60 B)lzs -

[(y@d0)zmleol(e® By
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Observacao 2.3.2. Sejam X = (GxH,0,£) um objeto de C, o morfismo iden-
tidade idy = idyxid, € Home(X, X), grupos Ty, Ty € Obj(Grp), 7, € Plahr, €
T, € P{é%m, isto ¢, Ty = (GRH)Y e Ty, = (G H)7. Pelo item (ii) do
teorema 2.1.5, existe um tnico isomorfismo ¢ : 77 — T, tal que 7, =io7,. Pelo

paragrafo inicial, existe um tinico homomorfismo (ids ® idy)ix 7t : Ty — 1o tal
(X,71)

que [(idg ® idy)x )] 0 T = Ty 0 (idg Xidy) .

(GxH,0,6) = (GRH)L

ide; x idy i (idg@id) (L)

(GxH,0,8) —= (GRH)7’

E claro que io71, =7, = 7,0 (id. xidy) . Dai, pela unicidade de (id; ® idH)E?:;; ,

temos que i = (id;®idy )Eﬁ gi Assim, podemos reenunciar o item (ii) do teorema

2.1.5 da seguinte maneira: Sejam X = (GxH,0,&) € Obj(C), Ty, Tz € Obj(Grp),
T € Pt € T € Pigthn,, isto &, Ty = (GRH)YY e T, = (GRH)%. Entao,
o homomorfismo (id; ® id,)x7) : (GRH)7’ — (GRH)% & um isomorfismo
e, além disso, ¢ o tnico isomorfismo de (G H)7Y em (G H)% tal que

7, = 1, 0 (idg X idy) = [(ids ® idy){x 5] 0 T,
isto €, tal que o triangulo abaixo comuta:

(GO H)
(GxH,0,¢) (ide@ide ) 7L)

(GeH)
Em particular, se 7, =7, =7,entao T1 =T, =T e
(ids ® idy)(x 1 = (ide ® idy)x7) = idy € Aut(T).

Sejam K uma categoria ¢ Hix = {Homy(X,Y) : XY € Obj(K)}. Lem-
bremos que

(i) Mor(K) =UHx;

(ii) Para todos X,Y,Z W € Obj(K), se X # Z ou Y # W, entao
Homi(X,Y) N Homy(Z,W) = @. Isto é, Vf € Mor(K), existem uni-
cos X,Y € Obj(K) tais que f € Homy(X,Y).
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Isto é, o conjunto Hy \ {@} ¢é uma particdo de Mor(K). Portanto, se para
cada par de objetos X,Y € Obj(K) existirem um conjunto Cxy e uma
fungdo Fxy : Homy(X,Y) — Cyxy, entdo fica bem-definida uma fungao

F:Mor(K)— |UCxy, dada por F = |J Fxy .
X,Y XY

Para cada objeto X = (G x H,0,§) € Obj(C), considere o pareamento
cruzado T, = p, 01, com respeito as acoes 0 e £ e o produto tensorial
(GRH)T = Fou (See)y = (GRH)7 construidos na se¢do anterior. Seja
uma funcdo T : Obj(C) — Obj(Grp) tal que TL(Gx H,0,¢) = (G H),
V(Gx H,0,¢) € Obj(C). Seja também uma fungao T2 : Mor(C) — Mor(Grp)
tal que, para todo par de objetos X = (A X B,\,k) € O0bj(C) e
Y = (GxH,0,§) € Obj(C) e todo morfismo axf € Home(X,Y), tenha-
mos T3(axfB) = (a® B)yr) € Homep((A®B)%™, (GRH)%'), em que v, ¢
o pareamento cruzado com respeito as agdes A e Kk e T, € 0 pareamento cruzado
com respeito as agoes 6 e £ construidos na se¢ao anterior.

Teorema 2.3.3. Seja Ty = (T}, T2), como definidos acima. Entao, Ty é um
funtor covariante Tg:C — Grp .

Demonstracao: Note que, para todos os pares X = (AxB, A, k) € Obj(C)
e Y = (GxH,0,6) € Obj(C) e todo morfismo axf € Home(X,Y),
temos que TL(X) = (A® B)%”, que TiY) = (G® H)7%' e que
Te(axpB) = (a @ By € Homep((A® B)y™, (Ge H)%'), isto é, temos
que T3(axp)e HomGrp(T(l)(X),T[l)(Y)).

Sejam X = (AxXB,\ k), Y =(GxH,0,§) e Z=(MxN,pu,v) objetos de
C,axp € Home(X,Y) e yx6 € Home(Y, Z). Pela observagao 2.3.1, temos que

To((yxd) o (axp)) = To((yoa)x (30 5))
(yoa)® (50 B)]iZ00
= [(v®d)izmlella®B)ey)]
[To(vx0)] o [To(ax B)] € Homer(Va, Lo) .

em que (a ® B)Ei’:(?)) € Homep(Vo, Tp), (7 ® 5)5;:}(’); € Homer(To, Lo),
T, € 7352:3;%), v, € Pfjj';),vm e N, € 7)((1*\23\),,%), isto é, temos que
Vo = Eunf(Sowh = AQ@B)RY, Ty = FouuflSeo)y = (G H) e
Lo = Fypn (Sl = (MON 3"

Sejam X = (GxH,0,¢) € Obj(C) e idyxidy = idy € Home(X, X). Pela

observagao 2.3.2, temos que
To(idy) = To(ide xidy) = (ide ® idy)(x2) = idy, € Homew(Ty, Tp) ,

em que T, € PG, isto &, Ty = Fo [(See)h = (GRH)% = Ti(X), ou seja,
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Como ¢ usual, denotamos T}(X) por “To(X)” ou por “ToX” e denotamos
T2(axB) por “To(axpB)”, VX € Obj(C), Yax B € Mor(C).

Sejam A, B, G e H grupos tais que A = G e B = H. Assim, exis-
tem o : A - G e [ : B — H isomorfismos. Considere os objetos
X = (AxB,A\kK) € Obj(C) e Y = (GxH,0,§) € Obj(C), em que A,
Kk, 0 e & sao agoes triviais. Como quaisquer homomorfismos preservam as
agoes triviais, temos que axf € Homc(X,Y). Como a x  é bijetora,
To(axp) = (a®B)pry) : (A®B)y = (G®H), é um isomorfismo e, portanto,
(A®B)o = (G®H)y . Logo, podemos dizer que, para todos A, B, G e H grupos
tais que A e B agem um no outro, G e H agem um no outro e cada um age em si
mesmo por conjugacao, se A= G e B = H, com isomorfismos que preservam
as agoes, entao ARQB =2 GRH.

Observagao 2.3.4. Sejam X = (AxB,\k) e Y = (GxH,0,§) objetos
de C, um morfismo axf € Home(X,Y), grupos Vi, Vo, 11, Ty € Obj(Grp),

(M) (o) 5] 86) - :
U € P<AB vi)s U2 S P(A BVy) s 1 S P(G,H,Tl) € T, € P(G’H@) , 1sto €,
‘/1 — (A@B)(An) ‘/’2 — (A®B>(>\K) (G®H)9§) e T2 — (G@H)(ﬁf)
Assim, existem tnicos homomorﬁsmos o = (@B Vi = Ty e

(X,v1)

@, = (a®P) ))5:22) Vo = Ty tais que ¢, ov, = [(O‘®5)(Y}1)] ov, =70 (axf) e
@, 00, = [(a®B)512 ] ov, = 1,0 (axB). Pela observagio 2.3.2, os homomorfismos
i = (idy ®idy)ixst) Vi = Vo e j = (idg ®@idy)yrl) + Ty — Tp  sdo

0s Unicos isomorfismos tais que 7o wv, = [(idy, ® idy )g Z;;] oV, = v, e
jor = |[(ids ® idy )ig]oa =17,.
axf3
m
X Vi T Y
S b
Va e T

Nessas hipoteses, o quadrado central comuta:

@07y
(A®B)<XK) Y,m1 (G®H)eg)
(idA®idB)E§:Z;; (idc®idH)g::;§
(A®B)%;” o (GRH)E
(04®6)(ny2)

[(a @ B)iri o [(idy @ idy)ixoy)] = [(ide ® idy) 7] © [(a @ B) 7Y ] -
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Vejamos. Pela proposigao 1.3.3, temos que 7,0 (axf) : AxB — T
é um pareamento cruzado com respeito as acoes A\ e k. Dai, pela definicao
de produto tensorial, existe um tnico homomorfismo ¢ : Vi3 — 15 tal que
owv, =10 (axf), isto &, tal que o diagrama abaixo comuta:

AxB—-V;

TQO(% l”‘/’

15

Por outro lado temos que joy, : Vi = T e ¢, 0i: V) — 15 sao homomorfismos
tais que

(Gow)ouv=jo(pov)=jo[no(axph)l=(jomn)o(axf)=mo(axp)

(poi)or,=polion)=pov=no(@xp).

Pela unicidade de 1, ficamos com jog =19 =, 01.

A observacao acima diz que, na categoria de flechas Grp~, os objetos

(X,01) (X,02) - Y ex (X,01) A (X,v2)

(0@ B3, (a@B)3r3 € Obj(Grp*) sio isomortos, (a®B)3m = (a® A) 32,
com isomorfismo

o

: SIS SENCEIAN (Xvp) _= (X,v2)
((sz ® ZdB)(X,m y (ide ® ZdH)(Y,Q)) Ha® 5)(&@ — (a® /3)0/,72) :
Na conclusao da observacao acima, temos uma formula

[(a® B)w] = [(ide ® idu)v 7] 0 [(a @ B)iymt] o [(ida ® ids) )] ™ -

2.4 Acoesde Ge Hem G®H

Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Sym(H) e & : H — Sym(G) agoes
e 7:GxH — T um pareamento cruzado com respeito a 0 e & tais que T é
um produto tensorial de G e H com 7, isto é, 7 € 7352?}”), que é equivalente a
ser T = (GRH)?Y. Sejam ¢ : G — Aut(G) a acdo por conjugacio de G e
¢ : H — Aut(H) a agdo por conjugacao de H. Paracada g € G ecada h € H,
sejam as fungoes oy = 70(c§ x0y) : GXH — T e B =70(&pxcy) : GXH = T,
Suponha que 6 e £ sejam compativeis e que sejam ambas agoes por automorfismos.
Assim, pelos itens (vi) e (vii) da proposigao 1.2.14, o, e 3, sdo ambos pareamentos

cruzados com respeito a 0 e &, Vg € G, Vh € H.
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Pelo paragrafo acima, Vg € G, Vh € H, existem tnicos homomorfismos
g, Bn:T—T taisque aor=0q, e BroT=0y.

GxH =T GxH—"=T
xlay klﬁh
T T

Sejam e = ez € G o elemento neutro de G e € = e; € H o0 elemento
neutro de H. Observe que «a, = 70 (¢¢ X 6,) = 7o (id; Xid;) = T e que
e =To (& x ) = 7o (ids xidy) = 7. Como mostrado acima, existem tnicos
homomorfismos ag, Bz : T — T tais que az,oT =a. e fBzo71 = B:. E claro
que idy : T — T é um homomorfismo.

GxH-—=T GxH—"=T

| \ |
ae T Be T

e

Temos que id,oT =7 =a, e idyoT =7 = ;. Pela unicidade da definicao de
produto tensorial, segue que @, = id; = f; .

Agora, Va,g € G, Vb,h € H, note que o0 a, = oy, € que B o By = By -
De fato, Va,g € G, Vb, h € H, temos que

agoa, = ago[ro(cS xb,)

= (agor)o(cg xba)

= a0 (c¢ x40,

= [rol(eg x0g)]o(cd x 0a)
(c§ x 0,) 0 (c§ x 0,)]
(cg 0c) x (6,080,)]

S X 044q)

BroBy = Buolro(& xcf)
= (BuoT)o (& x¢f)
= Bro(& xq)
= [ o (&n X ¢;)] o (& X )
= 7ol X ;)0 (&% x )]
= 70[(§no&) x (¢} o)
= To(ghbxcfb)

= B -
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Sejam a,g € G e bh € H e considere os pareamentos cruzados
g =To(c§ xby), ag=T0(c§ X0,), aga =70 (S, X 0ga), B =170 (& X i),
By = 7o (& X cf) e B =ToO (ghb X chb) Pelos paragrafos acima, existem
Gnicos homomorfismos @, , @, @y, By, Bu, B : T — T tais que Qg0T = Qy,

O[_OT—O{Q,O{gaOT agaa6h07_5h7ﬁbo7—_ﬁbeﬂhboT_Bhb

GxH—=T GxH—=T
s s
®ga T Bhb T
Porém, temos que (0, 0@,) 07 = @0 (@ 07) = @0 a, = g € que

(B o ﬂb) o7 = fBro(BoT) = Buo By = Bu. Pela unicidade, ficamos com
Qg 00y = Ogq € com Bro By =By -
Sejam g € G e h € H. Temos que

Qg 00y 1 = Qgg1 =0 = iy = 0g = Qg1 = g1 0 (g

Bh o Bu-1 = Pun-1 = Bz = idr = Bz = Bp-1n = Bu-1 0 By -

Dai, @, , B, € Sym(T), com @yt = (@;)"" ecom By-1 = (B,)". Além disso,
como ay € [ sao homomorﬁsmos ambos sao isomorfismos de 7" em si mesmo,
isto é, &y, By € Aut(T).

Assim, Vg € G, Vh € H, podemos concluir que o, = ;07 € Pff},T e

Bn=PBnoT € Pehr, ouseja, T = (GRH).Y e T = (GeoH)5.
_ Sejam & : G — Aut(T) e CE H — Aut(T) tais que a(g) = a; e
B(h) = By, Yg € G, Yh € H. Dessa forma, & e /3 sdo acdes por automorfismos.
De fato, Va,g € G, Vb,h € H, temos que &(ga) = 0y = @y 0 0 = a(g) o a(a)
e que ﬁ(hb) By = Bn o By = B(h )o B(b) Portanto, & € Hom(G Aut(T)) e
Be Hom(H, Aut(T)).

A ac@o de grupos a € H om(G,Aut(T )) ¢ chamada de “a a¢ao induzida
por 0 € Hom(G,Aut(H)) de Gem T = (GaH)?” e dizemos que “a acio
0 € Hom(G,Aut(H)) de G em H induz a acio & € Hom(G, Aut(T))”. A
acao de grupos 3 € H om(H , Aut(T)) ¢ chamada de “a acgao induzida por
¢ € Hom(H,Aut(G)) de G em T = (G®H)?9” e dizemos que “a agdo
¢ € Hom(H Aut(G)) de G em H induz a acdo 3 € Hom(H Aut(T ))” Tam-
bém dizemos que as agoes & e (3 sdo as induzidas pelas 6 e € e que as agoes 0 e &
induzem as agoes @ e . E claro que somente podemos dizer que as agoes 6 e &
induzem acoes @ e 3 se 0 e ¢ forem agdes por automorfismos e compativeis.

Usando nossa notacao, ficamos com a(g) = &, = @, e B(h ) = By = B,
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Vg € G, Vh € H. Também, Vx,g € G, Vy,h € H, temos que

Hrey) = a,(rey)
ay(r®y)
ag(r(z,y))

(@g o 7)(z,y)

= ag(x,y)

= [ro(cg x0,)|(z,y)
= 7((c§ x 0,)(x,9))
= 7(c5(),0,(y))
(%2, %y)

I

Q
&
X

S
<

= (BuoT)(z,y)
= ﬁh(l’,y)
= [ro (& xc)l(z,y)
= 7((& x i )(2,y))
= T(Sh(aﬂacﬁ(y))
= 7("z,"y)
— hpghy
= hr @ (hyh™).
Em particular, Vx, g € G, Vy, h € H, temos as relagoes

ey =Tz@%h e Tzoy) ="zoy.

Em geral, Vg € G, Vh € H, como & e [ sao agoes por automorfismos,
Vit € T = (im(7)) = Sp(im(7)), existem t,,...,t, € im(7) tais que t =1¢,-...-t,,
para algum n € N*. Assim, existem xz,...,2, € G e w,....y, € H tais que
t=1(z;,y) =20y, Vj € {l,..,n}. Portanto, t = (, ®@u) ... (z, ®y,). Dessa
forma, ficamos com

=9, @u) . (2, y)] =% @u) ... 2, ®y,) = (-, @) -...- (“2,@%,)
€ Com

="M@y o (@ oy)] =" o). (2. ®y) = "ze"y) . ("2.e" ).
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Lembramos que, Vg,x € G, Vh,y € H, as relacoes entre os geradores do
produto tensorial sao

gr@y=(r®%)(z®y) e r@hy = (z®h)("zo"y).

Usando as agoes introduzidas, Vg,x € G, Vh,y € H, podemos expressar essas
relagoes na forma

grey=9Y ey (zey) e Thy=@@ah)zxy).

Portanto, Vg, x € G, Vh,y € H, temos as expressoes explicitas para as agoes nos
geradores

Iroy)=(gzey(zey)™ e Tzoy =(@eh) " (zohy).

Usando nossa notagao e essas novas agoes, podemos reescrever as igualdades
do teorema 1.2.16 da seguinte maneira:

Teorema 2.4.1. Sejam G e H grupos agindo um no outro compativelmente com
agoes por automorfismos e cada um deles em si mesmo por conjugacao. Sejam
também G®H o produto tensorial de G e H com respeito as agoes prefixadas,
e € G o elemento neutro de G, e, € H o elemento neutrode H e e € GRQH
o elemento neutro de G® H. Valem

(i) Para todos a,z € G e todos b,y € H, temos que
e wr®y="(z®y) (a®y);
e zRby=(zxb)-(zxvy);
o ‘(2@y)=(aw®y) (a®@y);
o 'a@y)=(zab) " (z2@by).

(ii) Para todos g,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que

o Yaz®y)=(r®y) (a®y);

o Mz®y) =‘ar®y) Y(a®y) " ;
)

T @) 9z ®by);

I
<
—~

)="(azx®y) "a®y) " ;
o Ma@y) ="ab) Mz by).

(iii) Para todos g¢,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que
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r@by) ="(ry) - "(Yz@0b);
o a®y)=9az®y) - (zr®@Y);
o Y(z@b)=9z®y) Iz by);
o Ma®y)="(az®y) "z®y) ;

o Mzeb)="ray Mzeby));
e w®y=(a®%Y)(ry);
e 1®by=(zxy)(YzDb).

(iv) ec®@h=e=gR®ey, Vg€ G, Vh e H;

(v) Para todos z,9 € G e todos y,h € H, temos que

e Yxwy) T =z @y);
e z@y)  =9(z@y);
o Mz®y)  ="a'®%y);
o Meoy) =Mroy);

o (r@y) =@y ="
e (a@y)'=Yrey =Yy );
e “(a7'®y) )
o Yay ) =(rey?)

(vi) ®2®y)=(a®b)-"(r®y) - (a®b)™t, Va,z € G, Vb,y € H,;
(vii) Pl(g®@h) = (a®@b)(g® h)(a®b)™", Va,g € G, Vb, h € H;
(vil) g"g'@y=(9®h)-Y(goh) ', VgeG, Yy he H

(ix) 2@ ="(gxh)- (9@ h)~', Vr,9 € G,Vh € H;

(x) [g®h,a®b]=g"gt @%bt Va,g € G, Vb,h € H.

Note que muitas dessas igualdades podem ser derivadas de outras, utilizando
o fato de & e (3 serem agdes por automorfismos.

No enunciado do teorema acima, se tivermos que G e H sao subgrupos normais
de algum grupo maior e as agoes de G em H e de H em G sao as restri¢goes da
conjugacao desse grupo maior, entao, Vg € GG, Vh € H, temos que

g"g = ghgth™t =[g,h] = ghg”'h"! =hh7T.

Assim, os itens (viii), (ix) e (x) acima sao escritos como os itens (viii)’, (ix)’ e
(x)” abaixo:
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(viii)’ [g,h]®@y=(g®h)-Y(g®h)~', Vg€ G, Vy, h€H;
(ix)” 2@ [g,h]="(g®h)- (9@ h)"!,Vo,g € G, Vh € H;
(x)’ [g®@h,a®b] =][g,h] ®[a,b],Va,g € G, Vb,h € H.

Proposicao 2.4.2. Sejam G, H e T grupos, ¢ : T — Aut(T) a agdo por
conjugacao de T', 0 : G — Aut(H) e &: H — Aut(G) agdes por automorfismos
compativeis e 7: GxH — T um pareamento cruzado com respeito a 6 e  tais
que T = (GRH)P. As acoes induzidas & : G — Aut(T) e f: H — Aut(T)
por 6 e £ sao tais que

(i) [t = (a®b) -t (a®b)™! =L, (t), Ya € G, Vb€ H,Vt € T;

(ii) [ag, Bn]) = Ggo0 Brody1 0Byt =cl,,Yg€G, Vh e H.

Demonstracao: (i) Para cada a € G e cada b € H, seja um con-
junto Vigyy = {t €T : ¥ = (a®b)-t-(a®b)™'}. Sejam a € G e
be H. Seja e, €T o elemento neutro de T'. Temos que

a,b _ aba~lp?

= L1 e

— &, (ﬂb (cv (B (€T>)>>

= (&0 By o g1 0 By1)(er)
= e,
= (a®b)-(axb)™
= (a®b)-er-(a®b)™"
Assim, er € Vg3 . Paratodo t €T, se t € Vy , entao
[a,b] (t—1> _ aba_lb_l(t—l)
= (T

_ aa@(aa—l(ﬁb (t 1>)>)

= ( OﬁbOOéa—l Oﬁb 1)(t 1)
= [(Ga 0By odq10fB)(t)]

)
gL
(a{b )—1
_ (aba’lb 1 )71 _ ([ab]t)ﬂ

= [(@®b)-t-(a®b) "
= (@@b) -t (a®b)”
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Assim, ¢t € V(,p) . Para todos u,v € T, se u,v € V., entdo

[a,b] (uv) _ aba‘lb—l(uv>

= (L (w)]})

= (ﬁb (aa—l (By-1 (wv))

= (aq0 By 0 Gg-1 0 By 1)(uv)
(

= (@00 By 0 Gut © Byr)(w) - (@ © By 0 Gy 0 1) (0)

= aa(ﬁb(aa-l Bri(u ) aa(ﬁb Qo1 (B (v )
= LWL )

a0l . asdl,,

= [(a®@b) u-(a®@d)7'] - [(a®b) v-(a@b)™]

= (a®b)-uw-(a®b)™*

Assim, uv € Viap). Dai, Vigp) < T. Seja t € im(7). Assim, existem g € G e
h € H tais que t = 7(g,h) = g®h. Pelo item (vii) da proposi¢ao 2.4.1, temos que
bl = lebl(g@h) = (a@b)(g@h)(a®@b)™ =(a®b)-t-(a®b)™" e, portanto,
t € Vigpy. Como t é qualquer, ficamos com im(7) C V(a3 . Dessa forma,
T = (im(1)) < (Viap)) = Viap) < T e, assim, Vi, = T. Dai, Vt € T, temos que
@bl = (a®@b) -t (a®b)~L. Como a e b sdo arbitrarios, o resultado segue.

(ii) Sejam g € G e h € H. Paratodo t € T, pelo item (i) dessa proposigao,
temos que

—1

[, Bul(t) = [(@g) o (Bn) o (&) o (Ba) '] (1)
= (Gg 0 Bn oGy 0 By (2)

_ dg(ﬁh(@gl(ﬁw(t))))

= )
_ ghg—lh—lt

[grh]t
= (g@h)-t-(gah)™"

= Clan(t).

Proposicao 2.4.3. Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Aut(H) e & : H — Aut(G)
agoes por automorfismos compativeis ¢ 7: GxH — T um pareamento cruzado
com respeito a @ e € tais que T = (GRH)7. As ac¢des induzidas & : G — Aut(T)
e B:H — Aut(T) por 0 e € sdo tais que, Vg € G, Vh € H,
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(i) e, © Bn = Brody;
(ii) ng(h) 9] &g - dg o) Bh .

Demonstragao: Considere ¢¢ : G — Aut(G) a agao por conjugagao de G
e ¢ : H— Aut(H) a agao por conjugagao de H esejam g€ G e h € H. To-
mando G =H e f=¢,: G — G no enunciado do item (ii) da observagao 1.1.3,
temos que cgh(g) o0&y =& oc§. Denovo, tomando G=H e f=60,: H—H
no enunciado do item (ii) da observagao 1.1.3, temos que cg’g () © 0y, = 040cf.
Também, como 6 e § sdao compativeis, temos que 0, ) o ¢ = ¢l 00, e que
o my 0 ¢§ = c§ o0&, Note que X = (GxH, 0§ € Obj(C). Pelo exemplo
1.3.4, temos que (& 0 c§) X (cff 0 y), (c§ 0 &) X (0g 0 ¢if) € Home(X, X)
e, portanto, que o0, = To [({pocy) X (¢f 00y)] : GXxH — T e
o, =To0[(c§0&) X (0y0c)] : GxH — T sao pareamentos cruzados com
respeito a 0 e §. Assim, existem nicos homomorfismos 1,4, : T'— T tais que
Yor =0 e Yyor =0,. Observe que ag, (g0 Bh, Bnody, Bo,my0y € agyo by
sao todos homomorfismos de T" em 1. Temos que

[Geug) 0 BrloT = dgg 0 (BroT)
= Qg,(g) © Pn
= Qg9 ° [T 0 (& x )]
= [ag, g 07| o (& X )
= ag,(g © (& X cf))
= {70[cf ) X Oenip]} © (&n X c})
= 7o{[ef (4 X Oeni] © (En x i)}
To{[cg () ©&nl X [Og,9) 0 ]}
= 71o[(§nocg) x (cff o 0,)]

= 0’1;

(Bhodg)or = Buo(dgor)
= Broay
= Bh o[ro (cg X 0,)]
= (Bh oT)o (cg X 6,)
= fBjo (cg X 6,)
= [ro(&n xcy)]o(cg x0y)
= To[(& x i) o (cf x b,)]
= To[(Enocg) x (¢ oby)]

o .
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Portanto, dg, ) © By = Y, = B 0 agy . Também,

[Bogny © @gloT =

(Gy 0 Bh) o

Bo,ny © (Gg 0 T)

ng(h) © Gy

Ba,my o [T 0 (c§ % 6,)]

Bosy 070 (5 % 6,)

Bo,ny © (c§ X 0)

{708, m x 09 )]} o (cg x 0,)
7 o {[&0,(n) * Ce h)] o (cg x 0,)}
7o {[8a,m) 0 ¢F] X [cg 4y © gl }
7o [(cf 0 &) x (g0 cpy)]

05,

O(BhOT)
Qg 0 B
Qg0 [T o (& x )]
(GgoT)o (& xcff)
ago (&, x cll)
[T 0 (cg x0g)] o (& x cff)
o [(cg x 0g) 0 (& x ;)]
7o [(cg 0 &) x (040 cfy)]

0-2.

Logo, Beg(h) ol =1 =Ga,00. =

93

No enunciado dessa tltima proposigao, os itens (i) e (ii) podem ser equivalen-

temente escritos como
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Usando nossa notagao, Vg € G, Vh € H, Vt € T, temos que

h

9t —

ght

(hg)t

n(9)¢

&§h(9) (t) 3

(Br o g o B-1)(t)
Bn (dg (Bh*l (75))>
Bh (&g(h_lt))
Bu(0(" 1))
h(g(hflt))

hgh_lt :
(“h)¢

0g(h) ¢

B,y (1)

(g 0 B 0 dg-1)(t)
&, (Bh(dgfl (t)))
5‘9 (Bh(gilﬂ)

Gy (")

g (h<g*1t))

-1
9hg

Visualmente, essas igualdades sao muito parecidas com aquelas que tratam da
compatibilidade das agoes 6 e £. As vezes cometemos o abuso de linguagem e
dizemos que as agoes induzidas & e [ sao compativeis.



Capitulo 3

O produto exterior

3.1 Definicoes e primeiras propriedades

Sejam P e E grupos, GIP, HAP e c¢? : P — Aut(P) aagao por conjugacao
de P. Como feito anteriormente, podemos definir agoes c& : G — Aut(G),
cty - G — Aut(H), chy - H — Aut(H) e che : H — Aut(G) de forma que
cta(9) = chla e ctulg) =clln, Vg € G, e cuu(h) =ciln e cuc(h) = cfla,
Vh € H. Dessa forma, c5; = ¢ ¢é a agao por conjugacao de G, ch,; = cH é a
acao por conjugacao de H e as acoes c&y e che sao compativeis. Essas agoes
sao agoes por automorfismos e sao chamadas de restri¢oes da conjugacao de P.

Definicao 3.1.1. Sejam P e E grupos, G P, HIP e ¢:GxH — K um
pareamento exterior. Dizemos que “F é um produto exterior de G e H com &”
se, e somente se, para todo grupo K e todo pareamento exterior ¢ : GXxH — K,
existe um tunico homomorfismo f: EF — K, tal que foe =4, isto é, tal que o
diagrama abaixo comuta:

GxH—=+F

RN/

K

Definimos o produto exterior dos grupos G<IP e H<1P com uma propriedade
universal em cima de pareamentos exteriores, que sao pareamentos cruzados sobre
as acoes de restricao da conjugacao. Poderfamos definir um pareamento exterior
de uma forma mais geral, em que as agdes, digamos 6 : G — Sym(H) e
¢ : H — Sym(G), nao sdo exatamente as restrigdes da conjugacdo, mas que,
restritas ao subconjunto GN H ajam como conjugagoes, isto &, 8;|gny = g lonm
Vg € G, e &lenm = ¢ lgnr, Yh € H. Porém, ndo iremos admitir essa maior
generalidade no presente trabalho.

Teorema 3.1.2. Sejam P e E grupos, G P, HA1P e ¢: GxH — EF um
pareamento exterior tais que E é um produto exterior de G e H com ¢. Entao,

(tm(e)) = E.

95
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Demonstracao: Sejam K = (im(e)) < E, i : K — E a inclusdo e
¢ : GxH — K tal que ¢(g,h) = e(g,h), Vg € G, Yh € H. Temos que
im(i) = dom(i) = K e que ¢ e € sao a mesma fungdo, mas dao origem a
morfismos de conjuntos possivelmente distintos, dependendo de serem iguais ou
distintos seus codominios. Também, temos que 20 ¢ = . Como ¢ e ¢ sao a
mesma func¢ao, é claro que ¢ também é um pareamento exterior. Por hipotese,
existe um tnico homomorfismo f: F — K tal que foe = ¢, ou seja, tal que
o diagrama abaixo comuta:

GxH—=>F

RN/

K

Como i e f sao homomorfismos, segue que io f : E — E também é um
homomorfismo. Além disso, id, : E — E ¢é claramente um homomorfismo.

GxH—-F
idEuiof
€ FE

E imediato que id, o e = ¢. Além disso, temos que
(iof)oe=1io(foe)=io0op=c.

Por hipotese novamente (unicidade), segue que iof = id;. Como idy é sobrejetora
em F, temos que i é sobrejetora em E e, portanto, K = im(i) = E. m

Corolario 3.1.3. Sejam P, E, e E, grupos, G<IP, HAQP e ¢ € B 0 ESH
uma funcao tais que ¢ : GXxH — E; e ¢: GXxH — FE, sao pareamentos
exteriores, e ambos F; e E, sao produtos exteriores de G ¢ H com . Entao,
E, = Es.

Demonstracao: E; = (im(c)) = F>. ®

Seja P um grupo, G <P e H < P. Pelo corolario anterior, se existe algum
grupo F e alguma funcao ¢ : GxH — FE tais que £ é um pareamento exterior
e IF ¢ um produto exterior de G e H com ¢, entao E/ é o tinico produto exterior
de G e H com €. Nesse caso iremos denotar o grupo E por “(GAH).”. Se o

pareamento exterior ¢ estiver subentendido, denotamos (GAH). simplesmente
por “GAH".

Teorema 3.1.4. Sejam P e E grupos, G P, HA4P e ¢: GxH — F um
pareamento exterior tais que F = (GAH).. Temos que
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(i) Se K é um grupo isomorfo a F, em que f: F — K ¢& um isomorfismo,
entdo foe:GxH — K ¢éum pareamento exterior e K = (GAH) o ;

(ii) Se K é um grupoe ¢ : GxH — K é um pareamento exterior tais que
K =(GAH)s, entdao K = E e, além disso, existe um tnico isomorfismo
f:E— K tal que foe =9, isto é, tal que o diagrama abaixo comuta:

GxH—-F

RN/

K

Em simbolos:
() (GAH).—~K = K =(GAH)po;

(i) [3f: (GAH).—=(GAH); (0= foe);
(iii) (GAH). = (GAH)s.

O item (iii) acima é uma particularizagao do item (ii) e diz respeito a unicidade
da estrutura do produto exterior, que é independente do pareamento exterior.

Demonstragao: (i) Pela proposi¢ao 1.4.6, temos que foe:GxH — K é
um pareamento exterior. Sejam M um grupo e 0 : GXxH — M um pareamento
exterior. Por hipotese, existe um tnico homomorfismo ¢ : E — M tal que
poe =0. Ficamos com o diagrama:

f
GxH—>FE=—=K

N

Como f':K —- E e ¢ : FE — M sao homomorfismos, segue que
Y=poft:K - M também é homomorfismo. Temos que

Yo(foe)=(pof HNo(foe)=po(flofloe=ypoidyoc=poc=4,

Seja pu: K — M homomorfismo tal que po(foe)=4. Dai, pyof: E— M
¢ um homomorfismo tal que (po f)oe = po(foe)=4J. Pela unicidade de ¢,
devemos ter ¢ = po f. Assim, = p o f~! = 1. Dessa forma, existe um tnico
homomorfismo ¢ : K — M tal que ¥ o (foe) =74, isto é, tal que o diagrama

abaixo comuta:

GxH-1% K

RN

M
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Como M e § sao arbitrarios, concluimos que K = (GAH) o -
(ii) Pelas hipoteses, existem homomorfismos o : E — K e f: K — E tais
que cxoe=9 e fod=c¢.

GxH—=-F

¥

Temos que foa:E — FE e aoff: K — K sao homomorfismos e, obviamente,
idg : E— F e idy : K — K também sao homomorfismos. Claro que id;oc = ¢
e que idgod =9J.

GxH—=>E GxH -2+ K

T

Temos que (foa)oe=pfo(aoe)=[Fod=c e, portanto, foa =idy, e que
(dof)od=ao(fod)=aoec=20 e, assim, aof =idc. Dessa forma, a e
sao isomorfismos, com 3 = a~!. Ficamos com K =~ E.

Para satisfazer o enunciado, tome f = a. Assim, f: EF — K ¢é um isomor-
fismo tal que 0 = aoe = foe. Seja pu: E — K um isomorfismo tal que
pLoe=2a.

GxH—=F

N

Como E é produto exterior de G e H com e, § é pareamento exterior e
fyu o E — K sao homomorfismos tais que foe = d = poe, entdo, por
defini¢ao, temos que u = f.

Logo, existe um tnico isomorfismo f: E — K talque foe=4. m

Observagao 3.1.5. Sejam P e E grupos, G < P, H < P, Aut(E) o grupo dos
automorfismos de K e ¢: GXxH — FE um pareamento exterior tais que E ¢é o
produto exterior de G e H com €. Pelo item (i) acima, temos que F também é o
produto exterior de G e H com foe, Vf € Aut(F). Em simbolos:

(GAH). = (GAH)poe , Vf € Aut((GAH).).

Ademais, para todo outro pareamento exterior ¢ : Gx H — FE tal que
E = (GAH)s, pelo item (ii), existe um tnico f € Aut(E) tal que d = foe.
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Proposicao 3.1.6. Sejam P, T e E grupos, e, € P o elemento neutro de P,
G<P,H<P,cP: P — Aut(P) a conjugagao de P, 0 = cty : G — Aut(H)
e {=che: H— Aut(G) as restrigoes de ¢, 7: GXx H — T um pareamento
cruzado com respeitoa 0 =c&,; ea £ =che e € : GXH — E um pareamento
exterior tais que T = (GRH)YY e E = (GAH).. Se GNH = {ep} =0, entdo
(GeH)Y® = (GAH)..

Demonstragao: Como ¢ é um pareamento cruzado com respeito a 6 e &,
pela definicao de produto tensorial, existe um tnico homomorfismo ¢ : 7T — E
tal que @ o1 = e. Pela observacao 1.4.3, 7 é um pareamento exterior. Pela
definicao de produto exterior, existe um tinico homomorfismo ¢ : E — T tal

que Yoe=r.
/T

GxH Pl

T

E

E claro que id, : T =T, idy : E— E, pop:T =T e got): E— E sao
homomorfismos.

GxH-—=T GxH—>F

T

Temos que idy,oT =7 eque (Yoyp)or =1po(por)=1oe = 7. Pela unicidade,
oy =id,. Também, idjoe =¢ e (potp)oe =po(poe)=poT =c.
Novamente por unicidade, ¢ o ¢ = id;. Portanto, ¢ e 1 sao isomorfismos, com
Y = 71 Ficamos com (GAH). = (GRH)%) ecom (GRH)Y® = (GAH o -
Em particular, (GRH){® = (GAH).. =

Exemplo 3.1.7. Sejam 7r,s € N* tais que r e s sao primos entre si, isto é,
mde(r, s) = 1. Entao, Z, = (s) <Zy ¢ Zs = (r)<Z,com (s)N(r)={0} =0.
Dessa forma, consideramos 7Z, e Z; como subgrupos normais de Z, . Dali,
Z,.NZs = {0}. Se Z, e Zs agem um no outro pelas restri¢goes da conjugagao
de Z,s, como este tltimo é abeliano, essas acoes sao as triviais. Pela proposicao
3.1.6 acima, temos que Z,AZs =7, Q%5 = L, R,%s = 7y = L]7 = 0.

Exemplo 3.1.8. Sejam P um grupo abeliano, G < P e H < P e suponha
que G e H agem um no outro pelas restricoes da conjugacao de P. Dal, é
claro que G e H sao abelianos, G < P, H < P e que G e H agem um no
outro trivialmente. Dessa forma, G H = G®,H. Se GNH = 0, entao



100 CAPITULO 3. O PRODUTO EXTERIOR

GANH =2 GH =2 G, H. Além disso, se G = Z, e H = Z,, para certos
n,m € N, entdo GAH 2 G®H =2 G®,H = 7Z,, em que d= mdc(n,m).

Sejam P e E grupos, G < P, H <P e um conjunto Qgup formado por
todos os pareamentos exteriores ¢ : GXH — E tais que E = (GAH).. E
imediato que

€ € Q(G,H,E) g E - (G/\H)g .

Vamos denotar temporariamente () = Qgury € seja uma funcao
U Aut(E) — (EM)Q tal que [W(f)](e) = foe, Ve € Q. Seja f € Aut(E).
Temos que W(f) é da forma W¥(f): Q — E“¥. Pela observagao acima, ficamos
com [U(f)](e) = foe€Q, Ve e Q. Assim, im(¥(f)) C Q e segue que U(f) ¢
da forma W(f):Q — Q. Portanto, U(f) € Q%, Vf € Aut(E). Seja f € Aut(E).
Como f~! € Aut(E), temos que, Ve € Q,

[T(f) o W(f)l(e) =

Assim, U(f™1) o U(f) = id, = U(f) o U(f!) e, portanto, ¥(f) é bijetora
e [U(H]™' = ¥(f ). Como f é& qualquer, temos que V(f) € Sym(Q),
Vf € Aut(E). Dai, im(¥) C Sym(Q) e ¥ ¢é da forma ¥ : Aut(E) — Sym(Q).
Sejam  fi, f, € Aut(FE). Temos que, Ve € Q,

(W(fiof)le) = (f1 k)oe
o(foe)

= fio{[¥(R)E)}

= [ (WI(E(L)](E)

= [W(h) o W (L))

%)
W ()

2
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Entao, U(fiofy) = VU(f,)oU(L), Vi, fi € Aut(E). Dessa forma, ¥ ¢ um homomor-
fismo de Aut(F) em Sym(Q), ou seja, ¥ é uma agao de Aut(E) em Q = Quup -

Seja ¢ € (). Pela observagao acima, para cada o € (), existe um tnico
f € Aut(E) tal que 0 = foe = [¥(f)](¢). Decorre disso que a érbita de ¢ pela
acao ¥ é o conjunto todo Qg -

Por essas consideragoes, concluimos que, se Qg ur # J, entao ¥ é uma agao
regular (livre e transitiva) e, portanto, fiel. Consequentemente, se Qg pup # 9,
entao |Aut(E)| = |Qeup| € também, Ve € EFH  temos que € € Qeup se, e
somente se, Qg up = {foec € B . fe Aut(E)}.

Logo, o conjunto Qg up esté totalmente determinado pelo conjunto Aut(E)
da seguinte forma: para todo & € E®¥ | sdo equivalentes:

e E=(GAH).;
& cctc Q(G,H,E);

o Qenp={foc€ E¥ : fe Aut(E)}.

3.2 Existéncia do produto exterior

Sejam P um grupo, G QA P, H <P, ¢? : P — Aut(P) a agao por conjugacao
de P e as restrigoes da conjugagdo c¢ = cbs : G — Aut(G), cty : G — Aut(H),
cH =chy H— Aut(H) e che : H — Aut(G). Sejam também Fg,,; 0 grupo
livre sobre o conjunto Gx H, com a funcao injetora i, : GXH — Fi. 4, S(CEH’CZG)
o conjunto das relagoes sobre as acoes c&y e che, Ty = GXH/(S(CgHchGQN o)
grupo quociente e p, : Foy — Ty a projecao canodnica. Pela; secao que trata da

(c

. N . . . ,cP ) .
existéncia do produto tensorial, temos que 7, = p, 0i, € P59, ou seja,

To = o (Sier, or )y = (G H)6m<iic)
0 GxXH (CGH7CHG) IN TO .

Iremos deixar as agoes cfy e ch subentendidas e denotaremos Ty = (G®RH ).
Para todo g € G e todo h € H, denotaremos o gerador 7,(g,h) = g®h.
Considere D = 7,[(GNH) x (GN H)|] C Ty. Entao,

D={:®z€Ty:2ze GNH} ={1(z2,2) €To:z€ GNH}.

Seja (D), = N{N € o(T) : D C N < Ty} o fecho normal de D em Tp. Dali,
D c (D), < Ty. Considere o grupo quociente Fy = Ty/(D),, com a proje¢ao
canonica ¢, : Ty — Ey e defina ¢ = g, 07, : GXH — Ey. Dessa forma, g,
¢ um epimorfismo e temos ¢,(t) =t - (D), = (D), - t, Vt € Ty. Ademais, pela
proposicao 1.2.12; temos que g, € um pareamento cruzado com respeito a cfy e

P
CHG .
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Seja e € Ey o elemento neutro de Ey. Dai, e = (D),. Assim, Vz € GN H,
temos que T,(z,2) = 2@z € D C (D), e, portanto,

50(272) = (qo OTO)(z7Z) = qo(TO(Z>Z)) = TO(Z’ Z) ) <D>N = <D>N =e.

Desse modo, g, ¢ um pareamento exterior.

Sejam K um grupo, e¢x € K o elemento neutro de K e 6 : GXxH — K
um pareamento exterior. Como § é um pareamento cruzado com respeito a
cty e che, pela definicao de produto tensorial, existe um tnico homomorfismo
YTy — K tal que o1, =9.

GXHLTO

N

K

Seja d € D. Entao, existe z € GNH tal que d = 7,(z,2). Assim,
U(d) = ¥(1o(2,2)) = (Y om)(2,2) = 0(2,2) = ex e, portanto, d € ker(v),
pois 0 é pareamento exterior. Como d é qualquer, ficamos com D C ker(v).
Mas, ker(¢) <Ty e (D), é o menor subgrupo normal de Tj que contém D. Segue
que (D), C ker(y). Pelo teorema do isomorfismo, existe um tnico homomor-
fismo f:FEy— K tal que fogq,=1.

TOLK
qoL /
Eq
Ficamos com fog = fo(gom)=(foq)oT, =101, =39.
Seja  «a : Fy — K um homomorfismo tal que « og = J. Entao,
d =aog =ao(gpoT) = (@doq)oT. Pela unicidade de 1, temos que

a o ¢, = 1. Pela unicidade de f, ficamos com « = f. Portanto, existe um tnico
homomorfismo f : Ey — K tal que fog = §, ou seja, tal que o diagrama
abaixo comuta:

GxH "~ E,

RN

K

Como K e 6 sao arbitrarios, temos que Ey = Ty/(D), ¢é o produto exterior de
G e H com ¢, .

Dessa forma, como Ty = (G®H )y, temos que Ey = Ty/(D), = (GAH),,, isto
6,6 € Qamry - As vezes denotaremos o produto exterior (GAH )., simplesmente
por “(GAH)y".
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Seja ey € (G® H)y o elemento neutro de (G® H)g. Com o exposto
nos paragrafos anteriores, podemos mostrar a proposicao 3.1.6 de uma outra
maneira. Sendo G N H = {ep}, temos que D = {e;} e, portanto, que
(D), = D = {e,}. Assim, (GAH)o = (G®H )o/(D), = (G®RH)o/{er} = (G2H)y .

Chamando Qo = Qgur), temos que )y # & e, portanto, a agao
Uy : Aut(Ey) — Sym(Qo) definida como na segdo anterior, é uma agao
regular (livre e transitiva) e, portanto, fiel. Consequentemente,
|Aut(Ep)| = |Qo| = |Qemsyl € também, Ve € ES™ | temos que ¢ € Qg rny
se, e somente se, Qqury = {foec € EH + f € Aut(E;)}. Em particular,
Qemey = {f og € EOGXH < Aut(EO)}.

Acabamos de mostrar que, dado um grupo P e subgrupos normais G <P e
H <1 P, sempre existe algum grupo E e algum pareamento exterior ¢ : GXxH — E
tais que F = (GAH).. Esse é o teorema de existéncia do produto exterior.

Considere a categoria E. Para cada objeto X = (GxH,cky,che) € Obj(E),
seja um conjunto Ey = E(GXH’CEH7C§G) formado por todos os produtos exteriores
de G e H com algum pareamento exterior. Isto é, para todo grupo E, temos que
E € E; se, e somente se, Quup 7# 9, isto é, se, e somente se, existe algum
e € Qaurys que, por sua vez, acontece se, e somente se, £ = (GAH).. Nessas
tltimas péaginas mostramos que, para todo X = (G x H,cty,chs) € Obj(E),
temos Ey # @, pois (G®H)o/(D), = (GANH)o € Ex = Egup et k) -

Considere a categoria Grp dos grupos e homomorfismos, com a relacao de
isomorfismo de grupos, e seja X = (Gx H,cty,che) € Obj(E). Pelo item (i) do
teorema 3.1.4, se existe E € Ey, entdo [E] C Ex. O item (ii) do mesmo teorema
afirma que Fy C [E], VE € Ey. Portanto, sempre temos que Ey = [E],VE € Ej.
Acima, mostramos que (GAH )y € Ex. Logo, ficamos com Ey = [(GAH ).

Dessa forma, para todo X = (Gx H,cLy, che) € Obj(E), concluimos que

Ex = Egarer, o) = [(GOH)0/(D)] = [(GAH).

Em termos de estrutura algébrica (classes de isomorfismo), todos os produtos
exteriores de Fy sao os mesmos. Por isso, é usual dizermos que o produto exterior
de Ge H ¢ ogrupo (G®H)y/(D), = (GAH)p, tnico, a menos de isomorfismo.
Nesse caso, o denotamos simplesmente por “GAH”.

Para cada X = (G x H,cky,che) € Obj(E), podemos denotar qualquer
elemento de FEy por “GAH”. Uma outra alternativa é denotar o préprio conjunto
Ey por “GAH” e chamar esse conjunto de “o produto exterior de G e H”. No
momento iremos usar a primeira alternativa.

Sejam X = (GxH,cty,che) € Obj(E), GANH € Ex ¢ € € Qauann-
Denotaremos o gerador &(g,h) € GAH por “g A h”, quaisquer que sejam g € G
e h € H. Lembremos que GAH = (im(¢)) = Sp(im(e)). Portanto, para todo
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v e GANH = Sp(im(e)), existem v,,...,v, € im(e) tais que v = v, - ... - 0,,
para algum n € N*. Dai, existem g¢,,...,9, € G e hy,...h, € H tais que
v, =e(g;,h;) =g; Nhy, Vi €{l,...n}. Dai, v =-=e(g,,hy) ... - €(gn, h,), isto &,
v="_(g. ANhy)-...-(g. A h,), para algum n € N*.

Seja e € GAH o elemento neutro. E claro que 2Az = £(z,2) = e, Vz € GNH.

Note que e(ax,y) = e(“x,%) e(a,y) = elara ' aya™) e(a,y) e que
e(x,by) = e(x,b) e(bw,by) = e(x,b) e(bab™t,byb™ '), Va,x € G, Vb,y € H. Por-
tanto, temos que (ax) Ay = [("z)A(“y)|(aAy) = [(aza ) A(aya™)|(aAy) e que
z A (by) = (2 Ab)[(Pz) A Py)] = (x Ab)[(bab™ ) A (byb™Y)], Va,z € G, Vb, y € H.

Sem ambiguidades, podemos apresentar as relagoes do paragrafo anterior
como sendo, Va,x € G, Vb,y € H,

ax ANy = (“z ANy)(aAy) = (axa™ Aaya™")(a Ay)

z ANby = (x Ab)(Pz Aby) = (2 AD)(beb™ ' Abyd™t).

Muito mais, temos a releitura de todas as igualdades do teorema 1.4.8, as quais
enunciamos abaixo.

Teorema 3.2.1. Sejam X = (GXxH,cty,chs) € Obj(E), digamos com G < P
e HaP,GANH € Ex, ep€ P o elemento neutrode Pe e € GAH o elemento
neutro de GAH. Valem

(i) Para todos a,z € G e todos b,y € H, temos que

o arNy=(“vA%)(aAy)=(axa™ Naya ') (a Ny);
o zAby=(zAb)(Px Aby) = (2 Ab)(bxb~t Abyb1);
o aza 'Aaya =% A% = (axANy) (aNy)';

o bbb 'Abyb Tl =tz APy =(xAb)"L (2 Aby).

(ii) Para todos g,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que

o Y(ax) Ny = ("x ATY)(a Ay);

o Iz NI(by) = (9 AIb)(%x ATy);

o Max) Aty = ("wAy)("a nTy);

o Tz AMby) = "z AMD)("x Ay);

o Nx Ny =[(az) Ay (YanTy)t;
o PNy =(9xND)"- [Tz AI(by)];
o Mantty=["ax)A"y]- ("anty)Th;
o [Tbyp AMby = (hg AMB)TE. [ A R(By)] .

(iii) Para todos g,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que
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o Y(ax) ANy = (Yan®y)(Tz ATY);

o Yz AI(by) = (Yx Ay)(x A);

o Max) Aty = ("anty)("z Aty);

o TxAM(by) = ("z Ary) ("W ATD);

o JaNTy=[(azx) NY] Tz ATy);

o %= (1 A1) A9 (by):

o lantmy=["ax) A"y]- "z Aty

o WA= (" AMy)T [P AP (by)];

o arANy=(aN®y)(zAy)=(aNzyz ') (zAy);
rAby=(xAy)Yz Ab) = (z Ay)(yzy 'AD).

(iv) es,Ah=e=gAep,VgeG,Vh e H;
(v) Para todos z,9 € G e todos y,h € H, temos que

[

.
)= bl p ks

hy)L = hug iyl

rAy) t=a Ay = Aayx !

rAy)Th=Ye Ay = yayTIAyT

ATy =w Ay

o (VzAny ) l=zAy.

(vi) ®x A%y = (aAb)(*%z APy)(a AD)T, Va,z € G, Vb,y € H;
(vii) [@tlg ALty = (a Ab)(gAh)(aAb)™, Ya,g € G, Vb h € H,;
(viii) Para todo g € G e todos y,h € H, temos que
lg. ) Ay =g"g" Ny = (g AR)("g AR = (g AR)(ygy ™ Ayhy ™)
(ix) Para todos x,g € G etodo h € H, temos que
rAlg,h] =2 AR = ("gATR)(gAh) Tt = (zgz " Azha ) (gAh) T
(x) [gAh,anb]=g"g P A%b~ = [g,h] A a,b], Va,g € G, Vb, h € H;

(xi) (uAv) '=vAu,Vu,ve GNH.
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3.3 O funtor produto exterior

Sejam X = (AXB,cig,cta) € Obj(E), Y = (GXx H,cky,che) € Obj(E),
axf € Home(X,Y), W,E € Obj(Grp), w € Qupw, € € € Qgup, OU seja,
W =(AAB), e E=(GAH)..

(AX B, chy,chy) =W

axp l

(GXH7CgHacZG)—€>E

Pela proposigao 1.5.3, temos que eo (axf): AxB — E ¢ um pareamento
exterior. Pela definicao de produto exterior, existe um tnico homomorfismo
p: W = FE tal que pow = co (axf). Vamos denotar o homomorfismo
@ por “(a A B)Gs”, por “(a A B)y2” ou por “(a A B)¥e”. Se a categoria E estiver
subentendida, denotaremos (aAB)% por “(aA B)aas)” ou por “(aAB) e .
Se os grupos estiverem subentendidos, denotaremos (aA 8)F5 por “(aAB)2 7.

Portanto, dizemos que, dados objetos X = (A X B, cip,cha) € Obj(E) e
Y = (GxH,cty,che) € Obj(E), um morfismo axf € Homg(X,Y) e grupos
W e E tais que w € Qupw, € € € Qeupn, existe um tnico homomorfismo
(@A B3y : (AAB), — (GAH). tal que

(@ AB)5S]ow=co(axp).
Dizendo de outra maneira, todo diagrama da forma

(AX B, chp,cha) —— (AAB),

axp L

(GxH,cty, che) — (GNH).

no qual w e € sao pareamentos exteriores, pode ser completado para um quadrado
comutativo:

(AX B, chp,chs) —— (AAB),

axf3 (a/\ﬂ)g,(”:;)

(GxH,cky, che) — (GANH).

(X,w)

Para todo a € A etodo b€ B o homomorfismo (a A fB)y: aplicado em
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um gerador a Ab € W resulta em

[(@AB)gsland) = [(@nB)s ] (wla,b))
= {llanB)]ow}(a,b)
= [eo(axp)](a,b)
= 5((axﬁ)(a,b))
= ¢(afa), (b))
(@)AB(b) -

Assim, é facil ver que, se a: A— G e [: B — H sao sobrejetoras, entao
(anB)ey + (AAB), — (GAH). é sobrejetora. De fato, seja v € im(e).
Assim, existem ¢g € G e h € H tais que v = ¢(g,h). Como « e f sao
sobrejetoras, existem a € A e b € B tais que g = a(a) e h = p(b). Dai,
v=c(gh) =gnh=al@rBb) = [(anB)ylanb) e im((anrp)ys).
Como v é qualquer, temos que im(e) C im(((x A ﬁ)gf;)) < (GAH).. Assim,
(@NH). = {im()) < (im((a A B)E2)) = im((a A A < (CAH). e
portanto, im((a A B)55) = (GAH).. Logo, (a A B)55 ¢ sobrejetora.

Observagao 3.3.1. Sejam X = (AXB,chp,ct4), Y = (GXH,cky, chs) e
Z = (MXN,cky,cky) objetos de E, axf € Homg(X,Y), vx0 € Home(Y, Z),
W,E,F € Obj(Grp), w € Qupw, € € Qaun € N € Qunr, OU seja,
W = (AAB),, £ = (GANH). e F = (MAN),. Pelo paragrafo anterior,

existem tnicos homomorfismos (a A B)5 : W = E e (yAd),5) : E— F
(¥e)

tais que [(a A B)3 ] ow =co(axB) e [(yA&)TD] oz =no (yx0).

(AX B, chy,chs) —— (AAB),

o8 (@B
(GxH,cty,che) —— (GAH).
X (0) (5

(M XN, cky,cky) —— (MAN),

Também, (yxd) o (axf) = (yoa) x (6o f) € Homeg(X,Z) e, portanto,
existe um tnico homomorfismo [(y o a) A (6 0 B)]3%) + W — F tal que

{[(Woa) AN (o B3 ow =nol(yoa) x (§o0B). De W em F também

(Zm)
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temos o homomorfismo [(yAd)yD]o[(aAB)SS] W — F.

(AX B, chp,Cha) = (AAB),
r)eled) (een@B] ) | | (ma)(F5)] o @As)is)
(MXNachackM) 7 (]\4/\]\7),7

Note que

{l(yA)Z]o[(@n B ow = [(YAH)TI] o {[(anB)5S] 0w}
= [(vAd)Zloleo (axp)]
= {l(vAd)z] o} o (axp)
= [no(yxd)|o(axp)
= no[(yxd)e(axp)
= nol(yoa)x (50p).

Pela unicidade de [(yoa) A (60 B)]5), ficamos com

[(y o)zl e llanB)es] = [(yoa) A(do By -

Observagao 3.3.2. Sejam X = (GXxH,cty,che) um objeto de E, o morfismo
idy = idg xidy € Homg(X,X), grupos Ey, Ey € Obj(Grp), & € Qaury ©
& € Qenry, isto &, By = (GAH)., e Ey=(GAH).,. Pelo item (ii) do teorema
3.1.4, existe um tunico isomorfismo i : Fy — Fy tal que & = iog . Pelo

paragrafo inicial, existe um tnico homomorfismo (idg A idy )g z;; E, — E, tal
(X,e1)

que [(idg Nidy)xs)] 0 & = & o (ids xidy) .

(GxH,cEy, che) —= (GAH).,

ide xidy i (idG/\idH)E§:Z;;
(GxH,cEy,che) —= (GAH).,
E claro que iog =&, = & 0 (idy xidy). Dai, pela unicidade de (idg A idj )g 2; ,

. . . X, . . .
temos que @ = (zdc/\de)EX,Zg . Assim, podemos reenunciar o item (ii) do teorema

3.1.4 da seguinte maneira: Sejam X = (GX H,cty,che) € Obj(E), grupos E e
Ere e € Qaury € & € Qanpy, isto é, By = (GAH)., e Ey = (GNH)., . Entao,



3.3. O FUNTOR PRODUTO EXTERIOR 109

o homomorfismo (id; Aidy)x2) : (GAH)., = (GAH)., éum isomorfismo e,
além disso, é o tnico isomorfismo de (GAH)., em (GAH)., tal que
& = & o (idg xidy) = [(ids N idy)ix ] o,

isto €, tal que o triangulo abaixo comuta:

(GAH).,
>
(GxH,cky, che) (ideNidsr) (1)
x
(GAH).,

Em particular, se ¢ =¢, =¢,entao E1 =FE,=FE e
(ide Nidy)x2h) = (ide Aidy) xS = idy € Aut(E).

Para cada objeto X = (G x H,cky,che) € Obj(E), considere o produto
exterior construido na segdo anterior, Ey = T/ <D> = (GANH),, em que

) G Chra)
= (G®H)y = FGXH/<S(ch,c§G)>N (G®H)( orth) _ (G®H)(0GH "

= p, 01, € P(éGngfG) e & =0T, € Qenny Seja E}: Obj(E) — Obj(Grp)

uma fungao tal que E}(GxH,cty,che) = (GAH)., , V(GXH,cty,che) € Obj(E).
Seja também uma fungao E2 : Mor(E) — Mor(Grp) tal que, para todo par
de objetos X = (Ax B, chp,chs) € Obj(E) ¢ Y = (GXH,cty,che) € Obj(E)
e para todo morfismo « x f € Homg(X,Y) entre eles, tenhamos
E2(axB) = (e A B)5sy € Homgp((AAB)y,, (GAH).,), em que w e & sdo
os pareamentos exteriores construidos na se¢ao anterior.
Teorema 3.3.3. Seja E; = (E},E2), como definidos acima. Entao, Ey ¢ um
funtor covariante Eq:E — Grp .

Demonstracao: Note que, para todos X = (AX B,ciz,cha) € Obj(E)
e Y = (GxH,cty,che) € Obj(E) e todo morfismo axf € Homg(X,Y),
temos que E}X) = (AAB),, que E}(Y) = (GAH), e que
Eiax B) = (oA By € HomGrp((A/\ By, (GAH).,), isto & temos
que EZ(axp) e HomG,p(El(X) s(Y)).

Sejam X = (AXB,cip,cta), Y = (GXH, cty,che) e Z = (MXN,chy, ch)
objetos de E, axf € Homg(X,Y) e yxd§ € Homg(Y, Z). Pela observagao 3.3.1,
temos que

E((vxd) o (axp)) = Eg((voa)x (605))
(voa) A (0B
(v A D)l o lla A B)sy]

|
= |
E3(yx0)] o [E}(ax )] € Homar(Wo. Fy),
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em que (a A B)Eiﬁg’)) € Homep(Wo, Ep), (v A 5)22;?))) € Homg(Ey, Fp),
w € Q(A,B,WO)7 & € Q(G,H,EO) € 1 € Q(IVI,N,FO)7 isto ¢, Wy = (A/\B>wo> Ey = (G/\H)so
(S FO = (M/\N)no.

Sejam X = (GX H,cty,che) € Obj(E) e idgxidy = idy € Homg(X, X).
Pela observacao 3.3.2, temos que

Ef(idy) = Eg(ide xidy,) = (ide Nidy)(x ) = idg, € Homep(Eo, Ey),

em que & € Qaupry, isto & Ey = (GAH)., = Ej(X), ou seja, Ej(idy) = idgy(x) -
n

Como ¢ usual, denotamos E}(X) por “E¢(X)” ou por “EgX” e denotamos

EZ(ax ) por “Eq(ax3)”, VX € Obj(E), Vax 3 € Mor(E).

Sejam A, B, G e H grupos tais que A 2 G e B = H. Assim, exis-
tem o : A - G e [ : B — H isomorfismos. Considere os obje-
tos X = (AxB,cip,chs) € Obj(E) e Y = (Gx H,cty,che) € Obj(E).
Se a e (B preservam as restricoes da conjugacao e coincidem na intersecgao
AN B, entao axf € Homg(X,Y) e, como ax [ é bijetora, entao
Eo(axB) = (aAB)sy : (AANB)y — (GAH)y € um isomorfismo e, portanto,
(AANB)y = (GANH)y. Dizendo de outra maneira, como a relagdo é funtorial,
para que tenhamos (AAB)y = (GAH), ¢ suficiente que existam isomorfismos
a:A— G e f:B— H que preservam as restricoes da conjugacao e que coin-
cidem na interseccao A N B. Claro que se os grupos forem subgrupos centrais,
istoé, A< Z(J), B<LZ(J), G Z(P) e H< Z(P), entao as restri¢oes cip,
CLa, Coy € Che sao agoes triviais e, como quaisquer homomorfismos preservam
as agoes triviais, para que axf € Homg(X,Y) seja um isomorfismo de E, basta

que alang = Blans -

Observagao 3.3.4. Sejam X = (AXB,cig,cha) e Y = (GxXH, cky, che)
objetos de E, um morfismo axf € Homg(X,Y), grupos Wi, Wy, Ej e

By, w € Q(AB,W1)7 W € Q(AB,Wg), & € Q(G,H,El) e & € Q(G,H,Eg)? isto ¢,
Wy, = (AANB)y,, Wo = (AANB),,, By = (GANH).,, e FEy = (GNH),,.

Assim, existem tnicos homomorfismos ¢ = (a A B)GsY « Wi — Ep e
0, = (A NP2 : Wy — Ey tais que ¢, 0w, = [(a ARG ow =g 0 (axf) e

@ 0w = [(@AB)yi2]ow, = g0 (axp). Pela observagio 3.3.2, os homomorfismos

io= (idy Nidy)xsl) c Wi = W e j = (ide Aidy)yil) + B — B

~ L. . . . . . X,
sdo os unicos isomorfismos tais que 7o w, = [(idy A ZdB)Ex,:;;] ow = w, e
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joeg = [(ids A de)gZ;;] o5 =¢6.

Nessas hipoteses, o quadrado central comuta:

(@nB)y 22y
(AAB), (GANH).,
(ida Az’dB)E;::;; (ide /\z'dH)g:Z;;
(AAB),, o (GAH).,
(OMB)(Y"S;)

(A B)ivg] o [lida Aids) (X0 = [(ide Aidi)r2)] © [(0 A B)Y] -
Vejamos. Pela proposigao 1.5.3, temos que & 0 (axf): AXxB — FE; é um
pareamento exterior. Dai, pela definicao de produto exterior, existe um tnico
homomorfismo ¢ : W; — E, tal que Y ow = g 0 (axf), isto ¢, tal que o
diagrama abaixo comuta:
AxB—=>W,
520(% lw
Ey
Por outro lado temos que joy, : Wi — Es e ¢,0i: Wy — E5 sao homomorfismos

e satisfazem

Gop)ow=jo(pow)=jolao(axf)l=(joa)o(axf)=ego(axp)

(poi)ow =poliow)=@ow=2go(axp).
Pela unicidade de v, ficamos com jop, =9 =, o1.

A observacgao acima diz que, na categoria de flechas Grp”, os objetos
(X,w1) (X,w9) . ~ . (X,w1) (X,w9)
(aAB) il (anB)id € Obj(Grp™) sao isomorfos, (aAB)y o) = (aAB)yid,
: : : (X,w1) : : (Yie1) ) . (Xwy) = (X,w2)
com isomorfismo ((sz/\de)(X,MZ) , (Zda/\ZCiH)(y,€2)) C(@nB) gy — (aAB) g
Na conclusao da observacao acima, temos uma féormula

(aAB)GS] = [lida Aidy )2y o [(a A BT o [(ida Aida) 2]
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Exemplo 3.3.5. Seja G um grupo. E claro que G < G e que as restri-
¢oes da conjugagao ¢ : G — Aut(G) sao elas mesmas a propria conjuga-
cao, isto é, ¢&; = c¢¢. Sejam (G®G)p o produto tensorial de G e G, com
respeito a conjugagao de G, vista como o par de suas restrigoes, e (GAG)g
o produto exterior, construidos explicitamente em secoes e capitulos anterio-
res. Suponha que G seja ciclico finito, G = (g,). Entdo, existe um isomor-
fismo f : G — Z,, para algum n € N*. Assim, G e (GRG), sdo abelia-
nos e c¢ é a acao trivial. Como quaisquer homomorfismos preservam as agoes
triviais, temos que fx f € Homg(X,Y) ¢é um isomorfismo em E, em que
X = (GxG,c¢,c¢) € Obj(E), Y = (ZxZy ,q,q) € Obj(E) e q:Z, — Aut(Z,)
é a agao trivial. Portanto, To(fxf) = f&f : (G® G)y = (Zn @ ZLy)o €
Eo(f xf) = fANf + (GANG)oy — (Zn N Zyp)o sao isomorfismos de
grupos. Também, como sabemos do produto tensorial abeliano, temos que
(GRG)) = G®,G = (§®¢y) = Zpn. Dessa forma, (GRG)y = (Z,®Zy)o
e (GANG)y = (Zy NZy)o. Sejam D = {z@zx € (GRG)y : = € G}
e Dy = {z®zr € G®,G : x € G}. Dai, como g¢,®g, € D, temos que
(D), = (D) = (Ds) = G®,G e, portanto, que

(GAG) = (GeG)/(D), = (Ge.G)/(G,G) 0.

Se GG é infinito, o argumento é o mesmo, trocando Z, por Z. Logo, se G é um
grupo ciclico, entao G A G = 0.

3.4 Acoesde Ge Hem GANH

Seja P um grupo, GQA P, H<1P, ¢ : P — Aut(P) a agdo por conjugacao de
P ¢ as suas restrigoes che 1 G — Aut(G), cby : G — Aut(H), chy : H — Aut(H)
e cpe: H — Aut(G) de forma que cto(9) = chle e céu(g) = cf|lu, Vg € G,
e chu(h) =cflu e cha(h) = c}|le, Vh € H. Portanto, cf; = ¢ ¢é a agdo
por conjugacao de G, ¢k, = ¢# ¢é a agao por conjugacao de H e as agoes c&y
e che sao compativeis. Seja também um grupo F e ¢ : GXxH — FEF um
pareamento exterior tais que E é um produto exterior de G e H com ¢, isto é,
e € Qquup, ouseja, £ = (GANH).. Paracada g € G ecada h € H, sejam
as fungdes ay = 0 {[c%(g)] X [ctu(g)]} = €0 [(c§) X (cF|n)] : GXH — E e
W = o {[che(h)] x [ct(R)]} = eo[(cF|a) x (cf)] : GxH — E. E claro que
a, = f,,Vz € GN H. Pelos itens (v) e (vi) da proposicao 1.4.7, a, e (), sao
ambos pareamentos exteriores, Vg € G, Vh € H.
Pelo paragrafo acima, Vg € G, Vh € H, existem tnicos homomorfismos
@,E:E—)E tais que oz oe=aqa, e Bhoe=fh.

GxH—>F GxH—s>F

TN
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Pela unicidade, temos que @, = 3., Vz € GNH.
Seja e =ep€ P o elemento neutro de P e observe que

a, =co{[c(e)] x [cEy(e)]} = e o (ids xidy) =€

Be = e o{[che(e)] x [c"(e)]} =€ o (ids xidy) = €.

Como mostrado acima, existem tnicos homomorfismos @., f. : F — E tais que

@oe=a, e B.oe=L.E claro que id, : E — E ¢éum homomorfismo.

GxH—>F GxH—s>F

idEQae Bugﬁ

Qe

Temos que idz;oe=c=aq, € tdzoe=¢c=[3,.

e

produto exterior, segue que @ = idy = B, .
Agora, Va,g € G, Vb,h € H, note que oy 0a, = 0y € que B0 By = Bpp.
De fato, Va,g € G, Vb, h € H, temos que

Qg 0

Bh o By

ag o [(cd) x (cg|n)]
{eol(cd) x (cflm)]} o [(cg) x (cf]a)]
eo{ X (eglm)] o [(cg) x (cglu)l}

cd) x [(cglm) o (cqlm)]}
eof g ocg) X [(01; ocP)|ul}
go[(cfy) x (cfulm)]

(
Bro[(cyla) x (c)]
{eollerle) x ()} o l(efla) x (¢)]
nla) x (ei)l o l(egle) x ()]}

eo{l(cile) o (cle)l x (¢ o ¢)}
eo{[(ey oc))lal x (¢ o))}
eo(cpla) x (cgp)]

Bhs -

[
[(
eo{](c
[(
[(
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Pela unicidade da definicao de
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Sejam a,9g € G e bh € H e considere os pareamentos exteriores
0y =0 [(§) X (fln)]. @ = 20 [(c§) X (ef|a)] . g = £ 0 [(c5) X (ula)].
By = e l(cflo) x (], By = o [(cfle) x ()] e Buw = £ 0 [(chpla) x (cfy)].
Seguindo o procedimento dos paragrafos acima, existem tnicos homomorfismos
Qg , Oy, ozga,/Bb Bn, B : E — E tais S que Gy o0& = Oy, Qg OE = Qq,
Qga 0O =y, Brnoe =Py, Broc=05 e Bwoec= .

GxH—=F GxH—=FE
\ ol \
“ga E Bhrob E
Porém, temos que (@; 00,)0e = G 0 (@, 0¢) = G 0a, = Qg € que

(BnofBy) oe = ﬂh ) (ﬁb og) = B o By = Buy. Por unicidade, ficamos com
CY 0, = aga € Bh © Bb ﬁhb
Sejam g€ G e h € H. Temos que

T =0 =iy = Qe = Qg 15 = Qg1 00y

e que

Bh o B = Bun-1 = Be = idy = Be = Bp-1n = Bp-1 0 B

Dai, @, , B, € Sym(E), com a, 1 = ()" e com Bp-1 = (E)_l. Além disso,
como oy, e B, sdo homomorfismos, ambos sdo isomorfismos de E em si mesmo,
isto &, oy, B, € Aut(E).

Dai, Vg € G, Yh € H, podemos concluir que oy, = o 0¢ € Qguup €
Br=PBroc € Qqun,ouseja, E=(GAH),, ¢ E=(GAH), .

Sejam & : G — Aut(E) e [ : H — Aut(E) tais que a(g) = oy e
B( ) = Bu, Vg € G, Yh € H. Dessa forma, a e 3 sdo acoes por automorfismos.
De fato, Va,g € G, Vb,h € H, temos que a(ga) =ty = @y 0, = a(g) o a(a)
e que B(hb) = By = By o By, = B(R) o A(b). Portanto, & € Hom(G, Aut(E)) e
Be Hom(H, Aut(E)). Note que &|gny = Blanm -

A acdo de grupos & € Hom(G, Aut(E)) ¢é chamada de “a a¢do induzida
pela restricdo da conjugacio ¢, € Hom (G, Aut(H)) de G em E = (GAH).”
e dizemos que “a restrigio c5, € Hom(G, Aut(H)) de G em H induz a acdo
a € Hom(G, Aut(E))”. A acdo de grupos 3 € Hom(H, Aut(E)) ¢ chamada
de “a acao induzida pela restricao da conjugacao chs € H om(H , Aut(G)) de
Gem E = (GAH).” e dizemos que “a a¢do che € Hom(H, Aut(G)) de G em
H induz a acgao B € HOm(H, Aut(E))”. Também dizemos que as agoes & e B
sao as induzidas pelas restrigoes da conjugagao e que as restrigoes da conjugagao
induzem as agoes & e B

~

Usando nossa notacio, ficamos com &(g) = &, = a; e B(h) = Br = Bn,
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Vg € G, Vh € H. Também, Vx,g € G, Vy,h € H, temos que

Iz Ay) = a4z Ay)

(z Ay)

9(5(35:9))

agoe)(z,y)

= O‘g(x»y)

= {eo((cg) x (cf )]}z, y)

= e([(c§) x (er]m))(z,y))
e(cs (@), el |u(y))
e(cs(x), e (y))

= e(grg ' gyg)

= e(%z,%)

|
Q| m:Q| &

—

= e(hzh ™ hyh™)

= £("z,"y)

— gty

= (hah YA (hyh™).

Em particular, Vx, g € G, Yy, h € H, temos as relagoes
N Ny) =9 N9y e e Any)=re Ay
Em geral, Vg € G, YVh € H, como & e B sao agoes por automorfismos,

Vv € E = (im(e)) = Sp(im(e)), existem v, ..., v, € im(e) tais que v ="0v,-...-v,,
para algum n € N*. Assim, existem x,...2,€ G e w,...,y, € H tais que



116 CAPITULO 3. O PRODUTO EXTERIOR

v, = e(z;,y) = x; ANy, V5 € {1,...,n}. Portanto, v = (&, Ay)-...- (z, Ay,). Dessa
forma, ficamos com

o= Ap) .- (@ Ay =% Ay) -9, Ay) = e Ay - (Y, Ay,)

€ com

Py ="(a A e (o Ay = A A ) = P Ay (P Ay,

Lembramos que, Vg, x € G, Vh,y € H, duas das relacoes entre os geradores
do produto exterior sao

g Ny = Yz Ny)(x Ny) e xAhy = (xAR)("z Ay .

Usando as agoes introduzidas, Vg,x € G, Vh,y € H, podemos expressar essas
relagoes na forma

gr ANy =Yz ANy)(xAy) e s Ahy=(xAR)"(xzAy).

Portanto, Vg,x € G, Vh,y € H, temos as expressoes explicitas para as agdes nos
geradores

IxAy)=(gzAy)zAy)™ e  MaAy)=(@Ah) T (zAhy).

Usando nossa notagao e essas novas agoes, reescrevemos as igualdades do
teorema 3.2.1 da seguinte maneira:

Teorema 3.4.1. Seja P um grupo, G P, HQP, ¢? : P — Aut(P) a agao por
conjugagao de P e as suas restri¢oes ¢ty : G — Aut(H) e che : H — Aut(G),
de modo que X = (GxH,cty,che) € Obj(E). Sejam também GAH € Ey o
produto exterior de G e H, e, € P 0 elemento neutro de Pe e € GAH o
elemento neutro de GAH. Valem

(i) Para todos a,z € G e todos b,y € H, temos que
o arNy="(xAy) (aNy);
o zAby=(zAb)-b(zNY);
o “(zAy)=(axzAy) (any)™;
o Y(aAy)=(zAb)t-(zAby).
(ii) Para todos g,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que
o JaxNy)=""(xNy) (ary);
o I(xAby)=9(xND) P (xNy);
o MaxAy)="zAy) Many);
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o MaAby)="(xAb)"(xAy);
o “(xAy)=axNy) (any);
o PlzAy)=9(xAb) -9z Aby);
o M(zAy)="(azAy) Pany)
o Ay) ="z Ab)" - MxAby).

TAY
(iii) Para todos g¢,a,z € G e todos h,b,y € H, temos que

o YaxNy)=9(aN"y) Y (zNy);
(x Aby) =9z Ay)-9(Yz AD);
(az Ny) ="(aN*y) -z Ay);

o Mz Aby)="(xAy) "M(UaAD);
(
(
(

PY g

h

o YanTy)=%axNy)-Y(xNy);
o YUz Ab)=9xAy) " -I(xAby);
o ManTy) ="(axNy) - Pery)

o MUz Ab)="zAy) (@ Aby):
o arNy=(aN"y)(xAy)=(aNzyz ) (T Ay);
o zAby=(zAy)(YzAb)=(zAy)(yzy 'AD).

(iv) es,Ah=e=gANep,Yge G, Vh e H;

(v) Para todos z,9 € G e todos y,h € H, temos que

o (zlAy) =@ ATy t=aAy;

o Yany ) =(xAy!
(vi) ®(@Ay)=(aAb)-"(zAy) (aAb)~} Va,x € G, Vb,y € H;
(vii) [@(gAh)=(anb)(gAnh)(aAb)™ Va,g € G, Vb he H,;

(viii) Para todo g € G e todos y,h € H, temos que

lg. Ay =g"g " Ny=(gAh)-Y(gAh)";
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(ix) Para todos z,9 € G etodo h € H, temos que

w Alg, bl =a NIRRT  ="(gAR) - (g AR)T

(x) [gAh,anb] =gtgt Abt = [g,h] A[a,b], Va,g € G, Vb, h € H;
(xi) (uAv)'=vAu,Vu,veGNH.

Note que muitas dessas igualdades podem ser derivadas de outras, utilizando
o fato de & e 3 serem agoes por automorfismos.

Proposicao 3.4.2. Sejam P e E grupos, ¢ : E — Aut(E) a ac@o por conju-
gacao de F, G <P, H P e ¢:GxH — E um pareamento exterior tais que
E = (GAH).. As acdes induzidas & : G — Aut(E) e f: H — Aut(E) pelas
restricoes da conjugacao sao tais que

(i) @y =(aAb)-v-(anb)™t=cE,(v),Va€G,Vbe H, Vv € E;
(i) [ay, Bn] = @y 0 Bu oy 0B =cE, , Vg€ G, VYhe H.

Demonstragao: (i) Para cada a € G e cada b € H, seja um conjunto
Ve ={veE : @y =(anb)-v-(anb)™'}. Sejam a € G e be H. Seja
er € E o elemento neutro de E. Temos que

a,b _ aba"lp?

= L1 )}

~ 4, <Bb (s (B (GE))D

= (Ga 0 Byodgr0f1)(ex)

= ez

= (aAb)-(and)™?
(aAb)-eg-(aAb)t.

Assim, ez € Vigy) -
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Para todo v € E, se v € V(43 , entao

[a,b}(U71> _ aba_lb_l(vfl)
= (T e

_ da(ﬁb@a—l(ﬁb—l(v_l))))

= (G0 Byo g1 0fB)(v)
= [(Ga 0 By o g1 0 fp1)(v)] !

- { a(ﬁb Gt (B (v ))))r

(a b —1b 1@ )—1
_ (aba*lb ! )—
(o)™

[(aAb)-v-(aAD)]
(anb) vt (and)™

Assim, v™! € V(). Para todos u,v € E, se u,v € V(,y), entao

[a,b] (UU) _ aba—lb—l(uv>

= “(b{“fl[”fl(uv)l})

)
= —1)( ) )
= (80 © B o dums 0 fpos) (u) - (A © By 0 G 0 o) (0)
= aa(ﬁb(aalﬁbl )
= Ll Wl

adly, . ladl,,
= [(anb)-u-(aAb)']-[(anb)-v-(anb)]
= (aAb)-uv-(anb)!

Assim, uwv € Vigp) . Dal, Vigp) < E. Seja v € im(e). Assim, existem g € G
e h € H tais que v =¢(g,h) = g A h. Pelo item (vii) da proposi¢ao 3.4.1,
temos que @ty = @tl(gA D) = (anb)(gAh)(anb)™ = (anb)-v-(aAD)!
e, portanto, v € Viap . Como v é qualquer, ficamos com im(e) C V() . Dai,
E = (im(e)) < (Viap) = Viap) < E e, assim, Vi,p) = E. Dessa forma, Vv € E,
temos que Yy = (a Ab)-v-(aAb)~'. Como a e b sdo arbitrarios, o resultado
segue.
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(ii) Sejam g € G e h € H. Paratodo v € F, pelo item (i) dessa proposigao,
temos que

N

Gy, Arlv) = [(@) o (Ba) o (@) o (B) ] (0

= “’{hi[gfi(h*lv)]}
lg:h],, ’
= (gAh)-v-(gAR)!

= &, (v).

Proposicao 3.4.3. Sejam P e E grupos, GIP, HJ4P e ¢:GxH — F um
pareamento exterior tais que E = (GAH ). . Considere as restri¢oes da conjugagao
de P e as acdes induzidas por elas & : G — Aut(E) e : H — Aut(E). Temos
que, Vg € G, Yh € H,

(i) [a([cha(n)](9))] o B = B o dy;
(i) [B(lcEn(9)](R))] 0y = Gy B

Demonstragao: Considere ¢ : G — Aut(G) a agao por conjugagao de G
e ¢ : H— Aut(H) a agao por conjugagao de H e sejam g € G e h € H.
Tomando G = H e f = che(h) : G — G no enunciado do item (ii) da
observagao 1.1.3, temos que

[CG([CZG(h)](Q))} © [CgG(h)] = {C[ifm(h)](g)} © [CZG(h)]
= [chia(h)] o (cf)
= [chia(h)] o [c?(g)].

De novo, tomando G =H e f =cty(g): H— H no enunciado do item (ii)
da observacao 1.1.3, temos que

[ ([ (@ (M)] 0 [cEn(0)] = {elle ) © [chn(9)]

[CgH (g)] © (Cﬁ)
= [cGul(g)] o [c"(h)].

Também, como c&; e ch. sao compativeis, temos que

[cén ([cia(M(9))] o (cif) = (cif) © [cn(9)]
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e que
[che ([cen(9)](R))] 0 (c§) = (c§) o [cha(h)] -

Note que X = (G x H,cty,che) € Obj(E). Pelo exemplo 1.5.4, te-

mos que {[che(h)] o [c¢(g)]} x {[c®(h)] o [cEu(9)]} € Home(X,X) e que

{lce(9)] o [cha(R)]} x {[céu(g)] o [c7(R)]} € Home(X,X) e, portanto, que

6, = eo ({[cha(h)] o [c?(g)]} x {len(M)] o [cbu(9)]}) : GxH — E e

6, = o ({[cc(9)] o [cha(R)]} x {[cEu(g)] o [c®(h)]}) : GXH — E sao parea-
mentos exteriores. Assim, existem tnicos homomorfismos ), , 1, : E — E tais

que ¢yoe =6, e thoe =4,. Observe que [a([cha(h)](9))] 0By = QP (h))(g OBh
By o dy, [B([CQH (9)](h))] 0 &y = ﬁ[ B (@) © Qg € Qgo B sdo homomorfismos
de F em E. Sendo v = {[a([cHG(h)](g))} 5h} o g, temos que

v = {[a([che(M)](g))] OBh}Oe?
= [a([che(M)](9))] o (Broe)
= [a([cha(M)](9))] © Bn
= [a(lcha(M)(9))] o (e o {lcha(R)] X (cf)})
= ) )] % (e}

{[a([che(M)](9))] 0} o {[cha(h
{aer_mig ) o {lcha(h)] x (¢}

= (5 o {[cc ([che(M)](9))] x [CgH([szc(h)](g))]}) o {[era(h)] % (c)}
= =0 ({[ev ([chaMI(9))] X [cbn (i (W)](9))]} o {Icha (W)] x (f)})
= €0 ({ (¢ ([che(M)](9))] o [cha ()]} x {[CGH([CHc(h)](g))] o (%’)})
= co ({[cha(M)] o (c§)} x {(cff) o [cEu(9)]})
= 51;

(Bhodg)og = Bho(é‘gog)

= BhOOég

Bro (e {(c§) x [cEn(9)]})

(Buoe) o {(cg) x c&u(9)]}

B o{(eg) x [ccn(9)]}

= (eo{lche (W] x (i)}) o {(ef) x [c&n(9)]}
= o ({lefa(M)] x ()} o {(cf) x [cEu(9)]})
eo ({lefa(M)] o ()} x {(cf)) o [t (9)]})
0, .

Portanto, &([che(R)](g)) o Bp=1 = Brody.

H
Ch
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Também, sendo p = {[@([c@H(g)](h))} o dg} o g, temos que

( ) 5
- 80({[czc<[ch<g>] hm « [cH<cGHg )]} o {cw 6 9)]})
( [c&u ( } [CGH(g)]}>

= co({(cg)o [Cﬁc(h)]} {[CcH( ) o (e)}) = 52%
(G0 Bp)oc g0 (Bnoe)
Qg o By

Qg0 (80{[CHG ) % (¢ff )
(&g 0€) o {[chia(R)] x (ci)}
O‘go{[cHG( )] X (efl)}

(5 o {( [ceu(9)] }) o {[cha(h)] x (cif)}
= 50({(05) [c&u(9)]} o {[cra(h )] (ci)})
(cg) o {

cg) o leha (P} x {lcEu(g)] o (cff)})

I
(&%)
M

Logo, B([CEH(Q)](h)) 0dy =1y =qy,o0 B,. m
Os itens (i) e (ii) da proposi¢ao acima sao equivalentemente escritos como
(i) Brod, =[a, Pla()] © By = [Ger (g ]OBthhghfl o B
(i) dyo By = [Bcg’m(h)} oy = [Bcg’(h)] 0y = thg‘l °ay.
e, portanto, também como

(1) Gngn—1 = Brodyo (Br) " = Brodyo B ;

(ii) thg‘l = Qg0 By 0 (Gg)t =dyo B o Qg1
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Usando nossa notagao, Vg € G, Vh € H, Vv € F, temos que

h
9

9h

Visualmente, essas igualdades
compatibilidade das restri¢oes

("9),,

[Cfm(h)](g)v
[a([eha(M)](9))] (v)
[&(hgh™")](v)
Gpgn-1(v)

(B © Gy © 1) (v)
B (dg (Bh*l (U))>
Bn (dg(hilv))

B (g(h_lv))
h(g(hib))

O

(B @I,

B[t (9)](R)) ] (v)
[B(ghg™")](v)

~

Bghg-1 (v)

e dizemos que as agoes & e [ sao compativeis.

3.5 Propriedades

Teorema 3.5.1. Sejam G, H, T e T, grupos, 6 :

G — Sym(H)

123

sao muito parecidas com aquelas que tratam da
cty e che . Cometemos um abuso de linguagem

e

£: H — Sym(G) agdes, 1, : GX H — T} um pareamento cruzado com respeito
afefe 7,: HxG — Ty um pareamento cruzado com respeito a & e 6 tais que
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Ty = (GRH)L e Ty = (HRG)S”. Entéo, existe um isomorfismo f : Ty — T
tal que f(g®h) = (h®g)™', Vge G,Vh e H.

Demonstracao: Sejam as funcoes ¢, : 17 — 11, i, : Th — Ty e
p: HxG — Gx H tais que i(u) = u™t, Yu € Ty, i,(v) = v, Vo € Ty,
e u(h,g) = (g,h), ¥(h,g) € HxG. Entao, i, € Sym(Ty), com i, o4, = idp ,
i, € Sym(Ty), com 4,04, =idp, e j € bijetora, com inversa p~': GxH — HxG
tal que pu~'(g,h) = (h,g), ¥(g,h) € GxH.

GxH-">T, =T,
|

HxG 7 TQ T Tg
Pela proposigao 1.2.13, (i, o7, o) : HxG — 1y ¢é pareamento cruzado com
respeitoaefe (i,or,ou™'): GxH — T, ¢é pareamento cruzado com respeito a
0 e &. Por definicao, existem tinicos homomorfismos o : Ty =T, e [f: Ty — T}
tais que aoT, =i,0mou "t e foT, =14, 0T 0.

GxH—" (GoH) — 1 (GoH)
/

(HoG)5" —— (HoG)5

k) is

HxdG

Como « e [ sao homomorfismos, Yu € T}, Yv € Ty, temos que
(@oin)(u) = a(i(u) = alw™) = [a(w)] ™ =i (a(u)) = (i 0 a)(u)
e que
(Bois)(v) = B(ix(v) = Blv™) = [Bv)] ™" =i, (B(v) = (i 0 B)(v).
Dai, «oi, =i,0a e [oi,=1i,0f0.
As identidades idg, : Ty — Ty e idp, : Ty — Ty sdo homomorfismos tais que

tdp, o, =7, e idp, o1, = T,. Considere os homomorfismos foa:T) — 1] e
aof:Ty —T.

GxH-2>T, HxG-2-T,

N \ el
T1 Tl T2 T2
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Temos que

(Boa)or, =

(aof)om =

Bo(aom)
Bol(i,omopu™)
(Bois)o(mou™)

(520 8) 0 (r, 0 57")
ivo(Bom)opu™
ilo(iloTloﬂ)OM_l
(iyoiy)oro(mop™)
idp, o Ty 0 idgyn

Ty 5

ao(Bor)

ao (iyoT op)
(aoi)o(r o)
(i200) o (7, o p)

o (aom)ou
izo(izoﬁoﬂ_l)oﬂ
(iy014) 0Ty 0 (™" 0 pr)
tdrp, o Ty 0 idyue

Ty .

125

Pela unicidade da defini¢ao de produto tensorial, ficamos com foa = idp e

com «of = idp. Assim, a e § sao isomorfismos, com [ = a~ .

o)

f=a:(GeH) — (HeG)5” . Assim, Vg € G, Vh € H, temos que

flg®h)

f(ﬂ(g, h))

a(Tl(g, h))
(aom)(g,h)

(i, 07 0 ™) (g, )
(5 (7'2 (Mfl(ga h)))
iQ(TZ(h,g))
i,(h®g)

(h@g)™*t.

o

1

Tome

Complementando o teorema anterior, como f : (GRH)7 — (HRG)S”
¢ um isomorfismo de grupos, pelo item (i) do teorema 2.1.5, temos que
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for:GxH — (HRG)S” & um pareamento cruzado com respeito as agoes 6 e
ge (HG)S = (GoH)

fory *

Teorema 3.5.2. Sejam P, Ey e Ey grupos, G A P, H <P, ¢ : P — Aut(P)
a agdo por conjugacao de P, ¢ty : G — Aut(H) e che : H — Aut(G) as
restricoes de ¢, &, : GXxH — E; e g : HxG — FE, pareamentos exteriores
tais que F; = (GAH).,, ¢ E, = (HAG).. Entao, existe um isomorfismo

B — By, talque f(gAh)=(hAg)™',Vge G, VheH.

Demonstragao: Sejam as funcoes i, : Ey — FEy, i, : E5 — E, e
p: HxG — Gx H tais que i,(u) = u™', Yu € Ey, i,(v) = v71, Yo € Fy,
e u(h,g) = (g,h), V(h,g9) € HxG. Entao, i, € Sym(E;), com i, o4, = idg,,
i, € Sym(Es), com i,0i, = idg, ey & bijetora, com inversa u~': GxH — HxG
tal que pu'(g,h) = (h,g), ¥(g9,h) € GxH.

GXHLElLEl

|

HXG?‘EQTEQ

Pela proposicao 1.2.13, i, 06, 0o u : HxG — FE; ¢é pareamento cruzado com
respeito a chy e chy e i,ogo0ou"t: GxH — E, & pareamento cruzado com
respeito a ¢y e chs. Sejam e, € E; o elemento neutro de Fy e e, € Ey o

elemento neutro de Ey;. Como ¢, e &, sao pareamentos exteriores, Vz € G N H,

temos que (i, 0g o pu)(z,2) = i1<51 (12, z))) =ii(a(z,2) =ie) = et = e

€ (iz ©&O© H71)<Z7Z> = 1, <€2(M71(Z, Z))) = Z.2(52(Za Z)) = Z.2<62) = 6;1 = €.
Portanto, 7,00 € 1,0¢,0 1! sdao pareamentos exteriores. Por definicao, existem

tinicos homomorfismos o : B, — Ey e B: Ey, — E; tais que aog = i,050u"!
e fog =1i,0¢ 0 L.
GxH—=+(GAH)., — 22—~ (GAH).,
/

(HAG)., ———— (HAG).,

HxG

€2
Como « e § sao homomorfismos, Yu € E, Vv € F5, temos que

(oiy)(u) = a(il(u)) =au™)=la(w)] ™ = iz(a(u)) = (i, 0 a)(u)

(Boix)(v) = B(ix(v)) = Bv™") = [Bv)] 7! =i (B(v) = (1.0 B)(v).
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Dai, «oi, =1,0a e [oi,=1,0p0.
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As identidades idg, : £y — Fy e idg, : By — Ey sao homomorfismos tais
que idgp, o =¢ e idg,0e =¢,. Considere os homomorfismos foa : E; — E)

e aofl: Fy — FEs.

GXHLEl HXGLEQ
N N
€1 El £9 E’2

Temos que

(Boa)os =

o(aog)

o (izoc 0 ™)

B
B

(Boiy)o(gou™)
(60 8)0 (5 0n™)
ivo (Bos)ou
ilo(iloslo,u)ou_l
(ioi)ogo(pou™)
= idp, o0& 0idgy

= &,

(aof)og, = ao(fog)

ao (i, 08 opu)

— (aoi)o(son)
(iy0a) o0 (g ou)
ipo(og)op
izo(i2ogzo,u_1)oﬂ
(iz0i,) 0 0 (u™" o p)
= idp, 06 0idy.q

= &.

Pela unicidade da definicao de produto exterior, ficamos com [oa = idg, e

com «of} = idg,. Assim, a e [ sao isomorfismos, com [ =

-1

Tome
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oY

f=a:(GAH),, — (HAG)., . Assim, Vg € G, Vh € H, temos que

flgnh) = f(alg,h))
= a(sl(g,h))
= (aog)(g,h)
= (i,ogopu )(g,h)

= (52 (lfl(ga h)))

= i2(52(h,g))
= iy(hAg)
= (hAg)™".

Complementando o teorema anterior, como f : (GAH)., — (HAG).,
é um isomorfismo de grupos, pelo item (i) do teorema 2.1.5, temos que
for:GxH — (HAG)., éum pareamento exterior e (HAG)., = (GAH) oz, -

Teorema 3.5.3. Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Aut(H) e &: H — Aut(G)
acoes por automorfismos e compativeise 7: GxH — T um pareamento cruzado
com respeito a 0 e £ tais que T = (G®H)7*. Sejam também c¢ : G — Aut(G)
a agao por conjugacao de G, ¢# : H — Aut(H) a acdo por conjugagao de H,
¢ T — Aut(T) a agdo por conjugagdo de T e as agoes induzidas
& : G — Aut(T) e B : H — Aut(T) por 6 e £&. Entdo, existem tnicos
homomorfismos A\: T — G e p:T — H tais que

(i) Mg®h)=g-[&(9) ' =g"g~" Vg € G, Vh € H;
ii) p(g@h) =[0,(h)]-h~' =9h~', Vg € G, Vh € H;
(i) p( g
(iii) @o\ = cT;
(iv) Bop=cT;
(V) Aody=c§ol VgeG;
(vi) poBh:cfop,VhEH;
(vii) At)®@h=t-[By(t)] " =t""' VYt e T, Vh € H;
(viil) g®p(t) =[ag(t)] -t =9t Vg€ G, Vt € T;
ix) 9t=a,(t)=t,Vt € ker(p), Vg € G,
(ix) 4(t)

(x) "t = Bu(t) =t, Vt € ker(\), Vh € H;
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(xi) [u,v] = A(u) ® p(v), Vu,v e T.

Demonstracao: (i) e (ii) Sejam as fungées 7, : GxH — G e
mn : GxH — H tais que 7.(9,h) = g- &gt = g ("9 ! e
7(g,h) = [0,(h)] - Rt = IR, Vg € G, Vh € H. Como 6 e £ sao agoes
por automorfismos e compativeis, pela proposi¢ao 1.2.11, temos que 7, e 7, sao
pareamentos cruzados com respeito a # e . Pela definicao de produto tensorial,
existem tnicos homomorfismos A\ : T — G e p:T — H taisque AoT =71, €
POT =T,.

GxH——(GaH):" GxH > (GoH)E
Assim, M(g®h) = A(7(g,h)) = (Ao 7)(g,h) = (g, h) = g [€a(g)] " = g ("9)"

e plgsh) = p( (9,0)) = (por)(g:h) = To(g, h) = [0,(h)]-h~ = 9hh™", Vg € G,
Vh € H.

(iii) e (iv) Claro que & e f sdo homomorfismos, & € Hom(G, Aut(T)) e
€ Hom(H, Aut(T)). Pela proposicao 1.2.11, as funcdes 7, : GXx H — G
e 7, : GXH — H acima sao pareamentos cruzados com respeito a 0
e & Pela proposicao 1.2.12, as compostas aor, : Gx H — Aut(T) e
Bor, : GxH — Aut(T) também sio pareamentos cruzados com respeito
a 6 e £ Pela definicao de produto tensorial, existem tnicos homomorfismos
¢, @ T — Aut(T) tais que g, o7 =do7, e g o1 = or,. Também temos
os homomorfismos ¢, @oX, fop:T — Aut(T).

A

Temos que (@o))oT =dao(NoT) = daoT, e, portanto, que ¢ = @o\. Também,
(Bop)or=holpor)=fom e assim, g, = Fop.
Usando o item (i) da proposigdo 2.4.3 e o item (ii) da proposigao 2.4.2,

™0
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Y(g,h) € Gx H, temos que

(@om)(g,h)

Assim, ¢T oT = aoT

proposigao 2.4.3 e o item (ii) da proposi¢ao 2.4.2, ¥(g, h)

(Bom)(g.h)

(Tl
a(

al\g -

|
[oN

(
= a(
= Qg0 [aéh(

= qy

T
Cg®h

" (g@h)

e, portanto, ¢ = ¢, .

Assim, ¢T o7 = o7, e, portanto, ¢ = ¢, .

L0g07do)‘:(101:CT:<102

_Gop

)

g)oa([éh(g)] )
Jola(¢ ())}

™)

0

(ﬁhoagoﬁh ) !

agoﬁhogg 106}1 1

cT (T(g, h))
(c"oT)(g,h).

De novo, usando o item (ii) da
€ Gx H, temos que
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(v) Seja g € G. Como 0 e £ sao compativeis, V(a,b) € Gx H, temos que

[1; 0 (cg x 8,)](a,b) = Tl((cgc X Qg)(a,b))

= c§(a)-

= c5(a) - {[€,@) 0 c5l(a)} "

= ¢S(a)-[(c§ 0 &)(a)] "

= cg(a)-[¢f (G(a)]
c5(a) - c5 ([&(a)] ™)
c§(a-[&(a)] ™!

= c§ (7’1 a b))

—~
O
QQ
O
iy
~—
—~
S
S
~~

Assim, 7,0 (c§ X 0,) = c§ o7, . Como 7, é um pareamento cruzado com respeito a
0 e &, pelo exemplo 1.3.4, segue que 7, 0 (c§ x 0,) = c§ o7, também é um pare-
amento cruzado com respeito a 0 e £. Portanto, existe um tnico homomorfismo
Y:T — G talque YpoT=10(c§ x0,).

GxH-—-Z1-T

|
1 o(cg%
G

E claro que Ao Qg, c§oA: T — G também sao homomorfismos. Temos que

(Aodg)oT = Ao(agorT)
= Aoqy
= Ao[ro(c§ x0,)]
= (AoT)o(c§ x 0,)

= mo(c§ x0,).

Dai, A o &y = 9. Também, (c§ o X)o7 =cSo(AoT)=cSor, =1, 0(c§ X 0,).
Assim, ¢ oA =1 =Aoay.
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(vi) Seja h € H. Como 0 e £ sdo compativeis, V(a,b) € Gx H, temos que

[7-2 o (gh X Cﬁ)](a>b) = 7_2((&1 X C}i[ (Cl b))

Assim, 7,0 (&, x ') = ¢’ oT,. Como 7, é um pareamento cruzado com respeito a

y 12 h h h 2 2 b

6 e &, pelo exemplo 1.3.4, segue que 7,0 (&, X ¢f') = ¢! o7, também é um pare-

amento cruzado com respeito a 0 e £. Portanto, existe um tnico homomorfismo
. — H

¢: T — H tal que poT =m0 (& X ).

GxH—=T

\ lﬂb
Tgo(fhxcf)
H

E claro que po By, cifop:T — G também sao homomorfismos. Temos que

(poBh)oT = po(fpoT)

= pofh

= polro(&nxc)]

= (pom)o (6 x cf)

= no(§ xcl).
Assim, po 3, = ¢. Também, (cjf op)oT =cjfo(poT)=cffom, =70 ({ X ).
Dai, ¢/ op=¢d =po . )

(vii) Paracada h€ H,seja V,={te€T : At)@h=t-[8,(t)]"'}. Sejam

he H e t €im(r). Existem a € G e b€ H tais que t = 7(a,b) = a®b. Dai,
pelo item (i) desse teorema e pelo item (viii) do teorema 2.4.1, temos que

A)@h = MNa®b)®h
= a%'@h
= (a®b) - "a®b) "
= Mt
— t(ht)fl
=t [Bu(t)] "
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Assim, t € V. Como t é qualquer, im(7) C Vj,. Sejam wu,v € Vj. Entao,
AMu)@h =w-[Bu(w)]™ e Av)®h =v-[B(v)]"!. Dai, usando a primeira
igualdade do item (i) do teorema 2.4.1 e o item (iii) desse teorema, ficamos com

AMuv)@h = [A(u) -

|
— S S T

O
IS

=
—~
<
=
>

|
c
S

o~~~

—
B
£
—
>
Y

Au- [Bu(w)] '}
] - {u- Bu(w)] ™'}
o)) -w ] {u- [Bu(w)] Y
- [Ba(w)] !
u) - fu(w)] ™!
v)] .

Dai, uv € V;,. Como u e v sao arbitrarios, V}, é fechado por produtos. Pela
observacao 1.2.6, ficamos com T = Sp(im(T)) C Ve, portanto, Vj, = T. Dessa
forma, A(t) @ h =t - [3,(t)] ", ¥t € T. Como h é qualquer, o resultado segue.

(viii) Para cada ¢ € G, seja V, = {t eT

Sejam g € G e t € im(7).

9 ® plt) = [Gg(t)] - t71}.

Assim, existem a € G e b € H tais que

t =7(a,b) = a®b. Dai, pelo item (ii) desse teorema e pelo item (ix) do teorema

2.4.1, temos que

g ® p(t)

9 ® [pla®D)]
gRb!
I(a®b) - (a®b)™!
gt

(1) 17

Assim, ¢ € V,. Como t é qualquer, im(r) C V,. Sejam wu,v € V,. Entao,

9® plu) = [Ay(u)] - u™?

e 9® pv) = [ay(0)] - -

1 Dessa forma, usando a

segunda igualdade do item (i) do teorema 2.4.1 e o item (iv) desse teorema,
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ficamos com

g®pluw) = g& [p(u)-pv)]
(u)] - " g ® p(v)]
(

= [g®p
= 9@ pw)] - [Bow (9® p(v))]
{[ag(w)]-u™}- {[B(p(w)] ([g(v)] - v")}
= {layu)] - u '} {[(Bop)(w)]([ag(v)] - v7")}
= {lag(u)] -u™'} - {[e" ()] ([ag(v)] - v71) }
= {[~g(u)] 'U_l} ) [05<[~9(U)] 'U_l)}
{lag(u)] -u™} - (u-{lag(w)] -0} -u™)

= [ay()] - [ay(0)] - 07" - u
[ (

Dai, wv € V,. Como u e v sao arbitrarios, V, é fechado por produtos. Pela
observagao 1.2.6, temos que T = Sp(im(T)) C V,. Assim, V, = T'. Portanto,
g® p(t) =[a,(t)]-t71, Vt € T. Como g é qualquer, o resultado segue.

(ix) Sejam e, €T o elemento neutro de 7' e e, € H o elemento neutro de
H. Usando o item (viii) desse teorema e o item (iv) do teorema 2.4.1, Vg € G,
Vt € ker(p), er =g®ey =gQ p(t) = ay(t) - t~' e, portanto, a,(t) = t.

(x) Sejam er€ T o elemento neutro de T' e e € G 0 elemento neutro de
G. Usando o item (vii) desse teorema e o item (iv) do teorema 2.4.1, Vh € H,
Vt € ker(N), er =eq @h=At)@h=t-[3,(t)]! e, portanto, 3, (t) = t.

(xi) Usando os itens (viii) e (iii) desse teorema, Yu,v € T, temos que

AMu)®@p(v) = [a,,, ()] v
= {[a(A@)]@)} -~
= {l(@oA)(u )](U)} vo
= {l"W](v)} -0~
= [ci(w)] v
= (u-vl‘u;l)-v’1

= [u,v].

O item (ix) do teorema acima pode ser escrito como &glker(p) = idker(p),
Vg € G, ou entao, podemos dizer que &glker(p) : ker(p) < T éainclusdo, Vg € G.
O item (x) do mesmo teorema pode ser escrito como Bhlker(,\) = idker(r), Vh € H,
ou entao, podemos dizer que Bh’ker(x) : ker(A) — T ¢ a inclusao, Vh € H.
Por isso, dizemos que & age trivialmente em ker(p) e que 3 age trivialmente em

ker(A).
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Ainda no contexto do enunciado do teorema acima, seja &, : T'xT — 1" a
fungio comutadora de T, isto &, &,.(u,v) = [u,v] = vou~tv™t € T"<T, Yu,v € T.
O item (xi) desse teorema pode ser escrito como R, = 7o (A X p).

Note que, se £ é agao trivial, entao A =0 e, se 6 € acao trivial, entao p = 0.
De fato, suponha que & é a agao trivial e sejam e; € G o elemento neutro de
Ge o0:GxH — G a funcdo nula, isto é, o(g,h) = eq, Vg € G, Vh € H.
Claro que o é um pareamento cruzado com respeito a # e £. Assim, existe um
tnico homomorfismo ¢ : T — G tal que Yo7 = ¢. Considere o homomorfismo
nulo 0:7 — G, isto é, 0(t) = e, Vt € T. Assim, Vg € G, Vh € H, temos que
(AoT)(g,h) = A(T(g,:h)) = Mg@h) = g-[6(9)] ' = g-97" =eq =0(g,h) eque
(0o 7)(g,h) =0(7(g,h)) = eq = (g, h). Entdo, \oT =0 =007 e, portanto,
0 = ¢ = A. Analogamente, suponha que 6 é a acao trivial e sejam e, € H o
elemento neutrode H,y: GxH — H e 0:T — H taisque v(g,h) = e, = 0(t),
Vg € G,Vh € H,Vt € T. Entao, Vg € G, Vh € H, temos que

(poT)(g.h) = p(r(g,h))
= plg®h)
= eg(h) -h7
— h-hl
- ’Y(ga h)

O(T(g, h))
(0oT)(g,h).

Dai, po7 = 007. Mas, como v é um pareamento cruzado com respeito a e &,
existe um tinico homomorfismo ¢ : T — H tal que ¢o7 =~. Logo, 0 = ¢ = p.

Exemplo 3.5.4. Sejam P, T e E grupos, G < P, H <1 P, ¢ : P — Aut(P)
a agao por conjugacao de P e suas restrigoes 0 = c&y : G — Aut(H) e
£ =che : H— Aut(G). Entao, 0 e £ sao agoes por automorfismos e compativeis.
Sejam também 7 : GXxH — T um pareamento cruzado com respeito a 6 e £ tal que
T=(GRH)?¥, ¢: GxH — E um pareamento exterior tal que E = (GAH).,
a fungdo comutadora % : Px P — P’ tal que &(a,b) = [a,b] = aba™ b7,
Va,b € P, e sua restricdo &, = &|,, : GXH — P'. Pelo exemplo 1.4.5, §, ¢ um
pareamento exterior e, em particular, um pareamento cruzado com respeito a 6
e . Portanto, existem tnicos homomorfismos «k, : T — P’ e k,: E— P’ tais
que K, 0T =K, = Ky OE.

(GeH)?Y <"—GxH—=(GAH).
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Temos que, Vg € G, Vh € H,
k(g @ h) = ki (1(g, 1)) = (k1 0 T)(g,h) = Ry(g,h) = [g,h] = ghg™'h™"

ka(g A h) = ky(e(g.h)) = (ka0 €)(g,h) = Rylg, h) = [g,h] = ghg"h ™"

Por isso também chamamos k, e k, de “os homomorfismos comutadores”.
Para todo g € G e todo h € H, note que

io(9,h) =[g,h] = ghg *h ' = (ghg™ ) -h e (¢g-H-g")-h'=H-h'=H
(§]
Folg,h) =g, h] =ghg'h =g (hg'h ) €g-(h-G-h1)=¢g-G=0G,

pois g,g' € G,h,h' € H LGP e H<P. Assim, im(5,) CGNH ea
fungao &, é da forma &, : GXxH — P'NG N H. Também, podemos escreve-la
nas formas K, : GxH -G e K,:GxH — H. Noteque PNGNH<P.
O diagrama comutativo anterior pode ser escrito como abaixo:

(GRH)?Y <"—GxH———-(GANH).

PNGNH

Se G = H = P, entdo K, = R|,, = R|,, = k. Nesse caso, temos
que P = (im(k)) = (im(k,)) = (im(k, o 7)) C (tm(k,)) = im(k,) e que
P = (im(r)) = (im(R,)) = (im(k, 0€)) C (im(k,)) = im(k,), pois im(k,) < P’
e im(k,) < P', ja que K, e K, sao homomorfismos. Logo, se G = H = P, entao
ki:T — P e Kk,: E— P’ sao epimorfismos.

Usando a demonstracao dos itens (i) e (ii) do teorema 3.5.3 acima e a pro-
posicao 1.2.11, sejam as fungoes 7, : GXH —- G e 71,: GXxH — H tais que
1(g,h) = g-[&(9)]" e T(g,h) =6,(h)-h™' Vg € G, Vh € H. Entdo, 7, e 7,
sdo pareamentos cruzados com respeito as agoes (por automorfismos) compativeis
0=cty e £=chs. Note que, Vg € G, Vh € H,

n(g.h) = g-[(g)]™
= g-{lEm)](g)}
= g-{lcha(h)(9)}"
= g-lerla(9)]™
= g-lef (9]
= g-(hgh™")™"
— ghg—lh—l
= [g,h]

|
=
o
o
=
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(g h) = [0,()]-h

= [gah]
= ’%O(gah)'

Dai, 7, =Rk, :GxH - G e 7, =K, : GXxH — H. Por unicidade, ficamos com
A=r,=p:T—-PNGNH<QP.

Dessa forma, para as restrigdes da conjugacao 60 = cty : G — Aut(H) e
E=che t H— Aut(G), e T = (G®H)??, existe um tinico homomorfismo
K (GRH)TY — PPNGNH tal que

(1) rlg®h)=g-[&(9) " =g"g7 =ghg™'h™' =g, h], Vg € G, Vh € H;
(ii) Se G=H = P, entdo k,: (GRH)?® — P' ¢ epimorfismo;
(i) Gok =c" =Hok;
(iv) Kiody=c§or,,Yg€EG;
(v) /iloBh:cﬁom,VhEH;
(vi) m(t)@h=t-[Bu(t)] ' =t"t"', YVt €T, Vh e H;
(vil) g® ki (t) = a,(t) -t =9t Vge G, Vt € T,
(viii) 9t = a,(t) =t, Vt € ker(k,), Vg € G;
(ix) "t = Bu(t) =t, VYt € ker(k,), Yh € H;
(x) [u,v] =Ky (u) @ Ky (v), Yu,v €T,

Os itens (viii) e (ix) das propriedades acima podem ser escritos como
Oglker(nr) = tiern1) = Bhlkertr), Y9 € G, Yh € H, ou entao, podemos dizer
que Qglier(ny) : ker(k) =T e Bh|ker(m) : ker(k,) — T sao inclusoes, Vg € G,
Vh € H. Por isso, dizemos que & e B agem trivialmente em ker(k,).

Ainda no contexto do enunciado do teorema acima, seja K. : T'xT —T' a
fungao comutadora de T, isto ¢, f..(u,v) = [u,v] = voulv™! € T'<T, Vu,v € T.
O item (x) desse teorema pode ser escrito como &, = 7 o (k; X K,).
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Para cada grupo K, vamos denotar o centro de K por “Z(K)”. Lembrando
que Z(K)={z€ K:(Vk € K)(zk =kz)} eque Z(K)< K. Sendo ex€ K
o elemento neutro de K, temos que Z(K)={z¢€ K: (Vk € K)([z,k] = ex)}.

E claro que ker(k,)<I(G®H )7 . Temos também que ker(k,)<Z((GRH)7).
De fato, sejam e, € P o elemento neutro de P, e, € T' o elemento neutro de
T = (GRH)Y e v € ker(k,). Assim, Vt € T, pela propriedade (x) acima,
temos que [v,t] = Kk, (v) ® K, (t) = ep @ K, (t) = er. Portanto, v € Z(T). Dali,
ker(k,) < Z(T). Logo, ker(k,) < Z(T).

Seja. D ={:®z¢e€T : ze€ GNH}. Entao, D C ker(k,) < Z(T). De
fato, Vd € D, existe z € GNH tal que d = z®z. Dessa forma, ficamos com
ki(d) = k1 (2@2) = [z,2] = 222727 = e, . Assim, d € ker(k,).

Mostramos que, se os grupos GG e H sao subgrupos normais de algum grupo
P e se as agoes 6 e £ sao as restrigoes da conjugacao de P, entao A =p =k, é0
homomorfismo comutador do produto tensorial. Assim, é claro que, no teorema
analogo ao 3.5.3 para o produto exterior, o homomorfismo comutador do produto
exterior vai fazer o papel tanto de A quanto de p.

Teorema 3.5.5. Sejam P e E grupos, G < P, H < P, ¢ : P — Aut(P)
a agao por conjugagao de P, ¢2 : E — Aut(FE) a acdo por conjugacao de
E, 0 =cty : G— Aut(H) e & = che : H — Aut(G) as restrigoes de
c® e ¢ : GxH — E um pareamento exterior tais que FE = (GAH)..
Sejam também ¢ = ct; : G — Aut(G) a agdo por conjugagdo de G,
cH = chy - H — Aut(H) a agdo por conjugacao de H e as acoes induzidas
&:G— Aut(E) e B:H — Aut(E) por 0 =chy, e £ =ch,. Entdo, existe
um tnico homomorfismo «,: E — GNH NP’ tal que

(i) r.(gAh)=][g,h]=ghg 'h™', Vg e G,Vh € H;
(i) Se G=H =P, entdo k,: (GAH). — P’ & um epimorfismo;
(iii) Goky,=c? = Boky;
(iv) Kyody=c§ok,, VgEG;
(V) Kyofh=cl ok, Vhe H,;
(vi) k(W) Ah=v-[Bu(v)] "t = vt Yo € E, Vh e H;
(vil) g A Ky(v) = d,(v) - vt =% 07! Vg € G, Vv € E;
(viii) v = d,(v) = v, Yo € ker(k,), Vg € G;
(ix) "= Bu(v) = v, Yo € ker(k,), Vh € H;

(x) [u,v] = Ky(u) A Ky(v), Yu,v € E.
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Demonstracao: (i) Tome k,: E — GNHNP como no exemplo 3.5.4.
Nesse exemplo, a funcao k, : GXH — GN H NP’ ¢é um pareamento exterior
e, portanto, existe um tunico homomorfismo k, : £ — GN H N P tal que
Kyo0€ =FK,. Temos que k,(g Ah)=][g,h|,Vg€G,Vh € H.

(ii) No exemplo 3.5.4 esta mostrado que, se G = H = P, entdo k, ¢é um
epimorfismo.

(iii) Claro que & e 3 sao homomorfismos, & € Hom(G, Aut(E)) e
B e Hom(H, Aut(E)). Como £, : GXxH — G ¢& um pareamento exterior,
pela proposi¢ao 1.4.6, do i, : GXH — Aut(F) também ¢é um pareamento exte-
rior. De novo, como &, : GXH — H éum pareamento exterior, pela proposi¢ao
1.4.6, fok, : GXxH — Aut(E) também é um pareamento exterior. Pela definicéo
de produto exterior, existem tnicos homomorfismos ¢, , ¢, : E — Aut(E) tais
que @, 0 =Q0RK, € Y oE = Bo R, . Também temos os homomorfismos
CE . @ oky, Bok,: E — Aut(E).

Aut(E)

E \G/

Temos que (Gok,)oe = &o(k,0e) = &0k, e, portanto, ¢, = &ok,. Também,
(Boky,)oe=Lfo(ko0e)=p0ok, e assim, @ =[ok,.

Usando a segunda das maneiras alternativas de escrever o item (i) da propo-
si¢ao 3.4.3 e o item (ii) da proposi¢ao 3.4.2, V(g,h) € G x H, temos que

(@oRy)(g,h) = a(R,(g,h))
= a(ghg'h7")
a(g) o a(hg™th™)
= Qg0 Qpg-1p-1
Gy 0 (Bh 0 drg10By)

= dg @) /Bh @) OAzgfl O Bh—l

GxH

= c(gnh)
= cE(s(g,h))
= (c"oeg)(g,h).
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Assim, cP oe = @& o R, e, portanto, c? = ¢, . De novo, usando a segunda das
maneiras alternativas de escrever o item (ii) da proposigao 3.4.3 e o item (ii) da
proposigao 3.4.2, V(g,h) € Gx H, temos que

(BO'%O)(gah) = B("%o(gvh))
= Blghg™'h™)
= Bghg ") o B(h™)
= ﬁghgf1 © Bh*l
= (@g O /Bh O dg—l) (¢] ﬁh—l
= C;;E/\h
= ¢®(gAh)
= (F (e(g, h))
= (c®oeg)(g,h).
Assim, cPoe = Bofio e, portanto, c? = ¢, . Logo, ok, = ¢, =c? =@, = Bomg.
(iv) Escrevendo 0 = ck, e £ = ch para facilitar a notagao, observe que

0y = 0(9) = ctu(g) = ;| e, portanto, que 0y(h) = c&|u(h) = ¢ (h) = ghg™",

Vg € G, YVh € H. Também, que &, = &£(h) = cha(h) = ¢l e, as
sim, que &u(g) = lalg) = cP(g) = hgh™', Vg € G, YVh € H. Seja
g € G. Como 6 = cby e & = che sao compativeis, V(a,b) € G x H,
temos que

[, © (Cg x 0y)](a,b) = 7%((05 x 0y)(a, b))

(
[eg ()] - [05(B)] - [eg (a)] ™ - [65(0)]
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= c§ (Ro(a,b))

= (¢ o ky)a,b).
Assim, &, o (c§ x 0;) = c§ ok,. Como &, é um pareamento exterior, pelo
exemplo 1.5.4, segue que £, o (c§ x ;) = c§ ok, : GXxH — G também é um
pareamento exterior. Portanto, existe um tnico homomorfismo v : F — G tal
que Poe=F,o0(c§ x ).

GxH—>F

\ lw
Eoo(c§ x0g)
G
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E claro que &, o Qg , €§ oKy 1 B — G também sao homomorfismos. Temos que
(ks0dg)oe = Kyo(dgoe)

= Ky00qQ
= Kyoleo(c§ x0,)]
— (rsoe)o(cg x )
= FRyo(c§ x0,).

Assim, K, 0 &y = 9. Também, temos que

(c§oky)oe=1cfo(ky0e)=cok, =FK,0(c§ x0,).
Dai, c§ ok, =1 = K, 0 Qg .

7
(v) Novamente, como na demonstragao do item (iv) acima, iremos facilitar

a notagao para as agoes 6 =c&y e £ =chs. Seja he€ H. Como 6 e & sao
compativeis, ¥(a,b) € Gx H, temos que
[Fo 0 (& x ¢ ))(a,0) = &, ((&n % cff)(a,b))
= Ry (&nla),cff (D))
9 ( )] - el (0)] - [€n(@)] ™" - [eff (0)]) 7
= (hah™) - (hbh™Y) - (hah™)~" - (hoh™ 1)t
(hah Y. (hbh™) - (ha *h™Y) - (RbTRTY)
= haba ' 'h7!
= h-(aba'b)-h7?
= h-k,(a,b)-h!
= ¢ (/%o (a, b))
— (df oR)(a.b).
Assim, &, o (&, X ¢j') = ¢}l o k,. Como K, é um pareamento exterior, pelo
exemplo 1.5.4, segue que K, 0 (&, X ¢) =c¢f ok, : GXxH — H também é um
pareamento exterior. Portanto, existe um tnico homomorfismo ¢ : EF — H tal
que ¢poe==Fk,0 (& xcfh).
GxH—=+F

\ l¢
”oo(ghXChH)
H

E claro que k,0 By, ¢ff ok, : B — H também sao homomorfismos. Temos que

(ks0By)0e = ky0(Buoe)
= Ky0 [
= Kyoleo (& x )]
= (kyoe)o (& x )

/%Oo(gh XCﬁ).
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Assim, k,0 0, = ¢. Também, (¢ ok,)oe = ¢ o(ky0e) = ¢l o, = Ky 0 (& X ).
Assim, ¢} ok, :gb:onBh.

(vi) Paracada h € H,seja Vi, ={v€EE : r(v)Ah=v- [Bn(v) ]7'}. Sejam
heH e veim(e). Existem a € G e be H tais que v =¢(a,b) =aAb.
Dai, pelo item (i) desse teorema e pelo item (viii) do teorema 3.4.1, temos que

Ra(W) AR = [ky(aAD) AR
a,b] A h

Assim, v € V. Como v ¢ qualquer, im(e) C V. Sejam wu,v € Vj. Entdo,
ko) A= u-[Br(u)]™ e Ky(v) AR =v-[Br(v)]"t. Dai, usando a primeira
igualdade do item (i) do teorema 3.4.1 e o item (iii) desse teorema, ficamos com
Ro(uv) ANh = [Ky(u) - Ky (V)] A B

= ) [K2(v) A B] - [Ra(u) A B

= [Gnagu) (52(v) A D)] - [12(w) A B
U)]*l)} Au- [Ba(w)] '}
(&0 ma) ()] (v [Bu(0)] ™) } - fu- [Bulw)] '}
(v [Bu(v) )} {u [Bu(u)] ™'}

|

=
—

joN
/N~

=N
»

S
~—
N~—"
[
—~

4

= ez (- [Bu)]™)] - {u- [Ba(w)] ™}

= fu-(v-Br@) ) - u] - {u- [Bu(w)]
= wev- [B)] 7 [Buw)]

= (UU)'[@h(U)'ﬁh(U ]!

= (wv) - [Bu(uv)] .

Assim, uv € V;,. Como wu e v sdo arbitrérios, Vj, é fechado por produtos. Pela
observacao 1.2.6, temos que FE = Sp(im(e)) C Vj,. Dai, Vj, = E. Portanto,
ka(V) Ah =0 - [B(v)] Y, Yo € E. Como h é qualquer, o resultado segue.

(vii) Para cada g € G,seja V, ={v € E : gAr(v) = [ayv)] v}
Sejam g € G e v € im(e). Assim, existem a € G e b € H tais que
v =¢(a,b) =aAb. Dai, pelo item (i) desse teorema e pelo item (ix) do teorema
3.4.1, temos que

GA Ry (V) = gNA[Ry(aAD)] = gAa,b] =9(a ND)- (a/\b)*1 =%v ! = [a,w)]- v,

Assim, v € V,. Como v é qualquer, im(e) C Sejam u,v € V;. Entao,
g A Ky(u) = [ay(u)] - u™ e gAk(v) = [ay(v )] Lol Dai, usando a segunda



3.5. PROPRIEDADES 143

igualdade do item (i) do teorema 3.4.1 e o item (iii) desse teorema, ficamos com

gAE(w) = gA[ka(u)- K ( )]
= (g Ama(w)]- =g Ak (v)]
- [g A '%2(“)] [ﬁm(u (9 A Kv?(v)

)
= {[ag(w)]-u'}- {[( )] (
g (u)] - u [
g (u)] - u "} {[e” (w)] (g (v)] -
vy (u)] - u [
g (u)] - u

e (uA{la

. A . _1-

ag(uv)] - (uv)”

Assim, uv € V. Como u e v sao arbitrarios, V,; é fechado por produtos. Pela
observacao 1.2.6, temos que FE = Sp(z'm(a)) C V,. Dai, V;, = E. Portanto,
g A ky(v) = [Gy(v)] - v, Vo € E. Como g é qualquer, o resultado segue.

(viii) Sejam ey € E o elemento neutro de E e e, € P 0 elemento neutro
de P. Usando o item (vii) desse teorema e o item (iv) do teorema 3.4.1, Vg € G,
Vo € ker(k,), €5 = g Aep = g A Ky(v) = d,(v) - v ! e, portanto, d,(v) = v.

(ix) Sejam ez € E o elemento neutro de £ e ep € P o elemento neutro
de P. Usando o item (vi) desse teorema e o item (iv) do teorema 3.4.1, Vh € H,
Vo € ker(ky), ey = ep Ah = k() A= v - [Bu(v)]™" e, portanto, B,(v) = v.

(x) Usando os itens (vii) e (iii) desse teorema, Yu,v € E, temos que

Ra (W) A Ry (V) = [Giy(u )(U)]'Uil
= {la(r()] @)} v
= {l(@or;)(W)](v)} v~
= {leF(w](v)} v~
= [ef(v)] v

= (u-v-ut)-w
1

-1

= wou ‘v~

= |u,v].

Note que im(k,) < GNH e que &|lgny = B|GQH e, portanto, uma das
igualdades do item (iii) ¢ trivialmente satisfeita, a saber & ok, = 0k, .

Os itens (vili) e (ix) do teorema acima podem ser escritos como
Oglker(ng) = “ier(ng) = Bhlker(ns)» V9 € G, Vh € H, ou entao, podemos dizer que
Qglker(ng) © ker(k,) — E e Bhlker(,@) . ker(k,) — E s@o inclusodes, Vg € G,
Vh € H. Por isso, dizemos que & e B agem trivialmente em ker(k,).
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Ainda no contexto do enunciado do teorema acima, seja &, : EXFE — E' a
fungio comutadora de E, isto &, &, (u,v) = [u,v] = vou™'v™! € B'<9E,Vu,v € E.
O item (x) desse teorema pode ser escrito como &, = £ 0 (K, X Ky).

Definigao 3.5.6. Sejam G, T e E grupos, ¢¢ : G — Aut(G) a agao por
conjugacao de G, 0 : G — Sym(G) e £: G — Sym(G) agodes, 7 : GXG — T um
pareamento cruzado com respeito a § e £ tal que T = (GRG)7 e ¢: GxG — E
um pareamento exterior tal que E = (GAG)..

e Dizemos que “T" ¢ o quadrado tensorial de G' com 7”7 se, e somente se,
0 = & = c4. Nesse caso, 0 e £ sao agoes por automorfismos e sao compativeis

0, .
e denotamos (GRG)TY por “(GRG)” ou, mais comumente, por “(GRG),”.

e Dizemos que “FE ¢é o quadrado exterior de G com €”. Nesse caso, 0 e £ sao
as restricoes de ¢, que sao ela propria, ¢S, = €.

No caso dos quadrados tensorial e exterior, usando o contexto do exemplo
3.5.4, a restricao da funcao comutadora é ela propria, kg = £ : G X G — G, 0s
homomorfismos comutadores k, : (GRG), — G' e kK, : (GAG). - G' sao
epimorfismos que satisfazem k, o7 = Kk = Kk, o e. Também, os homomorfismos
A (GRG), > G e p: (GRGE), - G do teorema 3.5.3 sdo iguais, A = p = &,
e o diagrama fica na forma:

(GG, <I— GxG —= (GAG).

N

G/

no qual, G' = (im(g)) = im(k,) = im(k,) < G.

Seja G um grupo. No caso dos quadrados tensorial e exterior, a inica agao
considerada é a conjugacdo c¢ : G — Aut(G). Seja X = (G xG,c%,co).
Como X € Obj(E) € Obj(C) C 0bj(C), To(X) = (GRG) = (GRG), =T,
VT € P((SGHCCS)) e Eo(X) = (GNG)p = (GNG). = E, Ve € Qgup, entdo denotamos
os quadrados tensorial e exterior apenas por “G ®G” e “GAG".

Denotamos ker(k,) por “M(G)” e, no caso do quadrado tensorial, denotamos
ker(rk,) por “Jo(G)". O grupo M (G) na literatura é chamado de “o multiplicador
de Schur do grupo G”. E claro que M(G) < GAG. Como provado no exemplo
3.5.4, temos que Jo(G) < GRG e que Jo(G) < Z(GRG). Também, temos que
M(G) < Z(GAG). De fato, sejam e, € P o elemento neutro de P, e € GAG o
elemento neutro de GAG e v € ker(k,). Assim, Yu € GAG, pelo item (x) do
teorema 3.5.5 acima, temos que [v,u] = k,(v) Aky(u) = ep AKy(u) = e. Portanto,
v € Z(GAG). Dali, ker(k,) < Z(GAG). Assim, ker(k,) < Z(GAG). Logo, as

sequéncias exatas abaixo sao chamadas de “extensoes centrais”.

0= L(G) = GaG > G — 0 0— M(G) = GAGS G =0
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Pelo exemplo 3.5.4, temos que a diagonal D = {g®g € GRG : g€ G} ¢
tal que D C Jo(G) = ker(k,) < Z(G®G). Como (GAG)y = (GRG)y/(D),,
podemos considerar a proje¢ao candnica (GRG)y - (GAG)y e a composi¢ao
GoG — (GoG)y — (GAG)y — GAG. Essa composicio sera chamada de “o
epimorfismo natural” GG — GAG.

Observagao 3.5.7. Sejam K um grupo e subconjuntos R C K e S C K.
Definimos |R,S| = {[r,s] =rsr's'e K : r € R e s € S}. Denotamos
o subgrupo [R,S]| = (|R,S]). Nessa notacao, temos que K’ = [K, K| < K.
Lembremos que o grupo abelianizado de K ¢ o grupo quociente K% = K/K',
que é um grupo abeliano. Se K ¢ um grupo livre, entdao K% ¢ um grupo abehano
livre. Seja e, € K o elemento neutro de K. Note que |R, S| = @ se, e somente
se, R=@ ou S = @. Nesse caso, [R, S| = (|R,S]) = {ex}.

Sejam P um grupo e k : PxP — P’ a funcdo comutadora de P, isto é,
#(a,b) = [a,b] = aba™'b', Va,b € P. Sejam G<P, HAP e arestrigao da fungao

comutador R, = Rlgy + GXH — P'. Pela notacao introduzida, temos que

|G, H| =1im(R,) C im(k) = | P, P]. Ficamos com
(G, H) = {16, ) = (im(&) < {m(R)) = ([P, PJ) = [P, P = P

Também, im(f,) C G. De fato, Vg € G,Vh € H,como g '€ G e G<P, temos
que h-G-h™' =G e, portanto,

Fo(g,h) =g, h) =ghg 'h ' =g-(hg 'k ) €g-(h-G-h"")=g-G=G.

Dai, |G,H| = im(k,) C G e, assim, [G, H] < G. Segue que [G, H] <GNP
Como &, é um pareamento exterior, temos que [G, H] = (im(&,)) = Sp(im(%, ))
e que, Va,z € G, Yy € H, pela terceira igualdade do item (i) do teorema 1.4.

a-Ry(r,y)-at = a-|lr,yl-at
a-(vyx~ty ') -a!
= a:pyx_ly_la_l
axailayaflaxflaflayflafl
- (afw’l) (aya™) - (az™'a™") - (ay~'a™")
(127 (oya™) - ™) oy
= laz aya ']
R (a.:r:a ,aya”t)
= Fo(az,y) - [F(a,y)] "
= laz,y] [a,y] "

Para cada a € G, seja um conjunto V, = {z € P : aza™' € [G,H]}. Sejam

a € G e ze€ |G H| =1im(k,). Dai, existem =z € G e y € H tais que
z = [z,y] = £, (x,y). Pela igualdade fornecida acima,

aza_l =a- '%D(x7y) ’ &_1 = [@.’I,y] ’ [a7y]_1 € [G7 H]7
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pois [az,y],[a,y]™' € |G, H], ja que ar € G,y € H e la,y] € [G,H] < P.
Assim, z € V,. Como z é qualquer, temos |G,H| = im(k,) C V,. Sejam
u,v € V,. Entao, aua™!,ava™' € [G, H] e, portanto,

-1 1

a-(w)-at=a-(uatav)-a ! = (aua™) - (awva™t) € |G, H].

Assim, uv € V,. Como u e v sao arbitrarios, V, é fechado por produtos. As-
sim, [G, H] = (im(&,)) = Sp(im(&,)) C V,. Dessa forma, aza™' € [G, H],
Vz € |G, H], isto ¢, a-[G,H]-a™! C [G, H|. Como a ¢ qualquer ¢ [G,H] < G,
ficamos com [G,H]| <G < GNP Logo, [G,H| <GNP

Sejam G um grupo, F' um grupo livrtee N <F' taisque G = F'/N e considere
G agindo trivialmente em Z, com segundo grupo de homologia Hy(G,Z). Como
F Q F, pela observagao acima, [N, F] << N N F' = N N [F, F]. No trabalho de C.
Miller [14], h4 isomorfismos

NN[F,F] NNOF

~ NNF’
~[NF]

a classe de isomorfismo de M (G) depende apenas de G e nao de sua apresentagao.

em que a igualdade M(G) é chamada de “formula de Hopf”. Além disso,

Proposicao 3.5.8. Sejam G e T grupos e 7 : GxG — T um pareamento
cruzado com respeito & conjugagao de G tal que T = (G®G), ¢é o quadrado
tensorial de G com 7. Entao, cg ® cg = g®g = gc ® gc, Ve € G', Vg € G.

Demonstracao: Seja k: GxG — G’ a fungao comutadora. Entao, & é um
pareamento cruzado com respeito a conjugacao de G,
im(k) = |G,G] e Sp(im(k)) = (im(r)) = (|G,G]) = [G,G] = G' < G.
Sejam V ={ce G : (Vg€ G)(cg®@cg=g®g)} e a,b,g € G. Pelo exemplo
3.5.4, temos que ¢®g € ker(k,)<Z(T). Usando, nessa ordem, a nona e a décima
igualdades do item (iii), a segunda igualdade do item (i) e os itens (viii)’, (ix) e
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(x)” do teorema 2.4.1, temos que

[a,blg @ [a,blg = {[a,b] ® ([a,b]g)} - (9 @ [a,blg)
= {[a,b] @ g([a,blg)g™"} - (9 © [a, D]g)
= (la,b] ® gla,b]) - (¢ ® [a,b]g)
= ([a,b] ® gla,b]) - (9®@g) - (Y9 @ [a, b])
= ([a,b] @ g[a,0]) - (9©9) - (999" @ [a,b])
= (la,b] ® gla,b]) - (g®g) - (9 ® [a, b])
= ([a,0)®g)-([a,b] @ [a,b]) - (9®g) - (9 @ [a,b])
= (@@b)-Y(a®b)™ fa®baxl] (92g) ‘(a®b) (a®b)™
= (@a®b)-(a®b)™" Yer - (90g) - (a®b)- (a®b)™
= (a®b)-Y(a®b)™"-(929)-(a®b)  (a®b)™
= (999)-(@®b)-%(a®@b)™" -9(a®Db) (a®b)™
= (g®g)-(a®@b)-(a@b) ™ (a®b)] - (a®Db)™"
= (9®9)-(a®Db)-%er-(a®b)™"
= (9®9)-(a®b)-(a®b)™!
= (9®9)'€T
= g®yg,

pois [a®b,a®b] = (a®b)-(a®b)-(a®b)™'-(a®b)™ =e,,emque e €T éo0ele-
mento neutro de 7. Como g é qualquer, temos que [a,b] € V. Como a e b sao arbi-
trarios, |G, G| = im(k) C V. Sejam w,v € V. Entdo, urQ@ur = xQ@x = vrQux,
Vx € G. Seja g € G. Entao, (uv)g ® (uwv)g = u(vg) ® u(vg) = vg ® vg = gRg.
Como g é qualquer, temos que wv € V. Como u e v sao arbitrarios, V' é fechado
por produtos e, portanto, G' = (im(k)) = Sp(z'm(/?;)) C V. Consequentemente,
cg®cg=gRgq, Vece G' Vg €G.

Agora, sejam U ={ce G : (Vg€ G)(gc®gc=gRg)} e a,b,g € G. Temos
que ¢g®g € Z(T). Usando, nessa ordem, a primeira e a segunda igualdades do
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item (i) e os itens (viii)’, (ix)" e (x)’ do teorema 2.4.1, temos que
gla,b] @ gla,b] = *([a,b] @ gla,b]) - (9 @ gla, b])

= Y(a,b] ®g) - ([a, ] [a,0])} - (9@ g) - (9 @ [a,b])
= H(a®b)-Y(a®b)™"-Ya®Dd,

a®@b]}-(g®g)-la®bd) - (a®b)]
= N(a®@b)-Y(a@b)™" -Ies]- (9@ g)-[(a®b)- (a®b)”']
= N(a®@b)-Y(a@b) '] (g©®g)-[(a®b)- (a®b)']
= (g©09)-?l(a®b)-(a®bd) ] -[(a®Db)- (a®b)]
= (g©g)-[(a®b)-(a®b)™" - (a®b)  (a®b)]
= (g®g)-H@®b)-[(axb)™ ( ®b)] - (a®b)"'}

Como ¢ é qualquer, temos que [a,b] € U. Como a e b sdo arbitrarios,
|G,G| =im(k) C U. Sejam wu,v € U. Entdo, zu @ zu = z @ x = v ® zv,
Vo € G. Seja g € G. Entao, g(uv) @ g(uv) = (gu)v ® (gu)v = gu ® gu = gRg.
Como g é qualquer, temos que wuv € U. Como u e v sao arbitrarios, U é fe-
chado por produtos e, portanto, G’ = (im(&)) = Sp(im(&)) C U. Dessa forma,
gc® ge=gRg, Ve € G', Vg € G.

Logo, cg ® cg = gRg = gc ® gc, Ve € G', Vg € GG, como queriamos. ®

Lema 3.5.9. Sejam G, H e T grupos, e € T o elemento neutro de T e
B :GxH — T um bihomomorfismo. Assim, Vg € G, Ve € G',Vh € H,Vd € H',

temos que [(c,h) = e, = f(g,d).

Demonstragao: Para cada h € H, seja Vj, = {c € G : B(c,h) = er}.
Sejam h € H e c € |G,G]. Entao, existem a,b € G tais que ¢ = [a,b]. Como
(tm(B)) ¢ abeliano, usando as observagoes 1.2.4 ¢ 1.2.5, temos que

Ble,h) = B(la,b],h)

= Blaba™'b™",h)
Bla,h)- B(b,h) - Bla™" h) - (b~ h)
Bla,h) - 50, )[(a )] -6, )]*1
= Bla,h) - [Bla,h)] ™"~ B(b,h) - [B(b, h)]

= €r-€r

er.
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Assim, ¢ € Vj,. Como ¢ ¢é qualquer, |G,G] C V,,. Sejam wu,v € V,,. Entao,
B(u,h) = ey = B(v,h). Dai, B(uv,h) = B(u,h) - B(v,h) = er-er = er e,
portanto, uv € Vj . Como u e v sao arbitrarios, V}, é fechado por produtos. Dessa
forma, G’ = Sp(|G,G]) C Vj,. Dai, B(c,h) = e, , Ve € G'. Como h ¢é qualquer,
temos que [(c,h) =€, ,Vee G',Vh € H.

Para cada g € H,seja V, ={d e H : [((9,d) =es}. Sejam g € G e
d € |H,H|. Entao, existem a,b € H tais que d = [a,b]. Como (im(f)) é
abeliano, usando as observacoes 1.2.4 e 1.2.5, temos que

B(g.d) = B(g,la,b])
= B(g,aba b
= Blg,a)-B(g,b) - Blg,a™") - B(g,b7)
= Blg,a)- B(g,b) - [B(g,a)] " - [B(g, )]
= B(g,a)-[8(g,a)]"" - Bg,b) - [B(g, )]

Assim, d € V. Como d é qualquer, |H,H| C V,. Sejam u,v € V,. Entao,
B(gvu) =€r = B(Q,U)- Dai, ﬁ(g,U’U) = B(gvu)ﬁ(gvv) =er-er = er €, portanto,
uv € V. Como u e v sao arbitrarios, V, é fechado por produtos. Dessa forma,
H = Sp(LH, HJ) C V,. Portanto, 8(g,c) = er, Vd € H'. Como g é qualquer,
temos que ((g,c) =er, Vd € H', Vg € G.

Logo, B(c,h) = er = B(g,d), Vg € G,¥Ye € G',Yhe H,YVd € H'. m

Teorema 3.5.10. Sejam G, H e T grupos, A um grupo abeliano,
0:G— Sym(H) e £: H— Sym(G) agoes, 7: GXxH — T um pareamento
cruzado com respeito a f e £ tal que T = (GRH)TY e o:GP®xH® — A uma
funcao bilinear tal que A = (G®®,H®),. Se 0 e £ sao agdes triviais, entao T é
abeliano, 7 € um bihomomorfismo e T = A, isto é,

(GRH)? = (G e, H"),

Demonstragao: Sejam p: G — G?% = G/G' ¢ ¢: H — H® = H/H'
as projegoes canonicas e 0% : G — Aut(H®) e €% : H® — Aut(G®) as
acoes triviais. Entdo, 6 e ¢ sdo compativeis e 0% e £% sdo compativeis. Portanto,

= (GxH,0,6) € Obj(C) e Y = (G®xH® % ¢2) € Obj(C). Como p e q sdo
epimorfismos e quaisquer homomorfismos preservam as ac¢oes triviais, temos que
pxq:GxH — G®xH® ¢um epimorfismo e que px q € Homc(X,Y). Como
o:GPxH® — A ¢éuma funcao bilinear, entdo o é um pareamento cruzado com
respeito a 6% e €%, Assim, pela proposicao 1.3.3, 0o (px q) : GxH — A & um
pareamento cruzado com respeito a 6 e £. Dal, existe um tinico homomorfismo
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p: T — A tal que poT=00(pxq).

GxH (G H)?Y
DPXq lw
Gab % Hab - (Gab ®Z Hab)g

Pelos paragrafos precedentes ao teorema 3.5.3, os homomorfismos A : T — G
e p: T — H sao nulos e, portanto, ker(\) = T = ker(p). Sejam
a:G — Aut(T) e f:H — Aut(T) as acdes induzidas por 6 e €. Pelos itens
(ix) e (x) do teorema 3.5.3, 9t = G,(t) =t e "t = [,(t) =t, YVt € T, Vg € G,
Vh € H. Isto ¢, &, = id; = fB,, Vg € G, Vh € H. Ou seja, @ : G — Aut(T) e
B:H — Aut(T) s@o as agoes triviais. Além disso, pelo corolario 1.2.17, temos
que T é abeliano e que 7 é um bihomomorfismo.

Seja um conjunto

5= {r €(GP<xH® x T : (3g € G)(3h € H) [7" - <(p(g),q(h)),7(g, h))} } .

E claro que § é uma relagio 0 C (G® x H®) x T. Seja D o dominio de 4.
Assim, D C G x H®. Seja k € G®x H®. Entdo, existem m € G
e n € H® tais que k = (m,n). Como p e ¢q sdo sobrejetoras, existem
g€ G e he H taisque m =p(g) =g-G e n=q(h) =h-H'. Dali,
((m,n), 79, 1) = ((p(9).a(R)), (9. 1)) € & e, portanto, k = (m,n) € D.
Como k é qualquer, temos que G®x H® C D. Assim, D = G®x H®. Se-
jam e, € T o elemento neutro de T = (G H)?Y e (ku),(l,v) € §
tais que k = ¢. Entao, k,/ € D = G x H®. Dai, existem g¢,,¢. € G e
h,,h, € H tais que k = ( (gl),q(hl)) e [ = (p(QQ),q(hz)). Dessa forma,

<( ) (k,u) € § e, portanto, u = 7(g;,h,;). Também,
((p ,v> (6,v) € 6 e, assim, v = 7(g,, h,). Mas, temos que
(p(g ) k=1(= ( (92), q(hz)) e, portanto,

g.-G =plg) =p(g:) =g.- G

hy- H = q(h,) = q(hy) = h, - H'.

Dai, g;' g, € G' e h,-h;' € H. Como 7 ¢ bihomomorfismo, pelo lema 3.5.9,
temos que 7(g,,h, - h;') = er = 7(g9; - g1, hy). Assim, usando as observagoes
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1.2.4 e 1.2.5, temos que

u = 7(g1, )
= er-7(g1, ) - er
= 7(g2, ha) - [7(g2, D) L. (g1, ha) - [T(g1, b )] - 7(g1, o)

N
= 7(92>h2)'7(92_1ah) (g1, ha) - 7(g90, hy ) 7(91, h)
= 7(ga, ha) - 7(g; " Ba) - T(ga, by - B ) - (g, ho)
= T<927h2)'7<9;17h2) er - 7(gi, ha)
= (g2, ha) - 7(g5 ", o) - (g1 o)
= 7(gsyha) - T(95"  Gus o)
= 7(gs, h,) - €7
= 7(g2, D)

Como (k,u) e (¢,v) sdo quaisquer, § é uma funcao da forma & : G®x H® — T
tal que 0(gG',hH') = 7(9,h) = g ® h, Vg € G, Yh € H. Vamos mostrar que &
é bilinear. Com efeito, como 7 é bihomomorfismo, Vg, g,, 9, € G, Vh,h,, h, € H,
temos que

5(q.G" - ¢,G',hH') = (5((g1g2 )G’ hH)
(9192, )
(
(91

\]

= T\Y1, ) (g2vh)
— 5

G hH') - 8(g.G' hH') ;
8(9G' hH' - h,H") = 5(gG h,)H')
= 7(g9,h )

(
= 7(9,h ) 7(g, h.)
= 0(9G',hH") - 6(9G’, h,H').

Dessa forma, existe um tnico homomorfismo ¢ : A — T tal que oo = 4.

Gab % Hab o (Gab ®q Hab)g
\ Liﬁ
(GoH)?

Além disso, Vg € G, Vh € H, temos que

00 (pxq)l(g,h) =0((p x q)(g,h)) =d(p(g9), q(h)) = 6(¢G", hH") = 7(g,h).
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(pod)(gG" hH') =

(8(9G’, hH"))
= o(7(g,h))
(
(

)(g,h)

(¢

)
[0
o((px q)(g.h))
= o(p(9), a(h))
= o(gG' hH'").

)
o(pxq)(g,h)
(

(

Assim, o (pxq) =7 e pod =o0. Sejam idy, : T - T e id, : A — A
os homomorfismos identidades. E claro que td,oT =T eque idyo00 = 0.
Também, temos os homomorfismos o :T —T e poiy: A— A. Estessao
tais que

(Yop)or = to(por)
ofoo(pxq)
o)o(pxq)

o(pxq)

I
S %A@@

e (pot)oog =po(thoo) =pod =o. Por unicidade, Yoy =id, e poth =1id,.
Dessa forma, ¢ e 9 sdao isomorfismos, com 1 = ¢~ !. Logo, T~ A. =m

Observacao 3.5.11. Sejam A, B e C' grupos e considere a estrutura de grupo de
produto direto em AxB, em AxXC eem BxC. Sejam agoes por automorfismos
a: A — Aut(B), f: B = Aut(A), § : A — Aut(C), v : C — Aut(A),
w: B — Aut(C) e X : C — Aut(B) tais que w e X sdo agdes triviais, «
e [ sao compativeis, § e 7 sdo compativeis, 0y = Y50 fp, @ = a0y €
0=000, Vbe B,Vs e C. Dai, w, =id, e A\s =1ids, Vb € B, Vs € C. Pela
proposigao 1.1.7, temos uma a¢ao por automorfismos o : BxC' — Aut(A) tal que
Tb,s) = B 0Ys = V50 Py, Vb € B, Vs € C. Pela proposicao 1.1.8, temos agoes por
automorfismos p: A — Aut(BxC), x : B = Aut(AxC) e £:C — Aut(AxB)
tals que pa:aaX5a7Xb:ﬂbwa:ﬁindc € gs:'ysX)\s:VindBa
Ya € A, Vb € B, Vs € C. Pela proposicao 1.1.9, temos que p e o sao compativeis.

Sejam 17, 15 e T3 grupos, 7, € Péf{‘?Tl T, € Péf,QTz e T, € Pff,‘?xc - Temos
que 71 = (A®B)Y?, Th = (A®C)S" e que T3 = [A®(BxC)])%E”. Sejam
a:A— Aut(Ty) e B: B — Aut(Ty) as agoes por automorfismos induzidas de o
eB,0: A= Aut(Ty) e 7:C — Aut(Ty) as acdes por automorfismos induzidas
dedeye p: A— Aut(Ts) e 6: BxC — Aut(T3) as agdes por automorfismos
induzidas de p ¢ 0. Assim, temos @, 07, = 7,0 (cA X @), Byom =710 (B X ),
0, O Ty = T, 0 (€4 X 64), Hs0To = T, 0 (Vs X €S), P 0 T3 = T30 (c2 X pg) €
T(bs) OTs = T30 [O(hs) X Clg] = T50 [(Br0vs) X (¢f x¢§)], Va € A, V(b,s) € BxC.
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Sejam X; = (AxB,a, ) € Obj(C) e Xy = (AxC,d,v) € Obj(C). Temos
que, Va € A, Vb e B, Vs € C,

®  Og,(a) OWp = 5(5b(a)) oide = (60 Bp)(a) =6(a) =ide 08y = wy 0 dq;

®  Vwy(s) © 61) = Yidg (s) © ﬂb =7s© ﬂb = Bb O %s = O(b,s) 3
® ()0 A = a(’ys(a)) oidy = (@ o7s)(a) = ala) =ids o ag = As 0 g

o B ©%s = Bidgv) © Vs = Bp0Ys = Vs 0 By = 0 -

Assim, ~, e As = idg sao automorfismos que preservam as
acoes de A e B e [, e w, = 1id, sao automorfismos que preservam
as agoes de A e C, isto é, & = s X Ay = 75 X idy € Homc(X1,X;) e
Xo = Bo X wp = By X ide € Home(X2, X3) slo automorfismos, Vb € B, Vs € C.
Portanto, temos automorfismos (vs ® A\s)x' 7)) = (v ® ids) ("7 € Aut(Ty) e
(By @ wp)(x272) = (By ®ide) (x> 72) € Aut(Ty), Vb € B, Vs € C.
~ Sejam € :C = Aut(Ty) e X : B — Aut(Ty) funcoes tais que
£(s) = (@A)l e X(b) = (B @wy) 272 , Vs € C, Vb € B. Assim,
Vs,z € C, Vb,y € B,

E(5-2) = (Ve @A) i)
(7 072) ® (s 0 AT
= (@A) o [(: @ )i )]
= {(s) 0 &(2);
XO-y) = By @m0
= [(BroBy) ® (wy o w272
= [(B@w)Gz] o (B, @ wy)]Gam)
= X(b)ox(y).
Dessa forma, £ € Hom(C’, Aut(TI)) e Y € Hom(B,Aut(Tg)), isto é, £ é uma

acao por automorfismos de C' em T = (A@B)%"B ' e ¥ é uma acdo por auto-
morfismos de B em Ty = (AQRC)%™. Se ¢ é trivial, entdo, Vs € C,

(X1,71)

T, =idp, o1, = és o = [( @A) ximlomi =10 (Vs X As) = T 0 (s X idp) .

Se x é trivial, entao, Vb € B,

T, =idp, 0T, = Xp O T, = [(61) ® Wb)g;:;;] 0Ty, =T,0 (ﬂb X Wb) =T30 (61: X ch) .

Agora, note que, se 7 ¢ trivial, entao, Vs € C, V7] € Pfjjg{Tl), vale

710 (v X idg) = 7/ 0 (idy X idy) = 7! 0 idap = T .
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Analogamente, se ¢ trivial, entdo, Vb € B, V7, € Péf"}}m, vale

7,0 (By X idg) = 7, 0 (idy X ide) = 75 0idaxc = T» -
Dessa forma, vamos supor que T, € Pff{j?Tl) e T, € PSZQT sao tais que
o(vs Xidy) =1,,Vs € C,eque 1,0 (0 Xid:) =7, ¥b € B. Como vimos
acima, para que isso acontega, é suficiente que 7y e [ sejam triviais.
Consequentemente, Va € A, Vb € B, Vs € C,

agomo(ys Xids) = @gom
= 70 (cd X )

= TIO(”)/ X idg) o (¢ X ay)

= T o[(ys0ct) X (ids o )]

= 71 o[(ys0ct) X ay

= Tof{lefw o] X au}s

BboTlo(’ys X idg) = Bboﬂ
= 1,0(f xcP)
o (Vs X idg) o (B X ¢}
= 7 0][(7s0B) X (ids o cf)]
o [(vs 0 B) X ¢7]
o [(Byos) x ]
Sao7_20<5b X ide) = SaOTz
= 7,0 (e X d,)
o (By x idc) o (¢ X da)
70 [(Byocy) x (ide 0 64)]
o [(Byocy) X 6]
= 720 {[C5,0) © Bo] X 0a};

Ys 0Ty 0 (By X idy) = %OTQ
= 70 (s xcf)

o (B x idc) o (s X c§)
= 70 [(Byos) X (ide o cS)]
o [(By 0 s) x cf]

o [(7s 0 B) x 5.

Considere a estrutura de grupo de produto direto para T} x Ty . No contexto
dos ultimos paragrafos, seja uma fungdo 6 : Ax (BxC) — Ty xTy tal que
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O(a,(b,s)) = (r(a,b),7(a,s)) = (a®b,a®s), Ya € A, V(b,s) € BxC. Com as
hipoteses acima, vamos provar que € ¢ um pareamento cruzado com respeito as
agoes p e 0. De fato, Va,z € A, Y(b, s), (y,t) € BxC, temos que

O(az, (b, s)) = (m(az,b),n(az,s))
= (@), aa®) - 7i(a,0) , (el (2), 8uls)) - 7ol 5))

= (n(ct@).a ()),Tz(c (2),0a(5)) ) - ((@,6). 7(a, )
= 0(ci (@), (@(b),6u(5)) ) - 0(a, (b,9))
= 0(ci(z (aax5 b,s)) - 0(a,(b,s))
= 0(c?

(),
(), Pa(b, 5)) - ( (b,5)) -
Sendo w = 0(z, (b,s) - (y,t)), temos que

w

1
)

Youn
8

o —
-
< §
O
~
~
N—

I
/N
)
—~
8
=
~
]
—~
&0
~ —~
8
~—
(@)
o
—~
<
~—
~—
o
—~
8
V)
~—
o
—~
-2
—~
8
~—
)
Q
—~
~
~—
~—
N—

2,9)) - (1 (8 x ) @,9) 5 72((0 % ) @,1) )

)

)

) - ([reo (Be x eP))(,y) 5 [120 (s x §)](x, 1))

,8)) - ({0 [(By o) x f1Ha,y) » {70 [(By o) x ]}z, 1))
) 1)
) -

Tl([(@bOV ) X Cf](l",y)) s Tz([(@bov x cS( )
Tl((ﬁbO’Y )(), B(y)) aTz((ﬁbO’ys)(x),csc(t)))
SONCTORAG))

0 '0(<6b075 (x),(cf X C?)(?/?t))
0(z,(b,s)) - 0(ows (@), S (y, 1)) .

Logo, existe um tunico homomorfismo ¢ : T3 — T7 xT5 tal que poT7, =0.

I
>
— —
8
—~
S
V)
S~—
SN—" SN—"
>
/N
—~
)
o
o
2
SN— ~—
—

Ax(BxC) i [A®(Bx ()%

o

(A®B)7” x (AvC)y”
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Observacao 3.5.12. Continuando no contexto e nas hipoteses da observacao
3.5.11 acima, sejam ez € B o elemento neutro de B, e € C' o elemento neutro
de C' e fungoes j: AxB =Ty e k: AxC — Ty tais que j(a,b) = 7,(a, (b,ec))
e k(a,s) = Tg(a, (63,3)), Ya € A, Vb € B, Vs € C. Entao, Va,z € A, Vb,y € B,
Vs, z € C,

jlaz,y)

T3 (C (), pa(y, 60)) " T3 (a7 (v, 60))
), (@t X 0a) (Y, 66)) " T3 (a7 (y, ec))

I
&
—

)
[SINNERSINN
—

s

)
2), (aaly).ec) ) - 7o(a (9 ec)

j(z,by)

T3 (0 (), €y (Y, €0))
(@), (¢ x )y, e0))
), (¢ idc)(y,ec))

7 (B0, (cf (v)sidelec) )
(Bo(@). (et )

Il
&

klaz,z) = T,

(az, (e
73(c2(2), pales, 2)) - 7s(a, (€5, 2))
(c2 (x)

(2 (), (a0 X 8u)(es,2)) - 70, 05, 2))
_ 7-3<cg(m) (cva(en) 5a(z))> 7s(a, (ex Z))
= (et @), (endu2))) -7 (en,2))
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k(r,sz) = 7

)) T3 (0 (e, (@), e (€5, 2))

)) (Bep ©7s) (@), (CB x c$)(en 72))

) - 7 ((ids 0 75) (), (Zd x c§)(es, 2))
z, (€5, 5)) ‘Ts(%( ), (Zd x c§)(es, 2))

)

) -

" T3 (’YS( ), ( >
(@), (eB, (= >>)

= k(z,s) k(vs(x),cS(2)) .

Assim, j é um pareamento cruzado com respeito a « e 5 e k ¢ um pareamento

cruzado com respeito a d e . Dal, existem tnicos homomorfismos 1, : T} — T}
e Y, Ty = T5 taisque p,om, =7 e Yo, =k

AxB [A®(BxC)]%” <——— AxC
(A®B (aﬁ) A@C (6,7)

No artigo |7] de Brown, Johnson e Robertson, os autores mostram que
o homomorfismo ¢ : [A®(BxC0)]%” — (A®B)Y” x (A®C)%” da
observacao 3.5.11 é um isomorfismo, exibindo o homomorfismo inverso de .
Para isso, usam os homomorfismos %, : (A® B)S? — [A®(BxC))%E7 e
Y, (A®C)(T‘;") — [A®(BxC))%” da observagao 3.5.12. Como o produto direto
nao é um coproduto em Grp, algumas propriedades de comutacao entre elementos
das imagens de v, e 1, devem ser demonstradas para que estas induzam ¢~
Feito isso, obtém uma propriedade distributiva:

A®(BxC)%” = (ARB)S? x (ARC)SY .
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Capitulo 4

O funtor quadratico universal de
Whitehead

4.1 Funcoes quadraticas

Sejam G e H grupos. Definimos “o operador delta de G em H” como sendo a
fungio A @ HY — HYY tal que [A(7)](a,b) = ()] - [y(a)]™" - v(a - D),
VYa,b € G, ¥y € HY Para todo ~ € HY e todos a,b € G, ire-
mos denotar A(y) por “Avy” e [A(vy)](a,b) por “Avy(a,b)”. Assim, temos que
v(ab) = ~y(a) - v(b) - Avy(a,b), Va,b € G, Vy € HE. Sejam v € H® e ey;€ H o
elemento neutro de H. Dizemos que “A~ é nulo” se, e somente se, Ay(a,b) = ey,
Va,b € G. Para cada v € HY note que v € Hom(G,H) se, e somente
se, Ay é nulo. Observe também que im(Ay) C (im(y)) e, portanto, que
im(Ay) C (im(Ay)) < (im(y)) < H, Vy € H®. Dai, se (im(y)) é abeliano,
entao (tm(Av)) também é abeliano.

Proposicao 4.1.1. Sejam A,G, H e K grupos, e; € G o elemento neutro de G,
en € H o elemento neutro de H, ¢ € Hom(A,G), v € Hom(H,K) e ~ € HC.
Temos que

(i) A(ory)=1vo0Ay;
(ii) A(yo¢)=Av0 (¢ x ¢);

(iii) Se A~ ¢ bihomomorfismo, entdo (im(A7)) é abeliano, y(eq) = ey e
A(poy) e A(yo @) sao bihomomorfismos.

159
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Demonstracao: (i) Para todo (a,b) € GXG,

INCERIICAD)
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[A(vod)l(ab) = [(vod)(®)] " [(vo ) (@] - (vo¢)(ab)

= [v(e®)] " [r(o(@)] ™" - v (¢(ab))
= [(e®)] " [v(6(a)] v (ela) - 6(b))
= Avy(¢(a),d(b))

|
>
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—~
-
X
=
=
)
=

(iii) As fungoes A(ppoy) =1poAy e A(yo¢p) = Avyo(p X ¢) sao bihomo-
morfismos pela proposi¢ao 1.2.8 e o grupo (im(A~)) é abeliano pela proposi¢ao
1.2.7. Como A~ é um bihomomorfismo, pela proposigao 1.2.4, temos que

en = Avy(eg,eq)

= [y(ea)] ™" - [v(ea)] ™ - les - eq)
= [v(ea)]™" [v(ea)] ™ - (ee)
= [7(66‘)]_1

1:

Assim, v(eg) =€, =€y . B

Sejam G e H grupos, e € G o elemento neutro de G, e;; € H o elemento
neutro de H e v € HY. Temos que, Vg € G,

Ay(g,ea) = [v(ea)] - V(@)1 v(g-ea) = [v(ea)] - V(@) 2(g) = [v(ea)] "
Dessa forma, e,; = Ay(g,e¢) - v(ec) = v(ec) - Ay(g, eq).

Proposicao 4.1.2. Sejam G e H grupos, e; € H o elemento neutro de H e
v € HY. Sao equivalentes:

(i) (im(y)) ¢é abeliano e Ay & bihomomorfismo;

(ii) ~(abc) - [y(be)] " - [y(ac)] - [y(ab)] 7' - y(a) - y(b) - v(c) = ex, VYa,b,c € G.
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Demonstragao: [(i)=-(ii)] Para todos a,b,c € G, temos que

(o)™t - [y(a)] 7t - y(abe) = Ary(a,be)
= A’Y(CL, b) ’ A’Y(a? C)

= {LOI" - (@] @)} - {1 - (@] - ~(ae)}
Dalf,

(abe) = ~(a)- (bC) [ (b )} (e )] +y(ab) - [y(@)] ™ - [y(a)] ™ - (ac)
= @I [®)] - [v(@)] " - y(ab) - y(ac) - y(be) .

Assim, y(abe) - [y(be)] ™" - [y(a0)] ™" - [v(ab)] ™ - v(a) - (b) - (c) = ex -

[(ii)=(i)] Seja es€ G o elemento neutro de G. Note que

= 7leq) - y(ea)]™ - [r(ea)] ™ - [r(ea)] ™t - vlea) - (ec) - v(ec)

(
en = 7(ec-eq-eq)-[y(eq- ec)]fl [y(ee - ec)]fl [v(ec - ec)]fl y(ec) - v(ee) - v(es)
(
(eq) -

|
)

Sejam a,c € G, temos que (colocando b = e, na hipotese (ii))

en = Ya-eq-c)-[y(eg o)) [y(ac)) Tt y(a-eq)] Tt y(a) - v(eq) - y(c)
v(ae) - [y(©)] - [y(ac)] ™t - [y(a)] - (a) - en - y(c)
v(ae) - [y(e)] " [y(ac)] ™t y(e).

Dai,
en = e, = {7(ac) - [Y()] 7" [y(ac)] ()} = [v(e)] " - v(ac) - y(e) - [y(ac)] .

Assim, y(ac) = [y(c)] 7! - v(ac) - v(c), isto &, v(c) - y(ac) = vy(ac) - y(c). Como a e
¢ sdo quaisquer, temos que y(c) - y(ac) = v(ac) - y(¢), Va,c € G.

Sejam b, h € im(y). Entao, existem ¢,d € G tais que b=y(c) e h =~(d).
Dai, colocando dec™! = a na expressao que obtemos acima,

bh = ~(c) - v(d) = v(c) - v((de™")e) = v((dc™ )e) - v(c) = (d) - 7(c) = hb.

Como h e b sao quaisquer, temos que todos os elementos de im(y) comutam entre
si. Pela observacao 1.2.6, segue que (im(y)) é abeliano. Dessa forma, podemos
rearranjar a expressao da hipotese (ii) e, Va, b, ¢ € G, temos que

[y(ab)] ™" - (abe) = [y
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Dai, Va, b, c € G, ficamos com

Ay(abc) = [y(e)] ™" [y(ab)] ™" - y(abe)

Rearranjando novamente a expressao da hipotese (ii), Va, b, c € G, temos que

()™ - y(abe) = ()] (O] - [v(@)] T - y(ab) - y(ac)
= [y(®)]7" - y(ab) - [y(©)] - [y(a)] " -~ (ac)
= {[@] " yab)} - {[y(] - (@)t - y(ac)}
= {[y®)]™ - ~(ab)}

A~y(a,bc) = [vy(bc

= [y(a ()] - v(ab)

= {Q@]™ - [y®)] " - y(ab)} - Ay(a,c

= {®I " (@) y(ab)} - Ay(a,c
(

Logo, Ay é um bihomomorfismo. =

Sejam G e H grupos, e, € H o elemento neutro de H e v € HY tal que
v(g) = exn, Vg € G. Ou seja, vy = G x {ey} ¢ a fungdo nula ~ = 0. Dai, temos
que v € Hom(G,H) e que Ay énulo,isto é, Ay = (GxG) x {ey} ¢éa fungdo
nula A+ = 0. Nesse caso, é claro que A~y é um bihomomorfismo. Também,
temos que im(y) = {ey} = (im(y)) ¢é abeliano (trivial). Além disso, a fungao
nula satisfaz a seguinte condigao, v(¢g~') = ey = v(g), Vg € G.

Definicao 4.1.3. Sejam G um grupo, H um grupo abeliano e v € H®. Dize-
mos que “y é uma funcao quadrdtica” se, e somente se, Ay é bihomomorfismo e

(g™ =(9), Vg €G.

Pelo paragrafo acima da defini¢ao, a fungao nula é uma fun¢ao quadratica.

Sejam G um grupo, H um grupo abeliano e v € H® uma funcdo qua-
dratica. E claro que (im(7)) é abeliano. Pela proposicao 4.1.2, temos que
y(abe) — y(be) — y(ac) — y(ab) + v(a) + v(b) + v(c) = 0, Va,b,c € G, em que
usamos a notagao aditiva para o grupo abeliano H e, por essa notagao, 0 € H ¢
o elemento neutro de H. Escrevendo de outra forma a expressao anterior, temos
que ~y(abc) + y(a) + v(b) + v(c) = ~(bc) + v(ac) + v(ab), Va,b,c € G. Seja
ec € G o elemento neutro de G. Pelo item (iii) da proposi¢ao 4.1.1, temos que
V(ec) = 0.
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Proposicao 4.1.4. Sejam A e G grupos, H e K grupos abelianos, ¢ : A — G
e ¥ : H— K homomorfismos e v : G — H uma fungao quadratica. Entao,
vyop:A— H e Yovy:G— K sao fungoes quadraticas.

Demonstragao: Para todo g € G, temos que

(ved)g ) =7(e(g™") =7([¢(9)] ") =~(6(9)) = (vo d)(g)

(Woy)(g") =v(g ™) =v(v(g) = (Wo)(g).
Ay

Pela proposigao 4.1.1, temos que A(¢poy) =1 o e A(yop)=Avyo(¢px o)

sao bihomomorfismos. m

Exemplo 4.1.5. Seja (R, +,-) um anel comutativo. Entao, (R,+) é um grupo
abeliano. Cometeremos o abuso de linguagem usual e iremos nos referir ao
“anel R” e ao “grupo abeliano R”. Considere a funcao A : R — R tal que
Ar)=r-r=r%Vre R. Entao, Vr,s € R,
ANy s) = AMr+s)— A1) — A(s)

= (r+s)?—r*-s

= (r+s)(r+s)—r?—s

= (PP 4rs+sr+s)—rt—s

= 2rs.

Dai, A\ é bilinear. De fato, Vr, s, r, 17, 8, 8 € R, temos que

ANy 415, 8) = 2(r +13)8 = 218 + 21,8 = AXN(1y, 8) + AX(1, 9)

AN, s 4 8) = 2r(s, + &) = 2rs, + 2rs, = AXN(r, s,) + AN(r, s,)

Além disso, temos que A é uma funcao quadratica. Com efeito, Vr € R, temos

que A(—r) = (—r)* = (=r)(~r) =% = A(r).

Observagao 4.1.6. Sejam G um grupo, H um grupo abeliano e ~ € H¢
uma fung¢ao quadratica. Assim, Ay : GXG — H ¢é um bihomomorfismo. Dai,
vQ? gl7 g27 A gnfh gn € G7 temos que

AY(Gi Go v Gua Gny 9) = AY(91,9) + AY(g,9) + - + AY(g01, 9) + AY(Gns 9)
= 2 A9 9).
Da mesma forma, Va,a,, a,, ..., a,,_,a,, € G, temos que

Av(a, ay-ay- -ty -a,) = Ay(a,a)+ Av(a,a,) + ... + Ay(a, a,.,) + Av(a,a,,)
- gle’y(C% aj) .
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Consequentemente, Vg, ..., g, G,..., a,, € G, temos que

n

AY(gy oo Gnyay e a,,) = ElA'y(gk, Ay« .ot Q)

= Zijl LiAW/(gka aj)}

k=

m o n

j=1k=1

Para todos a,g € G e todos n,m € N* usando essa tltima igualdade (colocando
A= =0G=..=0,,=0, € §=¢ =0 =..=0. =¢,), temos que

A,y(gn’am> = A’V(g1 et ln, Qg vl am)

Na notacgao multiplicativa, essa igualdade fica

Avy(g",a™) = [Ay(g,a)]"™ = {[Ay(g,a)]"}™

e podemos intercambiar todos os expoentes, para dentro e para fora dos parén-
teses, em qualquer um dos argumentos.

Voltemos a notagao multiplicativa por um momento. Sejam e, € G o
elemento neutro de G, e; € H o elemento neutro de H, g,a € G e r,s € Z. Se
r,s € N*, pelo paragrafo acima, Avy(g",a*) = {[Av(g,a)]"}*. Se s =0, entdo

Ay(g",a®) = Ay(g",a°) = Ay(g", eq) = ew = {[AY(g,a)]"}° = {[Ay(g.a)]"}* .

Se r =0, entao

Ay(g",a%) = Ay(g°,a°) = Ay(eq,a®) = ey = €, = {[Av(g,a)]°} = {[Av(g,a)]"}".

Se r>0 e s<0,entdao s= —|s|, com |s| > 0. Dai, pelo paragrafo acima,

Ay(g",a%) = A’V(g’" a"s')
= [M(g a‘s‘)}
= ({[Av(g.a) )

= {[Av(g,a)
= {[Av(g,a)

sl

I}
Iy
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Se r<0 e s>0,entdo r = —|r|, com |r| > 0. Dai, pelo paragrafo acima,
Avy(g",a®) = A’y( —Irl ,as)
T -1 S
= &y((") )

= [ay(" )]

{[Av(g,a)]" "}
= {[Ay(g, )]}
Se r<0 e s<0,entdo s=—|s| e r=—|r|,com |s| >0 e |r| > 0. Dai,

pelo paragrafo acima,
My(g"a®) = Ay(g M a™M)

= 29" (@) )

= [Aq <glr\’ (a|s|)1>]1
= {[Ay(g" a1
- [({[A’Y(Q, a)]"”|}|8|)*1}71

- [({wg,a)rl}r')"ﬂ‘l
_ <{ Ay(g,a |r|}| I)

{A’Y g,a r|} Is|
{[Av(g, )] 1

Portanto, Va, g € G, Vr,s € Z, temos que

Av(g", a”) = {[Ay(g,a)]"}* = [Ay(g,a)]"

e podemos intercambiar todos os expoentes, para dentro e para fora dos parénte-
ses, em qualquer um dos argumentos. Na notacao aditiva, Va, g € G, Vr,s € 7Z,
temos que

Av(g",a®) = s Ay(g,a) = rs Av(g,a)

e podemos intercambiar todos os coeficientes multiplicativos de Z, para dentro e
para fora dos parénteses, tornando-os expoentes, em qualquer um dos argumentos.
Em particular, Va, g € G, Vr € Z, temos que

Ay(g",a) =1 Av(g,a) = Ay(g,a").
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Um fato que pode ser mostrado facilmente pelo principio de inducao finita é
que, para todo n € N*, vale
n n(n+1)

Elj:l—l—Q—i—...—i—(n—l)—i—n: 5

Assim, Vn € N, se n > 2, entao n—12>1 e, portanto, n — 1 € N*. Assim,

nX_]lj: (n—1)[(n—1)+1] _ (n—l)n:nQ—n
j=1 2 2 2 '

n—1 n—1
Dai, 2- Elj = n?—n e obtemos n + (2- Elj> = n?. Vamos usar esse resultado
J= J=

na demonstragao do item (x) do teorema abaixo.

Teorema 4.1.7. Sejam G um grupo, H um grupo abeliano, e € G o elemento
neutro de G e v € H® uma funcio quadratica. Temos que

(i) Av(a,d) = ~(ab) —v(a) —(b), Va,b € G;
(i) A~y é bihomomorfismo;
(i) v(g7") =1(9), Vg € G;
(iv) ~(e) =0;
(v) v(abe) +~(a) +~(b) +v(c) = v(ab) + v(ac) + v(be), Va,b,c € G;
(vi) Se G é abeliano, entdo Ay é simétrica;
(vii) ~(¢%) =47(9). Vg € G;
(viii)) Av(g.9) =27(9), Vg € G;

(ix) Para todo n €N, se n > 2, entao, Vg, ..., g, € G, temos que
n n [i-1
a0 = £2000 + B [E8(00)] = 31000 + £ 890000
== Jj= =1 k k<j

(x) Paratodo n € Z, temos que ~v(g") =n*v(g), Vg € G;

(xi) Para todo n € N, se n > 2, entdo, Vg,,...,q, € G, Vr,...,1, € Z, temos
que

(xii) Suponha que G seja abeliano e que todo elemento g € G tenha ordem
finita o, € N. Se, (Vg € G)(3b € G)(g9 = 9,b =b%), entdo v = 0.

790+ S L?ln T M(gk,gj)] = Y17 v(g)+ 2 nry Av(g. 95)

I
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Demonstracao: Os itens (i), (ii) e (iii) s@o as defini¢oes. Os itens (iv) e (v)
foram mostrados no paragrafo acima da proposicao 4.1.4.

(vi) Usando a notagao multiplicativa original, como G e H sao grupos abe-
lianos, Va,b € G, temos que

Ay(a,b) = [y(®)] 7" - [v(a)] " - y(ab) = [y(a)] " - [y (b)) - y(ba) = Ay(b,a).

(vii) Para todo ¢ € G, usando os itens (iii), (iv) e (v) desse teorema
(colocando a=b=g e c=g '), temos que

Yg-9-9)+v9) +v9) +vg ) =g -9)+1(g-97")+v(g-97").

Assim, 7(g) +7(9) +7(9) +(9) = 7(g?) +v(e) +7(e) =(g°) + 0+ 0 = 1(g?)
e, portanto, y(g%) = 47(g).
(viii) Usando os itens (i) e (vii) desse teorema, temos que

Av(g,9) =7(g-9) —1(9) —1(9) =1(g*) —27(9) = 47(g9) —27(9) = 27(g).

(ix) Pelo item (i) desse teorema, para quaisquer g, g, € G, temos que

Y(gi-92) = Y(gi) +7v(92) + Av(g1, )
= 2709+ X A9 92)

2 2

= 29+ X L%M(gk,gj)} :

k=1 Jj=2

Assim, é verdadeira a sentenca abaixo
2 2 Jj—1
V91,9:€ G V(91 - 92) = X(g0) + X | B AY(90,9,) ] - ®

Seja um subconjunto k C N formado por todos os n € N tais que, se n > 2,
entdo, Vg, ..., 9, € G, temos que ¥(¢, - ... ¢,) = Eﬂ(gk) + EQ L%Ay(gk,gj)}

Por vacuidade, temos que 0,1 € k. Pela sentenca ® acima, temos que 2 € k.

Sejam m € k e suponha que m +1 > 2.

Se m 4+ 1 = 2, entao, como visto acima, m + 1 € k. Seja m +1 > 3.
Assim, m > 2. Como m € k e m > 2, entao, Vg, ...,q, € G, temos que

m m izl
G- gn) = Z(gs) + X [kZlAv(gk,gj)]- Sejam gy - ... G - G € G-

=2

Pelos itens (i) e (ii) e pela observagao anterior ao enunciado desse teorema,
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chamando h =(g; * .- * G * Gpa), t€MOS que

ho= (g G Guir)
= ’y((gl t. : gm) : gm+1)
= (G G) TV Gr) F V(G o G s Gi)

= { E1(g) + & {E A(9x, 9, } } +Y(G) LEIM(gk,gmﬂ)}

k=1

= :kﬁlfy(gk)] + Y (G) + Z { A (gk,gg)} lEA’V(gk,gmﬂ)]

-m+1

= kgﬂ(gk)] X {E AY(gr, 95 } 2 [EM(Qk,gJ)]

k=1

-'m+1 Jj—1

= _g_llv(gk)] + 5 [EM(Q’“M]

Como gy, Gy -y Gm € Gy SAO quaisquer, provamos que, se m + 1 > 2, entao

m+1 m+1 | j—1
V(G- o G Gr) = LElv(gk)} + X LEIA’y(gk,gj)], Y91, Gy Yra € G Ou

seja, mostramos que m + 1 € k.

Como m é arbitrario, pelo principio da indugao finita, segue que k = N, como
querfamos.

(x) Seja m € Z tal que n > 2. Para todo ¢ € G, pelos itens (viii) e
(ix) (colocando g = ¢, = g, = ... = g,.. = ¢,) e pelo pardgrafo imediatamente
anterior ao enunciado desse teorema, temos que

9" = V(g 9a)
= By(g) + é L@lAv(gk, gj)]

n n j—1
= g+ X LElAv(g, g)]

Portanto, mostramos que, Vn € Z, se n > 2, entao y(g") = n?~v(g), Vg € G.
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Seja. n € Z tal que n < —2. Entdo, n = —|n|, com |n| > 2. Usando
o item (iii) o que demonstramos logo acima nesse teorema, Vg € G, temos que
Wg") = (g) = 7((9‘"‘)_1> = y(g") = [nI>v(g) = n>4(g). Tambem,
Vg € G, v(g") = v(g) = 1- ( ) =12-7(9) e, Vg € G, usando o item (iii)
novamente, v(g~1) = v(g) = 1-v(g9) = (=1)% - y(g). Por fim, Vg € G, usando o
item (iv) desse teorema, v(g ) v(e)=0=0-7(g) = 0% ~(g).

(xi) Usando os itens (ix) e (x) e a observagao anterior ao enunciado desse
teorema, Vn € N, se n > 2, entao, Vg,,...,q9, € G, Vr,...,1, € Z, temos que

n [z . n n [i-1
Y(ggir) = B (gl J+E [ElAv(gz’Z“,gﬂ)} = Zn(g)+E LElm n Av(gk,gj)}-
(xii) Sejam e € G o elemento neutro de G e g € G. Entao, existe b€ G

tal que g = o,b. E claro que o,g = e. Pelo item (viii) e pela observacio anterior
a esse teorema, temos que

27(9) = Av(g,9) = Ay(g,0,b) = o, Av(g,b) = Av(0,9,b) = Av(e,;b) = 0.

Como ¢ é qualquer, segue que 27(g) =0, Vg € G. Seja g € G. Entao, existe
be G tal que g = o,b. Pelo que acabamos de mostrar, 2y(b) = 0. Se o, ¢ par,
entdo existe m € N tal que o, = 2m. Dai, pelo item (x) desse teorema,

1(9) = (0,b) = 7(2mb) = (2m)* 4(b) = 4m* y(b) = 2m*[2(b)] = 2m* - 0 = 0

Como g é arbitrario, mostramos que todo elemento g € G de ordem par satisfaz
v(g) = 0. Seja g € G de ordem impar. Entao, o,g = e, o, € impar e 2+(g) = 0.
Dai, existe m € N tal que o, = 2m + 1. Usando novamente o item (x) desse
teorema, ficamos com

0 = ~(e)
= 7(9,9)
= fy((Qm + 1)9)
= (2m+1)*4(g)
= (4m2 +4m +1)7v(g)
= 4m?5(g) +4m~(g) + 17(9)
= 2m”[27(g)] + 2m[27(9)] + ~(9)
= 2m*-0+2m -0+ 7(g)
= 04+0+9(g)
= 7(9)-

Portanto, v(g) =0, Vg € G. Logo, v =0. m
No enunciado do teorema 4.1.7 acima, sera importante estabelecer a notacao

no caso do dominio da fungao quadratica ser um grupo abeliano. Usaremos a
notacao aditiva.
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Teorema 4.1.8. Sejam A e H grupos abelianos e v € HY uma funcao qua-
dratica. Temos que

(i) Av(a,0) =~(a+b) —v(a) =(b), Ya, b € A;
(ii) Ay ¢é uma fungdo bilinear simétrica;
(iii) ~(—a)

gl (a), Va € A;
(iv) ~(0) = 0;

gl

ol

(v)
(vi)
(vil) Av(a,a) =2~v(a), Ya € A;

a+b+c)+vy(a)+v(b)+v(c) =v(a+b)+~y(a+c)+v(b+c), Va, b, c € A
2a) = 4~(a), Va € A;

viii) Para todo n € N, se n > 2, entao, Va,,...,a, € A, temos que

(viii) , : q

7( ) ak) = ka'y(ak) + X {E Avy(a, aj)} = Z'Y(ak) + U Avy(a, ) ;
= = j=2 | k=1 k k<j

(ix) Para todo n € Z, temos que vy(na) =n*v(a), Va € 4;

(x) Para todo n € N, se n > 2, entdo, Va,,...,a, € A, Vr,...,1, € Z, temos
que

’Y(,Elrk ak) = kgrg ’Y(Cbk)+j§2 L;lrk 1 A (a, aj)l = e ’Y(ak>+k§j"”k 1 Ay(a, ;) ;

(xi) Se todo elemento a € A tem ordem finita o, € N e se, Va € A, existe
be A tal que a=o0,b, entao v=0.

4.2 Grupos quadraticos universais

Definicao 4.2.1. Sejam A e I' grupos abelianos e v : A — ' uma fungao
quadrética. Dizemos que “I' é um grupo quadrdtico universal para A com <" se,
e somente se, para todo grupo abeliano B e toda funcao quadratica ¢ : A — B,
existe um unico homomorfismo f:I' — B tal que fo~y =4, isto é, tal que o

diagrama abaixo comuta:

A—s

N

B
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Teorema 4.2.2. Sejam A e I' grupos abelianos e v : A — I' uma fungao
quadrética tais que I' é um grupo quadrético universal para A com ~. Entao,

(im(v)) =T

Demonstracao: Sejam K = (im(v)) < I, i : K — I' a inclusao e
d:A— K tal que d(a) =~(a), Ya € A. Temos que im(i) = dom(i) = K, que
K ¢é abeliano e que 0 e v sao a mesma fungao, mas dao origem a morfismos de
conjuntos possivelmente distintos, dependendo de serem iguais ou distintos seus
codominios. Também, temos que 706 = . Como ¢ e v sao a mesma fungao,
é claro que 0 também é uma funcao quadratica. Por hipdtese, existe um tnico
homomorfismo f:I'— K tal que fo~ =4, ou seja, tal que o diagrama abaixo

comuta:
A—1-T

RN

K

Como 7 e f sao homomorfismos, segue que ¢o f : I' — I' também é um
homomorfismo. Além disso, id- : I' — I' é claramente um homomorfismo.
Ficamos com o diagrama abaixo:

A>T

F

E imediato que id, oy = ~. Além disso, temos que
(iof)oy=io(foy)=iod=1r.

Por hipotese novamente (unicidade), segue que iof = id.. Como id. é sobrejetora
em I', temos que i é sobrejetora em I' e, portanto, K =im(i) =1. m

Corolario 4.2.3. Sejam A, I'; e I'y grupos abelianos e v € I'!NT%' uma funcio
taisque v: A—T7 e v: A —T'y sao fungoes quadraticas e ambos I'; e I'y s@o
grupos quadraticos universais para A com ~. Entao, ' = I's.

Demonstragao: I'; = (im(v)) =15 =

Seja A um grupo abeliano. Pelo corolario anterior, se existe algum grupo
abeliano I' e alguma fungao ~v: A — ' tais que v é uma funcao quadratica e I' é
um grupo quadratico universal para A com ~, entao I' é o tinico grupo quadratico
universal para A com 7. Nesse caso, iremos denotar o grupo I' por “I'}”. Se a
funcao quadratica estiver subentendida, denotaremos I'}; simplesmente por “I",”,
por “I'(A)” ou por “I"'A”.
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Pelo item (xi) do teorema 4.1.8, se todo elemento a € A tem ordem finita
0, €N ese, Vae A, existe be A tal que a =o0,b, entao v = 0. Dai, se existe
o grupo quadratico universal I'}, entdo I'} = (im(y)) = 0.

Um exemplo para o paragrafo acima é o grupo trivial A = 0. Vamos mostrar
que existe um grupo abeliano I' e uma funcao quadratica v : A — I' tal que
I' =T7%. Tome I' 2 0, que é abeliano. A funcdo nula v =0: A — ' é
quadratica, como ja mostramos. Seja B um grupo abelianoe 0 : A — B uma
fungao quadratica. Como A =0 e 6(0) = 0, temos que § = 0. O unico elemento
de Hom(T', B) ¢ o homomorfismo nulo 0: T — B. E claro que 0oy =0 = 4.
Como B e § sao quaisquer, temos que I} =T = 0.

Vale ressaltar que, no aspecto conjuntista, como existem infinitos conjuntos,
também existem infinitos grupos triviais. No paragrafo acima, consideramos um
especifico grupo trivial A e mostramos que qualquer outro grupo trivial 0 é um
grupo quadratico universal para A, cada um com sua respectiva fungao nula
A — 0, que é quadratica. No aspecto de estrutura algébrica, todos sao o mesmo:
o grupo trivial. Esse resultado é geral.

Teorema 4.2.4. Sejam A e I' grupos abelianos e v : A — I' uma fungao
quadratica tais que I' =1",. Temos que

(i) Se K é um grupo isomorfo a I', em que f:T' — K é um isomorfismo,
entdo K é abeliano, fovy: A — K ¢ uma funcao quadratica e K =TI ;

(i) Se K é um grupo abeliano e ¢ : A — K é uma fungao quadratica tais
que K =T%, entao K =TI e, além disso, existe um tnico isomorfismo
f:T'— K tal que 0 = f o, isto é, tal que o diagrama abaixo comuta:

AT

N

K

Em simbolos:
(i) FZ—;>K — K =TI%":

(i) [If: Ty —=Ta](0=fon);
(iii) T =T .
O item (iii) acima é uma particularizacao do item (ii) e diz respeito & unici-

dade da estrutura do grupo quadrético universal, que é independente da fungao
quadrética e depende somente do grupo abeliano A.

Demonstracao: (i) E claro que K é abeliano. Pela proposicio 4.1.4, temos
que fo~vy:A — K ¢éuma fungao quadréatica. Sejam M um grupo abeliano e
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0 : A — M uma fungao quadratica. Por hipétese, existe um tinico homomorfismo
p:I' > M tal que poy=9.

f
AL . T—=—K
T

©
5 M

Como f':K =T e ¢ :I — M siao homomorfismos, segue que
Y=po ft: K — M também é homomorfismo. Temos que

bo(foy)=(pofo(foy)=po(flofloy=goidoy=poy=34.

Seja p: K — M homomorfismo tal que po (fo~y)=9. Dai, uof:I' = M
¢ um homomorfismo tal que (po f)oy = po(foy)=24. Pela unicidade de ¢,
devemos ter ¢ = po f. Assim, = p o f~! = 1. Dessa forma, existe um tnico
homomorfismo ¢ : K — M tal que ¢ o (fo~) =74, isto é, tal que o diagrama
abaixo comuta:

AL K

RN

M

Como M e § sao arbitréarios, concluimos que K =TI%.
(ii) Pelas hipoteses, existem homomorfismos o : ' = K e f: K — T tais
que aoy=9 e fod=r.

AT.T

ot

Temos que foa:I' =>1 e aof: K — K sao homomorfismos e, obviamente,
ide: ' =T e ids : K — K também sao homomorfismos. Claro que id.oy =1y
e que idgod =J.

A ALK

r
Q lﬁoa Q(jta()ﬁ
¥ r 5 K

Temos que (foa)oy = fo(aoy)=LFod =+ e, portanto, foa = id.. Também,
(dof)od=ao(fod) =aoy =27 e, assim, oo [§ = id. Dessa forma, o e
sao isomorfismos, com 3 = a~!. Ficamos com K =~T.

Para satisfazer o enunciado, tome f = a. Assim, f: ' — K & um isomor-
fismo tal que 6 = ooy = fovy. Seja p:[' — K um isomorfismo tal que
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d=pon.

A—2-T
W
5 K

Como I' é o grupo quadratico universal para A com ~, § ¢ uma funcao quadratica
e f,u: T — K sao homomorfismos tais que fo~y =0 = po~, entao, por
defini¢ao (unicidade), temos que u = f.

Logo, existe um tunico isomorfismo f:I'— K talque 6 = fo~vy. =

Observagao 4.2.5. Sejam A e I' grupos abelianos, Aut(I') o grupo dos
automorfismos de I' e v: A — ' uma funcao quadrética tais que I' é o grupo
quadratico universal para A com 7. Pelo item (i) acima, temos que I' também é
o grupo quadratico universal para A com fo~, Vf € Aut(I'). Em simbolos:

I =T Vf e Aut(T).

Ademais, para toda outra funcao quadratica 0 : A — I' tais que I' =T, pelo
item (ii), existe um tunico f € Aut(I') tal que 6 = fon.

Sejam A e I' grupos abelianos e um conjunto V) formado por todas as
fungoes quadraticas v: A — I' tais que ' =1". E imediato que

vyEVan <— I'=17.

Vamos denotar temporariamente V = Vur e seja uma fungao
F: Aut(T) — (TYHY tal que [F(f)](y) = for, ¥y € V. Seja f € Aut(T).
Temos que F(f) é da forma F(f) : V — I'. Pela observagao acima, ficamos
com [F(f)](y)=foyeV,VyeV. Assim, im(F(f)) CV e segue que F(f) é
da forma F(f):V — V. Portanto, F(f) € VV,Vf € Aut(T). Seja f € Aut(T).
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Como f~! e Aut(T), Vy € V, temos que
[E(f) e F(HI() = [FFHIFWDI))

= [ o(feor)

= (flof)on

= id- o7y

= v

- Z'd\/(r)/)

=7

= id-o7

= (fof)on

= fo(f o)

= [F(NIF o)

= [FOIFS D)
= [F(f)o F(f7)](7).

Assim, F(f™') o F(f) = id, = F(f) o F(f~') e, portanto, F(f) é bijetora
e [F(H]™' = F(f7'). Como f é qualquer, temos que F(f) € Sym(V),
Vf € Aut(T'). Dai, im(F) C Sym(V) e F é da forma F : Aut(I') — Sym(V).
Sejam  fi, f, € Aut(I"). Temos que, Vv € V|

[F(fio £)I(v) = (f1 fz)o

= fie(kon)
= Lo {lF(RI()}
= [ (WIFAI]))
= [F(£) o F(R)I(O)-

Entao, F(fiof,) = F(f))oF(f), Vf, f € Aut(I"). Dessa forma, F' ¢ um homomor-
fismo de Aut(I') em Sym(V'), ou seja, F' é uma agao de Aut(I') em V = V.

Seja v € V. Pela observacao acima, para cada 0 € V, existe um tnico
f € Aut(T") tal que § = fo~y =[F(f)](7). Decorre disso que a o6rbita de 7 pela
acao F' é o conjunto todo V = V.

Por essas consideragoes, concluimos que, se Var # @, entdao F' é uma agao
regular (livre e transitiva) e, portanto, fiel. Consequentemente, se Viar # O,
entdo |Aut(I')| = [Viar| e também, Vy € T4 temos que v € Var se, e
somente se, Viar = {foyeT? : fe Au()}.

Logo, o conjunto Var esta totalmente determinado pelo conjunto Aut(T")
da seguinte forma: para todo v € I'4, sdo equivalentes:

o I'=T17;
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e & V(A,r);

e Vun ={foyel" : feAut(T)}.

4.3 Existéncia dos grupos quadraticos universais

Sejam A um grupo abeliano, F, o grupo livre sobre o conjunto A com a
funcao i, : A — F,, os conjuntos Y; = {z’o(a) ig(—a)]Tt € Ey : a € A},
Y, = {io(a—i—b—i—c)-[io(b—i—c)]_l-[io(a—i-c)]_l~[io(a—i—b)]_l-io(a)-io(b)~i0(c) €F, : abce A},
Y =Y1UY; e (Y), =n{N € p(F,) : Y C N<FE,} o fecho normal de Y
em F,. Entdo, i, ¢ injetora e Y C (Y), < F,. Sejam também TI'y = F,/(Y),,
Do : Fy — Ty a projecao candnica e vy, = p, 04, : A — I'g. Dessa forma, p, é um
epimorfismo e py(w) =w- (Y), = (Y), -w, Vw € F,.

Seja e € Ty o elemento neutro de I'y. Entao, e = (Y),. Temos que
io(a+b+c)-[ig(b+c)] 7t [ig(a+c)] ™t [io(a+b)] 7t ig(a) io(b) -in(c) € Yo C Y C (Y), .
Assim, o(a + b+ ¢) - [10(b + O]+ o+ A7+ [ola+ b)) - (@) - 70(6) - 70(e) =
= (pooio)(a+b+c)- [(pooio)(bJrC)}_1 [(pocio)(a+tc)] =t [(pooio)(a+b)] (pomo)(a) (pooio)(b)-(pooio)(c) =
=po(io(a+b+0)) - [poio(b+ )] " - [po(io(a+ )] " - [po(io(a + )] " - po(io(a)) - po(io(b)) - po(io(e)) =
=po(io(a+b+c)) - po(fio(d+ )] =) - po(fio(a+ )] ~") - po(fio(a + b)) - poio(a)) - po(io(b)) - po(io(c)) =
[

:p0(¢0<a+b+c). io(b+ )] - [io(a + )] [io(a + b)] ™1 - i) - io(b) - i (c )) —
o

= {ig(a+b+c) - [ig(b+c)] 7" [io(at )] [io(a+b)] 7! +ig(a) -ig(b) -ig(c) } - (V) =
= (Y)y = e, Va,b,c € A. Dai, pela proposicao 4.1.2, temos que (im(y,)) ¢
abeliano e que A7y, é um bihomomorfismo. E claro que (tm(7,) I'y. Como

Do - Fy — I’y é um epimorfismo, temos que

) <

Lo = im(po) = po[F4] = pol(im(in))] C (polim(io)]) = (im(p, 0 in)) = (im(%0)) -

Dai, T'y = (im(y,)) ¢é abeliano.
Também, Va € A, temos que i,(a) - [i,(—a)]™' € Y1 CY C (Y), e, portanto,

Yo(a) = (pooiy)(a)

Dai, 7, : A — I'y é uma fung¢ao quadratica.
Sejam B um grupo abeliano e § : A — B uma fun¢do quadratica. Portanto,

Va € A, temos que d(a) = d(—a), isto ¢, §(a) —d(—a) = 0. Também, Va,b,c € A,



4.3. EXISTENCIA DOS GRUPOS QUADRATICOS UNIVERSAIS 177

da+b+c)—0d(b+c)—d(a+c)—d(a+b)+d(a)+0(b)+d(c) =0. Como F,
é um objeto livre sobre A com i, : A — F,, existe um tnico homomorfismo
f:E, — B talque foi,=2.

AL R

fly) = [flio(a)-[i

Il
o =

=9
=0
e, portanto, y € ker(f). Como y é qualquer, ficamos com Y; C ker(f). Seja
y € Ys. Entao, existem a,b,c € A tais que

y=rio(a+b+c) [ig(b+c)] " ligla+c)] " [ig(a+ )" -dg(a) - i(b) - dg(c) .

Assim, £(3) = £ (iola+b+ o b+ lila-- O] ot B)] 10 (a)-i()-i0(c)) =
= flio(a+b+c) + f(liob+ )] ™") + f(lio(a+ )] 7") + f([io(a+ )] 7") + f(io(a)) + f(io(b)) + f(io(c)) =
= f(io(a+b+c)) —f(io(b‘FC)) _f(io(a‘FC)) _f(io(a“‘b)) —|—f(i0(a)) “'f(io(b)) —|—f(i0(c)) =
= (foio)lat+b+c)—(foio)(b+c)—(foio)(atc)—(foio)(a+b)+ (foio)(a)+ (foio)(b) + (foio)(c) =
=d0(a+b+c)—d(b+c)—d(a+c)—d(a+b)+d(a)+0(b) +d(c) =0 e, assim,
y € ker(f). Como y ¢ arbitrario, temos que Y, C ker(f). Portanto, ficamos com
Y =Y, UY, C ker(f) < F,. Dessa forma, (Y), C ker(f). Portanto, temos que
(Y), <ker(f)<F,. Pelo teorema do isomorfismo, existe um tnico homomorfismo
h:Ty— B tal que hop,=f.

Ficamos com ho~,=ho (p,0i,) = (hop,) oi, = foi,=0.

WA

B
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Seja a : 'y — B um homomorfismo tal que « o~, = J. Entao,
d = aoy, = ao(p,oi,) = (xopy)oi, Pela unicidade de f, temos que
a o p, = f. Pela unicidade de h, ficamos com « = h. Portanto, existe um tnico
homomorfismo h : I'y — B tal que ho~, = §, ou seja, tal que o diagrama
abaixo comuta:

ALFO

N

B

Como I'y é abeliano e B e § sdo arbitréarios, temos que F,/(Y), =Ty =T} éo
grupo quadrético universal para A com ~,. Iremos denotar esse grupo quadrético
universal F,/(Y), =Ty =TI} por “I'9".

Pela construgao acima, temos que 7, € Vr,. Dessa forma, ficamos com
Viary # @. Dai, a acdo Fy : Aut(T'y) — Sym(Viary ), definida analogamente
como na segao anterior, ¢ uma agao regular (livre e transitiva) e, portanto, fiel.
Segue que |Aut(Ty)| = [Viary| e que, ¥y € (I'g)4, temos que v € Viar)
se, e somente se, Var, = {f oy € (ITy)*: f € Aut(Fo)}. Em particular,
Viary = {f 0y, € (FO)A : fe Aut(FO)}.

Acabamos de mostrar que, dado um grupo abeliano A, sempre existe algum
grupo abeliano I' e alguma fungao quadratica v: A — ' tais que I' =T17. Esse
¢ o teorema de existéncia do grupo quadratico universal.

Agora sim, pelo item (xi) do teorema 4.1.8, para todo grupo abeliano A,
podemos dizer que, se todo elemento a € A tem ordem finita o, € N e se,
Va € A, existe b€ A tal que a =o0,b, entao I} = 0.

Exemplo 4.3.1. Considere o grupo aditivo dos racionais Q. Entao, Z <1Q, pois
Q é abeliano. Seja Q; o grupo dos racionais modulo 1, isto é, Q; = Q/Z. Para
cada r € Q, denotamos r+7Z por “7”. Dessa forma, o elemento neutro de Q; é
Z=0+7Z=0=n=n+7Z,Vn € Z. Temos que Q; ¢ um grupo abeliano infinito.
Mais especificamente, considerando J = [0,1] C R o intervalo unitéario real,
fechado em zero e aberto em um, segue que, Vr € Q, existe um tnico s € JNQ
tal que 7=35. Dai, |Q| =|JNQ| =|Q| = |N| = 8,. Para cada a € Q, existe
reJNQ tal que a =r+7Z = r. Dai, existem n € Z e m € N* tais que
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r=>2,com 0<r="<1 ouseja 0 <n<m. Assim, temos que

3=

a:TXn)(r

INNgE

Dai, 0o, € N*. Portanto, todo elemento de Q; tem ordem finita. Seja a € Qq,
com ordem o, € N*. Novamente, como mostramos, existem n,m € N tais que
a="+17,com 0<n<m. Dai, (%Lm)—i-ZE@l e

Oa [(oanm) +Z} = El [(O:m) +Z} = <]-§10anm> +Z = (Oa oanm) +Z = (%) +Z =a.
Dessa forma, para todo grupo abeliano I' e toda funcao quadrética v :Q; — T,
temos que v = 0. Logo, I'y, = 0.

Para cada grupo abeliano A, seja um conjunto (), formado por todos os
grupos quadraticos universais de A com alguma funcao quadratica. Isto é, para
todo grupo abeliano I', temos que I' € @, se, e somente se, Var # &, isto é, se,
e somente se, existe algum ~ € V), que, por sua vez, acontece se, e somente
se, I' = I'}. Nessas ultimas paginas mostramos que, para todo grupo abeliano A,
temos @Q, # &, pois 'Y € Q..

Considere a categoria Ab dos grupos abelianos e homomorfismos. Como
usual, dividimos o conjunto de todos os grupos abelianos em classes de iso-
morfismo e obtemos o conjunto quociente, Obj(Ab)/%’ , de Obj(Ab) pela re-
lacao de equivaléncia, =, de isomorfismo de grupos. Para cada grupo abeliano
A € Obj(Ab), vamos denotar por “[A]” a classe de equivaléncia de A com respeito
a relacdo de equivaléncia =, isto ¢, [A] € Obj(Ab)/= & a classe de isomorfismo
de A.

Seja A um grupo abeliano. Pelo item (i) do teorema 4.2.4, se existe ' € Q,,
entdo [I'] C Q4. O item (ii) do mesmo teorema afirma que Q, C [I'], VI' € Q,.
Portanto, sempre temos que @, = [[], VI' € Q,. Acima, mostramos que
'Y € Qu. Logo, ficamos com @, = [I'%]. Em termos de estrutura algébrica
(classes de isomorfismo), todos os grupos quadréticos universais de ), sao os
mesmos. Por isso, é usual dizermos que o grupo quadratico universal de A é 'Y,

tinico, a menos de isomorfismo.
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Sejam A e I' grupos abelianos e v : A — I' uma funcao quadratica tais que
I' =T7. Assim, I' = (im(y)). Dai, para todo x € I', existem z,,...,z, € im(y)

e n,.,rn,€7Z taisque r=nrx +..+nrx = _ilrj x;, para algum n € N*.
iz
Dai, existem a,,...,a, € A tais que z; = 7v(q), Vj € {1,...,n}. Logo,
v =r7(a)+ ... +r.v(a,) = Xr;7(q), para algum n € N*.
iz

Exemplo 4.3.2. Sejam R um anel comutativo e denotemos também por R
seu grupo abeliano associado. Seja I' um grupo abeliano e v : R — I' uma
funcao quadratica tal que I' = I';. Considere a fungao quadréatica A : R — R
do exemplo 4.1.5. Assim, A(r) = 7%, ¥r € R. Por defini¢do, existe um tnico
homomorfismo ¢ : I, =+ R tal que povy=A\.

A l“”
R

Dessa forma, Vr € R, temos que ¢(v(r)) = (pov)(r) = A(r) = 7% Pelo
pardgrafo acima, Vo € I'}, existem rn,...,1, € R e c¢,...,c, € Z tais que

x = é}lcj v(r;), para algum n € N*. Assim,

plr) = w(ﬁcjv(n-))

-

I
<.

I M=
o
=

[N}

Exemplo 4.3.3. Seja R = Q o anel dos ntimeros racionais no contexto do
exemplo 4.3.2 acima. Defina uma fungao f:Q — I'} tal que f(g) = pqy(%),
Vp € Z, Vq € Z*. Assim, Vr,s € Q, existem n,p € Z e m,q € Z* tais que
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r =

Sl

e s= 2. Dal,
m

flr+s)

1G+5)
F(E)

(pm +ng)gm (o)
(pgm® +nma®) v ()

pam® (o) +nma® ()
pay(mo) +nmy(g,,

pav(z) +nma(;;)

= f) G
= f(r)+(s).

Portanto, f é um homomorfismo. Temos que, Vp € Z, Vq € Z*,

(eo () = o(r(®))

Assim, o f =id,. Também, Vr € Q, existem p € Z e q € Z* tais que r =

e, portanto,

(foX)(r) = f(Ar))
f

181
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Dessa forma, temos que f o A = . Vamos denotar a fun¢ao identidade de
'y por “id.”. E claro que I'}y é abeliano, que id. é um homomorfismo e que
td, oy = . Como f e ¢ sao homomorfismos, entao fo: Iy = I') também é
um homomorfismo. Temos que (fogp)oy=fo(poy)=fol=1.

Q—=Ty

UHW
Y F&

Por unicidade, ficamos com f oy = id.. Dai, ¢ e f sao isomorfismos, com
-1 _ v
¢~ = f. Logo, I'}, = Q.

4.4 O funtor quadratico universal
Sejam A, B, I' e A grupos abelianos, f : A — B um homomorfismo, v € Viar)
e A€ Vsn,ouseja, ' =T1% e A =T%. Pela proposicao 4.1.4, temos que

Ao f: A— A éuma funcao quadratica. Pela definicao do grupo quadratico
universal, existe um tinico homomorfismo ¢ :I' = A tal que oy =MXo f.

vy
D

<L:B
< ’1
AS)

Sy
>

—_—
A

Vamos denotar o homomorfismo ¢ por “I'}?*”, por “I'}(f)” ou por “I'} f” e o cha-
mamos de “o homomorfismo induzido de f nos grupos quadraticos universais”.
Se as fungoes quadraticas de A e B estiverem subentendidas, denotaremos I'}*
por “I'(f)” ou por “I"f”.

Portanto, dados A e B grupos abelianos, com grupos quadraticos universais
Iy e I'y, com as funcoes quadraticas ~v: A — I e A : B — I'}, respectiva-
mente, e um homomorfismo f : A — B, entao existe um tnico homomorfismo
['P:Ty =Ty talque I''oy=XAo f.

Dizendo de outra maneira, todo diagrama da forma

A—Lo1
f

no qual v e A sao fungoes quadraticas, pode ser completado para um quadrado
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comutativo:

Seja x € I'}.

[ (@)

Assim, ¢é facil ver que,
[ : T — 'y ésobrejetora.

ern,.,rncZ taisque y = 531
i=

183

A—1s1,

[

Entao, existem a,,...,a, € A e n,..,1, € Z tais que

r=nry(a)+..+1a,) = J_grj v(a;), para algum n € N*. Dai, temos que

Iy (27} ’Y(aa‘))

JZ:%F? (Tj V(Gj))

se f A — B & sobrejetora, entao
De fato, seja y € I'}y. Assim, existem b,,...,b, € B

r; A(b,), para algum n € N*. Como f é sobrejetora,

existem ay,...,a,€ A tais que b, = f(q;), V7 € {1,...,n}. Dali,

Y

(f(a))

a;

Como y é qualquer, temos que im(I'}*) C I'y. Logo, I'y = im(I'}*) e, portanto,

'} é sobrejetora.

Observagao 4.4.1. Sejam A, B e C grupos abelianos, com grupos quadraticos
universais 1, I'y e ', com funcoes quadraticas v: A = 1%, 0: B —>T9% e
A C — I'y, respectivamente. Sejam também homomorfismos o : A — B e
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B:B—C. Dai, foa: A — C também é um homomorfismo. Pelo paragrafo
anterior, existem tnicos homomorfismos T2’ : T} — T4, T : T4 — T2 e
[, :Th =T taisque ['oy=doq, I od=Xof e I'la,oy=Ao(Boa).
Mas, I'?* o T2’ : Ty — 'Y também é um homomorfismo tal que

(TP oT¥)oy = T o (T2 oy)
— Tpo(oa)
= (I'Y0d)oa
= (AoB)oa
= Ao(foa).

A—117

N

Boa B _o. | KR r oA oY

Boa
1,
C 2T

Portanto, pela unicidade de T'},,, ficamos com T}, = T3 o T%’.

Observagao 4.4.2. Sejam A, I'; e I'y grupos abelianos e v, : A — '} e
v, : A — I's funcoes quadraticas tais que I'y =T} e I'; =172, Considere o
homomorfismo identidade id, : A — A. Pelo item (ii) do teorema 4.2.4, existe um
tnico isomorfismo ¢ : 'y — I'y tal que 7o, =,. Pelas consideragoes iniciais,

existe um tnico homomorfismo I';;? : 'y — 'y tal que 17, oy, =, 0id,.

A A
3 . Y17
ldAL leridlAQ
72
A—~T3
E claro que 707, = v, = 7, 0id,. Dai, pela unicidade de I7;?, temos que
i = I}, Assim, podemos reenunciar o item (ii) do teorema 4.2.4 da seguinte

maneira: sejam A, I'1 e 'y grupos abelianos e v : A - 17 e v : A — I
fungoes quadraticas tais que I'y = I')}! e I's = I')?. Entao, o homomorfismo

[7,2 : I} — I} € um isomorfismo e, além disso, é o tnico isomorfismo de I'}}
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Y172
idg

em ['}? tal que v, = y,0id, = I']}? o,, isto é, tal que o tridngulo abaixo comuta:

71
L'

/
Y172
Tia,
X

2
I

A

Em particular, se v, =, =7, entao I'y =1 =1 e

I =I5 =id. € Aut(T).

idy idy

Para cada grupo abeliano A, considere a func¢ao quadratica v, = p, 04, e
o grupo quadratico universal I'o = F,/(Y), = I'? = I'% construidos na segao
anterior. Sejam fungdes [} : Obj(Ab) — Obj(Ab) e T2%: Mor(Ab) — Mor(Ab)
tais que [(A) =T =19, VA € Obj(Ab), e T2(f) = T} € Homap(To, Ao),
Vf € Homap(A, B), em que v, : A — [y é a fungdo quadratica construida de
modo que I'o =T e A, : B— Ay ¢é a funcao quadratica construida de modo

A

que Ay =T7%.

Teorema 4.4.3. Seja [y = ([}, I3), como definidos acima. Entao, [y ¢ um
funtor covariante o : Ab — Ab.

Demonstracao: Para todos A, B € Obj(Ab) e todo f € Homaw(A, B),
note que Tg(f) =T € Homap(I'X, ) = Homap (T§(A), T§(B)).

Sejam A, B e C grupos abelianos, com fungoes quadraticas -,, 0, € A, €
grupos quadréticos universais I, I'?? e I'2?, respectivamente, como construidos
na secao anterior. Dai, [§(A) = T, T}(B) = TI'Y e T[(C) = I'?’. Sejam
também o € Homap(A, B) e [ € Homap(B,C). Pela observacgao 4.4.1, temos
que Mg(Boa)=T30 =T oI = [[3(8)] o [[(a)].

Sejam A € Obj(Ab), com funcdo quadratica v, e grupo quadratico universal
[ =T, como construidos na segdao anterior. Dai, [{(A) = T')?. Sejam também
idy € Homap(A, A) e id- € Homap(I',T') 0s homomorfismos identidades. Pela
observagao 4.4.2, temos que [§(id,) = T79° = id. = Zdr}’ = idri(yy. W

Como é usual, denotamos [(A) por “[4(A)”, por “I'y A”, por “T'y(A)” ou por
“T'p A” e denotamos TZ(f) por “To(f)”, por “Ty f”, por “Ty(f)” ou por “Ty f7,
VA € Obj(Ab), Vf € Mor(Ab).

Sejam A e B grupos tais que A é abeliano e A = B. Assim, B é abeliano e
existe «: A — B isomorfismo. Dessa forma, temos que [g(a) : To(A) — To(B)
¢ um isomorfismo e, portanto, [o(A) = Iy(B). Se 7, ¢ a fungdo quadratica
construida para A tal que Ty(A) =T e &, é a fungdo quadratica construida
para B tal que [o(B) =T}, entdo T =Ty.
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Observagao 4.4.4. Sejam A, B, 'y, I'y, Q; e €2y grupos abelianos, 7, : A — I’y
Yo : A= To, w : B — Q e w: B —  fungoes quadraticas tais que
=10, Ty =12, Q =13 e Qy =T1%. Seja também f : A — B um
homomorfismo. Assim, existem tnicos homomorfismos ¢, =I'}*" : 'y = ) e
¢, =177 Ty = Qs taisque ¢, 07, =wof e ¢,07 =w,0f. Pela observagao
4.4.2, existem tnicos isomorfismos i =17, : 'y =Ty e j =177 :0; — Q
tais que 1oy, =7, € jow =w,.

!

T

A n r,—=Q “1 B

S foe

F2TQ>Q2

Nessas hipoteses, o quadrado central comuta:

F'Ylwl
Y1 w1
Iy ——T7%

| |
el
[P ol =102 oI,

Vejamos. Pela proposigao 4.1.4, temos que w, o f : A — Qs é uma fungao
quadratica. Dai, pela definicao do grupo quadratico universal, existe um tnico
homomorfismo v : 'y — €y tal que oy, =w, o f, isto é, tal que o diagrama
abaixo comuta:

Aoy

N

0y
Por outro lado, temos que jo¢, : I'y = 2y e ¢,0i: 'y — s sao homomorfismos
e satisfazem (jog,)oy, =jo(p,om) =jo(wof)=(jow)of=wof e
(p,0i)0y, =¢,0(ioy) =¢,07 =uw o f. Pela unicidade de 9, ficamos com
jo o =1 =6,0i

A observacao acima diz que, na categoria de flechas Ab~, os objetos
Y )
e I € Obj(Ab”)  sao isomorfos, I'}'** = I'}**2 com isomorfismo
S N Y172 wiw2) ., TVYiwr = Y2w2
(27]) - (FidA 7FidB ) . Ff Ff °
Na conclusao da observacao acima, temos uma féormula

T2w2 __ Twiw2 V1wl Y172\ —1
[P =152 oI o (IN1%) .
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4.5 Propriedades

Seja J um conjunto. Como estamos admitindo o axioma da escolha, equiva-
lentemente temos o teorema de Zermelo da boa-ordenacao. Assim, existe alguma
boa-ordem “ <” para J que, em particular, ¢ uma ordem total. Como usual,
definimos a relagao de ordem estrita introduzindo o simbolo “ <” de modo que,
Vi,j € J, temos i < j se, e somente se, i < j e i # j. Chamamos de “o bloco
triangular inferior de J” o conjunto D, = {(i,7) € JxJ : i < j}. Se J & finito,
entdo D, também ¢ finito. Especificamente, se |J| € {0,1}, entao D, = @ e, se
|J| =n € N*, entao |D,| = @ eN.

Seja K um grupo abeliano livre. Lembremos que uma base livre para K é
um elemento minimal do conjunto de todos os subconjuntos de K que geram K.
Nesse caso sao equivalentes:

e S C K éuma base livre para K;

e (S) = K e S é linearmente independente, isto é, Vr,...r, € Z,
Vs, .y 8, € 5, se s, ..., 8, sao distintos e é]lrk s, = 0, entao 1, = 0,
Vk e {1,...,n};

e Paratodo k € K, se k # 0, entao existem dnicos 7,,...,7, € Z* e Unicos
Si,...,8, €S distintos tais que k = g]lrk S .

Teorema 4.5.1. Sejam A e I' grupos abelianos e v : A — I' uma fungao
quadréatica tal que I' =17. Sejam também J um conjunto totalmente ordenado
e D, seu bloco triangular inferior. Se JN D, =& e A é o grupo abeliano livre
sobre J com a funcao p:J — A, entao '} é o grupo abeliano livre sobre JU D,
com a fun¢ado (yopu)U[Avyo (uxp)lp,]:JUD, = I'y. Desse modo, o conjunto
im(yop) U Ay[(pxp)[D)]] & uma base livre para I'}.

Demonstragao: Sejam B o grupo abeliano livre sobre JUD, com a fungao
v:JUD, = B e considere as fungoes you:J — ', 7= (uxu)|p, : D, = AxA
e Ayor: D, = I. Dal, Ay[(pxp)[D,]] = im(Ayor7). Como JND, =2,
entdo o conjunto {J,D,} ¢ uma parti¢do de J U D,. Assim, fica bem-definida
uma fungdo f = (yopu)U(Ayor7):JUD, — I'. Pela propriedade universal,
existe um dnico homomorfismo ¢ : B — ' tal que pov = f.

N

r

E claro que pov|;=fly=~vou eque pov|p, = f|lp, = Ayor.
Temos também que p e v sao injetoras, que im(u) é uma base livre para A
e que im(v) é uma base livre para B. Dai, Va € A, se a # 0, entao existem
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Unicos 1,...,71, € Z* e tnicos j,,...,j, € J distintos tais que a = Elrk (),

para algum n € N*. Definimos uma funcao 6 : A — B tal que 6(0) =0 e
n n n —1

5<k§17”k M(]k)) = k§1rk2 V(]k) + £§2 |:k§17'k Ty V(]kaje)] = %T,? I/(]k) + Egrk T V(Jk?]l)a

vr,..,n, € Z*, V1, ..., 5, € J, qualquer que seja n € N*. Podemos escrever
n n n —1

5<k§1rk u(jk)) = Elr,f v|s() + X Lglrk 1, V|p, (j,c,jl)]. Também, nessa definigao

estd implicita a seguinte convencao: para n = 1 € N* definimos o simbolo

—1
;32 [ Y1 v, jg)} = 0. Para n > 2 a definicao desse simbolo de somatoério é

recursiva, como usual. Portanto, temos que 8(r u(j)) = r?v(j), Vr € Z,Vj € J.

Bm particular, (6 0 1)) = 6(4() = 6(1- u(i)) = 12 v(7) = v(j) — 1501,
Vj € J. Assim, dou =v|;. Seja (i,7) € D,. Entao, i,7 € J e z'<j Dai, i # j.

Tome m=2t,=1=t,,4, =i e i,=j. Dai, u(i) + p(j) = Etku(zk) Como

p(i) +p(j) € A e im(n) ¢é linearmente independente, entao (i) 4+ u(j) # 0
e, portanto, existem tunicos r,...,r, € Z* e Unicos ji,...,J, € J distintos tais

que (i) +p(j) = E T 1(j.), para algum n € N*. Como i, e i, sdo distintos e

t, e t, s4o nao- nulos, por unicidade, ficamos com n=m =2, 1, =t e j =i,
Vk € {1,...,n} = {1,2}. Dessa forma,

5(u(i) + ,u(])) = 5(;@%17"’“ M(]k))

n n [l
= kng,? l/(jk) + egz [ ; T 1o V(jka jl):|

= %Lf v(i,) + 2 2[5] (zk,z[)}
— ‘;312. +§2[§ 1-v zk,zg)]
= v(iy) + v(iy) + v(iy,i,)

— ( L
= v() +v() +vij).
Portanto, temos que

(AdoT)(i,j) = A

1l
([@%)
S E
=~ =
L=
= =
O O

= @) +v() +v(i,5)] = (0o p)(@) = (o))
= v(@) +v() +v(ij) —v(i) —v(j)
= v(i,
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Como (i,7) é qualquer, ficamos com Ado T =v|p,.

Seja a € A. Se a = 0, entao

(pod)(a) =

Se a # 0, entao existem unicos 7, ...,

p(6(a)) = ¢(0(0)) = (0) =0 =~(0).

r, € Z* e tnicos j,,...,J, € J distintos tais

que a = é]lrk 1(7), para algum n € N*. Dai, pela propriedade (ix) do teorema

4.1.7, temos que

(w0 d)(a)

Bo2v() + 5[ S i)
B020G)) + o 5[ S v i])
£120(v() + 5 [Srin o (i)
£120(v,() + B[S rn oWl ()]

—1
B2 (porln)()+ B[ Znn (povn)ii)]

n n —1
kg 7"3 f|J(]k) + E |:E TZ f|DJ(.]k7.]Z):|

502 (vou)(i) + B[S (Ao )i )]

Sr2y(pG)) + 2 ,E e e AY(7 (e Je) )]
B2 y(pG)) + 2 :g rere Ay ((1x )|, Jk,ﬁ))]
B2y (uG)) + 2| 3 ZE 71 Ay (1% 12) (s e )}
B2y (uG)) + 5| 3 b 7t Ay (i) )]

)

Como a é arbitrario, ficamos com ¢ od = 7.

Para todos a,b,c € A, se 0 € {a,b,c}, entdo vale a seguinte igualdade
da+b+c)+d(a)+0(b)+0(c) =0d(a+b)+d(a+c)+d(b+c). De fato, sem
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perda de generalidade, suponha que ¢ = 0. Entao,
da+b+c)+0(a)+0(b)+d(c) = da+b+0)+d(a)+d(b) +d(0)

= d(a+0b)+0(a)+0(b)+0

= d(a+b)+d(a)+4(b)

= d(a+b)+d(a+0)+d(b+0)

= dla+b)+d(a+c)+d0b+c).

Agora, Va,b,c € A, se 0¢ {a,b,c}, vamos mostrar que também vale a igualdade

da+b+c)+d(a)+(b)+d(c) =d(a+b)+d(a+c)+d(b+ c). Primeiramente,

existem UniCoS @y, .o, Ty Gy ooy Yy 21y s 2y € L*, a4, ...ya, € im(p) distintos,

bi,....,b,, € im(p) distintos e ¢,...,c, € im(u) distintos tais que

a =

WMS

lfkak, b = g]y}@ e ¢ = ]Elz;ck, para certos n,m,q € N*. Seja

{ay, ey, b1y by oy sy = S = {81,008} Cim(u), em que s, ..., s, sdo dis-
tintos entre si. Entao, existem unicos Jis s Jp € J  distintos tais que s, = pu(ji),
Vk € {1,...,p}. Também, temos que (S) < A, que S é uma base livre de
(S), que rank((S)) = p € N* ¢ finito, que 3 < n+m-+q < p e que
a,b,c € (S). Assim, a+b+c,a+b,a+c,b+c € (S). Seja u € (S). Entao,

bS]

p
existem tUnicos 1,...,7, € Z tais que u = X 1.8, = X7 u(j). Afirmamos que
k=1 k=1

P P P -1
o(u) = 5<k§1rk 3k> = ,Elrkg V(Jk)WLEQ Elrk 1o V(s Jo) | = %7}2 V(]k)—i-k%?”k 7o V(i Ji)-
De fato, se u = 0, por definicao §(u) = 0. Também, por unicidade, temos que
rn, =0, Vk € {1,...,p}, e a igualdade ¢ trivial. Se u # 0, entdo existem unicos

ti,...,t, € Z* e Gnicos 1i,,...,1, € J distintos tais que u = éltk w(,), para al-

gum n € N*. Como wu # 0, os coeficientes 1y, ..., 7, ndao sao todos nulos. Sem
perda de generalidade, suponha que r, ..., 7,, sdo exatamente todos os coeficientes
nao-nulos da representacao de u em S, para algum m € N*, com m < p. Dai,

m
u = X7, 1(j.). Por unicidade e por serem ji, ..., 5, distintos entre si e ry,...,7,
k=1

todos nao-nulos, temos que n=m < p,t, =n e 4, =4, vk € {1,...,n}. Dessa
forma, pela definicao de § e apagando os termos com coeficientes nulos, ficamos

com
-1 -1

b)) 7“;@2 V(]k) + e§2 kglrk T V(jka][):| = Ej}f V(]k) + X [kglrk Ty V(]kajl)]

k=1

n n —1
= Sy + 5 Lgltk t u(zk,z;)}

Informalmente, dizemos que “completamos a formula para 6(u) com termos mul-
tiplicados por coeficientes nulos, até que estejam todos os elementos de S no
somatorio”.
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Existem Unicos &, ..., T,, %, --.Y, 21, .-, 2 € Z tais que a = élxk w()
b= é]lyk w(g) e c= é]lzk 1(7) - Portanto,
6(a+b) 5(;_431% p(Ji) y M(ﬁ))
5(k=1 (i + ) 1 )>
P P 1
5@+ w0 + S5 (@ w)a+ ) v )]
P P P £-1
St vli) + B v(i) +2 8 mu v) + 5| Saw v i) +
p —1 . . p —1 p —1 . .
+8 | L vl )] + B Zwa o] + S Zuw vliod)
6(a) 4+ 0(b) + lexk Y v(i) + 422 [ 2 Yo V(Js Jo ] Py |:k21yk Ly V (]@JD] ;
d(a+c) 5(k§=]1xk p(Ji) + 2 2 ,u(jk)>
5(121 (@ + 2) N(Jk))
P P -1
S+ 2700 + 5[5 @+ 2@+ 2) v )]
P P -1
kE v(j) + Z 22 v(j) + 2 Z T % V )+ P LElxk X, v ]k,jl)] +
14 -1 P —1 P /—1
+E[Zma vioi)] + 8 [E S DEERZON)
P P 1 -1
6(a) +0(c) + 2L m % v(i) + X [E Ty % V (]k>.7£>:| + 2 [lek T v (jk,je)] ;
ob+e) = 8 SwnGi)+ Sani))

(=%

A p
H M~ I} M=

(yk + %) M(ﬁ))

é (e + 2.)% v(i) + é [§ (4 + 2) (v + 2) V(jk,je)]

P /-1

Ey V(.]k)+ ZZ V(Jk)‘f‘QZ?/ka ( )+ by Elykye V(jk?je)]

=2
P 1 P

— p —1
+ ; Elyk % V(jka ].e)] + z§2 |:k§1zk YV ]kv Je } [ Y44V (]k?]é>:|

=2

(b) +6(c) + 2élyk % V(i) +[‘; [Eyk Z v (]ka]e)] 5 [‘;zk Y v(jk,jz)} ;
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>,
M=

I

>,
/\ YOS
|| M

Satbre) = 6( Smnl)+ Sunt)+ 5ani)

=
Il

5@+ y+2) ni))
— él(xk +y + ) v +

+§2 [:i(xk +y + 2) (T + u + 2) V(jk,je)]
= ix,f v(g) + élykz v(j.) + élz;f v(j) +

14 p
"‘QEfEkka(jk)'f‘Q;%ZkV(]k) +2¥1ykzky(jk)+

1

?S‘

+

M=
M
N

>
Il

1
E% T, V jka.]/ } [ LY V (]m]e)} +

Ty 2 V(jk?je)] +

~

_|_
I

o~

Il

N
Y
Il
N

1

+
M=

o~
Il
[ V]
>
Il
,_.

~

_|_
s

Fe1
k§ Y Ty V jk;.][ }

M
——
T

<

ol
Il
—

(]kajf)i| + V(J}wje)} +

V(i )|

~
Il
N

[0

]k7.]l i| +
5(5) +0(c) +
Ty Y V (jk) + 2121% 2 V(]k) + 2,}:]1?/1@ 2 V(.]k) +

~

+
I
MW‘

~

&~

Il 3
(Nhg!
|
ke o~
i ™MT
—

% Yo V (.]k7]/>:|+
= d(a

+
[\
M@V

1
kyz (jkvj[)i| + X |:k§1xk 2 V(.]k7.]1’>i| + X [kz:]lyk Xy V(jlmj@)] +

=2 =2

~
~

T
L

P £-1 P
V(jka.]!)i| + X []Elzk Z V(jleé)] + X |:k§:]12k Yo V(ﬁ»je)] .

_|_
L‘jM@ B
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Assim,

da+b)+d0(a+c)+d(b+c) = d(a)+0(b)+0(c) +
+5<a> +0(b) +8(¢) + 2,52y (i) +

=1
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E Ik Y V (]}m ]e)

o _
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Portanto, pela proposicao 4.1.2, Ad é bilinear.
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Seja a € A. Se a =0, entdo 5(—a) =9(—0) =9(0) =0 =6(0) = é(a). Se
a # 0, entao existem tnicos 1y, ...,7, € Z* e Unicos jl,. . J. € J distintos tais
que a = kiillrk 1(ji), para algum n € N*. Dai, —a = — Z e () = E (- 1) ()
Também temos que —a # 0 e, portanto, existem tunicos t,,...,t, € Z* e tnicos
Ty, ..oy, € J distintos tais que —a = é]ltk 1(7,), para algum m € N*. Como

J1s -5 Jn S0 distintos e —ny, ..., —1, sao todos nao-nulos, concluimos que m = n,
t,=—n, e 4 = j, Yk € {1,...,n}. Dessa forma,

§(—a) = 5<§]1tk M(%))

= 280 +z[z Wi]

[ B ) v0)

n £—1
+4E[E jk;]z}

Assim, § é uma funcao quadratica e, portanto, existe um tinico homomorfismo
Y:I'—= B tal que Yoy =9.

E claro que id; ov = v e que id. o~y = . Usando o item (i) da proposicio
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4.1.1, temos que

(Yop)ov = to(pov)
= ¢Yof
= Yo[(flr)U(fln,))]
= (o fly)U@e flp,)
= [po(you]Upo(AyorT)
= [(Yoy)ou]Ul(¥oAy)or]
= (bop)U[A(Yory)orT]
= (v]y))U(AdorT)
(vl) U (vlp,)

Assim, por unicidade, 1o = id; . Também, (pop)oy = po(hoy) =pod =1+
Novamente, por unicidade, ficamos com ¢ o = id.. Dessa forma, ¢ e ¥ sao
isomorfismos, com v = ¢~ !. Logo, B~ T.

Como ¢ ¢é um isomorfismo, ¢ injetora e leva base em base. Dai, p[im(v)]
é¢ uma base livre de I Como v é injetora e J N D, = &, entao
im(v) =v[J] U v[D,], em que v[J] N v[D,| =@. Assim,

plim(v)] = @[v[J] U v[D,]
p[vlJ]] UelvID)]]
(povly)Uim(pov|p,)
m(fly)Uim(f|p,)
(7o
(v

= im

Il
~.

= im(yopu)Uim(Ayor)

o ) UAY[(uxp)[D)]] .

= im

A afirmacao mais fraca do teorema acima é que, se J N D, = &, entao
I'Vy = F(JUD,). Nesse caso, s nos interessa as cardinalidades de J e de
D,. Assim, podemos considerar J disjunto de D,, pois é facil criar um con-
junto com a mesma cardinalidade de J e disjunto de D,. Ou entao, para
admitirmos uma classe maior de conjuntos, podemos enunciar o teorema na forma
IV, =2 F(JUD,), em que JUD, é a unido disjunta.

A afirmacao mais forte do teorema acima é um método de encontrarmos uma
base livre para o grupo quadratico universal [}, se soubermos uma para A.

Exemplo 4.5.2. Como Z é livre, com base {1}, temos que I} = Z,
em que {v(1)} é uma base de I7. Também, Z x Z ¢ livre, com
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elemento neutro (0,0) e base {(1,0),(0,1)}. Ordenamos (0,1) < (1,0). Te-
mos que

A'}/((()? 1)7 (17 O)) = 7((07 1) ’ (17 O)) - 7(07 1) - 7(17 O)
’Y(O’ O) - 7(07 1) - ’7(1’ O)
= —[(0,1) +~(1,0)]

Dai, I'},, &£ ZXZ X7, em que

{7(1,0),7(0,1), Ay((0,1),(1,0)) } = {~(1,0),7(0, 1), = [v(1,0) +~(0, 1)]}

¢ uma base de I';. Dai, {7(1,0),7(0,1),7(1,0) +~(0,1)} ¢ uma base de TI7.
n(n+1)

Em geral, I}, =7Z * ,V¥neN.

Proposigao 4.5.3. Sejam A, B, I e A grupos abelianos,y: A -1 e A: B — A
funcoes quadraticas tais que I'=17 e A =T1%. Sejam também f: A — B
um homomorfismo e I'}* : T'— A seu homomorfismo induzido.

A—’Y>F1

[

B——~T}
Temos que
(i) ~lker(f)] C ker(I'7) <%
(i) Avy[Axker(f)] C ker(I'});
(iii) Avy[ker(f)xA] C ker(T7).
Dai, y[ker(f)]UAy[Axker(f)] U Ay[ker(f)x A] C ker(T}) < T .

Demonstracao: (i) Para todo = € y[ker(f)], existe a € ker(f) tal que
x =y(a). Como A é quadrética,

[P (z) =T} (v(a)) = (I 0 y)(a) = (Ao f)(a) = A(f(a)) = A(0) = 0.

Portanto, = € ker(I'}").
(ii) Como ~ e A s@o quadraticas, temos que Ay e AN sao
bilineares. Como f e I'}* sdo homomorfismos, pela proposigao 4.1.1, segue que
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'Y oAy = AT o) = A(Ao f) = AXo (fx f) é bilinear. Assim,
Vy € Ay[Axker(f)], existem a € A e x € ker(f), tais que y = Avy(a,z). Dal,

TP (y) = TP (Ay(a,x))
= (I'7 o Av)(a,z)
= [AXo (fxf)l(a,z)
= AM(fx[)(a,x))
= AX(f(a), f(x))
= A)\(f(a),O)
= 0.

Portanto, y € ker(T'}).
(iii) Usando a demonstragao do item (ii) acima, Vy € Ay[ker(f)xA], existem
a € ker(f) e x € A, tais que y = Avy(a,z). Dali,

P (y) = TP (Av(a,x))
= (I} 0 Ay)(a,2)
= [AXo (fx[f)l(a,)
= AXN(fx[)(a,x))

= AX(f(a), f(2))
= A0, f(x))
0.

Portanto, y € ker(I'}). =

Sejam A, B, I" e A grupos abelianos, v : A = T e A : B — A fungoes
quadréticas tais que I' =17 e A =T3. Sejam também f: A — B um
homomorfismo, Iy = I'}* : ' — A seu homomorfismo induzido, D C A e
K C ker(f) taisque (D) =A e (K) = ker(f).

A—1s1,

[

Como D C A e DxK C Axker(f), pela proposigao 4.5.3, temos que
VKU AY[D x K] C ~lker(f)] U Ay[Axker(f)] C ker(I'}*). Dai, ficamos com
(v[K] U Ay[D x K]) < ker(I'}"). Seja TI'y = (y[K] U Ay[D x K]). Como T
¢ abeliano, temos que Ty < ker(I'}*) < T. E claro que, Vd € D, Vr,v € K,
temos que ~(x) € Ty e que Avy(d,v) € I'y. Também, Vd € D, Vz,v € K,
Vr,s € Z, temos que 1ry(x) € Iy e que sA~v(d,v) € I'y. Dai, para quaisquer
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n,me N* Vd,,...d,e D, VY, .. 2, 0,..,0,€ K, Vr, .. ",s,..,S, € Z, temos
que élrkv(xk) ey e que é‘lsk Avy(d,,v,) € T'y. Consequentemente, para todos
n,m e N* Vd,,....d,€ D, Vx,, ... x,, 0, ...,0,€ K, Vr, .. ", s,..,S, € Z, temos
que élrk () + élsk A~y (d,,v,) € To.

Primeiramente, note que ~v[ker(f)] C To.
De fato, seja x € ker(f) = (K). Assim, existem z,...,x,€ K e r,....,1, € Z

tais que x = gﬁr’“ %, , para algum n € N*. Dai,

n n n -1
v(z) = 7<k§17"k xk) = kng,?”y(:L'k) + z§2 [kglrk e Ay (m, 7) |
Mas, para todo k € {1,...,n}, é claro que z, € A = (D). Dai, para cada
ke {1,...,n}, existe algum ¢ = ¢, € N* dependendo de k e existem d},...,ds € D

q
e th, ...l € Z tais que x, = Xty d. Dessa forma, ficamos com
=1

n n 1 q
v(z) = Elr,f v(x,) + X [ T T Axy (Elt? dr, wg>]

(=2 | k=

n n -1
= B+ B{E]

=2 k=1

Zj]lrk T, Av(df,xe)] } ely.
pois dt € D,Vje{l,....q}, e x,x€ K,Vk, € {l,..n}. Como x é qualquer,
concluimos o que querfamos.

Agora, observe que A~y[Axker(f)] C Iy.

Com efeito, sejam a € A = (D) e xz € ker(f) = (K). Assim, existem

n
Ty, € K, dy,....;d, €D e r,..,1,8,..,5, € Z tais que x = lEnxg e
=1

m
a = kE S. d, , para certos n,m € N*. Dali,
=1

AfY(G’J ZC) = A’}/ (;X:}lsk dk ) Zgl?ne 'TE) = kgl [Zglsk T Af)/(dlw xl) S PO )

pois d.€ D, Vk € {1,...m},e x,€ K, ¥Vl € {1,...n}.

Assim, é facil ver que, Va,z € A, se x € ker(f), entdo v(a+z) —v(a) € Io.
De fato, Va € A, Vx € ker(f), temos que vy(a+z)—~(a) = Avy(a,z)+~y(x) € T,
pois Avy(a,x) € Ay[Axker(f)] C Ty e ~(z) € y[ker(f)] C I'y. Como classes
laterais, isso significa que y(a +z) + Ly = v(a) + Iy, Va € A, Vx € ker(f).

Note que, Va,c € A, como f: A — B ¢é homomorfismo, se f(a) = f(c),
entdo existe x € ker(f) tal que ¢ = a+ x. Com efeito, tomando z = ¢ — a,
temos que c=a+ (c—a)=a+az eque f(zx)=f(c—a)= f(c)— fla) =0
e, portanto, que x € ker(f). Assim, y(c) + o = v(a + z) + Iy = 7v(a) + L.
Concluimos que, Ya,c € A, se f(a) = f(c), entdo as classes laterais coincidem
+(¢) +To = 7(a) + T
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Além disso, como I'y < ker(I'), pelo teorema do isomorfismo, existe um
tnico homomorfismo ¢ : I'/Ty = A tal que gop =TIy, em que p:I' - I'/T
¢é a projecao canonica.

N A

I'/T,

Como I'yoy= Ao f, temos que gopoy=1Iyoy= Ao f. Também, temos que

ker(g) = ker(f‘f)/f‘o eque g(z+Ty) = g(p(z)) = (gop)(z) =Iy(z), Vz € I.
Vamos denotar o grupo quociente I'/Ty por “T™*”.

Agora, suponha que o homomorfismo f : A — B seja uma funcdo sobre-
jetora em B, isto é, f ¢ um epimorfismo de grupos. Novamente iremos utilizar
uma afirmacao equivalente ao axioma da escolha, a saber, que toda funcao so-
brejetora tem uma inversa a direita, ou, equivalentemente, que a relagao inversa
f~' € Bx A tem um subconjunto que é uma funcdo e tem mesmo dominio.
Seja u : B — A uma inversa a direita de f. Entao, u C f~!, o dominio de u
é im(f) =B e fowu =ids. Dessa forma, também temos que u é uma fungao
injetora.

Para todo m € N*, todos b,,...,b,,€ B e todos s,...,s, € Z, temos que

1(o(E)) = vou(Zan)
= idg (é]lsk bk>
S S, b,

= Zaids(b)
= Ss(fou)h)
= g]skf(u(bk))

k=1

k=1
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Pelos paragrafos acima,

(pov)(U@ISkbk)) = p(v S sb )
(5

Seja 0 =poyowu: B — I'. Dai, Vm € N*, Vb,,....b,, € B, Vs, ..., 5, € Z,

temos que

5(§]13kbk> = (poyou)(%Skbk>

Em particular, Ya,b,c¢ € A, como v é quadratica, colocando w = d(a + b+ ¢),
temos que

T =

d(a+b+c)

(@) + u(®)) +7(u(@) + (@) + 7 (u(b) + u(e)) — (ul@) 1(u(h) -7 (u(e)))
+v(u(a+c)) +y(ub+c)) —v(u(a)) —v(u(d) - fy(u(c)))

) +p(3(ula+ ) +p(v(ub+ ) +
(

—p<7(u( ))) ( ) (u(e) )
(poyou)(a+b)+ (poyou)(a+c)+ (poyou)(b+c)+
—(povyou)(a) = (poyou)(b) — (povyou)c)

S(a+b) +8(ate)+8(b+e)—d(a)—d(b) — ().
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Portanto, pela proposicao 4.1.2, A¢ é bilinear.
Também, Vb € B, temos que

5(~b) =

Portanto, 6 : B — I'* é uma func¢ao quadratica. Assim, existe um tnico homo-
morfismo h: A —T* tal que hoA=d=po~vyou.

Ficamos com os homomorfismos idy, goh: A — A tais que idyo A=\ e

(goh)od = go(hol)
= god
= go(poyou)
= (gop)o(you)
= Tyo(you)
= (Iyon)ou
= (Ao f)ou
= Xo(fou)
= Moidg
= .

Por unicidade, temos que go h = idy .

Agora, Va € A, note que f(u(f(a))) = (fou)(f(a)) =ids(f(a)) = f(a) e,
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portanto, 7(u(f(a))> + Ty = v(a) + Tp. Assim,

[(pory)e(uoflla) = (

Dai, (pov) o (uo f)=por~. Dessa forma,

(hog)o(poy) = ho(gop)oy

1 | 1
_ > > >
D‘OOO
O/\/\ﬂ
> > 34
\_/O*ho
[e) (@]

-~ =2 7

T
~
bl o]
(@) O
22

@]
S8
i o
= 7

Seja ¢ € I'". Como p :[' = I'" é epimorfismo, existe = € I" tal que
¢ = plx) = 2+ Ty Mas, I' = (im(y)). Assim, existem 7n,...7, € Z e

Ty, € im(y) tais que = = ;Elr’“mk' Dai, para cada k € {1,..,n},

existe @, € A tal que =z, = 7y(a,). Portanto, x = é?lrk v(a,). Dessa forma,

(= p<x> = p<k§1rk 7(%)) = éllrk p<7(ak)) = é]lrk (p © ’Y)(%) . Assim,

(hog)Q) = (hog)(Snpon(a))
= 3n(hog)((poy)(a))
= Snl(hog)opor)(a)

= Sn(poy)(a)
=
= idr«(C).
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Como ( é arbitréario, temos que ho g = idp- .

Logo, g e h sao isomorfismos, h = g7! e A= T* =T/Ty. Como g é injetora,
também temos que 0 = ker(g) = ker(I'y)/To. Como o elemento neutro de
I'* ¢ Iy, ficamos com ker(I'y) /Ty = {To}. Portanto, Iy = ker(Iy). De fato,
Vz € ker(I'y), temos que z+ Iy € keT(Ff)/FO = {[v}. Dai, z+ Ty =Ty e,
portanto, z = 2z — 0 € I'y.

Logo, ker(I'y) =T’y = (7y[K] U Ay[Dx K]) e provamos o seguinte resultado:

Proposigao 4.5.4. Sejam A, B, I e A grupos abelianos,y: A -1 e A\: B — A
funcoes quadraticas tais que I'=17 e A =T1%. Sejam também f: A — B
um epimorfismo, I';7* : I' = A seu epimorfismo induzido, D C A e K C ker(f)
tais que (D) =A e (K) = ker(f). Entao, ker(I'}") = (y[K] U Ay[D x K]).

B——T) Fa
A B~ ker(F}’-)‘)
A r
3 3 — — * — A
No diagrama acima, temos ——5 = =" & A=T%.
ker(Ff ) 0

Seja B um grupo abeliano. Dizemos que “o grupo B tem apresentagao abeliana
(J|K)” se, e somente se, B é isomorfo ao quociente A/(K), em que A é o grupo
abeliano livre sobre J e K C A. Se A é o grupo abeliano livre sobre J e K C A,
definimos (J|K) = A/K).

Corolario 4.5.5. Sejam B um grupo abeliano, com o grupo quadratico uni-
versal '}, com a funcao quadratica A : B — I'} e com apresentagao abeliana
B = (J|K) = A[K), em que A é o grupo abeliano livre sobre J, com a fungao
uw:J — A e K C A Suponha que J esteja totalmente ordenado por alguma
boa-ordem estrita qualquer e seja D, seu bloco triangular inferior. Considere
também o grupo quadrético universal I, do grupo abeliano A, com a funcao
quadratica v: A —T7%. Se JN D, =g, entao, ['} tem apresentacao abeliana

Iy = <im(vou) U A [(x p)[Dy]] )V[K] UM[M[J]XKD :

Demonstracao: Sejam C = (J|K) = A/K), com grupo quadratico uni-
versal "%, com a fungao quadratica w : C'— I'¢, a projecao candnica f: A — C
e u:C — B um isomorfismo. Dai, f é um epimorfismo e ker(f) = (K). Pela
secao anterior, existem tnicos homomorfismos I'* : I'¢ = I'y e I'}* : ') = I'¢
tais que 'Y ow =Aou e I'} oy =wo f. Além disso, I'¥* é um isomorfismo e
I'}* é um epimorfismo.
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Pelo teorema 4.5.1, I'; é o grupo livre sobre o conjunto J U D,, com a funcao
(you)U[Ayo (uxp)|p,]: JUD, = I'y. Assim, (yopu)U[Ayo (uxp)|p,] ¢ uma
funcdo injetora, com imagem N = im(yop)UAy|[(uxp)[D,]] tal que N é uma
base livre para '} = (N). Como (u[J]) = A, pela proposigéo 4.5.4, temos que

ker(I'}) <’y UA”y[ J]XKD e que F*:WZF“
J—t-A-"5T ,
w o = I
C FC ker(FA}w)
u| = I~ F‘{fk
No diagrama acima, p : Iy — I'* é a projecao canodnica.
F’Y
Como TI'y =Te¢ =TI = W{i}w) = <N ’ YIK] U Ay [plJ] XK}>, o resultado

segue. W

Exemplo 4.5.6. Seja A um grupo abeliano, gerado por um elemento a € A
e com um unico relator ma € A, em que m € N*. Ou seja, A & Z,,. Sejam
[}, seu grupo quadrético universal, com a funcao quadratica v : A — I'};. Pelo
corolario acima, I'} é gerado por um elemento ~(a) € I}, e tem os relatores
y(ma) = m?~y(a) e Avy(a,ma) =mAvy(a,a) =2m~(a). Isto &, m?*y(a) =0 e
2m~y(a) = 0, isto &, dy(a) = 0, em que d = mdc(m?,2m). Como d = m, se
m é impar e d = 2m, se m é par, entao [') = (y(a)|m~y(a)), se m é impar e
'y = (y(a) | 2m~y(a)), se m é par. Ou seja, temos

~ ) Zm, m impar ;
Fo(Zm) = { Zom , M par .

Teorema 4.5.7. Sejam J um conjunto bem-ordenado, D, seu bloco trian-
gular inferior, {A,},c; uma familia de grupos abelianos, cada um com seu
grupo quadratico universal I}, = I'(4,), com sua respectiva fungdo quadra-
tica 7, + A, = I,. Sejam também a soma direta dessa familia de grupos

A= @ A,, com seu grupo quadratico universal I' = I'(A), com a fungdo qua-
ped

dratica v: A = I'. A cada par (i,j) € D,, seja A;®,A; o produto tensorial
abeliano de A; com A;, com a fungao bilinear f; : A;xA; = A;®,A;. Assim,
temos que

r(@4,) =] 0r4)]o] o Ae.4)

peJ peJ
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Em que indicamos a soma direta no conjunto D, por meio do subscrito
“7 < j7 acima, no qual esta implicito a indexa¢ao em J.

Demonstracao: Para cada p € J, seja o monomorfismo 17, : 4, — A
“inclusao nas coordenadas” e, para cada par (i,j) € D,, seu produto cartesiano
4 X1y 0 Ay xAj - AxA. Assim, para cada p € J e cada (i,5) € D,, como
Ay : AxA — T ébilinear, entdo Ayo (¢; X 1;) : A;x A; — ' é bilinear. Dal,
existem tnicos homomorfismos I'(3,) =4%,: I, = ' e 0, : 4,®,A; = I tais que
Loy =701 e o0,;003;=Avo (4Xy).

A, -, Aix Ay 20 A2, A
ip lzp ZinjL lo'ij
A——T AxA—(—T

Diferentemente de Grp, em Ab a soma direta (produto direto) é um coproduto
e, portanto, esses homomorfismos induzem um homomorfismo

¢ = (@p@) S (@i<j O-ij) : (EB;DFP> D [@iq’ (Ai@zAj)] — T

tal que, sem repetir os termos,

w(pgrp w(a) + X s, (@@aﬂ) = [(®3) @ (@, 0,)] <p§ﬁ W)+ s, (%®aj)>
- pgfrpl; PYP(G?’)) + Ejsij 0,(a,®a)

(
= (@) + Zs,0,(8(a, )

= In@en)(a)+ s, (0,0 4,)(a, )

= En(ron)(a)+ Xs; [Ayo (uxy)(a, a)
- Ejrp 7(773(0@)) + Ejsﬁ A’Y(ZL(G‘L’)7 zj(aj))

= IZn7(@)+ Ts; Av(a, ).

Admitindo a repeticao dos termos, ficamos com
(T + S(asae)) = 1)+ ZAv(a,a).

Seja também §: A — (@,1},) © [, (Ai®:4;)] tal que, sem repetir termos,

5( 2, %) = () + Znn (a®a).

peJ

Escrevendo os termos admitindo repeticoes, ficamos com

6(3a) = @)+ S(aea).

peJ peJ
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Da mesma forma que fizemos para a funcao 0 definida na demonstracao
do teorema 4.5.1, podemos demonstrar que AJ é bilinear. E facil ver que
d(—z) = d(x), Vr € A. Assim, § é quadratica e, portanto, existe um tnico
homomorfismo ¢ : I' = (@,1},) ® (A;®,A;)] tal que @o~y =4. Assim,

[ z<]

won)(za) = v(5(2a))
= o(Z(a) + Z(a®a))
= Ba(e)+ XAy (a, q)

= 1(Z4)-

Dai, 1) 0 § = ~. Portanto, (¢ op)oy =1 o(poy)=1od =+ e, por unicidade,
1 o ¢ = id. . Também, temos que

(poy) (Ej%(ap)ﬁg(a@aj)) = w(d)(gﬂp(ap)ﬂ%(a@aﬂ))
- ( 1a) + SAv(a,a))
= Zo(() + 2 ¢(Mv(a,q))

a,) + X (p o Ay)(a, q)

= peJ( °7)(

= peJ(goov)(ap) [ (oM@, @)
- 5ila)+ 3 8000)

= 5(Za)

- £h(0)+ Z(asa)
= id( S(0) + S(aea)).

Dessa forma, po1) = id é o homomorfismo identidade de (©,1},) © [P, (Ai®:4;)].
Assim, 1 e ¢ sao isomorfismos, com ¢ = ¢~". Logo, I' = (&,1},) ®[®,_, (A®,4;)],
como queriamos. W

Seja G um grupo e G = G/G’ o abelianizado de G. Vamos denotar um
elemento de G por § = g-G' = G'-g, Vg € G. Considere o grupo G agindo em si
mesmo por conjugacao e seja GRG o quadrado tensorial de G, com o pareamento
cruzado 7, : GXG — G®GE com respeito a conjugacao de GG, ambos construidos
em capitulos anteriores. Sejam também T'(G?) = IH(G®) o grupo quadratico
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universal de G, com a fun¢io quadratica -, : G® — T['(G®) construidos
anteriormente. Entdo, G®G = (im(r,)) = Sp(im(r,)) e T(G®) = (im(y,)).

Seja um conjunto § C G*x (G®G) tal que, Vg € G, Vt € GRG, temos
que (g,t) € § se, e somente se, existe a € g tal que t = 7(a,a) = a®a,
isto é, se, e somente se, t = a®@a e a = §. B claro que, Vg € G, te-
mos (g,g®g) € 0 e, portanto, g € dom(d). Assim, G® C dom(d). Dai,
dom(8) = G®. Sejam g€ G e u,v € GRG tais que (g,u),(g,v) € 6. Entao,
existem a,b € g = ¢-G' tais que u =a®a e v = b®b. Assim, existem
c,d € G' taisque a =g-c e b= g-d. Pela proposicao 3.5.8, temos que
u=a®ae=gcRgc =gRg = gdRgd = bxb =v. Como u e v sao quaisquer, 9 é
uma funcio da forma §: G® — G®G tal que §(g) = g®g, Vg € G.

Sejam e € G o elemento neutro de G e k, : GRG — G’ o0 homomorfismo co-
mutador do quadrado tensorial. Entao, ker(k,) = Jo(G) < Z(GRG) < GRG
e ki(a®b) = [a,b] = aba™'b7!, Va,b € G. Note que im(d) C Jo(G).
De fato, Vg € G, temos que ,(6(7)) = ri(g®g) = ggg'g~t = e. Dai,
5(g) € ker(k,) = Jo(G). Portanto, § é uma funcao da forma 0 : G® — Jo(G) e
Jo(G) & um grupo abeliano.

Pelas quinta e sexta igualdades do item (v) do teorema 2.4.1, Vg € GG, temos
que

3(—=g) = 697"

— g—1®g—1

= g '®g99 'y

= g'@gh)
gog ™!
999 '®g™")”
Igg ")
(90g9)7 '™
= g®g
= 0(9)-

— o~ o~

Como sabemos, G age trivialmente em J5(G) = ker(k,) e todo elemento de
J2(G) comuta com todo elemento de G®G. Portanto, Va,b, ¢ € G, colocando
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w=46(a+b+¢c)+d(a)+d(b) + 0(¢), temos que
w = §(@+b+¢c)+d(a)+a(b)+ (e
= d(abc) - 6(a)-6(b) - 6()
= (abc ® abe) - 6(a) - 6(b) - 6(¢)
= “(be® abe) - (a ® abe) - 8(a) - §(b) - 6(¢)
= “(bc®@a)-*(bc®@bc)] - (a@a)-*(a®be)-5(a)-5(b)-4(c)
= “be®a)-(be®@be)- (a®a) “(a®be)-5a)-o(b)-6(c)
= “(be@a)-“5(bc) - 8(a) - “(a@be) - 5(a) - 5(b) - 6(e)
= “(be®a)-d(be) - 6(a) - “(a @ be) - 6(a) - (D) - 6(c)
= “[lc®a)-(b®@a)]-d(be) - 6(a) - “(a @ be) - 6(a) - 6(b) - 6(0)
= “c®a) - “(b®a)-6(bc)-6(a)-*(a®be)-d(a)-5(b)-6(e)
= “c®a) -“(bxa)-8(bc) 6@) *[(a®b)-"(a®c)]-

-6(a) - 6(b) - 4(c)

“(c®a)-“(b®a)-d(be) - da) - “(a®b) “(a®c)-

-6(a) - 6(b) - 6(¢)

= P(c®@a)-“(b®a)-(be) [(a®a) - “(a®b)] P(a®c)-
-6(a) - 6(b) - 6(c)

= “Pc®a)-“(b®a)-5(bc)- (a®ab)-P(la®c)-
-6(a) - 6(b) - 6(c)

= PYc®a)-"(b@a)-0(b)-6(bc) - (a® ab) -
“Pa®c)-6(a)-6(c)

= ®c®a)-*(b®a) “o(0b)-6(be) - (a® ab) -
“Pa®c)-6(a)-o(c)

= ®c®a)-*(boa) “(bob)-0(be) - (a @ ab) -
“Pla®ec)-d(a)-o(e)

= %c@a) (b®a)-“(b@b)]-5(bc) - (a® ab) -
Pla®@c)-da)- o)

= “c®a) (b ab)-6(bc)- (a® ab) -

Pa®c)-d(a)- o)

Pc®a)-[*(b®ab)- (a® ab)]-d(be) -
“a®c)-da)-5(c)

“b(c® a) - (ab® ab) - 6(bc) - *(a @ c) - 6(a) - 6(¢)

“(c®a)-d(ab)-5(be) - P(a®c)-d(a)- o)

§(ab) - 6(be) - P(c®a) - (a®c)-6(a)-6(c).

Usando o item (vi) do teorema 2.4.1, continuamos as igualdades:
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(a

ab) - 5(be) - (a®@b) - **(c @ ac) -
) “a®a)-(a®b)™

ab) - §(bc) - (a ®b) - "(c ® ac) -

I
S -

il
(@9}
N N N N N N N N S~ S~ S~ S~

b)-"(c®ac)-*(a®ac)- (a®b)™*
b) - ["(c@ac) - (a@ac)] - (a®b)™!
b)-*(ac®ac) - (a ®b)~"
b)-°5(ac) - (a@b)™

b)-d(ac) - (a®b)™*
-§(@c) - 6(be) - (a®@b) - (a@b)™!

Il
>
Ql
+

S\
+
>

=
+

\(EL
+
>

=
+
\C_}I/

Assim, pela proposicio 4.1.2, Aj : G x G® — J,(G) ¢ bilinear. Portanto,
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§: G% — Jo(G) é quadratica. Como Jy(G) é abeliano, existe um tinico homo-
morfismo v : T'(G%?) — J5(G) tal que oy, =4, isto é, Vg € G,

¢(70(g)) = (¢070)( ) = 5( ) =gXg.

Gab "o F(Gab)

RN

S (G)

Podemos escrever ¢ na forma ¢ : I'(G®) — G®G e temos que
m(y) < Jo(G) < Z(GRG) e, portanto, im (1) 9 GRG. Também, k, o 1) = 0.
Seja. D = {g®g : g € G} = im(d). Entdo, GAG = % . Como
D = im(§) C im(¢) < GG, temos que (D), C im(¢). Como ¢ é um ho-
momorfismo e ['(G®) = (im(y,)), temos que

im(y) = w[F(Gab)]
o [(im ()]
Y[l G‘”’ )]
[%[G™])
0)[G])
%)>

(¥
((Won
= (im(yo
(im(0))
(D) C (D), -

Assim, im(¢) = (D) G%f)

natural do capitulo anterior GG — % = GAG. Dessa forma, temos um
diagrama comutativo

+ € temos que GNG =

Portanto, temos o epimorfismo

D(G™) —= Jy(G) —= M(G) —=0

D

[(G%) Y GRG — GAG — 0

K1 K2

no qual as linhas sao exatas e as colunas sao extensoes centrais.
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Capitulo 5
Aplicacao em homotopia

Vamos admitir uma certa familiaridade com a teoria de homotopia classica,
relembrando apenas alguns pontos para esclarecer o assunto que abordaremos.
Essa aplicacao é um resultado particular de um teorema geral do tipo Seifert-
van Kampen sobre n-cubos de espagos topolégicos e n-cubos cruzados de grupos,
exposto pelos autores R. Brown e J.-L. Loday no artigo “ Van Kampen theorems
for diagrams of spaces” [6].

5.1 Preliminares topologicas

Para cada n € N, seja R" o conjunto das n-uplas de niimeros reais, munido
da norma euclidiana, da métrica gerada por essa norma e da topologia gerada
por essa métrica. Para todos n,m € N*, se n < m, iremos considerar R" C R™,
sempre que for conveniente. Nesse caso, as uplas de R" serao consideradas uplas
de R™ tendo dltimas m —n coordenadas nulas. No caso n = 1, consideramos
I = [0,1] € R o intervalo real unitario fechado, munido com a topologia do
subespaco. Adicionamos a isso o espaco R° = {1} = {(1,0,0,0,...)} no qual
consideramos a topologia do subespago, que é a discreta, Gnica topologia possivel
para um conjunto unitario.

Considere n > 2, p, = (1,0,0,...,0,0) € R™ e os subespagos:

e D"={zeR": |z <1}, o disco fechado unitério;

o S"'={zeR": |z|| =1}, a esfera fechada unitéria;

o SV ={(m,..,z,) € S" : z, >0}, o hemisfério superior;
o STl = {(xl, ) €S g, < O}, o hemisfério inferior;

° Sn—2 —_ {(%, ’xn) c Snfl L X, = ()}7 o) equadOl".

Sejam X e Y espacos topologicos. Denotaremos por “X ~ Y” a sentenca “X
¢ homeomorfo a Y.

211



212 CAPITULO 5. APLICACAO EM HOMOTOPIA

Observe que p, € S"2 = S 'ngrt gt c gnt gt c gnt
Sl = 9D" € D" e que S° = {-1,1} ~ {0,1} = OI tem a topologia
discreta e nao tem equador. No caso n =1 definimos D' = [~1,1] ~ I e, no
caso n = 0, definimos D° = R°.

A categoria dos espagos topoldgicos e func¢oes continuas serda denotada por
“Top”, enquanto que a categoria dos espagos topologicos com pontos marcados
serd denotada por “Top*”. Esta é a categoria que tem como objetos pares orde-
nados, cuja primeira entrada é um espago topologico e a segunda entrada ¢ um
ponto deste espaco. Tem como morfismos fungdes continuas cuja imagem de um
ponto marcado é outro ponto marcado. Repare que o espago vazio ¢ objeto de
Top, mas nao pode ser primeira entrada de um objeto de Top+. Note que qual-
quer um dos subespagos mencionados acima (na primeira entrada), junto com
Po (na segunda entrada), sao objetos de Topt. As 3-uplas (X, A,a) nas quais
X é um espacgo topoldgico e a € A C X sao chamadas de “pares com ponto
marcado”. Sejam (X, A,a) e (Y, B,b) pares com ponto marcado e uma fungao
continua f : X — Y. Dizemos que f é um morfismo de pares com ponto marcado
se, e somente se, f[A] C B e f(a) =b. A categoria denotada por “Top;” tem
como objetos pares com pontos marcados e como morfismos os morfismos de pares
com pontos marcados. Alguns exemplos de pares sao (R, 7, 1), (SZ, Si, (1, O)),
(D3, S? (1, 0)) etc. Uma “triade de espagos topologicos com ponto marcado” é
uma 4-upla (X, A, B,p) na qual X é um espago topoldgico, A e B sao subespa-
gosde X e pe ANB. Sejam (X,A,B,p) e (Y,U,V,q) triadese f:X =Y
uma fungdo continua. Dizemos que f é um morfismo de triades se, e somente
se, f[A] C U, f[B] CV e f(p) = q. A categoria das triades e morfismos de
triades sera denotada por “Adj”. Uma triade (X, A, B,p) naqual B C A & cha-
mada de uma “terna (ou tripla) de espagos”. Definindo os morfismo de maneira
6bvia, obtemos uma subcategoria Topy de Adj. As generalizag¢oes para quaisquer
n € N* sdo imediatas. Sao exemplos de triades (R,R,R,0), (R,0,3],[1,4],2),
(D3,5%,52,(1,0)) etc.

Seja  (X,a) € Obj(Top™), os intervalos reais fechados [—1,1], [-1,0] e
[0,1] = I, cada um munido com a topologia do subespago da usual de R, e
considere a topologia produto nos conjuntos X x|[—1,1], X x[—1,0] e X xI.
Seja o espago topologico quociente

X x [-1,1]
(X > {=1}) U (X x{1}) U ({a} x [-1,1])

subespagos C_ X = {[(z,t)] € SX : t <0} e C, X ={[(z,t)] € SX : t >0}

SX =

e o ponto [(a,0)] € SX. Note que [(a,t)] = [(a,0)], VI € [-1,1],
que (SX, C.X,C. X, [(a 0)]) é uma triade, que C. X UC, X = SX e que
CXNCX ={[(zt)] €SX :t=0} ~X. O subespago C_X ¢é chamado
de “cone inferior de X e o subespago C, X é chamado de “cone superior de X
A classe de isomorfismo do par (SX,[(a,0)]) em Top* é chamada de “suspen-
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sdo (reduzida) de X7, a classe de isomorfismo do par (C’+X [ (a, 0)]) em Top+* é
chamado de “cone de X

Uma homotopia é uma func¢ao continua do tipo h: X xI — Y tal que X
e Y sao espacos topologicos. Dada uma homotopia h: X xI — Y, para cada
t € I, temos uma fungao continua h;: X — Y tal que hi(z) = h(z,t), Vo € X.
Para cada t € I, também chamamos a funcao h; de uma “homotopia”.

Sejam f,g : X — Y funcoes continuas. Dizemos que “f é homotopica
a ¢”, e denotamos isso por “f ~ ¢”, se, e somente se, existe alguma homotopia
h: XxI —Y talque hg = f e h; = g. Nesse caso, dizemos que “ f ¢ homotdpica
a g por h” (ou “via h”) e denotamos isso por “f ~, ¢”. Também, dizemos que
“para cada t € I, a funcao f é continuamente deformada nas homotopias hy,
desde hg = f até h; = ¢”. Dada uma homotopia h: X xI — Y é 6bvio que
ho ~n hi. A relacdo de homotopia é uma relacao de equivaléncia e as classes
de equivaléncia sao chamadas de “classes de homotopia”. Denotamos o conjunto
de todas as classes de homotopias de fungoes continuas de X em Y por “[ X, Y]".
Note que [X,Y] = Homre(X,Y)/~.

Seja T uma categoria. Dizemos que T é uma “categoria com uso topologico”
se, e somente se, existe algum funtor fiel F : T — Top. Nesse caso, dados
objetos A, B € Obj(T), dizemos que uma homotopia h : F(A) x I — F(B) ¢é
uma “homotopia relativa a categoria T” se, e somente se, h; € F[Hom+(A, B)],
Vt € I. Ou seja, da mesma forma que, para uma homotopia h : X xI — Y,
temos que “para cada t € I, a funcao hy é continuamente deformada nas ho-
motopias (continuas) h;, desde ho até hy”, no caso da homotopia relativa a
categoria T, temos que, “para cada t € I, o morfismo F~1(hg) é continuamente
deformado nos morfismos F~1(h;), desde F~!(hg) até F~'(hy)”. Dizendo de outra
forma, se pudermos denotar as proprias fungoes continuas como sendo morfismos
da categoria T, dizemos que uma homotopia h : F(A) x [ — F(B) é relativa
a categoria T se, e somente se, hy € Homt(A, B), ¥t € I. Dados morfismos
B,7 € Homt(A, B), dizemos que “$ é homotopico a 7" (ou entdo que “F(3) é
homotopico a F(v) relativamente a T”) se, e somente se, existe alguma homo-
topia h : F(A) x I — F(B) relativa a categoria T, tal que F~1(hy) = e
F~Y(hy) = v, ou seja, se existe alguma homotopia h: F(A) x I — F(B) tal que
hy € F[Homt(A,B)],Vt € I, F'(hy) =3 e F~'(h;) =~. A relacao de homo-
topia (relativa a T) é uma relacao de equivaléncia no conjunto Homy(A, B) e as
classes de equivaléncia sao chamadas de “classes de homotopia de Homt(A, B)”
ou entdo “classes de homotopia de Homrop, (F(A), F(B)), relativa a T7. Exem-
plos: duas fungoes continuas f,g: X — Y sao homotodpicas relativamente a Top
se, e somente se, sao homotopicas. Dois morfismos de pares f,g: (X, a) — (Y,b)
sao homotopicos relativamente a Top* se, e somente se, existe alguma homo-
topia h: XxI =Y talque hoy = f, hy =g e h : (X,a) = (X,b) ¢é
um morfismo de pares, Vi € I, isto é, hy(a) = b, YVt € I. Dois morfismos de
triades f,g: (X, A, B,p) — (Y,U,V,q) s@o homotopicos relativamente a Ad3
se, e somente se, existe alguma homotopia h : X xI — Y tal que hy = f,
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hi=g e h:(X,A B,p) — (Y,U,V,q) ¢ um morfismo de triades, Vt € I, isto
é, [A] CU, i[B] CV e h(p) =¢q,Vt el

Por exemplo, dado um espago topolégico X, em Tops , a notagao para o espago
de lagos com ponto marcado a € X & €(X) = Homy,,+ ((1,01,1),(X,{a},a)),
em que 0I = {0,1}.

Seja T uma categoria com uso topolégico e suponha que, para cada par
de objetos A, B € Obj(T), definimos uma relagdo de homotopia no conjunto
Hom+t(A, B), como descrita no paragrafo acima. Dessa forma, outra proprie-
dade da homotopia relativa a T é que, VA, B,C € Obj(T), Va, f € Homt(A, B),
Vy,0 € Homt(B,C),se a~ f e 7~ 4§, entdo yoa ~ §o 5. Essa propri-
edade nos possibilita quocientarmos a categoria T pela relacao de homotopia,
isto é, criamos uma nova categoria TH que tem como objetos os objetos de
T e tem como morfismos as classes de homotopia de morfismos de T. A pro-
priedade nos permite definir a composicao desses morfismos nos representantes
[v] o [@] = [yoa]. Os representantes de isomorfismos da categoria TH sao chama-
dos de “equivaléncias de homotopia”. Explico: o morfismo [a] € Homtu(A, B) é
um isomorfismo se, e somente se, existe seu inverso [3] = [a|™! € HomTu(B, A)
que satisfaz [a o 8] = [a| o [] = [ids] e [Boa]l = [5] o |a] = [id,], ou seja,
aofl ~id, e [oa ~ ids;. A notacdo classica ¢ Homty(A,B) = [A, B],
o conjunto de todas as classes de homotopia de morfismos de Homt(A, B). E
claro que [A, B] = Homtu(A, B) = Homt(A, B)/ ~ . Ademais, dizemos que
dois objetos “A, B € Obj(T) sao homotopicamente equivalentes” (tém o mesmo
tipo de homotopia) se, e somente se, sao isomorfos em TH.

Os diagramas comutativos de TH sao chamados de “diagramas comutativos
em homotopia”. Geralmente denotamos os morfismos em tais diagramas sem os
colchetes, ou seja, colocamos um representante de cada classe como marcador.
Por exemplo, um quadrado comutativo em TH do tipo

A B

[ l l 8]

D
¢ (0]
geralmente é denotado como
A—"~DB
) lﬁ

como se fosse um diagrama de T, o que pode causar alguma confusao, pois tal
diagrama em T, assim como em Top ou em Set, que significa que foa =J o7,
agora em TH, significa que [foa] = [B]o]a] = [d]o[y] =[007] ou seja, significa
apenas que [oa ~ do~. Para evitar algum equivoco, as vezes dizemos que, em
T, “o diagrama comuta a menos de homotopia”.
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Sejam n € N e o espago com ponto marcado E™ = (5™, p,) € Obj(Top*).
Para todo espago com ponto marcado E = (X,z,) € Obj(Top*t), denota-
mos o conjunto [E", E] = Homrep+n(E", E) = Homrpop+ (E", E)/~ por
“mF = m,(X,1)" ou por “m,X”. Para cada n € N, seja ¢z : S" — X tal
que ¢z (y) = x, Yy € ™. Ou seja, a funcao constante ¢z = S™ x {2,}. Entao,
[z ] € m(X, 1), Yn € N. O primeiro resultado interessante ¢ que X é conexo
por caminhos se, e somente se, m (X, 7,) = {[¢} ]}. Na realidade, |7(X,x)| ¢ a
cardinalidade do conjunto das componentes conexas de X. Dado um espago com
ponto marcado (X, ,), para cada n > 1, é usual construir o produto (concate-
nacao) de morfismos de Hommop+ ((S™, o), (X, %)), 0 qual induz uma operagao
binéria em 7, (X, ,) de modo que este se torna um grupo, chamado de “grupo de
homotopia (absoluto) n-dimensional de (X, 1,)”. Ademais, se n > 2, este grupo
é abeliano. Para n = 1, o grupo m (X, x,) é chamado de “o grupo fundamental
de X, com ponto marcado xz,”. Nesse caso, temos funtores m : Topt — Set,
m : Topt — Grp e =, : Topt — Ab, Vn > 2.

Sejam n € N, n > 1, e o par P*" = (D", 8" ! p,) € Obj(Tops). Para
todo par com ponto marcado P = (X, A, ,) € Obj(Topj ), denotamos o conjunto
[P, P] = Homep,e (P, P) = Home+ (P, P)/~ por “m,P =m,(X, A, 1,)" ou
por “m, (X, A)”. Para cada n € N*, seja s : D" — X tal que s (y) = o,
Vy € D" Ou seja, a fungdo constante s = D" x {x}. Entao,
s ] € m(X, A 1), ¥n € N*. Dado um par de espagos com ponto marcado
(X, A, 1), para cada n > 2, é usual construir o produto (concatenacao) de
morfismos de H Oyt ((D”, S po), (X ,A,a:o)), o qual induz uma operacao
binaria em 7, (X, A, ) de modo que este se torna um grupo, chamado de “grupo
de homotopia (relativo) n-dimensional de (X, A, x,)”. Pode-se mostrar (e geome-
tricamente ¢ facil ver) que, Vn € N, se n > 2, entdo 7, (X,{n}, ) = m.(X, n).
Ademais, 7,(X, A, x,) € um grupo abeliano, Vn > 3. Nesse caso, temos funtores
m : Topy — Set, m, : Top; — Grp e m, : Top; — Ab, Vn > 3.

Combinando os grupos de homotopia relativos e os absolutos, as inclusoes
(A x) = (X,7%) e (X, {n}, ) < (X, A, 1) induzem a chamada “seqiiéncia
exata do par”

gﬂnA—HrnX — 7, (X, A) 4. 2>7r1A—>7r1X — m(X,A) 2>7T0A—>7TOX
na qual os homomorfismos 0, : 7, (X, A) — m,_;A sdo conectantes.

Sejam n € N, n > 2, e a trfade T" = (D", S" ', 577! p,) € Obj(Ady).
Para toda triade T = (X,A, B,x) € Obj(Ad;), denotamos o conjunto
1", T)] = HomAdgH(T",T) = Homg+ (T™,T)/~ por “mT = m (X, A, B, x)”
ou por “m, (X, A, B)”. Note que, ¥n € N, se n > 2, entao [»p ] € m (X, A, B, n).
Também, Vn € N, se n > 2, entao

HomAd;r ((Dn’ st Si_l,po), (X, A A, :zco)) = HomTop; ((Dn’ Sn—l’po)’ (X,A,xo))

e, portanto, 7, (X, A, A, 1) = m,(X, A, 1), Yn > 2. Dada uma triade com ponto
marcado (X, A, B,x,) € Obj(Ad}), para cada n > 3, pode-se construir o produto
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(concatenacao) de morfismos de HomAd; ((D",Sﬁ_l,Si_l,po), (X,A,B,aso)), 0
qual induz uma operagao binaria em 7, (X, A, B, 7,) de modo que este se torna um
grupo, chamado de “grupo de homotopia n-dimensional da triade (X, A, B, z,)".
Temos que 7, (X, A, B,z,) é um grupo abeliano, ¥n > 4. Nesse caso, temos
funtores m, : Ad; — Set, m;: Ad] — Grp e m, : Ad] — Ab, Vn > 4.

As inclusoes (A, AN B,x,) — (X,B, ) e (X,{wn},B,x) — (X,A, B, )
induzem a chamada “seqiiéncia exata da triade”

o S (AANB) = m(X,B) > m(X,A,B) % .- % m(A, ANB) - m (X, B)

na qual os homomorfismos 0, : 7, (X, A, B) = m,_,(A, AN B) s@o conectantes.

Um espaco topologico X é chamado de n-conexo se, e somente se, 1, X é um
conjunto unitario, V5 € {0,1,...,n}. Note que mX ser unitario implica X ser
conexo por caminhos e, Vn > 1, ser m, X unitério, significa ser 7, X = 0. Seja G
um grupo. O espaco X é chamado de um espago de Eilenberg-MacLane do tipo
K(G,n) se, e somente se, m,X =2 G e mX é unitario, Vj # n.

Sejam X um espago topolégico e A um subespago com ponto marcado.
Na teoria de homotopia existem agdes por automorfismos mA — Aut(m,X),
Vn > 1, e mA — Aut(ﬂn(X,A)), Vn > 2. Se B é outro subespaco e se
tivermos um ponto marcado em A N B, entao existem agoes por automorfis-
mos m(ANB) = Aut(m,(X,A,B)), Vn > 3. A a¢do de mX em si mesmo
reduz-se & acao por conjugacao. Analogamente, a acao induzida na composi¢ao
m(X, A) 2 mA = Aut(m (X, A)) ¢ a acao por conjugacio de m(X, A), em que
0 = 0y ¢é o homomorfismo conectante da seqiiéncia do par. Em nossa notacao,
temos que 9%b = aba™!, Va,b € m,(X, A).

Sejam E, B e Y espacos topologicos, p : E — B uma fun¢ao continua e
ip 1 Y = Y xI tal que i,(y) = (y,0), Yy € Y. Dizemos que p tem a propriedade
de levantamento de homotopia para o espaco Y se, e somente se, para toda
homotopia h:Y xI — B e toda fungao continua f:Y — E,se po f = hoi,,
entao existe homotopia h:YxI— FE tal que hoi, = f e po h = h. Isto
é, se o quadrado abaixo (sem a flecha tracejada) comuta, entao existe a flecha
tracejada e o diagrama continua comutativo em todos os caminhos possiveis:

Y—f>E'

7
iol E p

Y><I—h>B

Uma func¢ao continua p : £ — B que tem a propriedade de levantamento de
homotopia para todo espago Y é chamada de uma “fibracao (de Hurewicz)”. Nesse
caso, o espaco B é chamado de “o espago base de p” e o espaco E é chamado
de “o espago total de p”. Dado b € B, o subespago F, = p '[{b}] C E ¢
chamado de “a fibra de p no ponto b” e o diagrama F, — E % B ¢ chamado de
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“uma seqiiéncia de fibracdo de p”. E importante dizer que, Vb,,b, € B, se b, e b,
estao na mesma componente conexa de B, entao F;, e [}, sao homotopicamente
equivalentes, isto é, sao isomorfos em TopH.

A definicao é analoga para morfismos de espagos com ponto marcado
(E,e), (B,b,) € Obj(Top*) e p € Homrop+ ((E,€), (B, b,)). Assim, temos
uma fibra canénica F = p~'[{b,}] C F e, portanto, chamamos F de “a fibra
de p” e os diagramas F < E 5 B e (F,e,) — (E,e,) 5 (B,b,) sio ambos
chamados de “a seqiiéncia de fibracdo de p”. E claro que e, € F e este fica
sendo o ponto marcado da fibra F'. Um fato importante é que essa inclusao induz
isomorfismos m,(F, F') = w,B, Vn € N* e portanto, usando a seqiiéncia do par,
obtemos a seqiiéncia exata longa da fibragao

9 9 9
o= m b —-nE—-nB—--—-nk—>mB—>nF—mnk

Podemos montar uma categoria K da seguinte forma: Obj(K) = Mor(Top*)
e, para cada par f,g € Obj(K), definimos

Homy(f, 9) = Hommpyyt (dom(f), dom(g)) X Homp,+ (cod(f), cod(g))

em que cada espago tem seu ponto marcado, o qual estamos omitindo, e de-

finimos (w,t) o (u,v) = (w o u,t o v), para todos f () g @ h A as
sociatividade da operacao de composicao assim definida ¢ imediata. Note que
idy = (iddom(f), idcod(f)), Vf € Obj(K). Podemos pensar nos objetos e morfismos
de K como se fossem quadrados (ndo necessariamente comutativos) de fungoes
continuas que respeitam pontos marcados

dom(f) —~ dom(g)

Para cada f € Obj(K) sejam

e Homrop(I,cod(f)) o espago dos caminhos (continuos) de I em cod(f),
equipado com a topologia compacto-aberta;

o dom(f) x Homrop (I, cod(f)) equipado com a topologia produto;

o L= {(.T,’}/) € dom(f) x HomTop(I,cod(f)) : y(0) = f(x)} equipado
com a topologia do subespacgo de dom(f) x Homrop (I, cod(f));

e uma funcdo ps: Ey — cod(f) tal que ps(x,v)=~(1), V(z,v) € Ey.
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Pode-se mostrar que py ¢ uma fibracao de Hurewicz. Sejam os pontos mar-
cados d, € dom(f) e ¢, € cod(f). Assim, o espago E; tem o ponto marcado
natural (d,,¢c.,) € Ef, em que ¢, : [ — cod(f) ¢é tal que ¢ (t) = ¢, Vt € I,
isto é, o caminho constante ¢, = I X {c,}. Seja Fy = p}l[{co}} a fibra de py no
ponto ¢,. Como F C Ey¢, equipe F; com a topologia induzida de Ey. Portanto,
o diagrama Fy — Ej N cod(f) ¢ a seqiiéncia de fibracao de ps. O espago
topolégico Fy ¢ chamado de “a fibra de homotopia de f”. Temos que

Fy = {(z,~) € dom(f) x Homrop(I,cod(f)) = 7(0) = f(z) e ~(1)=co}.

Também, podemos criar um funtor covariante F : K — Top*t da seguinte
forma: para cada f € Obj(K) defina F(f) = (Ff,(do,cco)) € Obj(Topt),
em que Fy é a fibra de homotopia de f. Para cada (u,v) : f — g, defina
F(u,v) © F(f) = F(g) de modo que [F(u,v)](z,7) = (u(z),v o 7),
V(z,v) € Fy. Sejam a, € dom(g) e b, € cod(g) os pontos marcados. Fi-
camos com F(u,v) € Homrop+ (F(f), F(g)), pois

[F(u7 'U)](dO’ cCo) = (u(d0)7 v o CCO) = (a07 cbo) y

em que ¢, : I — cod(g) étal que ¢, (t) =b,, Vt € I, isto é, o caminho constante
¢, = I x {b,}. Nesse contexto, para facilitar a notagao, também iremos denotar
F(f) por “Fy".

Usando essa construcao, sejam (X, ), (Y, %) € Obj(Top*) e o morfismo
[ (X,%) = (Y,%). Ou seja, dom(f) = (X,%) e cod(f) = (Y,%). Nos
paragrafos acima, substituimos d, = x, e ¢, = . Considere o subespaco
X; = {(z,7) € Ef : v = cfm} e F; a fibra de homotopia de f. Assim, temos

a seqiiéncia de fibracao Fy — Ef "Ly, Pode-se mostrar que X # ¢ homeomorfo
a X e que ¢ um retrato por deformacgao de Ey. Dai, Ey, Xf e X tém todos o
mesmo tipo de homotopia e, portanto, m, X = Wan = mEr, Vn € N*. Pela
composigao do diagrama F; < E; — Xf SX 5 Xf = By 2 Y, em que as
setas marcadas com um simbolo “~" sao equivaléncias de homotopia, obtemos o
diagrama Fy — X —Y de ToptH. Ou seja, em Top™H, substituimos a fungao

continua (X, 1) EN (Y,y) por uma fibragio (X,z,) —= (Y,4) e, portanto,
obtemos a seqiiéncia exata longa

3
"'gﬂ'an—>7TnX—>7TnY—>"'—>7T1X—>7T1Yﬁ)7T0Ff—>7T0X

Seja n € N*. Uma func¢ao continua (ou morfismo de espagos com ponto
marcado) f : X — Y é chamada de n-conexa se, e somente se, sua fibra
de homotopia F; é um espaco (n—1)-conexo. Ou seja, mFy = 0, Vj < n.
Lembrando que 7, Fy = 0 significa apenas que m,Fy é um conjunto unitério, que
contém apenas a classe de homotopia da fungao constante. Como pode-se ver pela
seqiiéncia mostrada acima, essa propriedade ¢ equivalente a termos mX = 7Y,

Vj < n, e um epimorfismo m,X — 7w, Y .
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Agora, seja um quadrado em Top+

Usando o funtor F': K — Top* e denotando F(f) = Fy, F(g) = Fy, F(u) = F,,

F(v) =F,, F(u,v) =9, F(f,g9) =¢, F, = F(¢) e Fy = F(¢), completamos o
quadrado para um diagrama nas fibragoes (em Top'H)

F,

©

F, LFu—“">F
RN

Ff—A——20B

T

Fyp—>X——Y
Temos que (a,w) = (f(a),gow) e que ¥(a,f) = (u(a),vo B), Ya € A
Vw € Homp, (I, X), VB € Homey, (1, B). Um resultado da teoria nos mostra
que, se o quadrado inicial comuta, entao os outros dois quadrados comutam e F,

e Fy, tém o mesmo tipo de homotopia. Denotamos por F' um objeto isomorfo a
F, e F, em Top*H e obtemos um diagrama comutativo em homotopia

F—>F,—2-F,

N

Ff—A——DB

o

Fp——X—-Y
e, portanto, obtemos um diagrama comutativo em Grp

7TLF" 7T1Fu 7T1F,U

L

mEy mA mB

L

7T1Fg 7T1X 7T1Y
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do qual extraimos o quadrado comutativo

mEF ——mF,

L

7T1Ff — 7T1A

que é chamado de “o quadrado fundamental” do quadrado inicial.

Sejam X um espago topologico e A C X um subespa¢o com um ponto
marcado 1z, € A. Um fato importante é que a inclusao 7 : A < X induz
isomorfismos nos grupos de homotopia ,,(X,A) = 7w, F;, Vn € N*. Para essa
inclusao, a seqiiéncia exata longa da fibragao fica

9 9 9
o= ornA->1X = > nA->nX S5 nF - A

Uma construgao usada no livro “Introduction to Homotopy Theory” de M.
Arkowitz [1] é a seguinte: sejam X um espago topologico, A e B subespagos
de X e F; a fibra de homotopia da inclusao i : A — X. Defina F(X; A, B)
como sendo o conjunto dos caminhos (continuos) que partem de um ponto de
A e chegam em um ponto de B. Equipe E(X; A, B) com a topologia do su-
bespago de Homr,, (I, X) e este tltimo com a topologia compacto-aberta. En-
tao, os grupos de homotopia da triade (X, A, B,x,) podem ser escritos como
T.(X, A, B) = 7, (E(X; B, {x,}), E(X;C,{x})), no qual z, € C =ANB e
X = AU B. Porém, a projegao na segunda coordenada F; — FE(X; A, {n}),
(a,@) — a tem uma inversa E(X; A, {z,}) = F;, a — (a(0),a) e, portanto,
F, ~ F(X; A, {x}). Dai, se os morfismos do quadrado comutativo

f

o1

BN

g

-~
IS

>

B——

b

sao inclusoes, entao
m(X; A B)=m(X;B,A) = 7T2<E(X; B, {x%}), B(X;C, {xo})) = (b, Fy) =mF
e o quadrado fundamental se identifica com o quadrado comutativo

(X5 A, B) —m(B,C)

| |

772(147 C) 7TIC

no qual os morfismos sao os homomorfismos conectantes das respectivas seqiién-
cias longas.
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Por fim, citamos os produtos de Whitehead. Os produtos de Whitehead ori-
ginais sao fungoes do tipo w, : mX x mX — m., X, para cada par k,{ € N*.
Por exemplo, wy, : mX x mX — mX & tal que wy(a,b) = %b~1, Vk > 1, em
que a acao de mX em m X é a usual. Em particular, w; é a funcao comuta-
dora de mX. Existem muitas generalizagoes desses produtos que também sao
chamados de “produtos de Whitehead”. Vamos citar dois casos importantes para
nosso estudo, que aparecem no artigo “Products in homotopy theory”, de A. L.
Blakers e W. S. Massey [2|. Sejam X um espago topologico, A e B subespagos
de X e um ponto marcado x, € AN B. Os produtos aos quais nos referimos sao
fungoes do tipo wy, : m(B, AN B) x m(A, AN B) = m,..(X, A, B), para cada
par k,f € N*. Sejam os homomorfismos conectantes de cada seqiiéncia longa
0 : m(X,A,B) - n,(AANnB), & : n(X,A,B) — mn,(B,AN B),
d: m(ALANB) - 1, (ANDB) e & : m(BANDB) — 7m.,(ANB).
Entdo, Owy(a,b) = [we, (9a,0)]" e dwe(a,b) = [w, . i(a,db)] D",
Va € m(B,AN B), Vb € m(A, AN B). Para nosso estudo, é mais interes-
sante 0 caso T = wy, : M(B, AN B) x (A, AN B) = m(X, A, B). Temos que
m(az,y) = %[t (x,y)]-7(a,y) e T(x,by) = 7(z,b)-[r(z,y)], Va,z € 1,(B, ANB),
Vb, y € m(A, AN B). Também, se [ : (X, A, B,%) — (Y,C,Dy) é um mor-
fismo de triades, entdo vamos denotar os homomorfismos induzidos (aplicagoes
dos respectivos funtores nesses morfismos) por f, : 7.(X, A, B) — n.(Y,C, D),
fl:m(B,ANB) — m(D,CND) e f!:m(A, ANB) — m,(C,CND). Dessa forma,
temos que f (wi(a,b)) = w.(fL(a), f/ (b)), Va € m(B, ANB), Vb € m(A, ANB).
Por essa tltima igualdade, ficamos com 7(az,y) = 7(%z,%y) - 7(a,y) e com
7(z,by) = 7(z,b)-7(Px,%y), Va,z € (B, ANB), Vb, y € (A, ANB). Como as
acoes dadas pelas composigoes m(B, AN B) L m(ANB) — Aut(m(B, AN B))

e m(A, AN B) 2 (AN B) = Aut(m(A, AN B)) sdo conjugacdes, te-
mos que T = w, ¢é um pareamento cruzado com respeito as agoes da-

das pelas composi¢oes (B, A N B) LN m(AN B) = Aut(m(A,ANB)) e

(A, AN B) % m(AN B) = Aut(m(B, AN B)).

O outro caso s@o fungoes wy, : m (X, A) x mA — m,, (X, A), para cada par
k,¢ € N*. O caso de nosso interesse é w,, : m(X,A) x ;A — m(X, A). Nesse
caso, temos que 5’u)21(a, c) = [wn(é’a, o)7L, Va € m(X, A), Ve € m A.

5.2 Mobdulos cruzados e quadrados cruzados de
grupos

Para cada grupo R, vamos denotar por c¢® : R — Aut(R) a agao por
conjugagao de R.

Defini¢ao 5.2.1. Um moddulo cruzado de grupos é uma 4-upla (M, N, p,60) na
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qual M e N sao grupos, u: M —- N e 0: N — Aut(M) sao homomorfismos
(isto é, # é uma agao por automorfismos de N em M) tais que fopu = cM e
pob,=cyou,VyeN.

M -2 Aut(M) MM

ul / ML lu
0

N N——>N

N
Cy

Seja (M, N, p,0) um modulo cruzado de grupos. Usando a nossa notagao
para acoes de grupos, Va,b € M, Vy € N , temos que

“b = 0,0y (0) = [0(1(a))](b) = [(Bop)(@)](b) = [¢¥ (a)](b) = ¥ (b) = *b = aba™*

n(¥a) = p(0y(a)) = (noby)(a) = (c op)(a) = Y (u(a)) =y - pla)-y=".

Por exemplo, se N é um grupo, M < N, u : M — N ¢é a inclusao e
0 = chn : N — Aut(M) & a restrigao da conjugagao de N, isto &, 0(y) = c)'|n,
Yy € N, entao (M, N, pu,0) é um modulo cruzado de grupos.

Sejam G, H e T grupos, 0 : G — Aut(H) e & : H — Aut(G) agdes por
automorfismos e compativeis e 7 : Gx H — T um pareamento cruzado com
respeito a 0 e ¢ tais que T = (GRH)Y & o produto tensorial de G e H com
7. Sejam 0 : G — Aut(T) e € : H — Aut(T) as acdes por automorfismos
induzidas porfefe AN:T — G e p:T — H os homomorfismos do teorema
3.5.3. Pelos itens (iv), (v), (vi) e (vii) deste teorema, temos que (T,G,\,0) e
(T, H, p, €) sdo modulos cruzados de grupos.

Sejam X um espaco topolégico, A um subespaco e 1z, € A um ponto
marcado. Considere o homomorfismo conectante da seqiiéncia exata do par
0 : m(X,A) - mA, e aagdo usual 0 : mA — Aut(7r2(X, A)) Entao, a
4-upla (m(X, A),mA,0,6) ¢ um modulo cruzado de grupos.

Seja X = (M, N, u,0) um moédulo cruzado de grupos. E ttil pensar em X
como um diagrama unidimensional (aresta) M +5 N” no qual N age em M
por 0: N — Aut(M), N age em si mesmo pela conjugagao c¥ : N — Aut(N),
M age em si mesmo pela composicio M —— N N Aut(M) e M age em N pela

composicio M -5 N SN Aut(N). Assim, M também age em si mesmo pela
conjugacgao, pois #opu = cM. Dal, ficamos com M e N agindo em si mesmos por
conjugagao e um no outro pelas agoes 0 : N — Aut(M) e cNou: M — Aut(N).
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Temos que 6 e c¥No p sao compativeis. De fato, Vm € M, Vn € N,

OeNoymimy = O((c¥o p)m(n))

1l
EAREN
—~ O
§/v
o
>
—~
3
~—

(Mo m)o,(m) =

Definigao 5.2.2. Sejam (7,G, \,0) e (M, N, u,&) modulos cruzados de grupos
e a:T—M e f:G— N homomorfismos. Dizemos que o par (a, ) é um
morfismo de mddulos cruzados de grupos se, e somente se, poa =Fo\ e «ae
B preservam as agoes 6 e £, isto é, {ggoa=aol,, Vg G.

T M A

S e

G— N M——sM
B 5,8(9)

Sejam (T,G,\,0), (M,N,u,§) e (F,H,v,{) modulos cruzados de grupos
e a: T —->M,:G—N,v:M—FE e 06: N — H homomorfismos.
Pela definigao anterior, é facil mostrar que, se («, 3) e (v,d) sdo morfismos de
modulos cruzados de grupos, entdo (y o a, § o #) também é um morfismo de
modulos cruzados de grupos. Dessa forma, podemos criar uma categoria XMod
que tem por objetos modulos cruzados de grupos e por morfismos os morfismos
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de moédulos cruzados de grupos, na qual definimos a composicao de morfismos
coordenada a coordenada, isto é, (v,d) o (a,3) = (yoa«a,d o). Assim, os
morfismos identidade sao pares de identidades.

Sejam (M, P, u,&) e (N, P,v,{) modulos cruzados de grupos. Podemos re-

. . . I v
presentar os dois moédulos cruzados pelo diagrama “M — P <— N7 ou
como uma “quina” ou “canto”:

Os modulos cruzados de grupos que compartilham todos os mesmos grupos de
quina P sao chamados de P-mo6dulos cruzados. Os morfismos canénicos entre
esses modulos cruzados sao da forma («,idy) : (M, P,u,§) — (N,P,v,() e
podemos representa-los apenas por « : M — N. E claro que voa = u e
(poa=ao,, VpeP.

M—°>N M- M
xly al la
P N——N

Assim, para cada grupo P, podemos formar uma subcategoria XModp de XMod
contendo como objetos os P-mddulos cruzados e como morfismos os morfismos
candnicos entre eles.

Sejam (M, P,u, &) e (N, P,v,() P-mo6dulos cruzados de grupos. Temos mais
uma agao por automorfismos de M em N e mais uma agao por automorfismos de
N em M, asaber, (op: M — Aut(N) e {ov: N — Aut(M). Vamos mostrar
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tiveis. De fato, Vm € M, Vn € N, temos que

que essas agoes sao compa
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Vm € M, Vn € N. Agora vamos mostrar que &, x ¢, € Homc(X, X), Vp € P.
Com efeito, Vp € P, Vm € M,Vn € N,

(Com)e,m) =

= tp)o(Eor)(n) o Ep)]
= go(Eov)uo(s)

Dali, (Co:u)fp(m) OCp = Cpo (Coﬂ)m € (goy)Cp(n) ng :fpo (foy)n.
Sejam (M, P,11,€) e (N,P,v,{) P-moédulos cruzados de grupos, como no
diagrama abaixo:

M
lu
N——=P
Temos que
o fop=cM;

o (ov=cN;

o poé,=chopu Vpe P;

e vo(,=clov,VpeP;

o (MxP,crop) e 0bj(C);
o (NxP,crov,() e Obj(C);
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X = (MxN,Copuéov) € Obj(C);

o Y = (PXP,CP,CP) GObj(C),

uxv e Home(X,Y);

& X ¢ € Home (X, X), Vp € P.

Definigao 5.2.3. Um quadrado cruzado de grupos é uma 12-upla
(L7 M7 N? P7 )\7 p? /’67 V? 0757 C? T)

naqual L, M, N e Psaogrupos, \: L - M,p: L -+ N,u: M — P, v: N — P,
0:P — Aut(L), £ : P — Aut(M) e ¢ : P — Aut(N) sao homomorfismos e
7: MxN — L éuma fungao tais que pol=vop=w

A M

[N

v
e que satisfazem os axiomas

(i) A preserva as agdes 0 e &, isto é, Ao, =, 0\, Vp € P. Ou seja, A é
equivariante com respeito as agoes 6 e &;

(ii) p preserva as agoes 6 e (, isto ¢, po, = (,0p, Vp € P. Ou seja, p é
equivariante com respeito as agoes 6 e (;

(iii) (M, P,u, &), (N,P,v,¢) e (L,P,w,0) sao modulos cruzados de grupos,
isto é,
o f{opu=cMy
o (ov=cN,
o (ow=ck
e poly=chop,VpePb;
e vo(,=chov,VpeEP;
e wof,=chow,VpeP.
(iv) 70(§xG) =007, VpEP;
(v) (AoT)(m,n)=m- [gu(n)(m)]il, VYm € M, Vn € N;

(vi) (por)(m.n) = [Guy(m)] -0, Vin € M, ¥n € N
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(vii)
(vii)
(ix)
(x)
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T(AMC),n) = [0, ()], VL € L, ¥n € N;
7(m, p(0)) = [Oum)(0)] - €71, VL € L, Ym € M;

T(ma,y) = [Oum) o 7(,y) - 7(m,y), Ym,x € M, ¥n € N;

7(
7(z,ny) = 7(x,n) - Oy o T](2,y), Ym € M, Vn,y € N.

Na definicao acima, é claro que £ é uma acao por automorfismos de P em
M, que ¢ é uma acao por automorfismos de P em N e que 6 é uma agao por
automorfismos de P em L. Combinando os itens (iv) e (ix), Vm,z € M, Vn € N,

temos que
T(mz,y) = [Oum) o 7l(2,y) - 7(M, y)

= {70 [§um) X G}z, y) - 7(m, y)
= {7 o [¢(ulm)) x ((um))] }(@,y) - 7(m,y)
= {rol(€on)(m) x (Cou)(m)]}(fﬂ,y)-T(mjy)
= {ro[e”(m) x (Cop)(m)]}(z,y) - 7(m,y)
= {7rolegy x (Cop)ml}(@,y) - 7(m,y)
= 7([eh x (Comml(z,y)) - T( y

(z,y
= 7(cM(2), (Copm(y)) - 7(

Combinando os itens (iv) e (x), Vm € M, ¥n,y € N, temos que

T(z,ny) = 7(x,n)- [Oym oT](z,y)
= 7(x,n) {7 o [Eum) X Cum]} (2, y)
= 71(z,n)- {To [ ( (n)) X C(V(n))]}(x,y)
= 7(z,n)-{ro[(§ov)(n) x (Cov)(n)]}(z,y)
= 7(z,n)-7([(Eov)(n) x (Cov)(n)|(z,y))
= 7(z,n) 7([(§ov)(n)](z), [(Cov)(n)](y))
= 7(z,n) 7([((ov)(n)](x), [c¥(n)](y))
= 7(z,n) - T((€ov)a(2),c) (y)) -

Portanto, em vista do item (iv), os itens (ix) e (x) da defini¢ao s@o equivalentes
ao item (xi) abaixo:

(xi) A fungdo 7: MxN — L éum pareamento cruzado com respeito as agoes

Copu:M — Aut(N) e Eov:N — Aut(M).

Usando nossa notacgao para agoes de grupos, reescrevemos os itens da definigao
acima no formato abaixo:



5.2. MODULOS CRUZADOS E QUADRADOS CRUZADOS DE GRUPOS229

(i) A®0) =P[\{)], Ve € L, Vp € P;
(i) p(P) ="[p(0)], Vl € L,Vp € P;

(iii) Paratodosme M, ne€ N,pe P e (€ L, temos que
u(m) -1
o x=mrm

v(n) -1
o y=mnyn =

M(A(Z))Z _ ézﬁ‘l _ V(P(Z))Z7
o pu(Pm)=p-pum)-p;
o v(Pn)=p-v(n) p

o u(\P0)) =p-u(MO) -p =p-v(p0) " =v(p(0)).

(iv) 7(Pm,Pn) =P[r(m,n)|,Vm € M, Vn € N, Vp € P;
(v) (7' n)) = m""'m=1, ¥m € M, Vn € N;
(vi) p(r(m ) ="""nn' ¥m € M, ¥n € N,
(vii) T(A(0) ) =" Yl e L, Yn € N;
(viil) 7(m,p(0)) =" e, V0 € L, Ym € M;
(ix) 7(mz,y) =""lr(e,y)] - r(m.y) = 7(""2,""y) - v(m.y), Ym,x € M,

Vn € N;
(X) T(ZL’,TLy) = T($7n).”<") [T(l‘,y)] = T(‘ran)'T(u(n) v ) Vm e M, vn Y € N.

Sejam @ = (L, M,N, P, \, p, i, v,0,£,(,7) um quadrado cruzado de grupos
e w=poA=vwvop. Pelofatode (M,P ¢, (N,P,v,() e (L,P,w,0) serem
modulos cruzados de grupos, temos que os grupos L, M, N e P agem em si
mesmos por conjugagao e uns nos outros compativelmente (dois a dois).

Sejam e,, € M o elemento neutro de M, ey € N o elemento neutro de N
e e,€ L o elemento neutro de L. Entao, 7(ey,n) = e, = 7(m,ey), Ym € M,
Vn € N. Dessa forma, pelo item (viii), M age trivialmente em ker(p). De fato,
Ve € ker(p), Ym € M, temos que e, = 7(m,ey) = 7(m, p(€)) = [0m) ()] - €7
e, portanto, (0 o p)n(€) = 0Oum)(f) = £. Também, pelo item (vii), N
age trivialmente em ker(A). Com efeito, V¢ € ker(\), Vn € N, temos
que e, = T(ey,n) = T(AW),n) = - [,m()]" e, portanto, que
(6 0 V) (£) = Bymy(0) = L. Tsto 6, ™0 =€, Ym € M, V0 € ker(p), e "t =1,
Vn € N, YVl € ker()).

Como exemplo, sejam P um grupo, M 1P e N<P. Entao, MNN <P, o que
implica. MNN<M <P e MNN<N<P. Sejam A\ : MNN < M,p: MNN — N,
i:M— P e v:N < P asinclusoes, c? : P — Aut(P) a agao por conjugagao
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de P e suas restricoes & = cpy : P — Aut(M), ( = chy : P — Aut(N)
e 0= chyw : P — Aut(M N N). Sejam também &k : PxP — P a
fungio comutadora, isto é, k(a,b) = [a,b] = aba='b~!, Va,b € P, e sua restrigao
T = Klamxw : M XN — P'. Entao, im(t) C PN MNN e 7 ¢éda forma
T:MxN — MNN. Assim, a 12-upla (M NN, M, N, P, X\, p,u,v,0,&,(, 1) é
um quadrado cruzado de grupos.

Sejam T" um grupo, (M, P, i, &) e (N, P,v,{) modulos cruzados de grupos
e 7: MxN — T um pareamento cruzado com respeito as agoes ( o u e
£ov, de modo que T = (M®N)$** ¢ o produto tensorial de M e N com
7. Assim, temos que {opu = cM, que (ov =c¥ eque pof, =chopu
e vo(, = cyov, Vp € P. Também, todas as agoes envolvidas sao agoes
por automorfismos, (M x P, cPou, &) € Obj(C), (NxP,cPov, () € Obj(C),
X = (MxN,Copu,Eo0v) € Obj(C), Y = (PxPecr,c’) € Obj(C),
uxv e Home(X,Y) e & x(, € Home(X,X), Vp € P.

Sejam as fungoes 7, : M XN — M e 7,: MxN — N tais que, Vm € M,
Vn € N,

ri(m,n) =m - [(§ov)n(m)]™" =m - [§ym(m)]

Como (opu e £ov sao agoes por automorfismos e sao compativeis, pela proposigao
1.2.11, 7, e 7, sao pareamentos cruzados com respeito as agoes (opu e {ov. Pela
demonstragao do item (i) do teorema 3.5.3, os homomorfismos A : T — M e
p:T — N desse teorema sao tais que Aot =7, e por =7,. Como u: M — P
e v: N — P sao homomorfismos, pela proposi¢ao 1.2.12, por, : MxN — P
e voT, : M XN — P também sao pareamentos cruzados com respeito as
agoes Copu e Eowv. Seja k : PxP — P a funcao comutadora, isto é,
k(p,q) = [p,q] = pap~tq™', Vp,q € P. Pelo exemplo 1.4.5, k ¢ um pareamento
cruzado com respeito a conjugagdo de P. Como uxv € Homc(X,Y'), temos que
ko (uxv): MxXxN — P também é um pareamento cruzado com respeito as agoes
Cou e &owv. Na realidade, temos que por, = ko (uxv)=rvor,. De fato,
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VYm € M, ¥n € N, temos que
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Ficamos com os homomorfismos poA, vop:T — P.

= (vop)or.

vor,=vo(porT)

— jrom = ro (uxv)

(poX)oT=po(AorT)
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Pela unicidade, na propriedade universal do produto tensorial, temos que
oA =vop. Seja w=poA=wvop.

Como vimos anteriormente, X = (MxN , (ou, Eov) € Obj(C). Seja p € P.
Como &, x ¢, € Homc(X,X), temos que 7o (£ x () : MXN — T éum
pareamento cruzado com respeito as agoes ( o e £ ov. Portanto, existe um
inico homomorfismo 6, : T — T tal que 6,07 =70 (£, X ().

MXN ——T s (M@N )

(M®N)§_<Ou,§w)

Seja e =ep€ P o elemento neutro de P. Dai,
f.or =70 (& X () =To (idy X idy) = Toidyun = T.

Como id, o7 = 7, por unicidade, 0, = id; .
Para todos p,q € P, temos que

Opgo T = 70 (§pg X Cpg)
= 70 [¢(pg) x C(pq)]
= 7o {[5(p) o &(9)] x [¢(p) o C(9)]}
= 7o {[5(p) x ()] o [¢(q) x ((9)]}
= T0(& X () o(§ X ()
= @oTo(quCq)
= @,00,0T

= (Byo0)oT.

Por unicidade, 0_17(1 = 0_p o H_q. Dai, Vp € P,

>

_1:9

6,080, ot =0, =idy =0, = 0,1, =0,-100,
e, portanto, 0, e m sdo isomorfismos, com (6,)7! = K . Dessa forma,
0, € Aut(T), ¥p € P.

Seja 0 : P — Aut(T) tal que 6(p) = 0,, Vp € P. Dai, Vp,q € P,
0(pq) = Opy = 0,00, = 0(p) 0 0(q). Assim, § € Hom(P, Aut(T)), ou seja,
f ¢ uma agao por automorfismos de P em 7. Pela nossa notagao, temos que
0, =0(p) =0,, Yp € P. Portanto, 0,07 =70 (£, x (), Vp € P.

Como (o e £or sao agoes por automorfismos e sao compativeis, estao
bem-definidas suas ac¢oes induzidas no produto tensorial, que denotaremos por
Cpu: M — Aut(T) e &v: N — Aut(T). Para todo m € M e todo n € N,

temos que

(Cu)m o =T olep X (Cop)m] =70 [ep X Cum)]
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(é*_y)nOT:To[(foy)nxc,{f]:To[&,(n) X cN].

Sejam m € M e n € N. Ficamos com 6,4n) = 0(u(m)) € Aut(T), com
0oy = 0(v(n)) € Aut(T), com ((pt)m € Aut(T) e com (Ev), € Aut(T).

MxN T T MxN T

T
Q\) H(Cu)m Q\) u(fv)n
o[ X Cpym)] T N T

To[gv(n) XcCp ]

Oumy ©T = 70 [§um) X Cuim)]
= 70 [£(n(m)) X Cum)]
= (& o p)(m) X Cum)]
M (m) X Cu(m)]

Por unicidade, 0,4y = ((it)m € Ql,(n (€v),. Como m e n sdo quaisquer,
ficamos com (6o p)(m) = ( (m )) 0,m) = (Cpt)m = Cu(m), Vm € M, e com
(@ ov)(n) = 60(v(n) = bym = (Ev)n = Ev(n), Vn € N. Assim, §opu = (u
e fov = &v. Dessa forma pelo item (iii) do teorema 3.5.3, temos que

fow==0o(uo))=(fop)or=_luol=cr. Alternativamente, pelo item (iv)
do teorema 3.5.3, temos que fow =0o(vop)=(fov)op=~E&rop=T.

Seja k: PxP — P’ afungao comutadora e ¢” : P — Aut(P) a conjugagao



234 CAPITULO 5. APLICACAO EM HOMOTOPIA

de P. Observe que ko (cf X ch) =ch ok, Vp € P. De fato, Vp,q,r € P,

[ko(ch xch)lg,r) = K((C x cp ))
r(ch(q),ch )
= r(pap 1,prp Y
= [pgp~",prp ]

= (pap ) prp ) (pgp™") " (prp™) "
(pap™ ) (prp™ ) (pg~'p~ ) (pr~'p™)

= pap 'prp”'pg p T tpr~p!

= pgrq 'ripT!

= plgrg ' )p!

= c(qrg v

= ¢y ([g;7])

= ¢ (k(q.1))

= (chor)(g,r).

Temos X = (M xN, Cou, Eov) € Obj(C), Y = (PxP,c?,cP) € Obj(C) e
puxv € Home(X,Y). Seja p € P. Como &, x ¢, € Homc(X, X), temos que
(uxv)o (& x (y) € Home(X,Y). Como k é um pareamento cruzado com respeito
a cP, pela proposicao 1.3.3, temos que ko (uxv)o (£, x ;) ¢ um pareamento
cruzado com respeito as agoes (o pu e £ ov. Também,

o(uxv)o (& x¢) = rol(pogp) x (vog)]
= rol(chopu) x (chov)
= Ko(ch xch)o(uxv)

— P
= choro(uxv).

Dai, ¢j ok o (uxv): MxN — P & um pareamento cruzado com respeito as
agoes (o e {ov. Temos homomorfismos cfow,wof,: T — P.

MxN - T
! lwog”
cf oko(uxv) P

P i P — P — P — (P
Estes sdo tais que (cfow)oT =clopuoloT =chopuor =choro(uxv)
i P — P — P — P
ou, alternativamente, (¢ ow)o7 =chovopor=chovor,=choko(uxv).
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Também,

(wob,)or = polob,or
proXoto (& X ()
poTio(&pXGp)

= Ko (uxv)o (& X ()
= choro(uxv).

Ou, alternativamente,

(woby,)oT = vopob,orT
voporto (& x ()
= vomo({ X ()

Ko (uxv)o (& X ()
choro(uxv).

Por unicidade, ficamos com c¢f ow = wo#,. Como p ¢ arbitrario, temos que
chow=wob,, VpeP.

Concluimos que w: T — P e 0: P — Aut(T) s@o homomorfismos tais que
fow=cT e chow=wob,,Vpe P. Logo, (T, P,w,0) ¢ um P-mo6dulo cruzado
de grupos.

Considere novamente as fungoes 7, : M XN — M e 7,: MxN — N tais
que, Vm € M, Vn € N,

7i(m,n) =m-[(§ov)n(m)] " =m - [§m(m)]

7o(m,n) = [(Copm(n)] - n™" = [Qum(n)] - 07"
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Para todo p€ P etodo (m,n) € MxN,

—

[ Ty ey W Ry Wi

Ve T T e T T s e s e e

S N N N i N i N

~—

/

—

—
.ﬂ |
—
Lo—
= & - T
mK, —~
< WE. E
Q, —
C/SO(_ ~
~ Q — ——
inl | - I
| p_m(\
N TS
)n\.)\l/C/S
E Y =& = oo
s &

XA Y Y o
- -

RSV V)



5.2. MODULOS CRUZADOS E QUADRADOS CRUZADOS DE GRUPOS237

(20 (& X G)l(m,n) = 72((510 X Cp)(m> n))
= 7(&((m), G(n))

[Cu (&p(m ( ( )] )
[Cwosp)(m (G n))] p(m)]™!
= [((cp op)(mn) (Cp( )] (n
= | ]
[

n
n -1
(

Cc{f(u(m (Cp )) (n)] -
Coutmy-p—1 (G0 )] (n)] ™!
= {[CpummlOCp](n)} [ p(n)] ™!
= {Gutmyp1pl(n)} - [G ()] !
= {[Cpu ]( )} G (m)] ™

= {[G o Guml(n)} - (G ()]~

= [Cp(Cum)( )] 16 ( Nl

= Cp(Cy )) Cp

= Cp([gu(m (n)] - n” )

= Cp(szn)

= (Gomn)(mn).

Assim, 10 (§, X () = &0 e 1,0 (& X () =( 0T, VpE P.

Seja. p € P. Como & : M — M e (, : N — N sao homomorfis-
mos e 7; e T, sao pareamentos cruzados com respeito as agoes (o pu e £ o v,
entdo {,om =71 0(E X () e (poT = T,0 (& X (,) também sdo parea-
mentos cruzados com respeito as agoes ( o u e & ov. Alternativamente, como
X = (MxN,Cop,&ov) € Obj(C) e & x ( € Home(X,X), temos que
T,0(& % () =&01 e 10(& X () = (,o7, também sdo pareamentos cruzados
com respeito as acoes (op e {ov. Temos homomorfismos §,0\, Ao6, : T"— M
e (pop,pob,: T — N.

MxN T MxN

T T T
!A Aot ) lpoep
&poTi M (poT2 N

Estes sao tais que

(Aob,)or = Xob,orT
AoTo (& % ()
710 (& X Gp)
= §omn

= §o(AorT)

= (§oA)orT
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(pob,)or = pob,orT
= poto (& x()
= 70 (& X ()
= (om,
= Cpo(poT)
= (Gop)or.

Por unicidade, ficamos com Ao 6, = {0 ecom pod, = (,0p. Como p
é qualquer, temos que A\ é equivariante com respeito as agoes 6 e £ e que p é
equivariante com respeito as agoes 6 e (.

Note que, Vm € M, Vn € N,

(Ao r)(m,n) =7(m,n) =m - [&@m(m)] "

(po7)(m,n) = 7,(m, 1) = [Gumy ()] -0

Anteriormente, mostramos que (i), = Oum), Ym € M, e que (Ev), = Oun) 5
Vn € N. Dai, pelos itens (vii) e (viii) do teorema 3.5.3,Vt € T, Vn € N,V¥Vm € M,
temos que

T(A®),n) =AH) @ n =t [()a(t)] " =1t [Oum(t)]

e que

7(m, p(t)) =m @ p(t) = [(C1)m ()] - 17" = [Ouemy ()] -7

Logo, a 12-upla ((M@N)(T@“’&"”), M,N,P,\ p,u,v,0,¢&, C,T) ¢ um quadrado

cruzado de grupos.

Definicao 5.2.4.  Sejam X = (L,M,N,PXp,uv0¢&CT) e
X = (L', M'N' PN, p, i, v, ¢, 7") quadrados cruzados de grupos.
Um morfismo de quadrados cruzados de grupos de X em X’ é uma 4-upla
¢ = (@, 0 yp) maqual ¢ L =L g M= M, g : N = N
e ¢, : P — P sao homomorfismos tais que XN oy, =¢, 0\, p oy, =¢, 0p,

V/OQONZQDPOV,,LL,OQOMZQDPO/,L,&;P(I))OQOMZQDMO§p7<—:DP(p)OQON:gONOCp,
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pr(p)OSOLZSOLOep e poT=T10(p, Xp)

L

L I
A Y
0
p M—M M
u l
N \ e N’ K w
P - P’

Ou seja, os homomorfismos ¢, , ¢,,, ¢, € ¢, ligam os vértices dos quadrados
cruzados, formando um cubo tal que todas as suas faces sao quadrados comutati-
vos e, além disso, esses homomorfismos preservam as acoes de P e P’ e comutam
com os pareamentos cruzados.

Sejam

X =(L,M,N,P,\ p,u,v,0,&C(T),

X, = (L/J M’? Nl? Pl? Al? pIJ /’L,7 V/7 9/7 5/7 C’? T/)

" iz 4 " i " /! " ! /! 1 1 1
X :<L’M7N7P’A7p7/"b7y70 757( 77—)

quadrados cruzados de grupos, ¢ = (¢, ¥y, Pxs ¥p) um morfismo de quadra-
dos cruzados de grupos de X em X' e ¢ = (¢,,¢,,,¥,,¥,) um morfismo
de quadrados cruzados de grupos de X’ em X”. E facil mostrar que a 4-upla
(¥, o, , 1, © @,y © Yy, ¥, 0@,) ¢ um morfismo de quadrados cruzados de
grupos de X em X”. Assim, criamos uma categoria XSq que tem como objetos
os quadrados cruzados de grupos e como morfismos os morfismos de quadrados
cruzados de grupos, na qual a composicao de morfismos é definida coordenada a
coordenada (wL7 wM’ wN’ wp)o((pm P Pro SOP) = (¢L °%r, wM O¢M>wN °Pn> wPOSOP)'
Dessa forma, os morfismos identidades sao as 4-uplas formadas pelas identidades
em cada grupo.

Dados T um grupo, (M, P,u,&) e (N,P,v,{) modulos cruzados de gru-
pos e T : MxN — T um pareamento cruzado com respeito as acgoes
Cop e £ov,de modo que T = (M®N)$** & o produto tensorial de
M e N com 7, como fizemos acima, podemos construir um quadrado cruzado
de grupos U = ((M@N)(fc’“’&c’“),M, N, P\, p, i, V,e,f,C,T). Dizemos que
o quadrado cruzado U é “universal’, querendo dizer que, para todo quadrado
cruzado de grupos @ = (L', M',N' P N, p v, 0 & (7)), se os modu-
los cruzados de grupos das arestas sao iguais, (M', P',u/,&") = (M, P, p,&) e
(N, P,V () = (N,P,v (), entdo existe um tunico morfismo de quadrados
cruzados de grupos ¢ = (¢, 0y, Pn:¥p) : U — Q tal que ¢, = idy,,
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oy = idy e ¢, = idy. De fato, como (M’ P u',¢&) = (M,P,p,§) e
(N, P,V (') = (N,P,v,(), temos que 7" : M xN — L ¢é um pareamento
cruzado com respeito as agoes (opu e £ov. Dali, existe um tinico homomorfismo
o T — L talque ¢, o7 =7 =17 0idpyuny =7 0 (idy X idy).

MxN-—1s=T

N

L

o morfismo procurado é ¢ = (g, ,idy, idy,idp).

T

N P
valente & propriedade do quadrado comutativo de quadrados cruzados de grupos

abaixo
(O O>_>(O M)
0 P 0 P

l l
(eo)—(5 )

ser um pushout de XSq, em que denotamos os quadrados cruzados de grupos
menores sem as flechas entre eles.

A propriedade do quadrado cruzado U = ( ) ser universal é equi-

Como ultimo exemplo, sejam X um espaco topoldgico e A e B subes-
pacos de X, com um ponto marcado 1z, € AN B = P. Considere as
agoes usuais & : mP — Aut(m(B,P)), ¢ : mP — Aut(m(A,P)) e
0 : mP — Aut(m(X,A,B)) e também p = 0 : m(X, A B) - m(A,P),
AN =09 : m(X,AB) - mB,P), v =0 : mAP) - mP e
p = & : m(B,P) — mP os homomorfismos conectantes das respectivas
sequéncias exatas longas. Pela natureza desses homomorfismos
conectantes (os representantes das classes sdo levados por 0 e 0 em clas-
ses com representantes dados pelas restrigoes aos respectivos hemisférios e d
e & levam representantes nas restrigoes as fronteiras dos discos), é claro que
Lo =vrvop = w Temos que (WQ(B,P),WIP,/L,{;“), (WQ(A, P), mP, I/,C) e
(WQ(X,A, B),WlP,w,Q) sao m P-modulos cruzados de grupos. Seja também
T = wy, : m(B,P) x m(A,P) - m(X,A,B) o produto generalizado de
Whitehead mencionado anteriormente. Como vimos, 7 é um pareamento cru-
zado com respeito as agoes (o u e & ov. Pelas propriedades desse produto
com respeito aos homomorfismos induzidos e aos homomorfismos conectantes,
¢é rotina verificar que sao satisfeitos os axiomas de quadrados cruzados de gru-
pos, de modo que (7T3(X,A, B), m(B, P), m(A, P),mP, A, p, i, V,@,S,C,T) é um
quadrado cruzado de grupos.
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Como comentado anteriormente, o quadrado acima se identifica com o qua-
drado fundamental
mF ——mF,

|

mFy ——mP

do quadrado das inclusoes abaixo

/
e

jP T

emque P=ANDB e F éum objeto de Top"™ com mesmo tipo de homotopia
da fibra de homotopia dos morfismos F, — F, e F; — F,. Tal quadrado
fundamental também tem estrutura de quadrado cruzado de grupos, como pode-
-se verificar.

5.3 Resultados

Como mostrado nos trabalhos de Brown e Loday, existem funtores que trans-
formam n-cubos de espagos com pontos marcados em n-cubos cruzados de grupos.
Pelo teorema generalizado de Seifert-van Kampen desses autores, esses funtores
preservam certos colimites entre essas categorias. No nosso caso particular, qua-
drados de espacgos pontuados sao levados em quadrados cruzados de grupos e,
sob certas hipoteses, os pushouts de Top*H sao levados em pushouts de XSq. O
teorema abaixo é exatamente nosso caso de interesse.

Teorema 5.3.1. Sejam () o quadrado comutativo de Top* abaixo a esquerda e
I1Q) seu quadrado fundamental abaixo a direita

f
R

Q

m b ——mF,

[

Py ——mC

IS
-

Sy

—_—
g

Entao, 1) comuta e tem estrutura de quadrado cruzado de grupos. Além disso,
se u e [ induzem funcgoes sobrejetoras mC — mB e mC — mA e @) é um
pushout de homotopia, entao o espaco F' é conexo por caminhos e II¢) é universal.
Dessa forma, a funcao de quadrados cruzados de grupos 7 : mF, x mFy = mF
induz um isomorfismo mF, ® mFy = mF.
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No teorema acima, [, e Iy sao as fibras de homotopia de v : ¢ = B
ede f :C — A, respectivamente, e F' ¢ um objeto de Top™ com mesmo
tipo de homotopia das fibras de homotopia dos morfismos F, — F, e
Fy — F,. O produto tensorial ¢ nao-abeliano e a funcao de quadrados cru-
zados de grupos 7 : mF, X mF; — mF ¢ um pareamento cruzado com
respeito as agoes dadas pelas composicoes mF, — mC — Aut(mFy) e
mFy = mC — Aut(m F,), nas quais as acOes sao dadas pela estrutura de qua-
drado cruzado de grupos. Observe que, com as nossas consideragoes da se¢ao
anterior, o teorema estd quase totalmente demonstrado. A tnica afirmacao que
¢é necessario provar ¢ justamente o teorema generalizado de Seifert-van Kampen
de Brown e Loday em dimensdo dois, a saber, que o funtor II : Top™H — XSq
preserva colimites (pushouts).

No caso do quadrado @) ser um quadrado de inclusoes e C = AN B, todos
0s espagos com o mesmo ponto marcado, entao mostramos na se¢ao anterior que
o quadrado fundamental II() pode ser identificado com o quadrado cruzado de
grupos

(X, A, B) —m(B,C)

| |

m(A, C) mC

no qual os morfismos sao os homomorfismos conectantes da respectiva seqiién-
cia exata longa e a fungdo 7 = w, : Wm(B,C) x m(A,C) — m(X, A, B) ¢
o produto generalizado de Whitehead, que ¢ um pareamento cruzado com res-
peito as agoes dadas pelas composigoes m(B,C) — mC — Aut(WQ(A, C’)) e
n(A,C) —» mC — Aut(WQ(B,C’)) e, portanto, induz um homomorfismo
m(B,C) @ m(A,C) — m(X, A, B).

Corolario 5.3.2. Sejam X um espaco topologico, com subespagos A C X e
B C X eum ponto marcado 2, € ANB = C' e considere o quadrado comutativo

de Top+
T T

f

—_

no qual as fungoes sao inclusoes. Suponha X, A, B e C sejam conexos por
caminhos e que u e f induzem epimorfismos mC — mB e mC — mA, res-
pectivamente. Entao, as inclusoes de pares (A,C) — (X, B) e (B,C) — (X, A)
induzem epimorfismos m(A,C) - m(X, B) e m(B,C) - m(X, A) e o produto
generalizado de Whitehead 7 = wy, : m(B,C) x m(A,C) — m(X, A, B) induz
um isomorfismo m,(B,C) ® m(A,C) = m(X, A, B).
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Seja (X, x,) um espago com ponto marcado e considere a suspensao SX e os
cones inferior e superior de X, C_X e C, X, respectivamente. Tomando o nivel
t = 0 nesses espacos, obtemos um subespaco homeomorfo a X e, portanto,
podemos considerar X como sendo um subespaco de todos eles. Dessa forma,
temos que X = C_ X NC,X. Como os cones sao espagos contrateis, temos que

[

m(C.X) =20 = 7,(C.X), ¥n € N. Uma parte de cada seqiiéncia exata longa
para os pares (C_X,X) e (C,X,X) ¢

=T (CX) 51, (CX, X)) > 1, X 5 7m(C.X)— -

o = T (CLX) 5 o (CLX, X)) 51, X -7, (CX) — -
as quais, portanto, nos fornecem w,,(C_. X, X)=r1 X =7, (C,X,X), Vn € N.
A mesma seqiiéncia aplicada ao par (SX,C_X) tem uma parte

=, (CX) > 7m(SX) - 71 (SX,C.X) > 7 (C.X)—---

a qual nos fornece m,(SX) =7, (SX,C_X), Vn € N*.
Agora, uma parte da seqiiéncia exata longa para a triade (SX,C . X,C_X) é

o m(CL X, X) 5o m(SX,CX) - m(SX;C.X,CX) = m(C X, X) 5 m(SX,C.X)— -
Substituindo o que conseguimos acima, obtemos uma seqiiéncia exata
o X 5 m(SX) - m(SX;C X, CX) > mX = m(SX)— -
Seja G = mX. Aplicando o corolario 5.3.2, temos que
GRG=mXmX =2n(C.X,X)omn(C_.X,X)=n(SX;C,X,C_X).

De fato, vamos denotar m(SX,C.X,C.X) = m, m(C, X, X) = n7 e
m(C_X, X) = m, . Temos o quadrado cruzado de grupos

o .
T3 > T

al 15,

e — G
com as agoes & : G — Aut(rd) e ( : G — Aut(m;) e a fungdo
dada pelo produto generalizado de Whitehead w,, : 73 X m; — 7. Seja
T i X m — m ®m o pareamento cruzado com respeito as acdes (o e
o 9, construido na secao correspondente a existéncia do produto tensorial, tal
que T @M = (M5 ® W;)(T?é/’gog). Seja 7, : GXG — G®G o pareamento cru-
zado com respeito a conjugacao de (G, construido na se¢ao acima citada, tal que
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GeG = (G2Q),, , isto ¢, GRG = (G&G), . Como mostrado anteriormente, o’ e

19 00 sdo acoes compativeis e I'x0 3 Xm; — GXG é um morfismo da categoria
C. Portanto, existe seu produto tensorial 0'® 0 : 7y @ 1, — GRXG, com respeito
as agoes e pareamentos cruzados envolvidos, tal que (® d)or, = 7,0 (' X J).

_ d'xd
T X GxG
Tll 70
Ty @ Ty > (oG
0'®0

Como & :7f =G e 0:m — G sio os isomorfismos que derivamos acima,
provenientes das seqiiéncias exatas dos cones, entao I'xdé bijetora e, portanto,
um isomorfismo da categoria C. Como a construgao ¢ funtorial, é claro que
IR0 : 7 @m — GG é um isomorfismo, como querfamos.

Como o produto generalizado de Whitehead w,, : 713 X m; — 7, € um parea-
mento cruzado com respeito as acoes (o’ e £o0d, existe um tnico homomorfismo
w:iT, @M — W tal que woT = ub,.

— T1 —
T X Ty —T @,

N

Ti3

Pelo corolario 5.3.2, w é um isomorfismo de grupos. Seja k, : GRG — G’ o
epimorfismo comutador do produto tensorial. Ficamos com o diagrama

20

T @y GG
wt l'ﬂ
™ 4 5 G

Pelas propriedades do produto generelizado de Whitehead que citamos, Va € 7y,
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Vb € 7, , temos que

(@ o0d ow)(a®b) =

= [0'uni(a,00)]

= {[w,(0a, )]}
= wn(é/a,éb)

= (0)(db)(Da) " (B0)"!
= ﬁ1(8b®8b)

Por unicidade, ficamos com & o & ow = K, o (5’ ® 5), ou seja, o diagrama

acima comuta. Temos o homomorfismo & o & : n(SX,C.X,C.X) > G=mnX

e o isomorfismo (& ® d) o w™' : m(SX,C,X,C.X) - G®G, de modo que
o[(0 ®D)ow ] =0 o0&, ou seja, o tridngulo abaixo comuta

m(SX,C. X,C X) 0/

mX
(6’®N /

GG

Portanto, temos o diagrama comutativo abaixo, no qual a primeira linha é exata

X —m(SX) —m(SX,C.X,C_X) mX m(SX)

«| (‘L

GoG

K1

Agora, suponha que mX = 0 e, no diagrama acima, denote m(SX) =S,
H(SX,C.X,CX)=7m,GeG=T,0:mX =S, a:S =, =000 7 —G,

= @®dow' 71 =T e k=, : T — G. Ficamos com o diagrama
comutativo




246 CAPITULO 5. APLICACAO EM HOMOTOPIA

no qual a linha de cima é exata e p : m — T & um isomorfismo. Dai,
ker(a) = im(0) = 0. Pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos que
S = %@ =~ im(a) = ker(f). Sejam e, € G o elemento neutro de G
e x € plker(B)]. Assim, existe a € ker(f) tal que x = p(a). Dali,
k(z) = k(u(a)) = (ko p)(a) = B(a) = es. Portanto, z € ker(k). Como
x é qualquer, ulker(8)] C ker(k). Seja y € ker(k). Como u é um isomor-
fismo, é sobrejetora. Assim, existe b € w tal que y = pu(b). Temos que
B(b) = (ko p)(b) = k(u(b)) = k(y) = eq. Dessa forma, b € ker(f). Portanto,
y = u(b) € plker(8)]. Como y é arbitrario, ficamos com ker(k) C plker(B)].
Segue que ker(k) = plker(B3)]. Assim, fi|rer(sy ¢ um homomorfismo da forma
Pler(a) © ker(B) — ker(k), com imagem igual a ker(k). Como p:7m — T &
um isomorfismo, temos que  fi|ger(s) : ker(8) — ker(k) também é um isomor-
fismo. Consequentemente, S = ker(f3) = ker(k). Voltando a notagao original,
ficamos com m(SX) = ker(k,) = Jo(G). Em particular, se X ¢ um espago de
Eilenberg-MacLane X ~ K (G, 1), entdao mX =0 e temos o resultado principal

mSK(G,1) = ker(k,) = Jo(G) .

Como uma aplicacdo desse resultado, podemos calcular 7,5? de uma maneira
alternativa, sem utilizar a fibracao de Hopf. Considerando os pontos mar-
cados (1,0) € S' e (1,0,0) € S? temos que S!' ~ K(Z,1) e que
S? ¢ a suspensao de S!, isto é, S? ~ SS!'. Usando o resultado principal
acima, temos que mS? = m(SSY) ¥ n,SK(Z,1) = Jy(Z) = ker(k,), em que
ki : LQ®Z — 7Z é o homomorfismo comutador do produto tensorial. Temos que
Ki(n@m) = [n,m]=n+m—n—m=0,VYn,m € Z. Por unicidade, temos que
k, = 0 e, portanto, que Jo(Z) = ker(k,) = ZRZ. Segue que mS? X ZKQZ éo
quadrado tensorial de Z. Como Z ¢é abeliano, a conjugacao de Z ¢é a agao trivial.
Usando o teorema 3.5.10, ficamos com 7,5% =2 Z®Z = Z%®,7Z% =2 7.0,7 = 7.
Logo, mS% = Z.
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