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RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia de solucoes para uma classe de
problemas elipticos nao lineares assimétricos. A assimetria que consideramos aqui tem
comportamento linear em —oo e superlinear em +o0o. Para obter tais resultados aplicamos
métodos variacionais como teoremas de linking e métodos topologicos como a teoria do

grau topologico.

Palavras Chave: Problemas Elipticos, Métodos Variacionais, Métodos Topologicos,

Linking, Grau Topologico.



ABSTRACT

The aim of this work is to present results of existence of solutions for a class of nonlinear
asymmetryc elliptic problems. The asymmetry that we consider here has linear behavior
on —oo and superlinear on +o00. To obtain these results we apply variational methods as

linking theorems and topological methods like topological degree theory.

Key Words: Elliptic Problems, Variational Methods, Topological Methods, Linking

Theorems, Topological Degree.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo provar a existéncia de solucoes para uma classe
de equacoes e sistemas elipticos com parte nao linear assimétrica. Em cada capitulo
consideraremos um problema que ¢é superlinear em +o00 e assintoticamente linear em —oo.

No primeiro capitulo estudamos o problema de Neumann

—Au =M+ g(z,u) + (uh)>t,  xeq,

(1)
@ =0, x € 010,
ov
N ) e . . 2N
onde 2 C RY, N > 3, é um dominio limitado com fronteira suave 02, A > 0 e 2* = N _2

¢ o expoente critico para a imersao de Sobolev.

Com as hipoteses que utilizamos sobre a funcao g : Q x R — R, o problema é do
tipo superlinear em +o0co e assintoticamente linear em —oo. Para mostrar o resultado de
existéncia de solugao nao trivial para esse problema utilizamos o Teorema do “Linking”,
devido a Rabinowitz [Rabinowitz]. A presenga do termo critico (u™)* ! dificulta a prova
dos resultados de compacidade, geralmente comuns nas hipoteses dos teoremas de pontos
criticos. Em geral, funcionais relacionados com equacoes que apresentam esse termo sa-
tisfazem a condigao de Palais-Smale (condigao PS) possivelmente apenas para valores do
nivel ¢ da sequéncia num intervalo limitado da reta. Isso forca um passo a mais: mostrar
que o nivel min-max pertence ao intervalo onde o funcional satisfaz a condigao PS.

A motivacao para o estudo da equacao ¢ o problema subcritico de Arcoya-Villegas

1



Introducao

[Arcoya-Villegas|. O caso particular em que g(z,s) = (s7)P, com p € (1,2* — 1) fornece a
equacao:

—Au =M+ (uh)? 4 (uh)>

Problemas elipticos envolvendo o expoente critico de Sobolev tém sido objeto de estudo
de diversos pesquisadores. O primeiro trabalho relevante nesse tema, utilizando a teoria
de min-max, é o classico artigo |[Brezis-Nirenberg| que mostrou a existéncia de solucoes
positivas para o problema

—Au = u+uu> 2 2€Q,

u =0, x € 0.
A principal hipotese utilizada nesse trabalho foi A < A; (o primeiro autovalor do operador
—A, o operador Laplaciano, com condi¢do de Dirichlet na fronteira). Posteriormente
os artigos [Capozzi-et al.| e [Cerami-et al.] ampliaram a hipotese sobre A de forma a
cobrir qualquer valor real e obtiveram ainda resultados de multiplicidade sobre as solucoes
do problema, relacionando a quantidade de solugcoes com a posicao de A\ em relacao ao
espectro do Laplaciano.

Inspirados por esses trabalhos surgiram muitos outros resultados trocando Au por
fungoes mais gerais g(x,u) que imitam tal comportamento linear proximo da origem e
sempre relacionando A com os autovalores do Laplaciano, por exemplo [Chabrowski-Ruf]
(caso Neumann) e |[Gazzola-Ruf| (caso Dirichlet).

Recentemente, muitos trabalhos tém sido desenvolvidos para o problema assimétrico,
em que a nao linearidade se comporta de maneira diferente em +oo e —o0.

Os artigos [Arcoya-Villegas| e [Papageorgiou-Smyrlis| estudaram uma equagdo com
parte nao linear assimétrica e condicoes de Neumann na fronteira, porém subcritico.
Nosso referencial para as hipoteses sobre Au + g(z,u) foram as hipoteses sobre a fungao
f do artigo [Arcoya-Villegas| e acrescentamos o termo critico motivados pelo trabalho

[Calanchi-Ruf].

No artigo [Calanchi-Ruf| os autores estudaram o problema

—Au= X u+g(z,u") + Wh)* 1+ f(z), =z€Q,
u=0, x € 011,
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com A > A e f(x) = h + tyy, onde p; é a primeira autofun¢ao do Laplaciano, com
condigoes de Dirichlet, e h € L"(Q2) para algum r > N. Um problema que possui o
termo f(x) com as caracteristicas acima ¢ dito do tipo Ambrosetti-Prodi. As técnicas
variacionais utilizadas por esses autores serviram de fonte de inspiracao para o problema

estudado neste capitulo.

No Capitulo 2 estudamos um sistema Hamiltoniano cujas equacoes seguem quase as
mesmas caracteristicas do problema quanto a assimetria, porém com o0s expoentes

subcriticos.

Um sistema do tipo

@ —Au+u= f(x,u,v)

—Av +v = g(z,u,v)

¢ chamado Hamiltoniano se existe uma fungao H(x,u,v) tal que

oH OH

(3) f:%eg:%.

Estudamos no Capitulo 2 o sistema Hamiltoniano com condi¢oes de Neumann na fronteira:

—Autu=au+bv+ (TP, xeQ,

(4) —Av+v=cutav+ (u")l, z€Q,
%:%:O, x € 01,

onde Q C RN, N > 3, é um dominio limitado com fronteira suave 952, a, b, ¢ sdo constantes
reais e p e ¢ sao tais que
N +2

1< <2P—1=—"7.
p7q N—2

Obtivemos um resultado de existéncia de solu¢oes nao triviais para o sistema ({4))
utilizando o Teorema do Linking, de Felmer [Felmer|, com argumentos similares aos do
artigo [Massa.

Os artigos |De Figueiredo-Felmer| e [De Figueiredo-Ramos| trabalharam com um sis-
tema Hamiltoniano utilizando espagos fracionéarios para a formulacao variacional do pro-
blema. Serviram como referéncia, apesar de termos nos resumido a outras técnicas vari-

acionais mais simples.
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O Capitulo 3 foi dedicado ao estudo dos problemas com ressonancia no primeiro au-
tovalor. Entendemos como problemas “ressonantes” os problemas cuja equacao é do tipo
—Au = M+ f(z,u) com X igual a um autovalor (com a devida condic¢ao na fronteira). A
ressonancia no primeiro autovalor (A = A1) é especialmente peculiar porque o funcional
associado nao satisfaz a condicao de compacidade de Palais-Smale.

A motivagao para o estudo deste capitulo foi o artigo [Cuesta-et. al.], no qual os autores
trabalharam com os seguintes problemas de Dirichlet ressonantes:

—Au =M u+ (ut)P + f(z), z€Q,
u =0, x € 011,

—Au = Nu+ (vT)? + f(z), em €,
—Av=X v+ (u")?+g(x), em Q
u=wv=0, em Of).

N +1
N -1

Supondo f € L"(2),r >N, 1<p< e

) | @@ <o,

onde ¢, é a primeira autofuncao do Laplaciano com condicoes de Dirichlet na fronteira
e normalizada em L?((2), os autores mostraram que a equagao escalar possui ao menos
uma solugao em W27 (Q) N HE (). Para o sistema, além de f e g satisfazerem a hipotese

, os expoentes p e ¢ deveriam satisfazer
1 N—-1 1 N —1
+ >
p+1 N4+1g+1 N+1

1 N-1 1 N -1
+ > .
g+1 N+1p+1 N+1
Em ambos os casos, os autores utilizaram a teoria do grau topoldgico juntamente com o

indice de Morse.
Estudamos neste capitulo a equacao escalar de Neumann:
—Au= (u")P + f(zx), ze€Q,

(6)
@ =0, x € 051,
ov
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e o sistema Hamiltoniano:

—Au=(v")+ f(z), em Q,
(7) —Av=(u")"+g(z), em Q,

ou Ov

% = 5 = O, em Of).

Aqui também supomos que f e g satisfazem uma hipotese tal qual . Note que, no caso
Neumann, ¢; é constante (logo, tem sinal definido) e por isso tivemos que supor que f e
g tém integrais estritamente negativas em €.

Assim como no artigo [Cuesta-et al], utilizamos métodos topologicos para obtencao
dos resultados de existéncia de soluges obtidos nesse capitulo. A teoria do Grau de Leray-
Schauder foi uma ferramenta fundamental neste processo. No Apéndice D incluimos um
resumo da teoria utilizada para provar os resultados principais.

Para obtermos as essenciais estimativas a priori sobre as solugoes de (@, diferente-

mente das hipoteses do artigo [Cuesta-et. al.], supomos 1 < p < e feL(Q), para

N -2
algum r > N/2. Para o sistema supomos

1<pg<

N —2
e f,g € L"(Q), para algum r > N/2. Essa parte do trabalho foi inspirada pelo artigo

[Kannan-Ortegal no qual os autores estudam uma equacao do tipo

—Au=g(u)+ f(x), x€Q,

ou
g 0
” 0, x € 01,

onde g : R — R satisfaz:

(G1) g é localmente Lipschitziana,;
(G2) lim g(s) = oo

$——00
(G3) |g(s)] < M para s > 0;

(G4) existem constantes a, f e um expoente p tais que

l9(s)| < als|” + 6,
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para todo s € R onde

N
1< N > 3.
p<N 27

Observe que g(s) = (s1)? nao satisfaz as hipoteses (G3) e (G3).

Por fim, incluimos nos apéndices um resumo das notacoes e de todos os resultados

suplementares a essa tese.



CAPITULO 1

UM PROBLEMA DE NEUMANN
COM EXPOENTE CRITICO

Nesse capitulo buscamos uma solucao nao trivial para o problema

{ —Au= X u+ g(z,u) + (w1, e

(1.1) )
au_ 0, x € 08,
ov
N ) e e . . 2N
onde 2 C RY, N > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira suave 02, A > 0, 2* = N _2

é o expoente critico para a imersao de Sobolev
HY(Q) — L1(%Q),

ut = max(u,0) e u= = max(—u,0). Assim, u =u" —u".

A funcdo g : 2 x R — R é uma funcio continua satisfazendo:
(91) g(xz,s) =0ses<0eg(x,s)>0ses>0;
(92) existem o € (1,2* — 1) e uma constante K > 0 tais que:
lg(z,8)] < K|s|”, Vz €, VseR;

7
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(63) 22(2,0) = 0

1
(g4) existe 0 € (O, 5) tal que
0 < G(z,s) <0Osg(x,s), VeeQ, Vs>D0,

onde G(z,s) = / g(x,t)dt é uma primitiva de g.
0

1.1 Resultado principal

Suponha u uma solugdo de ([1.1)) com u™(z) = 0 para quase todo = € €. Entao, dadas

as hipdteses sobre a fungdo g, o problema ([I.1) se resume a um problema de autovalor do

tipo:
—Au = Mu, em (,
u <0, em €,
Ou_ o0
— = em
Ov ' ’

o qual s6 terd solucao se A = A\ = 0, pois a tnica autofuncao com sinal definido é a
primeira (nesse caso, qualquer funcdo constante negativa seria solu¢do do problema).

Por outro lado, se A = 0 entao utilizando a primeira autofuncao ¢; = 1 como funcao-

teste e integrando (|1.1)), obtemos:

/Qg(x,u)dx =— /Q(zﬁ)?*ldx <0.

Como g é continua e satisfaz (g;), devemos ter:

/Q gz, u)dz = 0

o que obriga u™ = 0 q.t.p. em Q, e dai, pelo visto acima, as solu¢des do problema ({1.1)
sdo constantes negativas. Portanto, se A = 0 as unicas solu¢oes do problema (1.1)) sdo as

autofungoes negativas do primeiro autovalor (constantes < 0).

Quando A < 0, sabe-se que

el = (/QHVW - AuQ]dw)%
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define uma norma equivalente a norma padrao em H'(£2). Com esse fato, juntamente com
a hipotese (g2), é possivel mostrar que o funcional associado ao problema (|1.1)) pode ser
separado em uma parte associada a essa norma citada e outra parte que é superquadréatica,
satisfazendo as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.

Este capitulo se propoe a mostrar a existéncia de uma solucao nao trivial de para

A > 0 qualquer. Mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Suponha X\ > 0 e as hipdteses (g1) — (g4). Entdo o problema admite

pelo menos uma solugcao nao trivial.

1.2 Preliminares e notacoes

Estamos interessados em solugdes v € H*(€2), que é um espago de Hilbert munido com

a IlOI‘IIlaE]

(NI

lull = (Julz + [Vul3)* .
onde | - |, denotara sempre a norma no espago LP(Q2), p > 1.

Seja A1 o primeiro autovalor do operador —A com condigdes de Neumann na fronteira:

_Agb:Aqb? IEQ:
9 _
ov

Sabemos que A\; = 0 e as autofungoes correspondentes sao as funcoes constantes.

0, x € 0N2.

Denote por \; =0 < Ay < A3 < ... 0s autovalores de —A com condi¢ao de Neumann

na fronteira e @1, v, @3, ... as autofungoes associadas com norma 1 em H'().

O funcional J : H'(2) — R, de classe C, associado ao problema ((1.1]) ¢ dado por:

J(u) = %/Q|Vu\2dx— %/ﬂuzdx— /QG(:E,u)dx— 1 (u™)? du.

2* Jq

A derivada de J é dada por

W)= [

VuVpdr — /\/
Q

ugpdw—/g(m,u)cpdx—/(u+)2*_1gpda:,
Q Q Q

'Em varios momentos no texto, para simplificar as notacdes, utilizaremos simplesmente H' para nos

referirmos a H'(Q).
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para toda ¢ € H'(). Os pontos criticos de J sao solugoes fracas de (1.1]).

Lembre que
Vul?dx
S = inf fRN [Vl -,
ueDL2(RN)\{0} (f]RN ]uP*dx)T*

onde
D (RY) = {u : Vue L*(RY), ue L* (RY)}.
A constante S é atingida pela fungao

() = o

(1.2)

(N(N = 2) + [a])"2"
onde ¢y > 0 é uma constante que depende apenas de N. A fun¢do em (1.2)) satisfaz a
equacao

~AU =U?""1' em R".

Ademais,

/ VU |?da :/ U de =S~
RN RN

Usaremos adiante a seguinte notagao:

(1.3) ur(z) = e U (£> , €>0.

1.3 Condicao de compacidade

Lema 1.2. (Brézis-Lieb) Sejam Q um aberto de RY e {u,}nen C LP(Q), 1 < p < 00.
Se
(a) {un} € limitada em LP(Q)

(b) e u, = u g.t.p. em Q, quando n — oo

entao:
Tim ([ f — it — ) = [l
Demonstra¢ao. Ver [Willem]|, p. 21. O]

Proposicao 1.3. Dado so > 0 e 6 como na hipdtese (g4), existe K = K(so) > 0 tal que

(1.4) g(z,s) > Ks%_l7 Vs > sq, Vo € Q.
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Demonstragao. Com efeito, da hipotese (g4) segue que:

1
0s = G(z,s)’
Integrando de sy até s, obtemos:
® t
(Ins —1Insg) < / 9. 1) dt
S0 z

t
= In(G(z,s)

| =
S~—

— In(G(z, s0)),

logo, para todo s > s,

1
G(z,50)5 759

-5 1_ 1_
G(x,50)80 5% " = Kso !,

G(x,s) > G(x,so)s(;%s% = sbg(x,s) >
1

> -

= g(z,s) > 7

donde segue (1.4). O

Corolario 1.4. Tem-se:

(1.5) lim 9w s) _ +00.

s——+o0 S

Demonstracao. Basta notar que dado sy > 0 arbitrario, pela Proposicao vale a desi-
gualdade (1.4) com 0 < 1/2. Logo, para todo s > so temos:

xT,S 1
9(z, )2K35_2—>+oo, se s — 400,
s

visto que (1/0) —2 > 0. O

Lema 1.5. Suponha X\ > 0, (g1) — (g4) e seja {u,} C H'(Q) uma sequéncia (PS) para

J, isto €, uma sequéncia tal que, para todo n:

(1.6)

|J(u,)| = ' /|Vun] dr — — /u dx—/G T, Uy )dx — —* (u+)2*dx
(1.7)

[ (S (un), @)

S En”@”,

/Vuanpdx—)\/ungodx—/g(a:,un)godx—/(u,f)r_lgpdx
Q Q Q Q

para toda o € H'(S)), onde ¢ > 0 € constante e lim ¢, = 0. Entio {u,} ¢ limitada.
n—oo
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Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que {u,} tem uma subsequéncia ilimitada (a qual

continuaremos a chamar de {u,}), ou seja,
lim |Ju,| = +oc.
n—oo

Sem perda de generalidade, podemos supor que ||u,| > 1, ¥n. Defina

Unp

[l

Obviamente, [|z,|| = 1, Vn. Entéo, utilizando os teoremas e (ver Apéndice C),

Zn =

existe uma subsequéncia (que continuaremos a chamar {z,}) tal que:

(1.8) 2y — 29, em H' := H' (),
(1.9) 2y — 20, em L*(9),

(1.10) Zn(x) = 20(2), q.t.p. em Q,
(1.11) |zn(2)] < q(x) q.t.p. em Q,

onde zp € H' e g € L*(Q).

Defina:

As+g(x,8) +s2 71 se s>0
f(z,s) =

As, se s<0

Dividindo (1.7)) por ||u,]|, obtemos:

)25 -1
/VznV<pdat—)\/zngoda:—/g(x7un)godx—/dea:
0 o o lunl] o unl

para toda ¢ € H'. Ou simplesmente:

/Vzanpdx / f” H pdzr| < En‘:W’h Vo € H'.
n un
Passando o limite quando n — oo, deduzimos de (|1.8) que:
. Sz, un) B
(1.12) 3 lim = [ VzVdz,
N0 ’unH Q

para toda ¢ € H*.
Mostraremos que z; = 0 e depois chegaremos a uma contradi¢ao. Faremos isso em

duas etapas:
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Passo 1. zy(x) < 0, para quase todo z € §)
Passo 2. / zo(x)dx = 0.
Q
Os passos 1 e 2 implicam que zy = 0.

Passo 1. zy(x) < 0, para quase todo z € ()

Escolha ¢ = z§ em (1.12). Dai:

(1.13) lim f(x,un)z (x)dz :/ |V 2|?dz < oo,
O+

0
noo Jor|[unl]

com QF ={z : z(z) > 0}.

Mas, por outro lado, usando o fato que

lim wu,(r) = +00, q.t.p. em QF,
n—oo

e o Corolario obtemos:

AUy, ; Up, SO
noo||uy | n—o00 [t Un,
+3\2*—1
:nh_)nc;lo {)\Un‘l‘g(l’a’li:%)_{_(un) } zn(x)zo(x)

= lim {A + 9@, ) + (u+)2*_2} 2, (1) 20(7) = +00,

n
n—00 Up,

para quase todo x € Q. Portanto, se |Q2F| > 0, obtemos, pelo Lema de Fatou, que:

+00 :/ lim f(:c,un)z dx :/ lim inf f(:v,un)z dx
QO+ M0 Q

lunll ™ conoo lugl]
< lim inf Mzodx
n=oo Joro[|unl]
= lim —f(x,un)z dx
noo Jor luall
logo,
lim fz, un>zo(:1:)d:v = 400,
no0 Jor |unl

o que contradiz ((1.13)). Portanto, |2*| =0 e zo(x) < 0, para quase todo x € Q.

Passo 2. / 2o(z)dx = 0.
Q
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Lembre que agora nosso problema esta posto assim:

—Au = f(x,u) = M+ g(z,u") + (W) 2eQ,

ou
2 -0 o0
By , T € ,

Tome ¢ = u, em (1.7), multiplique por § e subtraia de (1.6 para obter:
[ = P o
Q 2

onde F(z,u) fo f(x,s)ds.

<C+ 6””;"”, Vn e N,

Dividindo por ||uy,]|, temos:

f@un)un o
/{ 2 (x’“”)]dx < . VneN,
o [ Tuall
logo,
flzun)un F
(1.14) lim { : (= “”)} dz = 0.
n—es Jo [[ttn]|

Por outro lado, fixando s* > 0 e usando a continuitade de f, existe K, tal que:

' f(@, upu
2

— F(z,u)| < K¢, Vu € (—00, s¥].

(Note que para u < 0 o lado esquerdo da desigualdade é nulo!)

Dali,

’/ fleghe — F(a,u) | ‘ _ Ko
r)<s ln | el

para todo n € N. Tomando o limite quando n — oo, temos:

| fesmdtn _ Pz, u,)
0 < limsup dz| <0.
n—o00 un(x)gs* HunH
Logo,
fun)un _ pig g,
(1.15) lim ‘/ 2 (@ ”)d;c =0.
n—roo (z)<s ||Un||

Ainda com s* > 0 fixado e chamando

f(xyun)un _ F .U
I :/ 2 ( ’ TL) dl‘,
Un (z)>s*
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temos por (g4) as seguintes desigualdades:

I> (1 — ) —f(x,un)undx > (l —9) 3*/ f(x’un)dx

2 un (z)>s* ”unH 2 Un (T)>s* ||u’fl||

_ <1 —6’)3 / flx,un) — Auy, + Ay I
2 [[tn|
2 ||Un|| 2 un () <" [[ttn]|
1

Xt
2

T, Un) do — (1 _ 0) s*/ [f(,un) — Auy) .
| 2 o (2)<s" ]l
1
B (_ N 9) S*A/ zn(z)dz
2 un(z)<s*
(e[ (1 e
”“n” 2 )" Tl
B (1 - ‘9) 5*)‘/ 2z (2z)d,
2 Un (T) <s*

onde Ky > 0 é uma constante positiva (que depende da limitacdo de |f(z,u) — Au| em

(—o00,s*]). Se considerarmos (1.12)), com ¢ = 1, e (1.15) e tomarmos o limite

quando n tende a infinito na desigualdade acima, obtemos:

1
0> —(——Q)S*A/zodxzo
2 Q

com s* > 0 fixado. Consequentemente,

/on(x)d:c =0,

e isso conclui o passo 2.

Dos passos 1 e 2, concluimos que zy = 0. Mostremos que isso nos leva a uma contra-

dicao.

Afirmacao 1.6. Tem-se:
. f z, un
lim

n—oo IIUnH

Com efeito, fazendo ¢ = u, em , multiplicando por 1/2 e subtraindo de (1.6)),

x = 0.

obtemos:

< ¢+ ep|un-

/QF(x,un)dx - %/Qf(x,un)undx
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Por (g4), obtemos:

(% - 9) /Qf(x,un)undx = %/Qf(x,un)und:c - H/Qf(x,un)undx

1
< 2/unf(ac un)dx—/F(x,un)da:
Q
< e+ €y|unl|-
Dai,
: f(z 1 €n
Oghmsup zpdr <limsupC' | 7—— + —— ] =0,

ns-too !unH notoo \lunl?  [Junl]

donde segue a aﬁrmagao.

Por outro lado, considerando (1.7)), com ¢ = z, e dividindo por ||u,|, obtemos de

||zn|| = 1, para todo n € N, que:

/Wznr?dw— finta), ‘ ’1‘/ 2dx‘/f ‘ |
Tl Hun|l e

Tomando o limite quando n — oo, temos:

Jm fela =1

o que contradiz a convergéncia em ([1.9) com zy = 0.

Portanto, a sequéncia {u,} ¢ limitada em H'((). O

Lema 1.7. Suponha A >0 e (g1) — (g4). Seja {u,} C H'(Q) tal que:

(1.16)
1 s N[, L[
J(un) = = | |Vun|"de — = | updr — | G(x,up)de — — [ (u;)” dov — ¢,
2 Ja 2 Ja Q 2" Jo
(1.17)
(S| = | [ VunTiods =2 [ wnpde— [ glwuneds — [ @ ods) < el
0 Q Q Q

para toda p € H* (), onde ¢, — 0 quando n — +oo. Se

S5
N

(1.18) <

entdo a sequéncia {u,} tem uma subsequéncia convergente.
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Demonstracao. Sabemos, pelo Lema , que {u,} é limitada em H'(f2). Dai, passando

para uma subsequéncia, se necessario, temos:

(1.19) u, — u, em H'(Q),
(1.20) u, — u, em L*(Q),
(1.21) up(x) = u(z), q.t.p. em Q.

Como {u,} & limitada em H'(Q), segue que {u;} ¢ limitada em L? (). Observe que,

fazendo q¢ = , obtemos:

N +2

2N 9
2%y

) g = [l ¥ = [ ) Pde = ju
Q Q

* L, 1. . 2N . .
logo, {(u})* '} & limitada em L¥+2(Q)). Passando novamente a uma subsequéncia, se

necessario, podemos supor que:

()" = ()71, em L¥32(0).

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e (1.20)), temos:

/Q(ungp — up)dx /Q(un — u)pdx

quando n — +o00. Logo,

< |up — ul2|pla = 0, Yo € H!,

lim Uppdr = / updr, Vo € H'.
Q Q

n—-+0o0o

Segue, por (1.19) e o Teorema das Imersoes de Sobolev, que existe ¢ € L7(Q2), 1 <
o < 2*—1, tal que |u,(z)] < §(z) q.t.p. em Q. Pela hipotese (go), temos para q.t. = €

l9(@,un)| < Klua|” < Kq(2)” € LY(Q).

Logo, como u,(x) — u(x) q.t.p. em , podemos usar os fatos acima juntamente com o

Teorema da Convergéncia Dominada para concluir que
Q Q Q Q
Q Q Q

= (J'(u), ),
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para toda ¢ € H'(Q). Portanto, u resolve fracamente a equagao
—Au = I+ g(z,u) + (u)* L

Ademais, escolhendo ¢ = u e substituindo na férmula da derivada de J obtemos:

0= (J'(u /|Vu| dx — / 2alac—/g(x,u)udx—/(qu)de,
Q 0

e portanto,
/|Vu|2dx:)\/Ude—i—/g(x,u)udx+/(u+)2*d1‘.
Q Q Q Q

Substituindo na expressao de J(u), obtemos, usando (g4):

/\Vu\d:c— / 2d:c—/Gxudx——/ ) da

_ 2/99(95 u>udx+;/g( +)2 dx—/QG(x u)dx—§ ()7 o

(11 y 1
= (53 5 Lot [ 6w

5. +/ [%g(m,u)udm - G(x,u)} dx
0

= —|u

1
>_
N|u

e+ /Q [0g(z,u)u — G(x,u)]dx >0,
isto é,
(1.22) J(u) > 0.
Escreva v,, = u,, — u. Pelo Lema temos:
1 1

( )d:li+2—1* ()2 dx 4 o(1).

Usando o fato que u,(x) — u(z) q.t.p. em Q juntamente com o Teorema da Convergéncia

Dominada e o resultado acima (via Lema[I.2), obtemos:
nh—glo [J(u) + J(v,)] = hm {[ / |Vul*dz — %/ w?dz—
/Ga:u :c——/ 2*ala:]
+ [—/ IV, — )2 — —/(un — )da—
—/G(mun— dm——/ Up —u) " dx]}
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1 1
= lim {—/ |Vu|2dx—i——/ |Vun|2dx—/VunVudx+
n—oe |2 /g 2 Ja Q
+1/ |vuy2dx—i/(u+>2* —i/<v+>2*dx—
2 Ja 2% Jo 2% Joo "
A

——/uidm—/G(m,un)dx}
2 Ja 0

1 A
= lim {— |Vun]2dx——/u2dx—
2 Jo 2 Ja

n—oo
/G(m,un)d:z: — = (u:{)wdx}
Q 2
= lim J(u,) =c.
n—oo

Por outro lado, usando novamente o Lema [1.2| e o Teorema da Convergéncia Dominada,
L = lim [/ |an]2dx—/(vg)2*d:c] :

L = lim {/ |Vun|2dx+/ |Vu|2dx—2/VunVudm—
—/(U:{)Q*dx%—/(uﬂ?d:p]
Q Q
= lim [/ \Vun|2d:v—)\/uidx—/g(x,un)undx—
—/(u:)wd:p—/ |Vu|2dx—|—)\/u2dx+
Q Q Q

—i—/g(a:,u)udx—ir/(u*)?d:l:—l—
0 0

+2/ |Vu|2dx—2/VunVud$}
0 0

= lim [(J'(up), u,) — (J'(u),u) +

n—oo

-1—2/ |Vu|2d:p—2/VunVudx}
v 0

= 0.

e denotando

temos:

Podemos supor entao que existe d > 0 tal que:

Va2 = d e |vf |5 —d
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Pela Desigualdade de Sobolev,

2%

/|an|2dx:/|V(U;+vn)|2da::/[Vv,ﬂ%la:—i—/ |an\2d:c2/|VUTf|2deS|vf{2
Q Q Q Q Q

ou seja,

[Vualz > Sluf[3

2*.

Entao:

/ Von2de > S|t 2 = S(jut2)F = d > Sd# .
Q
Se d = 0 entao, como ja sabemos que v, — 0 em L?(2), segue que:

||Un||2:/|VUn|2d$+/de:E—>0, quando n — 400,
Q Q

logo, u, — u em H'(Q) e a prova esta completa.

Suponha d > 0. Entao

[z

d>S

Portanto, como v, — 0 em L*(Q2) e q.t.p. em Q, temos:

Sz 1 1\ . 1
(o) st < (-2 d——d——d
v <2 7) 5 =<3 2*)

1
= — lim / |V, |2de — = hrn v 2dr — lim | G(z,v,)dz — > llm

2 n—-+4oo n—oo n—o00 Q n—-+

< J(u) + Erf ( /|an| de — = / de—/G(x,vn)d +§)
n [e.e] 0

E
S

= lim [J(u)+ J(v)] =c <

n—-+oo N ’

0 que é uma contradicao!

Logo, d = 0 e {u,} possui uma subsequéncia convergente em H'(). O

1.4 Condigoes geométricas

Sejam A\ = 0 < Ay < A3 < ... os autovalores de —A e @1, Y2, @3, ... as correspondentes

autofuncoes, com condicoes de Neumann na fronteira. Pode-se supor, sem perda de
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generalidade, que 0 € Q). Para cada m € N, seja (,, : 2 — R uma funcao suave tal que

0< Cn <1, [Vl < dmee

0, se x € By,
1, se x € Q\ By/p,.

Cm() =
Definimos as “autofuncoes aproximadas” por ¢" = (,, ;. Entao, a seguinte estimativa
ocorre (ver [Chabrowski-Ruf]):

Lema 1.8. Quando m — oo, temos ©" — p; em H*(Q). Além disso, no espago H, =

<g0’1”, . cp}”>7 temos:

max{|Vul|3 : u € H;

]7m7

July = 1} < X + ¢m*™

/ Vi"Veiltde = i + O(m*™),
Q

onde c; independe de m.

Seja & € Cj(Bim) uma funcio corte tal que £(z) =1se x € Byjam, 0 < &(z) <1em

Bi/m € |VE|o < 4m. Considere agora a familia de fungdes dadas por
ue(x) = &(x)ul(z) € H, ¢ > 0.

Lembre que a funcao w}(z) foi definida em (1.3). O préximo lema também pode ser

encontrado no artigo [Chabrowski-Ruf].
Lema 1.9. Para ¢ — 0 e para m fizado, tem-se:
(a) |Vul} =57 + O(eN2)

2= 5% + O(e)

(b) |uc

(c) |uc3 > Kie* + O(e¥72), onde K, > 0 € constante.

Ademais, para m — oo e € = o(1/m), temos:
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(d) |Vucl3 = 5% +O((em)™~2)

(e) lu2 = 5% + O((em)N).

enquanto (c) ocorre independentemente de m.

Observacao 1.10. Lembre que:

f(z) =olg(x)] quando x — xy se le % =0
e f(z) =O0[g(x)] quando x — xy se liiriizlp % < 400

Nosso objetivo aqui é aplicar o Teorema do Linking, de Rabinowitz |[Rabinowitz|, ao
problema ([1.1]).

Desde que A > 0, existe k € N tal que A € [Ag, \gy1). Considere HT = (i, ..., gok)l.
Sejam S, = 0B, N H™, H,, = (", ..., 7" e QS, = (BN H,) ® [0, R] {uc}, param € N
fixadd?} Defina a familia de aplicacdes

H={h:Q;, = H continua : h|sg. = Id},
e seja
(1.23) c= élel?f{ ueshl(lggn) J(u) = ]}qug uselcl;)lzn J(h(v)).
O Teorema do Linking, de Rabinowitz |[Rabinowitz], estabelece que se:
(1) J: H — R satisfaz a condigao (PS)z
(2) existem nimeros reais 0 < r < R e 51 > [, tais que
(1.24) J(v) > (1, para todo v € S,,

(1.25) J(v) < By, para todo v € 0Q),,

entéoﬂ o valor ¢, definido por (1.23) satisfaz ¢ > 1, e ¢ um valor critico para J.

2Entendemos por [0, R] {uc} o conjunto {su. : 0 <s < R}.
30bserve que os conjuntos acima dependem de m e de €. Escolheremos m suficientemente grande e €

suficientemente pequeno para que as condicoes geométricas do Teorema do Linking sejam satisfeitas.



SECAO 1.4 = Condicées geométricas 23

Note primeiramente que para v € H_ & R{u.}, v = w + su,, temos, por construgao,

supp(u) Nsupp(w) = (. Isso implica que
J(v) = J(w + sue) = J(w) + J(su,).
Comecemos mostrando que o funcional J satisfaz a condigao ([1.24]).

Lema 1.11. Ezistem r > 0 e 8, > 0 tais que
J(v) > By, para todov € S, =90B, N H™.

Demonstracao. Sejav € HT.

Afirmagao 1.12. Defina || - ||« : HT — R, dada por

1
2
ol = (/ |Vv|2> — Vol veH*
Q

Entao, || - ||« define uma norma em HY que é equivalente & norma usual || - || de H*(2),

restrita a H™.

Das propriedades da definicao de norma, apenas uma nao é imediata:
|lv]| =0<v=0.

Lembre que as funcoes constantes nao nulas sao autofuncgoes associadas ao autovalor

A1 = 0, logo, nao pertencem a H'. Portanto, dado v € H, temos:
|v]]« =0« Vv =0 < v = constante = v = 0.

Para mostrar a equivaléncia das normas, note primeiramente que uma desigualdade é
6bvia, pois:

[v]|2 = [Vol3 < [ol3 + [Vol3 = [v]]?, V.
Por outro lado, usando a caracterizagao variacional de A1, obtemos:

1

k+1

1
ol + o2 = (— + 1) Il Vo e H*,
Ak+1

loll” = ol + llollZ < 5

donde termina a prova da afirmagcao.
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Pela caracterizagao variacional de Ag.q1, a hipotese (g2), o Teorema das Imersoes de

Sobolev (Ver Apéndice C, Teorema [C.7) e a Afirmacao obtemod'}

/|Vv|dx / 2dx—/ xvdx——/
> 1-— Vv dx—K/ oo dr — / v dx
2( 2 1w o iae = o [ @)

o*

I It =

> c||v]]” = eoflv caflv”

Note que |[v]| > [[vt|| (basta usar a defini¢ao), logo

lv
Logo,

J() Z er|lo]]* = eafjo]| 7 -

||o‘+1—2 _ 2*—2) )

= [[v]l* (&1 — c2lv

csllv

Desde que 2* > o0 4+ 1 > 2, é possivel encontrar » > 0 suficientemente pequeno e 3; > 0

tal que
J(”) > 61 > 07
para todo v € H' com |jv]| = r, ou seja, (1.24]) se verifica. O

Lema 1.13. Existem constantes R > r e By < (1 tais que para € suficientemente pequeno,

tem-se:

J|8an < 50.

Demonstracao. Seja v = w + su. € QS, = (H,, N Bgr) @ [0, R]{u.}. Desde que J(v) =
J(w) + J(su.), podemos estimar J(w) e J(suc) separadamente.

:l/wad%—é/dex—/wa x——/ Ydr e

Q

J(sue) = /|Vsu6\ dr — — /(su€)2dx—/G(93 Su,) x——/ sue)*
Q

4Lembre também que A\ < Akt1-
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Pela hipotese (g1), temos / G(x,u)dr > 0, qualquer que seja u € H'(Q), logo:

(1.26) /\Vw|2dx— / 2dx—%/(w+)2*da: e
Q

As? ) 5% o
(1.27) J(sue) § — \Vu|*de — — uzdr — —— [ |ul® dx
2 Jp, 2 Jp, 2% Jq

m

Seja 0Q¢, = I'y UT'y U T3, onde:
={ve H'(Q) : v=w+su, weH,, |v|=R, 0<s<R},
Iy={ve H(Q) : v=w+ Ru., w € H, N Bg},
I's = H N Bg.
Pelo Lema (1.8} segue que

/ |Vwl*dz < (A + cem*) / w?dz, Yw € H.
0 0

Caso 1. Suponha v € I'y, isto é, v = w + su,, com |[w||=Re 0 <s <R.
A=A

(i) Se A € (Mg, Aky1), escolha mg tal que ¢ym®™ < b
usando as estimativas do Lema juntamente com as desigualdades ((1.26) e (1.27)),

obtemod’}

, para m > my. Entao,

J(v)

I
-

(w) + J(su,)

A 52
l]-— 2d - €2d
< )\k—irckm?‘N)/lew‘ x + 5 /31 \Vu,|“dz

1
2
<K AN ||2+32/ Ve 2d
— (11— w — ue|*dz
- 2 )\k—i—ckmz*N 2 B,

2
—c R? + S%% + R*O(V7?)

VAN

< —c R? 4 cy + R*PO(¥72%), com c¢p,cy > 0.

®Na terceira linha estamos usando o fato que [|wl|, = ([, |Vw|2dx)% define uma norma em H,,.. Sabe-
se que || - ||« define uma norma no subespago Hi(Q) de H'(Q2). Portanto, das propriedades de norma s6
esta verificar que: ||w|. = 0 se, e somente se, w = 0. Isso ocorre porque a tnica fun¢io constante em H,,
¢ a fungdo nula, pois todas as fungoes em H,, se anulam na bola Bj/,,. Como H,, tem dimensao finita

entdo as normas ||wl|| e ||w|/« sdo equivalentes.
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Logolﬂ, J(v) < 0 escolhendo R suficientemente grande.
(ii) A = A
Para w = Rw € H,, com ||| = 1 escreva W = ay + S}, com y € <gp§”, ...,<p211> e
|yl = 1. Entao, usando a desigualdade (1.26)):
2

R .
Hw) < 5 [ (aVy+ 896 = My + Gop?) de = - [ @) de
Q Q

Usando o Lema [I.8] obtemos uma estimativa para a primeira integral como segue: defi-

nindo
I / (JaVy + BYGP — Aoy + Bl [?) da,
Q

obtemos:

I = 042/ |Vy]2da:+2046/Vngozndx+
0 0

—1—52/ Vo' 2dr — Ay, (a2/y2d:c—|—
0 0

+2a3 /Q ypdr 4 (2 /Q (902”)26156)

= o (/ IVy|*dx — )\k/dex) +
0 Q

+5 (/Q Vo2 da — Ak[)(%”)zdx) +

+2a3 (/ VyVitde — / ycp?dx)
Q Q

o® (1 — A )/|Vy|2dx+
0

Ap—1 + cpoym?N

IN

Ak
Mg + pgm? N

+2afBem? N

+3? (1 - / |Vl Pde+
Q

IN

—c10*(1 + com®™N) + BPesm®> N + 2aBc,m* N

—ca? + (8% + 2a8)m>N,

VAN

Isto é,

O R It @ .

com c,cp > 0.

6A constante c; é positiva devido a escolha de mg no inicio da demonstracio.
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Note agora que se |a] > § > 0, para algum 6 > 0, entdo, como a segunda integral é

nao negativa, temos:
cd? R? )

+cm -N

J(w) < —

e dai J(w) <0 para R > R;(9).
Mostremos agora que existe 0 > 0 tal que se |a| < 4, entdo existe uma constante

co > 0 tal que:
/(@+)2*dx > ¢y >0,
Q

para todo w € H, N 0Bg. Para isso precisamos provar que existem 6 > 0 e n > 0 tal que
max(ay + By') >n >0, paratodo ye H,_,, . llyll=1,lal <.
Q K

Por contradicao, suponha que existam sequéncias |a,| < 1/n, y, € H,_,,,, com [ly,|| =1

1,m>
tais que
max(a, Y, + Buer’) — 0, quando n — +o0.
Q
Entao a,y, — 0em HY(Q), B2 =1—0a2 +O0(m* ) = 2 =14+ 0(m* ) > 1/2, para

m > myg. Portanto, concluimos que

max(fey') =0,
Q
com
2 1 . . m\+
B> 5y bara m > my, istoé, ()" =0.
Isto ¢ uma contradigao, visto que 7" — ¢ em H'(2), o que implica que ¢}* deve mudar
de sinal, para m grande. Portanto, existem ¢ > 0, n > 0 tais que

max{w, |a| <0} >n>0, Ywe H_,,, |[w]| =1, m>mq.
Q )

Denotando Q7 = {z € Q : w(z) > n/2}, entdo [Qz| > v > 0, para todo w € H, ,
com [[w]| = 1 e |af <, m > myg, desde que as fungdes w € H, ,, e a familia H,_ &
equicontinua. Entao,

/Q(m)?*dx z/ﬂ (@) dx > /Q (g)Q de — (g)Q Q).

w
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Assim, podemos concluir que existe Ry > 0 tal que
2*
J(w) < cR? — R? /(w+)2 dz < cR* — R? (g) v <0,
Q
para todo R > R,. Em particular, J(w) — —oo quando R — +00.

Assim, existem Ry > 0 suficientemente grande e € > 0 suficientemente pequeno tais

que J(v) <0 para R > Ry.

Caso 2. Se v € I'y, isto &, v = w + Ru,, com ||w|| < R, entao, usando novamente (|1.26]
e (1.27) e lembrando que A € [\, Ar+1), obtemos:
J(v) = J(w) + J(Ru,)

1 A R? R* .
—/ ]Vw\Qd:v——/wzdx—i—— |Vu€]2dx——*/ u? dx
2 Jo 2 Ja 2 /b, 2" Jp,

1 2 .
< (M +cam?® )/ w?dr — —/ 2dx+ — |Vue|*dw — R—*/ u? dw
2 B 2 Jp,

IN

IN

R? R* .
clm2_N/w2dx+ 5 |Vu|*dz — T / u? dx
Q B

IN

R? R N
com® N |Jw||? + —/ Vude — — u? dx
B3

2 Js, 2 s,
<ot N+ by (5% 0erh) - 3 (5% +0te)

N N
= <02m2_N + ST + O(EN_2)> R? — <S2* + O(EN)> R”.

Como 2* > 2, & possivel encontrar R > 0 suficientemente grande tal que J(v) < 0.

Observagao 1.14. Na quinta linha estamos usando o fato que H,, tem dimensao finita

e, portanto, as normas ||w|| e |w|s sdo equivalentes.

Agora, fixe R > 0 tal que a estimativa do Caso 2 seja vélida.
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Caso 3. Sejav € I's, isto é, v =w € H_ N Br. Assim como fizemos no Caso 2, temos:

1 A 1 .
J(w) < -/ Vwldz — —/w2d:€ R
2 Ja 2 Jg 2 Ja

1 A
< §/§2]Vw\2d:c—7k/ﬂw2dx
1 Ak

< (M +am* ) / w?dr — = [ widx
2 0 2 Ja

< em* N / w?dz
Q
< em* NR? < By,

se m é suficientemente grande. Isso prova (|1.25)). O

No proximo lema mostraremos que ¢ (definido em ((1.23))) pertence ao intervalo no qual

o Lema [1.7] se aplica.

Lema 1.15. Suponha A > 0, A € [\g, A\pr1). Entao:

vlz

S

1.28 c=inf sup J(u)= inf sup J(h(v)) <
( ) he?—tueh(an) ( ) heH peqe. ( ( ))

=

Demonstracao. Note que:

¢ = inf sup J(h(v)) < inf sup J(Id(v)) = sup J(v).

heH veqs, h=Id yeQs, veEQS,

Portanto, para obter (1.28), basta mostrar que

S%
(1.29) sup J(v) < :
veQs, N
Suponha, por contradi¢cao, que
%
sup J(v) > , Ve > 0.
sup (v) 2 —

Considere o conjunto Jo = {v € Q, : J(v) > 0}. Jy é fechado pois é imagem inversa do

fechado [0, +00) pelo funcional J, de classe C'. Também ¢ limitado pois esta contido em
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Q.. Como H_ tem dimensao finita, segue que Jy é compacto, para todo € > 0. Logo,

para todo € > 0 existem w, € H,, e sc > 0 tais que

S5

= >
J(ve) max J(v) >

1 A .
<:>§/Q|VUE\2dx—§/szda:—/QG(x,ve)dm—§ Q[(ve)ﬂQ dxr > i

Caso 1. A € (Mg, Apt1)
Lembre que J(v.) = J(w.) + J(scu). Para w, € H,, temos pelo Lema :

J(w,) = 1/ wa€|2dx—5/wfdx—[20<x,we)dw—%/Q[(we)ﬂ?
< - /]Vwe\ dx——/ w?dx

< ()\k+ckm N)/ de—é/w?dx
2 0 2 Jo

1
=5 [ckm%N - (A= )\k)] w3

=

Tomando m suficientemente grande tal que ¢;m?>™N < X\ — )\, segue que J(we) < 0.

Portanto (Ver Observacao logo abaixo),

S

Vu,|*d
< J(UE> = J(we) + ‘](Seue) < J(Seue) < max J(Sue) = i fQ | u | ZL’2 S ’
SZO N (fﬂ UZ*dI) ~ N

vz

S

=

o que é uma contradigao.

Observacao 1.16. No artigo [Chabrowski-Ruf] mostra-se que

(S 1
pea AnH(0)elog - +O0(e), seN=3
Vu,| Qd;v
Jo| 75 < iz—ANH(O)e—i-O(glog (l)), se N =4
(Jo uQ*dx) 2g ‘
| 52~ AnH(0)e + O(€?), se N > 5,

onde H(0) é a curvatura média de 0 em 0 e Ax > 0 é uma constante que depende
apenas de N.

Caso 2. A = \,.
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Nesse caso, como acima obtemos:

1
Jw) < sam*

dai,
N
2
S% 1 1 Vu|*dx
N < J(we) = J(we) + J(scue) < §ckm2_N|we|§ + Jo [V |
(fQ uZdr) ¥
N
2
que pode ainda ser tomado menor que , tomando m suficientemente grande, chegando
a mesma contradicao do caso anterior.
Logo, segue ([1.29)). ]

1.5 Prova do resultado principal

Nesta secao provaremos o Teorema [1.1| enunciado abaixo:

Teorema Suponha A > 0 e (g1) — (g4). Entdo o problema (1.1)) admite pelo menos

uma solucao nao trivial.

Demonstracao. Pelos Lemas e|l.13] segue que J satisfaz as condi¢oes geométricas do

Teorema do Linking.
O Lema mostra que o nivel ¢ pertence ao intervalo onde o Lema ¢ valido.

Portanto, o limite forte u, obtido pelo Lemall.7] é uma solucdo nao trivial de (L.I). O

Notas do capitulo

Observe que a fun¢ao g = 0 nao satisfaz as hipoteses (g1) e (g4). Ou seja, o problema

—Au= X u+ @whH>l  zeQ

ou

— =0, x € 092,

v
nao é diretamente um caso particular do que foi estudado neste capitulo. Porém, é

possivel adaptar a maioria das contas deste capitulo para esse problema e obter as mesmas

conclusoes.
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O artigo [Arcoya-Villegas| trabalha com o seguinte problema superlinear e subcritico:

—Au = f(x,u), x€Q

ou

— =0 0N}

ov ’ T e o
com as mesmas hipétese sobre Q e f:Q x R — R satisfazendo:

(f1) Existe o € (1,2* — 1) e existem constantes K;, Ky > 0 tais que

|f(z,s)] < Ky + Ka|s|”, V€, Vs €R;

(f2) Existe A > 0 tal que
lim [f(z,s) — As] =0,

S$—r—00
uniformemente em z € Q;
: 1 .
(f3) Existem sp >0e 6 € (O, 5) tais que
0< F(z,s) <0sf(x,s), YorecQ, Vs> s,
onde F(z,s) = [J f(x,t)dt ¢ uma primitiva de f;

() 122)

> 0, para todo x € €, e para todo s € R\ {0};

(f5) Existem € > 0 e a € (0, \y) tais que
f(z,s)

S

<a, Ve, Vse (—ee))\{0}.

O problema (1.1)), como ji mencionamos, é praticamente um caso particular do pro-
blema tratado em [Arcoya-Villegas] acrescentando o termo critico (u*)? ~!. Acreditamos

ser possivel generalizar o problema (|1.1]) e trabalhar com o problema

—Au= f(z,u)+@W")>1,  z€Q

ou

— =0, x € 01,

ov
com as mesmas hipoteses sobre a funcao f do artigo [Arcoya-Villegas|. Essa serd uma

ideia a ser desenvolvida em projetos futuros.

"Neste trabalho os autores também tratam o caso N = 2 e nesse caso 2* = co.



CAPITULO 2

UM SISTEMA HAMILTONIANO
COM CONDICOES DE NEUMANN
NA FRONTEIRA

Nesse capitulo ampliaremos nossos estudos sobre equagoes com nao linearidades as-
simétricas para um sistema eliptico Hamiltoniano. Estudaremos aqui o seguinte sistema

Hamiltoniano com condic¢oes do tipo Neumann na fronteira:

—Autu=au+bv+ (v, xeQ,

(2.1) —Av+v=cut+dv+ (uh)l, z€Q,
%:%:O, x € 01,

onde Q € RY, N > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira suave 0%, a,b,c,d sdo

constantes reais e p e ¢ sao tais que

1< < 2F 1—N+2

a b
] eU = [u U]T, o sistema 1) passa a ter a seguinte
c d

33

Considerando A =
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forma matricial:

—AU +U =AU + [(v")? (u+)q}T, se x € §,

(2.2)
8—U =0, se x € 0f).
ov

Observe que pela condicao (3) (citada na Introdugao deste trabalho) devemos ter neces-

sariamente a = d e a matriz A fica entdao da seguinte forma:
A=
c a

Uma condi¢ao necessaria para que a matriz A tenha autovalores reais é que bc > 0 e,

nesse caso, os autovalores sao dados por
Vg =a=x Vbe.

Optamos pelo operador —A + I ao invés de —A pelo fato que, com condicoes de
Neumann na fronteira, o primeiro autovalor de —A em H'(Q) é 0, como ja vimos nos
capitulos anteriores. No caso do sistema isso prejudica a formulagao variacional.

Se denotarmos por o(—A + I) e o(—A) os espectros de tais operadores, é possivel

verificar facilmente que
o(=A+ D) ={M\+1: N\ €a(-A)},

sendo assim o primeiro autovalor de —A + I é 1. Ademais, os autovetores associados a
cada autovalor sao os mesmos pra ambos os operadores.

Como no Capitulo 1, quando nos referirmos a \; estaremos falando de um autovalor
do operador —A em H'(Q) e quando nos referirmos a ¢}, estaremos falando do autovetor

associado a Aj.

2.1 Hipoéteses e resultado principal

A seguir enunciaremos as hipoteses sobre os coeficientes a,b e c.

Vamos supor que a,b e ¢ sao constantes reais tais que

(2.3) be>0 e atVbed o(—A+1).
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Lembre que 145 = a £ Vbc sao os autovalores da matriz A e a hipotese que os relaciona

com o espectro do operador —A + [ seré explicada pelo lema a seguir:

Lema 2.1. Se A tem autovalores reais dados por v15 ¢ o(—=A+1) e U = [u v]" entao

0 sistema

—AU+U =AU, emQ,

(2.4) ou  Ov
% = 5 = O, em 89

sd admite a solu¢ao trivial (0,0).

Demonstracao. Como A tem autovalores reais, A pode ser reduzida a sua forma de Jordan.
Isso significa que as equacoes se reduzem a equagoes escalares que s6 tem a solugao nula

desde que os autovalores de A nao pertencem ao espectro de —A + 1. n

Com essas hipdteses provaremos o seguinte resultado:
Teorema 2.2. Se vy5 ¢ 0(—A+ 1) entdo o sistema admite solugdo nao-trivial.

Para provar esse resultado utilizaremos um Teorema de Minimax, devido a Felmer
[Felmer|, que sera enunciado na se¢ao seguinte (Teorema [2.7). A demonstragao do Teo-
rema se baseara no artigo [Massal]. Nele o autor utiliza o seguinte lema cuja demons-

tracao é imediata.
Lema 2.3. Se (U,V) é uma solugdo de

—AU+ U =alU +bV/§+ (VH)P)5, z€Q,

(2.5) —AV +V =coU +aV + §4(U™)1, xr € Q,
g—g = 88_‘: =0, x € 09,

com 6 >0, entdo u = (u,v) = (0U, V) € uma solugao de (2.1)).

Utilizando o Lema se b,c # 0, consideraremos o sistema 1) com § = /b/c. A

matriz obtida com essa escolha passa a ter ambas as diagonais com coeficientes iguais, a
principal com coeficientes iguais a a e a secundaria com coeficientes iguais a v/bec. Portanto,

a partir de agora consideraremos apenas o seguinte sistema:
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—Au+u=au+bv+Ci(v"P, z€Q,

(2.6) —Av+v=bu+av+ Co(u™)?, z€Q,
% = % =0, x € 01,

com C',Cs constantes positivas.

Observacao 2.4. Quando b = ¢ = 0 a prova que faremos a sequir continua vdlida e o
sistema passa a ser evatamente o com b =0, nao sendo necessdrio utilizar o Lema

2.3

Observacao 2.5. O caso em que apenas um dos coeficientes b ou ¢ € nulo serd provado

separadamente.
Provaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.6. Suponha que a £b ¢ o(—A+I). Entdo o sistema (2.6) admite uma

solucao nao trivial.

2.2 Teorema de minimax

Como mencionado anteriormente, encontraremos uma soluc¢ao nao trivial para o pro-
blema (2.1)) usando um Teorema de Minimax devido a Felmer, [Felmer]|, o qual enuncia-

remos abaixo.

Teorema 2.7. (Minimax, de Felmer) Sejam E = X @Y um espaco de Hilbert e
F : E — R um funcional de classe C1 satisfazendo a condicio de Palais-Smale e tendo a

estrutura

F(u) = (Lu,u), + b(u)

onde
(Hy) L: E — E é um operador linear continuo e auto-adjunto;

(Hy) b : E — E € um operador compacto;
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(H3) o operador linear Px exp(uL) : X — X € invertivel para todo p > 0.

Suponha também que exista z € Y, com ||z||g = 1, e existam constantes reais M >

p >0, R>0 tais que
(S) F(u) > & >0, para todoue S={uecyY : |ullg=p};
(Q) F(u) <0, para todo u € 0Q, onde

Q={u=w+sz : we X,||w|g<R,0<s<M}

Entao F possui um ponto critico com wvalor critico e > &.

2.3 Formulacao variacional

Considere o espaco de Hilbert £ = H'(2) x H'(2) munido com o produto escalar
(u,v), (w, 2))p = /Q [VuVw + VoVz + ww + vz] de
e denote por || - ||z a norma em E associada a esse produto escalar.
Considere a forma bilinear continua e simétrica dada por:
Bl(u,v), (w, 2)) /Q (VuVz + VoVw + uz + vw — a(uz + vw) — buw + v2)] dz.
O funcional associado ao sistema é dado por F : £ — R, tal que se u = (u, v) entao:

F(u) = %B(u,u)—]—](u)

1
(VuVov +uwv) — E[b(UQ +v?) + 2auv] | do—
+\p+1 +3)q+1
[ e,
Q p+ 1 q+ 1
Sabe-se que o funcional F é de classe C'! e seus pontos criticos sdo solucoes do sistema

Z9).

Vamos primeiramente encontrar uma base ortogonal de E que diagonaliza a forma

bilinear B.

S~

(2.7) =
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Proposicao 2.8. Para todo i € N, os autovalores do problema

(2.8) B(u,y) =p(w,v)p, Vv=(0,¢)€E,

formam uma sequéncia dupla dada por:

—b:l:()\z—i-l—a)
(2.9) - A+ 1

i €N,

Demonstragao. Denotando por u; e v; os coeficientes de Fourier para u e v em relacao a

base {¢;};jen € usando a equacgao (2.8) com a funcao teste (;,0) obtemos por um lado:

B((u,v), (¢:,0)) = B ((Z Uj@jazvj%) 7(%70))

L) (o)

J J

“(Zo)re{Eon)

= \v; +v; — av; — by;

=(N+1—a)v; — bu,.
Por outro lado,
((u,0), (i,0)) p = /Q [V (Z Uj%‘) Vo, + (Z Uj%) %] dx
J J
= Nu; +u; = (N + 1)u,.

Portanto, para cada ¢ € N temos:

(N +1—a)v; — bu; = p(A; + Duy,
ou seja,
(2.10) — [N + 1) + bJu; + (N + 1 —a)v; = 0.

Utilizando agora a funcao teste (0, ¢;), obtemos outra equagao de forma analoga:

(2.11) (N +1—a)u; — [N + 1) + blv; = 0.
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De ([2.10) e (2.11]) obtemos o seguinte sistema, para cada i € N:

que tem solucao nao trivial se, e somente se,
(N +1—a)* = [u(\i + 1) +b]* =0,

ou seja, para cada ¢ € N, obtemos a sequéncia dupla de autovalores dada por:

Hti = .
A+ 1
O
Observacao 2.9. Note que
(2.12) lim pgy = 1.
1—+00

Observacao 2.10. Se para algum © € N, a = \; + 1, ou seja, se a € um autovalor do

operador —A + I com condicao de Neumann na fronteira, entdao

Hti = ——.
a

Proposicao 2.11. Para cada © € N, o autovetor associado ao autovalor ui; € dado por

(901'7 i%’)-

Demonstracao. Suponha primeiramente o caso em que a # \; + 1. Vamos encontrar o

autovetor associado ao autovalor p;. O outro caso (u—;) é analogo!

Da equagao (2.11)) e da formula (2.9) obtemos:

Ui = —FV——————U;

[%jﬁ)} (N +1)+b

= Ui
/\,—i—l—a
b+ (N+1—a)+0b
)\Z+1—a

Se para algum i € N tivermos a = A; + 1 entao p; = —b/a, pela Observagao m
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Denotando por x; e y; os coeficientes de Fourier de ¢ e 1, respectivamente, em relacao

a base {¢;}jen, obtemos da equacao (2.8) com (u,v) = (i, i) € p = —b/a que:

B(u,v) = B((#i, ¢i), (Z Tjpj, Z Yiei))

= /Q ViV (Z(fﬁj + yj)%) +(1—a—Dby; (Z(fﬂj + yﬂ%)] dz

= Ni(@i + i) + (1 —a —b)(z; + yi)

J

= (A\i+1—a—Db)(z;+y)
=—SKM+1N%+MN

b
= _E(Aixi + Aiyi + 15 + i)
ViV (Z(xj + yj)@j) + @i (Z(%‘ + yj)%’)] dx

__9/
a Jo j .

= My <(9017 ()01)7 (¢7 w»E’ v(¢7 ¢) € Ea

ou seja, mesmo quando a = \; + 1 os autovalores sao da forma (p;, =¢;). O
A proposicao a seguir serd ttil para agilizar as demonstracoes na proxima segao.
Proposicao 2.12. Tem-se:

(a) |(pi, 20)|le = V2(N\i + 1), para todo i € N.

Para os prorimos itens, considere:

1
Uy, = —— (i, £p;), 1 € N.
+ 2(/\,-—1—1)“0 90)

(b) (Wi, Vj) = ij;

(¢) B(Wi, ;) = pidij;
(d) <‘I’ia‘1’j>[L2(Q)12 - N+1

Além disso, para quaisquer i,j € Z* =7\ {0}, se u = (u,v) = Z c;V; entao:
jez*
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(¢) llullf; =) ¢

JEL*

(f) Blu,w) = p;c5;

JEL*

2
(0) Ialfimp = 3 0

JEZ*

Demonstracao. Imediato das defini¢oes! O

Com essa estrutura em FE, definimos:

ET = span{¥; : u; >0, i € Z*}

E™ = span{¥; : u; <0, i € Z*}

E° = span{V¥; : p; =0, i € Z*}.
O lema a seguir serd de suma importancia na proxima sec¢ao.
Lema 2.13. FExiste £ > 0 tal que
(2.13) B(u,u) > 2¢6*|[ul|3, para ue ET,
(2.14) B(u,u) < —26%||u||%, para ue E.
Ademais, se a+b ¢ o(—A+ 1) entao E° = {0}.

Demonstragao. Tendo em vista as expressoes da Proposicao [2.12] as desigualdades (2.13)
e (2.14) sao satisfeitas tomando
26" = inf{|w;| : || >0, i € Z*}.
Tal infimo é estritamente positivo, por (2.12]).
Quanto a ultima afirmacgao, suponha ¢ € N. Entao:
M1:O:>—b+(/\z+1—a):0
=a+beo(-A+1I).

Analogamente, se y_; = 0 entdo a —b € o(—A + I). Logo, se a £b ¢ o(—A + I) entdo
wi # 0 para todo 1 € Z* e E° = {0}. O
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Defina n como sendo o menor nimero natural tal que para ¢ > n tenhamos:

N+1l—a> |b|
e considere
(2.15) Ey = span{¥; : |i| >n, i€ Z*},
(2.16) E, = span{¥; : |i| <n, i€ Z*}.

Lema 2.14. (a) Se (u,v) € ET N E}, entao u = v.
(b) Se (u,v) € E- N E}, entio u= —v.

Demonstra¢ao. Suponha (u,v) € Ej. Entao:

Mas,
il > = i>nou —i>n = N+1l—a>|b = —(h+1—a)<-b< N\ +1—a.

Logo, por (2.9), se [i| > 7
i >0 e p_; <O.

Assim, se (u,v) € ET, pela definigao dos autoespagos ET e E~ na Proposigao segue

que u = v e da mesma forma, se (u,v) € E~, segue que u = —v. n

2.4 Condicoes geométricas

Nesta secao mostraremos que com a estrutura variacional construida na secao anterior
o funcional F satisfaz as hipoteses (S) e (@) do Teorema O proximo lema mostra

que F satisfaz a hipotese (.59).

Lema 2.15. Eristem constantes reais p,& > 0 tais que

(2.17) F(u) > ¢, para u=(u,v) € E* e |ullp=p.
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Demonstragdo. Seja u como acima. Note que [|ullf; = [[ul|7 o) + [[V[131 ) = p*- Usando

a desigualdade (2.13)) e as imersoes continuas de H'(Q) em LI (Q) e LPT1(Q), temos:

Flu) —%B(u, e /Q CADiah et /Q @)™

p+1 qg+1
| |p+1 ‘ ’lﬁ-l
> ¢ [lul3 - ¢ /

* 1 1
>¢ <||u||H1(m+||v||H1m> C(|lv ||p+ + lulgit)
* 1 1

> € (lullZn o + 102 0) — C™ + a4

> & p? — O + pth,

onde C' é uma constante positiva. Como p,q > 1, podemos escolher 0 < p < 1le & >0

suficientemente pequenos tais que

F(u) > € p* = Cpmntrarst

> pA(E" = Cpm™ Py > ¢ >0,
o que mostra (2.17)). O
Lema 2.16. Eziste g = (9,9) € ETNE, com ||glle =1 € |¢7 | =

Demonstragdo. Como H'(2) nio esta mergulhado em L>(Q2) (aqui é importante a hipo-

tese N > 3), existe u € H'(Q) tal que |u"|s = oco. Escreva u = Zulgpl
jEN
Remova as componentes de u nas dire¢oes dos autovetores ¢.s tais que i < n. Fazendo

isso estamos subtraindo apenas uma combinacao linear finita de funcoes regulares, logo,
se v é a func¢ao obtida dessa operagao entao ainda temos |vT |, = co.

Agora note que (v,v) € EYNE}, pois para todo i > 1 temos ¥; = (¢4, ;) //2(Ni + 1)
e p; > 0.

Finalmente, para obter g tal que ||g||z = 1 basta fazer

B (v,v)
T 1w o)l

No lema a seguir mostraremos que F satisfaz a hipotese (Q) do Teorema [2.7
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Lema 2.17. Seja g = (g,9) como no Lema [2.16. Entao existem R,0 > 0, com R > p,
tais que F(u) < 0 para:

(i) ue E-;
(i1)) u=w+ sg tal quew € E~, ||wW||[g =R e0<s<0R;
(1)) u=w+ sg tal quew € E~, ||w|[g < R es=0R.

Demonstragao. (i) Dado u = (u,v) € E~, pela desigualdade (2.14)) segue que:

1 Canlas (ut)et )
—_B — 7 dr — ——dr < =& <0.
F(u) 5 (u,u) C’l/Q P dx Cg/Q | der < =&|ully <0

(ii) Sejam w = (w, z) € E~ com ||w||lg = Re 0 < s < 0R.
Como g € ETNE, C ET segue que g e w sao ortogonais em relacao a forma bilinear

B e ao produto escalar de E. Portanto:

B 1 (U—O—)p—H (u+)q+1

1
< 5 B(w+sgw+ sg)

1
=5 [B(w,w) +s°B(g, )]
2 s?
< =Ew| + 5B(g,g)

62 R?
S _g*R2 + B(g7 g)7

pois, pela desigualdade (2.13), B(g,g) ¢ positivo. Logo, se denotarmos 2B, = B(g, g),
temos:

F(u) < R} (=€ +6°B,).

Basta entao fixar 6 tal que

5*
0 < B,

e a parte (17) esta provada.

(iii) Considere agora |w||p < R, s = OR e sejam

P[W = (01,0'2) c PhW = (51,52),
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onde P, e P, sao as projegoes ortogonais sobre os espagos Ej e Ej, respectivamente. Dai,
Pyw € E~ N Ey, e portanto P,w = (1, —d1), segundo o Lema m

Escreva agora:

(2.18) /Q [(z + 0Rg)*]"" dz = RV /Q [(‘”Tj‘sl + 99) 1 " dz,

+1
5 1
(UITTl —i—@g) ] dz,

Como 0 e 05 sao combinacoes lineares de um ntmero finito de autovetores do Laplaciano

(2.19) /Q [(w+ 6Rg)* ] da = RqH/

Q

com condi¢ao de Neumann na fronteira, segue que ambos pertencem a um subespaco de

dimensao finita, logo, existe C' > 0 tal que
|01, |o2| < max{[o1], |o2]} = |PiW|max < C|[Pw|e < Cflw|e,

ou seja, (trocando a constante C' por C'/2 por uma simples questao de ajuste de contas)

C CR
|o1], |oa] < EHWHE <5

Escolhendo R > 1 obtemos:

ol ol _
R R —

v Q

< C.
Como g e 0 sao fixados e |g" |, = 0o, segue que o conjunto
={xreQ :0g>C+1}
tem medida positiva. Note que g > C + 1 implica
max{fg + 6, /R} > C + 1,
para toda fungao ; e qualquer R € R. Entao (* C 7 U Q" onde
Ol ={ze€Q : 0g+6/R>C+1}

Note que os conjuntos €2} nao dependem de w e R, mas {2* depende.

Entao
Q* 94
ou || > 1] ou [Q7] > u,
2 2
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e portanto, para qualquer w dado da forma acima e R > 1 segue que:

(2.20) A

ou

(2.21) L

Com efeito, temos:

p+1

0'2—(51 + |Q*|
>
< 7 —l—@g)] dx > 5

p+1 r p+1
0'2—51 + 51 09 +
0 dx > g — =+ — d
/Q( R +g)] x_/sz* (g R+R> ’
> -
_/Q* _(C+1+R)] dx
B 0'2 0'2 p+1
> ——=+1+ )" d
—/Q* CRT RW !

Q*
:/ 1d$:|Q*_|Zu.
Qr 2

O outro caso é analogo!

De (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21)) obtemos:

_Cl/ (U+)p+1 dr — 02/ (qu)qul dr < _Rp—l-lm o Rp—i—lm < _é«Rmin{p,q}—H
0 pt1 0 g+1 = 2 9y = ’

onde C' nao depende de R e w. Portanto, podemos finalmente estimar F(u) nesse caso:
1 ~ .
Flu) < §B(W + 0Rg,w + 0Rg) — O R™in{p.a}+1
1 S
< ~Cllwlli; + 50°F*B(g.g) — CR™" 0
< R? (0B, ~ CRmnpa )

Como p,q > 1, podemos escolher R > 1 suficientemente grande (também deve ser tal que

R > p/0) tal que a tltima expressao acima fica negativa, como queriamos. ]
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2.5 O casob=0 (ouc=0)

Nessa se¢ao resolveremos o caso citado na Observagao Considere o sistema

—Autu=au+bv+ (P xeQ,

(2.22) —Av+v=0+av+ (u)?, z€Q,
% = % =0, x € 01,

com (', Cy constantes positivas. Ou seja, o sistema com b # 0 e c= 0. Note que os
autovalores de A coincidem com a, mas a matriz A nao é diagonal. Nesse caso, o Lema
nos permite escolher o parametro ndao nulo (no caso b) tao pequeno quanto quisermos.

Primeiramente vamos considerar a forma B desprezando o termo / bv’dz. Traba-

Q
lharemos com a forma

(2.23) B((u,v), (w, 2)) = / VuVz + VoVw + uz + vw — a(uz + vw)| dz
Q
e faremos as mesmas construcoes da Secao para obter os autovalores e autovetores de

B. Dai, obtemos o valor correspondente de £* do Lema [2.13| e, pelo Lema podemos

considerar o sistema equivalente ao (2.22)):

—Au+u=au+b+Ci(vHP, z€Q,

(2.24) —Av+v=0+av+ Cy(u")?, z€Q,
% = % =0, x € 01,

onde escolhemos o parametro o de forma apropriada tal que b = £*.
Mostremos, a menos da condi¢ao de compacidade (que serd vista na proxima se¢ao),

a seguinte proposicao:

Proposicao 2.18. Suponha a ¢ o(—A + 1), b = & e suponha ainda que o funcional
F associado ao sistema (2.24)) satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. FEntao existe uma

solugdo nao-trivial para o sistema (2.22)).

Demonstragao. Com efeito, uma solucao de (2.24) ¢ um ponto critico do funcional F :
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E — R dado por:
1 1 [,
F(u) = =B(u,u) — = [ bv*dx — H(u)
2 2/,

= / [VuVv + uv] de — 1 / [bv? + 2auv] do—
Q 2 Ja

+\p+1 +\q+1
—C'l/(v) dx—C'g/(u) dz,
Q Q

p+1 q+1

1 . . .
onde 3 bv’dx sera considerado como uma pequena perturbacio que estimamos como:
Q

' / bv?dax
Q

e entdo obtemos as novas versoes das desigualdades (2.13)) e (2.14)):

< &ly <&Ml @) < Iw0)lE

Blaw) - [ b = € ulf para e B
Q

B(u,u)—/b02§—§*||u||%7 para u € E™.
Q

Tais desigualdades permitem usar os mesmos argumentos como na Segao para esse

caso e entao obter uma solucdo de (2.24) via Teorema O

2.6 Condicao de compacidade

Nessa secao mostraremos que o funcional F satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale, ne-

cessaria para a aplicagdo do Teorema [2.7]

Lema 2.19. Com as hipdteses consideradas o funcional F satisfaz a condicao de Palais-
Smale. Isto €, se {e,} € uma sequéncia de nimeros reais positivos convergindo para zero

e {u,} € uma sequéncia em E tal que:

(2.25) | F(u,)| < T,

(2.26) [ (un) (0, ¥)] < enll(d, ¥)|, V(o) € E,

entao {u,} admite uma subsequéncia convergente.
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Demonstragio. Das equagdes (2.25) e (2.26) segue qud'}

1 (v*)i’“ (u+)q+1
. = |= — I CRA— f— ~n/ <
(227) |Fu,)] = |5 Blu,,u,) CEL e cg[;q%_ldx<_T,

(2.28) F'(un)(9,) = B(un, (¢,¢)) — C /(vi)pt/)daf -Gy /Q(@)qcbdx < enll(0,9) ] -

Q
Vamos supor, sem comprometimento as contas, que C; = Cy = 1.
Mostraremos primeiro que {u,} é uma sequéncia limitada em E. Por contradigao,

suponha que exista uma subsequéncia de {u,} (a qual continuaremos a chamar de {u,})

tal que
lim ||u,||g = oco.
n—00
Defina:
(tn, V)
U,, Vo) = :
Vo) = T, T

Passando a uma subsequéncia se necessario, existe (U, V) em E tal que:

(U, Vi) — (U, V) em E
e (Un, Vo) = (U, V) em L™ x L', para 1<r <2

Agora observe que:

/@”%W:/Mywwe/ww%mzfmvwm
Q 0 Q Q

1
Entao, fazendo F(u,) — EF'(un)un, temos:

1 1 1 1
(2 57) Lrmae+ (3= i) [ tae < T+ alul

Dividindo a desigualdade por ||u,||r e usando o fato que ¢, — 0, obtemos:

1 1
(2.29) —/(v:[)pﬂdx —0 e —/(u:{)q“dx.
[l Jo [unlle Jo
Dado (¢, ) € E arbitréario, considerando agora
F'(uy,)

[ 2

(¢’ ¢)7

'No caso da Se¢do basta considerar a forma B como sendo a forma B daquela situacdo mais o

termo / bvipde.
Q
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obtemos:

(2.30) B((Un, V) (6, ) — / W) g / ()"0, o,

o [[unlle [

Usando a convergéncia fraca de (U,, V,) e (2.29), obtemos:

(2.31) B(U,V),(¢,4)) =0, ¥(¢,¢) € E

Isso significa que (U, V') é uma solucao da equagao
(—A+ (U, V)T = AU, V)T

Pela hipotese sobre os autovalores de A (a +b ¢ o(—A + I)), segue pelo Lema que
(U, V) = (0,0).

Considere agora
1

[l 1

F'(tn, vn) (Vn, Un,)-
Entao:
B(Upn, Vi), (Vi Uy)) / U dx / Vda:—>0
||un||E ||unHE

e isso implica

B(Uy, V,,), (Vi Uy)) — 0.

Mas,
lim B((Un, Vp.), Vi, Up)) = lim {/ [IVUL?+ |VV, | + U2 + V] da—
Q

n—oo n—o0
—a/(Ug + V2)dz — Qb/ UnVndx}
Q Q

e as ultimas integrais convergem a zero visto que U, = U eV, =V em L", 1 <1r < 2%,

e como vimos acima (U, V) = (0,0). Logo,
/ [IVU?+ |VV,|* + U 4+ V,2] de — 0.
Q
Isso ¢ uma contradicao, pois

/ (VUL + [VV2 + U2 + V2] dx = [[(Un, Vi)l = 1.
Q
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Portanto, {u,} ¢ uma sequéncia limitada.

Mostremos agora que {u, } admite uma subsequéncia convergente. Como {u,} ¢ uma
sequéncia limitada em FE, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir

que

(Up,vp) = (u,v) em E

e (up,vy) = (u,v) em L" x L") para 1 <r <2

Considerando F'(tp, vy)(vn, — v,0) € F'(tn, v,)(0, up, — u), obtemos:

/|Vun|2dx—>/\Vu|2da: e /|an|2dx—>/|Vv\2dx,
Q 0 Q Q

o que implica que a convergéncia é de fato forte em E. Portanto, F satisfaz PS. n

2.7 Prova do resultado principal

Nessa se¢ao mostraremos que o sistema ([2.1) admite uma solu¢ao nao trivial. Lembre

que o objetivo é mostrar a Proposicao que, via Lema [2.3] implica no Teorema [2.2

Proposicao 2.20. Eziste um ponto criticou € E para o funcional F, com F(u) > & > 0,
ou seja, u # (0,0).

Demonstragao. Tal resultado ¢ uma consequéncia do Teorema de Minimax

A condicao de Palais-Smale é garantida pelo Lema [2.19, enquanto que as condic¢oes
geométricas (S) e (Q) sdo garantidas, respectivamente, pelos Lemas e bastando

definir os conjuntos S e () como abaixo:

S={u:uekE" ||ullg=ny}

Q={u=w+sg : we E ||w|g < R,0<s<0OR}.

Falta apenas verificar as hipoteses (H1), (Hs) e (H3).

Tome L : E — E dado por:

(2.32) L(u,v) = %(v,u).

Claramente, L é linear, continuo e auto-adjunto.
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Afirmagao 2.21. Para todo p > 0, P-exp(ul) : E- — E~ € um operador linear

nvertivel.

De fato, L é diagonal com relacao a base que estamos considerando, pois:

1
LY, = i§‘11ii,

para todo i € N. Entao, exp(uL) também é diagonal e tem a forma:
exp(ul)Vy; = exp(tu/2)V,,

para todo ¢« € N, o que mostra que tal operador é invariante e invertivel sobre £~.
Isso verifica as hipoteses (Hy) e (Hs).
A hipotese (Hs), sobre a compacidade da derivada b', segue imediatamente da escolha

dos expoentes p, ¢ e da compacidade da imersao de Sobolev em tais casos. O

Notas do capitulo

Em principio tentamos trabalhar com o sistema ([2.1]) utilizando as mesmas hipoteses
sobre p e ¢ utilizadas nos artigos |De Figueiredo-Felmer| e [De Figueiredo-Ramos|. Em
tais artigos, os autores supoem que 0s expoentes p e ¢ pertencem a uma regiao limitada
por hipérboles criticas. Para provar o resultado de existéncia de solugoes nao triviais os
autores utilizaram técnicas variacionais juntamente com a teoria dos espagos fracionarios.

Tentamos adaptar as mesmas técnicas para o problema , mas infelizmente nao
conseguimos provar um lema equivalente ao Lema Note que na prova do Lema [2.16
a caracterizacao dos espacos ET ¢ E~ fol importantissima para que pudéssemos escolher
g com coordenadas iguais, o que facilitou a prova das condigoes geométricas.

Com a teoria dos espacos fracionérios, os espacos E* e E~ nao apresentavam caracte-
rizacao simples, o que nos impediu naquele momento de escolher g de forma 6tima para

a prova das condi¢oes geométricas.



CAPITULO 3

A RESSONANCIA NO PRIMEIRO
AUTOVALOR

Neste capitulo faremos o estudo do problema

—Au = (u")? + f(x), z€Q,

ou

5 = 0, T € (99,
e do sistema

—Au= (v + f(z), em Q,

—Av=(u")?+g(x), em Q,

ou Ov
— = =0 Rg)
ov  Ov ’ e '
onde 0s expoentes p, ¢ satisfazem:
1< < = 2

e f, g satisfazem uma hipotese enunciada abaixo. Tais problemas sao do tipo Neumann

ressonantes em \; = 0.
A titulo de completude, um resumo da teoria do grau topolégico que utilizaremos para

provar os resultados principais desse capitulo consta no Apéndice D.

23
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3.1 O caso escalar

Estudaremos nessa secao a equacao

—Au= (u")P + f(z), z€Q,
=0, x € 08,

(3.1) ou
v

onde

(Hy) © C RY ¢ um dominio limitado suave em RN, N > 3;

Hy)) 1<p< ;
() 1<p < s

(H3) f pertence a L"(2), para algum r > N/2, e satisfaz:

(3.2) /Qf(x)da: <0,

Usaremos métodos topologicos para encontrar uma solugao para a equagao (3.1). Para

isso, precisaremos de estimativas a prior: sobre possiveis solucoes da equacao. No capitulo

1 vimos que se f = 0 entdo a equagao (3.1)) s6 admite solugdes triviaifl] A hipotese (3.2) é

uma condicao necessaria tanto para a existéncia de solugoes com parte positiva nao trivial

(nesse caso também é uma condicdo suficiente) quanto para a existéncia dessa estimativa

a Priori.

Por exemplo, se u é uma solugao da equacao entao, utilizando a funcao teste p; = 1,

obtemos:

—Aupy = ()1 + f(x 901:>/VUV§01dx_/( )solder/f )prdx

:>O:/ pdx+/f

= [ fayiz =~ [ (wtyar <o

a . a i .V a 'V. . .
e a equacao (3.1 tem solugao com parte positiva nao trivial se, e somente se (3.2) ocorre

Mostraremos o seguinte teorema:

! Basta refazer os argumentos do inicio do Capitulo 1 com g = 0 e trocar 2* por p.
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Teorema 3.1. Suponha (Hy), (Hy) e (H3). Entao (3.1) possui ao menos uma solugao
em W2T(Q) N HY(Q).

Observagao 3.2. Da teoria da reqularidade, toda solugao fraca de (3.1)) pertence a W27 ().
Como r > N/2, pelo teorema (ver Apéndice C), temos W?"(Q) C C°(Q) e, para

todo u € W*"(Q), € verdadeira a sequinte desigualdade:

(3.3) ullwer > Cluloo.

3.2 Estimativa a prior: para o caso escalar

Secao destinada a estimativa a priori para as solugbes do problema (3.1)).

Desde que \; = 0 e as autofungoes associadas sao fungoes constantes, dado u € H(),

podemos decompor

(3.4) uU=u+1u

onde 7 € R ¢ constante e [, @(x)dz = 0.

Teorema 3.3. Suponha (H,), (Hs) e (H3). Seu € HY(Q) é uma solugao de (3.1)) entdo
existem o < 1 e funcoes continuas p; : R™ — R*, ¢ = 1,2, dependendo apenas de ) e o,
tais que p;(0) =0 e

(3.5) oo < [ul”pr([f1) + p2(1f]r),

onde u € definido em , | oo € a norma em C°(Q) e |- |, é a norma em L7(Q).

Demonstracao. Desde que
N N/2
p < = )
N-2 (N/2)-1
por continuidade, existe 7 tal que r >7 > N/2 e
T r—1
I )
r—1 T

p< < 1.

Considere u = @+ @ uma soluc¢ao de (3.1). Entao utilizando a funcao teste p; = 1

obtemos:

:/Q<u+)pdx+/ﬂf(x)dx=o;» |u+|g=—/Qf(x)da:§ | fl1,
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ou seja,
(3.6) w5 < |1

Por outro lado, como @ ¢ constante, temos Au = A, logo, usando a equacao (3.1)),

obtemos:

Al < ()Pl + [ f I,

@l = [ty = [ oy pae

< B [ (e < Wl
Q

e, por (3.6),

Logo, como L™(Q) < LY(Q) (T >1e Q limitado)7 obtemos:
(3.7) Adl < Ot I +1f1-

Pela Observacao u (e também @) satisfaz a desigualdade (3.3)).

Também, pelo artigo [Kannan-Ortegal (p. 393), é valida a desigualdade abaixo:
(3.8) lla]|lw2: < ClAuly, para 1<t < oo.

Fazendo o = p(T — 1)/7 < 1 e utilizando a Desigualdade de Young (ver Apéndice B,
Teorema [B.1] e Corolario B.2) com p’ = 1/, obtemos:

UL
(ep')”

L .
SRW@¢+C@mUH

A7) 17 = [l ().

= €liloo + Cle, 0, [ f]r)-
Observe que C(e,0,0) = 0. Portanto, utilizando os resultados acima e , obtemos:
il < il < Clavy = C1ATy
< Clule™ |71} + |ls
< Cla|fI} + ClalZIfIE +1flr
< Ce|fI; + Celitlos + Cle,0, | 17) + |f1r-
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Lembre que r > 7 e Q & limitado, logo L"(Q2) — L"(Q). Podemos escolher € tal que
Ce < 1/2 e dai obtemos:

oo < [ul”pr (1) + p2(] f1r),

onde p; : R™ — R" sdo continuas, dependem apenas de Q e o, e p;(0) =0, i =1,2.

Proposicao 3.4. Fizada f € L"(Q), existe M > 0 suficientemente grande tal que
al < M,
para toda solucao u do problema associada a tal f.

Demonstracao. Com efeito, suponha que exista uma sequéncia de solugoes {uy} de (3.1)
tal que {@y} seja ilimitada, isto é, limy_,« [Ug|e = c0. Entdo:
(0 U, Uy,

= = — —— — *1.
[Ukloo  [Ukloe  [Uk[oo

Vg

Para ver isso, divida (3.5) por [tx| e conclua que @y /|ux] — 0 visto que o < 1.
Se existe uma subsequéncia u, — —oo entao para tal subsequéncia v, — —1, logo,

+

up — —oo e (ux)t = 0 para k suficientemente grande. Mas isso é um absurdo pois

/Q F(a)dz < 0 e
/Q (u Vda + /Q F)dz = 0.

Se existe uma subsequéncia u, — 400 entdo, como anteriormente, (ugx)T — oo e

utilizamos o Lema de Fatou para concluir que lign inf / (ui )Pdr = oo obtendo outra
— 00 Q

contradicao usando novamente a igualdade acima. O que termina a prova da proposi¢ao.

]

Corolario 3.5. Com as hipdtese do Teorema[3.3, temos:

(3.9) |ifoe < p(|f]r),

onde p: R™ — RT € continua, dependendo apenas de Q e o < 1, com p(0) = 0.
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Demonstragao. Pela Proposi¢io [3.4] fixada f € L"(Q2), existe M > 0 tal que [u] < M
para toda solu¢do u = @ + @ do problema (3.1]). Portanto, da estimativa (3.5 segue que

|afoe < [al”p1(1f]r) + p2(]f1r)
< MTpy([f1r) + p2(f1r) = p(1f:]),

donde temos (3.9)). O

3.3 Existéncia de solucoes para o caso escalar

Esta segao ¢ dedicada a prova do Teorema |3.1}

Para o que interessa, vamos introduzir a seguinte formulagao do problema (3.1]) via
teoria do ponto fixo.

Sabe-se que o funcional J : H'(Q2) — R associado ao problema ¢ de classe C?% e
é dado por

/ \Vul*dz — —— (u+)p+1dx — / f(z)udz.
Q

Sabemos que solucgoes fracas de Sao pontos criticos do funcional J, isto é, satisfazem

(J'(u),p) =0, para toda ¢ € HI(Q). Assim, se u ¢ solugao fraca de (3.1]), entao u satisfaz

(J'(u) / VuVds — /Q (uh)Ppdr — /ﬂ F@)edz =0,

para toda ¢ € H'().

A segunda derivada do funcional J é dada abaixo:
J"(u).(v,w) = / VoVwdz —/p(u+)p_1vwdx, Yo, w € H'(Q).
Q Q

Observe que:

(J'(u), @) = [/Q Vqupdx—l—/ngodx} — {/Q(uﬂpcpdx—l—/ngodxjt/ﬂf(x)cpdx]
= (W) — (Ty(u), ) g

onde Ty : HY(Q) — H'(Q2) é tal que, se v = Ty(u), entdo v & solugao fraca do problema

(—A+DNv= WP +u+ f(z), em Q,
ov

5 = 0, em Of).
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Ou seja, Ty(u) = (A + 1) ((ut)? + u+ f). Ty & uma aplicagio continua e compacta e
Ty(u) = u se, e somente se, u é solucao de (3.1)).

No que segue, deg(-,-, ) denota o grau de Leray-Schauder. A ideia aqui é utilizar os
resultados da Segao (Ver Apéndice D).

Como mencionamos acima, encontrar um ponto critico para o funcional J é equivalente
a encontrar um ponto fixo para T, ou equivalentemente, resolver a equagao u—Ty(u) =0
em H'(Q).

Mostraremos na Proposicao que toda solugao ug de com f “suficientemente
pequena” é nao degenerada e, além disso, o operador T}’c(uo) nao possui valores caracte-
ristico:f] entre 0 e 1. Com isso concluiremos que o grau de cada solugao isolada de
com tal f é nao nulo. Para provar o Teorema utilizaremos a propriedade (D5), da
invariancia homotoépica do grau.

A ideia para a primeira parte é utilizar o Teorema com T =T exg = uy. Se
ug € uma solucao de , desde que Ty é compacto, o Lema garante que T]’c(uo) é
compacto e existe apenas um nimero finito de valores caracteristicos de T]’c(uo) no intervalo
(0,1). Mostraremos na Proposic¢ao que 1 ndo é valor caracteristico de 1% (ug), logo, ug
é solucao nao degenerada e, pelo Teorema segue que:

i1 =Ty, up) = (—1),

onde [ é a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de
T%(uo) no intervalo (0,1). Na mesma proposi¢ao mostraremos que o intervalo (0, 1) nao
contém nenhum valor caracteristico de T%(up), logo, 8 = 0. Pela propriedade (D8) do
grau, calculamos o grau deg(/ — T, Boog) (0, 1?), 0) como a soma desses indices calculados
em cada solu¢do (no caso serd uma soma finita de 1’s).

Observe que se ug é tal que ug — T¢(ug) = 0 entao resolver T"(up)v = v é equivalente

a resolver o problema

—Av =puf)P"lv, em Q
% =0, em Of).

2Lembre que se A ¢ um autovalor ndo nulo de T (uo), o valor caracteristico associado a ele & y = AL
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o qual chamamos de linearizagao de (3.1) em torno de uma solu¢ao particular ug. Ao
calcularmos os autovaloresﬂ do problema linearizado estaremos, de fato, calculando os

valores caracteristicos de T} (uo).

E possivel mostrar diretamente que 7" (ug)v = (—=A+1)" (p(ug )P~*v+v), o que ajuda

a visualizar a relacdo de 7" (ug) com a segunda derivada do funcional J.

Proposicao 3.6. Existem ¢ >0 e Ry > 0 tais que se f € uma funcdo satisfazendo (Hj),

com |f|, <€, e para a qual (3.1)) possui ao menos uma solugao, entdo:
deg([ — Tf, BCO(Q)(O, R), 0) # O,
para todo R > Ry.

Demonstra¢ao. Primeiro mostraremos que existe € > 0 tal que para toda f € L"(€2) com
|f]- < €, qualquer solu¢ao do problema (3.1) com tal f satisfaz uma estimativa a priori

tal como no Corolério 3.5

Afirmacao 3.7. Dada f € L"(Q2), tal que |f|. < €, toda solugio uw =u+ @ do problema
com tal f satisfaz

_1
(3.10) ut(z) < (—)p =Ry, q.t.p. em .

Com efeito, seja p a funcao dada pelo Corolario [3.5| e seja € < 1 tal que

i)

Dada f € L"() satisfazendo (Hj) e tal que |f], < ¢, pelo Corolario B.5] qualquer
solugao u = u+ @ de (3.1]) satisfaz

1
- 1 )\2 p—1 RO
11 LA\ _ fo

Se u < 0 entao obtemos para q.t. x €

R
w(z) =1+ (z) < |i]e < 70

3Como veremos adiante, esse serd um problema de autovalor com peso.
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logo, u™(x) = max{u(x),0} < (Ry/2) < Ry para q.t. = € Q.
Agora suponha w > 0. Entao, existe 0 > 0 tal que:

R
|f|r<(5:>ﬂ<7°.

Com efeito, supondo o contrario, existiriam sequéncias {fi}, {tx}, {0k}, com & N\ 0 e
tais que

| felr =0k e ﬂk2%>0-

Note que, para todo k tem-se:

(3.12) /Q(u:)pd:v + /Q fr(z)dz = 0 = lim inf/ﬂ(u,j)pdx =0.

k—o0

Pela continuidade da fungao p em 0, desde que |fi|, — 0, temos:

R R R,
|k |oo < IO = —IO < y(z) < ZO q.t.p. em €,

para k suficientemente grande. Logo,

q.t.p. em €2, para k suficientemente grande. Isso implica que
w (z) = max{ug(z), 0} > Ro/4,

q.t.p. em €2, para k suficientemente grande, contrariando (3.12)).

Portanto, se uw > 0, basta escolher € ainda menor que 6 dado acima e obtemos para
q.t. €
Ry Ry

(@) ST+l < 5 + 5 = Bo = u'(x) < Ry,

o que conclui a demonstragao de (3.10)).
Vamos mostrar agora que toda solu¢ao do problema (3.1)) com |f|,. < € é ndo degene-

rada e calcular o valor de 3, definido no Teorema [D.15]
Lembre que o problema (3.1)) linearizado em u, ¢ dado por:
—Av =p(ud )P v, em Q,

(3.13)
@ =0, em Of).
ov
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Denote por p;(a) < pe(a) < ... os autovalores do seguinte problema com peso a:

—Av = pa(x)v, em

0

8_3 =0, em Of).
Pela desigualdade (3.10)),

Ao\ 7T A
(ﬁ) > ug(x) qt.p. v € Q= ?2 > (ug (2))P! qt.p. 2 € Q

= A\ > p(ud ()P == a(z) > 0 q.t.p. em Q.
Utilizando a primeira autofungao ¢; (constante) obtemos:

0= / i (0)a(x)dz = i (a) = 0,

pois a(z) > 0 q.t.p em €.
Considere os problemas de autovalor com os pesos k(x) = Ay e a(x). Vimos acima que

a(z) < k(z), entad] pa(a) > pa(k(x)). Como ps(k(z)) = pa(X2) = 1, segue que:
(3.14) pi(a) =0 <1< ps(a).

Logo, 1 = 1 nao ¢ valor caracteristico de Tj’c(uo). Dai v = 0 ¢ a tnica solugao de e,
portanto, uy é uma solucao nao degenerada de . Como nao existem autovalores de
entre 0 e 1, ndo existem valores caracteristicos de T} (ug) entre 0 e 1, logo, 8 = 0.

Pela estimativa o grau acima estd bem definido para todo R > Ry. Ademais,
desde que todas as possiveis solugoes de u = T(u) sdo nao degeneradas, segue que elas
sao isoladas e que existe apenas um ntmero finito delas em Bco(g)(O, R).

Lembramos que o indic de cada solugao ¢ igual a (—1)” onde 8 é a soma das mul-
tiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de T} (ug) contidos no intervalo

(0,1). Desde que 8 = 0 para qualquer solugao de T¢(u) = u, temos:

d(I = Ty, Booy(0,R),0) =Y (-1)°=> 1#0.

]

4Essa relacdo entre autovalores de problemas de autovalor com peso pode ser encontrada minuciosa-

mente em [Ambrosetti-Malchiodi|, Se¢ao 1.4.1, ou em [De Figueiredo-Gossez].
®Definido na Segao (Ver Apéndice D).
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Observacao 3.8. Para a prova do Teoremal3. 1| serd suficiente provar a existéncia de ao

menos uma funcao f para a qual podemos provar que
deg([ — Tf, BCO(Q) (0, R), 0) 7é 0
para todo R > 0 suficientemente grande.

Vamos finalmente & prova do resultado de existéncia de solugoes para o problema (3.1)),
que enunciamos novamente a seguir.
Teorema Suponha (Hy), (Hy) e (Hs). Entao possui ao menos uma solu¢ao
em W2 (Q) N H'(Q).

Demonstragdo. A primeira autofungio normalizada em L?(Q) é ¢ = \Q\*%.
Dado € > 0 e Ry > 0 como na Proposicao , escolha fi = —(t|Q|72)P = —t2|Q|5,
com t > 0. Note que u = tp; = t|Q]‘é é solucao do problema 1) para tal f;.

Escolheremos t a seguir para que |fi], < €.

\filr = (/ |f1|7"da:) = <]Q’tPT|Q|—%>T = |0 e
Q

Logo, |fi], < € se tomarmos ¢ tal que

0<t< %
o

deg([ — Tfl? BCO(Q) (O, R), 0) 7é 0

3 =

Entao, pela Proposicao [3.6

para R > Ry.

Considere agora a seguinte homotopia:

—Au= @) +1=7)f+7fi, em Q
(3.15) ou
ov
onde 7 € [0,1]. Da estimativa a priori do Corolario juntamente com a Afirmacao
B.7 todas as solugdes do problema (B.15) sio uniformemente limitadas em C°(€2) por,

0, em Of),

digamos:

Ry = p(max{|f|-, | fi]+})-
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Dai, se R > max{Ry, R} temos:
deg(] - Tf7 BC’O(ﬁ) (07 R)7 O) = deg<I - Tf17 BCO(§)<07 R)? 0) 7é 0,

e a conclusao do teorema segue. O]

3.4 Sistema ressonante

Nesta se¢ao estudaremos o seguinte sistema:

—Au= (V)P + f(z), em Q,

(3.16) —Av = (u")"+g(z), em Q,
ou  Ov
% = % = O, e 89,

onde f, g satisfazem a hipotese (H3) e os expoentes p, ¢ satisfazem:

Hy) 1< < .
( 4) p,q N_2

Com essas hipoteses provaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.9. Suponha que f e g satisfazem (H3) e que p e q satisfazem (Hy). Entdo

existe pelo menos uma solugao (u,v) € H'(Q) x H'(Q) do sistema (3.16)).

3.5 Estimativas a prior: para as solugoes do sistema

Integrando as equagoes do sistema (3.16)) utilizando ¢; = 1 como funcao teste, obte-

mos:

(3.17) /Q(er)pda:—F/Qf(x)dx:O e /Q(qu)qu%—/g(x)d:);:O

Q
(3.18) = [0 ) < [fli e [u'[7 < gl

De forma analoga ao que foi feito na Se¢ao considere as decomposicoes u = u + U

ev="1++7.
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Teorema 3.10. Suponha as mesmas hipoteses do Teorema e seja (u,v) € H'(Q) x
HY(Q) uma solugio do sistema . Entao existem constantes 0,0’ <1 e uma func¢ao

continua vy : RT — R, dependendo apenas de p,q,0,0" e Q, tal que v(0) =0 e
(3.19) |Uoo + D)oo < (| ]+ + Iglr)-

Demonstracao. Assim como fizemos na prova do Teorema [3.3] é possivel escolher 7, tal
quer >7>N/2,o=pF—-1)/T<led =q(T—1)/T<1
Usando (3.17) e (3.18)), temos:

1
|Adily < [(0F)l + [flr < WIS+ 11

ATl < ()l + gl < [ 2191 + Lol
Agora, utilizando as desigualdades e , juntamente com o fato que 7 > N/2
e os resultados acima, obtemos:
i < Cllallw2r < ClAUlF = ClAul
< CTIf1; + CIRIZIS1; + CIfe

e
[0loe < Clloflw2r < ClAD[F = ClAv]
< Clal” lgly + ClalZlgl; + Clglr
Dai, utilizamos a Desigualdade de Young com o,0’ e a imersao L"(2) < L"(f2), para
obter:
(3.20) (oo + [Tloe < 3 (If 1 + l9l) +22(lgl) [Tl + 35 (1 1) 0],

onde as 7/s sao fungoes continuas de RT em R, que dependem apenas de 2, de o e o/,

tais que 7;(0) =0,i=1,2,3.

Afirmacgao 3.11. Seja E C L"(Q) um subconjunto limitado satisfazendo (Hs). FEntao,
existe uma constante M > 0 suficientemente grande tal que max{|u|, |v|} < M, para toda

solugao (u,v) do sistema associada a um par (f,g) € E.



SECAO 3.5 = Estimativas a priori para as solu¢ées do sistema 66

Com efeito, dada (f, g) € E, suponha que exista uma sequéncia de solugoes { (ug, vx) }ren
do sistema (3.16|) associada a (f,g) tal que max{|u|,|vx|} — oo quando k — oco. Pas-

sando para subsequéncias sempre que necessario, temos alguns casos a considerar:
Caso 1. [ug| < C e || — ¢

Entao:
SR . Y
k] [Ok| ||

pois Uy,/|vx| — 0, quando k — co. Para ver isso, dividaf| (3.20) por [y, use o fato que

W

[ux| < C e que os expoentes & direita em (3.20) sdo menores que 1.

e Se existe uma subsequéncia vy — —oo entdo wy — —1. Logo, vy — —o0 e v =0

para k suficientemente grande. Isso é um absurdo, pois para todo k, por (3.17)):

/Q (v )Pde + /Q F@)dz =0

e f satisfaz a hipotese (Hs).

e Se existe uma subsequéncia vy — 400, usando o mesmo raciocinio acima, teriamos

(vg)T — oo para k suficientemente grande e, pelo Lema de Fatou:

lim inf/(v,j)pdm = +o0.
Q

k—o00

Mas, por (3.18), temos:

’U/ﬂg <|fl.
Como Q ¢é limitado, sabe-se que L"()) < L'(Q)). E, como E é um subconjunto

limitado de L"(2), obtemos uma contradi¢ao, pois:

|U1j|§ <|flh < Cilf|- < C, Vk.

Caso 2. [ty| < C e |ug| — ¢
Analogo ao Caso 1.
Caso 3. [ugl, |vx| = o0

Algumas situagoes podem ocorrer:

% Antes, faca U), < |tix|so + Ok oo-
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3.1. Uy, vy — —00 ou Ug, Vg — +00

Neste caso considere:

we = TR Uy + Uy, Uy, + Vg
ST A R A A A A

Note que [uy + Tx| — +o00, quando k£ — oo. Assim como nos casos anteriores, usando
(3.20), a segunda parcela da soma acima tende a zero. Isso implica wy — +1, logo, para
k suficientemente grande, ou u, + v >> 1 ou uy + v << —1. Assim, podemos concluir
que pelo menos uma das sequéncias {u}, {v} € ilimitada (tendendo a +o00) e obtemos

contradigdes analogas as dos casos 1 e 2 utilizando as igualdades (3.17) e (3.18).
3.2. U, — —o00 e U — 400 (ou, analogamente, U, — +00 € Uy — —00)

Nesse caso, considere (para k suficientemente grande):

Vg — Uk _@k—i-ﬁk—ﬂk—ftk

w = =
" o — Vg — Up

U — Uy Uk — Ug
_l’_

U — U Vg — Ug

U — Ug
=14+ —-—
VU — Ug
Para k suficientemente grande:
O = | _ [Tkl + [Bkloc
— p— — —_ —_ )
Vg — Uk | o Vg — Uk
logo, por ((3.20)):
Uy — Uy
—— — 0 quando k — oc.
Vg — Ug

Dai, vy — up — +00 e, como anteriormente, utilizando (3.17)) e (3.18) chegamos a uma

contradicao. Portanto, a afirmacao esta provada.

Pela Afirmacao [3.11] existe M > 0 suficientemente grande tal que max{|al, |v|} < M,
logo

[iloo + 181 < 71(f1r + l9lr) + 2219l [Tl + 231 f1) [0
<%l +lgl) +72(1gl) M +5(1f1) | M?

= 7(|f|r + |g|7")7
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onde v : R* — RT ¢ continua que depende apenas de 2, o e o', e ¥(0) = 0, e o teorema

esta provado. O

3.6 Existéncia de solucoes para o sistema

Nesta secao provaremos o Teorema [3.9]

A ideia é a mesma da Secao Trabalharemos com o operador T{;,,) e utilizaremos
os resultados da Secao [D.2l Como na prova do Teorema [3.1I] comegaremos provando
que as solucoes (u,v) de sao nao degeneradas e que 8 = 0, desde que f,g sejam
“suficientemente pequenas” e satisfacam a hipotese (H3).

A linearizacao de (3.16)) em alguma solucgao (ug,vg) é:

—Aw = p(vy )P 'z, em Q,

(3.21) Az =q(ud)'w, em Q,
(89_7;} = % =0, em Of).

Tanto a prova que as solucoes sao nao degeneradas quanto o céilculo de 3 serdao con-

sequéncias dos lemas a seguir.

Lema 3.12. Eziste € > 0 tal que quaisquer que sejam a,b € L>*(Q), ce R et € [0,1] com

a,b>0 g.t.p., a,b nao identicamente nulos, |a|s < €, |blooc <€ €0 < c <€, 0 sistema

—Aw =ta(z)z+ (1 —t)cz, em €,

(3.22) —Az =tb(z)w+ (1 —t)cw, em £,
ow 0z
% = 5 = 0, em 39,

possui apenas a solucao trivial w = z = 0.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢do, que para todo €, = 1/n, existam sequéncias

de func¢oes nao identicamente nulas satisfazendo:

0 < ay(z),by(x) <

)

S|

e sequéncias de nameros reais t, € [0,1], ¢, € (0,1/n] tais que (3.22) tem solugdo nao

trivial (wy, 2,,) para tais escolhas dos coeficientes correspondentes.
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SECAO 3.6 x

Considere as sequéncias

Wn, ~ Zn
Wy, = —— € Z, = ——.
|wn|2 |Zn|2

Temos duas possibilidades para |z,|s/|w,|2 quanto & sua limitagao

(1) |znl2/|wnl2 é limitada.

Nesse caso, considere:

—Adby = (baan(z) + (1 — tn)cn)lj—”|, em Q
(3.23) o, nl2
=0, em Of).
ov
Multiplicando (3.23)) por @, obtemos:
— Aty iy, = (taan(@) + (1 — tp)en) 6—"|wn
n|2

Integrando:

/ Vi Pde = / (tutn() + (1 — t)en) —"—da
Q Q |wn|2

1
< —/ “n Wy, dx
n Jo |wnla

< l |Zn|2 ‘wnb S l ’Zn’Z .
n|wy o n w2

Logo, |Vi,|» — 0 e portanto, {w,} é limitada em H'(f2). Dai, existe w € H*(f2) tal que,
passando a uma subsequéncia, se necessario:
W, —w, em H'(Q) e

W, — W, em L*(),

logo, |w]y = 1.
Passando o limite (no sentido fraco) em (3.23)), temos:
—Aw =0, em
ow
— =0 9.
% , em
Portanto, @ = +¢; = +[Q|72 e @, — +¢1 em H(Q) (convergéncia forte), pois |V (i, —

(£01))|2 = [Vip|z — 0 e W, — +p; em L*(2), como vimos acima.
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Também ocorre que w, — +¢; em C°(§2). TIsso é uma consequéncia da teoria da

regularidade para equacoes elipticas aplicada ao problema:

—A(Wy, £ ¢1) = (tnan(x) + (1 —t,)cy) m, em (),
n|2

—a(wn + 1) =0 em 0N

ov ’ )

Dai, w,, (e portanto w,) tem sinal definido para n suficientemente grande.
Por outro lado, testando a segunda equacao do sistema com p; = |Q|_%7 dedu-
zimos que:
/Q(tnbn(a:) + (1 —t,)en)wypdr =0,
0 que é uma contradicao pois w, tem sinal definido e o termo que esta multiplicando é
nao negativo e nao trivial.
(i) |znl2/|wnl2 — 0.

Nesse caso, a sequéncia |wy,|s/|z,]2 é limitada e temos a mesma situacao do caso (i)

trabalhando agora com a segunda equagao do sistema ([3.22)). O

Lema 3.13. Fize \y =0 < ¢ < A\y. Entao o problema de autovalor com parametro p:

—Aw = pcz, em (1,

(3.24) —Az = pcw, em §,
ow 0z
% = % = 0, em Of).

possui um tnico autovalor u no intervalo [0, 1], dado por

m:O.

Demonstragao. Escreva w = > t;p; e z = > s;p;. Testando a primeira equacio do

sistema ([3.24) com ¢; obtemos:

—A (Z tm) ;= pe (Z Si%) pj = tiAj = pes;

= )\jtj — UCS; = 0
e, de forma andloga, da segunda equacao:

,uctj — )\ij =0.
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Logo, montando o sistema com essas duas equagcoes, a fim de encontrar os autovetores do

problema de autovalor (3.24]), devemos ter:

A —pc
det ! s =0,
pHe  —Aj

o que fornece a sequéncia dupla de autovalores dada por:

s
py =L
C

Portanto, como A\ =0 e 0 < ¢ < Ay, segue que:
A
O=m <1l<ps= ?2

e o resultado segue. O]

Finalmente vamos a prova do resultado principal referente ao sistema (3.16)):
Teorema Suponha que f e g satisfazem (H3) e que p e q satisfazem (Hy). Entdo

eziste pelo menos uma solugdo (u,v) € H'(Q) x H'(Q) do sistema (3.16]).

Demonstracao. Vamos introduzir a seguinte formulacao do problema via teoria do ponto

fixo.

Seja T(sq) : CO(Q) x CO(Q) — CO(Q) x C°(Q) a aplicagao:
Tirg(u,v) = (FA+ D) ()P +u+ f), (A + 1) ()" + v +g)).

A aplicacao T{;,) € continua, compacta e T{; 4 (u,v) = (u,v) se, e somente se, (u,v) é
solugao de (3.16]).

Escolha fi, g1 como fi = —(y¢1)? e g1 = —(61)%, com ¢y = [Q~2 (a primeira auto-
fungio do Laplaciano com condigiao de Neumann na fronteira e normalizada em L?(2)) e

7,6 > 0 a serem escolhidos de forma apropriada. E facil verificar que (ug, vo) = (61, y¢1)

¢ uma solucao de (3.16) com (fi, ¢1).
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Considere a seguinte homotopia:

—Au= @Y+ (1—-71)f+7fi, em Q

(3.25) —Av= w4+ (1-7)g+79, em
ou  Ov
= 0, em 0},

com 0 < 7 < 1. Como estamos considerando um subconjunto finito {f, f1, 9, g1} de L"(2)
(logo, limitado), podemos aplicar a estimativa a priori do Teorema [3.10] (juntamente com
a Afirmagao|3.11]) para concluir que todas as solugoes do sistema ([3.25)) sdo uniformemente

limitadas em C°(Q) x C°(Q) por alguma constante que depende continuamente de 7 e 6.

Dai, para R > 0 suficientemente grande,
deg([d - T(f’g), B[CO(Q)P (0, R), O) = deg([d - T(f1 ,g1)) B[CO(Q)P (0, R), O)

Agora, vamos escolher v e ¢ suficientemente pequenos tais que o Lema [3.12] se aplica

para

a=p") e b=qu")"

onde (u,v) é uma solu¢ao qualquer de (3.16)) com (f1,91).

Obtemos, com t = 1 em (3.22)), que (u,v) é ndo degenerada. Ademais, o valor de
para Id—"1T(;, 4,) em (u,v) pode ser calculado sobre a homotopia dada em e coincide
com o valor de [ para a solucao trivial de com t = 0. Usando o Lema €0
Lema deduzimos que 5 = 0 e dai:

deg<[d o T(f1,g1)7 B[CO(Q)}Q(Ov R)7 O) = Z(_l)o = Z 1 # 0,
o que conclui a prova do Teorema 3.9 O

Observagao 3.14. Observe que na prova do Lema [3.15 jd mostramos também que nao

ezistem valores caracteristicos de T|,  \(u,v) no intervalo aberto (0,1).
(f1,91)

Notas do capitulo

Ao contrario do que foi feito nos capitulos anteriores, para obter os resultados de
existéncia desse capitulo, optamos pelos métodos topologicos ao invés dos métodos varia-

cionais. Essa escolha se deve & ressonancia no primeiro autovalor. Nao ¢ possivel provar
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que funcionais associados a problemas ressonantes no primeiro autovalor satisfazem a con-
dicao de Palais-Smale, condicao de compacidade que aparece em todos os Teoremas de
Linking utilizados nos capitulos anteriores.

A motivagao para o estudo desse capitulo deve-se ao artigo [Cuesta-et al], que trata
os casos vistos aqui com condigao de Dirichlet na fronteira e com outras hipoteses sobre
0s expoentes p e ¢, como mencionamos na Introducao desse trabalho. As estimativas
a priori que obtivemos aqui sao bem mais proximas dos resultados obtidos no artigo
[Kannan-Ortegal, e sdo bem diferentes das estimativas a priori de [Cuesta-et al.].

Outro ponto interessante é a diferenca no calculo do grau. No artigo [Cuesta-et al.],
que trata o problema com condicoes de Dirichlet na fronteira, o valor de § coincide com
o indice de Morse das solugoes e é igual a 1. Assim o grau de I — T calculado em tal
artigo é uma soma de —1’'s. Em relacdo aos problemas estudados neste capitulo, vimos
que # = 0. Porém, é possivel mostrar que o indice de Morse das solugoes é 1, mostrando
que a segunda forma quadréatica associada ao funcional J, em cada solucao, é estritamente

negativa no autoespaco das constantes e positiva em seu complementar.



APENDICE A

SIMBOLOS E NOTACOES

As notacoes que utilizamos neste trabalho sao as notacoes padroes. Por conveniéncia,
listaremos os principais simbolos e notacoes que aparecem no decorrer do texto. To-
das as informacoes aqui contidas podem ser encontradas de forma detalhada nos livros

|Badiale-Serral, [Evans| e |[Gilbarg-Trudinger].

e () sempre representa um subconjunto aberto e limitado de RY. O espaco RV é
dotado com a medida de Lebesgue dx, e toda integral é no sentido de Lebesgue. A
medida de um conjunto E C RY & denotada por |E|. Dizemos que uma propriedade
ocorre em “quase toda parte em Q7 (“q.t.p. em Q") se existe um conjunto £ C {2 com
|E| = 0 tal que a propriedade é vilida em todo ponto de Q \ E. As vezes dizemos

também “para quase todo = € Q" (“para q.t. x € Q)”) para significar o mesmo.
e u(x) =max{u(z),0} e u (z) = max{—u(x),0}. Logo, u(z) = u*(x) — u™(z).

e Se u: ) — R é diferenciavel, o gradiente de u em x = (21, ...,xx) é 0 vetor

Vu(z) = (g—;(x), ...,%(x)) .

e Se u: 2 — R ¢é duas vezes diferenciavel, o Laplaciano de u, denotado por —A é
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definido por:
0%*u 0*u N

C(2) = C%(Q) ¢é o conjunto das fungoes continuas u : 2 — R.

C*(Q), para k = 1,2, ... é 0 espago das fungdes u : 2 — R que sdo k-vezes diferen-

cidveis em €2 e cujas k-ésimas derivadas sao continuas em 2.

C*>(Q) é o espaco das fungoes u :  — R que sao infinitamente diferenciaveis em

Q, ou seja, C=(Q) = NX,C*(Q).

Ce(2) é o espaco das fungoes u : 2 — R tais que u € C®(Q2) e u tem suporte

compacto em §2, ou seja, supp(u) cC Q.

LP(Q), para 1 < p < 400, é 0 espaco das fungdes Lebesgue-mensuraveis u : 0 — R
tais que

/Q lu(z)Pdz < oo.

| - |, ¢ a norma em LP(S2), definida como

= ([ \u(xﬂpdx)’l’ .

L>(Q) & o espago das fungoes Lebesgue-mensuraveis u : Q@ — R tais que

sup ess,cqlu(z)| < 0o, onde
sup esszeq|u(z)| = inf{C >0 : |u(z)| < C q.t.p. em Q}.
| - |oo € a norma em L>(2), definida como
|ufoc = sup essqeqlu(z)].

H'(Q) é o espago de Sobolev, definido como

ou
8@»

HY(Q) = {u € L*(Q) : € L*(Q), i=1, N} :
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onde as derivadas du/dx; sdo todas no sentido das distribuigdes. H*(£2) é um espago

de Hilbert munido com o produto escalar

(U, v) g = /(Vqu + uv)dz.
Q

e ||| é¢ anorma em H'(Q), definida como

Joll =/t = [ (705 2 dxf,

e DV2(RY), para N > 3, é o espaco definido como segue: sejdl] 2 = 2N/(N — 2).
Entao:
ou

DY (RYN) = {u e L¥(RY) : 5 € L*(RY), i =1, N}

Esse espaco tem uma estrutura de Hilbert quando munido do produto escalar
(u,v) = VuVudz,
RN

€ Sua norma COI‘I‘GSpOHdGHte

jull = Ve = ([ wumx);,

o HL(Q) é o fecho de C5°(2) na topologia H'(2) e tem norma e produto escalar tais

como o espago DV?(R), porém com as integrais em ).

e Um vetor da forma o = (aq, ..., ay), onde cada componente «; é um inteiro nao-

negativo, é chamado um multi-indice de ordem |a| = a1 + ... + ay.

e Dado um multi-indice «, defina:

d1°lu(z)

Du(z) = —= 00
) = g ppey

— A% N
= 0yl ...0p N u.

o WEP(Q) ¢ o espago das fungoes u : Q — R que sdo k vezes diferenciaveis (no
sentido das distribuicoes) e tais que D% € LP(2) para todo |a] < k. Note que
Wi2(Q) = HY(Q).

ITal expoente 2*, como veremos adiante, é o expoente critico para a imersio de Sobolev.
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o || [lwrr & a norma em W*P(Q) definida por

B =

e = | 3 [ 10%uras | = 3 1Dt

|| <k la| <k

e Se u € CY(Q), chamamos
ou

— =v.Vu

ov

a derivada normal (exterior) de u com relagdo ao campo de vetores normais unitarios

v, definidos em 0f).



APENDICE B

DESIGUALDADES ELEMENTARES

A seguir enunciaremos as principais desigualdades utilizadas no decorrer do texto cujas

demonstracoes encontram-se detalhadas em |[Evans].

1 1
Teorema B.1. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo, tais que — + — = 1.
p q
Entao
ab bl
ab < — + —,
p q

quaisquer que sejam a,b > 0.
Corolario B.2. (Desigualdade de Young com ¢) Dados a,b > 0 e ¢ > 0, temos:

ab < ea? + C(e)b?

para C(e) = (ep) rg™".

1 1
Teorema B.3. (Desigualdade de Hdélder) Suponha 1 < p,q < oo ¢ ’ +5 =1. Se

ue LP(Q) ev e LIYQ) entio uv € LY(Q) e

/uvdm <ulp|v|g-
0

Corolario B.4. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se u,v € L*(Q) entdo

/uvdx < |uls|vla.
Q
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APENDICE C

RESULTADOS ELEMENTARES

Teorema C.1. (Férmulas de Green) Seja Q C RY um aberto, limitado e suave e

sejam u,v € C*(Q). Entdo

(i) /vAudx+/Vqudm:/ va—uds.
Q Q o0 OV

ou ov
i Au — u/\ — 2= 27
(ﬂ) /Q(v u — uAv) dz /{m (U ” U U) ds,

onde v = v(x) € o normal exterior a 02 no ponto x, a—u(:z:) = Vu(z).v(z) edS € a medida
v

de superficie em OS2.
Demonstragao. Ver |[Evans|, p. 628. ]

Teorema C.2. (Lema de Fatou) Seja {f,} uma sequéncia de funcgoes nao negativas e

integraveis. Entao

/ liminf f,dx < liminf fndx.
R RN

N n—oo n—00

Demonstragao. Ver [Brezis|, p. 90. O

Teorema C.3. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja Q C RN um aberto e

seja {fn} uma sequéncia de fungoes em L*(QY). Suponha que
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(i) fo(x) — f(z) ¢.t.p. em Q;

(ii) existe uma funcdio g € LY(Q) tal que
|fu(2)| < g(x) g¢.t.p. em Q.
Entao, f € LY(Q) e |f, — fl1 — 0, ou seja,

lim an(x)dx:/ﬂf(x)dx.

n—o0

Demonstrag¢ao. Ver [Brezis|, p. 90. ]

Teorema C.4. Seja Q C RY um aberto e seja { fn} uma sequéncia em LP(2), 1 < p < oo,
tal que f, — f em LP(QY). Entdo, existe uma subsequéncia {f, } de {f.} e uma fun¢dio

g € LP(2) tais que
(i) fo,(x) — f(2) ¢.t.p. em Q;
(ii) para todo k € N, |f, (x)] < g(x) ¢.t.p. em Q.
Demonstragao. Ver [Brezis|, p. 94. O

Teorema C.5. Seja Q C RY um aberto limitado tal que |Q| < co. Se 1 < p < q< oo

entao

LY(Q) — LP(Q).
Se || = 0o o resultado € falso!

Demonstra¢ao. Ver |Brezis|, p. 118. ]

Teorema C.6. Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que {u,} seja uma

sequéncia limitada em X. Entado, existe uma subsequéncia {u,, } de {u,} eu € X tal que

Up, — U.

Em particular, uma sequéncia limitada em um espaco de Hilbert possui uma subsequéncia

fracamente convergente.
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Demonstragao. Ver |Brezis|, Teorema 3.18, p.69. ]

Teorema C.7. (Teorema das Imersoes de Sobolev) Sejam Q C RY wm dominio
limitado com fronteira Lipschitz, k € N el < p < oo. Se kp < N entdo WEP(Q) — L1(Q)

. . np
; a inclusao é compacta se q < )
N —kp n—kp

para 1 < q <
Demonstragao. Ver [Struwe], p.265. ]

Corolario C.8. (Desigualdade de Sobolev) Se N > 3 ¢ Q é um dominio limitado
com fronteira C entdo:
HY(Q) — L1(%),
2N

N-2
u € HY(Q), temos a sequinte desigualdade:

para 1 < q < 2" e a inclusao € compacta se q < 2%. Além disso, para todo

‘u|q < OHUHHla
onde C' = C(N,Q).

Teorema C.9. (Desigualdades Variacionais) Seja Q@ C RY, N > 3, um dominio
limitado com fronteira C' e seja {\;i}ien @ sequéncia de autovetores do operador —A
com condi¢des de Neumann na fronteira. Denote por {p;}ien a sequéncia de autovetores
associados & sequéncia de autovalores {\;}ien € por Vi = span{p1,...,or}, para todo

k e N. Entao:

(i) / |Vul?dr < g / uw?dz, para todo u € Vj;
Q Q

(i1) / IVul2dz > M\ / u?dz, para todo u € V-, onde a ortogonalidade é tomada em
Q Q

relagio ao produto escalar de L*(Q).
Demonstrag¢ao. Ver [De Figueiredo-Gossez. ]

Corolario C.10. (Desigualdade de Poincaré) Ezxiste C' > 0 tal que

/]Vu]de gC’/u2dx,
Q Q

para todo u € H*(Q).
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Teorema C.11. Se Q C RY é um dominio que satisfaz a propriedade do cone interior
(isto ¢, existe um cone firado Kq tal que cada x € Q € o vértice de um cone Kq(z) C Q

e congruente a Kq) entao existem as imersoes:
(i) Wh(Q) < L¥% (), para kp < N;
S N

(i1) WEP(Q) — CEF(Q), para 0 <m < k — —,
p

onde CF(Q) ={ue C™(Q) : D*u e L*(Q), para|a| < m}.

Demonstragao. Ver observagio logo abaixo do Corolario 7.11 de |Gilbarg-Trudinger|, p.

158. [l



APENDICE D

O GRAU TOPOLOGICO

O grau topologico (ou simplesmente “grau”) de uma aplicagao é uma ferramenta clés-
sica muito utilizada na resolucao de equacoes funcionais. Foi introduzido primeiramente
por L. Brouwer para dimensoes finitas e estendido por J. Leray e J. Schauder para dimen-
soes infinitas. Existem muitas referéncias sobre o tema das quais destacamos os livros
[Ambrosetti-Malchiodi|, [Arcoya) e [Kesavan|.

Trataremos o grau de uma forma axiomatica, listando suas principais propriedades
sem nos preocuparmos com provas de resultados. Tudo o que serd enunciado aqui pode

ser encontrado minuciosamente nas referéncias acima.

D.1 O grau de Brouwer e suas propriedades

Suponha que:
(a) Q é um subconjunto aberto e limitado de R, com fronteira dada por 9

(b) f éuma aplicacdo continua de Q em RY; as componentes de f serdo denotadas por

i
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(¢) p é um ponto em RY tal que p ¢ f(99).

Para cada tripla (f,€,p) satisfazendo (a), (b) e (c¢), podemos associar um inteiro
deg(f,Q,p), denominado o grau de f (com relacdo a € e a p), com as seguintes proprie-

dades bésicas:

D1) (Normalizacido) Se Iz~ denota a aplicacdo identidade em RY. entdo:
(D1) ( G R plicag :

1, se pe,
0, se p¢ Q.

deg(Ign, 2, p) =

(D2) (Propriedade Solucgao) Se deg(f,€2,p) # 0 entdo existe z € Q) tal que f(z) = p.

(D4) (Decomposicao) Se Ny =0ep ¢ f(OQ) N f(O2) entdo

deg(f: Ql U QQap) = deg(f7 lep) + deg(f: QQap)‘

(D5) (Invariancia Homotépica) Uma homotopia H € C([0,1] x Q,R"Y) ¢ admissivel
(com relagdo a Q e p), se H(t,z) # p para todo (t,x) € [0,1] x Q. Se H é uma
homotopia admissivel, entdo deg(H (t,-,), 2, p) é constante com relacao a t € [0, 1].

Em particular, se f(x) = H(0,z) e g(z) = H(1,z) entdo
deg(f, €2, p) = deg(g, 2, p).

A seguir faremos um resumo do procedimento padrao seguido pela maioria dos autores
para definir o grau. A ideia é definir o grau primeiramente para funcoes de classe C! e
valores regulares p e depois para estender a definicao para fungoes continuas e qualquer
p, utilizamos argumentos de aproximacao.

Suponha f € CY(Q,RY). Lembre que f'(x) € L(RY,RY) e dai, f'(x) pode ser repre-
sentada por uma matriz real N x N, cujo determinante sera denotado por J¢(z) (“Jaco-

biano” de f no ponto z). Seja S o conjunto dos pontos criticos de f.
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Definicdo D.1. Se f : Q — RY ¢ tal que f € C*(Q,RY) e p ¢ f(S)U f(0Q) entdo,

definimos o grau de f em € com relacao a p como:

0, se f_l(p) =0,

Z sgn(J¢(z)), caso contrdrio,
zef~1(p)

(D.1) deg(f, €%, p) =

onde “sgn” é a fungao sinal: se x € R\ {0} entao

+1, se x>0,
sgn(x)
-1, se = <0,
Observagao D.2. Como p ¢ f(S) U f(02), sabemos que f'(x) estd bem definida para
x € f~p) e que Jy(x) #0. Assim, Jy(x) tem sinal definido e, pelo Teorema da Fungdo

Inversa, f € invertivel em uma vizinhanga de x. Consequentemente, como €2 é compacto,

o conjunto f~Y(p) € finito, logo, o grau estd bem definido para funcoes de classe C*.

Para estender a definicao acima para qualquer funcao continua e qualquer ponto p, uti-
lizamos um procedimento de aproximacao. Primeiro aproximamos p por valores regulares

pr aplicando o Teorema de Sard.

Teorema D.3. Sejam f € CYQ,RY) e S; ={z €Q : Ji(x) =0}. Entao f(Sy) € um

conjunto de medida nula.

De acordo com o Teorema de Sard, existe uma sequéncia py, ¢ Sy, tal que py — p. Para
pr. suficientemente proximo de p, py verifica (¢) e dai faz sentido considerar deg(f, 2, px),
dado por (D.I). Ademais, ¢ possivel mostrar que para k >> 1, deg(f,Q,px) ¢ uma
constante que independe da sequéncia {py}. Portanto, podemos definir o grau de f €

CHQ,RY) N C(Q,RY) em qualquer p €  fazendo:
deg(f7 va> = khﬁrgo deg(f7 Qapk‘>

Analogamente, dada f € C(Q,RY), seja fr € CH(Q,RN) N C(Q,RY) tal que fi, — f
uniformemente em Q. Se k >> 1, entdo qualquer (fy, Q, p) satisfaz (a) — (c) e podemos
considerar o grau deg( fx, €2, p). Mais uma vez, é possivel mostrar que limy_,, deg( fx, 2, p)

nao depende da escolha da sequéncia { fx} e assim podemos definir o grau de f por

deg<f7 Q,p) = klgrolo deg(fkv Q7p).
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A seguir exibiremos mais propriedades do grau de Brouwer.

Teorema D.4. (Dependéncia dos Valores de Fronteira) Sejam f,g € C(2,RY) tais
que f(z) = g(x) para todo x € O e seja p ¢ f(OQ) = g(0). Entdo

deg(f, €, p) = deg(g, 2, p).

Demonstracao. Ver [Ambrosetti-Malchiodi], pagina 28. O
O grau também satisfaz as seguintes propriedades:

(D6) (Continuidade) Se f;, — f uniformemente em Q, entao deg( fi, 2, p) — deg(f, 2, p).

Ademais, deg(f,€, p) é continuo em relacdo a p.

(D7) (Propriedade de Excisdao) Seja €y C  um aberto tal que f(x) # p para todo
z € Q\ Q. Entao
deg(f7 Qap) = deg(f? QO,]?)-

A propriedade de excisao permite definir o indice de uma solu¢ao isolada de f(z) = p.

Seja xp € €2 tal que f(xo) = p e suponha que exista > 0 tal que f(x) # p para todo

x € B,(z0) \{z0}. Usando a propriedade de excisdo, com 2 = B, (z¢) e Qo = B,(x), com

p € (0,7), deduzimos que
deg(f, By(o),p) = deg(f, B(x0),p), Vp € (0,7).

Definimos tal valor comum como sendo o indice de f com relagao a xg :

i(f,x0) = lim deg(f, Br(20),p), » = f(x0).

Ademais, se f~(p) = {x1, ..., 2t} C Q entdo:
(D8) deg(f, 2. p) = X5y il ;).

Para verificar isso, ¢ suficiente tomar p > 0 tal que Bp(z;) N B,(x;) = 0, para todo
i # j. Fazendo Qy = B,(x1)U...U B,(x)) e usando a propriedade da decomposicao (D4)

juntamente com a propriedade de excisao (D7), obtemos:

k

k
deg(f797p) = deg(fa Qo,p) = Zdeg(f7 Bﬂ(xj)7p) = Zz(fv xj)7
j=1

J=1
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o que prova (D8).

Sejam f € C' e p um valor regular, isto é, J¢(zg) # 0 para todo o € f~!(p). Como
j& mencionamos anteriormente, se p ¢ um valor regular de f entdo o conjunto f~1(p) é
discreto. Em particular, qualquer solugao zq de f(z) = p é isolada e faz sentido considerar

o indice i(f, zo).

Lema D.5. Suponha que f € C*(Q,RY) N C(Q,RYN) e seja x9 € Q tal que p = f(xo) €
um valor reqular de f. Entao:

i(f,20) = (-1)°,

onde B € a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de f'(xg).

Demonstragao. Seja r > 0 tal que a tnica solucao de f(z) = p em B, = B,.(zg) é xo.

Entéo, Z(f? -CEO) = deg(fa Brap) €, por ‘) Z(fv xO) = SgH(Jj(.Z‘())).
Usando a forma normal de Jordan, sabemos que o determinante Jacobiano Jy(xzg) é

dado por:
N
I () = H Ajs
j=1

onde \:s sao os autovalores de f'(z¢) repetidos de acordo com sua multiplicidade algébrica.

Agora, lembre que:
e cada \; é diferente de zero, porque z( é regular;

e se um autovalor é complexo, digamos igual a a + b, entao seu conjugado a — b

também ¢ um autovalor de f'(zg) e o produto deles & a* + b* > 0.

Logo, segue que sgn(J;(zo)) = (—1)°, o que conclui a prova.

]

Algumas aplicagoes do grau de Brouwer podem ser encontradas nas referéncias ja
citadas. Dentre tais aplicacoes destacam-se o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e o

Teorema de Borsuk-Ulam.
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D.2 O grau de Leray-Schauder

Nesta secao definiremos o grau de Leray-Schauder, que estende a nogao de grau topolo-
gico para aplicagoes f € C(X, X), onde X é um espago de Banach e f é uma perturbagao
da identidade I = Ix, no sentido que sera definido abaixo.

Sejam D um subconjunto aberto e limitado do espaco de Banach X e S uma perturba-
¢do compacta da identidade I, isto &, S € C(D, X) tal que S = I —T onde T é compacto,
isto é, T transforma conjuntos limitados em pré-compactos (cujo fecho é compacto).

Seja p ¢ S(0D). E possivel verificar que S(0D) é fechado e dai:
r:=dist(p, S(0D)) > 0.

Desde que todo operador compacto pode ser uniformemente aproximado por opera-
dores de posto finito, existe uma sequéncia {T;}ren, Tk € O(D, X), tal que T, — T

uniformemente em D e

(D.2) T.(D) C Ex C X, com dim(E};) < oo.

Definiremos o grau de I —T como o limite dos graus de [ —Ty, que iremos introduzir em
seguida. Em [Ambrosetti-Malchiodi|, os autores mostram que tomando k suficientemente
grande tal que

(D.3) sup | T'(z) — Ti(2)]| <

z€D

I

[\

concluimos que p ¢ Si(0D) e dai faz sentido considerar o grau de Brouwer deg(Sk, D, p)

e é possivel mostrar que
deg(Sk, D, p) = deg((I — Ty)|pnE,, D N Ex, D).
Definicao D.6. Seja p ¢ S(0OD), onde S =1—T com T compacto. Entao:
deg(S, D,p) = deg(I — Ty, D, p),

para qualquer Ty, satisfazendo € .
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Observacao D.7. No trabalho [Ambrosetti-Malchiodi] mostra-se que a defini¢cao acima

independe da escolha da aprozimagao {Ty}.

Observacio D.8. E possivel verificar também que o grau de Leray-Schauder satisfaz

todas as propriedades (D1)-(D8).

Algumas aplicagoes do grau de Leray-Schauder podem ser encontradas nas referéncias
citadas, como o Teorema do Ponto Fixo de Schauder e aplicagoes a resolucoes de algumas
equacoes elipticas.

E possivel estender a nocao de indice da Secio para o indice de uma solugao
isolada x¢ de S(z) = z — T'(z) = p fazendo:

2(57 170) = l%deg(s, BT(xO)vp)a b= S(fl]o),

B (zg) ={zr e X : |z —xf <1}

Com essa definicao de indice mais geral, é possivel provar um resultado andlogo ao

Lema [D.3

Observacao D.9. Lembre que o espectro de um operador linear compacto T’ em um espago
de Banach X €, no mdzimo, enumerdvel, com 0 sendo possivelmente seu inico ponto de
acumulacao. Se X\ # 0 pertence ao espectro de T, dizemos que ele é um autovalor de T

e seu inverso L = \~' € chamado valor caracteristico de T'.
Observacao D.10. A sequéncia

ker(I — uT) C ker(I — uT)? C ker(I — uT)* C ...
€ estaciondria, isto €, existe um inteiro positivo k tal que

ker(I — puT)* # ker(I — uT)* = ker(I — uT)',

para todo | > k. O espaco ker(I — uT)* tem dimensdo finita e sua dimensdo é chamada a
multiplicidade algébrica de . Se T € simétrico, entao k = 1, isto é, as multiplicidades

algébrica e geometrica sao iquais.
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Observacao D.11. Se u nao é um wvalor caracteristico de T, entao I — T’ € invertivel

com tnversa continua.

Assim, com as notages anteriores, se ;1 = 1 ndo é um valor caracteristico de T"(x)
entao S'(xp) é invertivel. Em particular, o Teorema da Fung¢ao Inversa se aplica e dai x

¢ uma solucao isolada de z — T'(x) = p.

Lema D.12. Seja T € C(X,X) um operador compacto e diferencidvel em . FEn-
tao T'(x9) é um operador linear compacto e eziste apenas um nimero finito de valores
caracteristicos de T'(xg) contidos no intervalo (0,1). Além disso, cada um deles tem

multiplicidade algébrica finita.
Demonstrac¢ao. Ver [Ambrosetti-Malchiodi, pagina 41. O]

Lema D.13. Seja T € CY(D,X) um operador compacto e suponha que 1 ndo é valor
caracteristico de T'(xo). Sejam S(x) = x — T'(z) e x9 € X tal que S(x9) = p. Entado
temos:

i(S, zg) = deg(S'(xo), Br(x0),p), r<<1.
Demonstragao. Ver [Ambrosetti-Malchiodi|, pagina 41. ]

Lema D.14. Seja L um operador linear e compacto em X e suponha que 1 ndo seja um

valor caracteristico de L. Entao
deg(I — L, B,(0),0) = (~1)", >0,

onde B € a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de L

contidos no intervalo (0,1).
Demonstragao. Ver [Ambrosetti-Malchiodi|, pagina 42. ]

Teorema D.15. Seja T € C*(D,X) um operador compacto tal que 1 ndo é um valor
caracteristico de T'(xy), para algum xy € D. Entao, tomando S(x) = x —T(x) e S(zo) =

p, tem-se que xo € uma solug¢ao isolada de S(x) =p e

Z(Sa :EO) = (_1)57
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onde B é a soma da multiplicidade algébrica de todos os valores caracteristicos de T'(xg)

contidos no intervalo (0,1).

Demonstra¢ao. A prova é uma aplicacao dos Lemas e O
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