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Resumo

Neste trabalho, obtemos uma reducao da transformacao vetorial de Ribaucour
que preserva a classe das subvariedades de curvatura seccional constante de formas es-
paciais. Como consequéncia, é obtido um processo para gerar uma nova familia de tais
subvariedades a partir de uma dada. Provamos um teorema de decomposicao para tal
transformacao, do qual decorre, em particular, o teorema classico de permutabilidade
para a transformacao de Ribaucour de subvariedades de curvatura seccional constante.
Mostramos ainda que k tais transformadas escalares de uma subvariedade de curvatura
seccional constante ¢ determinam um tnico k-cubo de Bianchi cujos vértices sao todos
subvariedades com a mesma curvatura seccional constante, cada uma das quais é dada
por meio de férmulas algébricas explicitas. Uma reducao adicional de tal transformagao
¢é obtida para a classe de subvariedades Lagrangianas de dimensdo n e curvatura secci-
onal constante ¢ de uma forma espacial complexa de dimensdo n e curvatura seccional
holomorfa 4c. Em particular, parametrizagoes explicitas, em termos de func¢oes elemen-
tares, de exemplos com dimensdo e curvatura arbitraria sao fornecidos. Novamente, um
Teorema de decomposicao e uma versao do cubo de Bianchi para tal transformagao sao

apresentados.



Abstract

In this work we obtain a reduction of the vectorial Ribaucour transformation
that preserves the class of submanifolds with constant sectional curvature of space forms.
As a consequence, a process is derived to generate a new family of such submanifolds
starting from a given one. We prove a decomposition theorem for this transformation,
from which the classical permutability theorem for the Ribaucour transformation of sub-
manifolds with constant sectional curvature follows. Given k scalar Ribaucour transforms
of a submanifold with constant sectional curvature, we prove the existence of a Bianchi
k-cube all of whose vertices are submanifolds with the same constant sectional curvature,
each of which is given by means of explicit algebraic formulas. A further reduction of the
transformation is shown to preserve the class of Lagrangian submanifolds of dimension n
and constant sectional curvature ¢ of complex space forms of complex dimension n and
constant holomorphic sectional curvature 4c. In particular, explicit parametrizations in
terms of elementary functions of examples with arbitrary dimension and curvature are
provided. A decomposition theorem and a version of the Bianchi cube for this transfor-

mation are also obtained.



Sumario

ntroducao

[2

As equacoes matriciais|

2.1 A equacao de Sylvester| . . . . . . .. ... oo
2.1.1 A aplicacao X — AX +XBJ|. . . ... ... .. ... .. .....
[2.1.2  Solugoes explicitas| . . . . . . . . ... o

2.2 Aequacao XA—-A'X=C.| .. ... ... ... ...
[2.2.1  Unicidade de solucoes com X € A, (R)e C €S, (R)| . . . ... ...
[2.2.2  Existéncia de solugoes com X € A,(R)eC' €S, (R) . . . ... ...
[2.2.3  Solucoes explicitas] . . . . . ... . ... ...

[2.3  Um sistema de equacoes matricials| . . . . . . . . . . . . . ... ...

[2.3.1 Existencia de solucoes inversiveis . . . . . . . . .. ... ... ...

2.4 A equacao de Lyapunov| . . . . . .. ... ... L.

[2.4.1 Propriedades da solucao de uma equacao de Lyapunov| . . . . . ..

A transformacao de Ribaucour|

[3.1 A transformacao escalar de Ribaucour| . . . . . ... ... ... ... ...

[3.2 A transtformacao de Combescuref. . . . . . . .. ... ... 0L

[3.3 A transformacao vetorial de Ribaucour| . . . . . . .. .. ...

[3.3.1 Propriedades basicas| . . . . . .. ... ... 00000

[3.3.2 O Teorema da decomposicao|. . . . . . . ... .. ... ... ....

13.3.3 A transformagao vetorial de Ribaucour em QY (¢) . . . . . .. ...

13.3.4 O Teorema da decomposi¢do em QY ()| . . . . .. .. .. ... ...

vii

11
14
21
22
25
29



SUMARIO viii

.35 O cubode Bianchil . ... ... .. ... ... ... .. ... ... 94

4 A L—Transformacao de Ribaucour| 97
[4.1 A L-transformacao para subvariedades de curvatura constante.|. . . . . . . 97
[4.2 O Teorema de decomposicao para a L-transtormacao.| . . . . . . . . . . .. 108
421 OTL-Cubal . .. ... ... . 114

[> A P-transformacao de Ribaucour| 117
.1 A P-transtormacao de subvariedades Lagrangianas com curvatura nula.| . . 118

[>.2 A P-transformacao de subvariedades horizontais com curvatura constante.| 125

[5.3  Teoremas de decomposicao para a F-transtormacao.|. . . . . . . . . . . .. 132

[5.3.1  Decomposicao da P-transformacao de subvariedades Lagrangianas |

| com curvaturanulal . .. . ... Lo 133
[5.3.2  Decomposicao da P-transformacao de subvariedades horizontais.| . . 137

b33 OP-cubd .. ... .. 139

[b.4 Exemplos . . . ... 141

[A Sistemas de equacoes diferenciais parciais| 149
[A.1 Sistemas lineares completamente integraveis| . . . . . . . . ... ... ... 149
(A2 Osistemade Bourletl . . . . . . . ... ... 150

[Referéencias Bibliograficas| 152




Introducao

O estudo de imersoes isométricas f : M™(c) — Q™*P(¢) de uma variedade Riemanniana
M™(c) com curvatura seccional constante ¢ e dimensao m em uma variedade Riemanniana
completa e simplesmente conexa Q™*P(¢) de curvatura seccional constante ¢ e dimensao
m + p tem despertado o interesse de varias geragoes de gedmetras.

Para m > 3, resultados fundamentais foram obtidos por E. Cartan, por meio de
sua teoria de formas quadraticas exteriormente ortogonais. Em particular, Cartan mos-
trou que, se ¢ < ¢, entdao p > m — 1 e, quando p = m — 1, entdao f possui fibrado normal
plano. Este fato permite mostrar que existem localmente sistemas de coordenadas em
M™(c) cujos campos coordenados sao diregoes principais, o que, por sua vez, permite
estabelecer uma correspondéncia entre tais imersoes e as solugoes de um sistema de equa-
¢oes diferenciais parciais nao lineares, chamado de equacgoes generalizadas de sine-Gordon,
se 0 # ¢ < ¢, e equagdes generalizadas da onda, se 0 = ¢ < ¢ (ver [1], [2], [32], [33], [34]).

Resultados duais aos de Cartan foram obtidos mais tarde por J.D.Moore ([27]).
Moore desenvolveu a teoria de formas bilineares Euclidianas com valores em espagcos
vetoriais munidos de formas bilineares (-, -) ndo-degeneradas, estendendo a teoria de for-
mas quadraticas exteriormente ortogonais de Cartan, que corresponde ao caso em que
(,-) é positivo-definida. Usando essa teoria, Moore reobteve um resultado devido a
O’Neill [28], segundo o qual a segunda forma fundamental de uma imersao isométrica

f:M™(c) = Qm™P(¢), com ¢ > ¢ e p<m— 2, se decompde ortogonalmente como
af =V C_5<7>77+77 (001>

em que 7 é um campo unitario normal a f. Um ponto x € M no qual o/ se decompde como
em ¢ denominado um ponto fracamente umbilico para f. Se todos os pontos x € M
forem fracamente umbilicos para f, diz-se que f é fracamente umbilica. Para p =m — 1,
Moore provou que se f nao tem pontos fracamente umbilicos entao f é holonémica, em
particular tem fibrado normal plano. Isso permitiu mostrar que tais imersoes estdo em
correspondéncia com as equagoes generalizadas de Sinh-Gordon, se 0 # ¢ > ¢, ou com as
equagoes generalizadas de Laplace se 0 = ¢ > ¢ (ver [10]).

Posteriormente, Dajczer e Tojeiro mostraram em ([8]) que uma imersao isomé-

trica f: M™(c) — Q™*?(¢), com ¢ > ¢ e p < m — 2 é, localmente em um subconjunto



Introducao 2

aberto e denso de M™, uma composicio f = ioh, em que i: M™(c) — Q™1(¢) é uma in-
clusdo umbilica e h: U — Q™P(¢) é uma imersao isométrica de um aberto U C Q™*1(¢)
contendo i(M™(c)). O mesmo resultado é ainda védlido se p = m — 1 e f é fracamente
umbilica.

Com o intuito de produzir exemplos explicitos de imersoes isométricas f: M™(c) —
Q?™~1(¢), ¢ > ¢, sem pontos fracamente umbilicos, Dajczer e Tojeiro estenderam em ([12])
a transformacao classica de Ribaucour. Essa transformacao permite obter, a partir de uma
dada imersao isométrica com certas propriedades, parametrizacoes de uma familia de no-
vas imersoes isométricas do mesmo tipo, em termos de solu¢ées de um sistema linear de
EDP’s. Em particular, comegando-se com solugoes triviais é possivel, em muitos casos,
encontrar as solugoes do sistema linear de EDP “s e, entao, obter exemplos explicitos de
imersoes com aquelas propriedades.

A transformagao de Ribaucour foi também aplicada com sucesso para a constru-
¢ao de imersdes isométricas Lagrangianas ndo totalmente geodésicas f : M™(c) — M"(4c).
Uma imersao isométrica f : M™ — M™ de uma variedade Riemanniana n-dimensional em
uma variedade de Kaehler de dimensao complexa m é Lagrangiana se n = m e a estrutura
quase complexa J de M™ satisfaz J(fT,M) C NyM(p) para todo p € M.

Com o objetivo de descrever adequadamente a iteracao de transformacoes esca-
lares de Ribaucour, Dacjzer, Florit e Tojeiro definem em [7] a transformagao vetorial de
Ribaucour de uma subvariedade de RY, motivados por tal nocio para sistemas ortogonais,
estudada anteriormente por Lius e Manas em [24]. Em particular, os autores estendem
um resultado cldssico devido a Bianchi, conhecido como o Teorema de permutabilidade. E
um fato conhecido que duas transformadas de Ribaucour de uma superficie determinam
uma familia a 1-parametro de tais transformadas, chamada de familia associada as duas
transformadas iniciais. Bianchi mostrou que existe uma outra familia a 1-parametro de
superficies, a familia conjugada, cada elemento da qual é uma transformada de Ribaucour
de todos os elementos da familia associada. Assim, cada elemento da familia conjugada,
a superficie original e suas duas transformadas iniciais formam uma quadra de superfi-
cies, chamada um quadrildtero de Bianchi, cada elemento do qual é uma transformada de
Ribaucour dos dois elementos adjacentes. Em [7] mostrou-se que, a partir de k tais trans-
formadas escalares fi,..., fr de uma subvariedade f de R" e de uma escolha genérica,
para quaisquer 1 < i # j < k, de uma imersao f;; com a propriedade de que {f, fi, f;, fi;}
forma um quadrildtero de Bianchi, existe um tnico cubo k-dimensional que tem f como
um dos vértices, fi,..., fi como os vértices contiguos a esse, e {fi;,1 <i# j <k} como
os vértices adjacentes a esses ultimos. Além disso, cada um dos vértices desse cubo é dado
por meio de formulas algébricas explicitas.

Neste trabalho obtemos uma reducao da transformacao vetorial de Ribaucour que
preserva a classe das subvariedades de curvatura seccional constante de formas espaciais.
Tal reducao fica determinada por um operador linear L de um espaco vetorial Euclidiano

V', assim a chamamos de L-transformacao de Ribaucour. No caso escalar, ou seja, quando
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V tem dimensao um, a L-transformacao reduz-se a reducao da transformacao escalar de
Ribaucour para subvariedades de curvatura seccional constante obtida em [I2]. Obtemos
um teorema de decomposicao para a L-transformacao, do qual decorre, em particular,
que uma L-transformacao determinada por um tensor simétrico L ¢ a iterada de dim V
transformacoes escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em particular, mostramos que
k tais transformadas escalares de uma subvariedade de curvatura seccional constante ¢
determinam um unico k-cubo de Bianchi cujos vértices sao todos subvariedades com a
mesma curvatura seccional constante, cada uma das quais é dada por meio de férmulas
algébricas explicitas. Observamos, por outro lado, que uma L-transformacgao determinada
por um tensor ndo-simétrico L produz subvariedades com curvatura seccional constante
que nao sao obtidas pela iteracdo de uma sequéncia de L-transformacgoes de Ribaucour
escalares.

Através de uma reducao adicional da L-transformagcao, obtemos uma transforma-
¢ao que preserva a classe das subvariedades Lagrangianas de dimensao n com curvatura
e indice de nulidade relativa nulos de R?®. Tal transformacao fica expressa em termos
de um novo operador linear P de um espaco vetorial Euclidiano V', assim a chamamos
de P-transformacao de Ribaucour. Determinamos as P-transformagoes que preservam
a classe de subvariedades Lagrangianas de dimensao n com curvatura nula contidas em
S?r=1 C R?"| as quais sao obtidas como levantamentos de subvariedades Lagrangianas de
curvatura nula e dimensdao n — 1 de CP" 1.

Obtemos, mais geralmente, uma P-transformacao para a classe de subvariedades
de curvatura constante ¢ e dimensao n que sao horizontais com respeito a fibracao de Hopf
de Q*"*1(c), a qual induz uma transformacao para a classe das subvariedades Lagrangianas
de dimensao n, curvatura c e indice de nulidade relativa nulo de um espaco complexo de
dimensao (complexa) n e curvatura holomorfa constante 4c. Obtemos ainda um teorema
de decomposicao para a P-transformagao, do qual decorre, em particular, que uma P-
transformacao determinada por um tensor simétrico P ¢é a iterada de dim V' transformadas
escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em particular, mostramos como obter, a partir
de k P-transformadas escalares de uma subvariedade Lagrangiana de dimensdao n com
curvatura e indice de nulidade relativa nulos de R?", férmulas explicitas para uma familia
de novas subvariedades da mesma classe, a qual estd em correspondéncia com os vértices
de um cubo k-dimensional, do qual as k subvariedades iniciais s@o os vértices contiguos
aquele associado a subvariedade dada. Um resultado analogo ¢ obtido para a classe das
subvariedades de curvatura constante ¢ e dimensao n que sao horizontais com respeito a
fibragdo de Hopf de Q*"(c).

A seguir fazemos uma breve explanacao do contetido de cada capitulo. No capi-
tulo 1, descrevemos a teoria basica de fibrados vetoriais e subvariedades, estabelecemos
a correspondéncia entre certas classes de subvariedades com curvatura constante e fi-
brado normal plano e certos sistemas de EDP’s; e mostramos alguns fatos basicos sobre

subvariedades Lagrangianas e horizontais.
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Para demonstrar, no Capitulo 4, a existéncia de L-transformadas de subvarie-
dades com curvatura constante satisfazendo certas propriedades adicionais, é necessario
provar a existéncia de solugoes inversiveis de certo sistema de equacoes matriciais, cada
uma das quais é um caso particular da chamada equac¢do de Sylvester AX + XB = C
(ver [21], [22] e [25]). Com o intuito de mostrar tal resultado, fazemos no capitulo 2 um
estudo minucioso da equacao de Sylvester e de alguns de seus casos particulares. Por
outro lado, para provar, no Capitulo 5, a existéncia de P-transformadas de subvariedades
Lagrangianas e horizontais com curvatura constante, ¢ necessario provar a existéncia e
unicidade de solugbes inversiveis de uma certa equagdo de Lyapunov, ou seja, de uma
equacao matricial do tipo A*X + XA = C. Isso é feito na secao 2.4. Observamos que o
problema de encontrar solugoes inversiveis de tais equagoes matriciais tem sido explorado
por varios matematicos ( ver [6], [14], [15], [20] e [36]).

No Capitulo 3, descrevemos a teoria da transformacao escalar de Ribaucour e
também a teoria da transformacdo vetorial de Ribaucour de subvariedades do RY. Boa
parte dos resultados sdo dos trabalhos de Dajczer e Tojeiro. Finalizamos tal capitulo
estendendo a transformacao vetorial de Ribaucour para o caso em que o espago ambiente
tem curvatura seccional constante nao nula e obtemos uma versao do teorema do cubo
de Bianchi nesse contexto. Verificamos ainda que uma hipétese de tal resultado, feita em
[7], é de fato desnecessaria.

Os principais resultados deste trabalho estdo nos capitulos 4 e 5. O Capitulo
4 contém os resultados sobre a L-transformacao para subvariedades de curvatura sec-
cional constante descritos anteriormente, enquanto no Capitulo 5 estao aqueles sobre a
P-transformacao para subvariedades Lagrangianas e horizontais com curvatura constante.
Exemplos explicitos de subvariedades Lagrangianas de dimensao n com curvatura e indice
de nulidade relativa nulos de R?", assim como de subvariedades de curvatura constante c
e dimensdo n que sdo horizontais com respeito a fibragao de Hopf de Q***1(c), sao obtidos
no final do Capitulo 5 aplicando a P-transformacgao de Ribaucour.

No final do trabalho, incluimos um apéndice com alguns resultados conhecidos
sobre a existéncia e unicidade de solugoes de sistemas equacoes diferenciais parciais line-
ares e nao lineares. Concluimos esta introducao sugerindo, ao leitor mais experiente em
teoria de subvariedades e na teoria das transformagoes de Ribaucour, iniciar a leitura deste

trabalho no Capitulo 4, recorrendo aos trés primeiros capitulos sempre que necessario.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao expostos alguns resultados necessarios para os teoremas principais de
nosso trabalho. Em toda a tese, M denota uma variedade Riemanniana n-dimensional de

classe C*° cuja topologia é de Hausdorff e tem base enumeravel.

1.1 Fibrados vetoriais

Para o estudo da transformagao vetorial de Ribaucour sao necessérios alguns fatos sobre
fibrados vetorias. Nesta secao, introduzimos tais fibrados e os conceitos de se¢ao, conexao

e tensor curvatura, dentre outros. Esta primeira parte encontra-se nos livros [5] e [23].

Definig¢ao 1.1.1. Seja 7 : E — M uma aplicagao diferencidvel de classe C™ entre as
variedades diferencidveis E' e M. Dizemos que (m,E, M) é um fibrado vetorial de posto

k, se para cada x € M,
i) B, := 7" Y(x) é um espaco vetorial real de dimensdo k.

i) existem uma vizinhanga aberta U de x e um difeomorfismo ¢ : 7= Y(U) — U x Rk

que aplica E, isomorficamente sobre R¥ ~ {y} x R, para cada y € U.
Denotamos esse fibrado por m: E — M, E ou por E = U,cy Ex.

As variedades E e M sao chamadas de espaco total e base, respectivamente, e a
aplicagdo T a projegio. Para cada x € M, o espago vetorial £, = 7~ 1(z) é chamado de
fibra de 7 sobre z. A aplicaciao ¢ : 7 1(U) — U x R* é chamada de uma trivializagdio
local e uma familia de trivializagoes locais {U,, ¢a} tal que {U,} é um aberto sobre M é
dita um atlas do fibrado vetorial 7 : £ — M.

Como exemplos, temos o fibrado tangente T'M = U,epr 1M, o fibrado trivial
M x R* = U,en R, o fibrado de homomorfismos entre dois fibrados vetoriais £ e F,
dado por Hom(E, F) = Uyey Hom(E,, Fy), em que Hom(E,, F,) é o espago vetorial das
aplicacoes lineares de E, em F,, o fibrado dual E* = Hom(FE,R) e o fibrado induzido
pela aplicagao diferencidvel f : N — M, dado por f*E := Uen Efa)-
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Dados dois fibrados 7; : E; — M, 1 < i < 2, uma aplicacdo diferenciavel
«a : BF1 — E5 é chamada de um morfismo de fibrados vetoriais sobre M se aplica 771_1(1:)
linearmente sobre 7, '(x) para todo x € M. Se o é uma bijecdo, entdo a ¢ dita um
isomorfismo entre fibrados vetoriais.

Se w: EF — M é um fibrado vetorial de posto k e ' C E é um subconjunto tal
que a restricao mp : ' — M também tem a estrutura de um fibrado vetorial de posto j
tal que a inclusao i : F — E é um morfismo entre fibrados vetoriais, entao F' é chamado
um subfibrado vetorial de E.

Uma segdo local & num fibrado £ é uma aplicacio C* de um aberto U de M
em F tal que mov = idy, ou seja, v(z) € E, pata todo x € M. Denotamos o conjunto
das secoes sobre U por I'(U, E), e abreviamos I'(M, E) por I'(E). O conjunto I'(E) é um
moédulo sobre o anel C*°(M).

Uma secao X : M — T'M do fibrado tangente m : T'M — M de uma variedade
diferenciavel é um campo de vetores de M. O conjunto dessas se¢des é denotado por
X(M)=T(T'M). Se f: N — M é uma aplicagao diferenciavel e 7 : E — M é um fibrado
vetorial, entao uma secao £ € I'(f*E) do fibrado induzido f*E é também chamada de
uma secao de F ao longo de f. Em particular, um campo vetorial ao longo de f é uma
secao de f*T'M.

Dados uma trivializacao local (U, ) e uma segao £ € I'(E), existe uma aplicacao

diferenciavel £# : U — R*, chamada de parte principal de & com respeito a ¢, tal que

p(¢(x)) = (2,£%(x)), Yz € U.

A diferenciabilidade de & é equivalente a diferenciabilidade de £¥ para cada trivializagao
local (U, ). Em particular, a se¢do nula de E, fazendo corresponder a cada = € M a
origem de F,, é claramente diferenciavel, pois sua parte principal com respeito a uma
trivializacao local é uma aplicacdo constante.

Temos o seguinte resultado

Proposicao 1.1.2. Sejam m; : E — M e my : F' — M fibrados vetoriais. Eziste um
isomorfismo de mddulos entre Hom(I'(E),T'(F)) e I'(Hom(E, F)).

Seja m : £ — M um fibrado vetorial de posto k. Um referencial maovel sobre
um subconjunto aberto U C M é um conjunto de k segoes &1, ...,& C I'(U, E) tal que
{&(x), ..., & (x)} é uma base de E, para todo x € U. Cada trivializagao local (U, ¢) de
E determina um referencial mével 7y, ..., np sobre U por

77z(95) = (,071(.1', ei)7 1 <i< ka

em que {ey, ..., e} é a base canonica de R*. Reciprocamente, um referencial mével &, ..., &,

sobre U determina uma trivilizacao local ¢ : 7=1(U) — U x R¥ dada por
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em que, para cada x € U, ¢, ¢ o isomorfismo entre E, e R* determinado pela base

{&(x), ..., &(7)}. Em outras palavras,

k

e Nz, ey, ) =Y A (a).

i=1
Segue desse fato o seguinte Corolario

Lema 1.1.3. Um fibrado vetorial de posto k é trivial se, e so se, admite um referencial

movel global.

Seja g : I'(E) x I'(E) — C*°(M) uma aplicacao C'*°(M)-bilinear, ou equivalente-
mente, uma se¢ao de Hom?(E,R). Entao g é dita uma métrica pseudo-Riemanniana sobre
E se para todo e € E existe um f € E tal que 7(e) = 7(f) e g(e, f) # 0. Se g(e,e) >0
para todo e € F, a métrica g é chamada de métrica Riemanniana sobre F. Um fibrado
dotado com uma tal métrica g serd chamado um fibrado vetorial pseudo-Riemanniano.
Usando particoes da unidade é possivel mostrar que todo fibrado vetorial admite uma

métrica Riemanniana.

Definicao 1.1.4. Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial. Uma conexdo em E é uma

aplicacao R-bilinear

VE . D(M)xT(E) — I'(E),
(X, v) — VE(X,v) := V¥,

tal que
1) V?X/U - fvg(v,
ii) VE fo=X(f)v+ fVEv.

Além disso, dizemos que tal conexao é compativel com a métrica g em E se
Xg(u,v) = g (VEu,v) +g (v, VEv), X € T(M) e u,v € T(E).

Sabemos que (VZv)(x) depende apenas dos valores de X em z e de v ao longo
de uma curva c¢: I — M com 0 € I, ¢(0) =z e ¢(0) = X,.

Alguns exemplos importantes de conexoes: A conexao de Levi-Civita em T M, a
qual é a tnica conexao em T'M compativel com a métrica e simétrica (VxY — Vy X =
[X,Y]:= XY —-YX, X,Y € '(M)), e a conexdo no fibrado trivial M x R*, definida de
modo que, para uma secao & dada por £(z) = (z, f(z)) para uma fungao suave f : M —
R*, a parte principal de V¢ é a funcio X (f).

Uma segao £ € I'(U; E) é dita paralela sobre U se V x& = 0 para todo X € X(U).
No fibrado trivial com a conexao canonica dada no exemplo acima, essas se¢oes sdo aquelas

dadas por {(z) = (z,¢), YV € M, em que ¢ é uma constante.
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Um subfibrado vetorial F' C E é paralelo se V x& é uma segao de F' para quaisquer
X eX(M)e el (F).

Seja m : E — M um fibrado vetorial com a conexao V e seja f : N — M uma
aplicacao diferencidvel. Entao existe uma tnica conexao f*V no fibrado induzido f*FE tal
que

['Vx(€of)=Vyx¢

para quaisquer X € X(N) e £ € I'(E). Tal conexao é chamada de conexdo induzida. Se
v é uma curva em M e { € I'(E), denotamos v*V /(€ o 7y) simplesmente por Vg €.

Seja m : E — M um fibrado vetorial com uma conexao V. Dada uma curva
v:J — M, para cada a € J e cada e € E¢(,) existe uma tinica se¢ao 7 tal que 7 é paralela
ao longo de v e n(a) = e. Tal segdo é chamada de extensdo paralela de e ao longo de 7, e
seu valor 7(b) em algum b € J o transporte paralelo de e de y(a) a y(b).

Seja G = Hom(E,F) = E* ® F. A derivada covariante V¢ € I'(TM* ® G) =
Hom(I'(T*M),T'(G)) de uma secao ¢ € I'(G) ¢ definida por

(V<) (©) = VIC(©) = ¢(VRE),

para quaisquer X € ['(T'M) e £ € I'(E). Sew € I'(T*M ® FE) é uma 1-forma sobre M™"
com valores em F, entdo Vw € I'(T*M @ T*M ® E) ¢ definida por

Vw(X,Y) = (VEMPEW)(Y) = VEu(Y) —w(VxY),

em que a conexao V do lado direito da equacao ¢ a conexao de Levi-Civita de M".
A derivada exterior dw € T'(A*T*M ® E) de w est4 relacionada com Vw por

dw(X,Y) = Vw(X,Y) - Vu(Y,X)
= VEw(Y) - VEu(X) —w([X,Y]).

A 1-forma w é fechada se dw = 0. Se ¢ € I'(E), entdo V{ =d¢ e T(T*"M ® E) é
a 1-forma dada por V{(X) = VE(.

Definic¢ao 1.1.5. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial munido de uma conexdo V¥. O

tensor de curvatura de V¥ é a aplicacdo
RE.T(TM) xT(TM) — T'(E)

definido por RE(X,Y) = [VE, VE] - V&,Y}'

E facil verificar que R ¢é trilinear sobre C*°(M). Assim, dados X,Y € T(TM) e
v € I'(F), para cada x € M o valor de R(X,Y)v em z, depende somente dos valores de
X,Y e v em z, ou seja, podemos considerar R € I'(Hom(TM x TM x E; E)). O tensor
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curvatura R da conexao induzida sobre f*E é dado em qualquer ponto 2 € N por

R(X,Y)e = R(£.X, f.Y)e,

para quaisquer X,Y € T, N e para todo e € Ey(,).
Dizemos que uma conexao linear V sobre o fibrado vetorial E é plana se RF = 0.
Um fibrado vetorial dotado com uma tal conexao serd chamado um fibrado vetorial plano.

Tais fibrados admitem a seguinte caracterizacao.

Teorema 1.1.6. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial com uma conezxao linear V. Entdo

cada e € E admite uma extensdo local paralela se, e so se, E é um fibrado vetorial plano.
A versao global desse resultado é

Teorema 1.1.7. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial de posto k com uma conexao linear

V sobre uma variedade simplesmente conexa. Sao equivalentes:

i) R=0,
it) existe um referencial global paralelo &1, ..., &y,
iii) existe um isomorfismo paralelo ® : E — M x R*.
Como consequéncia, temos:

Corolario 1.1.8. Seja w : E — M um fibrado vetorial pseudo-Riemanniano de posto k
com uma conexao compativel linear V sobre uma variedade simplesmente conexa. Sdo

equivalentes:
i) R=0,

it) existe um referencial ortonormal global paralelo &, ..., &k,

iii) existe uma isometria paralela ® : E — M x RE.

Dadas (; e '(E*® F) e ( € I'(F* ® H), definimos (3¢; € I'(E* ® H) por
GGi(§) = G(G(E)), §eT(R).
Para ¢ € T'(E* ® F), definimos (' € T'(F* ® E) por

(C'(m), &) = (n,€(&)), ne(F)eel(E).

Resumimos no seguinte lema algumas propriedades elementares das derivadas co-

variante e exterior, as quais serao tteis no estudo da transformacao vetorial de Ribaucour.
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Lema 1.1.9. Valem as sequintes afirmagoes:

(i) Se G eT(E*®@F) e (o e I'(F*® H), entao d((2¢1) = (d2)¢1 + Co(dCy).

(it) Se ( e T'(E* @ F) entdo d¢* = (dQ)'.

(iii) Se € € T(E) entdo d*¢(X,Y) = RE(X,Y)E.

(iv) Se G =E*®F ¢ Z € T(G) entio (RE(X,Y)()(&) = RF(X,Y)((¢) — ((RE(X,Y)E).

Demonstragdo. i) Por um lado,

d(GG)(X)(E) = (VX M (G0))E = VEG(G(E) — &G(VEY).

Por outro lado,

(A¢2)(X)G1(8) = (VX " ¢)(Gi(8) = VXG(Gi(E) — G(VEG(E)),

((dG)(X)E = G(VEY 7)€ = G(VEGQ(E) — G(VE) = G(VEG(E) — GG(VEE).

ii) Temos d( e T(TM*® E*® F) e d(* e T(TM* ® F* ® E). Por um lado,

(¢t (X, &) = (VP (m), &) = (VECn = ¢{(VEn), €)
= (V&) — (¢'(VEn), &)
= X (¢'n,€) — (¢'n, VEE) — (VEn, ¢¢) -

Por outro lado,

(VX0 m),€) = (n, (VX E1OE) = (n, VEC(E) = C(VEY)
= (1, V5¢(©) = (n,¢(VEY)
= X (0,6&) = (VEn.¢(©) — (¢(m), VEE).

iii) Temos

BE(X,Y) = ddi(X,Y) = VdE(X,Y) — VdE(Y, X)
= (VX"9Pde)(Y) — (VM oPde)(X)
= VXd{(Y) — d§(VxY) — VYdE(X) + d§(Vy X)
= VXV~ VPVEE = VE v E+VE x¢
— RE(X,Y)C.
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(iv)

(RFEF(X,Y)OE) = (VX EIVEPTOE) — (V¥ #FVE 2O — (VESTO©)
= VR(VY #7C9) — V¥ VRS — VE(VE ®((€))
+VE O (V) - [XY] (§)+§(V[XY15)
= VE(VEC(E) = C(VFE)) — VE(VEE) + ((VEVEE)
=V (VEC(€) = (VX)) + VEUVEE) — (VEVY)
_VFXY]C(f)"‘C(VI;(Y]Q
= VEVIC(E) = VRV — VEA(VEE = (VEVEE)
—VyVEC(§) + ViC(VE
VEC(VEE) — C(VEVE

£)
§ §) -
= RF(X,Y)C(é’)—C(RE(X,Y)ﬁ)-

[X,Y]C(f) + C(V[Ex,y]f)

1.2 Teoria basica de subvariedades

Sejam M"™ e M™ variedades diferencigveis com dimensdes n e m, respectivamente. Di-
zemos que a aplicacio diferencidvel f : M"™ — M™ é uma imersio se a diferencial
fo : T,M — Tf(z)M é injetiva para todo x € M"™. O nimero p = m — n é chamado
de codimensao de f. Em particular, f ¢ uma hipersuperficie se p = 1.

Uma imersdo f : M™ — M™ entre variedades Riemannianas com métricas (., .) M

e (.,.) ;7 € uma imersao isométrica se
(X, Y )y = (LX LY ) s (1.2.1)

para quaisquer x € M e X,Y em T,M. Se f : M™ — M™ é uma imersio e () €
uma métrica Riemanniana em M, entdo a métrica Riemanniana sobre M™ definida por
é chamada a métrica induzida por f, com respeito a qual f se torna uma imersiao
isométrica.

Denotamos por f*T'M o fibrado induzido por f sobre M™, cuja fibra no ponto
r € M" & Ty M. O complemento ortogonal de f,T,M em Ty(x )M ¢ chamado de espaco
normal de f em x e é denotado por NyM(z). O fibrado NyM = U,epr Ny M (x) é chamado
de fibrado normal de f.

A conexio de Levi-Civita V de M™ induz naturalmente uma tnica conexdo V
em f*T'M tal que @X(ZOf) = @f*XZ, para quaisquer x € M" e X, Z € TM. Daqui por
diante identificamos V com V.

Dados os campos de vetores X, Y € T'M, temos a decomposigao ortogonal

ﬁXf*Y = (@Xf*}/)—r + <@Xf*Y)J_7
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nas componentes tangente e normal com respeito a f. E facil mostrar que
Vi = [ (VR fY)T

coincide com a conexdo de Levi-Civita em M.
A aplicagao o : I'(T'M) x I'(T'M) — I'(NyM) definida por

Oéf(X, Y) = (@Xf*Y)J_a

é chamada de sequnda forma fundamental de f, a qual pode ser considerada como uma
secao em Hom(TM,TM; N¢M). Dessa forma, temos a formula de Gauss

VxfY = £.VxY +a(X,Y).

O primeiro espaco normal le (x) de f em x € M é definido como o subespago do espago
normal N;M(z) dado por

N (z) = ger{as(X,Y); ¥ X,Y € T,M}.
O operador de forma A¢ de f em x € M™ com respeito a £ € N, M ¢é definido por
<A§X7 Y> = <06(X, Y), £>

para quaisquer X,Y € T,M. Assim, dados os campos de vetores X,Y € I'(TM) e
¢ e I'(NyM), temos

<6X€a f*Y> = - <£7 @Xf*y> == <01(X, Y>a§> == <A£X7Y>'

Logo, a componente tangente de V& é — f+AeX e, assim, podemos considerar A €
T(Hom(TM,N;M;TM)). A componente normal V¢ := (Vx&)* define uma conexio
compativel em NyM, chamada conexdo normal de f. Assim, temos a férmula de Wein-
garten
Vxé = —fAX + V&
Denote R = RM, Rt = RN/M R = RM ¢ (): e ()T as respectivas projecoes em
N¢M e TM. A partir das formulas de Gauss e Weingarten, ¢ possivel mostrar as trés

importantes equagoes de segunda ordem

e Fquagio de Gauss: (R(X, Y)Z)T =R(X,)Y)Z - Aay,n X + Aaix,2)Y.

e FEquagio de Codazzi: (}N*Z(X, Y)Z)L = (Vxa)(Y,Z) — (Vya)(X, Z), equivalente a

essa temos

(REX,Y)E)" = (VyA)(X,6) — (VxA)(Y,).
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o Equagio de Ricci: (R(X,Y)E): = RH(X,Y)E + a(AX)Y) — a(X, AY).

Sejam K e KM = K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente. Segue

da equacao de Gauss que
K(o) = K(0) + {a(X, X), (Y, Y)) — [|e( X, V)| %,

em que {X,Y} é uma base ortonormal do plano ¢ tangente a M.
_ vari . . v . i
Se M™ = M" denota uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons

tante ¢, a equacao de Gauss se escreve
R(X, Y)Z = C(X A Y)Z + Aa(yyz)X - Aa(X,Z)Y7 (122)

em que

(XAY)Z=(Y,2)X —(X,2)Y.

A equacao de Codazzi tem as duas versdes equivalentes

(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z) (1.2.3)

(VyA)(X, ) = (VxA)(Y,E),

e a equagao de Ricci se reduz a
(E(Xa Y)S)L = Q(X7 Aiy) - Oé(AﬁXa Y)a (124)

ou equivalentemente,

<RL<X7 Y)£> 77> = <[A€7A77]X7 Y> :

Seja f : M™ — M™ uma imersao isométrica. O subespaco de nulidade relativa
A(x) C T,M de f em x é o subespago

A(x) = kera(z) ={X € T,M; a(X,Y) =0 paratodo Y € T, M},

e sua dimensao v¢(x) é chamada de indice de nulidade relativa de f em x.

Nosso foco neste trabalho é estudar as imersoes isométricas de variedades Rieman-
nianas com curvatura seccional constante em espagos simplesmente conexos e completos
Q™(c) com curvatura seccional constante ¢, os quais sao o espago Euclidiano R™ se ¢ = 0,
a esfera S!" se ¢ > 0 e o espaco hiperbélico H" se ¢ < 0.

Uma demonstracao do teorema a seguir encontra-se em [17]

Teorema 1.2.1. (Teorema fundamental para subvariedades)
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i) Existéncia: Sejam M™ uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, £ um
fibrado vetorial Riemanianno de posto p em M™ com conexdo compativel V¢ e tensor
curvatura R®, seja ainda of uma segio simétrica de Hom(TM xTM, ). Para cada
£ e T(E), defina AZ € T(Hom(TM,TM)) por

<A§X,Y> — <a5(X, Y),§>.

Suponha que (V€,af, A% R) satisfaca a (1.2.4), (1.2.9) e (1.2.4). Entdo existe
uma imersao isométrica f: M™ — Q(c)"P e uma isometria ¢ : € — N¢M tal que

ar=¢oaf e Vtp = Ve,

it) Unicidade: Sejam f,g : M™ — Q""P(c) imersoes isométricas. Suponha que exista

um isometria ¢ : NyM — NgM tal que
poar=uqay4 e ¢Vt =9 Vo,

Entdo existe uma isometria 7 : Q"*P(c) — Q"*P(c) tal que 7o f =g e T|n;u = ¢

Como consequéncia do Teorema fundamental das subvariedades, se ¢ < ¢, existe
uma imersdo isométrica umbflica i : Q"(¢) — Q"™ (c). Com efeito, o endomorfismo
A = /¢ — cl satisfaz as equagoes de Gauss e Codazzi para uma imersao isométrica
de Q"™(¢) em Q"PT!(c). De forma andloga, prova que se ¢ > ¢, existe uma imersio
isométrica umbilica ¢ : Q"PT1(¢) — L"™P*1(c), em que L"*1(c) denota uma variedade

Lorentziana geodesicamente completa e simplesmente conexa.

1.3 EDP’s associadas as subvariedades de curvatura

constante.

Nesta secao estudamos a correspondéncia que existe entre subvariedades de curvatura
seccional constante ¢ e fibrado normal plano de Q77(¢) e solugdes de certos sistemas de
equagoes diferenciais parciais, em que Q?(¢) é um espago pseudo-Riemanniano completo
e simplesmente conexo de curvatura seccional constante ¢ e indice s. Quando s = 0,
usaremos simplesmente a notagao Q"7 (¢).

Lembramos que, segundo um resultado devido a Cartan, uma imersao isométrica
[ M™(c) —» Q* (&), com ¢ < ¢, tem necessariamente fibrado normal plano. O caso
¢ > ¢ foi estudado posteriormente Moore, que mostrou que o mesmo resultado é valido
nesse caso, desde que f nao possua pontos fracamente umbilicos, ou seja, desde que em
nenhum ponto = de M exista um vetor unitario & € Ny M (z) tal que A = \/c — &ld.

Dada uma imersao isométrica f : M"™ — Q7*?(¢) de uma variedade Riemanniana,
dizemos que N{(2) ¢ ndo degenerado se N{ (x) N N{(2)+ = {0}.
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Em todo o trabalho, vamos usar a seguinte convencao de indices:
i,j,ke{l,...,n}, ae{n+1,..,p}ersec{l .. p}

A préxima Proposigao foi enunciada e demonstrada em [10], e a forma aqui apre-

sentada encontra-se no artigo [35].

Proposicao 1.3.1. Sejam M"(c) uma variedade Riemanniana e simplesmente conexa e
[ M"(c) — Q¥P(c) uma imersio isométrica com fibrado normal plano e vy = 0. Se
s > 1, suponha que le(:c) seja nao degenerado para todo x € M. Nessas condigcoes, p > n
e existem localmente um sistema de coordenadas principais (uq, ..., u,) sobre M"(c), um
referencial ortonormal &y, ..., &, de N¢M e fungoes diferencidveis vy, ..., v, € hig, 1 <1 <

n, n+1<a<p, comuv,...,v, positivas, tais que

ds® =) vidui, (0, 0;) = vidyéi, (1.3.1)
J

Vo, X; =hjXi, e Vzifs =hi&,1<i#£7<n, 1<s#1i<p, (1.3.2)

em que X; = (1/v;)(8;), com 8; = 22, e hyj = (1/v:)0:(v;) para i # j. Além disso, o
par (v, h), em que v = (v1,...,0,) € h = (hs), satisfaz o sistema de equagoes diferenciais

parciais

i) 0;(v;) = hyivy, it) Oi(hij) + 0;(hji) + Xp hiihu; + cvjv; = 0,

ii1) 0;(his) = hizhjs, ) €;0;(hij) + €0;(hji) + 34 €shishys = 0, (1.33)
em que i £ j, {k,s} 0 i} =0 e € = (6,6,

Reciprocamente, seja (v, h) uma solugdo de em um subconjunto aberto e
simplesmente conero U C R™ tal que v; # 0 em todos os pontos de U. Entdo existe uma
imersao f : U — QP (c) com fibrado normal plano, vy =0, le nao-degenerado de posto

n e métrica induzida ds* = 3, v?du? de curvatura seccional constante c.

Demonstragdo. Como f tem fibrado normal plano, a equagao de Ricci implica que
AcAy = AyAe, VE ne Ny M.

Assim, para cada ponto x € M existe uma base ortonormal {X,..., X} de T,M que
diagonaliza A, para todo £ € N;M(x), ou equivalentemente, a(X;, X;) = 0 se 1 <
i # j < n. Em particular, como vy = 0, temos que 7, := a(X;,X;) # 0. Portanto
p < dim(le) = n. Além disso, (n;,n;) = 0 pela equacao de Gauss, e do fato de ser N{
nao degenerado quando s > 1 temos que (n;,n;) # 0 para 1 < i < n. Portanto {ny,...,n,}
¢ um conjunto ortogonal.

Assim, existem referenciais ortonormais {Xi,...,X,} e {&,...,&,} de TM e
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Ny M, respectivamente, e fun¢oes diferenciaveis positivas vy, ..., v, tais que
a(Xian) = 52']"01'572’ 1<u 7&] <n.

E facil verificar que as equagoes de Codazzi para f sdo equivalentes s seguintes
equacoes
i) Vx, X; = v ' X;(v) Xi, i # 7,
i) Vx,& = v Xi(v;)&, i # J.
Afirmamos que existem um referencial {&,, 41, ...,&,} de Ni- e fungoes suaves {g;q }
tais que
Vo = Giakis (1.3.4)

ou seja, que <V¢§a,§5> =0 se a # . Pelo Teorema [1.1.7] basta provar que o tensor de

curvatura R! da conexio V! induzida por V+ em (Ni)+ é identicamente nulo, e escolher
{&+1, .-, &y} como um referencial paralelo com respeito a tal conexao. Seja II; a projegao
ortogonal de N;M sobre (N{)*. Por (ii) temos

Vi = (VE6) = Ve — (Vi6ar 6) &,
e assim, para i # 7,

Vi Vi& = IL(VE (V&)
= T (V4 (V& — (V& &) §))
= I (V& V& — X5 (VG &) & — (Vi 6o &) VE,6)
= IL(Vy,Vx.&a)-

Portanto R'(X;, X;)€&, = I (R (X, X;)€,) = 0, 0 que mostra a afirmagio.
Obtemos de (i) que

[UiXia Uij] = UZ'Xi(Uj)X]’ + U@"UjVXin — 'Uij (’Uz)XZ — vjviVXin
= 0, i#]j.

Dessa forma, existe localmente um sistema de coordenadas (uq, ..., u,) sobre M"(¢) com
0; = v; X; para 1 <i < n. Novamente por (i) temos
inXj = U-_lXj(Ui)Xi = Ui_lU»_lﬁj(Ui)Xi = Ui_lhjiXi,

? J

o que implica a primeira equagdo em ([1.3.2)). A segunda equagdo em ([1.3.2)), para 1 <
s < n, segue de (ii), pois

0 'V = v X ()& = vy ' 0;(v))& = v M
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Para n 4+ 1 < s < p, tal equacdo é consequéncia de (1.3.4)), definindo h;s = v; ' gss.
Agora vamos mostrar que (v, h) satisfaz ao sistema (1.3.3). Da segunda equacao

em (|1.3.2)) temos

0 = RY0;,0;)& = Véivé%j@ — V%Vé&
= 0;(h;i)& + hjivé;fj — Vﬁj (— Do st Eshiséifs>
= 0i(hji)&j + hjihii&i + Yz €505 (his)€is + sz Eshisﬁivéjfs
= 0i(hji)&; + hjihis&i + X jpszi €605 (his)€iSs + 0;(hij)ej€i
+ 2 psti € Nis€ihsE + hiﬁjﬂ‘vﬁjfj
= Oi(hji)&j + hjihii&i + 3262 €505 (his)€i&s + 0 (hij)ejei;
+ 2 s €sNis€iljs&5 — Pij€i D si €5NsEs.

Fazendo o produto interno com §; e &, obtemos respectivamente (iv) e (iii) de ([1.3.3]).
Usando que Vo, X; = Yp (Vo, X, Xi) Xi = — >jzi hiiXi, obtemos, por um
lado, que

R(3,,0)X; = VoV X;— Vo Vo X,
= Vo,(hi; X;) + Vo, Xz haiXr)
= 0i(hij) X + hijhiXi + 325z 05 (hai) X + 25 shepi hiih X
+0i(hji) X5 — ji 2ogzj P X
= O0i(hij) X5 + 3 21zi O (hiei) Xie + 2 2k20 Poril X5
+0;(hji) X5 — hji Yz T X

Por outro lado, como ds? tem curvatura seccional constante ¢, temos que
R(&, aj)Xl =C (62 N 8]) Xl = —cvi(?j,

logo a equagao (ii) de ([1.3.3]) é satisfeita. Observamos que a equagao (iii) de (|1.3.3]) decorre
também de

R(0;,0,)Xp =0, i £ £k #1i.

Reciprocamente, considere U com a métrica ds?* = 3, v?du?. Definindo X; =
(1/v;)0;, segue a primeira equacdo em (1.3.2)). De (i), (ii) e (iii) em decorre que ds?
tem curvatura seccional constante c¢. Seja M™ = {U,ds?}. Para concluir a demonstragao
a partir do Teorema fundamental das subvariedades, considere o fibrado vetorial trivial

E = M"x RP em que RP = span{ey, ...,e,} é dotado com o produto interno
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Agora, defina a conexao V' em E por
, .
Vi, €s = hise;, i # 5.

Decorre de (iii) e (iv) em ((1.3.3)) que essa conexao ¢ plana. Defina ay € C*(Hom(TM x
TM,E)) por
Oéf (31, (9]) = vi&;jei.

E imediato que « satisfaz a equacdo de Gauss para uma imersdo isométrica de M "(c) em
Q2*P(c). As equagoes de Codazzi seguem de (i) e as equagoes de Ricci sdo satisfeitas pois

V'’ é plana e « é ortogonalmente diagonalizavel. [

O sistema (1.3.3) é um sistema de Bourlet (ver Apéndice A.2), resolvendo as
equacoes (ii) e (iv) para 0j(hj;) e 0j(h;;), respectivamente, supondo ¢ > j. Como u;
¢ paramétrica para v;, h;, e h;;, © > j, as solugoes do sistema dependem de
n+n(n —1) 4+ n(n — p) = np fungdes arbitrarias de uma varidvel.

Seja Q?(¢) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana, conforme ¢, = 0 ou
€0 = 1. Em [I0], Dacjzer e Tojeiro caracterizam, em termos da solucao associada de
(1.3-3), as imersdes isométricas f tais que f(M"(c)) estd contida em alguma hipersuper-
ficie umbilica Q"*771(¢) de Q?(¢) com curvatura constante ¢. Antes de enunciar tal

resultado, afirmamos que existem localmente fungoes v, tais que
0j(Va) = hjav;.
De fato, usando as equagoes (i) e (iii) temos
0i(hjav;) = 0i(hja)vj + hja0i(vj) = hjihiavj + hjohijv;
= hia0;(v;) + 0j(hia)vi = 0j(hiqv;).

Chamamos (V,h), com V = (vq,...,;Up,Vps1, ..., Vp), uma solucdo estendida do sistema

(1.3.3)). Temos

Proposicao 1.3.2. Eziste wma hipersuperficie umbdlica Q"?~1(¢) C Q&M (c) tal que
fF(M™(c)) C QUP=L(E) se, e s6 se, existe uma solugdo estendida do sistema (1.5.9) satis-
fazendo a

1

S
;UT T i-c
Além disso, a equagao (iv) de seque de (1.5.5).

Agora, considere a imersdo isométrica f : M™(0) — S*~1. Sabemos, pelo resul-

(1.3.5)

tado de Cartan mencionado no inicio desta secao, que f tem fibrado normal plano, logo
io f tem fibrado normal plano e indice de nulidade relativa nula, em que i: S**~! — R?"?
¢ a inclusao candnica. Temos a seguinte consequéncia das Proposicoes ell.3.2



Preliminares 19

Corolario 1.3.3. Sejam M™(0) uma variedade simplesmente conexa e f: M™(0) — R?"
uma imersao isométrica com fibrado normal plano e vy = 0. Nessas condigoes, existem

localmente um sistema de coordenadas principais em M™(0) com ds*> =Y, vf-duj, v; >0

e um referencial normal ortonormal (&1, ...,&,) satisfazendo as equagoes (1.3.1) e (1.3.2).
Além disso, o par (v,h) satisfaz o sistema com e, = 1, Vk e c = 0. FE ainda,
f(M™0)) C S*"! se e somente se, 3,07 = 1.

Reciprocamente, seja (v, h) uma solugao de sobre um subconjunto aberto e

simplesmente conexo U C R™ tal que v;(x) # 0 para todo x € U. Entdo existe uma imersdio

f:U = R* com fibrado normal plano, vy =0 e métrica induzida plana ds* =3, vidu,.

Agora, seja f : M"(¢) — QI"P(¢) uma imersdo isométrica com fibrado normal

plano com ¢ # ¢ tal que
02‘ = <Oéf(XZ,XZ)7Oéf(X“XZ)> +c—c 7£ O, para 1< < n, (136)

para um referencial ortonormal de dire¢es principais { X, ..., X }. Seja ainda g = io f,

n+p+1

steo () e g =0 ou 1 conforme ¢ < ¢

em que ¢ ¢ a inclusio umbilica de Q¢*?(¢) em Q

ou ¢ > ¢, respectivamente. Sabemos que
0y (X,Y) = ap(X.Y) 4+ /]e — e (X, V) e, (1.3.7)

com e normal a i€ e (e, e) = % Assim, N,M ¢é plano e como

(g (Xi, Xj), g (X5, X)) = 6i50;,

temos que ([1.3.6)) é equivalente ao fibrado NY ser nao degenerado. Observe para s =0 e
¢ < ¢ que N{ é nao degenerado se f : M"(c) — Q"*?(¢) ndo possui pontos fracamente
umbilicos.

Assim, ¢ satisfaz as hip6teses da Proposigao [1.3.1] logo existe localmente um
sistema de coordenadas (uy, ..., u,) em M"(c) cujas curvas coordenadas sao as linhas de
curvatura de g. Seja &, ...,§, um referencial ortonormal paralelo de N;M e defina as

fungoes Vis, 1=1,...,n, s=1,....,p, por
A, X = v; Vi X,

equivalentemente

P
a (9, 0;) =Y €00 Vip&,, (1.3.8)
r=1

A

sendo vy, ..., v, como na Proposicao 1} Sejam V' = (V;;) € Mpxn(R) eV € Mypi1)xn(R)
definida por

A,

Vir = Vi, para 1 <7 < p, e Vigar) = /lc — s

Seja ainda O%L(p x n) o subespaco em M,y,(R) de todas as matrizes V satisfazendo a
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ViV = j, com J;; = €;0;5 e ziij = €;0;;, € sendo —1 para s de indice 1,...,p e 1 para os
outros, e o ¢; sendo —1 para t de indices 1,...,n e 1 para outros.

Assim, temos a seguinte Proposigao dada em [12]

Proposicao 1.3.4. Nas condigoes acima, a tripla (v,h,V) associada a f com respeito
a um referencial normal ortonormal e paralelo &1, ...,&, satisfaz o sequinte sistema de

equagoes diferenciais parciais

’l) 81'(Uj) = hijvi ZZ) ak(‘/;r) = hkivkry
ZZZ) al(hw) + @(hﬂ) + Zk hkzhk] + E%Uivj = 07 ZU) 8j(hlk) = hijhﬂﬁ

g

(1.3.9)

em que i # j # k #i. Além disso, a matrizV € O, ((p+1) x n), em que g =0 ou 1

s+e€g
de acordo com ¢ > ¢ ou ¢ < c, respectivamente, e t é o numero de indices tal que 6; < 0.

Reciprocamente, suponha ¢ # ¢ e que (v, h, V') seja uma solugio de sobre

um subconjunto aberto e simplesmente conexzo U C R" tal que V € Q) ((p+1) xn) e

vi(x) # 0 para todo x € U. Entao eziste uma imersao isométrica f : U — QU P(¢) com
0; < 0 para o indice t, que tem (v, h,V) como tripla associada e cuja métrica induzida

ds? = Y, v}du? tem curvatura seccional constante c.

Demonstragdo. Definindo h;; por 0;(v;) = hjv;, @ # j, como vimos na Pro-
posicao as equagoes (iii) e (iv) expressam o fato da métrica ds® = 3, v?du? ter
curvatura constante c. A equagao (ii) segue da equagdo Codazzi de f calculadas com

respeito aos referenciais i, ..., §, e Xy, ..., X,,. Para a dltima afirmacao, observe que
C (& VAN 8]) Xz = —cvz-aj.

Agora, como af(0;,0;) = X, € (af(0;,0:),&) & = X, 6 (A 05,00) & = X, €. Virvi&,,

temos

Aaf(aiyai)aj - Z ‘/;TfuierAgraj = Z"Uiervir‘/}er.

Substituindo essas informacoes na equagao de Gauss
CUVj = CVV; + Z €rVirVir,
'

implicando que €y(¢ — ¢)Vip+1Vjp1 + 2, € ViV = 0. Agora, pela equacao (1.3.7) temos

v; %8 = (0g( Xy, Xi), g (X5, X3))
= (g (X, Xi), ap (X3, X;)) + (€= )eo = 2, 6 (v; Vir)2 + (€ — ¢)eo.

2

Logo
G= Vit (= erf = 6V + V.
r T
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Reciprocamente, seja (v, h, V') uma solugao do sistema ({1.3.9) em um subconjunto
aberto e simplesmente conexo U. Como antes, (iii) e (iv) implicam que a métrica ds* =
;v2du? tem curvatura constante c. Sejam M"(c) = (U,ds?) e E = M"(c) x RP™ o

fibrado trivial sobre M"(c), sendo RP*! = ger{ey, ..., e,11} com o produto interno

<637 6T> = €r537"7

em que €,.1 = €. Defina o« € Hom(TM x TM, E) por

p+1

o= Z & (Ao, , Ve, com Ag,0; = v; 'V 0;. (1.3.10)

O fato de V € Ot

s+e€p
« satisfaz a equacdo de Gauss para uma imersao isométrica em Q

((p+1) x n) com o produto interno acima definido, implica que

n+p+1
s+e€g

conexdo V' em FE exigindo que ey, ..., e,41 seja um referencial paralelo com relagdo a V'.

(¢). Defina uma

Entao as equacoes de Ricci sdo tivialmente satisfeitas e as equagoes de Codazzi seguem da

n—+p
s+e€p

forma fundamental é dada por (|1.3.10]), com primeiro fibrado normal com posto n, e cuja

métrica induzida sobre cada primeiro fibrado normal tem indice t.

equagao (ii). Portanto, existe uma imersao isométrica g : M"(c) — Q7 (¢) cuja segunda

Agora, como epy1 ¢ um campo normal pararelo e AZ ==/ |é — ¢|I, temos que
g(U) esta contido em uma hipersuperficies umbilica Q77 (¢) e, como uma imersao isomé-
trica em Q21?(¢), g tem (v, h, V) como tripla associada com respeito as mesmas coorde-

nadas e o mesmo {ey,...,e,}. m

1.4 Subvariedades Lagrangianas

Uma estrutura quase complexa em uma variedade diferenciavel real M é um tensor J do
tipo (1,1) satisfazendo J? = —I, em que I denota o tensor identidade. Uma variedade
diferenciavel munida de uma estrutura quase complexa é chamada uma variedade quase
complexa. Uma variedade de Kaehler é uma variedade quase complexa munida de uma
métrica Riemanniana tal que a estrutura quase complexa J de M é um tensor ortogonal
paralelo com respeito a conexao de Levi-Civita de M. Assim, as seguintes propriedades

sao satisfeitas

(JX,JY) = (X,Y)

(Vx)(Y) = VyJY — JVxY =0,

para quaisquer X,Y € T'M.

A curvatura seccional holomorfa de uma variedade de Kaehler M segundo o plano
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gerado por X € TM e JX é definida por

R(X,JX,JX,X)
|11 ’

K(X,JX) =

em que R é o tensor de curvatura de M. E um fato conhecido que uma variadade de
Kaehler completa e simplesmente conexa de dimensao complexa n com curvatura seccional
constante holomorfa 4¢ é holomorficamente isométrica ao espago Euclidiano complexo
C", ao espaco projetivo complexo CP™(4¢) ou ao espago hiperbdlico complexo CH"(4¢),
conforme seja ¢ = 0, ¢ > 0 ou ¢ < 0, respectivamente.

Uma imersdo isométrica f : M™ — M™ de uma variedade Riemanniana n-
dimensional em uma variedade de Kaehler de dimensao m é totalmente real se a estrutura

quase complexa J de M™ satisfaz
J(f*TpM) - NfM<p)

para todo p € M. Se, além disso, n = m, diz-se que f é Lagrangiana. Comparando as

componentes tangente e normal de
VxJf.Y = JVx LY,

obtemos que

VxJLY = Jf.VxY (1.4.1)

— f Ay X = Jay(X)Y) (1.4.2)
para quaisquer X,Y € I'(T'M). Segue de (1.4.1)) que

RY(X,Y)Jf.Z = Jf.R(X,Y)Z. (1.4.3)

1.4.1 Subvariedades Lagrangianas com curvatura nula

Nesta subsegao, baseada em [I1], fazemos uma breve discussao sobre as imersoes isomé-

tricas Lagrangianas f : M™(0) — C". Inicialmente, observamos a seguinte consequéncia

imediata da equacgao (|1.4.3)).

Corolario 1.4.1. Seja f : M™ — C" uma imersao isométrica Lagrangiana. FEntdao M™

tem curvatura nula se, e somente se, f tem fibrado normal plano.

O préximo resultado caracteriza as imersoes isométricas Lagrangianas f : M™(0) —

C™ em termos das solugoes associadas do sistema ([1.3.3)).

Teorema 1.4.2. Sejam f: M™(0) — R?*" = C" uma imersao isométrica e (v, h) a solugio
do sistema (m) associada a f. Entdo f é Lagrangiana se, e sé se, h = h'.
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Demonstracao. Suponhamos que f seja Lagrangiana com respeito a uma estrutura
quase-complexa J de C". Por um lado, temos pelo Corolario e pela equacao
que

—f A X = Ja (X, Xi) = Ju; ' = v g,

e por outro
ArpoxXi = Ay pxg)g X0 = Y (X0 &) A, Xi = (J X5, E)v X
J

Segue-se que, a menos de sinal,

Decorre das equacoes (1.3.2) e (1.4.1) que

Reciprocamente, suponha que a solucao (v, h) de (1.3.3)) associada a f : M™(0) —
R?" seja tal que h é simétrica. Defina J € T'(f*TR?") por (1.4.4). Usando a simetria de
h e (1.3.2) obtemos que

Vx,Jf.X; = Vx& =07V — fA X,
= v; 'hy& = v i J [ X
= J(fVx,X; +a(X;, X))
= JVx f.X;

se i # 7, enquanto

@XiJf*Xi = @Xzéz = Uflvﬁfi — [iAe X
= 0 Y il — v X
= v Shpi haed fu X + 0 &
= J(fiVx, Xi + a(X;, Xi))
= JVx,Xi.

De forma andloga, obtemos que
Vi, J& = IV x.§;

para quaisquer 1 < ¢ # 7 < m. Assim, J é paralelo com respeito a conexao induzida
em f*TR?", logo define uma estrutura quase-complexa em R?" com respeito a qual f é
Lagrangiana.
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A partir do Corolério e do Teorema obtemos o seguinte resultado.

Coroléario 1.4.3. Sejam M™(0) uma variedade simplesmente coneza e f: M™(0) — R*"
uma imersao isométrica Lagrangiana tal que vy = 0 (resp., tal que f(M™(0) C S*1)).
Nessas condigcoes, existem localmente um sistema de coordenadas principal (uq, ..., u,)

sobre M"™(0) e fungoes diferencidveis nao-negativas vy, ..., vy, tais que

ds® =Y vidu?, «(0;,0;) = 6;;J0;
F

em que v = (vy,...,v,) e h = (hy;) satisfazem o seguinte sistema de equagoes diferenciais

parciais

{ i) 9;(v;) = hjiv;, i) 3k Ok (hij) =0, (1.4.5)

(resp., i), i), iii) de e i) Oy = — 2 hijv;), com i # j #k #i.
Reciprocamente, seja (v,h) uma solugio do sistema acima em um subconjunto

aberto e simplesmente conexo U C R™ no qual v; # 0 para todo 1 < i < n (resp., com

condigoes iniciais em xo € U tal que Y, v (zo) = 1). Seja (f,Y1,...,Yy,), com f,Y; : U —

C"™, uma solucao do sistema de EDP’s

i) Oi(f) = v, W) ) =ha¥s i £
iit) 0,(Y;) = = Lps haa ¥ + Y5, h
com condigoes iniciais (Y1(ug), ..., Yn(ug)), em algum ponto u = ug € U, escolhidas satis-
fazendo
(Yi(uo), Yi(uo)) = (1¥i(uo), Yi(uo)) = 0, i # j, (Yi(uo),Yi(uo)) = 1.
Entdo a imersiao f : U — C" é Lagrangiana, tem métrica induzida ds* = 3, v?du; com

curvatura seccional constante nula e vy =0 (resp., f(U) C S*1).

Demonstragao. A ida segue da Proposicao e do Teoremal[1.4.2)(resp., a equagdo (v)
segue derivando ([1.3.5)) e usando (i)). Para a reciproca, seja {Y1,...,Y,, f} uma solugdo
do sistema (1.4.6) e defina fi; = (V;,Y)) e g;; = (Y}, Y;). Temos que {f;;, g;;} é uma

solugao do sistema de EDP’s

i) Oufij = hiafaj + fialay, it) Oifij = — Xzi i frj + 9i5 + Nji fua,
ii1) O fii = —2 X pss Pk fiis
iV) asgij = hz’sgsj + gishsja V) alglj - Zk?’él hkzgk] o fij’

vi) 0j9i5 = — 2kzi PkiGik — fijs

com i # s # j,ei # jem (ii), (iv), (v) e (iv). Observe que fi; = 0 e gij = 0 é
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uma solugdo desse sistema. Pela unicidade de solugoes satisfazendo condigoes iniciais
escolhidas, temos que f;; = d;5 ¢ g;; = 0.

Segue de 0;f = f.0; = v;Y;, com v;(x) # 0 para todo z € U, e (Y;,Y;) =0, Vi, j,
que f é uma imersdo isométrica e ds® = Y, vZdu?. Além disso, de (V;,iY;) = 0, Vi, 7,
definindo J por JY; = 1Y}, segue como no Teorema que f é Lagrangiana.

Temos da equacio Vo, X; = h;; X; que as(0;,0;) = 0 ev; ' ap(0;,0;) = oy (0, X;) =
1Y;, assim

Oéf(@i, 8J) == 5ljj(f*al)7

R(0;,0;,) X1, = (R(8;,0;)Xx)" = 0.

Portanto, ds? tem curvatura seccional nula.
Para a reciproca no caso (v, h) ser solu¢ao de ([1.4.5)) e (v) com condi¢bes iniciais
em zy € U tal que Y_; vZ(xg) = 1, basta observar que 9; (3;v?) =0, 1 <i,j <n e usar o
Corolério [L3.3l
n
Dadas uma imersao isométrica F' : M" ! — CP" ! e a projecao de Hopf 7 :
S?r=1 — CP"!, o produto de fibras

M" = {{z} x m (F(z)) € M"" x $*(1)}

é uma subvariedade imersa em M"~! x §?"~1(1) de dimensao n, e a projecao f : M™ —
S?"=1 ¢ uma imersdo, chamada de levantamento de F por . Temos o seguinte resultado
obtido em [9].

Teorema 1.4.4. Seja f: M™(0) — R®® uma imersdo isométrica Lagrangiana. FEntdo
f(M™(0)) € S Y1) se e somente se, f € o levantamento pela proje¢io de Hopf m :

S*=1 — CP"! de wma imersio isométrica Lagrangiana F : M"~1(0) — CP"~!.

1.4.2 Imersoes isométricas horizontais
Seja C™*! o espago complexo (n + 1)-dimensional com a métrica pseudo-Euclideana

n+1

ge = €dzydzy + Z dz;dz;, € = £1,
=2
e seja
1
S#Hl(e) = {2z € C'" . g(z,2) ==, ec >0}
c

a esfera Fuclidiana ou o espaco anti-de-Sitter de dimensao (2n+1) e curvatura seccional

constante ¢, conforme seja € = 1 ou € = —1, respectivamente.
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O grupo S' age isometricamente em S?"! por

)\(217 ) Zn-i-l) = ()\21, XD >\Zn+1)7

em que A € S' e (21,..., 2, 2n41) € ST C R?"™2 =~ C'"!. As 4rbitas dessa agao sdo

circulos méximos de S?"*1 os quais sdo as curvas integrais do campo de vetores
&= Jn, (1.4.7)

em que 1/4/|c| é o vetor posicao de S2"*1(c) e J é a estrutura complexa usual de C**!
definida pela multiplicacao por .
Considere o tensor ¢ € ['(T'S2""" @ TS?"*1) dado por

JX = X —e(X,&)n (1.4.8)

para todo X € TS**!1. Algumas propriedades elementares de ¢ sao reunidas na seguinte

proposicgao.

Proposicio 1.4.5. Seja V a conexdo de Levi-Civita de S (c). Temos

i) ¢¢ =0, ii) (6,€) =0, i) V&= /|c|o,
i) X = —X + (X, )€ v) (pX,0Y) = (X,Y) — (X, €) (V,€),
vi) Vx¢Y = ¢VxY — e\/lcl((X,Y) € — (v,€) X).

Demonstragdo. (i) e (ii) sao consequéncias imediatas da Defini¢ao . Como
VIelJX = J(=A4,X) = J(Vxn) = Vx(Jn) = V&,
em que V é a conexio de Levi-Civita de R?"+2, temos
VIeloX = V& + ey/lel (X.8) 1 = V€ + (X, &) + ey/lel (X, ) n = Vxe,

para todo X € T'S?"™. Assim, vale (iii).

Para (iv), usando que
OX = JX +e(X, ),
juntamente com (iz), obtemos que

O’X = JoX +e(¢X &)
= JoX
= J(JX +¢e(X,6)n)
= —X +e(X, )¢
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As afirmacoes em (v) e (vi) decorrem, respectivamente, do fato de que J é um

operador ortogonal e do fato de que J é paralelo com respeito a V. m

O espaco das érbitas M "(4c) da agdo de S* em S é o espago projetivo complezo
CP™(4c) ou o espago hiperbolico complexo CH"(4c¢), conforme seja € = 1 ou € = —1,

respectivamente. A aplicacdo quociente

TSP — M"(4o)
z > [z],

é conhecida como a projecao de Hopf. O espaco quociente M "(4c) tem uma estrutura
Riemanniana caracterizada pelo fato de tornar a projecdo de Hopf uma submersao Rie-

manniana. O tensor ¢ induz uma estrutura quase-complexa J em M "(4¢), dada por
Jom, =7, 00,

com respeito a qual M "(4¢) é uma variedade de Kaehler com curvatura seccional holo-
morfa constante 4c.

Uma imersdo isométrica f : M — S?"(c) é horizontal se o campo de vetores
em S?"*! definido em satisfaz £(f(x)) € NyM(z) para todo z € M™. O seguinte
resultado devido a Reckziegel ( [30] e [29]) mostra que o estudo das imersoes isométricas
horizontais f : M — S?*1(c) é equivalente aquele das imersoes isométricas Lagrangianas
g: M — M"(4c).

Teorema 1.4.6. Se f : M" — S**1(c) é horizontal entdo g = 7o f é Lagrangiana.
Reciprocamente, seja g : M — M"(4C) uma imersao isométrica Lagrangiana e seja
(o, y0) € M x S (c) algum dado inicial com g(xg) = w(yo). FEntdo, existem uma
variedade Riemanniana M, uma aplicacao de recobrimento isométrica T : M — M, uma
imersio isométrica horizontal f : M — SP(¢) e wm ponto & € M tal que mo f = gor,

7(%) = zo € f(&) = yo.

O proximo teorema retine alguns dos fatos sobre imersoes isométricas horizontais

necessarios para os resultados deste trabalho.

Teorema 1.4.7. Para uma imersio isométrica horizontal f : M — S**1(c) valem:
i) f € anti-invariante com respeito a ¢, isto €, ¢(f. T, M) C NyM(x) para todo v € M.
i) Ni () € {&(x)}* para todo x € M™ e

pap(X,Y) = —f.Agr.v X, para quaisquer X,Y € I'(T'M). (1.4.9)
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i111) A conexdo normal e o tensor curvatura normal de f satisfazem

VEoLY = of.VxY —eflc] (X,Y) €,
RH(X,Y)E =0,
(RY X, Y)OL.Z,0f W) = (R(X,Y)Z, W) = c((X, W) (Y, Z) = (X, Z) (Y, W)).
(1.4.10)

Demonstragdo. Por (i), (ii), (iii), (iv) e (v) da Proposigao e pela férmula de Gauss
temos, por um lado, que

(S(.X), (1Y) = (£ X, 6(LY)) = € (X, ) ((LY), ) = (X, 0(£Y)). (14.11)

Por outro lado,

(B(£.X), (1Y) = = (Vxb =LY +e(£Y.€) &) = == (Vx&, L.Y)

E N
- ﬁ <f*A£X7 f*Y> = ﬁ <Oé(X, Y)7§> :
Assim,
(ap(X,Y),6) = Il (£.X, 61.Y) (14.12)

para quaisquer X,Y € I'(T'M). Da equagao (1.4.8)) segue que o lado direito da equagao
(1.4.12)) é anti-simétrico com respeito a X e Y. Como o lado esquerdo de (|1.4.12)) é

simétrico com respeito a X e Y, obtemos que

(a(X,Y), &) =0= \MU*X, ¢ f.Y) para quaisquer X, Y.

Dessa equagao obtemos (i) e a primeira parte de (ii). Comparando as partes normal e
tangente de (vi) na Proposigao [1.4.5 obtemos a equagio (1.4.9) e a primeira equagao
em (1.4.10). A segunda férmula segue da equacao de Ricci e de A¢ = 0. Para a ultima

equacgao, temos pela primeira que

RN X Y)0f.Z = ViV$of.Z — VeVkof.Z — Vi o2
= Vi (6£.YvZ = e\/le (Y, 2) ) = Vi (6£.VxZ — e\/Ic (X, 2) €)
- (¢f*V[X,Y]Z —ey/[e[([X, Y], 2) 5)
= OLVxVyZ —e/|d (X, Vy Z) € — e/|d X (Y, 2) = €/Ie] (Y, Z) V¢
~0fVyVxZ +e/lc] (Y, Vx Z) €+ e/lelY (X, 2)€ + ey/|c| (X, Z) Ve
—0fVixy1Z + /|| (X, Y], Z) €.

Agora, a equagdo segue fazendo o produto com ¢W e pelas equagoes (ii), (iii) e (v) da
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Proposi¢ao da seguinte forma

(RHX,Y)OLZ,6£W) = (R(X,Y)Z,W) = /e (V, 2) (V& 0 £.1V)
t+eyf/lel (X, 2) (V& 6£.)
= (RX,Y)Z,W) = e\/lel\/|e| (Y, 2) (6. X, 6. W)

tey/lely/Iel (X, Z) (6£.Y, 6 £.IV)
= <R(X7Y)Z7 W> - C(<X= W> <Y, Z> - <X7 Z> <Y, W>)

1.4.3 Subvariedade horizontais de curvatura constante

A fim de obter uma correspondéncia entre imersoes isométricas horizontais f : M™(c) —
S?n*l(c) e solugdes de um sistema de equagoes diferenciais parciais, comegamos com a

sequinte consequéncia da Proposicao [1.3.1}

Corolario 1.4.8. Suponha que M™(c) seja simplesmente conexa e seja f : M"(c) —
S#tL(¢) uma imersao isométrica com fibrado normal plano e vy = 0. Suponha que o
primeiro espago normal de f seja Riemanniano se ¢ < 0. Entao existem localmente um
sistema de coordenadas principais (uy, ..., u,) sobre M"(c), um referencial ortonormal de

vetores normais &1, ..., Eqy1 € fungoes diferencidveis vy > 0,...,v, > 0, pq, ..., pn tais que

ds® =) vidui, oy (9;,05) = vidi&, (1.4.13)

Vo X; = hjiXi, V&5 = hij&,i # j, Vil = piki, (1.4.14)
em que X; = (1/v;)(0;) e hyj = (1/v;)0i(v;) para i # j. Além disso, a tripla (v, h,p), em
que v = (v1,...,v,), h = (hij) e p = (p1,..., pn), Satisfaz o sequinte sistema de equagoes

diferenciais parciais

Z) 83'(%') = hjivja “) 8j(hik) = hijhjk:a W) aj(Pi) = hijpj
i"U) 0l(h”) + 8j (hﬂ) + Zk hklhk] + CUV; = 0, (1415)
v) 0j(hij) + 0i(hyi) + X hirhji + epip; = 0, € = o iFIFRAL

Reciprocamente, seja (v, h, p) uma solugio de em um subconjunto aberto
e simplesmente conexo U C R™ tal que v; # 0 em todos os pontos. Entao existe uma
imersao [ : U — S*"*(c) com fibrado normal plano, vy = 0, le Riemanniano de posto

n e métrica induzida ds* = Y, v2du? de curvatura seccional constante c.

Demonstragdo. A primeira parte e as equagdes (i), (ii) e (iv) do sistema (1.3.3)) séo
consequéncias direta da Proposicao [1.3.1. Mostremos que (v, h, p) sastifazem (iii) e (v)
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de 1) De Véfﬂ_{i temos que VaLifi = — 2 Nk — €pi€ny1 € assim
0 = RY0,0,)& = Vaﬁ_vg‘j& - ngvgigi
= 0;(hji)&j + hjiVEE + Xz 05 (hie) &k + X jzni hikvﬁj&f + hijvaigj
+€0;(pi)én+1 + Epivé_j Snt1
= 0;(hji)&j + hjihij&i + Fprs 05 (hir)Er + 2 jpnts hinhin€y — hig Zirj Iijri — €hijpi€nsa
+€0;(pi)&n+1 + €pipi&;

obtendo as equagoes (iii) e (v) de (1.4.15). De
R*(95,0;) &ur1 =0,

obtemos novamente a equagao (iii) de ([1.4.15]).
A reciproca é também consequéncia direta da Proposigao [1.3.1]

]
O resultado seguinte mostra que imersdes isométricas horizontais f : M"™(c¢) —

S?nt1(c) satisfazem as hipdteses da proposiciao anterior.

Corolério 1.4.9. Uma imersdo isométrica horizontal f : M™ — S?"Tl(c) tem fibrado

normal plano se, e somente se, M™ tem curvatura seccional constante c.

O préximo teorema caracteriza as triplas (v, h, p) associadas a imersoes isométri-
cas horizontais f : M"(c) — S !(c).

Teorema 1.4.10. A imersio isométrica f : M™(c) — S?"T(c) € horizontal se, e somente

se, sua tripla (v, h, p) associada satisfaz

Demonstracdao. Sejam X, ..., X, um referencial ortonormal de dire¢bes principais e

&1, ..., &nr1 um referencial ortonormal normal como no Coroldrio [1.4.8] Pela parte (i) do

Teorema [1.4.7], temos
fAprx, Xi = da( Xy, X;) = v 2ba (0;,0;) = v; 2dv;04& = v; 1€,

Por outro lado,

J

[eAgr.x, Xi = [ (Z (DfXi,&5) Ae, Xi + (D fe Xi, Enpr) AgnHXz') = (o[ X, &) vi X,

logo ¢&; = (o f. Xi, &) f«.X;. Por (v) da Proposicao temos

(&P = (9&i, Es) = (&, &) — € (&, €) (&, €) = 1,
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e assim,
ofXi = £&. (1.4.17)
Além disso, temos também por (ii) do Teorema [L.4.7 que &1 = £ o f := &
Usando a primeira equagao em ([1.4.10)) e a equagao (|1.4.14)) temos

hij = (V48,&6) = (V3,0£.X,, 0£.X:) = (0 £.V5,X;, 0 £.Xi) = (Vo X, Xi) = hys,

e
Pi = <V$§n+1,§i> = <V0Lifa ¢f*Xz'> = - <V§}¢f*Xi75> = <E\/Hvi (Xi, Xi) §a§> = \/Hvi-

Reciprocamente, suponha que a solugao (v, h, p) do sistema ([1.4.15)) associada a
[ M"(c) — S?! satisfaca (1.4.16). Seja F' =io f a composigao de f com a inclusdo
umbilica i de S***!(¢) em C?'. Defina uma estrutura complexa J em F*TC*t! por

JEX, =& ¢ J(\JIe|F) = & (1.4.18)
Denote por V a derivada em Cr*1. Pela simetria de h e ([1.4.14)) temos

Vx, JEX; = V& — FRALX,
= hii& = hi J(F.X;)

= J(F*VXlX]‘FOéF(XmX]))
 9xX))

Vx JEXi = Vx& = BALX = = Sy hiie — v BXG
= — Y had Xy, — vt JE
= J(E.VxX; +ar(X;, X))
= J(Vx,X,).
De forma analoga
Vx, J& = IVx.&5, Vi, j.

Usando que p; = 1/|c|v; obtemos de (1.4.14) que

VTl F) = Vx&uir = Iel& = J(|e[F.X:) = TV x,\ /|| F.

Portanto, J é paralelo com respeito a V ao longo de F, e portanto ¢é a restricdo a TM &

NgM de uma estrutura quase complexa em CP*1.
Fazendo ¢ a projecdo de J em T' S2n 1 temos pela equagao (|1.4.18)) que

J(X) = ¢(X) = e (X, i) Il
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i
Como &,41 € le , temos que f é horizontal.

Corolério 1.4.11. Seja f : M™(c) — S**(c) uma imersio isométrica horizontal com

vy = 0. Entdo, existe localmente um sistema de coordenadas (uq, ...,u,) sobre M™(c) com

ds? = vadu?, v; >0 eay (81-78].) = 0,;00;,

em que v = (v1,...,U,) € h = (hy;) satisfazem o sistema de equagdes diferenciais parciais

i) 0;(vi) = hyjvj, i) 2ok Ok (hig) + cvv; =0,

. . (1.4.19)
ZZZ) ak(hw) = hikh]’k, hij = hjia 7 7é ] 7& k 7é 7.

Reciprocamente, seja (v, h) uma solugao de sobre um subconjunto aberto
e simplesmente conexo U C R"™ tal que vi(xz) # 0 para todo v € U. Seja (F,Y1,...,Yy),
com F,Y; : U — C" uma solugio do sistema de EDP’s

{> (F) =, i) 0500 =hiYis i £ 0

i) 0i(Y;) = — Zk# hiiYi +1Y; — cv; F,

com condigoes iniciais (F(ug), Y1 (ug), ..., Yn(ug)), em algum ponto uw = ug € U, escolhidas

satisfazendo

(Yi(uo), Y;(uo)) = (i¥i(uo), Yj(uo)) = 0, i # j, (Yi(uo), Yi(uo)) =1,
(F(uo),Yi(uo)) = (iF'(uo), Yi(uo)) = 0 e (F(uo), F(uo)) = .

Entio F(U) C S (c) € C* e a imersio f : U — S**1(c), dada por F =io f, ¢

horizontal e tem métrica induzida ds* = Y v2du; com curvatura seccional constante c.
(2

Demonstracdo. A ida é uma consequéncia do Corolario e do Teorema|1.4.10, Para
a reciproca, seja {Y1,...,Y,, F'} uma solucdo do sistema (1.4.20) e defina f;; = (Y;,Y;),
Z] = <1Y;7}/;> r; = <Fa}/;>7 tl = <ZF7}/Z> el= <F7 F> Temos que {fl]ang7TZ7tzal} ¢ uma

solucao do seguinte sistema de EDP’s

i) Oafij = hiafaj + fiahaj it) Oifij = — Zpzi hwifrj + 9i5 — cviry + hyi fi,
ii1) O;fii = —2 Xz i fri — 2cvimi,
iV) asgij = hisgsj + gishsj’ V) azgzj = - Zk;ﬁi hkigk] fzj CUZ L

vi) 0j9i = — >okti Migan — fij + cvjty, Vii) Os1; = Us foi + Rists,
VZZZ) am = Ulfn — Zk;éi hkﬂ“k -t — CUZ'Z, ZX> asti = VUsQsi — histsa
x) Oiti = Ypopi Pt + 14, xi) Ol = 20,7,

com i #s#j,ei#jem (i), (iv), (v) e (vi). Observe que fij = 6;, Gi; =0 =17 =1; e
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| = 1/c é uma solucio desse sistema. Pela unicidade de solugdes satisfazendo condicoes
iniciais escolhidas, segue que fi; =d;j e g; =0=r,=t; el =1/c.

Segue de 0;F = F,0; = v;Y;, com v;(x) # 0 para todo x € U, ¢ (Y;,Y;) =0, Vi, j,
que F' é uma imersdo isométrica e ds? = 3, v2du?. Além disso, de (F, F) = 1/c temos
F(U) C S§**(c) c C'. Agora, de (Y;,iY;) = 0 = (iF,Y;) = (F,iY;), Vi,j, temos,
definindo J por jY} =1Y;, Vje JF =iF, que F é horizontal.

Temos da equacao Vi, X; = h;; X; que ap(0;,0;) =0 ev; tap(0;,0) = ap(0;, X;) =
1Y; — cv; F', assim

af(aia 8]) = 5@]¢(F*az)7

R(@l, 8J)Xk == (R(@Z, 8J>Xk)—r = c(@z A @)Xk = —5ikCUiaj.

Portanto, ds? tem curvatura seccional constante c.



Capitulo 2
As equacoes matriciais

Neste capitulo discutimos alguns resultados de Algebra Linear que sdo usados nas de-
monstracoes dos principais teoremas deste trabalho. Tais resultados envolvem a equagao
matricial

AX+ XB=C,

conhecida como a equacao de Sylvester, e alguns de seus casos particulares.

2.1 A equacao de Sylvester

Nesta se¢ao expomos os resultados obtidos em [22] sobre a existéncia de solugoes para a
equacao de Sylvester
AX+ XB=C. (2.1.1)

Tais resultados fornecem, em particular, condi¢oes necessarias e suficientes sobre
as matrizes A € M,(C) e B € M,,(C) para que a equagao (2.1.1) possua uma tunica
solugdo X € M, ,,(C) qualquer que seja a matriz C € M, ,,(C).

Mais geralmente, dadas as matrizes A € M,(C) e B € M,,(C), sao obtidas

condigoes necessarias e suficientes sobre uma matriz C' € M, ,,,(C) para que a equacao
(2.1.1)) possua uma solucao X € M, ,,(C).

Fazemos também uma breve discussao sobre formas explicitas de solugoes da
equagao (2.1.1)) obtidas por Ma e Hu/Cheng em [25] e [21I], respectivamente.

2.1.1 A aplicagcao X — AX + XB.

Dadas as matrizes A € M,,(C) e B € M,,(C), consideremos a aplica¢do linear

UV=Uyp : Myn(C) — M,,(C)

(2.1.2)
X — AX + XB.

Nosso primeiro objetivo é obter uma base para o nucleo de V.

34
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Para isso, lembramos inicialmente que um bloco de Jordan é uma matriz da forma

(0 10 .. 00
0O a1l ... 00
(o) =la)e Jp(a)=1| + =+ . 1 para m > 1
.«
000 ...0af
Dada A € M,(C), existe uma matriz inversivel P = (a11,...,Q1p;, - -, Gp1s .oy App,) €

M, (C) tal que P~'AP tem a forma candnica de Jordan J,, (a1) & ... ® J,, (), em que

0(A) ={a1,...,a,} é 0 espectro de A. Assim, temos
(A - aiIn)air = Qjr—-1

parar =1,2,...,n;, com a;g = 0.

Definicao 2.1.1. Para cada i = 1,...,p, os vetores a1, ..., a;,, sao chamados de autove-

tores generalizados de A associados ao bloco de Jordan J,, (o).

Proposicao 2.1.2. Sejam a;1, G, ..., Qin, € Zi1, 22, ..., Zim. 08 rESPEctivos autovetores gene-
) ) Y i Jly =g ) ~Jmg
ralizados associados aos blocos de Jordan Jy,(—c;) de —A e Jy, (B7) de B*, comi=1,....,p

ej=1,...,q. Para k=1,2, ..., w; =min(n;,m;), defina

Xijk = Qig25y + Qig- 1259 + . + @12y,
Entao, o conjunto
¢ uma base para kerV.

Demonstracdo. Verifiquemos inicialmente que Xj;, pertence a kerV. De fato,

lIJ(Xijl) = Aaﬂz;'fl + aﬂz}‘lB = Aaﬂz;l + ail(B*zﬂ)*
= %‘%12;1 + 5]'6%12’;1 = (a; + 5;‘)%‘12;1 =0,
U(Xijo) = A(az‘ﬂ;ﬁ + aﬂz;’fZ) + (az’22;1 + ai12;2)B
= aiaigz}‘l — ClﬂZ;l + CYiail,Z;Q -+ /BjaiQZ;]_ + aﬂzjl —+ Bjaﬁz;z

= (i + Bj) (a2} + anzjy) =0,



As equacoes matriciais 36

e, para k = 3, ..., fi;, temos

\If(ka) = A(aikz;‘-‘l + ai7k_1z;2 + ... 4+ ailz;k) + (aikzjl + ai,k_lz;fg + ...+ ailz;‘k)B
(Aaikz;fl + CLZ‘7]€_1Z;2B) + (Aaik_12;2 + a@k_gz;gB) + ...

(Aai3z;k—2 + ai72z;‘kk—1B) + (AaiQZ;k_l + auZ;kB) + Aai 25y + a2 B
= (Q&z‘az‘kz;l + Bjai,k—12;2> + (aiaik_lz;-‘z + Bjai’k_22;3> + ..

QiAi325, o + ﬁjai,Qz;k_l) + (aiaigZ;k_l + Bjailz;k) + ajan 2, + Bjanz],
= (i + Bj)ainj, + (i + B))aik-1255 + (i + ;)i k2255 + ...

a; + Bj)aiazy, 1 + (o + Bj)ainzj,

=0.

_|_

+

+

Mostremos agora que o conjunto em (2.1.3) gera o nicleo de ¥. Como os con-
juntos {a;, @iz, ..., @in;, @ =1,...,p} € {21, 22, s Zjms» J = 1,...,q} sdo bases de M,,1(C)

e M,,1(C), respectivamente, o conjunto de nm matrizes

ip2i, = @ 2:, 1=1,2,...,p, 1=1,2,...,q, r=1,2,...n;es=1,2,...m;} (2.14
js Js J

¢ linearmente independente e, assim, gera o espago das matrizes M, ,,(C).
Dada X € ker(¥) C M, n,(C), escrevemos X = 32, Ci, 025, € pomos

Cirt1,4s = 0 quando r = n; e C;, j s+1 = 0 quando s = m;. Usando que
* * *
W(airzjs) = (i + By)aiwis — @ir12js + Qirzjs—1,

com a;o = z;0 = 0, obtemos
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0=0(X)=U(> Cirjsainz})

177-7]78

= Z Cl-mjjs(al’ —i—ﬁj)airz;-‘s — Z C’i,r,j,sai,r,lzjs —+ Z Ci,r,j,sairz;k’sfl

277.7]78 7 T?J?s Z7T’]’s

- Z (Oz,l,], (az + 5])) azlzjl + Z ( i,1,7,8 (az + B])a'zl

1,1,5,1 ,1,7,5#1

*
+ Z ( %,7,7,1 az + ﬁj)a’w‘z]]_ Ci,r,j,lai,rflzjl)

i,7#1,5,1

Oz 1,7,sAi1%2 ] s— 1)

* * *
+ > (Ci,r,j,s(% + B)air2js = Cipjis@ir12js + C@‘m,sa”zj’s—l)

1,7#1,j,57#1
- Z Z,l,] 1 al + /8]> 74 12,5,1 + Ci717j72) aZlZ;I
/[/71?]?1
+ Z z,l,j s 041 + ﬁj) 1,2,],8 + Ci,l,j,S-f—l) allzgs
,1,7,87#1
+ Y (Cirjalai+8;) = Cipyrja + Cirja) an?jy
i,r#1,7,1
+ Z (Cz 7., s(az + BJ) C; r+1js T C; T»J»5+1) a”ZJs
7;77',3&17]'75#1
= Z (CZ rJ, S(Oéz + 53) z r+1,7,s + CZ 35T S+1) aﬂ”zjs
Z’7,r7j7s
= 3 (“Cirsrja+ Cirjan) @iz,
1,7,7,8
+ Z 1,7,5,8 CYZ +ﬁ]) 7,7--|—]_7]73 +C7,’r‘],8+1)a“7,7”z_757
1,7,5,5

com {i,j} e {i,j} satisfazendo, respectivamente, a o; + 3; # 0 e oz + B; = 0.

Como o conjunto ([2.1.4)) é linearmente independente, temos

Cg,r,j,s—i—l - Oz,r—&-l,;,s )

(2.1.5)

e
CZT], (al—{_ﬁ]) zr+1,js+czr,js+1 = 0.
Segue da primeira equacao acima que
Cikja = Cip-1j2 = - = Ciju com b =12, ..., iz,
e
itgms = Cip1jms,, = 0= Cin 51 = Cipprjy com t, 0> 1.
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Além disso, supondo m; > | > n;, temos

Ciji = Cigji—1 = = Cin ji—(n;—1) = 0,

pois (I —(n; — 1)) =1—n; +1 > 1.
Para {i,7} com a5 + B; = 0, segue que

Z 4,7,5,8 Az jS :Cz,l,j,lalz +02]1a2 + .. +Czn jlamz

71
L - X T
+ 152001755 + Ci72,j,2ai2z' OZ 1:.5.2%m: 59
+ . +Czl]m*a +C2]m + +CZ7’L,jm’a€nZ§m*
=C!

r _ _ * " _ _ * _ *
1,5,1071%5, T Cz’,2,j,1(az‘2zj1 + az‘lzjz) + ..
r _ _ * _ * _ *
+ Cija @iz + G p—12jy + -+ a5125;)
= Z 3708 ij7 comk:1,2,...,,ugj.

9,7,9,8

Resta mostrar que Cjy;; = 0 para todo par {i,j} com oy + 3; #0, t = 1,2, ..., n,
el=1,2,...,m;. De (2.1.5), temos as relacoes

Cz MNisd, l(a/z + /B]) z ni+1,9,0 — Oi,m,j,l-i—l - _Ci,nhj,l—l—h
Cimijir1 (i + B5) = =Cin, jit2,

Cinegm;—1(i + i) = =Cin, jm,;
Cimegim; (@i + B5) = =Cin, jm;+1 = 0,

as quais implicam que C; ,, j; = 0 para | = 1,2,...,m;. Temos ainda que

Cini—10(i + 85) = Cinji — Cini—141v1 = —Cin1j041,
Cini—1jir1(ai + B5) = =Cin, 15112,

Cini—1.4m;—1( + B85) = =Cin;—1,m,>
Ci,nifl,j,mj(ai +5;) = _Ci,nifl,j,ijrl =0,

logo C;n,—1,; = 0 para I = 1,2,...,m;. Por indugao, supondo que C;,,_+;; = 0 para
[ =1,2,...,m;, temos

Cini—t-1)4i(i + Bj) = Cin—tji — Ciny—(t-1) i1 = —Cin—(t-1) 4141,
Cimi—t—1)jir1(i + B5) = Cin,—t-1)jir1 — Cimi—t-1)gir2 = —Cini—(t-1) 5142,

Cimi—(t-1),jm; (@i + B5) = =Ciny—t—1) jom;41 = 0,

portanto Cj,,,——1),;; = 0 para [ = 1,2,...,m;.
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Assim,

X = Z Ci,nj,injk com k = 1, 2, w5 € Qg + Bj =0.

Z7T7]7s

Finalmente, o fato de que ([2.1.3)) é linearmente independente decorre imediata-
mente de (2.1.4)) ser linearmente independente.

Corolario 2.1.3. Sejam A € M,(C), B € M,,(C). Entao a equagio tem uma
tnica solugio X € M, ,,(C) para qualquer C € M, ,,(C) se, e sd se, o(A)No(—B) = 0.

Demonstragdo. Pela Proposicao [2.1.2] a condigdo o(A) No(—B) = 0 é necesséria e
suficiente para que a aplicacao W4 g em (2.1.2) seja injetiva, e portanto bijetiva. [

Dadas A € M,(C) e B € M, (C), nao necessariamente satisfazendo o(A) N
o(—B) = 0, descrevemos a seguir condigoes necessérias e suficientes sobre C' € M,, ,(C)
para que a equagao de Sylvester possua alguma solugdo X € M, ,,(C).

Dadas X,Y € M,,,,(C), definimos seu produto interno (X,Y’) por

(X,Y) = trX*Y,

em que trZ representa o traco da matriz Z. Afirmamos que a aplicacao adjunta de W4 g,
definida em ([2.1.2)), com respeito a tal produto interno é a aplicagao linear

\IJA*,B* . Man((C) — Man(C)
X — A*X + XB*.

De fato, para quaisquer X,Y € M,, ,,(C) temos

(UupX,Y) = (X, U 5Y) = tr(AX + XB)*Y — trX*(A*Y + Y B)
= tr(A* — AY X" — tr(B* — B)X*Y
— 0.

Corolario 2.1.4. Sejam A € M,(C) e B € M,,(C), e sejam w1, Wig, ..., Win,, 1 = 1, ..., p,
ebji,bja, ..., bjm;, J =1,...,q, 0s respectivos autovetores generalizados de —A* e B associa-
dos aos blocos de Jordan J,,(—a;) e Ju,(B;). Dada C € M,,,(C), a equagio de Sylvester

(2

2.1.1) possui uma solugio X € M, ,(C) se, e somente se, sempre que a; + ; = 0
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tivermos
wflejl = 0,
w;Cbj1 + wj Cbjz = 0,
w;‘},ijl + ’LU;szij + wflcbjS = 07
w;kuij Obj}l + w;mjfloij + ...+ w;*leij =0.

Demonstracgdo. A equagao de Sylvester (2.1.1) possui uma solucao X € M, ,,(C) se, e
somente se, C' € W4 g(M,m(C)) = (ker(W 4« g« ))*.
Parai=1,...,p,j=1,...,qe k=1,2,..., ;, defina

Yijr = wigh}y + wigp—1bjy + ... + winbjy.
Pela Proposi¢ao o conjunto
Y={Yir: a;+5;=0, k=1,2,..., 1u;;}
¢ uma base para ker(WV 4« g« ). Portanto, C' € ¥4 (M, ,,(C)) se, e somente se,

0= (Yijr, C) = tr(bjwy, + bjow;p_y + o + bjrwy;;)C
= tr(bjwi,C) + tr(bjpw;,_,C) + ... + tr(bjw;,C)
= tr(w;,Cbj1) + tr(w]),_1Cbja) + ... +tr(wj;Cbyy,)
= wjCbj1 + wi)_Cbjo + ... + wj;Chj

para qualquer Y, € Y. m

2.1.2 Solucgoes explicitas

Nesta subsec¢ao descrevemos solugoes explicitas da equacao
AX —XB=C. (2.1.6)

As ideias aqui expostas sao dos trabalhos [25] e [21]. No primeiro, sem hip6teses adicionais
sobre os espectros de A e B, sao obtidas solu¢oes particulares explicitas particionadas com
relacao aos blocos de Jordan de A e B. No segundo, supondo-se que ambas as matrizes A
e B sejam reais e satisfacam a condi¢ao o(A) No(B) = ), obtém-se uma expressao para
a unica solucao de como um polinémio nas matrizes A, B e C.
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O método de Ma

Sejam J4 = S7'AS e Jg = R"'BR as formas de Jordan de A e B, respectivamente. Se
X é uma solugao de (2.1.6), definindo Z = SXR~' e C' = SCR™!, temos

C=SCR'=8AS'SXR'—SXR'RBR™' = JusZ — ZJg,

ou seja, Z ¢ uma solucao da equagao

JaZ — ZJg=C. (2.1.7)

Reciprocamente, se Z satisfaz (2.1.7) entao X = S™'Z R é uma solucao de (2.1.6). Assim,

¢ suficiente considerar a equacao (2.1.7)).
Sejam Jy,, (i), @ € {1,2,...,p}, e Jm,;(B;), 7 € {1,2,...,q}, os respectivos blocos
de J4 e Jp. Escrevendo a matriz Z particionada por

ZH Zlq éu C’lq
Z=1 : ... = leC=| + ... |, (2.1.8)
oy v Zpg Cpi .. Chy

em que Zi; € My, m;, segue que (2.1.7)) é equivalente ao conjunto de pq equagdes matriciais
Tni(@3) Zij = Zig T, (B) = Ciy, (2.1.9)
comi € {l,...p} eje{l, .. q}.

Proposicao 2.1.5. Suponha que a equacao possua solucao.

(i) Se a; — B; # 0, entao uma solugdo particular é dada por

n;+m;—2
Zig= Y (= B;) "= 3 (1) ( " ) Jni(0)7Cij T, (0)7 se i # j.
n=0 o+T=n T

(i1) Se o; — 5; =0, entdo uma solugdo particular é dada por Z;;, em que os elementos

(zi1) de Zi; e (cu,) de C’ij, k=1,..,n;, l=1,..,m;, estao relacionados por

Ckl = Zk4+1,1 — Rkl—1,
Ckl = Zk+1,15 (2110)

Cnil = —Roay,l—1,
para k=1,2,..,n; —1, 1 =2,....m;, sendo z1 g, arbitrdrio.

Demonstragdo. De (2.1.9), temos
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Mutiplicando ambos os lados de (2.1.11)) por ; — o, segue que

(o — B;)* Zij =( — B;)Cij — (i = Bj) Jn, (0) Zij + (i — B33) Zij Jom, (0)
=(a; — B; )é — 5 (0)Cy; + (02 Zi5 — 0, (0)Z3 1, (0)
+ Cij T, (0) = T (0) Zij Jon, (0) + Zij T, (0)?
=(c; — B;)Cij — Jn;(0)Cij + J5, (0)°Zij — 2J,,(0) Z3Jm, (0)
(0

+ CijIm. ) + Zij I, (0)°.

J

Repetindo o processo, temos

(i = B5)*Ziy =(i = B;)Clij = (s = ) Jn, (0)Cij + (s = B)Cij Jom, (0) + (i = B;) I, (0)° Z

—2(t; = B)) 1 (0) Zi Jn; (0) + (i — B;) ZijTn, (0)?

=(ci = B;)*Cij — (i = B;)Jn, (0 )(7 + (i = B))CijJm, (0)
+ Jn, (0)°Cij — Jn, (0)° Zij + i (0)° Zi5Tn; (0) = 20, (0)Clij T, (0)
+ 2J,(0)2 Zij T, (0) = 2J0,(0) Zij T, (0)?
+CijJm, ( )2 — (O)Zme]( )2+ ZijIm, (0)°
=(a; — 3;)*Cyj — (o — ) Jn, (0)Clj + (i — B;)Clij T, (0)
+ T, (0)2C5 — 2, (0)Cj T, (0) + Cig T, (0)2 =, (0)2 Zy5
— 3J0,(0) Zij Tpn; (0) + 3J,(0)* Zij T, (0) + ZijTpn, (0)°

Repetindo r vezes esse procedimento, obtemos por inducao que

(8 — ) 2y = L (8 — 01" X (1) ( " ) 1, (0 Gy, O

n=0 o+71=n

o+T1=r

LIC VA D C Iy ( ' ) 10 Ziy T, (O

Supondo ser a afirmacao verdadeira e escolhendo r = n; +m; —1 temos o > n; ou 7 > m;,
poisse o <m;eT <mjentao o +7 <n;—1+m; —1=mn;+m; —2 <r. Logo o segundo
membro da equagao acima é nulo. Dividindo ambos os lados por (a; + 3;)" obtemos a
equacao desejada.

Mostremos a afirmacao por indugao. Ja vimos acima que é valida parar =1,2 e
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3. Supondo valida para r, temos por (2.1.11)) que

(0 = B 2y = X (o = (1) X (1) ( " ) 1 (0) i (O

n=0 o+T=n

n=0 o+T=n

:Ti(ai =8 (=0" Y (1) ( j ) I, (0)7Cij Jom, (0)7

+(=D" >0 (1) ( : ) T (0)7 (Cij = Jni(0)Zij + Zig Jin, (0)) Ty (0)7

o+T1=r

Zi(@i =BT (=0" >0 (=17 ( " ) i (0)7 CijTn; (0)

n=0 o+T=n

+ (=0 Y (=T ( T ) In;(0)7 Zij Jm,; (0)7

o+1=r+1

o+1=r

+ (o= B D Y (17 ( ' ) 5 (07 Cis o, (O

=Y (a— By Y ( " ) 5 (07 Cis o, (O

n=0 o+T=n

+(=0D Y (1) ( T ) Ini(0)7 Zij S, (0)7.

o+1=r+1 T

Agora, para o; — §; = 0, fazendo Z;; =Y etambém k =1,...,n;—1el = 2,...,m;
temos

[0, (0)Y ] = Ury1s, sek=1,....n;—1, [=1,..,my,

——

0, sek=mn;, l=1,..,m;,

Yk,i—1, S€ k= 1, .y Ny, 2= 1, ey My,
0, sek=1,...n; [ =1.

[Y T (0)]11 = {
Assim, [/, (0)Y =Yy, (0)]0 = [Ciilu se, e s6 se, vale (2.1.10).

Corolario 2.1.6. Sejam A e B matrizes simétricas tais que o(A) No(B) = (0. Sejam
Jy = S7tAS e Jg = R7'BR as formas de Jordan de A e B, respectivamente, e defina
C = SCR™'. Entio, uma solucio particular de ¢ dada por X = SZR™', em que

Lo az‘%ﬁjgij para i # 7,
=
qualquer para 1 = j.
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O método de Hu/Cheng

Suponhamos agora que as matrizes A e B sejam reais e satisfacam a condic¢ao
o(A) No(B) = 0.

Vamos apresentar nesta subsegao a expressao obtida em [2I] para a (dnica) solugdo de
(2.1.6) como um polinémio nas matrizes A, B e C.

Lema 2.1.7. Suponha que X seja solucao da equacao . Entao, para todo k > 1

k—1
AFX — XBF =Y AM1TiCB. (2.1.12)

=0

Demonstragdo. Usamos inducgao. Para k = 1, a equagdo acima reduz-se a (2.1.6]).
Suponha que (2.1.12)) seja valida para k = N, isto é

N-1
ANX — XBY =Y ANTTCB. (2.1.13)

i=0
Multiplicando (2.1.13]) pela esquerda por A e pela direita por B, e somando as equagoes

obtidas, obtemos

N-1 N-1
ANTIX — AXBY — XBYNT 4+ ANXB =AY ANT'CB' + Y ANT''CB'B.
=0 1=0

Portanto,

ANTIX — XBNHL = SV VANTICBl 4 P ANTIIC B 4 AXBY — ANXB
_ 221\461 AN—iCBi + ZZJ\;—Ol AN—I—iCBz‘-i-l _ A(AN—IX _ XBN—I)B
_ Zij\iﬁl AN—iOBi +Zi1v:—01 AN-1-i gitl —A(Zf\iﬁz AN—Q—iCBi) B
— Zi\ial AN—iCBi +Zi]\;61 AN—l—iOBi-i-l _ 25\2702 AN—l—iCBH-l
= LNPANTICB + CBY
— Ziial ANinBi‘

Proposicao 2.1.8. Se o(A)No(B) =0, entdo a equagio de Sylvester possui uma

unica solucao, a qual é dada por

X =q(A)'n(A,C, B), (2.1.14)
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em que q(x) = ™ + b1 8™+ ... + by + by € 0 polinémio caracteristico de B e

k—1
n(A,C, B) Z kY AMITICB
k=1 1=0

Em particular, X € um polindmio nas matrizes A, B e C.

Demonstragdo. Suponha que X seja uma solucao de (2.1.6). Usando o Lema [2.1.7]

obtemos

= L beARX 4 00X — (S, b X BY 4 b X)
= q(A)X - Xq(B) = q(A)X,

logo
q(A)X =n(A,C,B). (2.1.15)

Por outro lado, se X satisfaz (2.1.15)), entao
q(A)(AX = XB) = A(¢g(A)X) - ( (A)X)B = An(A,C,B) —n(A,C,B)B

m i— m i—1
A B ATIOB =Y 5 Y A“JCBJ’B)
=0 j=

i=0 =0

/\/—\

m 1 m i—1
> b TICB =3 b Y AT CBj+1)

i=0 j5=0 =0 j=0
m i—1 i—1
= You [ Ao - AT ioBit
i=0 j=0 Jj=0

(A'C — CBY =Y bA'C—CY bB

I
NgE

=0 =0 =0
= q(A)C —Cq(B) =q(A)C. (2.1.16)
Sejam ay, . . ., oy, 0s autovalores de A. Como o(A)No(B) = 0, temos que ¢(a;) #

0 para 1 < i < p. Portanto g(A) é nao singular, pois nenhum de seus autovalores
q(1), ..., q(ey) se anula. Decorre de (2.1.15) e (2.1.16) que X é solucao de (2.1.6) se, e
somente se, X é dada por ([2.1.14)).

Para a ultima afirmagao, como n(A, C, B) é um polinémio em A, B e C, basta
mostrar que g(A)~! é um polindomio de A. Para isso, seja f(z) = 37, cxx”® o polindémio

caracteristico de q(A), com ¢, = 1. Temos que
0 # det(q(A)) = det(q(A) — 0I) = co

e, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

= zn: crlg(A)]F + ¢, = 0.

k=1
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Assim,
o) (-5 S elata ) =,
Portanto .
g(A)~! = e 2_: cilg(A))F,

o qual é um polindémio em ¢(A), e a afirmagao segue do fato de que g(A) é também um

polindémio em A. [
2.2 A equagao XA - A'X =C.

Nesta secao usamos os resultados da se¢ao anterior para mostrar alguns fatos sobre a
equagao matricial

XA-A'X=C

que serao necessarios nas demonstragoes dos principais teoremas do Capitulo 4 sobre a

transformacao de Ribaucour vetorial para subvariedades de curvatura seccional constante.

2.2.1 Unicidade de solugées com X € A, (R) e C € S, (R)

A seguir, vamos obter condigbes necesséarias e suficientes sobre a matriz A para que a
equacao
XA-A'X=C

admita no mdzimo uma solugdo X € A, (R) para cada C' € S,(R). Equivalentemente,
vamos encontrar condi¢des necessarias e suficientes sobre A para que seja injetiva a apli-
cagao

Uoarala,® + AR) —  Si(R)

2.2.1
X +— XA-AX ( )

Defini¢ao 2.2.1. Uma matriz é ndo depreciativa ("non-derogatory", em inglés) se seu
polinémio caracteristico concide com seu polinémio minimal. Um operador linear é nao
depreciativo se sua matriz em relagdo a alguma (e, portanto, a qualquer) base é nao

depreciativa.

Lembramos que a multiplicidade geométrica de um autovalor o de um operador

linear A é a dimensao de ker(A — al).

Proposicao 2.2.2. Uma matriz é nao depreciativa se, e somente se, todos os seus auto-

valores possuem multiplicidade geométrica 1.

Demonstragdao. Para cada autovalor o de uma matriz A, o expoente do fator (z — «)

no polinémio caracteristico de A, ou seja, a multiplicidade algébrica, é a soma das ordens
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dos blocos de Jordan correspondentes a «. Por outro lado, o expoente de (z — «) no
polindomio minimal é a maior ordem de um bloco de Jordan associado a «. Portanto, tais
expoentes coincidem se, e somente se, existe um tnico bloco de Jordan associado a «.
A proposicao decorre entao do fato de que o nimero de blocos de Jordan associados ao

autovalor « coincide com sua multiplicidade geométrica. [

Corolario 2.2.3. Uma matriz A € S,(R) é nao depreciativa se, e somente se, possui n

autovalores (reais) distintos.

Proposigao 2.2.4. Dada A € M,(C), defina

\I/_At,A : Mn(C) — MH(C)
X — XA-A'X.

Entao dim(ker(¥_at 4)) > n. Além disso, sao equivalentes:
(i) A é uma matriz ndo depreciativa,
(ii) dim(kerV_4: 4) = n;

(1it) W_at ala, () : An(C) = S, (C) € injetiva.

Demonstragcdo. Observamos inicialmente que X € kerW_,: 4 se, e somente se, Z =
(STHIXS— e kerW_ji 7, em que Jy = SAS™1 ¢é a forma canodnica de Jordan de A. De
fato, a equagao

0=XA—-A'X

é equivalente a
0= (ST XSTSAS™ — (ST ASH(S™TH)XS™ = (ST XS 1y — JH(STH)' XS,

ou seja, a
0=2Js—J4\Z. (2.2.2)

Particionando a matriz Z em blocos

le . le
Z=1 1 ... i1, (2.2.3)
Zpl pr

em que Z;; € My, n, parai, j € {1,2,...,p}, temos que a equacao ([2.2.2)) é equivalente ao
conjunto de p? equacoes matriciais lineares

W—Jﬁi(ai)anj(Otj)<Zij) = ZijJnj (Oéj) — JTtL (Oél)ZU = O, Z,j S {1, 2, ,p} (224)

i

Se a; —aj # 0 para ¢ # j, temos pelo Corolério que Z;; = 0. Caso contrario,

pelo mesmo coroldrio existiria Z;; # 0 no nicleo de W_ i (4,), 7, (a;)-
7 g
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Resta analisar a equagao com i = j. Fazendo J,,(o;) = oI+ J,,,(0), segue
que
0 = Zin,(ow) = J} () Zis = qiZiy + ZiiJn,(0) — i Zyy — J} (0) Z
= ZjiJn,(0) — J}, (0)Zy;.
Chamando Z; = Y = [yw] temos que [YJ.(0)] = yri—1 e [JE(0)Y ] = yr_1, para
k,l=1,2,...,n; onde yro = yo; = 0. Entao

se, e somente se, Yy;—1 — Yp—1; = 0 para k,l € {1,..,n;} ou Yr141 = Ykt+1, para k,l €
{0,...,n; — 1}, ou seja, Y satisfaz a equacdo acima se, e somente se,

ylni y2ni
Y — . . 7
0 Yin; - yni—Q,ni yni—l,ni
L Ying Yon; -+ Yni—1ni Yniny

e isto implica que a dimensao de ker(\II_Jfl,(ai),Jn_(a,)) é n;. Agora, defina

E = {XeM*(C); X =5'ZS com Z particionado por Zi; € My, 1, i,j € {1,2, ..., p},
satisfazendo a Z;; = 0 para i # j e Z;; tal que (Z;;)ki+1 = (Zis)k+1, Para
k,l € {0, N 1} com (Zii>k,0 = (Zii)O,l = 0}

Temos que dim(Z) =>;n; =n e que = C ker(¥_4:_4), portanto
dim(ker(V_,e 1)) > dim(Z) = n.

Provemos as equivaléncias
i) = ii): De fato, se A é nao depreciativa entdo o; — a; # 0 para i # j, e assim

Zij =0sei# j, o que implica que ker(V_y: 4) = =, ou seja,
dim(ker(¥_4t 4)) = dim(Z) = n.

ii) = iii): Se X # 0 pertence a ker®¥_a: 4 N A, (C), entdo Z = ()1 XS #£0
pertence a A, (C). Afirmamos que =N A,,(C) = {0} e, portanto,

dim(kerW_4: 4) > n,
o que é uma contradigdo. Para mostrar a afirmacao, observe que Z;; = 0 para i # j e Z;;

¢ especial da forma (Z;;)k 41 = (Zis)k+14 para k, 1 € {0,...,n; — 1}, com (Z;;)oq = (Zii)k.0-
Por outro lado, por ser Z;; anti-simétrica, temos que (Z;)ix+1 = —(Zii)i+1, Para algum
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k+1#1lel+1#k, eainda (Z;)k = 0, o que implica que (Z;;)k+1; = 0 e (Zii)px = 0,
ou seja, Z = 0, donde X = 0. Observe que, se Z; tem ordem 1, a afirmagdo é ainda
verdadeira.

iii) = i): Supondo que (i) ndo valha, ou seja, que existam i, j € {1, ..., p} tais que

i # j e a; = a;. Mostremos que existe Z nao nulo em
kGT(\D_At7A) N AH<C)

Pelo Corolario existe Z;; # 0 satisfazendo a equacao (2.2.4). Tome Z particionado
como em (|2.2.3) com a condi¢ao de que Z;; = —ij e Zi, = 0 para |l # 1 ou k # j. Assim,
Z # 0 pertence a

Fer(W_yg 1) 0 A(C),

pois (2.2.4]) implica que

Zjidn (i) = Jnj () Zji = = ZizIn (i) + Ty 0y Zi; = (ZigIn; () = Tn, (i) Zij)" = 0.

Logo, X = S'ZS # 0 pertence a

ker(\Il,At,A) N An((C)

Corolario 2.2.5. Sejam A € M,(R) e

\Ij—At,A|Mn(R) : MH(R) — Mn(R)
X — XA-A'X.

Entao A € nao depreciativa se, e somente se,
ker(\D—At,A‘Mn(R)) N An(R) = {0},

ou seja, a restricao
\P—At,A’An(R) : An(R) — Sn(R)
¢ injetiva.

Demonstragdo. Temos que X = X; + 11Xy € ker(V_ae4) N A,(C) se, e somente
se, X1,Xo € Ay(R) e X1, Xy € ker(Y_aea|m, ), ou seja, se e somente se X;, X, €
ker(W_at a|a, @) N AL (R). Assim, o resultado decorre da Proposicao m ]
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2.2.2 Existéncia de solugbes com X € A,(R) e C € S, (R)

Vimos, na subsecao anterior, que uma condi¢ao necessaria e suficiente sobre a matriz
A € M,(R) para que a equagao
XA-A'X=C (2.2.5)

admita no mdzimo uma solugao X € A, (R) para cada C € S,(R) é que A seja uma matriz
nao depreciativa. Nesta subsec¢do, supondo A € M, (R) nao depreciativa, encontraremos
condigbes necessarias e suficientes sobre a matriz C' € S,(R) para que a equagao
admita alguma solugdo X € A,(R), a qual é, portanto, necessariamente unica.

Em outras palavras, vamos encontrar condi¢oes necessarias e suficientes para que
uma matriz C' € S,(R) pertenga a imagem da aplicagdo (2.2.1)), com A € M,(R) nao
depreciativa.

Na proposigao seguinte, denotamos por (, ): C" — C o produto interno hermi-

tiano canonico em C”, definido por
(z,w) = 21wy + ... + 2, Wy,

para quaisquer z = (21,...,2,) e w = (wy,...,w,) € C".

Corolario 2.2.6. Dada A € M,(R) ndo depreciativa, sejam a;1, Gz, ..., Qin; € Wj1,Wj2,-...,
Wjm, 05 autovetores generalizados de A associados aos blocos de Jordan Jy,, (i) € Jm; (Cj+
if;), respectivamente, com i = 1,..,p e j = 1,...,q. Entio C € M,(R) pertence a

U_ 4t 4(M,(R)) se, e somente se,

S Mai g, Ctipr) =0, i=1,...,pek=12..n; (2.2.6)

b wjg, Copin) =0, j=1,.,qel=1,2,...m; (2.2.7)

Além disso, se C' € S,(R), entdo as equagoes (2.2.6) e (2.2.7) sao também as condigies

necessdrias e suficientes para que C' pertenca a V_ 4t 4(A,(R)).

Demonstragdo. Como A e C' sdo matrizes reais, temos que C' € W_4 4(M,(R)) se, e
somente se, C € V_4¢ 4(M,(C)) = (ker(¥_, a))*. Pela Proposicio [2.1.2) o conjunto

com n elementos
A= {}/ika}/}h}_/jh k= 1727 —y T € L= 1’27 ""mj}7
em que

¢ ¢ t
Yir = aixa;; + aip_10;y + ... +anay, t=1,...,pe k=12 ..n,,

— t t t
}/jl = wﬂwﬂ + wj,l_leQ + ...+ wj1w

I =1 nqel=12..m;
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constitue uma base para ker(W_, 4¢). Portanto, C' € W_4: 4(M,(R)) se, e somente se,

para quaisquer i = 1,....p, k =1,2,...,n;, 5 =1,...,qgel=1,2,...,m;, tivermos

(Y;ka C) =0= (Y}la 0)7

uma vez que (Y, C) = (Y, C). Parai=1,....,pe k=1,2,...,n;, temos

(Yi,C) = tr¥;C
= tr(anal, + apal,_, + ...+ agaly)C
= ayCan +aj; 1 Cap + ... + af; Cay.

(ai, Can) + (a; -1, Caz) + - - + (an, Cay).

Por outro lado, para j =1,...,ge [ =1,2,...,m; , temos

(Y;‘l, C) = tT’YﬁC
= tT’(ZIle’w;l -+ Uf]jnglil + ...+ wﬂw}-‘l)C
= w;flejl + wjlflCu?jg + ...+ wleu?ﬂ
= <wjl7 C’(IJ]'1> + <wjl—17 C’(IJ]'2> + -+ <IUj1, C’(Djl>,
0 que mostra a primeira afirmacao. Para a tltima, observe inicialmente que W_ 4¢ 4(A,(R)) C

Sn(R) e U_ 4t 4(Sp(R)) C A, (R). Portanto, se C' € S,,(R) pertence a W_ 4 4(M,(R)), isto
é, C' = WU_yt 4(T) para alguma T € (M, (R)), entao

C=V_4 4(Ts) +V_40 4(Ts),

logo W_y4t 4(Ts) = 0, pois C' e W_y i 4(T,) pertencem a S, (R), enquanto W_a: 4(T}) €
An(R) Portanto C' = \IJ,At,A(Ta) € \I/,At7A(An(R)). [ ]

Corolario 2.2.7. Sejam A € M,(R) uma matriz simétrica com n autovalores (reais)
distintos, e {ay,...,a,} C My, 1(R) uma base ortonormal de M, 1(R) formada por auto-
vetores de A. Denote P = (ay,...,a,) € M,(R). Entdo

U_ e 4(My(R)) = PDoP' = {P'BP : B € Dy},

em que Dy € o subespago de M,(R) formado pelas matrizes cujos elementos da diagonal
sao todos nulos. Em particular, V_ e o(A,(R)) = PD§P", em que Dj = Do NS, (R).

Demonstracdao. Como A é simétrica, a base A na demonstracao da proposicao anterior
reduz-se a A = {ay,...,a,}, logo as condigoes (2.2.6) e (2.2.7) para que C' € M,(R)
pertenca a W_ 4t 4(M,(R)) tornam-se

(a;,Ca;) =0, i=1,...,n,
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ou seja, (P'CP); = 0 para todo i = 1,...,n. Assim, C' € W_ 4 4(M,(R)) se, e somente
se, PtCP € Dy, ou seja, C € PDyP!. Quanto a tltima afirmacao, temos que C €
U_ 4 4(AL(R)) se, e somente se, C' € S, (R) N W_4t 4(M,(R)), ou seja, C € S,(R) e
P'CP € Dy, o que por sua vez é equivalente a P'*CP € D§, ou ainda, a C' € PDiP'. m

2.2.3 Solucgoes explicitas

Nesta subsecao, exibimos solugoes explicitas da equacao
XA-A'X=C (2.2.8)

como casos particulares das solugoes da equagao (2.1.6]) descritas na Proposicao m
Seja J4 = ST1AS a forma de Jordan de A. Entao, a equacao ([2.2.8)) é equivalente
ZJy—J\Z =C, (2.2.9)

com Z = (S7NEXS e C = (S1)!CS~'. Particionando Z e C pelos blocos de Jordan de

A como em (2.1.8), segue que (2.2.9)) é equivalente ao conjunto de p? equagoes matriciais
lineares

‘If’,‘]ﬁi(ai)"]nj(aj) = ZijJnj (Oéj) - J;; (OCZ)Z” = éija Z,j S {1, 2, ,p} (2210)

Proposicao 2.2.8. Suponha que a equacio (2.2.1(}) possua solucio.

(1) Se a; — oy # 0, entao

n=0 o+71T=n

Zij = ni%_z(ai — o))" ()" N (—1)7 ( Z ) J!(0)7Cj 0, (0)7. (2.2.11)

(1) Se a; —o; =0, os elementos (zi) de Z;; e (cu,) de C“Z-]- estao relacionados por
Ch = Zkj—1 — Zk—1,, (2.2.12)

para k=1,2,..,n;, 1=1,2,...,n; e 2,0 = 29, = 0.

Corolario 2.2.9. Sejam A € M,,(C) ndo depreciativa, J4 = S~YAS sua forma de Jordan
e C = S'C'S uma matriz para a qual a equagdo admite solugoes. Entdo, uma
solucao particular de ¢ X = S'Z8S, sendo Z;; dadas pela equagao e 0s
elementos (zy) de Z;; e (cy) de Cy; relacionados por , com k,l =1,...,n;. Além
disso, se C' € S, (R) e A € M, (R), entio X, € M, (R), e esta é a unica solugio de
pertencente a A, (R).

Demonstragdo. A primeira afirmacao é consequéncia direta da Proposicao [2.2.8] Para
a segunda afirmacao, como U_ 4t 4(X) = C e C € S,(R), temos também que W4 4(X,) =
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C'. Por outro lado, sendo A e C reais, temos que
C= \ijAf,A(Xa) = \I/,At7A(R€(Xa)) + i\I/,At7A(]m(Xa)),

logo W_4t 4(Im(X,)) = 0. Sendo A nado depreciativa, isto implica que Im(X,) = 0, ou
seja, X, é real e é, portanto, a tnica solucao de (2.2.8) pertencente a A, (R). m

Corolario 2.2.10. Sejam A € S,,(R) uma matriz simétrica com n autovalores distintos
eay,...,a, € M, 1(R) uma base ortonormal de M, 1(R) formada por autovetores de A.
Denote S = (ay,...,a,) € M,(R), e seja C € SDyS* = {SBS* : B € Dy}, em que Dy
¢ o subespaco de M,(R) formado pelas matrizes cujos elementos da diagonal sao todos
nulos. Entao, uma solugao particular de ¢ X =5'ZS, em que Z = [z], com

1 ~ . .

Pap ai—ay i para i 7 j,
iJ . .
0, para i =j

e C = [¢] = S'CS. Além disso, se C € S,(R) entdo X € A,(R), e esta ¢ a tinica solugio

de pertencente a A, (R).

2.3 Um sistema de equacoes matriciais

O objetivo desta se¢ao é provar o seguinte resultado, que sera necessario na demonstracao

do principal teorema do quarto capitulo.

Proposicao 2.3.1. Seja A € M,,(R) nao depreciativa. Para cada i = 1,...,p (resp.,
Jj=1,...,q), sejam a;, @, ..., Qin, (T€SP., Wj1, Wi, ..., Wjm; ) 05 autovetores generalizados de
A associados ao bloco de Jordan J,, (c;) (resp., Jm,(a;)) de A correspondente ao autovalor
real (resp., complexo) o (resp., o). Dados c,¢ € R, ¥ € My n(R), v € M,xn(R) e

B € Myyxm(R), as sequintes afirmagoes sao vdlidas sobre o sistema de equagoes matriciais

X + Xt = vt + BB + &ty

(2.3.1)
XA+ A'XE =516 — (¢ — &)Yhap.
(i) O sistema possui uma solugao X € M,,(R) se, e somente se,
Zfi:_ol(l — i) (B joy—r, B 1) — %wai,krrq, Ba; 1) — %<6ai,ki7mﬁair>
_ai<Vai,ki—r7 l/ai,r+1> - %<Vai,ki—r—17 Vai,r—i—l) - %(Vai,ki—ra Vair> (2.3‘2)

—((c = &) + a0 YV p,—r i 11 — PG o1V 11

~Lapagp, tbag = 0
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k:i—1 _ _ _
Zﬂ:o (1 - O‘j)<ﬁwj,kj—ra 5Wj,r+1> - %<Bwj,kjfr717 Bwj,r+1> - (500]',1@]-47 5%’0

1

2
— (VW) ke, VWjry1) — %<ij,kjfrfl7 VWjrq1) — %(ij,kjfr, Vijr)
—((€ = &) + 0y )pwj ;@)1 — 5@k r1YDj 11

_%6¢wj,kj—r¢@j,r = 0,
(2.3.3)
para quaisquer 1 <i<p, 1 <j<gq, 1<k <n; el <k; <n;.

(ii) Se as condigoes acima sdo satisfeitas, a solugio X € tnica; explicitamente,
X =X,+ X,

com 2X, = v'v + B8+ cp'y e X, a tnica solugio em A,,(R), dada pelo Coroldrio

da equagdo matricial
XA— A'X =D,

em que Dy é a parte simétrica da matriz D = (I—A")3'—Avtv—((c—&)I+cAb) .

Demonstraggo. Scjam X, = $(X + X') ¢ X, = $(X — X") as partes simétrica e
antisimétrica de X, respectivamente. Entdao X é uma solugao do sistema ([2.3.1]) se, e s6
se,

2Xs = vy + 5t6 + &Dtiﬂ e XoA— AtXa = D,

ou seja, D, pertence a imagem de

\I/_At7A : Am(R) — Sm(R),
X, — X,A—-A'X,.

Pelo Corolario [2.2.6] como A é nao-depreciativa, isso ocorre se, e s6 se, D, satisfaz as

equagoes ([2.2.6) e (2.2.7), as quais sdo equivalentes as equacoes ([2.3.2)) e (2.3.3). Além

disso, X, estd unicamente determinada pelo Corolario [2.2.9]

Corolario 2.3.2. Sejam A € S,(R) uma matriz simétrica com n autovalores distintos
A1y, Qp €an,. .., a, € M, 1(R) uma base ortonormal de M, 1(R) formada por autoveto-
res de A. Entao o sistema de equagoes matriciais possui uma solugio X € M,,(R)
se, e somente se,

(1 = aa)l|Bail |* — ail|vai|[* = (¢ = &) + ic)¢p*(a;) =0, 1 < i <m.

Se tais equagoes sao satisfeitas, a solu¢io X de ¢ necessariamente unica, e dada
explicitamente por
X =X, + X,



As equacoes matriciais 55

com 2X, = v'v+ B8+t e X, a dnica solugio em A,,(R), dada pelo Coroldrio|2.2.10
da equacao matricial
XA—-A'X =D,

em que Dy € a parte simétrica da matriz D = (I — AY)B'B — Avlv — ((¢ — &)1 + cAY)Ylep.

2.3.1 Existéncia de solugoes inversiveis

Para as aplicagoes a transformacao vetorial de Ribaucour de subvariedades com curvatura
seccional constante ¢ de Q"P(¢), precisamos estudar a existéncia de solugoes inversiveis
do sistema de equacdes matriciais [2.3.1] Inicialmente mostramos o seguinte resultado

preliminar.

Lema 2.3.3. Nas condigoes da Proposigio seja (Y, v, B) uma tripla satisfazendo
12.3.2) e (2.5.5). Suponha que uma das condigoes abaizo ocorra:

(a) ¢ > 0;
(b) ¢<0ece(—0,¢)U(0,00).

Entao ker X = ker X' C S, em que

g_ kervNker 3, se ¢ =c=0;
| keryNkervNker B, se (c,¢) # (0,0),

Além disso, A(ker X)) C ker X. Em particular, X € inversivel se
E,, NS ={0} =E, NS*

para quaisquer 1 <i<pel <j<gq, em que S° denota o complexificado de S.

Demonstracao. Subtraindo a segunda equagao de da primeira obtemos
X(I—A)+ I —-ANX"=vv+ el
Segue que, para qualquer u € kerX?,
0= [[Bul|* + [[vul]® + & (u) = [|Bul]* = (c = )¢ (u) = |[vul[* + et (u).
Como é¢>0ouc<0ece(¢0)U(0,00), obtemos que
kerX' C S.

Decorre entao de (2.3.1)) que ker X = ker X*. Usando isto, segue de (2.3.1)) que A(ker X) C
ker X. A tultima afirmagdo segue, uma vez que ker X C S.
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Definigao 2.3.4. Uma tripla de matrizes (¢, v, ) é dita A-admissivel se satisfaz ([2.3.2))

e (2.3.3) e a (unica) solugao X de (2.3.1) é inversivel. Se V, W;, W, sdo espagos vetoriais e
AV >V VR uv: VoW ep:V— W, sao transformagdes lineares, dizemos
que (¢, v, §) é A-admissivel se a (tinica) solugdo X : V' — V de (2.3.1)) é inversivel.

O seguinte resultado estabelece condigoes sob as quais uma tripla A-admissivel

existe.

Teorema 2.3.5. Seja A € M,,(R) ndo depreciativa. Entao existe uma tripla (¢, v, 3)

A-admissivel se uma das condigoes abaixo € satisfeita:
(i) ¢<0ecelc0], ouc=¢=0;

(i) ¢> 0, 0uc=0ec#0, ouce (—00,¢)U(0,00) e A nao possui autovalores reais

com multiplicidade algébrica impar.

Além disso, se ¢ > 0, ouc =0ec#0, oué¢ <0 ecé€ (—00,¢) U(0,00), e A possui
autovalores reais com multiplicidade algébrica impar, uma tal tripla existe se, e sé se,
todos esses autovalores pertencem a

[¢,0]U[0,1] se ¢ >¢>0,

{£}U[0,1] se 0 <ec<,

[0,1]U[1,4] se c< 0 ec>0,

Z(c,é) =4 (=00, JU[0,1JU[1,00) se ¢ < ¢ <O, (2.3.4)
(—00,1]U[l,00) se ¢< 0 ec>0,

(—o0,1] se ¢>0ec=0,

[0,00) se c<0ec=0,

comﬁzl—%.

Demonstragdo. Como na Proposicao [2.3.1] para cada i = 1,...,p (resp., j = 1,...,q)
sejam a1, @iz, ..., Qin,; (TESP., Wj1, Wj2, ..., Wjm,) 0s autovetores generalizados de A associados
ao bloco de Jordan J,,(c;) (resp., Ji,, (c;)) de A correspondente ao autovalor real (resp.,
complexo) «; (resp., a;).

Denotamos

U(air;) = Yik: ¢(ijkj) = yﬁcja ¢(ijkj) = y]I'k]-v v(a,) = Y;kﬂ V(ijk )= Y;’Iljﬁ
V(ijkj> = }/jlkjﬂ ﬁ(alkz) = éikw B(ijkj) ]k € 5( Wik ) = é-‘jlk]

Observe que a tripla (¢, 5,v) satisfaz (2.3.2]) e (2.3.3)) se, e s6 se, para cada

autovalor real o; de A, os dados yik,, Yik,, Eik,, com 1 <o <p, 1 < k; <n; el =y=
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Yo = &0, satisfazem as equagoes

Y (1 = @) (i i) — 3Gkt &irr1) — 3 &mr &ir)
—i(Yig—r Yirs1) — 3 Yiker—1, Yirt1) — 3 (Yiw—r, Yir) (2.35)
—((c = &) + 40 iy —rYir+1 — %@i,ki—r—wz‘,rﬂ -
— 5 ki—rYir =0
e, para cada autovalor complexo «; de A, os dados yﬁj,yfkj, Yj’,fj, inj, ﬁw ]ij, com 1 <
7<q, 1<k <nje0=yjo=yl =yl ="Yo=Yl =Y} =&o =& = &, satisfazem

as equagoes

Z]:jzgl {< fkj—m ffr+1> - < ][,kj_m §£r+1> —(c—2¢) (yfkj—ryfr—l-l - y]{kj-?"yj[',r—‘rl)
_R%‘ (< ﬁkj_r’ f?”+1> o < ikj—T’SJI,T+1> + <}/;ﬁ9j_7"’ }?§’+1> o <}/;{kj_7” YJ{T+1>
+éyﬁk’j—ry§7‘+l - éy]{kj—ryjl',r-i-l)
_% [< ]}',%kjfrfh fr+1> + < j}‘?kjfw fr> - < ]I,kjfrflvgj",r+l> - < j,kjfr7 ]I,r>
+ (1 Vi) + (V= Vi) = (Vv Vi) = (Vo Vi)
+E(yﬁkj—r—1yfr+l + ?/fkj—ryfr - yf,kj—'r‘—ly;ff‘-i-l - y]l,kj—ryjl7r>}
+la, (< J}?krr’ J{T‘“> + < J{kr“ 5fr+1> + <Yﬁ€j*’“’ Y;{T+1> + <Y;{’fj*r’ Yﬁ““>
ey, + UL vR) )
=0,

ZI:J%BI {< fkj—ra ]I',r+1> + <5f,kj—ra ﬁr+1> + (c—¢) (yjl',%kj—ryj{r-i-l + yjl',kj—ry]}'?r-i-l)
Ty (&5 €0ir) = (s Ehrnn) + (Y Y1) = (Vo Vi)
ey, = vl L)
_Raj (< ﬁkj_r’ JI}T+1> + <€]{kj_7"’ gﬁr+1> + <}/;§fj_7” YJ{T’+1> + <Yj{k’j—T’ Yj{}"-i-l>
eyl oyl Ul uE)
_% [< J{%kjﬂ"*l’ J{T+1> + < J}?kj*“ ]I,T> +< ‘7_'[,k?j*7'717§f7‘+1> + < _]{kj*’l” ]],%r>
(Ve Vo) + (Y V) + (Ml Vi) + (Vo V)
S (17 SNV NP 7 S 1 S 7 PO V7, L 7 PO 7,9 |

— 0.
(2.3.6)

Em particular, para k; = 1 a equagao ((2.3.5)) é

(1= aq)ll€all” — aal [Ya|[* = ((c — &) + cuc) iy = 0. (2.3.7)

Inicialmente consideramos os casos em que ¢ e ¢ satisfazem uma das condic¢oes

do Lema [2.3.3] Dividiremos a demonstracao em uma série de afirmacoes:
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Afirmagao 1: Dado i € {1,...,p}, fazendo 0 = y;0 = Yigp = &0 = 0, é possivel escolher
Yik:» Yk Singy Para 1 <4 < p, 1 < k; < n,, de modo que as equagdes (2.3.5)) sejam
satisfeitas e tais que (y;1, Yi1,&1) # (0,0,0), ou seja, E,, NS = {0}, se, e 86 se, uma das

seguintes possibilidades ocorre:
(a) c=0=¢
(b) (¢,¢) # (0,0) e ay € Z(c, ).

Existe uma tripla (y;1, Yi1,&1) # (0,0,0) satisfazendo a menos que os
coeficientes (1 — «;), —a; e —((¢ — €) + a;¢) sejam todos positivos ou todos negativos.
Diremos que os coeficientes satisfazem a condicao CS (condicao de sinal) caso nenhuma
dessas duas possibilidades ocorra. Observe que um ou mais dos coeficientes sdo nulos se
a; =1ou/e aq; = —£+1,0ouq; =0,0uc=c=0, e que em todos esses casos CS ocorre.

Para a; € (0,1), os coeficientes (1 — a;) e —a; tém sinais diferentes, e assim CS
vale nesses casos. Resta analisar o sinal quando o; € (—00,0) U (1,00), a; # —¢ + 1, para
oscasosem que ¢ >0, ¢=0ec#0,ec<0ecé€ (—o0,¢) U(0,00).

Para isso, definimos
R ~ c
K:—[(c—=¢) 4+ o] el:=—+1.
¢

Temos
>0, k>0(<0) e a <l (>1),

c<0, k<0 (>0 a <l (>1).

Vamos primeiro supor que «; € (—00,0), caso em que (1 — ;) e —q; sdo positivos.

Considere as possibilidades:
i) ¢>¢>0: Temos ¢ € (—o0,0], e a condi¢ao CS ocorre se e sé se, o; € (£,0).
ii) 0 < ¢ < é Temos ¢ > 0, e a condigdo CS nao ocorre.
iii) c<0ec¢>0:Temos ¢ > 1, e a condigao CS nao ocorre.
iv) ¢ < ¢ < 0: Temos ¢ € (—o0,0] e CS ocorre se e s6 se a; € (—00,F).
v) ¢ <0ec>0: Temos ¢ > 1, e ocorre CS.
vi) ¢>0e ¢=0: Temos kK = —c < 0, e a condi¢ao CS ocorre.
(vii) ¢ <0e ¢ =0: Temos Kk = —c > 0, e a condi¢do CS nao ocorre.
Agora, se a; € (1,00), entao (1 — a;) e —a; sdo negativos. Considere os casos:
i) ¢ > ¢ > 0: Temos ¢ € (—00,0], e a condigao CS nao ocorre.

ii) 0 <c<é& Temos ¢ € (0,1], e a condi¢ao CS nao ocorre.
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iii) c<0ec¢>0: Temos ¢ > 1, e a condigao CS ocorre se e s6 se, a; € (1,4).
iv) ¢ < ¢ < 0: Temos ¢ € (—0o0,0] e CS ocorre.
v) ¢<0ec>0: Temos £ > 1, e ocorre CS se e s6 se a; € (£, 00).
vi) ¢>0e é=0: Temos Kk = —c < 0, e a condigao CS nao ocorre.
(vii) ¢ <0e ¢ =0: Temos kK = —c > 0, e a condi¢ao CS ocorre.

Assim, para ¢ = ¢ = 0 a condi¢ao CS sempre ocorre, e para os casos ¢ >0, ¢=0e c # 0,
ec<0ecée(—o0,¢)U(0,00), ela ocorre se, e s6 se, q; satisfaz a equacdo (2.3.4)).
Tomando qualquer solugao nao trivial de (2.3.7]) e substituindo na equagao ({2.3.5))
com k; = 2, temos a equagao de um hiperplano. Tome uma solugdo nao trivial dessa
equacao e substitua na equacao para k; = 3, obtendo novamente a equagao de
um hiperplano, cuja solu¢ao é novamente tomada nao trivial. Seguindo esse raciocinio,

obtemos uma solucao para todas as equagoes.

Afirmagao 2: Se i € {1,...,p} é tal que o; tem multiplicidade algébrica par e a; &
Z(c,¢), fazendo y;0 = Yio = &o = 0 é possivel escolher yi., Yik,, &ik,, com 1 < k; < ny,
de modo que as equagoes sejam satisfeitas e de modo que a;; € ker X, ou seja,
E,, Nker X = {0}.

De «; # Z(c,¢), segue que s6 admite a solucao trivial. Para k; = 2,
podemos tomar &;5, Y e y;5 quaisquer de modo que seja satisfeita. Para k; = 3,
devemos ter &; = Yj; = v;; = 0, com j = 1,2 e &3, Yi3 e y;3 quaisquer como solucao de
. E facil verificar que & =Y, = yy = 0 para | < k; = n;/2 sdo as tnicas solugoes
do sistema dado pelas equagoes , podendo ser &;, Y e y; quaisquer para [ > k;.
Portanto, considerando as solugbes f(a;) = v(ay) = ¥(ay) = 0 para l < k; = n;/2 e
Blay), v(ay) e (ay) ndo todos nulos para [ > k;, temos de (2.3.1) que

<XCL,L'1,CLZ'1> =0 (238)

e, novamente pela equacao ([2.3.1)),

0= <(XA + AtXt — ﬁtﬁ + (C — 6)1/1tw)ai1, Cle> = <Xai1, Cle> + <Xtai1, Oéj&jl + CLj7l,1>

= (a; — o) (Xaj,a;) — (Xan,a;-1) i # J, ajo =0,
(2.3.9)

(S

0=((XA+AX"— B8+ (c— e)P')ai, w) = i (Xai,wj) + (Xan, ojwj + wj—1)

= (a; — a;) (Xan, wj) — (Xan,wj—1) i # 7, ajo=0ew;o=0.
(2.3.10)
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Temos ainda que

0 = <(XA + A'X" — 5% + (C - 5)¢t¢)ai1, &iz> =y <Xai1, &iz> + <Xtai1, Q) + ai,lq)

= - <Xai17 ai,lfl> .
(2.3.11)

Assim, como A é nao depreciativa, segue que

(Xail,am = <Xai17ijl> = <Xai17]wjl> = 0, 1 S l S n;.

Além disso,

0 = ((XoA—A'X, — Dy)ai, ay) = o (Xaai, aiy) + (Xa@ig—1, @) — ;i (Xaai, ay)
—(Xaai, ait—1) — (Dsaiy, a), 1 <1t <ny,

em que D = (I — AYS'8 — Avtv — ((c — &)1 + cAY) 'y, logo
(Xaii—1, ait) — (Xa@i, air—1) = (Dsag, air) , 1 <1,t <n,. (2.3.12)
Dessa equagao de recorréncia e de Dg(a;) = 0 para [ < n;/2, obtemos que

(Xap, tin;) = (Xati2, QGin;—1) + (Dsiz, @i p,)
= <Xaai27 ai,ni71> = .= <Xaai,ni/27 ai,ni/2+1>

<Dsai,ni/2+17 ai,ni/2+1>
= 5 ,

pois
<Ds&i,ni/2+1> ai,m/2+1> = <Xaai,ni/27 ai,ni/2+1>_<Xaai,ni/2+17 ai,ni/2> =2 <Xaai,ni/27 ai,ni/2+1> )

ou seja,
<Dsai,ni/2+1a a'i,ni/2+l>
5 .

Como B(ai), v(ay) e ¥(a;) ndo sado todas nulas para [ > n;/2, temos

<Xai1, ami> = <Xaa'i,ni/2a ai,m/2+1> =

<Dsai,ni/2+17 ai,ni/2+1> = (1 —ay)||B(ain;jos1|* = ((c = &) — ) (@, j241)
—Oéz‘||V0lz',m/2+1||2
= (1= ai)ll&nijonll? = ((c = &) — @id)y7 . jor1 — il Yim 211 l?

£ 0.

Assim, a;; ¢ ker(X).



As equacoes matriciais 61

Afirmacao 3: Se j € {1,...,q}, fazendo yjo =yl = yly = Yo =Y;§ =Y/, = &o =& =

J
I _( & . R I R vyI ¢R ¢l
jo = 0, € possivel escolher Yik;» Yjk,» Y}kj, Y}kj, ik, ik, » com 1 < k; <nj, de modo que as

equagoes (2.3.6) sejam satisfeitas e tais que w;; ¢ S, ou seja, E,, NS¢ = {0}.
Duas hiperesferas se interceptam se a distancia d entre os dois centros e os res-

pectivos raios ry e 7y satisfazem a relagao

|T1—T2| <d<7"1+’l"2.

5 _ R ¢I R I I .z
Dessa forma, para a equagdo com k; = 1, tome os vetores &;j, &1, Y1, Yj1, Y1 nao nulos

de forma que se interceptem as hiperesferas do R™ dadas por

Rog IIVI[2 = 2L, (Y7, V) = (1= Ra,) (118112 = 11€4117)
—((c= &)+ Ra,2) (yB* = y1y”)
R VA + 210, (67, €6 ) + 2810, ufiu1,
Lo [[YEIP + 2Ra, (YR YA) = 201 = Ra,) (68,61 ) + 2 ((c — &) — &R, ) iy
—Ia, (14112 = [1€4112) + Lo [[YAI2 = &L, (()? = (w})?)

Para a solugao, basta tomar Y;If nao nulo nessa intersecao.

Para a equacao com k; = 2, como le, JI‘1> ijl, y]ll, lel, Y;If estao fixados, temos

as seguintes equacoes de hiperplanos em R2®+7+1)
(€8 Loyl + (1= Ra)JER) + (€l Lo, € — (1 — R )EL)
j21 Fa Syl o )551 j27 Fo Syl o )551
—I—ij2 (— ((c —¢) — RaJE) ijl + Iajéyjl»l) + y]I-2 (— ((c — ) — Rajé) yjll + Iajéijl>
R I R I R I
+ (Y5 1o, Y = R YT) + (Vb 1o, YT + R, Vi)
=3 (IERIZ + 1Y = R = IIYAIP + e(yf1)? = éyfh)?) = 0
< jR27 (1 - Raj> jl'l - [Oéj jR1> + < 3127 (1 - Raj> ]Rl + ICY]' jIl>
—|—yjP§ (((C —¢) — 5Raj) yjl»l — éla].yﬁ> + y]I-Q (((c — ) — 6Raj> yﬁ + éIa].yJI.I)
+ (Y =R, Y} = I, V) + (Y, —Ra, Y+ L, Y}

J=J

- < Gl ]Il> - <Y}11%7 Y;I1> —C (ijlyjl'l + yflijl) = 0.
As i-ésimas coordenadas de (£f5)" e (£],)" no primeiro hiperplano sdo, respectivamente,

Lo, (&2)" + (1 = Ra,)(§1)" € 1o, (1) — (1 = R, )(&11)",

e no segundo hiperplano sao, respectivamente,

(1= Ra,)(&1)" — Lo, (§1)" € (1= Ra,) ) (1) + Lo, (&2)"
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Agora, como

(Lo, (€4) + (1 = Rep)(€5))" = — (1 = Ray (L) — Loy (€5)7)

se, e sO se,
(1= Ray* + 12)) (61 + (€)%) =0,

e essa nao ocorre, temos que os dois hiperplanos se interceptam. Assim, basta tomar um
ponto nao nulo nessa interse¢ao. Por inducao, suponha escolhidos todos os elementos com

indices 1, ..., kj_1. Observe que as equagcoes em ({2.3.6)) s@o equivalentes as equagoes

(€8 To,&h + (1= Ra))ER) + (€l 1o, €8 — (1 = Ra,)EL,)
+yft (= (= 8) = Ray@) ylt + Loyeyly) + uly, (= ((c = &) = Ra,€) ylhy + Lo, eyf)
+ (Vi 1o Y = R, YE) + (Vi Lo Y + Ra V)
+A( ﬁ’yjll%’ J[17Yj117y;1’yﬁ’ s .ﬁfjfl’)/j};jfﬂ }kjfl’}/jllfjfl’yjj'kjfl’yﬁﬂjfl) =0
(€8 (1= Ra))&l — Loy€8) + (&l (1 = Ra,)ER + 1a,61,)
+yft (= &) = &R, )yl — elaylt) +yly, (((c = &) = &R, ) Y + ela,yly)
(Y = Ra Vi = 1o, YT) + (Vi —Ra, YT + 1o,

J

+B( le’Y;‘}f’ Jll’}/}ll’yjl'l’yﬁ""’ ﬁﬁjﬂ’y;'}’zjﬂ’ ]ijfl’}/jijfl’yjlkjfl’y.ﬁjfl) =0,
em que
A ( ﬁ’ Y;‘Il%’gjll’ Y;Il’ yjl'l’ijl’ Y ﬁ@jﬂ’ Y;‘I’jjﬂ’ gjlkjfl’ S/}ijfl’yjkjfl’yﬁjfl>
€
B( le’Yj}f’gjl'l’YjIUyJI'l’yﬁ’ T ﬁfj—l’Yj]lzj—l’gjlkj—ﬂle’fj—ﬂyjzkj—ﬂyﬁﬁj—l) J

sao fungdes reais envolvendo os dados anteriores. De maneira andloga, temos que tais

hiperplanos se interceptam, e assim segue a afirmacao.

Afirmagao 4: Sei € {1,...,p} é tal que a; tem multiplicidade impar e «; € Z(c,¢),

entao a;; € ker X.

Segue de «; & Z(c,¢) que s6 admite a solucao trivial. Para k; = 2,
podemos tomar &9, Yjs e y;5 quaisquer de modo que seja satisfeita. Para k; = 3
devemos ter &; = Y;; = v;; = 0, com j = 1,2 e &3, Yi3 e y;3 quaisquer como solucao de
(2.3.5). E facil verificar que & = Yy =y = 0 para | < k; = (n; + 1)/2 sdo as tnicas
solugoes do sistema dado pelas equagoes , podendo ser &;, Y e y; quaisquer para
[ > k;, os quais tomamos nao nulos. Para essa solugao, temos como na Afirmacao 2 as
equagoes (2.3.8)), (2.3.9), (2.3.10), (2.3.11)) e (2.3.12). Segue dessas equagoes e do fato de
A ser nao depreciativa que (Xa;,a;) =0, 1 <1 <mn; —1e (Xay,a;) = <Xai1, Rwﬂ> =
<X%JW>:Q1§l§m.
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Da equagao ([2.3.12)) e do fato de que Dy(a;) = 0 para I < (n; + 1)/2, segue que

(Xai1, Qin,) = (Xaio, @i ;1) + (Dstia, in,)
= (Xoti2, Gipy—1) = ... = <Xaai,(ni+1)/27 ai,(ni+1)/2>
= 0.

Portanto a;; € ker(X).

Tendo em vista o Lema[2.3.3] as afirmages do teorema para os valores de ¢ e ¢ nas
hipoteses de tal lema decorrem das Afirmagoes 1-4 acima. Para finalizar a demonstragao
do teorema, basta verificar a existéncia de uma tripla A-admissivel (¢, v, 8) no caso em
que ¢ < 0 e ¢ € [¢,0]. Para isso, vamos supor, sem perda de generalidade, que p < n.

Tome uma matriz 5 € My, (R) com a propriedade de que nenhum dos vetores Re(wji)

e Im(wj;1) pertenca ao nicleo de 3 e tal que a; € kerf somente se a; = —% 4 1. Seja
v € Myuxm(R) a matriz

| APB

10

em que P é uma matriz ortogonal de ordem p, A € R/{0} e 0 € M(,—p)xm(R). Nessas

condicoes, kerv = kerp e viv = A\2B!3. A partir dessas matrizes e da base de Jordan de

A, vamos mostrar ser possivel obter ¢ de modo que as equagoes (2.3.2) e (2.3.3)) sejam

satisfeitas. Nesse caso, essas equagoes sao equivalentes a

SR = (L4 A)) (Eigyrs Eirn) — %(1 + NN &iki—r—1,Eirt1) — %(1 + A2 (i i—rs Cir)
—((C - 5) + Oéié)yz',kfryz‘,rﬂ - %@i,krrqyi,rﬂ

_%éyi,ki—ryir = 07
(2.3.13)

com 0 = y;0 = &0, € para a; complexo, as equagoes
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St {0+ 22) (6, ) — (L3 (4 €L )
(= WY, Yfoir — yj,kj_ryj,m)
~Ra, (14X (fi o &fin) = (L) (€4 Eh )
+éyJRk'fry]Rr+l — ¢y, krryjer) - [(1 +A%) < Sk —r— 17§]Rr+1>
+(1+22) (€], R ) — <1+A2>< yr 1&)=L+ 2 (€ €L
+5(?Jfk-—r_1yj r+1 T yj,kj—rijr - yfk-—r—lyj r4l yf,kj—ryf,rﬂ
+1o, ((1 +2%) < k= ]{7‘+1> (14+2%) < k= fr+1>
eyl YL + YY) |
=0,
Selo {0+ 22) (6 ) + (L0 (4 EFn)
+(c—¢) (yj k; Yfea yj,kjfryj )
— I, (L4 2) (61— &) = (LX) (&)
(YY1 — yj,kjfryj,m)) — R, (14 X) (€8, .60, 01)
+(142?) < T ffr+1> + é(y]Rk-—ryj,r—i-l +yl j—ryj,r—‘rl))
[(1 +2A%) < Jobej—r— 17€£r+1> (1+ >\2)< ke jlr>
<1+)\2)< Jkj—r—1> fr+1> (1 +)‘2)< G = ﬁr>
S (7 Y VTSR o 17 1T V. NRY T R o PN 7 91

=0,
(2.3.14)
Com():ng:yﬁ)zyf():fjo:fﬁ)z fo-
Observe que a equacao (2.3.13]) para k; = 1 é a equagado da quadrica
(1= a1+ X)) || = ((c = &) + cid) yj = 0.
Essa quddrica admite solugao nao trivial se (1 —a;(1+\?)) e —((c—¢) + a;¢) tém

sinais opostos ou ambos sdo nulos ou se a;(14+A?) = 1 ou se (c—¢&)+ ;¢ = 0. Nesse tiltimo
caso é possivel tomar uma solu¢do nao trivial porque /3 foi tomado com 5(a;1) = &1 =0
se (¢ —¢) 4+ ;e =0.

Vamos verificar que para uma escolha adequada de \, sempre é possivel escolher
uma solucao nao nula dessa quadrica. Definindo

. . c
K:[lc—¢) + ol el :=—=41,
¢
esses dois coeficientes tém o sinais opostos se e s6 se

(1 — i)k > arA>. (2.3.15)
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Deé<0ecé<c<0temosquele|0,1]er>0(<0)seesbse o <l (>F). Observe
ainda que k > 0 (< 0), vale (2.3.15)) se e 86 se, ;A2 <1 —q; (> 1— qy).
Vamos analisar os casos

i) a; € (—00,0), temos k > 0 e vale (2.3.15)), pois a;A? < 1 — a;.
ii) a; € (0,¢), temos k > 0, e vale (2.3.15) se e 86 se, \? < ai — 1.
iii) a; € (¢,1), temos k < 0, e vale (2.3.15)) se e s6 se, A\? > a% — 1.
iv) a; € [1,00), temos k < 0 e vale (2.3.15)).

Em todos os casos, para a condi¢ao (2.3.15)) ser satisfeita, basta tomar um valor adequado

para \. Assim, de modo andlogo as Afirmacoes 1 e 3, podemos tomar uma solugdo nao

trivial para o sistema (2.3.13)) e (2.3.14)), ou seja, podemos definir ¢ na base de Jordan de

A a partir dessas equagoes com a;1, R(wj1), [(wj1) ¢ kerNkery, qualquer i e j, e assim,
E, NS ={0} = E,, NS, (2.3.16)

em que S¢ denota o complexificado de S = ker N kery.
Agora, de (2.3.1) temos

X(A-1)+ (A" = DX"' = NB'B + cp'y,
logo, segue novamente de , para qualquer u € ker Xt que
0= (1+M)||Bull* + & (u) = [|Bul]® — (c — )v*(u) = N*[|Bul|* + cv)* (u).
Decorre dessas equagoes o seguinte sistema

{ [1Bul[2 = (¢ — &y2(u) = 0,
(14 A2)||Bul2 + &*(u) = 0.

Fazendo a escolha de X # 7 — 1, esse sistema admite somente a solugdo trivial ||ful| =
Y(u) = 0, e assim, vale
kerX' c S. (2.3.17)

Dessarte, por (2.3.1) kerX = kerX'. Usando isto, decorre de (2.3.1) que A(kerX) C
kerX. A inversibilidade de X segue de (2.3.16) e (2.3.17).

Para o caso particular em que A é simétrica, temos o seguinte corolario.
Corolario 2.3.6. Seja A € M,,,(R) simétrica com m autovalores distintos oy, . . ., Q.

(i) Se ¢ e ¢ satisfazem uma das condigoes do Lema[2.3.5, entio wma tripla (¢, v, 3) é

A-admissivel se, e sd se, E,, NS = {0} para todo 1 <i < m. Além disso, uma tal
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tripla existe sempre se c = 0 = ¢ e, caso contrdrio, isso ocorre se,e s6 se, a; € Z(c, ¢)
para todo 1 < i < m.
(ii) Se ¢ <0 ec € [¢0], uma tripla A-admissivel (v, v, 3) sempre existe.

Demonstragdo. O fato de que a tripla (¢, v, ) é A-admissivel se E,, NS = {0} para
todo 1 <7 < m é consequéncia do Lema [2.3.3] Para mostrar que essa condi¢ao é também
necessaria, observe que, se a; € S, em que a; é um autovetor de A associado a «;, entao

(2.3.1) implica que
<Xai7 ai> - <Xaa’i7 ai) = — <XZ7 Xaai> = - <Xaai7 ai> = - <Xai7 ai> )
logo (Xa;,a;) = 0. Por outro lado,

0 = (XA+AX" =58~ (c—e)Wh)ai, a5) = a; (Xai, a5) + (X'a;, ajay)
= (O[Z' — O[j) <XCL¢,CL]'> V1 7£ j,
portanto Xa; = 0.

A tltima afirmagdo em (i), assim como aquela em (ii), decorre do Teorema [2.3.5]

2.4 A equacao de Lyapunov
Dada A € M,(C), a equacao
AX+XA=C (2.4.1)

é conhecida como a equacao de Lyapunov. O seguinte resultado é um caso particular do
Corolério 2.1.3

Teorema 2.4.1. Dada A € M,(C), a equagao de Lyapunov possui uma unica
solugio X € M, (C) para qualquer C' € M, (C) se, e somente se, o(A) N (—c(A)) = 0.

A seguinte consequéncia do teorema anterior sera necessaria no Teorema [2.4.5]

Corolario 2.4.2. Se A € M,(R) satisfaz c(A) N (—c(A)) = 0, entdo a equagio
possui uma unica solugao X € M,(R) para qualquer C' € M, (R), a qual pertence a A,(R)
(respectivamente, S, (R)) caso C' € A,(R) (respectivamente, C' € S,(R)).

Demonstragdo. Se o(A) N (—o(A)) =0, decorre do Teorema que a aplicagao

\IfAtAI Mn((C) — Mn((C)
X = A'X + XA.
¢ um isomorfismo. Para A € M, (R), a aplicacdo W4t 4 deixa M, (R) invariante, o que

mostra a primeira afirmacao. A segunda decorre do fato de que W4t 4 também deixa
A, (R) e S, (R) invariantes. m



As equacoes matriciais 67

Uma forma explicita para a solu¢ao da equacao (2.4.1)) pode ser obtida a partir
da Proposicao (2.1.5). Uma outra forma explicita para a solugao de (2.4.1)), para a qual

nao é necessario decompo-la em blocos, é consequéncia da Proposigao [2.1.8

Corolario 2.4.3. Se A € M,(R) satisfaz 0(A) N (—o(A)) = 0, entdo a (inica) solugio
da equagao ¢ dada por

X = qu(A)iln(Av C)> (242)

sendo
n
k
q—A(I) = Zak'x y An = 17
k=1
o polinomio caracteristico de —A, e
k—

n(A,C) =3 (-1 (AY ' CA".

k=1 1i=

—_

Além disso, tal solugdo é um polinémio em A e C.

Demonstracdao. A afirmagdo decorre imediatamente da Proposicao substituindo

A e B por A' e —A, respectivamente. n

No Corolario [2.4.3] se acrescentarmos a hipotese de A ser simétrica, obtemos
a solucao dada no Corolario 2.1.6l Temos também uma solucao sem a necessidade de

particionar em blocos.

Proposigao 2.4.4. Se A € M, (R) é simétrica e o(A)No(—A) =0, entdo a unica solugdo
de ¢ dada por
X =) aalC(A"+ ;1)

i=1
em que ai,...,a, € uma base ortonormal de R"™ formada por autovetores de A, com

respectivos autovalores aq, . .., Q.

Demonstragdo. Observe que det(A+a;l) = pa(—a;) # 0, uma vez que o(A)No(—A) =

0. Afirmamos que Y., a;a; = I. De fato, para qualquer x = >, x;a; temos

n n
D Giag Y wia; =3 Y wiaibi =) Tt = T.
i=1 j i

i=1 j
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Portanto,

AX + XA = AL aafC(A"+ ail) ™+ DL, aiaiC(A + oal)~H A1
=AY aaiC(A" + o)™+ Y0 aiafC (A" + o) (A" + o)
- Y aa;aiC(A" + o D)7
= YLiaadCA + o)™ + X ai0iC = Tk aiaaiC(A" + ) ™!
= C.

2.4.1 Propriedades da solucao de uma equacao de Lyapunov

Nesta secao, estudamos certas propriedades da solug¢ao de uma equagao de Lyapunov que
surge ao aplicar a transformacao de Ribaucour vetorial as subvariedades Lagrangianas

com curvatura constante ¢ de espacos complexos com curvatura holomorfa constante 4c.

Proposigao 2.4.5. Seja P € M, (R) tal que o(P) N (—o(P)) = 0. Dados ¢ € R,
Y € Miym(R) e v € M (R), seja X a dnica solugao da equagio de Lyapunov

X'P+ P'X' = —Tp, (2.4.3)

em que T = —P' — (P~ e p= P'QP, com Q = v'v + cp'4p. Entio X satisfaz

X+X'=Q+p (2.4.4)
€

TX — X'Tt = 0. (2.4.5)
Além disso,

XL+ L'Xt = p,

em que L = (P> + 1)1 P2
Demonstrag¢do. Temos que

(Q@+p)P+P(Q+p)+2Tp = (Q@+pP+P(Q+p) —2P'p—2QP
= —QP+ pP+ P'Q— P'p
(=QP + pP) = (=QP + pP)’

¢ uma matriz anti-simétrica, logo (Q + p)/2 é a (unica) solucdo da equagdo de Lyapunov

XP+P'X =—(Tp)s,

ou seja, (Q + p)/2 é a parte simétrica da (tnica) solugao de (2.4.3), o que mostra (2.4.4)).
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Mostremos que X satisfaz (2.4.5)). De fato, usando (2.4.4)) e (2.4.3) obtemos

TX - X'T' = —(PHY ' X +X'P+X'P?
= —P'X - (PHY'X-PX'-Tp+X'P!
= —P'X —(PY'X - P'X'—Tp— (P)'Xt — (P)~'TppP!
= —P(X+X)—(PYYX+X)+Pp+(P)'p+pPt+(P)?pP !

= —PQ+p) —(P)(Q+p)+Pp+ (P p+pP '+ (P)?pP!
= _PtQ _ (Pt)fl —i—PtQ—l— (Pt)—l
= 0.

Observe agora que
T"'=-P—-P'=-PYI+P?.

Como o(P) N (—c(P)) =0, temos que —1 & o(P?), logo T ¢é inversivel e
T'L = —P, (2.4.6)

Portanto,
T(XL+L'X") = TXL+TL'X'=X"T"L+TL'X"
= —X'P-PX'="Tp.

Solugoes inversiveis de

Nas aplicacoes da transformacao vetorial de Ribaucour as subvariedades Lagran-
gianas com curvatura constante ¢ de espagos complexos com curvatura holomorfa cons-
tante 4c, precisamos estudar a existéncia de solugoes inversiveis da equagao de Liapounov
2.4.9l

Definicao 2.4.6. Seja P € M,,(R) tal que o(P)N (—o(P)) =0. Se ¢ =0 (resp., ¢ # 0),
dizemos que v € M, «,n(R) (resp., o par (¢, v), com ¢ € My, (R) e v € M, (R)) é P-
admissivel se a (nica) solugdo X = X (v, 1, ¢) (resp., X = X(v)) de é inversivel.
Se Ve W sao espacos vetoriais, P: V — V, ¢ :V = Rerv:V — W sao transformacoes
lineares e ¢ = 0 (resp., ¢ > 0), dizemos que v (resp., o par (1,v)) é P-admissivel se a
(nica) solugdo X : V — V de é inversivel.

A existéncia de uma matriz v (resp., um par (¢, v)) P-admissivel quando ¢ = 0
(resp., ¢ # 0), é assegurada pelo seguinte resultado.
Proposigao 2.4.7. Seja P € M,,(R) tal que o(P) N (—c(P)) = 0.

i) Sec >0, entdo o par (¢,v) é P-admissivel se, e s6 se, E,NS = {0} (resp., E,NS° #
{0}) para todo autovetor real (resp., complezo) o de P, em que S = kery Nkerv e
S¢ € o complexificado de S.
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it) Se c =0, entdo v é P-admissivel se, e s6 se, E,Nkerv = {0} (resp., E,N(kerv)® #
{0}) para todo autovetor real (resp., complexo) o de P, em que (kerv)® é o comple-
zificado de kerv.

iii) Se ¢ <0, entdo
a) se E, Nkerv = {0} (resp., E, N (kerv)® = {0}) para todo autovetor real (resp.,
complezo) o de P, entio existe € > 0 tal que (¢, v) é P-admissivel se || < e.
b) se Eo Nkery = {0} (resp., E, N (kery)© = {0}) para todo autovetor real (resp.,
complexo) a de P, em que (kery)® é o complezificado de keri, entao eziste € > 0
tal que (¢,v) é P-admissivel se |v| < e.

Demonstragdo. i) Suponha que (v, v) satisfaga E, NS = {0} (respectivamente, E, N

S¢ = {0}) para todo autovalor real (respectivamente, complexo) a de P. Temos da

equacao que
u'(X + XYu = o' (V'v + ep'p + PV'VP + ePY'Y P)u.
Assim, para qualquer u € ker X' obtemos que
0 = [lvul|* + e(dw)® + |[vPul|* + c(v Pu)®.
Como ¢ > 0, concluimos que u € S, logo
ker X' C S.
Decorre de que ker X! = kerX e, por ([2.4.3),
P(ker X') C ker X.

Como ker X C S, segue que ker X = {0} se E,NS = {0} (respectivamente, £,NS = {0})
para todo autovalor real (respectivamente, complexo) o de P.
Reciprocamente, suponha que exista um autovalor real «; de P tal que a;; €
Eai N S, ;1 §£ 0. Entao
<Xtaz‘17 Gi1> =0,
e, pela equagao (2.3.1),
0= <(ti + PtXt —+ Tp)(lil, Cljl> = Oy <ai1, X@jl> + <Cli1, X(ozjaﬂ + aj,l,l))

= (Oéi + 04]‘) <ai17 Xajl> - <(lz'1, Xaj,l-l) { 7é Js a0 = 0,

O = <(ti + PtXt + Tp)aﬁ,wjl> = <ai1,ijl> + <Cli1, X(Oéjwjl -+ ij,l)}
= (Oéi + @j) <ai17ijl> - <ai1; ij,kl) P # J, ajo=0ew;o=0.
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Temos ainda que

0 = <(XtP + PtXt + Tp)CLil, @il> = Oy <CLZ‘1,X&Z'[> + <CLZ‘1,X(O£Z‘&Z'[ + aiyl,1)>

= 20w (an, Xay) — (ain, Xai 1), ajo=0.

Dessas equagoes obtemos que a;; € kerX'. De forma andloga se mostra que ker X # {0}
se E, NS¢ # {0} para algum autovalor complexo de P.

ii) Esse caso segue de maneira analoga ao anterior, substituindo ¢ > 0 por ¢ =0
e S por kerv.

iii) Observe que a tnica solugao X (v, 1, ¢) de (2.4.3), a qual é dada por (2.4.2),
depende continuamente de (¢, v, c). Vamos inicialmente demonstrar (a). Fazendo ¢ =0
temos andlogo ao caso ¢ = 0 que X(v,0,c¢) é inversivel se E, N kerv = {0} (resp.,
E, N (kerv)¢ = {0}) para todo autovetor real (resp., complexo) o de P. Assim, existe
e > 0 tal que X (v, 1, c) é inversivel para todo ¢ com |[¢|| < e.

Para (b), fazendo v = 0, segue como no caso ¢ > 0 com v = 0, que X(0,,¢) é
inversivel desde que E, N kery = {0} (resp., E, N (kery)¢ = {0}), para todo autovetor
real (resp., complexo) o de P. Assim, existe € > 0 tal que X (v,1,c) é inversivel para

todo v com ||v|| < e. m



Capitulo 3
A transformacao de Ribaucour

O objetivo deste capitulo é apresentar parte da teoria das transformagoes de Ribaucour.
Essas transformagdes tém proporcionado, em particular, uma ferramenta importante para
a construcao de exemplos de subvariedades pertencentes a uma certa classe. Baseamo-nos
aqui nos trabalhos de M. Dajczer e R. Tojeiro, que em [12] e [13] introduzem a transfor-
macao escalar de Ribaucour para subvariedades de dimensao e codimensao quaisquer em
um espaco forma pseudo-Riemanniana de curvatura seccional constante ¢ e indice s, em
[11] e [35] as utilizam no estudo de subvariedades Lagrangianas com curvatura seccional
constante ¢ de formas espaciais complexas com curvatura holomorfa 4¢, e em [7], junto

com L. Florit, estudam a transformacao vetorial de Ribaucour.

3.1 A transformacao escalar de Ribaucour

Nesta secao, expomos uma resenha sobre a teoria da transformacgao escalar de Ribaucour
para subvariedades de dimensdo e codimensdao quaisquer em Q7*7(¢).

Classicamente, duas superficies em R? estdo relacionadas por uma transformacao
de Ribaucour quando existe um difeomorfismo entre elas preservando as linhas de cur-
vatura tal que as retas normais em pontos correspondentes se interceptam em um ponto
que esta equidistante de ambos.

Esta nogao foi estendida por Dajczer e Tojeiro em [13] para imersoes isométricas
f: M"™ — Q"P(¢) como segue. Primeiramente, dada uma imersdo isométrica f : M"™ —
R7P .= Q"+7(0), dizemos que uma imersdo f : M™ — R, em que M" ¢é a variedade
M" com a métrica induzida por f, é uma transformada escalar de Ribaucour de f quando
existe uma isometria de fibrados vetoriais P : f*TRI*? — f*T]R?“’, uma se¢ao suave
w € D((f*TR™P)*) e um tensor simétrico D sobre M™ tais que ||f — f|| # 0 em todos os
pontos de M™,

(a) P(Z) — Z =w(Z)(f — [) para todo Z € f*TR™? ¢
(b) f. =Po f.oD.
Quando ¢ # 0, seja i : QP(¢) — RE P a inclusio umbilica, em que €y = 0 ou

s+e€g
n+p+1

s+e€g €

1, conforme seja ¢ > 0 ou ¢ < 0, respectivamente. Sejam F' =io f : M" — R

72
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F=iof:M"— R;‘ig)“. Entdo, f ¢ uma transformada de Ribaucour de f se F é uma
transformada de Ribaucour de F determinada por (P, D,w) tal que P(F) = F e w(F) =
—1. Geometricamente, é facil verificar que, para qualquer Z € Tj,)Q7"?, as geodésicas
de Q"*?(c¢) que passam por f(z) e f(z) e sdo tangentes a Z e P(Z), respectivamente, se
interceptam em um ponto equidistante de f(z) e f(x).

A condicao (b) implica que a isometria P preserva as dire¢oes tangentes e, por-
tanto, as dire¢cbes normais. O fato de que a correspondéncia entre as dire¢oes tangentes
¢ dada por um tensor simétrico esta relacionada com a exigéncia, na definicao classica,
de que o difeomorfismo entre as superficies deve preservar as linhas de curvatura. Mais
precisamente, essa condicao implica que, para qualquer dire¢do normal &, existe um re-
ferencial ortonormal comum de direcdes principais para f e f em relacdo a £ e P(),
respectivamente, como mostram as Proposigoes [3.3.3] e [3.3.10] a seguir.

O seguinte resultado, provado em [I3], estende a parametrizagao cléssica de trans-

formacoes de Ribaucour de uma superficie (ver [3] e [10]).

Teorema 3.1.1. Sejam f : M™ — Q""P(¢) uma imersdo isométrica, com M™ simples-
mente coneza, e f : M" — Qu*P(¢) uma transformada de Ribaucour de f com dados
(P,D,6). Entdo existem ¢ € C*(M) e 8 € I'(N;M) satisfazendo

a;(Vp, X) + V58 =0 para todo X € TM, (3.1.1)
tais que
F=F —2upG, (3.1.2)

em que G = F,NVo+ 3+ ¢pF ev= (g,g)‘l. Além disso,
P=1-20GG", D=1— 2VQOCI);5 ew=—@ 1G*, (3.1.3)

sendo
fpﬁ = Hessp + é¢pl — Aé,
Reciprocamente, dado (p, ) satisfazendo tal que pv(z) # 0 para todo

s

x € M, sejam U C M™ um subconjunto aberto em que o tensor D dado por é
inversivel, e defina F : U — RZI&H por . Entio F = io f, em que f € uma
transformada de Ribaucour de fly.

Além disso, suponha que M™ tenha curvatura seccional constante c. Se M™ tam-

bém tem curvatura seccional constante ¢ e n > 3, entao existe C' € R tal que

Hess go—(l—C’)Ag—i—(é—i—C(c—é))go]:O (3.1.4)

07 = C((8,8) = (c— &)¢*) = 0. (3.1.5)
Reciprocamente, se (p, B) satisfaz entao o lado esquerdo de ¢ uma
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constante K € R. Se as condigoes iniciais em (3.1.1) e (3.1.4) sdo escolhidas de forma

que K =0, entao M"™ também tem curvatura seccional constante c.

Pelo Teorema [3.1.1], qualquer transformada de Ribaucour de f é determinada por
um par (¢, ) satisfazendo tal que ¢ # 0. Denotamos por Z(f) o conjunto de
tais solugoes. Além disso, dois pares (¢, 3) e (¢, ') dao origem a mesma transformada
de Ribaucour de f se, e somente se, (¢, 3) = \(¢, ') para algum X # 0. 2(f) seré o
conjunto das classes de equivaléncia de tais pares sob a relacao de equivaléncia definida

pela equacdo anterior. A transformada de Ribaucour de f determinada por w € Z(f) é
denotada por R, (f). Defina

Dos(f) ={(¢", ) € D(f) : [P 3, Py 5] = O}

Dado w = [(¢,B)] e ' = [(¢,3)] € 2(f) com (¢',3") € D,z5(f), definimos a reta

projetiva ¢ = ¢, . por

0= {le(p, B) + (¢, B)]; e.d € R}

Chamamos de familia associada a ¢, e denotamos por R,(f), a familia a um pardmetro
de transformadas de Ribaucour de f determinada pelos elementos de /.

O Teoremaproduz o seguinte resultado para imersoes isométricas f : M™(c) —
Qm*?(c) dadas na Proposigdo [1.3.1] A demonstragdo de tal resultado estd em [37].

Teorema 3.1.2. Qualquer transformada de Ribaucour f : M"(c) — Q"*P(c) de f ¢ dada

por

F:=iof=F—2pv (Z’yiF*Xi—i—Zﬁsfs—i—cgoF) : (3.1.6)

em que (@, V1, .o, Yns B1s -y Bp) € uma solugdo do sistema de primeira ordem completamente
integravel

i) Oi(p) = vivi, 1) Oi(7y) = hyivi, 1 F# J,
1w Esai(ﬁs) = eihisﬁb ? 7é S, ’U) 82(61) = =% — ngéz hisﬂ&

ev =392+ Y, €82 + cp?, satisfazendo

v = C) e, =0. (3.1.8)

Além, disso, o par (0,h) associado a f ¢ dado por

~ 2¢6€;3;
v Zs 65537

26871'65
> €2

Reciprocamente, para qualquer solu¢do (@, Y1, ..., Vn, b1, -, Bp) de , o lado esquerdo

Bis = his +
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de ¢ uma constante K € R. FEscolhendo a condigao inicial em para que
K =0, seja U um aberto simplesmente conexo em que v; # 0, 1 < i < n, e seja F
definido por . Entio F =io f, em que f é uma transformada de Ribaucour de flu

cuja métrica induzida tem cuvartura seccional constante c.

Aplicando o Teorema para imersoes isométricas f : M™(c) — QU P(¢), ¢ #
¢, que satisfazem as hipoteses da Proposicao obtém-se, de maneira analoga, uma
parametrizacao das transformadas de Ribaucour de f em termos das solugdes de um
sistema linear de EDP’s (ver Teorema 9 em [12]).

A partir do Teorema|3.1.2|com ¢ = 0 e do Teorema [1.4.2] Dajczer e Tojeiro obtém
em [11] as parametrizacoes das transformadas de Ribaucour de uma imersao isométrica
Lagrangiana f : M"™(0) — R?" que sdo também Lagrangianas e tém métrica induzida com

curvatura seccional nula.

Teorema 3.1.3. Seja f : M™(0) — C" wma imersao isométrica Lagrangiana. Entdo

qualquer transformada de Ribaucour Lagrangiana f : M”(O) — C™ de f ¢ dada por

2D(D +1)

f=7- (1+D?) Xk

QZ v} X;, DER, (3.1.9)

em que (@,7) € uma solugio do sistema linear completamente integravel

{ i) 0i(@) = v, 1) 0;(v;) = hjivi, © # J, iii) Oy(vi) = =Dy — X hyiy;. (3.1.10)

Além disso, o par (0,h) associado a f é dado por

2D ~ 2D
v; = S02%, hij = hij +

Zk 5 ViV

>k Vi

Reciprocamente, dada uma solugao (p,7y) de (3.1.10}), seja U um subconjunto aberto em
que v; nao se anula para 1 < i < n. FEntdo f definida em U por € uma trans-
formada de Ribaucour Lagrangiana de f|y com métrica induzida de curvatura seccional

nula.

Para imersoes isométricas horizontais, R. Tojeiro obtém em [35], a partir dos
Teoremas e |1.4.10}, o seguinte resultado.

Teorema 3.1.4. Seja f : M"™(c) — S?*Tl(c) uma imersdo isométrica horizontal com
vy = 0. Entio qualquer transformada de Ribaucour horizontal f : M"™(c) — S (c) de
f € dada por

2D(D + i)
(14 D2?) (397 + cp?)

F=iof=F-— (Z%FX —I—c<pF> (3.1.11)
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em que (¢,7) = (@, Y1, -y Yn) € uma solugao do sistema linear completamente integrdavel

{ i) 0i(p) = vivi, 1) Oi(7;) = hjivi, © # J, 14i) Oi(vi) = —Dvi — X2 hjiy; — cvip, D # 0.

(3.1.12)
Além disso, o par (0,h) associado a f é dado por
2Dy ~ 2D
Ui =0+ =% hij =hij + =———3%"7-
RN A S e

Reciprocamente, dada uma solugio (p,7y) de , seja U um subconjunto aberto em
que T; ndo se anula para 1 < i <n e seja F definida em U por (3.1.11]). Entdo F =io f,
em que f é uma transformada de Ribaucour horizontal de flu cuja métrica induzida tem

curvatura seccional constante c.
3.2 A transformacao de Combescure

Uma ferramenta importante para o estudo da transformacao vetorial de Ribaucour ¢ a
transformacao de Combescure, cuja definicdo e propriedades basicas sdo apresentadas a
seguir.

Proposicao 3.2.1. Sejam E, F fibrados vetoriais Riemannianos e w € I'(T*M ® E).
Seja ainda ® € T(T*M & (F* @ TM)) uma 1-forma fechada tal que
Vw(X,®,Y) = Vw(Y, ®,X) para todo u € T'(F),
com ®,X = ®(X)(u). Entao a 1-forma p = p(w,®) € T(T*M @ (F* ® F)) definida por
p(X)(u) = w(P,X) € também fechada.
Demonstragao. Temos
Vo(X,Y)(u) = ((VE"7Ep)(Y)) () = (VX p(Y))u = (p(VxY))(w)

= VX(p(Y)(w) — p(Y)(Viu) — p(VxY)u

= VEw(®,Y) —w(®gr,Y) —w(®,VxY)
= (VA" PP0)(0,(Y)) + w(Vx®u(Y)) — w(Pyr,Y) — w(®,VxY)

(

— V(X ,Y) 4wV, (V) — B,V — B, (VENY))
= V(X @) 4w (VR TV g) (7)) (u)

= Vw(X,0,Y) 4 w(VP(X,Y)u)

ou seja,

Vo(X,Y)(u) = Vw(X,®,Y) + w(VO(X,Y)u). (3.2.1)
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Assim,
dp(X,Y)(u) = Vp(X,Y)u— Vp(Y, X)u =0, Yu € I'(F).

Temos a seguinte consequéncia dessa Proposicao.
Corolario 3.2.2. Nas condigoes da Proposicio[3.2.1, se M™ é simplesmente coneza e E,
F sdo fibrados vetoriais planos, existe Q(w, ®) € T'(F* ® E) tal que

dQw, ®)(X)(u) = p(X)(u) = w(P,X) para quaisquer X € TM e u € T'(F).

Demonstragdo. Por (iv) do Lema [I.L1.9 H = F* ® E é também plano. Segue dos
Corolarios e que existem um referencial global de se¢oes paralelas &1, ..., &, em

H e uma isometria ® : H — M x R" que em cada ponto

® . H, — M, x R"
e — (z,(a1(x),...,an(x)),

com e = X" a;(x)&(x), tal que PVH = VMR P Assim,
p € Hom(T'(TM),T'(H)) = Hom(T(TM),C>*(M, R")).

Olhando p = (py, ..., pn) com p; : T,M — R, temos de M ser simplesmente conexa e p ser
fechada que p é exata, e assim segue o resultado.
n
Em todo o trabalho, usamos a mesma notagao para o espaco vetorial Euclidiano
V', ou seja, o espaco vetorial V' dotado de um produto interno, e o fibrado vetorial trivial
E =M xV sobre M™.

Proposicao 3.2.3. Sejam f : M"™ — R uma imersio isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conera, V um espago vetorial Euclidiano e ® € I'(T*M ®
V*® TM). Nessas condigoes, existe F € T(V* @ f*TR2P) tal que

dF(X)(v) = fi®,(X) para quaisquer X € T(TM) ev € T(V), (3.2.2)
se e somente se, ® é fechado e satisfaz a
a(X,9,Y) =a(®,X,Y) para todo v € T'(V), (3.2.3)

em que o : TM xTM — N¢M € a seqgunda forma fundamental de f.

Demonstragdo. Aplicando (3.2.1)) para f, e T(T*M @ f*TR?™) e @ e [(T*M @ V* ®
TM) obtemos que a 1-forma p = p(f,,®) € T(T*M @ V* ® f*TR™P) definida por

p(X)(u) = f.(PuX)
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satisfaz a

Vo(X,Y)(u) = V (X, 0.Y)+ f.(VO(X,Y)u)
= (VRMSITET 1) (@,Y) + f(VE(X, Y )
= VTR £ (@,Y) = AVIMD,Y + £(VO(X,Y)u)
— (X, 0,Y) + LVIM(D,Y) — VMDY + £ (VE(X,Y))(u)
= (X, DY) + f.(VO(X,Y)u).

Portanto, ® fechada e sao condigOes necessérias e suficientes para p ser fechado.
O resultado segue do Corolario , ja que f*TRZP e V sdo planos.

[

A aplicagdo F dada na Proposicao [3.2.3 é chamada de transformada de Combes-

cure de f determinada por ® se
(9,X,Y) = (X,®,Y) para todov € I'(V). (3.2.4)

Proposigao 3.2.4. Sejam f : M™ — R uma imersao isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa, V um espago vetorial Euclidiano e ® € I'(T*M ®

V* @ TM) fechada satisfazendo a (3.2.84). Para F € T(V* @ f*TR™P) satisfazendo

escreva
F=fuw+ 8, (3.2.5)

em quew € N(T"M V) e B € I'(V*® NgM). Entao (w, 5) satisfaz a equagdo

a(X,wh(v)) + (V;/(*@NfMﬂ)v =0 para qualquer v € I'(V), (3.2.6)

e ® é dado por
P, X == &(X)(v) = (VY “™Muwv — Agy X. (3.2.7)

Reciprocamente, se w € D(T*M @ V) e f € T(V* @ NyM) satisfazem (3.2.6)),
entdo vale para F e ® dados, respectivamente, por (3.2.9) e (3.2.7). Em particular,

® ¢ fechada e vale . Além disso, ® satisfaz se, e somente se, w = dp para
algum ¢ € T'(V).

Demonstragdo. Temos que dF € T'(T*M @ V* & f*TR2*?) é dada por

dF(X)(v) = (VYT Fyy = VTR 2 y) — F(V0)
= VLT Lt (o) + VETRT B(0) - fut (Vo) — B(V i)
= [ Vxw'(v) + a(X,w'(v) = fidpw X + VxB(v) — ' (Vo) — B(VXv)
= (X, ')+ (Vx B+ £ (VY ™M) (v) — Agw)X) .

Assim, ([3.2.2)) é satisfeita se, e somente se, vale (3.2.6) e & é dada por (3.2.7)).
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Reciprocamente, temos pela Proposigéom que ® é fechada e vale (3.2.3)). Resta
verificar a ultima afirmacao. Temos

(@,X, V) = (VY ™Mo — Agy X, V),
mas

<(V}/(*®Tth)v,Y> = (Vxw'(v),Y) — <wt(V¥(U),Y>
= X (w'(v),Y) — (w'(v),VxY) — <wt(V}/(v),Y>
= X (v,w(Y)) = (0,0(VxY)) = (Viv,w(Y))
= (V¥v,w(¥)) + (v, V¥ (Y)) = (0,w(VxY)) = (Viv,w(Y))
= (v, (VKM w)Y) = (v, Vw(X,Y)),

logo
(X, Y) = (v, Vo (X,Y)) = (Ag X, Y). (3.2.8)

Portanto, ® satisfaz (3.2.4)) se, e somente se, w é uma 1-forma fechada, e portanto

exata, uma vez que M" é simplesmente conexa.

[
A Proposicao 8 em [7] é enunciada a seguir em uma forma adequada aos nossos
propésitos.

ica .2.5. jam : uma imersao isométrica, com m-
Proposicao 3.2.5. Se M" — RIFP er. sométrica, M™ s

plesmente coneza, e V um espago vetorial Fuclidiano. Sejam w € T'(T"M @ V) e

p e I'(V* ® NeM) satisfazendo a equagdo e considere ® e F dadas respecti-
vamentes por (3.2.7) e (3.2.5). Sao equivalentes

i) Vw(X,®,Y) = Vw(Y,®,X), para todo v € T'(V),

it) (P, X,9,Y) = (9, X, ®,Y) para todo u,v € T(V).

iii) Existe Q = Qw,®) € T'(V* @ V) satisfazendo dQA(X)(v) = w(P,X) para todo
vel(V).

Neste caso,

dQ = F'dF (3.2.9)

QO+ Q= F'F, (3.2.10)
a menos de uma segio paralela de T'(V* @ V).

Demonstragdo. Pela equacao (3.2.8) temos

(@,X,0,Y) = (u, Vw(X,®,Y)) = (Agu) X, DY)
= <u7 V(.O(X, q)vy» - <a<X7 CI)vY), 5(“)) )
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e assim, usando temos (i) se e s6 se vale (ii). Pela Proposicao [3.2.4 @ é fechada,
logo, pela equacao , ocorre (i) se e s6 se, wd € I'(TM* ®@ V* ® V) é fechada,
equivalentemente, pelo Corolario , existe uma segao Q € GI(V) tal que dQ2 = w®.

A equacao segue de F'dF(X)v = F'fi®,(X) = wd,(X). Agora, para
zo € M e Q fixos, cuja parte simétrica (Q)s = 3 F" () F (zo), temos ainda pelo Coroldrio
a existéncia de uma tnica segao (2 satisfazendo (3.2.9) e (3.2.10|) com Q(zg) = Q.

3.3 A transformacao vetorial de Ribaucour

Esta se¢ao é também baseada em [7] e tem por objetivo definir a transformada vetorial

de Ribaucour para subvariedades e apresentar algumas de suas propriedades.

3.3.1 Propriedades basicas

Para a definicdo da transformada vetorial de Ribaucour para subvariedades Euclidianas,

seja
D(f) = {((p,ﬁ) solugao de (3.2.6)) com w = dy, tal que ®, dada em (3.3.21)), satisfaz

(®,X,9,Y) =(9,X,9,Y), para todou,v e I'(V) e X|Y € F(TM)}.

Defini¢ao 3.3.1. Sejam f: M™ — RZ*? uma imersdo isométrica de uma variedade Ri-
emanniana simplesmente conexa e V' um espago vetorial Euclidiano. Sejam ¢ € T'(V),
pel'(V*® NiM) em D(f), e 2 € I'(GI(V)) uma solugao do sistema completamente
integravel de primeira ordem ({3.2.9)) e (3.2.10)), em que F = f,w' + . Entdo a aplicacao
f: M"™ — R dada por

f=fr-FQ ' (3.3.1)

restrita ao subconjunto M” de pontos regulares munido com a métrica induzida por f,
¢ chamada a transformada vetorial de Ribaucour de f determinada por (¢, [3,Q), e é
denotada por R, ga(f).

Observacao 3.3.2. (i) Se o par (¢, 3) satisfaz a equagao (3.2.6]), temos pela Proposigao
que a existéncia de € satisfazendo a (3.2.9)) é equivalente a

(0, X,0,Y) =(9,X,9,Y), para todo u,v e I'(V) e X,Y € I'(TM).

(i7) Se dimV =1, (1/2)Q2 = (F, F) com F = [,V + [ e a parametrizacao (3.3.1]) reduz-
se a parametrizagao da transformada escalar de Ribaucour dada em (3.1.2]). Neste caso,
como § é determinado por ¢ e 3, podemos escrever f = R, 5(f) em vez de f= Ry palf)
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Proposigao 3.3.3. (i) A aplicagio de fibrados P € D((f*TR™?)* @ f*TRP) dada por
P=1-FQ'F (3.3.2)

¢ uma isometria de fibrados e

f.=PL.D, (3.3.3)

em que D = I — ®g1, € I'(T*"M ® TM). Em particular, as métricas ( , ) e (, )~

induzidas por f e f, respectivamente, estdo relacionadas por

< >>N:D*< 7>'

(ii) As conexodes normais e as sequndas formas fundamentais de f e f estio relacionadas

por

VxP¢ =PV (3.3.4)
Apg = D7 (A + Po-1t¢),
ou equivalentemente,
a(X,Y) =Pla(X,DY) + B(Q 1'®(X)' DY). (3.3.5)

(i1i) As conexoes de Levi-Civita das métricas (, ) e (, )~ estio relacionadas por

DVxY =VxDY — (®(X)Q 'w — ((X)Q 'w))(DY).

Demonstragdo. i) Para provar que P é uma isometria, basta mostrar que PP = I.

Mas por (3.2.10))

PP = (I-FQ I 'FY(I - FQF) = (I - FQ ) F)I - FQ ' FY)
— - FQF - FQY)F 4 FQ ) FFQLF
= [ FQ'F — FQ)F + FQYQQF + FQ )0 F
= - FQ'F — FQ ) F + FQ ) F + FO L F
~ I
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Para a segunda parte temos de ([3.2.2)), (3.2.5) e (3.2.9) que

X = fX —Vx(FQ o) = X —dF(X)Q o — Fd(Q Ve — FQ ldp(X)
= £ X — f.0q1,(X) + FQ1QX)Q 1 — FQ 'w(X)
— fll = Qo1 )X + FQUFUAF(X)Q o — FQUFfX
= fDX +FQ ' Flfdg1,X — FQ ' F£.X
= f.DX — FQ'F'f,.DX
= Pf.DX.

Considere a métrica ( , )~ = D*(, ), temos

(f.X, f*Y>R?+p — (Pf.DX,Pf.DY) = (DX,DY ),

(I = ®g1,)X, (I — Dg1,)Y)

= (X,Y) — (X, (I)Q‘1¢Y> - <®Q—1¢X7 Y)+ <(I)Q—1@X7 (I)Q‘lsoy>
(X,Y) = (Pa1,X,Y) = (o1, X, Y) + (Po1,P0-1, X, Y)
{

D2X)Y),, = (X,Y)".

Se D ¢ inversivel em uma vizinhanca de x( entao f* serda também injetiva nessa vizinhanca
e assim, f serd uma imersao isométrica com a métrica induzida ( , )~
ii) Para qualquer £ € NyM temos de (3.2.2) que

~fApeX +VEPE = (VTP T+ (VLT Pey

— VETRPe = Ve — Vx FOLFY

= —fAX + VEE — dF(X)Q7FE + FQ1AQ(X)Q 7 FiE
~FQ 1 F(X)E — FQ 1 F'V ¢

— [ AX 4 VEE — LB(X)QLFE + FOLF LB(X)Q L FYE
~FOUF (= f.AX + V)

= P(VE) — P(£.AX) = P(LO(X)Q 7 F)

= P(Vx&) — PL(AeX — Pa-15¢(X)).

iii) Denote por V a derivada de R2*?. De (3.3.3) temos, por um lado, que

VxPf.DY =VxfY = f,VxY +a(X,Y) =Pf£.DVxY + &(X,Y). (3.3.6)
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Por outro lado, usando (3.2.2), (3.2.9) e (3.3.2)) e observando que F'f, = w, temos

VxPf.DY = Vx(f.DY — FQ ' Ftf,.DY)
= f,VxDY +a(X,DY) — dF(X)Q ' F' f,DY + FQ 1dQ(X)Q ' F' f,DY
—FQ YUFY(X)f. DY — FQO ' FY(f.VxDY + a(X, DY))

— Pf,VxDY +Pa(X,DY) — Pf,®(X)Q 'w(DY) — FQO'&(X)'DY.

(3.3.7)
Agora, segue de (3.2.10]) que
PFv=Fv— FQ 'F'Fv=-FQ 'Q,
e assim,
PF(OQH'®(X)' DY = —FQ '®(X)'DY. (3.3.8)
Mas
~F@)TO(X)'DY = —(fu () TR(X) DY) + B((Q) M R(X) DY)

= — (f(@(X)Q'W)(DY) + B((2)'@(X)'DY)) . (3.3.9)

Portanto, o resultado segue substituindo (3.3.8)) e (3.3.9) em (3.3.7)), comparando com
(3.3.6) e tomando a componente tangente.

Proposigao 3.3.4. A tripla (3,3,Q) = (2 ', PO, Q1) satisfaz as condigdes da

Defini¢ao com respeito a f, e f = R¢7579(f). Além disso, F = f.(d@)' + [ e
o= @(d@,@) sdo dadas, respectivamente, por

F=—-FQ "' eDd, = —Pg1,, VeV

Demonstracdao. Como

O=dp=d(Q ) =-QdA o+ Q7 dp = —Q WP, + Q7w = Q7 wD,

e assim,

Agora, segue de (3.3.5)) e (3.3.10) que

&(X, @' (v)) = P(a(X, 0 (Q71)0) + Q) (X)W (Q ) "),
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e de
(VOB = VL) - (Vi)
P (VBQ ) — B VYw)
= P((Vx B Q) — BTI(X) W (7)) |

Logo, i
a(X, ') + (Vi MM B3y = 0 para todo v € T(V).

Doravante, por (3.2.10)), (3.3.3) e (3.3.10]) temos

F=Fot+B=P(ful (@ + Q1Y) = (I - FQ'FYF@Q ) = ~Fo .

Assim, segue de (3.2.9)) e (3.2.10) que

FldF = (Y FdFQ — () FFQ Q™" = dQ,

€
FF=@QNFFQ =Q+Q"
Portanto,
RogalH)=f-FQU'g=f-FQ - (-FQH0Q o= .
Finalmente,

f0,(X) = dF(X)v=—dF(X)Q v+ FQ 1dUX)Q v
= _f*(DQ—IU(X) + fQ_lFf*(I)Q—lv(X) = _Pf*q)Q—lv(X)
= _fN*D_ch)Q_lv(X)'

3.3.2 O Teorema da decomposicao

Uma propriedade bésica da transformagao vetorial de Ribaucour é o seguinte teorema de
decomposicao obtido em [7], o qual estende um resultado semelhante de [24] para o caso

de sistemas ortogonais.

Teorema 3.3.5. Seja R, p50(f): M™ — R™P uma transformada vetorial de Ribaucour
de f: M™ — R™? determinada por (p, 3,) como na Definicio m Para uma decom-
posicao ortogonal V- =V; @& Vy, defina

Yj = Ty; 0@, /Bj = B|VJ e Qij = Ty, Og2|\/7 S F(‘/;* ®‘/;), 1<9,7 <2, (3311)
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Suponha que Q;; seja inversivel e defina Ry po(@i, Bis Qi) == (@i, B:, Qi) por
Gi =i — ey, B =P8 — Bi(Q5)') e Q= Qi — Q95,9

1<i#j<2 emqueP;=1- .7-"]9]_]1]-7 Entdo as triplas (v, 8;,9;) e (@i, Bi, Qi)
satisfazem as condigoes da Defini¢ao com respeito a f e f;, respectivamente, e

Ropolf) =R 5.6, (Re; 8.0, (f))

Demonstragdo. E facil verificar que (), B, 5;), 1 < j < 2, satisfaz as condigoes da
Definicao [3.3.1] com respeito a f.

Vamos agora provar que (@;, s, Q”) satisfazem as condig¢oes da Defini¢ao m
com respeito a f; para 1 < i # j < 2. Para a equacao (3.2.6) observe que

wi(X) = dpi(X) = dpi(X) — dQu( X))} 90J+Qw%1d9 (X)Q}jl% Q5 dipj(X)
= wi(X) - Fld ]—“( )55 05 + Qi Q5 FLAFHX)Q55 05 — Qi wi(X)
= wi(X) — q’( ) o5 4 Qi F 9 (X ) j_Qiijj w; (X)
= wi(X) - ( Jl@j(X))ﬂLQiijjl j(@éj—jl@jX)—Qz’jQ]jle(X)
= wi(D;X) — Q5 'w;(D; X),

em que D; =1 — (I% ", . Assim,
3 I

J

= (Djwiv;, X), — <D»w’f(Q DI U“X>f
1 —
Qv D; X>j
1(0(.1 Vi — w;(Q;] )tQZ]'U,L),X>]7 VXe TM,

(@(v), X); = (v, @:(X)) = (vi,wi(D;X) — Q55 w;(D; X))

obtemos que

D@t = wi — wh(95;1)Q. (3.3.12)
Logo por (3.3.5)

a; (X, @l (v) = a;(X, D (wh(v) — k(1) QLv:)

= P (a(X, wivg) — a(X, wﬁ-(ﬂ;jl)tQﬁjvz) + B3;(%Y ) 7 (X )lwlv;
— 595" (X0) k(1) i)
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com P; = I — F;Q;;' FL. Por outro lado, temos por (3.3.4) e de dQf; = ®7(X)'w! que

®Nf]

Bvi = V' Bilvs) — Bi(Vvi)
= VEP; ((8: = B;()'Q)vi) = Py (B — B ) (Vi)
= P (VBi(vi) — VB ()1 0; — Bi(Vvi) — B;(951)10 (Vi) )
= P ((Vx MM Bivs — (Ve By) ()1 0s — B! (X))o
—B;(02;,)1 L (X ;)
_ P( V®NfM6’L( l) ( V®NfMﬁ])( )tﬂgjvi
+B5(Q51) (@7 (X))t (051105 — B5(01)H (D (X)) wiv)

(Vy

Dessa forma

®ij

o (X, @ (v)) + (Vi B)w) = Py (a(X,whv) + (Vy Y8,

_ V N M
(X, W ()1 v) — (VSN ) (91 ;)

Agora, por (3.3.3) e (3.3.12)) temos

Fi = [,0f+ Bi =P fDiw} + Pi(8: — B;(Q5;)' ;)
= Py (fuwl — Ful (25100 + B; — B;(925,)1Q))
= Pi(F — F(;)Q) = F — FQ;, 1]—"’5}“ Fi ()1, + F; Q5 FLF; (95,1,
= Fi — FQU; FLF; — Fj ()L + Fi ()1, + F;Q, 0
= Fi— FQ5 (i + Q) + FiQ55 0 = Fi — F Q55 Q.
(3.3.13)
Entao
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Usando que d$2j; = FjdF;, dQy; = FjdF; e F{F; = Qy + Qf;, obtemos

FldF;, =

()

Além disso,

i

(Fi = FiS25' Qi) dFi = (F} — Q,(Q5;) ' F)dF;

27

FldF; — FLdF; 07 Qi + f}.]—"jQ’-ldejQ;lQﬂ — FIFQdQy

27 27 J 27
= (Q ) T AT + () FRd T35 Qs — (5 ) FEF580551 dS259055'
(L 05 a9y
dQy; — dQ Q5 Qs + Q05 Q5 Qs + Q05O Q51 Qs
—Qu Qs — QA — QL5 Ay + Q5 ()05
— QU (1)1 Q55 A0 Qs — QU (1)1 Q5 Q95
+O ()1, Qs 4+ QL (95511805 dy
A — dQ 0 Qs 4+ Q055 dQ 0 Q0 — Q4595 dQy
d(Q — Q:,071Q)

JJ
dQ;.

FIF = (FL = Q@5 FO(F ~ F057050)

= FiFi— FLFQ55 Q0 — QL Q) FLFs + Q6 () FLF$5, Qs
= O+ QZ — Qiij_'lez' _ Ot Q_'lez' _ sz(Qj—ﬁ)tQﬁ

J 3i° %57
— ()1 + Q8 (571) 192,055 s + Q8 (5,1) 1,05y
= (i — Qi Q55 Qi) + (2 — (1))
= Qi+ QL

Isto completa a prova que (@;, 3;, Q) satisfazem as condi¢bes da Definicao com
respeito a f;.
Escreva 2 € T'(GI(V)) na notagao matricial

Q1 Q
0— o)
Qo Qoo

Como €2 e §2; sao inversiveis, temos as seguintes féormulas desenvolvidas por Hans Bolz
(1923) e Tadeusz Banachiewicz (1937),

ou

-1 Ot + Q' Q19055 001 Q1 =01 Q12055
— Q59 Q1 Q1 Qg 7

a1 _ Q' — Q' Q1205
— 05 Q' Q% 4 0 Qo Q0 |
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e assim, (); é inversivel para 1 <+ < 2. Em particular,

O = 05"+ Q510,000 e — Q19,050 = —Q;1Q,;0 ! (3.3.14)

Ji >
e podemos escrever
o1 _ Qi R UTRUR
— 05 O Q7 Q3 .
Dessa forma,
Ropolf) = f—FQ o= f—F( Qo1 — Q' Qa9 02 — Q29 Qo1 0 01 + Q) 02)
= [—F (Qﬁl(% — Q1505 0) + Q' (02 — Qzﬁff@l))

= [ —FWQi (o1 — 205 02) — Flv, Qa3 (02 — Qi 1)
= f=FQ1 (1 — Q1205 92) — Fos3 (02 — Qo Qi1 01).

Por outro lado, por (3.3.13)) e (3.3.14)), temos

R@z‘ﬁi,flii(fj) = fj - ‘f‘lQ;l@l = f - ‘F}Q;jl(pj - (‘Fl - "T:JQ;le]l)QZI(QOZ - QijQ;jlgoj)
= [ = (FQ = B Q) + Fr 0, 00 e
—(Fi' — Fi5 ) e
= [ = (FQ — FQi 955 e, — (Fyt — FiQ5 Q000 ) e
= /- EQEI(Sﬁj - sz’Qz‘_ilSOz‘) - EQ#(% — Qiij_jl%')-

Concluimos que Ry 50(f) = Ry, 5,0, (f;) para 1 <i # j < 2.
[
O Teorema |3.3.5| implica que qualquer transformada vetorial de Ribaucour cujos
dados associados (g, 3,2) estao definidos sobre o espago vetorial V' pode ser obtida como
a iterada de k = dimV transformadas escalares de Ribaucour.

Temos a seguinte consequéncia

Corolério 3.3.6. Seja fi = Ry, g0, (f) : M — RIFP 1 <i <2, transformada vetorial
de Ribaucour de f : M"™ — RI*P determinada por (¢;, Bi, i) como na Definigao |3.3. 1}
Suponha ainda que o tensores ®' = ®(dyp;, 5;), 1 <i < 2, satisfacam

[@f)i,@{,j]:Opam todov;, € Viev; €V, 1<i#75<2.

Considere F; = fo(dg;)' + Bi, 1 < i < 2. Entao existe Qy;; € L(VieV), 1<i#j<2
tal que

g

e tal que p e T'(V), Be (V'@ N;M), Q € I'(V*® V) definidos por (3.3.11]) para V =
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Vi @& Vy satisfazem a condicao da Definigdo (e, portanto ocorre a utlima conclusdo

do Teorema .

Demonstragdo. Como w; e 3; satisfazem a equagao

a( X, wh(v)) + (VY(i@NfMﬁi)vi = 0, para todo v; € T'(}),

temos pela Proposicao W que (X, @ Y) = (Y, ®] X). Portanto, segue de (3.2.8)
(@), X, @] Y) = (v, Vai(X, 9], Y)) — (a(X, @] Y), Bi(vy)) -

Logo pela equagao (3.2.1)), w;®’ é fechado e assim, pelo Corolério existe ;; €
[L(V; ® Vi) satisfazendo d2;;(X)v; = wiq){]j (x). Por outro lado,

.7:fd.7'_j(X)vj — }“Z?ff*q){)jX — wi(q)f;jX) para todo v; € I'(V),

e segue a primeira equacgao de . Finalmente, escolhendo em zq € M a parte
simétrica de (€2;)(zo) como F}F;(xo), temos a segunda equagdo de (3.3.15).

Agora, é imediato checar que ¢ € I'(V), g € I'(V*® NyM), Q e T(V*®@ V)
definidos por para V = V) @& V; satisfazem as condi¢oes da Definicao com
respeito a f se e somente se, 0 mesmo é esperado para (¢;, 5, 2;) e vale .

3.3.3 A transformagio vetorial de Ribaucour em Q¥ (¢)
Nesta secao estendemos a transformacao vetorial de Ribaucour para subvariedades de
Q2*?(¢). Dada uma imersao isométrica f : M"™ — QU*P(¢), com ¢ # 0, considere

F=iof:M"—RNPH

s+€g

. ~ 1 . . ~ 1 .~
em que i : QU*P(¢) — RLTPT ¢ uma inclusio umbilica e ¢y = 0 ou 1, conforme seja ¢ > 0
ou ¢ < 0, respectivamente.

Comegamos com a seguinte extensao da Proposigao [3.2.4]

Proposigao 3.3.7. Sejam f: M™ — QP(¢) uma imersdao isométrica de uma variedade
Riemanniana simplesmente conexa e V um espago vetorial Euclidiano. Seja ® € T(T*M ®
V*®@TM) uma 1-forma fechada satisfazendo

(©,X,Y) = (X, d,Y) (3.3.16)

ap(X,9,Y) = ap(Y,®,X) para todo v € I'(V). (3.3.17)
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Para G e '(V*® f*TRZIgf ) satisfazendo
dG(X)v = F,9,(X), (3.3.18)
escreva
G = fuw+ 3, (3.3.19)
em quew € D(T*M®V) e € D(V*@NpM). Entio existem ¢ € T(V), B € T(V*QN;M)
evg €V tais que (w = dy, ) satisfaz e
B=6+eF(e +1}). (3.3.20)
Além disso,
®,X = (Vi #™Muwh — AF X, (3.3.21)

Reciprocamente, se ¢ € T'(V) e B € T'(V* @ NyM) sdo tais que (w = dp, )
satisfaz , entdo valem (3.3.10) e (3.5.18) para G e ® dados, respectivamente, por
15.3.19) e (3.5.21), com

B=p+eFgt. (3.3.22)
Em particular, ® é uma 1-forma fechada e vale .

Demonstrag¢do. Sabemos que

ap(X,Y)=04(X,Y) - ¢(X,Y) F. (3.3.23)
Aplicando a Proposicao para F', temos

ap(w'(v), X) + (VX M) =0,

com [ = f 4 Fit para algum ¢ € I'(V). Logo, de (3.3.23)

)+ (Vi VM By

) — (W (v), X) F + FVL((8 — Fy' ) — B(Vxv) — Fy!(Vxv)
) =& (0,w(X)) F + VEB(v) + X (') F — B(Vxv) — F(Vxv)
) — (v, w(X)) F + ViB(v) = B(Vxv) + (d(X),v) F
)+ (Vx M By — (@w(X) — dy(X),v) F.

0 = ap(w(v),X

Q

t

:af v

wh(v

(W (v)
(W (v)
= ay(w'(v),
(W (v)

= oaplw\v

Assim, (w, ) satisfaz a equacao . Por , a 1-forma w é fechada, e por ser a
variedade simplesmente conexa, existe ¢ € I'(V) tal que w = dp. Logo, existe vy € V tal
que ¥ = ¢(p + 1g), o qua implica (3.3.20]).

Reciprocamente, dado (w, 3) satisfazendo a equacao com dp = w e to-
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mando 8 = 3 + ¢F¢t, temos

ar(w'(v), X) + (VX M By = ap(w(v), X) + (Vx M B)w
—c{w'(v), X) F +¢(dp(X),v) F
= 0,

e as conclusoes seguem da Proposicao [3.2.4]

u
De , temos que
(A2, X.Y) = (ar(X.¥).50)) = (a;(X, V). B(0) — 2'(0) (X, Y) £
= (4}, ~ ' WDXY),
ou seja,
_ f _mat
AB(U = Ay cpt(v)I
Assim, é dado por
©,X = (VY @ Mul ) — AL (X) + @' ()X (3.3.24)

Dados uma imersao isométrica f : M"™ — Q2*P(¢) e uma solugao (¢, 3) de (3.2.6))
com w = dyp, defina

D(f) = {(gp B) solugao de com w = dyp, tal que ® dado em ((3.3.24])

satisfaz (9, X, ®,Y) = (9, X, &, V), Vu,v e (V) e VX,Y € F(TM)}.

Para (¢, 8) € D(f) temos, usando as Proposicoes e que (¢, 5,9Q), com S dado
(13.3.22)), satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao m para F. Além disso, supondo que F scja

uma imersdo, para a isometria P definida por P = I — GQ G’ temos
PF)=F—-GQ G F=F-GQ lp=F,

i: (F,F)=(P(F),P(F)) :<F>F>’

9}

ou seja, existe f : M™ — Q"?(¢) tal que F = R,5aF)=io f. Assim, temos o seguinte
resultado

Proposicao 3.3.8. Sejam f: M™ — Q*P(¢) uma imersao isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa e V. um espaco vetorial Euclidiano. Sejam ¢ € T'(V)
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e el (V*® N¢M) tais que (¢, 5) € D(f). Entao existe Q € I'(GL(V)) tal que

dQY = G'dg (3.3.25)
e
Q+ Q' =G'G = ww' + BB + cp'. (3.3.26)
Além disso, seja F: M™ — RZI%H definida por

F= R,50(F)=F—GQ 'y,

em que = B+ ¢Fyt. Entio existe f : M™ — Q+P(¢) tal que F =io f.
Definicao 3.3.9. Sejam D = I — ®q-1,, com ® dada por (3.3.24)), e

M"™ ={x € M"; D(x) ¢ inversivel}.

A imersdo isométrica f|. 1 M™ — Q"*P(&), em que f : M™ — Q"*?(¢) ¢ dada pela
Proposicao e M™ é munido com a métrica D* ( , ), é chamada uma transformada
vetorial de Ribaucour de f : M™ — QIP(¢).

Temos o seguinte resultado similar a Proposicao |3.3.3

Proposicio 3.3.10. As conexdes normais e as sequndas formas fundamentais de f e f

estao relacionadas por
(i) VEPE = P V4e),

(i7) A{% = Dil(Ag + Dg-15:¢), ou equivalentemente,
ay(X,Y) = P(ay(X, DY) + B(Q7")'®(X) DY), (3.3.27)
Demonstragao. Temos

R ALX 40 IVEPE = (VPO + (VyPE): = ViPe

= Vx&—VxGOigie

= —FAIX +i/VEE - dG(X)Q1GIE + GO 1dQ(X)Q Gk
—~GQ G (X)E — GGV &

= —RAIX +iJV5E - FO(X)Q7'GE + GQ71GHG(X)0'G¢
—GQIO(X)IFIE + GQTIGI R ALX — GG, V€

= —P(RALX) - P(RO(X)Q75€) + P(i./VxE)

= —EDAIX — ED7'®(X)Q7 1B + P (i) V),

e assim, obtemos (i) e (ii).
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3.3.4 O Teorema da decomposigdao em QY (¢)

Nesta subsegao, mostramos dois resultados que sdo consequéncias do Teorema [3.3.5] e do

Corolario [3.3.61

Corolério 3.3.11. Seja R, s0(f) : M™ — Q*?(&) uma transformada vetorial de Ribau-
cour de f : M"™ — Q"P(¢) como na Definicio determinada pela tripla (o, 3, $2),
dada na Proposicao [3.3.8.  Para uma decomposicio ortogonal V. = Vi & Va, defina

(¢4, B, Qiz) por
pj =7y, 00, Bi=PBl, e Qj=my 0y, eT(VyoV), 1<4,j<2. (3.3.28)
Suponha que Q;; seja inversivel e defina Ry po(@i, Bis Qi) == (@i, B:, Qi) por
@i = @i — Wi es, Bi=Pi(B — Bi()) e Qi =y — Q' Q5 (3.3.29)

1 S_i %j < 2, em que P; = I — G;Q0;'GE. Nessas condigoes, as triplas (¢;, 5;,%;;) e
(pi, Bi, Qi) satisfazem as condigées da Proposz'g:do com respeito a f e f;, respectiva-

mente, em que F; =10 f;, e vale

R@,B,Q(f) - RQZ,,BZ,Q“ (R@j)ﬂjaﬂjj (f)) (3330)

Demonstragdo. Primeiramente, definindo (; = B|VJ = B+ cFy}, j = 1,2, segue do

Teorema|3.3.5|que as triplas (¢;, Bj, Q;;) e (@, B, ;) satisfazem as condicoes da Definicao

B.3.1] com respeito a F' e Fj, respectivamente, e

R%B’Q(F) - R@iyﬁi,ﬁii (R“pﬂ'ﬁjﬂjj <F)) (3331)

Assim, a tripla (g;, §;,€2;;) satisfaz as condi¢oes da Proposi¢ao com respeito a f. E

ainda, como

~

Bi = B+ cFpt="P; (5i + cFpl + 5j(Q;jl)tQij + 5F90§(Q;j1)m§j>
= Py (Bi+ B 9;) = B,
temos que (5, B, ;) satisfaz as condi¢des da Proposicio com respeito a f;, em que

F; =io f;j e que existe f; : M™ — Q"P(¢) com R _ =

@i.Bi Q(FJ) = io f;. Logo, a equagdo
(3-3.30) segue da equagao (3.3.31).

Corolério 3.3.12. Seja f; = Ry, p,.0.(f) + M — QutP(¢), 1 < i < 2, transformada
vetorial de Ribaucour de f: M™ — Q"*P(¢) determinada por (v;, Bi, ;) como na Propo-
si¢ao . Suponha ainda que os tensores ® = ®(p;, dyp;, 5;), 1 < i < 2, satisfacam

[@ii,q)f;j]:()pam todov, € Viev; €V, 1<i#75<2.
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Considere G; = f.(dp;)" + B + ¢Fy}, 1 <i < 2. Entao existe Q; € T(Vi @ V), 1 <i#
7 <2 tal que
dQ; = GidG; e GiG; = Quj + (3.3.32)

Ji
etal que p e (V) e B e (V'@ NyM) e Q € I(V* ® V) definidos por para
V = Vi & Vs satisfazem as condicoes da Proposicao (e, portanto ocorre a ttlima
conclusao do Corolario|3.5.11)).

3.3.5 O cubo de Bianchi

Um quadrildtero de Bianchi é um conjunto formado por quatro imersoes isométricas
fi: M; — QP(¢), 1 <i <4, cada uma das quais é uma transformada de Ribaucour das
imersoes precedente e subsequente (pensadas como pontos em um circulo orientado), e os
tensores de Codazzi associados comutam.

Um k-cubo de Bianchi, k > 2, é uma (k + 1)—upla (Co,...,Cx), em que cada
Ci, 0 < i <k, é uma familia com (lf) elementos de imersoes isométricas f; : M; — QIP(¢),
tal que Cy = {f}, cada elemento de C; é uma transformada de Ribaucour de f e, para
qualquer ]? € Csy1, 1 < s <k —1, existem tnicos elementos fl, e sz € C, satisfazendo
as seguintes condigoes:
(i) f é uma transformada de Ribaucour de fj, 1<j<m.
(ii) Para cada par de indices 1 < i # j < s+ 1 existe um unico elemento ﬁj € Cs_1 tal
que { ﬁj, fi, fj, f} 6 um quadrildtero de Bianchi.

O seguinte resultado foi provado em [7].

Teorema 3.3.13. Sejam [ : M™ — QUTP(¢) wma imersdo isométrica e fi, ..., f trans-
formadas de Ribaucour de f tais que nenhuma delas pertence a familia associada a duas
quaisquer das outras. Para cada par {i,j}, 1 < i # j < k, seja fi; + Mj; — Qi7P(¢)
uma imersao isométrica tal que {fi;, fi, fj, f} seja um quadrildtero de Bianchi. Entao,

para uma escolha genérica das imersoes f;; nessas condigoes, existe um unico k-cubo de

Bianchi (Co, ,Ck) tal que Co = {f}, Cl = {fl; ;fk} e CQ = {fij}lgi?ﬁjgk.

Demonstragdo. Vamos primeiramente provar a existéncia. Escreva f; = Ry, 5,(f), 1 <
i < k. Para cada par {i,j} C {1,...,k} com i < j, defina ¢ € T'(R?) e Y € T'((R?*)* ®
N¢M) por

07 = (i, ;) € f7 = dzy @ f; + diy @ 3.

Por ser { fi;, fi, fj, /} um quadrildtero de Bianchi, existe QY € GI(R?) com

Qi Qyy
Qji

QJ —

)

€m que QT’“ = % <g’f"’ gT> , oI g?" - f*(d¢r)t +ﬁr +6ngf~ erec {Za.]}7 tal que (Soija /Bija QZJ)
satisfaz as condi¢oes da Proposicao com respeito a f e fij = Ryii gis i (f).
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Defina p € I'(R¥), 8 € T((R*)* ® NyM) e Q € T((R*)* @ R¥) por

k
Y= (9017 e 90/6)’ B = Zdzz ® B;
=1

E facil verificar que ¢ e 8 pertencem a D(f) e que Q satisfaz as equagoes e
, com G : RF — f*TQU?(&) dado por G = X8 dv; ® G;.

Agora, fazemos precisa a hipotese da escolha "genérica'. A saber, exigimos que
nenhum dos menores principais de 2 sejam nulos, em que €2 é considerada uma matriz
quadrada (k x k). Isto é, para qualquer multi-indice o = {iy,...,i5.} C {1,....k}, a
submatriz €2,, formada escolhendo-se de {2 as colunas e linhas com indices em «, tem
determinante diferente de zero. Desta forma, a propria matriz 2 é inversivel e a tripla
(p, B, Q) satisfaz as condigdes da Proposigao com respeito a f.

Doravante, para tal o = {iy, ..., 4.} C {1, ..., k}, considere

0" = (it e i), B =D dry, @ By e Q% = Q.

J=1

Definimos C, como a familia de (fj) elementos formada pelas transformadas vetoriais de
Ribaucour R e ga ga (f).

Dada f = Ryopago(f) € Cop1, 1 <s<k—1ea={i,.., i1} C{L,...,k},
sejam ay, ..., agy1 08 (s 4+ 1) multi-indices com s elementos que estao contidos em «. Para
cada j =1,...,s + 1 escreva o = o; U {4;}. Entao, pelo Corolario

fj =Ry g (f) €Cs e J?: R@z‘jﬁij (fj>

Além disso, para cada par {o;, a;}, considere a;; = o N € seja ﬁ-j = Reii geid goii (f)-
Entao, ﬁj €Csqe {ﬁj, fi, fj, f} ¢ um quadrildtero de Bianchi.

E fécil verificar que a afirmacéo sobre a unicidade segue da unicidade para k = 3.
Como nenhuma das transformadas pertence a familia associada a duas quaisquer das
outras, em [I8] temos a justificativa dessa unicidade usando um argumento elementar
baseado na versao do Teorema de Miquel para quatro circunferéncias.

Proposigao 3.3.14. Sejam [ : M™ — Q"P(¢) uma imersao isométrica e fi, ..., fi, trans-
formadas de Ribaucour de f, determinadas por (i, i), 1 <i <k, k <n+p. Suponha
que a imagem de = (1, ..., 01) : M — RF gere o R¥ e que G : R¥ — f*TQ"*?(&), dada

por

k
G =Y dr;® (f.Vy; + fi + F¢'),
i=1
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seja injetiva. Entao
i) fi nao pertence da familia associada a {f;, f;} para quaisquer i,j,1 € {1,...,k}.

ii) No Teorema se ¢ > 0, a imersdao f;; pode ser escolhida arbitrariamente

satisfazendo a condicao de que {fi;, fi, f, f} seja um quadrildtero de Bianchi.

Demonstragao. (i) é uma consequéncia direta das hip6teses. Para (ii), definindo Q
como em , temos de G ser injetiva que Q + Q' = 2Q, = G'G é positiva definida
para ¢ > 0, e assim, o determinante de €2 é positivo. De fato, por ser uma matriz real, {2
tem autovalores reais ou par de complexos conjugados, e como o determinante de §2 é o
produto de seus autovalores, basta mostrar que todos os seus autovalores tém parte real
positiva. Sejam « um autovalor de €2 (complexo em geral) e u o correspondente autovetor
(também complexo), temos de @'Qu + u'Qu = 2u'Qu > 0 e uW'Quu + u'Qu = 0 que
Re(u'Qu) = Re(u'Qu + u'Q,u) > 0. Logo, por u'Qu = «a||u||?, segue que Rea > 0.

Doravante, afirmamos que todos os menores principais de €2 sdo positivos. Pelo
critério de Sylvester, a parte simétrica 2, > 0 é equivalente a todos os seus menores
principais do canto superior esquerdo serem positivos, os quais sao chamados menores
principais de canto. Pela primeira afirmacao, os respectivos menores principais de €2
sao positivos. Finalmente, basta observar que todos os menores principais podem ser
permutados em posi¢oes de menores principais de canto, e que a parte simétrica da nova
matriz é ainda positivo definida.

Portanto, a imersao f;; pode ser escolhida arbitrariamente satisfazendo a condicao

de que {fij, fi, f;, [} seja um quadrilatero de Bianchi.



Capitulo 4

A L—Transformacao de Ribaucour

Neste capitulo, obtemos uma reducao da transformacgao vetorial de Ribaucour que pre-
serva a classe das subvariedades de curvatura seccional constante de formas espaciais. Tal
reducao fica determinada por um operador linear L de um espago vetorial Euclidiano V,
assim a chamamos de L-transformacao de Ribaucour. No caso escalar, ou seja, quando
V tem dimensao um, a L-transformacao reduz-se a reducao da transformacao escalar de
Ribaucour para subvariedades de curvatura seccional constante obtida em [I2]. Obtemos
um teorema de decomposicao para a L-transformacao, do qual decorre, em particular, que
uma L-transformagdo determinada por um tensor simétrico L é a iterada de dim V' trans-
formagoes escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em particular, mostramos como obter,
a partir de k tais transformadas escalares de uma subvariedade de curvatura seccional
constante ¢, formulas algébricas explicitas para uma familia de novas subvariedades da
mesma classe, a qual esta em correspondéncia com os vértices de um cubo k-dimensional,
do qual as k subvariedades iniciais sao os vértices contiguos aquele associado a subvarie-
dade dada.

4.1 A L-transformacao para subvariedades de curva-

tura constante.

Antes de definir a L—transformacao, mostraremos alguns resultados preliminares.

Sejam f : M™ — QI"P(¢) uma imersdo isométrica e Ry, ga(f) : M™ — QIP(¢)
sua transformada vetorial de Ribaucour determinada pela tripla (i, 8, 2), segundo a De-
finicao . Denotaremos por M" a variedade M™ munida com a métrica induzida por
f . Primeiramente, iremos relacionar os tensores de curvatura de M" e M,

Defina os tensores S € '(N;M*®@ V) e U € I'(T"M @ T*M ® End(TM)) por

S=q7p

97
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UX,)Y)=®(X)oSo(AY)+ ;@(Y) oS’

Dado T € T(T*M ® T*M @ End(TM)), defina T' € T'(Ay(T*M) @ A(TM)) por

T(X,Y)=(T(X,Y)=T(X,Y)) = (T(Y,X) = T(Y, X)").

Proposicao 4.1.1. Os tensores de curvatura de M™ e M™ estio relacionados por
DoR(X,Y)=(R(X,Y)+UX,Y)+&(DXADY)—¢(XAY))oD. (4.1.1)
Demonstragdo. Pela Proposicao |3.3.10} temos

DAsy.z)(X) = DAX)P (Y, DZ) + B(Q7)'®(Y)' DZ)
= A(X)(a(Y,DZ) + Q) O(Y)DZ) (4.1.2)
+O(X)(Q 1B (a(Y, DZ) + B(Q)'R(Y)'DZ)).
Denote por R o tensor de curvatura de Q"+?(¢). Obtemos de e das equacdes de
Gauss para f e f que
DoR(X,Y)Z = DAsy X — DAsx.2)Y + D(R(X,Y)Z)!
= AwvpnX + A(X)S'®(Y)DZ + ®(X)SAY)'DZ

+O(X)SS'O(Y)'DZ — Aux.pz)Y — A(Y)S'®(X)'DZ
—®(Y)SAX)'DZ — ®(Y)SS'®(X)'DZ
+¢((Y,Z)~ DX — (X, Z)~ DY)
= R(X,Y)DZ - &¢(X ANY)DZ

+ (cb(X)s (A( S)t> DZ
- (@(X)s (A(Y) S)t>t Dz
- (@(Y)S (A(X) S)t> Dz
+ ((I)(Y)S (A(x) S)t>tDZ+c (DX A DY) DZ
— R(X,Y)DZ — (X NY)DZ + U(X,Y)DZ + &(DX A DY) DZ.

Defina agora p e I'(V*®@ V) e ¥ € I'(T*M @ V* @ T M) por

p=p8—(c—c)pp (4.1.3)
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(V) = AYV)G + (e~ Y !+ B(V)2 . (4.1.4)

Lema 4.1.2. Se M™ tem curvatura constante c, entdo o mesmo vale para M se, e $O
se, Q ¢ identicamente nulo, em que Q € DNT*M @ T*M @ End(TM)) € dado por

QIX,Y)=d(X)oQ toW(Y). (4.1.5)

Demonstragdao. Observe que M™ tem curvatura seccional constante ¢ se, e so se,

DR(X,Y)Z = cD({Y,Z)~X — (X, Z)"Y)
= ¢D({DY,DZ)X — (DX,DZ)Y)
= «DX ADY)DZ.

Decorre da Proposigao e do fato de M™ ter curvatura seccional constante ¢, que

DoR(X,Y)—c¢(DXADY)oD = (R(X,Y)=&XAY)+U(X,Y)
+&DX ADY) — (DX ADY))o D
= ((c—&)(X AY) = (c—&)(DX A DY)
+U(X,Y))oD.
(4.1.6)

Agora, usando que D = I — ®q-1,, obtemos

XAY -DXADY = XY'-YX'—DX(DY)' + DY (DX)"
= X(@(Y)Q 'p) + (2(X)Q )Y — (B(X)Q ) (B(Y)Q )
—Y(@(X)Q7 ) — (B(Y)Q ) X + (P(YV)Q ') (B(X)Q )
= ()2 e (Y — (1/28(V)0 ")’
—(Y)Q o (X — (1/2)8(X)2 ')

_ ((I)(X)Q_lgo (v - (1/2)@(3/)9—1@)'5)

(@(Y)Q_lgo (X - (1/2)<I>(X)Q_1<p)t>
= H(X,)Y),

t

t

+

(4.1.7)

com H(X,Y)=®(X)Q (Y — 10(Y)Q ). Segue de (4.1.6) e (4.1.7) que

DoR(X,Y)—e¢(DXADY)oD = (UX,Y)+ (¢c—&H(X,Y))oD.
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O resultado segue, uma vez que

U(X,Y) + (e~ DH(X,Y) = 2(X)QBHAY) + Lo(y)0-1 4ty
o= AB(X)QTp(Y — LB(Y)Q 1)
= LB(X)Q (B8 — (e — Dpet) Q) B(Y)!
+@(X)QIBAY ) + (¢ — 0)@(X)Q 1Y
=P(X)o Qo (Y)
= Q(X,Y).
u
Com o objetivo de obter uma reducao da transformacgao vetorial de Ribaucour

que preserve a classe das subvariedades de curvatura seccional constante, mostramos ini-

cialmente o seguinte lema.

Lema 4.1.3. Sejam f: M"(c) — QU*P(¢), com M™(c) simplesmente conexa, uma imer-
sao isométrica satisfazendo as condicoes da Proposicdao |1.53.1] ou da Proposicao
conforme seja ¢ = ¢ ou ¢ # ¢, respectivamente, e (v, h) e (v,h,V) as respectivas solugoes
dos sistemas dados nessas proposicoes. Seja L um endomorfismo linear inversivel de um

espaco vetorial Fuclidiano V. Nessas condigoes, valem as sequintes afirmagoes:

(i) Fizados o € U e ¢, ~Y,....,7°, 5Y, "'7619 eV, existe uma unica solucao do sistema

) 8%(90) = Ui, ”) ai(,}/j) = hji'Yi, i 7éj
Ro = { iii) 0(vi) = — Xjz hyiy; — (L)~ = Deiffi — cugp
ZU) Esai<ﬂs) = Eihisﬁia { 7& S, U) Z(ﬂz) == — Es;éz hisﬁs-

se ¢ = ¢, ou do sistema

i) Oi(p) = viyi, 1) Oi(v;) = hyivi, 0 #
RC—E - ”Z) az(’)/z) j;éz hjirYj - ((Lt)_l - I) Zs Vvisﬁs - ((Lt>_1(c - 6) + 6) Vi,
“)> z(ﬁs) —€ V;s%, ? 7é S,

se ¢ # ¢, tal que o(x0) = ¢°, vi(zo) =7} € B(x0) = Bg para quaisquer 1 <i<mn e
Il<j=<p

(ii) Se (@, Y15y Vs B1y ooy Br) € uma solugio de Ry ou R._z, conforme seja ¢ = ¢ ou
¢ # ¢, respectivamente, entio w =dp € L(TM*®@ V) e f € ['(V*®@ Ny M), definido
por

Be(v) =D (Bs(x), v) &, (4.1.8)
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satisfazem a equagdo , o tensor ® dado por (3.3.24)) satisfaz
PY)L+AY)B+ (c—e)Ye' =0 (4.1.9)

e w(0;) = viy; para 1 < i < n. Reciprocamente, se p € tal que w = dp e [ satisfa-
zem (3.2.6) e (4.1.9), entao (o, Y1, .oy Yn, 81, -y Br) € uma solugao de Ry ou Rz,
conforme ¢ = & ou ¢ # ¢, respectivamente, em que v; = v; 'w(d;) para 1 <i < n e
B; = €;BY(&;) para 1 < j <p.

(iii) Se (w,B), com w = dp, satisfaz eQ e IN(V*®V) satisfaz a equagao ,

entdo existe uma se¢io paralela K € T(V* @ V) tal que

QL+ L'Q — p= K,

com p dado por .

Demonstragdao. (i) Escrevendo ambos os sistemas Rg e R._z na forma (A.1.1)), é imedi-

ato verificar, usando o fato de que (v, h) e (v, h, V') sdo as respectivas solugdes dos sistemas

(1.3.3) da Proposiao e (1.3.9) da Proposicao [1.3.4] conforme seja ¢ = ¢ ou ¢ # ¢,
respectivamente, que as equagoes de compatibilidade ((A.1.2)) dos respectivos sistemas Ry
ou R._z sao satisfeitas. Assim, a afirmacao decorre do Apéndice

(ii) Dividimos a demonstracio em dois casos.
¢ c=G
Inicialmente, temos de ¢ € C°(M) e v; = w(X;) para 1 < i < n, e de e
(1.3:2), que
(05, (0) + (Vi *V M )
=2 (1, v) (03, Xj) + V5,(Zs (Bs,v) &) — B(VEv)
= (71, 0) & + 35 (0i(Bs), v) &5 4 224 (Bss Vo,v) &6 + 2 (B v) Vigi&s
— 325 (Bs; V,0) &

= (73, 0) & + X5 (0i(Bs), 0) & 4+ Xt (Bs, ) his&i + (B, v) Vg &
= (Y, 0) & + 225 (0i(Bs), v) s + Xss (Bss v) his&i — (Bi, v) Yo €i€shisEs
= (i + S Behis + 0:(81)) , 0) & + (T (0:(8,) — eieshisfi) ,v) &

Portanto, a(9;, w'(v)) + (Vg:‘@NfMﬁ)v = () para todo 1 < i < n se, e somente se, as

equagoes (iv) e (v) de Ry sao satisfeitas.

Vamos verificar a equivaléncia para equagao (4.1.9)), com ® dado por (3.3.24)). Temos
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por (|1.3.2) que

B, (0) = ®(0)v=(Vy ™M) v — A0 + cp! (v)9,
= Vo' (v) —w! (Vo) = Ag)d; + cp! (v)0;
= 2 (0i(75),v) X5 + (0 (vi), v) Xi + Xz (5, v) Vo, X
+ (%, v) Vo, Xi — 3 (Bs, v) Ae, 0; + ¢’ (v)0;

= 22 (0i(3),v) X + (0i(%), v) Xi + i (15, 0) hyiXi
— (%, V) Xjss hii Xy — (Bi, v) € Xi + cvi (p, v) Xi.

= X2 $0i(y) — hjivi v) X
+ <8Z-(”yi) + 32 Vil — €Bi + cvip, v> X;.

Logo, por um lado, temos por (ii) em Ro que
®, (0;) = (BY,v) X;, (4.1.10)

com B? dado por

B? = 81(%) -+ Z’thj,’ — Eiﬁi + CU; Q.
J#

Por outro lado, pela Proposicao [3.3.7, &, é auto adjunto e comuta com o operador
de forma, logo {X1, ..., X,,} também diagonaliza ®,, e assim, vale (4.1.10)).

Portanto,

= (B}, Lv) Xi + 2, (B, v) A, 0;
= <BzO7L'U> Xz + <Bza > €
= <LtBZO + Eiﬁi,v> i-
Concluimos, se vale (ii) e (iii) de Ry, entao vale a equagao (4.1.9)), e reciprocamente,
se (w = dyp, B) satifaz a , entao vale (ii) de Ry e a equagao (4.1.9) é condigao
suficiente para (iii) de Ro. Assnn, temos (ii) para o caso de ¢ = ¢.
o c#¢;
De (1.3.8)
(0, ' (v)) + (V5 MM B0
= 33; (3, v) (03, X;) + V5,( (s, 0) &) — B(VEv)
= <717 U> Es 65‘/2555 + Zs <az(5s)7 U) 53 + Zs <ﬁ57 Vaﬂ) fs - Es <Bsa v8¢U> fs
- Zs <(’7ivis€s + az(ﬁs)) 7'U> gs-

Portanto, «/(9;,w'(v)) + (Vg:®NfMﬁ)v = ( para todo 1 < i < n se, e somente se, a
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equacao (iv) de R._; é satisfeita.

Para a equivaléncia de (4.1.9)), temos

®,(0;) = ®(0)v=(Vy M) v~ Ag)0; + D' (v)

= Vouw'(v) = w (VHv) = Agwd; + 0! (v)

= 2 (0i(75),v) X5 + (0 (i), v) Xi + Xz (75, v) Vo, X
+ (75, v) Vo, Xi — 34 (Bs: v) Ae, 05 + cvilXip' (v)

= 2 (0i(75), ) Xy + (0 (i), v) Xi + Xz (5 v) Ry X
— (Y0, 0) i P Xy — 2 (Bs, 0) Vis Xi + evi X' (v).

= X5 ((0:() — vihji)  v) X;
+((B00) + i Vahgi = X BVis + Evip) s v) X

Logo, por um lado, temos por (ii) em R._z que

Dy (0) = (0i(i),v) Xi + Xz (1, 0) Ty Xs = 35 (Bs, v) Vi Xy + cv0'(0) X
= <a¢(%) + 2 Py — s BsVis + v, U> X
= <Bl7 U> X’L
(4.1.11)
em que By = 0;(7i) + ;41 hjiv; — s BsVis + Evip. Por outro lado, pela Proposicao
3.3.7| @, é auto adjunto e comuta com o operador forma, logo { X1, ..., X,,} também
diagonaliza ®,, e assim, vale (4.1.11]).

Portanto,

= (Bj, Lv) X; + X, (Bs,v) Vis X + (¢ — O)vip' () X;

= (L'Bi + X, BsVis + (¢ — &)uip, v) Xi.
Concluimos, se vale (ii) e (iii) de R._z entao vale a equacao (4.1.9)), e reciproca-
mente, se (w = dy, () satifaz a (3.2.6]), entao vale a equacao (ii) e a equagao (4.1.9)

¢ condigao suficiente para (iii) de R._z Assim, temos (ii) para o caso de ¢ # ¢.

(iii) Defina G = fuw' + B + ¢Fe'. Usando (3.2.6), (3.3.18), (3.3.19) e (3.3.25),
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temos

t

dQL + L'Q — p)(X) = wd(X)L + L'd(X)w! — dB(X)S — BdB(X)
+(e = Qw(X)¢' + (¢ — E)pw(X)

= wO(X)L+ L'®(X)'w' +w(AX)B+ (c — ) X¢")

+HAX)B + (c — ) X¢')'w!

w(®(X)L + AX)B + (c — O) X &)

+Hw(®(X)L + A(X)B + (c — )X "))’

= 0.

Defini¢ao 4.1.4. Sejam f : M™(c) — QI*P(¢) uma imersdo isométrica e L um endo-
morfismo inversivel de um espago vetorial Euclidiano V. Uma transformada vetorial de
Ribaucour f = R, p0(f) de f, determinada por (¢, 3,2) como na Defini¢ao , é uma
L-transformada vetorial de Ribaucour de f, ou simplesmente, uma L-transformada de f,

se valem

B(Y)L + AY)B + (c— &)Y =0, (4.1.12)

QL + L'Q = p, (4.1.13)
em que w = dy e p é dado por (4.1.3)). Escrevemos f = Ryp0,(f)

A existéncia de L—transformadas de Ribaucour para s = 0 é assegurada pelo

seguinte resultado.

Teorema 4.1.5. Seja f : M™(c) — Q"P(¢) uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana simplesmente conexa satisfazendo as condi¢oes da Proposicio |1.5.1 ou da
Proposicao(1.3.4), conforme seja c = ¢ ou ¢ # ¢, respectivamente. Seja L um endomorfismo
inversivel e nao depreciativo de um espaco vetorial Euclidiano V', cujos autovalores com
multiplicidade algébrica impar, caso existam, satisfacam a . Entao, dados xqg € M e
uma tripla (1o, 1o, Bo) L-admissivel, com g € V*, vy € V¥*QT, M € By € VQ N M (xy),
existem uma vizinhanca aberta U de ¢ e uma dnica L—transformada f = Ropr(flu) de
flu tal que (o) = 15, w(wo) =14 e B(xo) = Po.

Demonstragdo. Pelo Lema[4.1.3] existem uma vizinhanga aberta U contendo g, p: U —
V diferenciavel e g € I'(V* ® N;U), satisfazendo as equagoes (3.2.6) e (4.1.12)), tais que
p(o) = ¥, B(wo) = Bo e w(zo) = 155, em que w = dep.

Como L : V — V é um endomorfismo inversivel e nao depreciativo, e a tripla
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(2o, 10, Bo) € L-admissivel, decorre da Proposicao que o sistema de equacgoes

X + X' = w(@o)w' (20) + B (w0) B(20) + Ep(w0)¢" (20)
XL+ L'X" = B(x0)' B(o) — (¢ — &)p(0) " (wo),

possui uma tnica solucao X = )y, a qual é inversivel.
Por outro lado, pelo Lema o tensor ® dado por (3.3.24]) satisfaz (4.1.12]).

Como f tem fibrado normal plano, temos que
(¢, X,0,Y) = (0,X,0,Y)

para quaisquer u,v € V e X, Y € T'M. Logo, pela Proposicao [3.3.8 existe uma tnica
Q € I(U; End(V)) satisfazendo (3.3.25) com Q(zo) = €. Decorre de (iii) do Lema [4.1.3]

que Q satisfaz (4.1.13)), assim f = R, 50(f|v) é uma L—transformada de f|.

O préximo teorema justifica nosso interesse na L—transformacao.

Teorema 4.1.6. Seja f: M"(c) — QItP(¢) wma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana e seja f = Ry porn(f): M" — Q*?(¢) uma L—transformada de f. Entdo

a métrica induzida em M™ por f tem também curvatura seccional constante c.

Demonstracdo. Pelo Lema , basta provar que Q =0, em que
QelN(T"M ®@T*"M ® End(TM))

é dado pela equagao (4.1.5)). De (4.1.12) temos que

e assim

Logo, por (4.1.13))

QX,Y) = o(X)Q7'(5 - L) Q oY) — @
—0(Y)Q 1 (5 - L) ()1 (X
= (X)L (p— QL — L) (1)
(V)L (p— QL — L) (071

— 0.

—~

Y)Q (5 - QL) () e(X)!
L+ B(X)Q (5 - QL) () (Y)!

S35
= =
5\;

Proposigao 4.1.7. Seja f : M"(c) — QUFP(¢) uma imersao isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa satisfazendo as condi¢oes da Proposicao ou da
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Proposicao conforme seja ¢ = ¢ ou ¢ # ¢, respectivamente. Se ¢ = ¢ (resp. ¢ # ¢),
sejam {&, ..., &} o referencial de NyM e (v,h) (resp., (v,h,V)) o par (resp., tripla)
associado a f. Se f = Ry p.0(f) ¢ uma L—transformada de f, entio {&,....,&,}, com

&E=P& - &, L7Q7B,) &), (4.1.14)

€ um referencial ortonormal de Nz M satisfazendo as condigoes das referidas proposigoes,

e o par (0, 71) associado a f para ¢ = ¢ é dado por
T = v + ¢ <5j, L‘19‘1¢> e hiy = hir + € </5r, L‘lQ‘lgtF*Xi> : (4.1.15)
Para ¢ # ¢, a tripla (0, h, V) associada a f ¢ dada por
0 =v;— (B, Q") hij = hij — (B;, Q7 'G'F.X;) e Vip = Vip + (B, Q7'4,), (4.1.16)

em que B; = —(Lt)fl (s €:B:Vis — (c — S)uiyp) .

Demonstracao. Faremos a demonstragao para o caso em que ¢ = ¢, sendo aquela para

0 caso ¢ # ¢ analoga. Segue de (4.1.10) que

Do, = 0;— (I)Qflgoai = v; X; — BOEQ_IQDXi
= u;X; + ¢ <6@7 LilQil(p> Xi
I~ (4.1.17)

logo
.0 = Pf.DO; = 5;Pf.X

Portanto,

(0, 0)™= (f.0i, [.0,) = (P}.Dd,, PL.DI;) = &,

e a primeira equagdo em ([1.1.15) segue da Definicdo [3.3.9] Usando (L.3.1)), (3.3.27),
({.1.8), (4.1.10) e (4.1.17)), obtemos para 1 < i < n que

L[a7(@.0)] = L[P(a(@,D0)+BO7)0 (@) D)
LIP (m&+ 0810 (9) Xi)]

(& +vit 2, (B (7)1 (3) 0) &)
(& + vt S, (®)Q71B,,91) &)

&+ XL (B Q715 &)

& — Xs € (B, LTIQ7160) &)

Por outro lado, segue de (i) da Proposi¢ao (3.3.10} ((1.3.2)), (3.3.18)), (3.3.25)), (4.1.10) e (v)
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de Ry que

Vi = VEP(&— X6 (B, LTIQT8,) &)

= P[V4 (& -6 (B, LB E)]

= P[Vie - 60 (B, LQ7IB) &,
= Sozi € (Br, L7716 VAL — € (B, LTIQ716,) V4]

= P[VEG = o6 (0i(B,), LTIOB) & + L6 (B, LT1QT1QA0)Q1B,) &
— Dssi Er (Bry L7YQ10,(85)) & — € (Bry LTIQ10:(5:)) &
= Yasi € (B LTITIB) VEE — € (B, LTIQ713:) V]

= Plha& — X, € (hyfi, LTQ71B5) &
— 366 (B, LY Be) (B, LT w(X5)) & — Sai €066 (Bry LT hisBi) &5
—r (B L7 (= = S hisBs) ) & — L €0 (B, LTIQ71B,) Bk
e (Bry LTITB) K hiscials

= Plhin& — 2. € (haBi, LTIQ1B5) &
— Y66 (B, LI B6) (Br, LMY w(X5)) & + € (Br, LMY 1) &

= (hir + & (B, LI (X)) P& — S, 6 (81, L1, 4]

= hwfz

Corolario 4.1.8. Sejam (v, h) € (¢, Y1, -, Yn, B1, -, ON—n) Solugoes de e Ro, res-

pectivamente. Entdo (U, ﬁ) dado em é uma nova solucao de .

Demonstragao. Suponha que (v, h) e (¢, 71, ..., Yn, 1, ---, Bn—n) estejam definidas sobre
um subconjunto simplesmente conexo U com v;(x) e 9;(x) diferentes de zero para Vz € U
e 1 < i < n. Pela Proposigao existe uma imersio f : U — QY(c) com (v,h)
como par associado. Pela Proposicao m (0,715 -y Vs 1y -, On—n) d& origem a um
L—transformada f : U — QN(c) de f cujo par associado é (9, ). Entdo (9,h) é uma
nova solucao de pela Proposicao Para o caso geral, temos de 0;B; = h;; Bi

8,(@) = 87,(?}] BtQ ! ) (3(1)])—h”BfQ’lgo+B§Q’182(Q)Q’lcp—B;Q’lc‘?,(go)
— O(oy) — hyBIQ N+ BIOUF g 1, (9) QY — BIQ104(0)
0i(v;) — hiy BIQ o + BIO FUBIQ Vo f, X, + BIQ L £.0,
v; — BIQ o) (010, (vy) — BIQTVF X)) = 0y(hyy — BIQTVF £.XG)

h” U;.

As outras equagoes seguem de maneira analoga.

Temos também

Corolario 4.1.9. Sejam (v, h, V) e (¢,7, ) solugdes de e R._z, respectivamente.
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Entio (0,h,V) dados por ¢ uma nova solugao de .

Proposicio 4.1.10. Seja f = Ry s.0.0(f) uma L-transformada de Ribaucour de f. De-
finindo
p=0"p, B=PBOQ) eQ=0"

temos que f = R@,B,Q,Lt(f) ¢ uma L'-transformada de f.

Demonstracgao. Pela Proposicao [3.3.4), F' =R (F) é uma transformada vetorial de

N 3,60
Ribaucour de F, em que § = 8 + éF@!, e assim, pela Proposicao [3.3.8, f = Rspalf) €

uma transformada vetorial de Ribaucour de f.

Agora, segue de (4.1.13]) que
L(Qt)—l + Q—lLt _ Q_lp(Qt)_l,

Logo, por (4.1.12)

D®(X)Ltv + DAF(X)Bv + (¢ — &) DX v
= —(DQ—ILtUX —+ (Aﬁ(ﬂ—l)t,UX -+ @Q—lﬁtﬁ(ﬂ—l)th)
+(c — &) DXt (Q Nty
== (I)L(Q—l)th - (I)Q—lp(ﬂ—l)th + AB(Q—I)th + (I)Q—lﬁtg(ﬂ—l)t,uX
+(e = X' () v — (¢ = (X" (Q7H)'w
=0.

Além disso,

LO 4+ QL = Q7 BPPB(Q) T — (e — Qo' () = B8 — (c— &) ¢

4.2 O Teorema de decomposicao para a L-transformacao.

Nesta se¢do obtemos o teorema de decomposicao para a L—transformacao de subvarieda-

des de Q"P(¢). Iniciamos com o seguinte lema.

Lema 4.2.1. Sob as hipoteses do Coroldrio|3.5.11|, o tensor

0;(X) = Vxof — A(X)B; + eX g

i

satisfaz
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Demonstragdo. Primeiramente calculemos w; = dp;. Temos

G(X) = wilX) — Ay ()95, + Q5 () 0 — Q4w (X)

ij ]J
= wi(X) —wi(® (X) i SOj) + Qiijj w;(®; (X)Q]j %) Qiijj w;(X)
= wi(D;X) — Q0 w;(D; X), (4.2.2)
em que D; =1 — <I> 1, . Entao

(@i (vi), X); = (vi,wi(D; X) — Qi w; (D; X))
= (Djwi(vi) — Djwj () x5 (v), X)
= {wi(v;) — wi Q) Qs (va), D; 71 X5,
em que (, ); denota a métrica induzida por f;. Usando que D; ™" é simétrico com respeito

a (, )j, obtemos
Djw; = wj — wj(Q5;)";.
Entao
D;(Vx@})(v;) = D;Vi@(v;) = Dol (V)
= Vo] (v;) — VA1) (v5) — €;(X) Q5 wjwl(v)
—|—<I>j(X)Q;j1ij§-(Q;-1)tQ’?-(UZ-) + w-(Q? )P, (X) wi(v;)
—wh Q)10 (X)Twh (1)L (v) + W)L (Vi) — wh(Vi,).
Agora,
—Vwh (1)1 (00) + () QU (V¥ 0) = —(Vxwh) (251 (vs)
(255 0 (X)) wi (9551)1 2 (v:) — wi(9551) @5(X) wh (vs).-
Portanto,
D;(Vxw})(v:) = (Vxwi) (v:) — (Vxwh) (5 Q% (vi) — @5(X) Q55 wjewf (vi)
—f—CI)J(X)QJ_le]th(QJ_JI)tQZ (Uz)
Por outro lado,
~D;AL A X + Ag - yar X @;(X)$25; 35 Bi(vi)

Bi vz)
‘HI)( ) g]lﬂtﬁj( i )tQt (vs)
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e
DJ<X)¢7§ = D(X)<90 QUQJ] QOJ)
= (X = ;(X)Q55'05) (0} — 52551 2))
= X} — Xol(Q5;)' Q" — 5(X)Q55 00
+0;(X)Q5; 005055 Q-
Assim,

D;®i(X)vi = ®3(X)v; — B5(X)(Q51) Q5 (03) — @5(X) 5wyt (v;)

D, (X)Q;; wjwh(Q5;) 1L (v;) — ©5(X)Q;5 B85 (v7) (12.3)
+@; (X055 B56;(55 )0 (vi)
—®;(X)Q;, 37 %901 + (I)J<X)Q]j SOJSOJ(Q )tQt
Usando que G;G; = w;w} + B58; + épjp; e GiG; = wjw; + BB + ¢p;p;, obtemos
()1 + Q5 wiwl — Q5 w;wh(Q51) Q8 + Q3 816 — Q5 BL8; (95511
—Q;j it + Q7 1%%(9 )tQt
= (551)'Q + 955 G1Gi — 05/ G1G3() Qs
= ()1 + Q0L + Q51 Qi — (Q5)'QL — Q551 QL
= Q' Q.
Substituindo em obtemos .
]

Teorema 4.2.2. Seja f: M"(c) — Q"*?(¢) uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana e seja Ry pa.rn(f): M" — Q"P(¢) uma L-transformada de f tal que L =

Ly ® Ly com respeito a uma decomposi¢cao ortogonal V.=V, & Vy. Considere cpj, B, ij
como em e sejam Ry p.0(vi, Bi, Qi) = (@i, Bi, Qi) dados por . Suponha
que ¢ > 0, ou que ¢ < 0 e c € (—o0,¢) U (0,00). Entao (pj, 5,5, ) define uma
L;-transformada de f para 1 < j < 2, (@, Bi, s, Li) uma L;-transformada de f; para
1<i£j<2 e

Rosarlf) =Rg, 5 .ou Re,6.0,.0,(f)). (4.2.4)
As mesmas conclusoes valem se ¢ < 0 e ¢ € [¢,0], desde que §j; seja inversivel para

1<j<2.

Demonstragdo. Como R, 50(f) é uma L- transformada de f, temos que

(X)L + AX)B+ (c — &)Xt =0

QL+ L'Q" — p =0,
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com p dado por (4.1.3). Desde que L = L; & Lo, essas equacoes sao equivalentes as
equacoes

J

QuiLi + LiQ% — (BB — (c = pipl) =0, QL + L — (BI85 — (¢ — &)pid}) =0,

1<i,j<2.

Além disso, (¢',w', ) é L-admissivel. Seé > 0,ouse¢ < 0ec € (—o0,¢)U(0, c0),
decorre do Teorema e da Afirmacao 1 de sua demonstracao, que E, NS = {0}
(respectivamente, E, NS¢ = {0}) se a for um autovalor real de L com multiplicidade
algébrica fmpar (respectivamente, autovalor complexo). Isto implica que E,, N.S; = {0}
(respectivamente, E,, NS5 = {0}), em que E,; ¢ o autoespago de L; com a; sendo um

autovalor real com multiplicidade algébrica impar (respectivamente, autovalor complexo),

g ker wi Nker B;, se c=¢ =0,
7 ker @5 Nkerwj Nker 3, se (¢, ¢) # (0,0).

e S5 o complexificado de S;. Assim, novamente pelo Teorema e a Afirmacao 1, temos
que (¢}, w5, %) é Lj-admissivel, ou seja, §2;; é inversivel. Portanto, pelo Teorema e
segundo a Definicao , fj ¢ uma Lj-transformada de f.

Para ¢ < 0 e ¢ € [¢,0], f; ¢ uma L;-transformada de f desde que 2;; seja
inversivel.

Para mostrar que (¢p;, By, Qs L;) produz uma L;-transformada de f; para 1 < i #

j < 2, devemos provar que

0:(X) 1= ®;(X)Li + A(X)B; + (c — &)X @' =0
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Temos, por (4.2.1)), que

D;6;(X) = D;j®;(X)L; + D;A1(X)B; + (c — &) D; X

= O;(X) Ly — ©;(X)Q;1 Q0 Li + Dy AN (X)P;(8; — 5;(9255)'$Y;)
+(c = &) Di(X) (i — Q55 0;)"

= ;(X)L; — @;(X)Q;1 0 Li + A(X) (B — B;(925;)'%))
+@;(X) (9, BL(Bi — B;(,1) 1))
+(e = )(X — @;(X)Q; 05) (0 — i (255" %;)

= ;(X)Li + A(X)B; + (¢ = &) X} — ©5(X)Q51 (i Ls — B85 + (¢ — &) ps))
H(0;(X)Q5 (8585 + (¢ — O)psh) — AX)B; — (c — &)X ) (2531)" %)

:qu(X)Q IrtQt — @ (X)Q 1LLQL. (Q 1)tQt =0.

Jotig J %9 27

Por outro lado,

QuiLi + LIQL — (818 — (¢ — &)@ip))
= (i — Q5 ) Ly + LS, — Q1 (3110
—(Bf = Qi Q5 B (B — Bi(255)Q%;) + (¢ — &) (i — Q55 05) (0 — (1))
= QuL; + LIQL — BLG; + (¢ — &) pipt — Qiij’j (QjiLi — BiBi + (¢ — E)p;i)
—(LiQ%; — BiB; + (c — ©)¢agh) (5) x5 — Q5 (B85 — (e — 0)pyph) (51,
= QO LA + QL ()L — Q5 (L, + L) (2510 = 0.

Jorig J=3g

A igualdade ([£.2.4) segue do Teorema [3.3.5]

[
Dados Ly, Ly € R, com Ly # Ly, dizemos que um conjunto {fi, fa, fs3, f1} de
imersoes isométricas f; : M;(c) — Q"P(¢), 1 < i < 4, é um (Ly, Ly)-quadrildtero de
Bianchi se, para cada uma delas, ambas as imersoes precedente e subsequente (pensadas
como pontos em um circulo orientado) sdo, respectivamente, L; e L; transformadas de
Ribaucour dessa, com t # [ € {1,2}, e os tensores de Codazzi associados as transformagoes
comutam.
Como consequéncia do Teorema [£.2.2] obtemos a seguinte proposi¢ao provada em
[12] (veja o Teorema 18 em [12]).

Proposigao 4.2.3. Seja f : M"(¢c) — Q"P(¢) uma imersdo isométrica. Suponha que
¢>0, ouquec<0ecée (—o0,é)U(0,00). Dados Ly # Ly € R, seja

fo =Ry, 5.(f) : M"(c) = Q"(¢)

uma Ly-transformada escalar de Ribaucour de f, com 1 < r < 2. Se [Ag,, Ag] = 0,

entio existe wma unica imersio f: M™(c) — Q"P(&) tal que {f, f1, fo, [} forma um
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(L1, Lo)-quadrildatero de Bianchi.
Demonstragdao. Temos pela equagao (3.1.4) que

1 -
P, =0, 5 (X)= I (—AX)B, — (c— ) X¢,), (4.2.5)
com 3. € NyM e ¢, € C*(M), r =1,2. Como [Ag,, Ag,] = 0, segue que [y, D] = 0.
Assim, o Corolario [3.3.12] garante a existéncia de 3, Qo € C*°(M) satisfazendo as
equagoes em (3.3.32) com G, = F.(Vp,) + 5, + ¢Fp,., r = 1,2, em que FF = io f e

i: Q"P(¢) — R2PHL é a inclusdo umbilica. Além disso,
¢ = (p1,p2) € B =dz1 @ S + dzs ® Pa,

pertencem a D¢(f) e
Q1 (o
Qo1 Qoo

Q:

I

em que Qy, = 3 (G,,G,), r = 1,2, satisfaz as equagoes (3.3.25) e (3.3.26), para V =R? e

G =dr; ® Gy +drs ® Gs.

Agora, definindo L : R? — R? por Le; = Lie;, 1 < i < 2, temos que a quadra (p, 3,9, L)
satisfaz a equacao (4.1.12), a qual é equivalente a (4.2.5)). Para a equagao (4.1.13]), basta

observar que tal equacao é equivalente as equagoes

0 = 2L7"QTT‘ — Prr
= L ([1BIP +IVerl]? + &02) — (1P + (c = &)¢}
= (Lr = DIBAP + ((c = &) + L&) ¢ + Lo ||V, ||, 7= 1,2,

Qiij + L'LQ]z — Pij = 07 Zaj € {1’ 2}7

em que p;; = (B, B;) — (¢ — €)pip;. A primeira é justamente a equagao (3.1.5)) e, para que
valha a segunda, escrevendo 2 = %gtg + Q,, basta tomar, em um ponto zo € M",

~(@ulan))ar = ()2 = - ! - (prataw) - (L + 1) (Ga(a0), Galo)) )

Vamos verificar a inversibilidade de €2. Como §2,, é ndao nulo para r = 1, 2, segue
que ¢, e (3, sao também nao nulos para ¢ # ¢ ou que (3, é nao nulo para ¢ = ¢, e em ambos
os casos, B, Nkerp' NkerB = {0}, em que E}, é o autoespaco do operador L associado
ao autovalor L,. Logo, de (ii) do Corolario temos que (¢!, w', §) é L-admissivel, ou

seja,  ¢é inversivel. Assim, conforme as Defini¢oes e f=Ropalf) é uma
L-transformada de f.

Definindo R s0(vi, B, Qi) = (@i, Bi, Qi) por (3.3.29) temos, pelo Teorema
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4.2.2, que R, 5 q,(fj) ¢ uma Li-transformada de f;, e que vale a equacdo (4.2.4)), e
assim, pela Proposicao 4.1.10, {f, f1, fo, f} é um (L1, Ly)—quadrildtero de Bianchi.
Para a unicidade, temos de {f, fi, fo, f} ser um (L, Ly)-quadrildtero de Bianchi

que f; ¢ uma L;-transformada de f, com i = 1,2, e que f ¢ uma Lj;-transformada de f;,
1 <i+#j <2, eportanto, por (4.2.4), f é uma L-transformada vetorial de f.

4.2.1 O L-Cubo

Para cada r € {1, ..., k}, considere o conjunto de multi-indices
A =A{a, = {i1,...,i,} C{1,...,k} : @, com r elementos distintos}.

Dados Ly, ..., Ly € R, com L; # L; para quaisquer 1 < i # j <k, um (Ly, ..., Ly)-cubo de
Bianchi é uma (k + 1)-upla (Co, ..., Cx), em que cada C, é uma familia com (f) elementos
de imersodes isométricas f,, : M™(c) = Q"P(¢) indexada em A, satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) Dada f = faur € Cop1, se agy1 = a5 U {i;} entdo f ¢ uma L, -transformada de

fa. €Cs.

(ii) Se agy1 = a1 U{iy, 5}, entdo o quadrilatero { fo, ,, fa._1ufi}s fae1Ufis}» faes f € UM
(Ls,, Li;)-quadriltero de Bianchi.

Teorema 4.2.4. Seja [ : M"(c) — Q"*P(¢) uma imersao isométrica. Suponha que ¢ > 0,
ou que ¢ <0 ec € (—o00,¢) U (0,00). Para cada 1 <i <k, seja

fi=TRep(f) : M"(c) = Q"7(2)

uma L;-transformada de Ribaucour de f, com L; # Lj, i # j. Se [Ag,Ag] =0, i #j e
fi mao pertence a familia associada a {f;, fi} quaisquer que sejam 1 <i# j#1#1i <k,
entao existe um tunico (Ly, ..., Ly)—cubo de Bianchi (Co, ...,Cg) tal que Co = {f} e C; =
{fh cey fk}

Demonstragdo. Vamos primeiramente provar a existéncia. Pela Proposicao [4.2.3] para
quaisquer i,j € {1,...,k} com i # j, existe uma tunica ﬁ-j = Ryii gii oii i (f) tal que
{ fij, fis i, f} é um (L;, L;)-quadrilatero de Bianchi. Assim, ficam determinados os con-
juntos Co = {f}, Cr ={f1,.... fu} e Co={fij, 1 <i# 7 <k}

Com respeito a base ortonormal {ey,...,e;} defina L por Le; = Lie;, 1 <i <k,

ou seja,
Ly 0 ... 0
0 Ly ... 0

0 0 .. Lg



A L—Transformacao de Ribaucour 115

Defina ainda ¢ € ['(R¥), 3 € ['((R*)* @ N;M) e Q € I'((R*)* @ R¥) por

© = (@1, - Pk), Z dr; @ f3; (4.2.6)
e
Q= Z Qidr; @ e; + Z (<Q (ey), €2> dr; @ e; + <Qij(€2), el> dz; ® ei> ) (4.2.7)
=1 1<j

E facil verificar que (g, ) € D° e que (2 satisfaz as equacoes (3.3.25) e (3.3.26)), com

G = Zda:z (Vi + B; + EF¢)).

As equagoes (4.1.12)) e (4.1.13)) sdo equivalentes as equagdes

Dj(X)L; + A(X)B; + (c — ) X! = 0, (4.2.8)

2L — pii =0, S Lj + LiS; — pij = 0, (4.2.9)

1 <i#j <k Aequagao (4.2.8) e a primeira equacao em (4.2.9) sdo justamente as
equagoes (3.1.4)) e (3.1.5) com C; =1/L;, 1 <i < k. A segunda equagao em (4.2.9)) segue

do fato de que
1
Qij(z0) = 7 (pij(w0) = Li(Gi(w0), G;(0)))
J (2

para algum xy € M, como visto na demonstracao da Proposicao [4.2.3|

Para a inversibilidade de €2, temos de €); ser nao nulo [ = 1,2, ...k, que ¢; e [3;
sao também nao nulos para ¢ # ¢ ou que §; é nao nulo para ¢ = ¢, e em ambos 0s casos
Er, Nkerp! Nkerg = {0}, para l = 1,2, ..., k. Logo, de (ii) do Corolario temos que
(o wh, B) é L-admissivel, ou seja, Q é inversivel. Portanto, pelas Definigoes e
temos Ry, 5.0..(f)-

Agora, para qualquer o, = {iy,...,i,} € A,, considere a submatriz €, de Q

obtida escolhendo -se as colunas e linhas de 2 com indices em «,.. Defina

Ly, 0 0
- 0 L 0
P = (it s ir), BY =D dwi, @ By, O =Q, e LY = .
0 0 .. L
(42.10)

Definimos C, como a familia de <f) elementos de L% -transformadas de f.
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Dada fas+1 = R@O‘s+176as+1’9a5+17L0‘s+1 (f) € Cs+17 1 <s<Ek-1ce Ogy1 =
{i1, .. is} C {1, ..., k}, se a1 = s—1 U {11, %}, temos pelo Teoremam que

fa5,1u{it} = R(pas—lu{it}7ﬁas—lu{it}7ﬂas—lu{it}7L0‘s—1u{it}(f) € Cs, t € {l,]},

¢ foun = R‘;’iy’giy”:iy (faw_suginy), t # yem {l, j}. Novamente pelo Teorema ’ Jas_10{i) =
,R’%‘t Biy > Liy (fas,l ) . Portanto,

fas+1 = R@“Bit,Lit (Rtpiyﬂiy,Liy (fasq))a t #yem {l7j}7

e assim, {fa, s fas_10fi}s Jaeo10gi;} fass b € um (Ly, Li;)-quadrildtero de Bianchi.
A unicidade segue do Teorema [3.3.13]



Capitulo 5
A P-transformacao de Ribaucour

Neste capitulo obtemos uma transformacao para a classe das subvariedades Lagrangianas
de dimensdao n com curvatura e indice de nulidade relativa nulos de R?®. Tal transforma-
¢ao é obtida por uma redugao da L-transformacao estudada no capitulo anterior, expressa
em termos de um operador linear P de um espaco vetorial Euclidiano V', a qual chamamos
de P-transformacao. Determinamos as P-transformacoes que preservam a classe de sub-
variedades Lagrangianas de dimensao n com curvatura nula contidas em S?"~! C R?", as
quais sao obtidas como levantamentos de subvariedades Lagrangianas de curvatura nula e
dimensao n—1 de CP"~!. Obtemos, mais geralmente, uma P-transformacao para a classe
de subvariedades de curvatura constante ¢ e dimensao n de S***1(c) que sdo horizontais
com respeito a fibragao de Hopf de S?"*!(c), a qual induz uma transformacao para a
classe das subvariedades Lagrangianas de dimensao n, curvatura c e indice de nulidade
relativa nulo de um espago complexo de dimensao (complexa) n e curvatura holomorfa
constante 4c. Obtemos ainda um teorema de decomposicao para a P-transformacao, do
qual decorre, em particular, que uma P-transformagcao determinada por um tensor simé-
trico P ¢é a iterada de dim V' transformadas escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em
particular, mostramos como obter, a partir de k& P-transformadas escalares de uma sub-
variedade Lagrangiana de dimensao n com curvatura e indice de nulidade relativa nulos
de R?", férmulas explicitas para uma familia de novas subvariedades da mesma classe,
a qual estd em correspondéncia com os vértices de um cubo k-dimensional, do qual as
k subvariedades iniciais sdo os vértices contiguos aquele associado a subvariedade dada.
Um resultado analogo ¢ obtido para a classe das subvariedades de curvatura constante c

e dimensdo n que sdo horizontais com respeito & fibragao de Hopf de S?"™1(c).

117
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5.1 A P-transformacao de subvariedades Lagrangia-

nas com curvatura nula.

Com o intuito de introduzir a P-transformagao para a classe das imersoes isométricas La-

grangianas f: M"(0) — R*" com vs = 0, mostramos inicialmente a seguinte proposicao.

Proposigao 5.1.1. Sejam f: M™(0) — R?" uma imersio isométrica Lagrangiana com
v =0, (u,...,u,) coordenadas principais em um aberto U C M™(0) dadas pelo Coroldrio
m e (v, h) a solugio associada do sistema . Seja P :'V — V' um operador linear

inversivel de um espago vetorial Fuclidiano V. Entdao valem as sequintes afirmacoes:

(i) Fizados xg € U e p°,~Y,...,70 € V, existe uma tnica solu¢io (o, V1, ..., Yn) do

sistema
{ i) Bilp) = v i) ) = =(P) 7% = Sy
iii) 0;(7y;) = hijyi J # i.
tal que (o) = ¢° e v;(xo) = 7Y para todo 1 < i < n.
(ii) Se (o, V1,-.-,v) € uma solugao de (5.1.1), entio w = dy satisfaz
X, w'(v) + T £ (VX ™M) Po) =0, (5.1.2)

e w(0;) = vy para 1 < i < n. Reciprocamente, se p é tal que w = dp satisfaz

. entdo (9,71, .., Yn) € uma solucio de (5.1.1), em que v; = v; 'w(0;) para

1< <n.
(iii) Se
B = Jf.w'P, (5.1.3)
entao ¢ € tal que w = dy satisfaz a se, e s0 se, (p, B) satisfaz .
() Se (p,B) satisfaz (3.2.6), entio (v, 8) € D(f) e o tensor definido em satisfaz

X)) PP+ 1)'P?=-A(X)B, VX € TM. (5.1.4)

(v) Se (g, ) € D(f) e satisfaz , entao eziste uma secao paralela K € T'(V*®V)
tal que
Q'P+PQ +Tp=K,

em que T = —P' — (P")™! e p = Plww'P.

Demonstragdo. (i) Escrevendo o sistema ((5.1.1)) na forma (A.1.1)), é imediato verificar,
usando o fato de (v, h) ser uma solucao de (|1.4.5)) e a simetria de h = (h;;), que as equagdes
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de compatibilidade ([A.1.2)) desse sistema sao satisfeitas. Assim, a afirmacao decorre do
Apéndice [A.]]

(77) Observe inicialmente que, se ¢ € C*°(M) e v; = w(X;) para 1 < ¢ < n entado, dada

uma segao paralela v € I'(V), temos

(Vgi*®Tth) Pv = Vyuw'(Pv)
= Z Vai <wt(Pv)> XJ'>Xj
J

= Zvaz <'7j7PU>X]'

J

= Z<81(7J)7 PU>Xj + Z<7j7PU>V31XJ'
J#i J#i
+<az('77,), PU)XZ —+ <’YZ, PU>V31XZ

= Z@i(%’) — hjivis P’U>Xj + (0;(v:) + Zhiﬂj, Pv)X,.
i i#i

Por outro lado,

a0, w'(v) = (W'(v), X))a(0;, X;)
= <%‘7 U>§z
= (7, 0)J i Xi

para todo 1 < i < n. Portanto,
a (ék wt(v)) + Jf. (Va:®Tth) Pv=0

para todo 1 < i < n se, e somente se, as equagoes (i7) e (i7i) de (5.1.1]) sdo satisfeitas.
(737) Usando (|1.4.1)), para cada v € I'(V') temos

(Vi Mg = VY B(0) = B(VEw)
= VYMIfwt(Po) — Jf.wtP(VYv)
= Jf. (V;F(th(Pv) — th(V}/(U))
= Jf. ((VX*@)TMM)PU) ,
logo (¢, B) satisfaz (3.2.6) se, e s6 se, ¢ satisfaz (5.1.2)).

(1v) Como f é Lagrangiana, para quaisquer X,Y € X(M) temos que
—f*AJf*YX = JQ(X, Y),

logo
FTAC)Y = [LIa(XY) = — 1Ay X = ~A(X)JLY.
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Portanto,
FJAX) = —AX)J f. (5.1.5)

para todo X € X(M). Por outro lado, a equagao (5.1.2]) pode ser reescrita como
J frdw'(X)P = —A(X)'W',

ou equivalentemente,

dw'(X)P = flJA(X) W' (5.1.6)
Em particular,
wdw' (X)P = wflJA(X)"W!

= —wAX)Jf.w'
= Pldw(X)w'. (5.1.7)

Além disso, se 8 é dado por (5.1.3)), decorre de (5.1.5)) e (5.1.6) que

AX)p = AX)Jfw'P
= —fLJAX)W'P
= —dw'(X)P2

Portanto, o tensor
P(X)v = (Vxwv — AgX = dw'(X)v — A(X)B(v)

satisfaz
O(X) = dw'(X)(P*+ 1) (5.1.8)

e, assim, vale ([5.1.4)).
(v) Pelas equagoes (5.1.8)) e (5.1.7)

PO(X)w' = ((P)? + I)Pldw(X)w' = ((P")? + Iwdw'(X)P.

Segue-se que

A(QP + PIQ + Tp)(X) = ®(X)'w! P + P (X)tw! — (PH)2dw(X)w!' P — dw(X)w!P
—(P"2wdw'(X)P — wdw!(X)P
= B(X)'wP — (P)? + Idw(X)w'P
FPIO(X) ! — ((PY? + Nwdw! (X)P
= 0.
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Corolario 5.1.2. Sejam f: M™(0) — S*"~1 C R*" uma imersao isométrica Lagrangiana

com vy =0, (uy,...,u,) coordenadas principais em um aberto U C M™(0) dadas pelo

Coroldriom e (v, h) a solugio associada do sistema e da equacao . Seja

PV — V um operador linear inversivel de um espago vetorial Fuclidiano V. Entao

valem as sequintes afirmacoes:

(i) Fizados xg € U eV, ... 72 €V, existe uma tinica solugio (V1,...,7n) do sistema

{ i) 9i(7i) = —(P") "' — Xy vihaj (5.1.9)

i) 0;(v;) = hijyi J # 1.
tal que v;i(xg) =2 para todo 1 <i < n.

(ii) Se (71,...,7n) € uma solugdo de , entdo w(0;) = v;y; satisfaz , para
1 <4 < n. Reciprocamente, se w satisfaz , entao (Y1,--.,vn) € uma solugao
de . em que y; = v; 'w(9;) para 1 <i < n.

(iii) Se w satisfaz (5.1.9), entdo
o =—Pwd 0

satisfaz dp = w.

Demonstragdo. iii) Basta verificar que 0;p = w(0;). Derivando a equagao

(1.3.5)) e usando (i) do sistema ([1.3.3)), temos
81(1)1) = — Z hiﬂ}r.

i
Logo, por (i) e (ii) de (5.1.9)
i) = —P'Yi (0:(;)v; +7;0i(v;) — POi(vi)vi — P'0i(vs))
= =Py (hijvjvj + vihigvi) + PUPY) T 0, + PP iz vihigvi + Py Sz hijog
= vy = w(0;).
|

Definigao 5.1.3. Sejam f: M"™(0) — R?" uma imersdo isométrica Lagrangiana e P
um endomorfismo inversivel de um espaco vetorial Euclidiano V. Uma transformada de
Ribaucour vetorial f = R,pa(f) de f é uma P-transformada de Ribaucour de f, ou

simplesmente uma P-transformada de f, se

B =Jf.wP,
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em que w = dyp, e
QP + PO = —Tp, (5.1.10)

em que T = —P' — (P)™! ¢ p = Plww!P. Dizemos que o par (p, P) determina uma,
P-transformada de f e escrevemos f = Ro,p(f).
Além disso, se f(M) C S ! CR*" e p = —P'w Y, 0;, dizemos que o par (w, P)

determina uma Pe-transformada de f e escrevemos f = R, p(f).

A existéncia de P e Pe-transformadas de Ribaucour é assegurada pelo seguinte

resultado.

Proposigao 5.1.4. Sejam f: M™(0) — R?" uma imersio isométrica Lagrangiana com
vy = 0 (respectivamente, com f(M™(0)) C S**7 1), e P:V — V um endomorfismo de
um espago vetorial Euclidiano V' tal que o(P) N (—o(P)) = (. Fizado xy € M", sejam
wo €V ewy € Ty M@V (respectivamente, wy € Ty M & V) tal que E, N kerw) = {0}
(respectivamente, E, N ker(w§)® = {0}) para todo autovalor real (respectivamente, com-
plexo) de P. Entao existem uma vizinhanga aberta U de xg e uma unica P-transformada
f=Rop(flv) de flu (respectivamente, uma tnica Pe-transformada f = R, p(f|v) de

flv) tal que (o) = ¢° e dp(xg) = wy (respectivamente, w(xg) = wp).

Demonstracao. Pela Proposicao|b.1.1] existe uma tnica funcao de classe C* p: M — V
tal que ¢ satisfaz (5.1.2), o(xo) = ¢o e dp(zg) = wy. Como P : V — V satisfaz
o(P)N (—a(P)) =0, temos pelo Teorema que a equagao de Lyapunov

X'P+ PLX' = —Thp,,

com T = —P'— (P')™' e py = Plwow}P, possui uma unica solugio X = €, com
2(Q0)s = F'(x0)F(z0). Defina g € T'(V* @ N;M) por (5.1.3), e seja © a tnica solugdo
de (3.2.9) tal que Q(zg) = Q. Decorre da Proposigao que Q satisfaz (5.1.10]), logo

f=Rusa(f) é uma P-transformada de f. m

Lema 5.1.5. Toda P-transformada (resp., Pe-transformada) f = Rop(f) (resp., f=
Ro.p(f)) de uma imersdao isométrica Lagrangiana f: M™(0) — R** (respectivamente,
f: M™(0) — S*~1 C R?) ¢ também uma L-transformada de f, com L = (P*+ I)~'P2

Demonstragdo. Pela Definicao 4.1.4] basta verificar as equagoes (4.1.12) e (4.1.13). A
primeira é consequéncia de (5.1.4), e a segunda decorre do Teorema [2.4.5

Nosso interesse em P-transformadas de imersoes isométricas Lagrangianas
f: M™(0) = R*™ e Pe-transformadas de imersdes isométricas Lagrangianas f: M™(0) —

S?=1 € R?" ¢ justificado pelo seguinte resultado.

Teorema 5.1.6. Sejam f: M"™(0) — R** uma imersio isométrica Lagrangiana com v; =
Oef= Rop(f): M"™ — R?" uma P-transformada de f. Entio f é também Lagrangiana
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e tem métrica induzida de curvatura nula. Além disso, se f(M) C S* ' e f ¢ uma
Pe-transformada de f, entdo f(M) C S**~L.

Demonstracao. Pelo Lema e pela Proposicao [4.1.6] a métrica induzida por f tem
curvatura seccional nula. Pelo Teorema [2.4.5] temos que () satisfaz

TQ = QT (5.1.11)

em que T' = — P! — (P")~!. Por outro lado, pelo Teorema temos que a solugdo (v, h)
do sistema (I), dado na Proposigao |1.3.1] associada a f é tal que h = (h;;) é simétrica e,
pela Proposicao , a solugao (0, 71) desse mesmo sistema, associada a f , ¢ dada por

@E1.15).
Fazendo uso de (i) de (5.1.1)) e das equagoes (4.1.8) e ((5.1.3]), temos que

Py = Plw(X;) = BT f.X; = B¢ = 5. (5.1.12)

De (5.1.11f) obtemos

(L7, 85) = (71, (L1 Phy) = = (Q7 1y, Ty)
= — (T Yy, = = (U )'Tv,7) = — (T, Q1)
= (B, L7'Q7 ),

ou seja, ﬁij = ﬁji. Decorre do Teorema m que f é também Lagrangiana.
Suponhamos agora que f(M) C S*"~! e que f seja uma Pe-transformada de f.

Entdo, de (4.1.15) e 3, v? = 1 temos que
Youi=1

se, e so se,
- Z 2 <%‘, TtQ_1<p> v; + Z <%~, TtQ_lgo>2 =0.

Segue de w(X;) = v; que W'(T'Q 1) = 3, (T"Q 'p, ;) X;, logo, (2.4.6), (5.1.10) e
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(5.1.11]) implicam que

— 2 20 (7, T'Q7Y0) + X2 (0, T 1)
= — % 20 (W (T 1), Xi) + (WH(T'Q 1), (TP 1))

HTI O Yp), =23 v X + WH(TH2 1))
T 1, =25 viwX; + ww! (T 1))
T'Q Y, =25 vy + wwt (T 1))
0, —2(V) 1T 2 vy + () T Tww (TP )
0, 2(Q) L) T v Pl + (@) T (= (P TIQT = QPPTITY) Q)
0, 2(Q) (L) TS viPly + ()T (= (P)TITQ = Q'PITY) Q7 )
0, 2(Q) N (L) i vilPly — () H(PY) T T — PTITQ )
0, —2(Q) L) e+ () THL) T + LTI )
= —(L7'Q7 0, 0) + (o, LT'Q 7 p)
= 0.

1

= (w
= {
= {
=
= { (=
= { (=
=

=

n

Resumimos nos seguintes corolarios o processo obtido a partir da P—transformagao
e da Pe-transformacao para gerar uma familia de imersdes isométricas Lagrangianas
f: M™(0) = R*™ e f: M"(0) — S* ! C R®", respectivamente, a partir de uma dada
e de uma solugao, com valores em um espago vetorial Euclidiano, de um sistema linear

completamente integravel de primeira ordem de equacoes diferenciais parciais.

Corolério 5.1.7. Sejam f : M™(0) — R?*" uma imersio isométrica Lagrangiana com
vi =0, (u,...,u,) coordenadas principais em um aberto U C M™(0) dadas pela Propo-
sicdo m (v, h) a solugao do sistema associada a f e P:V — V um operador
inversivel tal que o(P) N (—o(P)) = 0. Seja (¢, 7, ..., n) uma solugio, com valores em

V', do sistema linear completamente integravel de primeira ordem

(5.1.13)

i) 0i(p) = vivi, i) 0;(7i) = —(P") 'y — X V5his
ii) 0i(v;) = hijvi § # i

em um aberto W C U no qual
0; = v; + <%~, (P+ Pil)Q*1g0> #0

para todo 1 < i <n, em que Q) € dada por para A= P e C = (P* + I)dp(dyp)P.
Entao, a aplicacao f: W — R* dada por

f=F=5(Q 0,9 + (P 0, v5) 1) £. X,
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| . . ~ . so . .
em que X; = v; 0; para 1 < j < n, define uma nova imersao isométrica Lagrangiana
cuja métrica induzida tem curvatura seccional nula.

Além disso, (7, 71) ¢ a solucdo de associada a f, com
hij = hij + (75, (P + P7H)Q7'y;) .

Corolério 5.1.8. Sejam f: M™(0) — S*™ ! C R*" uma imersdo isométrica Lagrangiana,
(ug,...,uy) coordenadas principais em um aberto U C M™(0) dadas pela Pmposigdom
(v, h) a solugdo do sistema associada a f e P :V — V um operador inversivel tal
que o(P) N (—o(P)) = 0. Seja (71,...,7) uma solugio, com valores em V, do sistema

linear completamente integravel de primeira ordem

i) Oi(v;) = —(P") 'y — i Vihigy
i) 0i(v;) = hijyi J # 1.

em um aberto W C U no qual

b=v—) <%~, (P+ P_I)Q_lptvk%> # 0 (5.1.14)
k

para todo 1 < i < n, em que  é dada por para A = P e C = —(Pt2—|—
IP'Y, vyt P. Entdo, a aplicagio f : W — R*" dada por

f=f+ i ((Q7 Py, ;) + (Q 1Pl Ply;) i) v fo X,

| . . .. sy - .
em que X; = v; 0; para 1 < j < n, define uma nova imersdao isoméltrica Lagrangiana
cuja métrica induzida tem curvatura seccional nula, e ainda, f(W) C S*1.

Além, disso, (U,h) é uma solugio de associado a f, com

hij = hij + (35, (P + P7H)Q7'y,) .

5.2 A P-transformacao de subvariedades horizontais

com curvatura constante.

A fim de introduzir a P-transformacao para a classe das imersoes isométricas horizontais

[ M"™(c) = S (c) com vy = 0, mostremos inicialmente a seguinte Proposicao.

Proposigao 5.2.1. Sejam [ : M"(c) — S?*"(c) wma imersao isométrica horizontal
com vy = 0, (uy,...,u,) coordenadas principais em um aberto U C M"™(c) dadas pelo
Coroldrio e (v,h) a solugao associada do sistema . Seja P :V — V um
operador linear inversivel de um espaco vetorial Fuclidiano V. Entdo valem as sequintes

afirmagoes:
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(i) Fizados v € U e p°,~Y,...,70 € V, existe uma tnica solu¢io (o, V1, ..., Yn) do

sistema
{ i) 9i(p) = vivi, i) 0i(vi) = —(P") "'y — Xy vihij — cviep, (5.2.1)
iii) 0;(7;) = hijvi J # 1,
tal que (o) = ¢° e v;(xo) = 7Y para todo 1 < i < n.
(ii) Se (.1, ...m) € uma solugio de (5.2.1), entio
(X, () + 6. (VXM Po) 4 /el Vi e P) =0, (522)

em quew =dp, §g =Eof, e =c/|c| ew(0;) = vy para 1 < i < mn. Reciprocamente,
se ¢ satisfaz , entao (@, 1, --,%) € uma solugio de , em que y; =
v; 'w(9;) para 1 <i < n.
(iii) Se
B = (dfuw’ + ey/]c|ésp") P, (5.2.3)
entdo ¢ satisfaz a se, e s0 se, (@, ) satisfaz .

(iv) Se ¢ satisfaz e B € dado por (5.2.9), entao (p,B) € D(f) e o tensor ®
definido em (3.3.24}) satisfaz

X)) PP+ 1)'P? = —A(X)B (5.2.4)
para todo X € TM.

(v) Se (¢, 5) € D(f) e satisfaz , entdo existe uma se¢io paralela K € T'(V*®
V) tal que
QP+ PQ +Tp=K,

em que T = —P"'— (P")™' e p = P'ww'P + cP'op'P.

Demonstragao. (i) Escrevendo o sistema da forma (A.1.1), é imediato verificar,
usando o fato de (v, h) ser uma solugao de e das equagoes em (|1.4.16) que as
equagoes de compatibilidade (A.1.2)) de (5.2.1]) sdo satisfeitas. Assim, a afirmagao decorre
do Apéndice [AT]

(ii) Observe que, se ¢ € C®°(M) e v; = w(X;) para 1 < i < n, entdo pelas
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equagoes (|1.4.14), (1.4.16]) e (1.4.17)), dada uma secao paralela v € I'(V'), temos

oy (V‘af:(@Tth) Puv + emvngffgptP(v) = ¢f.Va,w'(Pv) + q/Hpi&gotP v
= 5, 61:Vo, (@' (P0), X;) X; + eyl |eluitig P(0)
=Y 0f:Vo, (v;, Pv) Xj + cvip [ Xip" P(v)
=ofs (Zj;éi (Va, 75, Pv) X + 3254 (75, Pv) Vg, X
+(Va, v, Pv) Xi + (i, Pv) Vi, X; + cv; X" P(v))
= 0 fe Sz (Vor; — iy P) Xj + (Vo + X4 vihis + cvip, Po) Xi) .

Por outro lado, temos de (1.4.13]) e (1.4.17)) que

a(0;,wt(v)) = (W'(v), X;) a(d;, X;)

para todo 1 < i < n. Portanto,

a(0;, w'(v)) + o f. ((Va:‘gTth)Pv) + e\mvngffgatP(v) =0,

para todo 1 <1i < n se, e somente se, as equagoes (ii) e (iii) de ((5.2.1]) sdo satisfeitas.
(iii) De ([1.4.10)), temos para cada v € I'(V)

(VX Mg = VM Bw) - B(VK)
= VY (0fw' P+ €yf|clésetP) v
—(¢f WP+ e/|eléret P) (Vo)
= NfM¢fw(PU)+€\/ﬂ< (X), Pv) §f+e\/7§f<ptp (Vxv)
+ey/1el V€5 Po — ¢ fu P(Viw) = €3]] wP (V)
= of. (VEMw!(Pv) — w' P(Vv )+ef Vet
= 6f (V™M) Po) + e/l VY et P,

logo (i, B) satisfaz (3.2.6) se, e sé se, ¢ satisfaz a (5.2.2)).
(iv) Como f ¢ horizontal, para quaisquer X,Y € T'M temos por (ii) da Proposi¢ao [1.4.5
do Teorema [1.4.7| e de (1.4.11)) que

L AX)Y = fio'a(X,Y) = —fi¢'¢*a(X,Y)
= —figa(X)Y) = [I[LAX)of.Y
= AX)of.Y.
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Portanto,
fid" AX)' = A(X)o s, (5.2.5)

para todo X € T'M. Por outro lado, a equagao ((5.2.2)) pode ser reescrita como
—AX)w! = ¢fud (X)P + /|| V0" P,

ou equivalentemente,

dw'(X)P = —cX'P — flo' A(X) "' (5.2.6)
Em particular,
wdw'(X)P = —cw(X)p'P —wflgt A(X)W!

= —aw(X)p'P —wA(X)of.w'
= —aw(X)p'P + Pldw(X)w' + cPloXtw!

Além disso, se 8 é dado por (5.2.3)), decorre de (5.2.5)) e (5.2.6) que

AX)B = AX) (ofw' +eflclgset) P
= AX)pf' P+ A(X)e\/|clgse' P
P AX) P
= —dw'(X)P?% — cX¢' P2
Portanto,
O(X)v = (Vxw')v— Agu)X + cp'(v) X
= dw'(X)v — A(X)B(v) + cX v (5.2.7)
= dw'(X)(P*+ v+ cXp'(P?2+ 1)

e assim, vale ((5.2.4)).
v) Segue-se de (3.3.18)), (3.3.19), (3.3.25) e (5.2.7) que

d(QP + PO+ Tp)(X) = B(X)w'P + Po(X)'w! — (P2dw(X)w'P — (P')2wdw! (X)P
—dw(X)w'P — wdw(X)'P — ¢(P")*w(X)p' P — (P pw(X)P
—cw(X)p'P — cpw(X)'P
= ((P)? 4+ Ddw(X)w'P + c((P)? + IpX'w'P
+PH(PY)? + Idw(X)w' + cPH((P)? + IpX'w!
—(P)?dw(X)w'P — (P')*wdw!(X)P
—dw(X)w'P — wdw(X)'P — ¢(P")2w(X) ! P — ¢(P")?pw(X)tP
—cw(X)'P — cpw(X) P
=0.
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Definigao 5.2.2. Sejam f : M"(c) — S?""!(c) uma imersao isométrica horizontal e P
um endomorfismo inversivel de um espaco vetorial Euclidiano V. Uma transformada de
Ribaucour vetorial f = R,pa(f) de f é uma P-transformada de Ribaucour de f, ou

simplesmente uma P-transformada de f, se

B = (pf. + e/]clése) P,

em que w = dp, e
Q'P + PO = —Tp, (5.2.8)

em que T'= —P'— (P~ e p = Plww!P+cPlpp! P. Dizemos que o par (¢, P) determina

uma P-transformada de f e escrevemos f = R, p(f).

A existéncia de P-transformadas de Ribaucour é assegurada pelo seguinte resul-
tado.

Proposigao 5.2.3. Sejam f: M™(c) — S2""(c) uma imersdao isométrica horizontal com
vi =0, e P:V =V um endomorfismo de um espago vetorial Euclidiano V' tal que
o(P) N (=o(P)) = 0. Dados xy € M e um par P-admissivel (pg,wo), existem uma

vizinhanca aberta U de o e wma tnica P-transformada f = R,p(flu) de flu tal que

©(x0) = o e dp(zo) = wo.

Demonstragdo. Pela Proposicao [5.2.1] existe uma tnica ¢ € C®(M) tal que w = dyp
satisfaz em uma vizinhanga aberta U de zg, com ¢(zg) = ¢o € dp(zg) = wp. Como
P .V — V satisfaz o(P) N (—o(P)) = (), temos, pela pela Defini¢ao e Proposicao
2.4.5], que a equagao de Lyapunov

XtP+ PtXt = —Tp(),

com T = —P' — (P")™! e py = Plwowi P + cPlpgpl P, possui uma tnica solugdo X = Qy,
com

2(Q0)s = w(zo)w(zo)' + B(w0) B(z0) + cio(wo)p(z0)" = G'(20)G (),

a qual é inversivel. Defina § € I'(V* ® NyM) por (5.2.3)), e seja € a tnica solucdo de
(3.3.25)) tal que Q(zg) = . Decorre da Proposigao que Q satisfaz ([5.2.8)), logo

f=Rosa(fly) é uma P-transformada de f|y.
©,8,

Lema 5.2.4. A P-transformada f = R,p(f) € uma L—transformada de f, com L =
(P?2+1)"1P2.

Demonstragdo. Pela Defini¢ao 4.1.4] basta verificar as equagoes (4.1.12]) e (4.1.13). A
primeira é consequéncia de (5.2.4)), e a segunda decorre do Teorema m




A P-transformacao de Ribaucour 130

[
O interesse no estudo da P-transformacao para as imersoes isométricas horizontais
f: M™(c) — S**1(c) é justificado pelo seguinte resultado.

Teorema 5.2.5. Sejam f: M™(c) — S?**(c) uma imersio isométrica horizontal e f =
Rop(f): M™ — S?"*(c) uma P-transformada de f. Entio f é também uma imersdo

horizontal cuja métrica induzida tem curvatura seccional constante c.

Demonstracao. Pelo Lema e o Teorema , a métrica induzida por f tem
curvatura seccional constante c.

Para mostrar que f é horizontal, faremos uso do Teorema , e para isso é ne-
cessario encontrar a solugao (2, h, p) do sistema associada & imersdo f. Afirmamos
que tal tripla é dada por

v; = U@'—I—<@-, L*1§2*1<p> , Bij = hij+<6j, Lilelw(Xi)> ep; = pi— \/H<Tg0, Qflw(Xi)> ,
(5.2.9)
emque T =—P' — (P lelL=(P*+1)'P%
O par (7,h) em foi obtido na Proposicao m Para obter p, primeira-
mente observamos que, de (i) de , (v) da Proposigao e das equacoes e
temos que

Bi = B'&G=Puwfld's+ Ptﬁ\/ﬁ@f}fi
— Plufigle; = Plufldlof.X, = Plu(X)) (5.2.10)
= Pt’)/z

Seja
& =P+l X (Tp,07'8,) &),

Afirmamos que

Vals = pP(& =Y (B L7'07'B,) &) = pis

s

De fato, essa igualdade segue de (|1.4.14)), (3.3.10), (3.3.25)) e (v) de (5.2.1), da seguinte
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maneira

Vals

= V4P (& +/ld S, (T, 0718, &)

= P[V4 (& +/ld S (T, Q718 &)

= P[Vagr + el S0 (T, 0B €+ \Jle T (T, Q718,) VAL,
+/le (Tg, 071 8) V4 &1]

= P pi& + /Iel Sy (Tw(D), Q71 B0) & — /le] 2, (Tp, 71dQ(0:) Q71 Bs) &
/1o i (T, 71080 & + /Il (Tp, Q10:8:) &
+/lel S (T, 078) Vi Ea + /el (Tp, 0718 V&

= P lpi& + /el Sy (pi(P) 1B, 7B & — \Jle 5, (B, Q718 (T, 71y &,
+\/’?|Zsyéi (T, Q7 hisfBi) &5 — \/H<T90> Qi) & — \/HZS;AZ' his (T, Q71 55) &
/el S (Tp, Q718,) i = /1e] (Tip, Q718:) X s

= (pi = Iel (T, Q7'%) ) P (& — 24 (B, LTIQ78,) &)

= ﬁifz‘-

Agora, temos pelo Teorema que ) também satisfaz

TO = QT (5.2.11)

e, pelo Teorema [1.4.10] a solu¢do (v, h,p) do sistema (1.4.15]) associada a f é tal que

h = (hi;) é simétrica e p; = 1/|c|v;. Logo, por (5.1.11)) e (5.1.12

(L7171, B;) = (Q7 1y, (L7 Phyg) = — (Q7 1y, Ty)
= —(T'Q 'y, ) = = () Ty, 7)) = — (T Q')
= </627 L71Q717j> s

ou seja, h;; = h;;. Resta verificar que
) J J

ou seja, por ((5.2.9), verificar que

pi = 1€l (T, 27 1) = Vlel(wi + (8, L7107 "g)).

Essa igualdade é equivalente a

— (T, Q7' y) = (B, L7'Q7p),,

a qual segue de (5.2.10) e (5.2.11)). A conclusao decorre do Teorema [1.4.10}
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Corolario 5.2.6. Sejam (v,h) e (¢,v,v, ) solugoes de (1.4.20) e (5.2.1]), respectiva-

mente. Entdo (0,h) dados por ¢ uma nova solucao de (1.4.20).

Os resultados desta secao fornecem o seguinte processo para obter uma familia

de imersoes isométricas horizontais f: M — S?"Tl(c) a partir de uma imersio com
tais propriedades e de uma solucao, com valores em um espaco vetorial Euclidiano, de
um sistema linear completamente integravel de primeira ordem de equacoes diferenciais

parciais.

Corolario 5.2.7. Sejam f : M™(c) — S*"!(c) wma imersdo isométrica horizontal com

vr =0, (u,...,u,) coordenadas principais em um aberto U C M™(c) dadas pelo Coroldrio

1.4.11, (v,h) a solugio do sistema associada a f e P :'V — V um operador

inversivel tal que o(P)N(—o(P)) = 0. Seja (¢, 71, .., 1) uma solugio com valores em V.

do sistema linear completamente integravel de primeira ordem

i) Oi(p) = vivi, (11) Oi(;) = hjivi, 1 # J

5.2.12
iii) 0;(7i) + X Ry + (P + cvip = 0, ( )

em um aberto W C U no qual
B = vi+ (7, (P + P72 0) £ 0,

para todo 1 < 1 < n, em que € édadaporpamA = P e(C = (Pt2—i—
I) (de(de)t + cp@t) P. Entio, a aplicagio f : W — S?"t1(¢) dada por

F=jof=F—y;(Q ",y +(PQg,)i) F.X;
— (o, @) + (PQ7 1, ) i) cF,

em que X; = v;'0; para 1 < j <mn e j: S (c) — CM! ¢ a inclusio, define uma nova
imersao horizontal cuja métrica induzida tem curvatura seccional constante c.

Além disso, (T,h) € a solugio de associada a f, com

hij = hig + (15 (P + P77 )
5.3 Teoremas de decomposicao para a P-transformacao.

Nessa se¢ao, obtemos teoremas de decomposicao para a P—transformacao de subvarieda-
des Lagrangianas de C" com curvatura nula e para a P—transformacao de subvariedades
horizontais de S***!(c) com curvatura constante c. Em particular, mostraremos como ob-
ter, a partir de k P-transformadas de uma subvariedade em uma das duas classes acima,

formulas explicitas para uma familia de novas subvariedades da mesma classe, a qual esté
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em correspondéncia com os vértices de um cubo k-dimensional, do qual as k subvariedades

iniciais sao os vértices contiguos aquele associado a subvariedade dada.

5.3.1 Decomposicao da P-transformacao de subvariedades La-

grangianas com curvatura nula.

Para a P-transformagao de subvariedades Lagrangianas vale o seguinte teorema de de-

€cOmMposicao.

Teorema 5.3.1. Seja f: M™(0) — R?*™ uma imersdao isométrica Lagrangiana. Dada uma
P-transformada Ry, p(f): M™0) — R> de f tal que P = P, ® P, com respeito a uma
decomposigio ortogonal V.=V, ® Vs, defina pj =7y, 00, 1 <j <2, ¢

Yj=@; — jSQi_ilS%

em que Qi = my, 0 Qly,. Entdo (p;, P;) define uma Pj-transformada de f para 1 < j <2,
(@i, P;) uma P;-transformada de f; para 1 <i#j<2e

R%P(f) = R@,Pi (Rgoj,Pj (f))

Demonstragdo. Pela hipdtese de que R, p(f) é uma P-transformada de f, temos que

f=Rusa(f), em que
B=Jfuw'P

QO'P + P'Q = —Tp,

com T = —P' — (P! e p = Plww'P = B'3. Desde que P = P, & P,, o operador T
também admite uma decomposicao T'= T} & T5, logo as equagodes acima sao equivalentes
as equagoes

B = J f.w Py,

QP+ PiQ; = —Tipj QP+ P = —Tipyy, 1<4,5 < 2.

Como ) é inversivel, temos pela Defini¢ao m que (¢', w") é P-admissivel. Logo, pela
Proposigao m temos que E, N kerw' = {0}, logo E,, N kerw; = {0}, em que E,, ¢
o autoespaco de P; associado a «;. Assim, novamente pela Proposigao , temos que
(go§,w§) ¢ Pj-admissivel, ou seja, €2;; ¢ inversivel. Portanto, pelo Teorema e pela
defini¢ao [5.1.3] f; é uma Pj-transformada de f.

Afirmamos que

QLP, + PIQL + T,5L6; = 0,
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em que B; = P;(B; — 5j(Q;j1)tQ§j). De fato, de (5.1.11]) temos que

Assim,

QLP, + PIQL + TIBLB;

(98 — (Q)1Q) P+ P — Q4(957)0)

+T (8 — Q49571 8Y) (8: — B;(2,) ')

(P + PO + T8 Bi) — QL (7)1 P — PO, (95711,
~ T3 B, — Ty B8, + T3, 8L, (05,11,
— O P — (PO, + T.8!8;) (93)19

= () T B8; + Q4 (51 T 8185 (95

— QL () (L P+ TiBL5:) — (P, + TS, ) (9511,
+O, Q5 T5858; (51

QL Q) PO + QL P Q5 + Q8 (05, T 88, ()1
O ((Q35)'Pf + Py + (053 T858; ()"

0.

Para obtermos a equagao (5.1.3)) para R@i:ﬁ_j‘{zii( f;) ha um problema técnico de
encontrar o operador J definido na subvariedade M que a torna Lagrangiana. Para

contornar esse problema, usamos o sistema de coordenadas principais. A partir desse

sistema, podemos substituir a equacao

na defini¢ao [5.1.3| por

B =Jf.wP

Pt%’ = ;.

Assim, basta mostrar tal equagao para os dados (@;, i, Q”) Para isso, dada a transfor-

mada

fji]\/\jn—)RN,

seja X;; € TM , 1 <1 < n. Para manter a notacao do Teorema de permutabilidade,

chamamos os vetores relacionados a f; por (v, 851), com v = (Vi1 Vjir;) € Bjg =
(Bigs - Binr,), sendo rj = dim(V;). Assim w;j(X;) = v;; e 5;(&) = B
Sabemos de (4.1.17) que

e segue de (4.2.2) que

Dij,l - Xl7

Ty P . . . —_— .. _1 . . .
winJ = WZDJX]J QUij (,UJD]X]J,
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implicando

Yig = Yig — QM Vil

Assim, segue das equagoes (4.1.8)), (4.1.14)), (5.1.10) e (5.3.1]) que

B = Bil&) = (5f — Qz‘jQ]jlﬁ]t-) PiP; (fl -2k <(Q§~j)7l(L§)*15jJ, 5k> fk)
= (8- 9,98 (4 - B ((ﬂt- DL B))
= B — pii () (L) B — QiS5 Bia + Qg5 03 () (L) B
= Plyig— pig () (L) Pirga — QS5 Pivga + QS5 055 (Q5,) (L7 Pl
= Py +PU(Q§ )~ Tivjp — Q%Jijlp Vil — QUQJJ pJJ<Qt )~ Tvj
= Plyis+ pii () T — Qi (5P + Q55 03 1105 ) v
= Plyii+ pijT’;Qj_jl’Vj,l + Qi Py
= Plyiu+ (pijTt + QUPJ) Qi
= Py — Py
= Pit’_ﬁ,z-
O resultado segue do Teorema [3.3.5 e pela defini¢ao [5.1.3]

Coroléario 5.3.2. Seja f: M™(0) — S*~ ! C R*" wma imersdo isométrica Lagrangiana.
Dada uma P-transformada R, p(f): M™(0) — $*"1 C R* de f tal que P = P, ® P,

com respeito a uma decomposicao ortogonal V = Vi @ Vs, defina w; = wly, e
= w;D; — Q05 w; D, (5.3.2)

em que Q5 = my, 0 Qly, e Dy = 1 — CI%A_;SDV. Entao (w;, P;) define uma Pje-transformada
de f para 1 < j <2, (w;, P;) uma Pe-transformada de f; para 1 <i#j<2e

Ro.p(f) = Ra,.p,(Ru,p,(f)).

Demonstragdo. Como ¢ = —P'w Y, Ok se e 86 se, o, = —Plw; >, 0k, | € {i,7}, basta
verificar que

SOJ Q Qu PYi = Pjtajj nga
k
com w; dado por . Para isso, temos de ([5.1.10) que

PiQyi + QP = —piiT e QO P+ PQy = Q5 0 T/Q57, (5.3.3)
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em que pj; = Piw;w; P;. Logo,

—P]t@j = —P;(WJDZ — QﬂQ;lelDZ) = —P;iji + ]Dth]ZlelwlDl
—p;i T} wiDi.

Temos ainda de (4.1.17)), (5.1.14) e wi(v) = > (yis, v) Xi, que

w.Di0), = w, (i Xy) = w, ((Uk - <%’,k, (P + B H)Q Py Uz%,z>) Xk)
= w, ((Uk: + <%’,kz, T, Py Ul%,z>) Xk)
= UpVek T <%,k, T Py, Ul%,z> Ve (5.3.5)
= UV + Wi TFQG PE S vy
= WYeh + (PO pu PTG PES o, 2 =4, 5.

Assim, usando as equagoes ((5.3.3)), (5.3.4) e (5.3.5)), temos

—Pf@j >p O = —P}t(w]—Di — Q05 w; D) 3 Ok
- <_PijDz‘ + Qi Plw; D; + Q595" pi T} wi D; — PjiﬂtQi_ilwiDi) 2k O
= —P} Yo — PY(P) ™ o P T PES oy + QS P S vy
+QQ5 PHP) ™ pu P T PEY oy + Q50 pa T Sk vk
5 pu T (P pu P T P Y2 oy

— 05T S ovige — P T (P ™ pss PTG PEY oy

)

= @j + pji (—PflTitQZ'le — T — TitQﬁl(Pt)_lpupflﬂtﬁi}lﬂt) 21 Ui

7

0505 i (P TI PE 4 TH + TG (P~ pu PTG PY) oy

= @ + (pi — i pus) (— P THO PE — T
—TI0 N (P~ pa PTG PY) o

(2

= @; + (pji — i pus) (— P TEO5 P — TIO!

—TIO (P (= Pi(T)) ™ = Qu BT ™) PTG P vy
= p;.
]
Dados Pi, P, € R, com P, # —P,, dizemos que um conjunto { fi, ..., f1} de imer-
soes isométricas Lagrangianas f; : M;(0) — R?", 1 <4 < 4, é um (P, P;)-quadrildtero de
Bianchi se, para cada uma delas, as imersoes precedente e subsequente (pensadas como

pontos em um circulo orientado) sdo, respectivamente, P, e P-transformadas daquela,

com t,! distintos em {1, 2}, e os tensores de Codazzi associados comutam.
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Proposicao 5.3.3. Seja
fr =Ry, (f) : M™(0) — R*™,

uma P,-transformada de Ribaucour de f : M™(0) — R?*" com 1 <r <2 e P, # +P,.
Se [dwt, dwi] = 0, entdo existe uma tnica imersio f : M™(0) — R*" tal que {f, f1, fo, f}
forma um (Py, P2)-quadrildtero de Bianchi.

Além disso, o mesmo resultado € vdlido substituindo P-transformadas por Pe-

trans
-formadas.
Demonstracgdo. Pelo Lema [5.1.5) f. é uma L,-transformada de f, com L, = Pf—il e
B, = Jf.(dp)' P, r=1,2. (5.3.6)

Assim, pela Proposicao , {f. fi. fo [ = Rypo(f)} é um (Ly, Le)-quadrilatero de Bi-
anchi. Resta provar que tal quadrildtero é um (P, P,)-quadrilatero de Bianchi. Definindo

P :R? = R? por Pe, = Pre,, r = 1,2, a equacio

B =Jf(dp)'P,

é equivalente as equagoes (5.3.6). A equagao QP+ P! = —Tp, com T = — P! — (P~
é consequéncia da existéncia da P.-transformada, ou seja, 2P, = —T,.p,., e da escolha

—Li (Fi(wo), Fj(0)) + pij(20) (1+P7)

Qi' = - 1] 9 '7 . ]'72 )

para algum zo € M"™, em que p;; = P,P; (Vy;, V;), feita na Proposicao 4.2.3] Logo,

pelas Defini¢oes e , f= R,a(f) é uma P-transformada de f.
Agora, definindo R, o(pi, i) := (@i, ;) por

JJ

B = @i — Qi gy e Qi =y — Q0

Jiy
em que §)j; = % (Gj,G;), temos, pelo Teorema m, que

R(p,ﬂ,P(f) = R(ﬁl,Q”,PZ (R@j,ﬂjj,Pj (f))

5.3.2 Decomposicao da P-transformacao de subvariedades hori-

zontais.

A seguir mostraremos um teorema de decomposicao para a P-transformacgao de imersoes

isométricas horizontais f: M"(c) — S *!(c).



A P-transformacao de Ribaucour 138

Teorema 5.3.4. Sejam f: M"(c) — S?*"T'(c) wma imersdo isométrica horizontal e
Ro.p(f) : M™(c) — S?"*(c) uma P-transformada de f tal que P = P, & Py com respeito

a uma decomposigao ortogonal V = Vi @ V,. Defina p; = ¢ly, e seja

85 = @i — Qi i com Qij =7y, 0 Qly;.

Entao, se ¢ > 0 temos que (¢;, P;) define uma Pj-transformada de f para 1 < j < 2,
(pi, P) uma P;-transformada de f; para 1 <i#j<2e

R%P(f) - R@z‘,Pi (Rtpj,Pj (f))
Valem as mesmas conclusoes para ¢ < 0 desde que )j; seja inversivel para 1 < j < 2.

Demonstragdo. Pela hipétese de que f = R, p(f) = Ry palf) é uma P-transformada

de f, temos que

B = (pfut + ey/lcléset) P,

Q'P + PO = —Tp,

em que T = —P'—(P) ™ e p = Plww!P+cPlploP. Desde que P = Py Pye T =Ty ®Ts,

essas equagao sao equivalentes, respectivamente, as seguintes equagoes

B; = (df.l + ef|clerel) P,

QL Py + PIQL = ~Typy;, QLB+ PIQY = —Typy, 1<d,j < 2.

Agora, como  é inversivel, temos pela Defini¢ao que (' w') é P-admissivel. Logo,
pela Proposigéom EoN(ker p'Nkerw') = {0} para ¢ > 0, implicando que Eq, N(kerg;n
kerw?) = {0}, com E,; sendo o autoespago de P;. Assim, novamente pela Proposicao
temos que (gpz«,cu;) ¢ Pj-admissivel se ¢ > 0, ou seja, €2;; ¢ inversivel. Portanto, pelo
Teorema e pela definicao [5.2.2 f; é uma Pj-transformada de f se ¢ > 0. O mesmo
¢ vélido para ¢ < 0 se €;; for inversivel.

De forma anéloga ao Teorema [5.3.1], prova-se que
Q4P + P + Ti515, = 0,

em que 3; = P;(3i— 6j(Q]~_j1)tQ§j), e munindo a variedade com um sistema de coordenadas,
temos também [;; = P}¥;,. Assim, segue o resultado.

]

Dados P, P, € R, com P, # —P,, dizemos que um conjunto {fi, ..., f1} de

imersoes isométricas horizontais f; : M;(c) — S, 1 <4 < 4, é um (P, P»)-quadrilatero

de Bianchi se, para cada uma delas, as imersoes precedente e subsequente (pensadas como
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pontos em um circulo orientado) sdo, respectivamente, P, e P-transformadas daquela, com

t,1 distintos em {1,2}, e os tensores de Codazzi associados comutam.

Proposicao 5.3.5. Seja
fr=Re.(f) : M"(c) = S*"*(c),

uma P.-transformada de Ribaucour de f : M™(c) — S*""(c) com 1 <r <2, ¢c>0ce
Py # £P,. Se [dw!,dwl] = 0, entdo existe uma tnica imersio f : M™(c) — S*1(c) tal
que {f, f1, fa, f} forma um (Py, Py)-quadrildtero de Bianchi.

~ ’ Pr2
Demonstracgdo. Pelo Lema|5.2.4] f,. ¢ uma L,-transformada de f, com L, = PI
e
8, — (@f*wﬁ + q/@ﬁfgpi) P. (5.3.7)

Assim, pela Proposicio [4.2.3) {f, f1, f2, f= Ropo(f)} é um (Ly, Le)-quadrilatero de Bi-

anchi. Resta provar que tal quadrilatero é um (P, P,)-quadrilatero de Bianchi. Definindo

P :R? - R? por Pe, = Pre,, r = 1,2, a equacao

8= (ofw + ey/lelese’) P

¢ equivalente as equacoes (5.3.7). A equacao QP+ P'Q! = —Tp, com T = — P! — (P!~

¢é consequéncia da existéncia da P.-transformada, ou seja, 2P, (), = —T1,.p,., e da escolha
de
—Li (Gi(20), G(w0)) + piy(x0) _ (1L +F7) -
Qi ) _ i \J1 = iJ _ j y 1.9

para algum x¢ € M, em que p;; = P,P; (Vy;, V,) +cP;Pip;p;, feita na Proposicao 4.2.3]
Logo, pelas Defini¢oes e5.2.2, Ry o(f) é uma P-transformada de f.

Agora, definindo R o(vi, Qi) == (@i, Qz‘j) por
i = Pi — Qz‘ij_jISOj e Qi = Qi — Qiij_leji’

em que Q; = 3 (G;,G;), temos que R o p (f;) € uma P-transformada de f; e

Roap(f) = Ry, 0,0 (Re;0,.2,(f))-

5.3.3 O P-cubo

Para cada 1 < r < k, considere o conjunto de multi-indices

A =A{a,={i1 <..<i,} C{L,...,k}}
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Dados P, ..., P, € R, com P, # —P; para quaisquer 1 <14 # j < k, um (P, ..., P;)-cubo de
Bianchi é uma (k+1)-upla (Cy, ..., Cx), em que cada C, é uma familia de subvariedades com
(ff) elementos, indexada em A,, de imersdes isométricas Lagrangianas f,, : M™(0) — R?",

satisfazendo as seguintes propriedades

(i) Dada fa,,, € Cor1, se agy1 = ag U {is}, entdo fo,,, é uma P -transformada de
Ja. €Cs.

(ii) Se a1 = a1 U {i,i;}, entdo o quadrilatero { fu, ., fa._ 0fin}s faso10fi}s fawsr b €

um (B, , F;;) quadrildtero de Bianchi.

De maneira analoga, define-se um P-cubo de imersoes isométricas horizontais

f:M™(c) — S (c), ¢ > 0.

Teorema 5.3.6. Sejam f : M™(0) — R*" (respectivamente, f : M™(c) — S*"T(c), ¢ > 0)

uma imersao isométrica Lagrangiana (respectivamente horizontal) e
fi =Rop(f) : M"(0) — R*" (respectivamente, f; = R, p,(f) : M"(c) — S (c), ¢ > 0),

1 <i <k, uma Pi—transformada de Ribaucour de f, com P; # +P;, 1 <1 # j < k. Se
[dw?, dwé] =0, i # j e nenhuma das f; pertence a familia associada a duas quaisquer das

outras, entdo existe um unico (Py,..., Py)-cubo de Bianchi (Cy,...,Cy) tal que Co = {f} e

Cl = {fla 7fk}

Demonstragdo. Pelo Lema (respectivamente, Lemal5.2.4) f; é uma L;-transformada
2

de f, com L; = e

B; = J f.(dp;)' P; (respectivamente, 3; = (¢ f.w! + e\/H@gpt)Pi). (5.3.8)

Assim, o Teorema [1.2.4] garante a existéncia de um tnico (L, ..., Ly)-cubo de Bianchi
(Co, ..., C) tal que Co = {f} e C1 = {f1,..., fe}- Resta mostrar que tal cubo é um
(Py, ..., Py)-cubo de Bianchi.

Considere f = R,.5.0, com @, 3 e Q dados respectivamente por (4.2.6) e (4.2.7).
A equagiao Q'P + P!Q! = —Tp, com

P 0 0
0 P 0
0 O Py

e T =—P'— (P!, ocorre se e s6 se, 2P, = —Typ,r €

Qiij + LZQ]z — Pij = 07 Za] € {17 2}?
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em que p;; = PP (Vy;, V;) (respectivamente, p;; = PP (V;, V,) + cPPjpip;). A
primeira equacgao ocorre de f; ser uma P;-transformada de f e a segunda da escolha

0 ) =~ 00, J.gi(?z.)> + pii(x) _ P(g; f; o). 1. € 1.2},

para algum zy € M, feita na Proposicao . A equagao (5.1.3)) (respectivamente,
(5.2.3))) segue de (|5.3.8) (respectivamente, ) Portanto, R, p(f) ¢ uma P—transformada
de f.

Agora, para qualquer multi-indice o = {iq,...,7.} C {1,...,k}, considere p*" e

Q% dados em (4.2.10) e

0 0
0 P, 0
P = .
0 0 P,

Definimos C, como a familia de (ﬁ) elementos de P*-transformadas vetorial de Ribaucour
de f.

Dada fa,,, = Ryest1 gosti pos+1(f) € Copr, 1 <s <k—1e gy = {i1, ..., 0511} C
{1,...,k}, se a1 = a1 U {4, 1;}, temos pelo Teorema m (respectivamente, Teorema
que

fas,lu{it} = Rwas—lu{it}’ﬂas—lu{it}’Lo‘s—lu{it}(f) € Csa S {l,j},

e faur = R, P, (fa, 10giy): t # y em {1, j}. Novamente pelo Teorema m (respectiva-
mente, Teorema [5.3.4)), fa,_,u{i} = Ry, P, (fa._,)- Portanto,

fOésH - R@itapit (R%yfm‘y (f%ﬂ))? t 7& Yy em {l7]}7

e assim, { fa,_,» fas 10fi}s Jas1U(i;}s faps ) € um (P, P;;)-quadrildtero de Bianchi.

5.4 Exemplos

No trabalho [35], Tojeiro constréi exemplos explicitos de imersoes isométricas horizon-
tais f : M"(c) — S?"!(c) usando a transformacio escalar de Ribaucour. Nesta segdo,
construimos novos exemplos explicitos dessas imersoes, assim como exemplos de imersoes
isométricas Lagrangianas F : M"(0) — R** e F' : M"(0) — S*~! C R*", aplicando
respectivamente a P e Pe-transformacao vetorial de Ribaucour. Observamos ainda, que
para P nao simétrico, tais exemplos nao podem ser obtidos através de uma sequéncia de
aplicacoes do Teorema de permutabilidade nos exemplos encontrados em [I1] e [35].

A parte inicial desta secao, para ¢ # 0, esta em [35].
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Comece com a seguinte solugao trivial do sistema ((1.4.19))
vp=b+#0, v;,=0,2<i<n, eh=0. (5.4.1)

Embora essa solugao nao esteja em correspondéncia com uma imersao isométrica, podemos

usé-la para gerar exemplos nao triviais. Primeiramente, substituindo os dados de (/5.4.1)

no sistema ((1.4.20]) (respectivamente para ¢ = 0, em ((1.4.6])), esse reduz-se a

{z‘)alF:bYl, i) O F =0, 2<i<n, i) d;Y;=0, i #j, (5.42)

i) 0;Y; =1Y;, 2<i<mn, v)0Y; =1iY; — cbF.

(respectivamente, (i), (ii), (iii) e (iv) acima e v') 0,Y; = iY]).

Denotando por {E;;1 < i < n + 1} (respectivamente, {E;;1 < i < n}) a base
candnica de C"™! (respectivamente, C") sobre C, para 2 < i < n (respectivamente,
1 <i < n), podemos escolher a solucio Y; = e™! F;; (respectivamente, Y; = ¢™ E).

Temos do sistema e de (F(up), Yi(up)) =0, 2 <i<mn, que

F : UcR* — Crt!
Uu — (Fl(u1>7F2<u1)707'”70)7
Agora, segue de (i) e (v) que F satisfaz a equagao de segunda ordem

F" —iF + cb’F = 0. (5.4.3)

(respectivamente, de (i) temos que F'(u1) = —ibe™ E;). Considere A = 1+4cb®. Dividimos
em trés casos, conforme seja A > 0, A =0 ou A < 0. Observe que somente o primeiro

caso ocorre quando ¢ > 0.

I) A > 0: Sabemos que F; = Cje' ™ + Cjpe™2t) j = 1,2, com a; = (1 — VA)/2 e
as = (1 ++v/A)/2, é uma solucio da equacdo (5.4.3). Tomando Cpy = Cy = 0,

podemos escrever a solugao como

F= F(ul) = Clemlul E1 + C’gei‘”“l E27
}/1 == Yi(ul) == i (alClem““ E1 + a202€ia2u1E2) .

Além disso, novamente de (F'(0), F(0)) = 1/c e (iF(0),Y1(0)) = 0 temos que

,  VA+1 VA -1

C? = —_—
T /A 9%ev/A

2 _
e C5 =

Seguindo o mesmo raciocinio do caso (I), temos
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II) A=0:
i .
F = F(Ul) = ;\2/_—6 [(22 + Ul)El + ulEg] s
Liug . X
Yi = Yl(ul) = éfbi/jc [zulEl + (2 + Zul)EQ] .
III) A<O0:
F = F(u) = 3™ (e™V, + e V3), a = 3/ —A,
Yi=Yi(w) = 7 [(a+ §)a™ Vi + (—a+ He V3],
em que

1 (=1) _(—1)jb .
Vj—Q\/__C<1+ZM>E1 mEz,lS]S?.

Agora, fazendo P := (P")7! o sistema (j5.2.12)) (respectivamente, em (5.1.13)))

torna-se
i) Oi(p) =bn, (1) Oi(p)=0,2<1<n

i11) 0i(7y;) =0, i # j, i) O1(71) = —Py — cby (5.4.4)
v) 0i(vi) = =Py, 2<i < n.

(respectivamente, (¢), (i7), (iii), (v) acima e ') 01(y1) = —Py).
Para encontrar uma solucao para o sistema acima, usamos resultados basicos

sobre equacgoes diferenciais lineares, os quais podem ser encontrados, por exemplo, em
[31].

Proposicao 5.4.1. Sejam J, = S;lPSp a forma candnica de Jordan de P e J,, (11;) o
bloco de Jordan correspondente ao autovalor ji; de ordem n;. Entao as solugoes do sistema
sao dadas por

plur) = Spp(w),

Yi(ur) = %Spal(¢<ul))a

Yi(u;) = SpelrUiwg, 2 <i <mn,

em que wy € um vetor fizo de V' e
wl
,(/}8

J
Y ) = S et v (5.4.5)
wjanl UO

com ug e vy vetores fixos de V e

sendo
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(respectivamente,
p(ur) = Sy, el g,
Yi(u;) = SpelrUiwg, 1 <i <mn,

com wo um vetor fizo de V')

Demonstracdo. Sabemos, da teoria de sistemas de equacoes diferenciais lineares de 1¢
ordem com coeficientes constantes, que S,e’?"i é uma matriz fundamental do sistema dado
em (v) de (5.4.4), sendo 2 < i < n (respectivamente, 1 < ¢ < n). Portanto, a solugao

dessa equacao é dada por
vi(u;) = Spe’riwg, 2 <i < n, (respectivamente, 1 <1i < n,)

em que wy é um vetor fixo de V.

De (i), (ii) e (iv) temos que
" + Py 4 cb*p = 0.

Observe que ¢ é solugao da equagao acima se, e s se, a funcao ¥ dada por ¢ = Spy) é

solugao de
" 4+ SpPSpy’ + cb*ih = 0. (5.4.6)
Particione ¢ na forma
wl
v=1 1|,
¢8

com ¢/ € M, .1(R), de acordo com a ordem de J,,(y;). Assim, o sistema (5.4.6) é

equivalente aos s sistemas
W T () + b =0, 1< < s,

Cada sistema acima é equivalente ao sistema de primeira ordem

wj ! 0 T wj
(G- )z) e
J
6]' = ( zj/ ) )

temos que 1) é equivalente a 0;' = F;6;. Sabemos que S FjeJF 7" é uma matriz funda-
mental desse sistema, e assim obtemos ([5.4.5]).

Definindo

A partir das solugdes F' e Y; de (5.4.2), e ¢, 7; dadas pela Proposicao [5.4.1}
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obtemos pelo Corolério (respectivamente, Corolario[5.1.7]) parametrizacoes explicitas
de imersoes isométricas horizontais (respectivamente, Lagrangianas) nao triviais. Além
disso, fazendo b = 1 e substituindo as solugoes F', Y; e 7; para o caso ¢ = 0 no Corolario
5.1.8] obtemos exemplos de imersdes isométricas Lagrangianas f : M™(0) — S*"~1 C R?".

Vamos finalizar esta secao calculando explicitamente a matriz e”*i

plificar a notagao, nao usaremos o indice j. Primeiramente, sendo A um autovalor de F,

afirmamos que A # 0. De fato,

det 0 !
—cb?l —J

Agora, temos de

A B
C D
det 0 !
—cb’l —J

A0
c I

que

K

e assim, A é autovalor de F' se, e s se,

_ —pE A p? — 4eb?
= 5 _

A

Essa expressao de A também vale no caso em que p é complexo. De fato, fazendo a =

_’\2/\_ Cbz, temos de
‘]nj (MJ) =
com
po | Belw)
—Im(p;)

I
)(0 D—-CA™'B

A

Jp.ul

) — 01) = det(—cb?’I) = (—cb*)" # 0.

A™'B
) ) A7Buch S Mme(R)u

-\ I
det
—cb’I —J =\

det(—=\I)det(—J — M + cb*I(—\I)~'1)
(=N (=1)det (] — (=592 1)

Nedet (] — (54 1)

v (= (5

(A% + X+ eb?)",

2_Cb2

X = p é autovalor de J, e

R
0

I 0 0
R 0 0
0 R I
0 .. 0 R

. Para sim-
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que
det (J — al) = ((Re(y1;) — a)? + Im(y1;)2)" =0,

e isso ocorre se, e s6 se, a = Re(u;) £ ilm(u;).
Dessa forma, sabemos que existem no méaximo 2 blocos na forma canoénica de

Jordan de F' correspondendo, respectivamente, a A\ e A\o. Vamos verificar qual a ordem

w
P )
autovetor de F' associado a A, temos

(F—M)(z”) — 0,

2= \w
Jz:(#)z:uz.

Assim, como z é o tnico autovetor associado a pu, temos que
w
z

também é o tinico autovetor associado a A.
Analisemos primeiramente o caso em que p é real. Se Ay = Ay entdo a ordem do

desses blocos. Considerando

se, e SO se,

ISIES TN

bloco J,;(A;) € m; = 2n; com n; sendo a ordem do bloco J(u), pois temos somente um
autovetor associado a A compondo a matriz Sp. Se A é complexo, novamente m; = 2n;.
Se A1 # A2, entdo a ordem de cada J,,,(A\;) é m; = n;, com n; sendo a ordem de J(pu),

pois

2 —4ebz\" — 1= uZ = 4chz\"
det(F — ) = (A2 + p\ + cb?)" = ()\1 S ’2‘ P ’; ,
e a justificativa decorre do fato de cada autovalor conter somente um autovetor compondo
a matriz Sp.

Assim, para explicitar a matriz e’F“!, necessitamos dividir em trés caso, conforme

A:u2—4cb2>0,5200u5<0.

a) A > 0:
eJFul — (e.]nj (A1)u1 EB eJnj()\Q)ul)

Y
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em que n; ¢ a ordem de J,,; (i) e

w3 (n,—2)  (n;—1)
71,]73 nj72
Uy Uy
0 1w ey v
eJO\i)ul _ ex\iu1€J(0)u1 — e)xiu1
2
0 0 0 Uy %
0 0 0 1 Uy
0 0 0 0 1
b) A = 0:
eJFul _ ernj(/\)Ul’
sendo dado como no caso anterior.
c) A < 0: Entao A=a+ifcoma=—-5Fef= V;A, e assim,

6JFul _ eJnj(/\)m.

Considere

I(0, ) = ( a f ) R(uy.b) = ( cos(buy)  sen(buy) ) |

-8 « —sen(buy) cos(buy)
A 0 0
. 0 A, 0
dlag(AhAQ)'“aAm) = . .
0 0 . A,

Temos

eJ()\)ul — ediag([(oc,,@))ul—l—J(O)ul — eauldiag(R(ul,ﬁ))eJ(O)ul

[ [ [ u% [ u?j : [ “Tj '
2 U 275 .- 2 2
1 2 (nj—2)! (nj—1)!
i—3 i—2
u?ﬂ u?g

0 ]2 Igul ]2(nj_3)! ]Q(Hj_2)!

— et diag(R(uy, 5)) 2
0 0 0 Igul ]2%

0 0 0 I, Iruy
0 0 0o .. 0 Iy
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R Ru RY . REL, REL

0 R Ru . Ry REL,
:@O‘ul :

0 0 0 Ru, R4

0 0 0 R Ruy

0 0 0 0 R

Obtemos assim a solucdo para o caso de u real.

Para o caso de u ser complexo, A, A sdo os tunicos autovalores de F quando
(> — 4cb®> = 0, e a ordem de Jy,;(\) é m; = 2n;, caso contrario, Ai, A1, A2, Ay sdo os
autovalores de F' e a ordem de ij()\i) ¢ m; = n;, desde que \; # Ay Caso A\ = 5\2,

temos novamente que a ordem de J,,.(\) é m; = 2n;.
J
No caso de pu? — 4cb? = 0, e/F*1 é dada como no caso A < 0. Caso contrario,

Jpui _ (eJnj (A1)uz ® ejnj()\2)“1)

€ )

n; )\z A
com €J J( ) como no caso A < 0.



Apéndice A

Sistemas de equacoes diferenciais

parciais

A.1 Sistemas lineares completamente integraveis

Considere o seguinte sistema linear de equacoes diferenciais parciais de primeira ordem

em um aberto simplesmente conexo U C R™:

(A.L1)

Bi(y;) = Yoy alyyr, com 1 < j<del<i<n;
yi(ro) = vy,

em que 7o € U e 3?, ...,49 sdo fixados. Queremos uma solugao C* yy, ..., yq, definida sobre
U, tal que y;(zo) = vy
Se denotamos por Y a matriz-linha (y1,ys,...,y4) € Mixq € por A; a matriz
k

quadrada A; := (afj) € Muxq, em que a;; € o elemento k—ésima linha e j—ésima coluna,

com 1 <17 < n, podemos reescrever o sistema por

0;(Y) =Y A;, para todoi € {1,2,...,n},
Y($O) = }/07

em que Yy é a matriz-linha (39, ...,4)) € Mjxq. Esse sistema é conhecido como um
sistema de Pfaff, e tem sido estudado por varios autores, ver [26]. Classicamente (veja,
por exemplo, [19]), a existéncia local de solugdes de um sistema de Pfaff é garantida sob
a hipétese de que as matrizes A; sejam de classe C* em U e satisfacam a condicao de

compatibilidade

0j(Ai)(z) + Aj(x) Ai(z) = 0;(Aj)(x) + Ai(z) Aj(x), (A.1.2)

149



Sistemas de equacoes diferenciais parciais 150

para todo x € U e quaisquer i, € {1,...,n}, ou equivalentemente,

d d
k k 7} : k .t j : k t
t=1 t=1

O sistema R._z, dado no Lemal4.1.3| é um sistema de Pfaff. De fato, se denotamos

por Y a matrix linha

1 m A1 m 1 m 1 m 1 m
(1 ey @ Vs ooy W ooy Yo oo Vs BLs ooy BTY5 oy By o5 Byt), podemos escrever Rz por

0;(Y)=YA,;, para todoi € {1,2,...,n},

Y(ajO):}/O7
em que
[ 0 0 0 .. —(LYc—0&+elv ]
o 0 0 0 .. —hyl .. 0 0 .. 0
O 0 0 0 —ha I 0 0 0
) vl hyl hol hyl ... 0 o bl =Vl .. =V, I
0O 0 0 0 —hpil 0 0 0
0 —(L7' =1V,
0 0 0 0 —(L7' =DV, 0 0 0 |
(§

Yo = (695 (@) (00 s ()™, s (1) ey ()™, (B, s (B
(B, -oos (B)™)

A.2 O sistema de Bourlet
Considere o sistema, nao necessariamente linear, de equagoes diferenciais parciais
8k(UZ) = \I}ik(Ul, ceey Um7 ULy ooy Up, 81(Uj), )

Suponhamos que esse sistema satisfaca as seguintes condigoes:

i) W, contém apenas derivadas com respeito as varidveis u; com [ > k, e depende

linearmente dessas derivadas.

ii) Wi s6 depende de 0y(U;) quando j > i.
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Um tal sistema pode ser escrito na forma

Op(U;) = alt + 3 ak0,(U;) + Y alkau(U,), (A.2.1)
j>i >k
em que a* e a'¥ sao fungoes de uy, ..., Uy, Uy, ..., Upy,.
Dizemos que u; é uma variavel principal para a fungao U;. As demais variaveis
sao ditas paramétricas para U;.
Suponhamos ainda que as fungoes ;. sejam analiticas e que as equagoes do
sistema impliquem

0k0n(U;) = 0n0i(U;),

em que as derivadas sao calculadas com respeito as variaveis principais. Um tal sistema
é chamado, na terminologia de Bianchi, um sistema de Bourlet. Tal sistema foi estudado

por Bourlet, que mostrou em [4] o seguinte resultado

Teorema A.2.1. Fizados u?,...,u°, existe uma tnica solug¢ao holomorfa (Uy,...,Uy,,) de

3 n’
A.2.1) em uma vizinhanca das condigoes iniciais u?,...,u®, tal que cada U; se reduz a
uma fungdo holomorfa arbitraria das suas varidveis paramétricas quando as suas varidves

principais assumem os valores iniciais.
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