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RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados do tipo Ambrosseti-Prodi para problemas
quasilineares envolvendo o operador p-Laplaciano. Consideramos o caso escalar e um pro-
blema com sistemas de equacoes. Para os casos escalares, trabalhamos com as condigoes
de Neumann e Dirichlet, ja para o problema envolvendo sistema, consideramos a condigao
de Dirichlet. Para obter tais resultados usamos a teoria do grau de Leray-Schauder e

estimativas a priori.

Palavras Chave: grau de Leray-Schauder, estimativas a priori, p-Laplaciano, pro-

blemas de Neumann, problemas de Dirichlet, sistemas quasilineares.



ABSTRACT

We present results of Ambrosseti-Prodi type to quasilinear problems involving the p-
Laplace operator. We consider the scalar case and a a problem with systems of equations.
In the scalar case, we work with the conditions of Neumann and Dirichlet. In the problem
involving system, we consider the condition of Dirichlet. In order to get the results we

use the theory of Leray-Schauder degree and a priori estimates.

Key Words: Leray-Schauder Degree, a priori estimates, p-Laplacian, Neumann pro-

blems, Dirichlet problems, quasilinear systems.
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INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho, é o estudo de problemas do tipo Ambrosetti-Prodi
envolvendo o operador p-Laplaciano. Apresentaremos resultados para o caso escalar e para
sistemas, no caso escalar consideramos condi¢oes de Neumann e Dirichlet na fronteira, ja
para o caso de sistemas a condicao de fronteira serd de Dirichlet.

O estudo de problemas do tipo Ambrosseti-Prodi foi iniciado com o trabalho pioneiro

de A. Ambrosetti e G. Prodi, que em [2] consideraram o seguinte problema semilinear:

—Au = f(u) +v(z) ;2€Q

(Pp)
u=0 ;z €0

onde v € C%¥(Q) e f € C?(R) satisfazendo as condicoes:

I f'(s) >0 VseR,

Mo< tim £ <y < tim £

§——00 S s—+o0 S

< .

Utilizando teoremas de inversao para aplicagoes diferencidveis com singularidades em
espacos de Banach, eles provam a existéncia de uma variedade I' conexa e fechada, de
classe C' em C%%(Q) que divide o espago em duas componentes conexas Ay e A; de modo
que o problema (Pp) tem exatamente uma solugao, nenhuma solugao ou exatamente duas

solugoes, respectivamente se v for considerado em I', Ay e A;. A condigao (/1) significa
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que a nao-linearidade f cruza o primeiro auto-valor A; do problema,

—Au= M u em ()

(Py)
u=0 sobre OS2

quando s varia de —oo & +00.

Uma representacao cartesiana de I' foi introduzida por Berger e Podolak em [8|, onde
os autores consideraram a seguinte decomposicao de v: v(z) = to(z) + h(x), sendo ¢(x) a
primeira autofuncao positiva de (—A, Wy*(Q)) e h(z) € {span(¢)}". Assim o problema

(Pp) pode ser reescrito como

—Au = f(u) +td(x) + h(z) ;2 €Q

(Ppr)
u=0 ;z €0

Usando o método de reducao de Liapunov-Schmidt, eles mostraram precisamente o mesmo
resultado que Ambrosetti e Prodi, apresentado da seguinte maneira: Existe ¢; € R tal
que, (Pp) tem exatamente zero, uma ou duas solugdes se t > t, t = t; ou t < ty,
respectivamente.

Kazdan e Warner em [23| consideraram fungoes f mais gerais, enfraquecendo dessa

forma as hipoteses(e as conclusoes) de Berger-Podolak, supondo que f satisfaz a condigao

(1) —00 < limsupLS) <A < liminfﬁ < 0

s——oc0 S s—+oo S

Em [23], os autores constroem uma apropriada supersoluc¢do e provam que existe ¢; tal
que o problema (Pp;), possui pelo menos uma solu¢ao se ¢ < t; e nao possui solucao se
t > t;. Dancer [13] estende os resultados de [23] para operadores diferenciais na forma
divergente. Além disso, limitando o crescimento de f para ¢ > 0 (tal crescimento pode ser
superlinear) o autor obtém estimativas a priori para as solucoes, donde segue existéncia
de pelo menos duas solucoes para t < t; e uma solucao para t = t;.

Em [21], Hess enfraquece as hipoteses sobre ¢: Supondo ¢suave, ¢ > 0 and ¢ # 0.
Como consequéncia, a constru¢ao da supersolugao feita em [23| ndo é mais possivel. Em
[21]|, uma primeira solugao para t << —1 é encontrada com argumentos distintos dos que
estavam sendo considerados até entao, e a teoria do grau. Em [7]|, Berestycki e Lions

consideraram um problema similar com f podendo ser superlinear e com condicao de

Neumann na fronteira.
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Em [24], Koizumi e Schmidt consideraram o seguinte problema para o operador p-
Laplaciano, p > 1,
—Ayu= f(u) +top+h ;2€Q

P
(£3) u=0 ;z €0

onde, ¢, h € C(Q) com ¢ >0 e f € O satisfazendo

/(t) <M < p=lim /()

e S i—oo [¢]P—2¢

em que A\; é o menor autovalor do problema

—Apu — MuPPu=0 ;2€Q

Py
(Fa) u=0 ;z €.

A primeira solug¢ao é obtida comparando (P,) com o problema limite

—Apju=alut Pt =Blu Pt + bz eQ
u=0 ;x €.

Em [24], os autores provam que existe t(h) << —1 tal que para todo ¢t < t(h) o problema
(P,) tem uma solugdo negativa. Em seguida, supondo ¢ > 0 in Q, eles mostram que
existem t,t9, t1 < ty tal que (F,) tem pelo menos uma solucao para t < 5, ndo possui
solucao se t > ty e possui pelo menos duas solugoes se t < t;. Por fim, os autores mostram
multiplicidade de solugoes quando ¢ > 0, usando argumentos de limite.

Arcoya e Ruiz, em [4], supoem que f é continua e satisfaz

lim sup /(s) < Ap < liminf /(s) < lim sup /(s) =\ <
s—oo |S[P72s soHoo [S[P728 T iy |S[PT2S

e que para todo M > 0, existe £ > 0 tal que
f(s) +&|s[P~%s é ndo decrescente em s € [—M, M)].

Os autores obtem, entre outros resultados, que t; = t5 quando p > 2 e ¢ satisfaz: ¢ > 0 em
Qe % < 0 em 0f). As principais técnicas utilizadas foram sub-supersolucao, principios de
comparagao e teoria do grau. Miotto, em [29], e Arias e Cuesta, em |5], usando “blow-up”

e as técnicas desenvolvidas em [4], estudaram uma versao superlinear do problema (P,).
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O problema para o p-Laplaciano com condi¢cao de Neumann foi considerado por De

Paiva e Montenegro [16]. Mais precisamente, em [16], os autores consideram o seguinte

problema
(Pu) —Ayu = f(z,u)+1t ;2€Q
N
Vw22t Z 0 e con
v

com f:Q xR — R uma fungdo de Carathéodory satisfazendo condigbes como em [4].
Os autores provam que existe ¢y € R tal que (Py;) nao tem solugoes se t > tg, e (Pyy)
tem pelo menos uma solu¢ao minimal se t < t5. Se em adicao f for localmente Lipschitz
continua em s uniformemente q.t.p x € €, entao existe t; < ty tal que para t < t; o
problema (Pp;) tem pelo menos duas solugbes distintas. Além disso, a igualdade ¢; = ¢,
ocorre se f € C(Q x R).

Agora apresentaremos nossos resultados. No Capitulo 1, estudamos o seguinte pro-
blema de Neumann:

—Ayu = f(z,u) +top(z) + h(z) ;x€Q

(£)
t w22 Zo e on
v

onde ¢(x) >0, ¢(x) £ 0e ¢, h € L>(Q), @ C RY um aberto, limitado e com fronteira 9

suave e f: Q) x R — R uma funcao de Caratheodory satisfazendo as seguintes condicoes:

f(x,;s) < 0 < liminf —f(x, s)

5 uniformemente em z € €.
25 s—too |s[P2s

lim sup

5—+—00 ’3‘
Supomos também que VM > 0, 3\ > 0 tal que,

g(z,u) = f(z,u) + Mu[’"u & ndo decrescente Yu € [—M, M],
e a seguinte condicao de crescimento

[f(z,8)| <c(1+|sPP); V(z,s) € QxR
Provamos o seguinte resultado do tipo Ambrosetti-Prodi: existem t; <ty € R, tais que
(i) Se t < ty, entao (F;) possui pelo menos duas solugoes.

(ii) Se t < tg, entao o problema possui (P;) pelo menos uma solugao.

(ii) Se t > ty, entdo o problema (P;) ndo possui solugao.
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Nao conhecemos até o momento um resultado neste sentido, isto é, envolvendo o
operador p-Laplaciano, com condicao de Neumann na fronteira e ¢ > 0, ¢ Z 0. O que
torna este resultado relevante é o fato da nao existéncia de supersolucao para o problema
(P;), sendo assim, nao podemos provar a existéncia da primeira solugao tal como foi feito
nos trabalhos de De Paiva-Montenegro [16]. Em tal trabalho, para garantir a existéncia
de supersolucao os autores precisaram da hipotese ¢ = 1. Em um certo sentido, nosso
resultado estende o resultado de Berestycki-Lions [7] para o p-Laplaciano.

No Capitulo 2 consideramos o problema (P,) com ¢(x) > 0 em €, ¢,h € L>®(Q),
1 < p < c0. Obtemos os mesmos resultados do Capitulo 1, entretanto alguns resultados
auxiliares precisaram de demonstragoes diferentes das que foram feitas no problema de
Neumann. Nossos resultados também podem ser comparados aos obtidos por Koizumi-
Schmidt [24]| e por Arcoya-Ruiz em [4]. Mas as técnicas utilizadas nestes trabalhos nao
podem ser aplicadas na nossa situacao. Nossos resultados completam os obtidos por estes
autores.

No que concerne problemas do tipo Ambrosseti-Prodi envolvendo sistemas de equagoes
com o operador Laplaciano, podemos citar por exemplo [11], [14], [30] e [15]. De Figueiredo
e Sirakov, em [14], estudam com auxilio da teoria de solugbes de viscosidade, um problema
do tipo Ambrosetti-Prodi para operadores uniformemente eliticos na forma nao-divergente
e com coeficientes nao suaves. Resultados similares envolvendo o operador p-Laplaciano
foram obtidos por Miotto em [28|. De fato, o principal resultado em [28| é uma versao

para sistema de [4, Teorema 3.6].

O Capitulo 3 ¢é dedicado ao estudo do seguinte problema

—Apuy = fi(x,uy, ug) Ftipr +hy, xEQ
(S)) & —Apua = fo(z,uy,us) + tahs + ha, ;2 €Q
u1:u2:0 ,l’GaQ

onde  C RY ¢ um dominio suave limitado, ¢;,h; € L>®(2), com ¢; > 0, i = 1,2,
t = (t1,t2) € R? é um parametro e f; : @ x R x R = R, i = 1,2, sdo funcdes continuas
satisfazendo um certo conjunto de hipoteses como em [28]. O principal resultado obtido
é uma generalizacao do Capitulo 2 para sistemas. Para obter o resultado, adaptamos as

técnicas do Capitulo 2 juntamente com as utilizadas em [14] e [28|.



PRELIMINARES

0.1 Principios de comparacao e do Maximo

Os resultados que enunciaremos aqui serao usados no decorrer deste trabalho. Come-
caremos enunciando um principio de comparagao devido a [20] e outro devido a [31] e
em seguida, dois principios do méximo bem conhecidos para o caso escalar. Para a de-
monstra¢ao da primeira proposi¢ao, podemos citar por exemplo ([17], Teorema 5). Para

a segunda proposicao ver ([32|, Teorema 5).
Lema 0.1. Sejam u,v € WHP(Q) fungoes nao negativas satisfazendo

—Ajutur ' < A+t sem Q

]Vu]p_Q% < ‘VU’IJ?% ; sobre  0S)

Entao, u < v em .
Lema 0.2. Sejam u,v € WHP(Q) fungoes satisfazendo

—Apu+ NulP?u < =Apu + AulP~to sem Q
u<wv ;sobre 00

com X\ > 0. Entao, u < v em €.

Proposicao 0.3. Considere o problema
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—Apu = alulP"tu+g(z) ;xeQ
u=0 ;z €0

/
Para g € LP (), o principio do mdzimo ocorre para esse problema se, e somente se,

a < A\, sendo Ny o primeiro autovalor de (—A,, Wy ().

O seguinte resultado é conhecido como Principio do Maximo de Vazquez.

Proposi¢ao 0.4. Seja u € CY(Q) tal que Apu € L (Q) com u > 0 gt.p em Q e
Apu < I(u) g.t.p em §, sendo ¥ : [0,+00] — R continua, nao decrescente, ¥(0) = 0 e
ainda ou 9(s) = 0 para algum s > 0 ou 9(s) > 0 para todo s > 0 e a sequinte relagao

ocorre

1
1
/ (J(s)s) » ds = 0.
0
Entao se u nao € identicamente nula sobre €0, temos que u € positiva em todo . Além

disso, se u € C* (QU {zo}) para algum xo € OQ que satisfaz a condi¢io da esfera interior

- U , .
e u(zg) = 0 entdo —(x0) > 0 onde v € um vetor normal exterior a x.

ov

0.2 Estimativas a Priori

Para provar a limitacao da parte negativa de uma eventual solu¢ao de (Pp,), foi usado
o seguinte resultado devido a Ladyzhenskaya e Ural'tseva, para mais detalhes sobre a

demonstracao veja por exemplo (|25], Lema 5.1).

Lema 0.5. ([25], Lema 5.1) Seja u(x) uma fun¢ao mensurdvel em . Suponha que exista

ko > 0 tal que para todo k > ko > 0,
(2 [ tw= e < ke (man)
A

onde Ay = {x € Q:u(x) >k}, m(Ax) € a medida de Ay, v, €, sao constantes tais que
e>0e0<a<1+e Nestas condigoes, existe C = C (fy,oz, €, ko, HuHLl(AkO)> tal que
lull e < €
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0.3 Alguns resultados de Regularidade

Os proximos resultados podem ser encontrados em [4]

Lema 0.6. O operador p-Laplaciano definido por;

(3) —A, WEP(Q) - W (Q)

(4) (—Ayu,v) = / |VulP2Vu - Vo dr
Q

¢ limitado e continuo. Além disso, —A, € bijetivo e seu inverso, denotado por IKC, é

também limitado e continuo.

Lema 0.7. Sejam f,, f € Loo(2) com || full; < C para alguma constante C' > 0 e tal
que f, — f em Wle (Q). Considere u, = K(f,), u=K(f), entio u, — u em C*#(Q)
para todo 0 < B8 < o. Em particular, o operador K : L®(Q) — Cy°(Q) ¢ continuo e

compacto.

O préximos lemas sao combinagdes de um resultado de Ladyzhenskaya e Ural’tseva

([25], Teorema7.1) e estimativas C'' de [31]
Lema 0.8. Seja u € WyP(Q) uma solucio do sequinte problema:

—Ayu = f(x,u) ;2 €Q

(Py) ’
u=0 ;x €
onde g € uma fun¢ao de Caratheodory satisfazendo sgnlu].g(x,u) < M(1+|ul?) para algum
N -~ el

1 <q< L. Entio, u € Ch(Q) para algum 0 < a < 1, e ||[uflprag < C(M). Em

particular, o operador K : L=(Q) — Cy*(Q) € limitado, isto €, |[KK(f)|lcra < CU|f] 1),

para toda f € L>®(9).

Lema 0.9. Seja u € WHP(Q) uma solugio do sequinte problemas:

—Ayu=g(z,u) ;o€

(Py)
! \vuv’—?% =0 ;2 €099
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onde g é uma fun¢ao de Caratheodory satisfazendo sgnlu].g(z,u) < M(1+4|u|?) para algum
N - el

1 <q < x5 Entio, u € C*(Q) para algum 0 < o < 1, e lullora@ < C(M). Em

particular, o operador K : L=(Q) — CY(Q) ¢ limitado, isto €, ||K(9)|lp1.« < C(|lg]l ),

para toda g € L>(2).

0.4 O Operador H

Os proximos lemas foram motivados pelos resultados em [21] e [22]. A demonstragao

segue as mesmas idéias de ([22],Proposigdo (a)), para o p-Laplaciano.
Lema 0.10. O problema

—Apu+ clulf2u = g(z) ;2 €Q
(F:) ou

|Vu|p_2$ =0 ;2€99Q
admite uma vnica solu¢ao em WP(Q), para toda g € L>(Q)). Além disso, o operador H :
L>(Q) — CY(Q) dado por H(g) = u se, e somente se, u € solugio de (P,), é estritamente
crescente e compacto. Se S C L*(Q) é L>(Q)-limitado na topologia de LP(Q) induzida
pelo imersao L>®(Q) — LP(Q), entio o operador Hg : S — CH(Q) : g — H(g) € continuo.

Demonstrag¢ao. Note que, pelo fato de ¢ > 0 podemos encontrar constantes M; < 0 e
M, > 0 tal que as fungoes ¢ (z) = M e ¢o(x) = M,, sdo sub e supersolugoes estritas do
problema (P,). Seja A = [¢y, 2] conjunto das funcdes o € CH(Q) tais que ¢ < @ < do.
Suponha que u,v € WHP(Q) satisfaz

ou ov

—Ayu+ clulPPu > — Ay + cjuPPe jx € Q, ]Vu|p’28— > |Vv|p’26— ;o€ 0N
v v

Usando o Lema 0.1 de ([20], Lema 3.1)imediatamente concluimos que uma solugao de (P;)
é unica e que o operador solucao, caso exista, é estritamente crescente. Seja Arp = AN Bpg,
onde By é a bola de raio R em C'(Q). Pelo fato de ¢;(z) = M; e ¢o(x) = M, serem
sub e supersolugoes estritas, uma solu¢ao u de (P,) esta no interior de A. Logo para R

suficientemente grande obtemos que

deg(]—P,AR,O) :17
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onde P : Ap — CY(Q) é definido por Pu = K (g — clu[’~2u) e K é o operador dado
no Lema 0.9. Portanto, o problema (P,) é unicamente resoluvel para cada g € L>®(Q)
e o operador solucio H : L®(Q) — WP(Q) é estritamente crescente. Seja {g,} uma

sequéncia limitada em L>*(Q) e w,, = Hg,, logo
—Ayw, + c|w, [P w, = gn.

Pelo Lema 0.9 w, € C**(Q) com [lw,|[gra@ < C. Como a imersao C** — C'9,
0 < B < a é compacta, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg, — w fortemente
em CYA(Q), portanto H : L=(2) — CY(Q) é compacto. Seja S C L>®(Q) & L>=(Q)-
limitado na topologia de LP(Q)) induzida pelo imersao L>*() < LP(2). Suponha que
Hg : S — C'(Q) nio seja continuo, entdo existe uma sequéncia (g,) C S convergindo em
LP para alguma g € S e tal que ||Hg, — Hg| o1 = 0 para um § > 0 conveniente. Desde
que (Hgy,) é limitada em C1*(Q) para algum 0 < a < 1, e CH* — CY 0 < B < a é
compacto, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg, — u fortemente em C*(Q).

Passando ao limite em

OHygn
_APHgn + C‘Hgn|p727—[gn = gn(‘r) S Q |VHgn’p72a—5 =0 sz ¢€ o0

concluimos que u satisfaz

—Apu+ clufP?u = g(x) ;1€ \Vu\p_2% =0 ;2 €00

e pela unicidade das solugoes, segue que u = Hg. O que gera uma contradi¢ao com o fato

de que 0 < ¢ < liminf [Hg, — Hglo1 = 0. O
O proximo lema é um anélogo ao lema anterior, feito com condicao de Dirichlet.
Lema 0.11. O problema

—Apu+ cluff~ru=g(z) ;x €

(F7)
u=0 ;z €

admite uma unica solugdao em Wol’p(Q),pam toda g € L>®(QQ). Além disso, o operador
H o L=®(Q) — CLH(Q) € estritamente crescente e compacto. Se S C L®(2) é L>()-
limitado na topologia de LP(Q) induzida pelo imersao L>(Q) — LP()), entdo o operador
Hs: S — CHQ) : g — H(g) é continuo.



Preliminares

Demonstracao. Note que, pelo fato de ¢ > 0 podemos encontrar constantes M; < 0 e
M, > 0 tal que as fungoes ¢;(z) = M e ¢o(x) = My, sao sub e supersolugoes estritas do
problema (P*). Seja A = [¢1, ¢] conjunto das fun¢des o € CA(), tais que ¢ < ¢ < ¢o.
Suponha que u,v € W, () satisfaz

—Apu + clulP2u > —Apu + oo sz e Q
u>v jx € o)

Usando o Lema 0.2 de [31], concluimos que uma solugao de (P*) é unica e que o operador
solucao, caso exista, é estritamente crescente. Seja Ap = AN Bg, onde By é a bola de raio
R em C}(Q). Pelo fato de ¢1(x) = My e ¢o(x) = My serem sub e supersolucdes estritas,
uma solucao u de (P*) esta no interior de A. Logo para R suficientemente grande devemos

ter

deg (I — P, Ag,0) =1,

onde P : Agp — CY(Q) é definido por Pu = K (g — clu[’~"2u) e K é o operador dado
no Lema 0.8. Portanto, o problema (P*) é unicamente resoluvel para cada g € L>*(Q)
e o operador solucao H : L®(Q) — WP (Q) é estritamente crescente. Seja {g,} uma

sequéncia limitada em L>*(Q) e w,, = Hg,, logo
—Aywy, + clwn P 2w, = gn.

Pelo lema 0.8 w, € Cy*(Q) com ||wn‘|cé,a(§) < C. Como a imersio Cp® — CJ°,
0 < [ < a é compacta, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg, — w em
CyP(Q), portanto H : L®() — CL(Q) é compacto. Seja S € L®(), L®(Q)-limitado
na topologia de L?(Q) induzida pelo imersao L>(2) < LP(Q) e {g,} C S tal que g, — g
em W*Lp/(Q), entdo pelo lema 0.6 temos que Hg, — Hg em W,?(Q) e passando a uma
subsequéncia se necessario, temos que ‘Hg, — Hg em Cg’ﬁ(ﬁ) e isso conclui a continuidade

de H. O



CAPITULO 1

PROBLEMAS COM CONDICAO DE
NEUMANN

1.1 Resultados Principais

Nesta secao, apresentaremos nossos resultados de existéncia e multiplicidade de solu-
coes.
Sejam ©Q C RN um aberto, limitado e com fronteira 92 suave e f : Q x R — R uma

funcao de Caratheodory satisfazendo as seguintes condicoes:

f(z,5)

1.1 li <0

(1.1) msup

e

(1.2) lim inf f(z,5) >0
s—4-00 |s‘p_25

uniformemente em z € 2. No que segue, t € Re 1 < p < oco. Considere o seguinte

problema,

—Ayu = f(z,u) +top(z) + h(z) ;2 €

P,
(2) |Vu|p_2@ =0 ;2 €00
v

7
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onde ¢(x) >0, ¢p(x) £ 0 e ¢, h € L>(£2). Suponhamos também que VM > 0, I\ > 0 tal

que,
(1.3) gz, u) = f(@,u) + Auf" " u
é nao decrescente Yu € [—M, M].

Teorema 1.1. Suponhamos que as condigées (1.1), (1.2) e (1.3) estejam satisfeitas e que

existe uma constante c tal que,

(1.4) [f(z )l <e(l+[s"™h); Vs <0
e uniformemente em x € €) . Entao, existe tg € R, tal que
(i) Set <ty, entao (P;) possui pelo menos uma solucao.

(ii) Set > to, entao o problema (P;) nao tem solugao.

Restringindo a condigao (1.4) para s — 400 obtemos o seguinte resultado relativo a

multiplicidade.

Teorema 1.2. Supondo as condigoes (1.1), (1.2) e (1.3) e que existe uma contante c tal

que,

(15) F(2,9) S (1 +]sP); Vs eR
e uniformemente em x € ). Entao existe t1 € R com t1 < tg, tal que

(i) Set=ty, entao (P;) possui pelo menos uma solucao.

(i) Set < ty, entao o problema (P;) possui pelo menos duas solugoes distintas.

1.2 Primeira Solucao

Nesta se¢ao usaremos a teoria do grau de Leray e Schauder para garantir a existéncia

de solugao para o problema (7).
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Note que resolver o problema (F;) é equivalente a mostrar a existéncia de uma solugao

para a equacao
(1.6) u="H(f(z,u)+ cluf"*u+td+ h)

onde, ‘H é o operador dado no Lema 0.10.
Mostraremos que a equagao (1.6) tem uma solug¢ao para algum ¢ € R e para isso, preci-

saremos dos proximos lemas, que foram motivados pelos resultados em ([21],Lemas 1 e 2).

Lema 1.3. Para cada Ry > 0 dado, existe um nimero real T = T(Ry) tal que
(1.7) v#H (7 (f(z,0) + ol v+ td+ h))
para toda v € C1(Q) com ||[v*| = Ry, V7 € [0,1], Vt < T.

Demonstrag¢do. Suponha por absurdo que existam sequéncias {v,} C C1(Q) com ||v}|| =

Ry, {m.} C[0,1] e {t,} C R, t,, = —o0, tal que
(18) v, =H (Tn (f(l’, vn) + C|Un|p_2vn + tngb + h))

usando a hipotese (1.4) obtemos,

(1.9) f(x,8) +cls|P2s < c|s|P2s + | f(w, 5)|
(1.10) < c|s|P"2s +c+c|sP?
(1.11) —c

(1.12) < f(x,0) + 2¢

para s < 0. Assim, para a sequéncia v,, temos

T (f(2,00) 4 clvn P20, + tad + h) < 7, (F(z,0)) + o)t P20, + 2¢ + tad + h)
<M +tyd+h) < M +1t,0+ h.

onde, M = max [f(z,v))+ v} P70} + 2c]. Segue que
z€Q,u;T €[0,R]

Seja w, = H((M + t,¢ + h)), ou seja w,, satisfaz

_prn + C‘wn‘p72wn = (M + tn(b + h)
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Defina s, tal que t, = |s,[P~%s,, assim

() e () = (4 g )

Logo, (% + ¢+ %) — ¢, quando t, — —oo. Pelo Lema 0.10 temos que H é fortemente
crescente e continuo quando restrito a um conjunto S C L>*(Q2) , L>(Q2)-limitado, segue

que
wn
= H(p) > 0.

de onde segue que w,, < 0. Logo v;" = 0, contradizendo o fato de que ||v;}|| = R;. O

Lema 1.4. Sejat € R fizo. Entao existe Ry > 0 tal que
(1.13) v#H (T (f(z,v) + v+ tg+h))
para toda v € CH(Q) com ||[v™|| = Ry, V7 €[0,1].
Demonstragao. A idéia é obtermos estimativas a priori para eventuais solu¢oes da equacao
v, = H (7 (f(z,0;) + clo [P0, + 1o+ h)) 7€0,1].
segue das hipoteses (1.1) e (1.2) que existem € > 0 e ¢; € R tal que
f(x,8) > —¢|s|P2s +¢; V(z,5) € QxR
logo,
— Ay, + v P70 =7 (f(2,00) + v [P0 + td + h)

> 7 (clo [P0, — v [P0 + ¢+ tg + h)

=7 ((c—&)|v, |0, + c1 + tp + h)
Por outro lado, seja w, a tnica solu¢ao do problema

—Ayus + (e = T(c — ) w 2w, = 7(c) + 16+ h) 1z €Q

vaﬂ% =0 ;209
1%

Note que 7(c—€) < ¢, logo o conjunto (w:),c € limitado em C1(9), isto é, existe ¢, tal
que waucl(ﬁ) < 9. Segue do principio de comparacao fraco Lema 0.1, que v, > w, >

—cy. Tomemos entao Ry = co + 1 e o resultado segue. [
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Mostraremos agora que a equacao (1.6) tem uma solu¢ao para algum ¢ usando o grau
de Leray-Shauder. Dado R; > 0, fixemos t < T'(R;) com T(R;) dado pelo Lema 1.3 e

considere Ry > 0 garantido no Lema 1.4. Considere o conjunto
A={veC'@): o] < B, |v7|| < Re}
Note que A é um conjunto aberto em C*'(2) contendo 0. Pelos Lemas 1.3 e 1.4 temos que
v#H(T (f(z,v) +clofPv+to+h)) Yoe A,
Logo, pela invariancia homotopica do grau de Leray-Schauder segue que
deg (I —H ((f(z,v) +c[v]~?v +tdp+h)),A,0) =deg (I,A,0) = 1.
de onde segue que existe v € A tal que
v="H(f(z,v) + c[v]"*v+td + h)

e portanto, o problema (F;) possui uma solucao para t < T'(Ry).

1.3 Demonstracao do Teorema 1.1

Nesta se¢ao seguiremos as idéias de De Paiva e Montenegro em [16] para garantirmos a
existéncia de subsolu¢do para o problema (F;). Em seguida, mostraremos o bem conhecido
método de sub-supersolucao. Usando estes resultados, mostraremos que se o problema
(P;) tem solucao para algum ¢ entao para todo s < t também tem solucdo e em seguida

faremos a demonstragao do Teorema 1.1. Comecaremos com o seguinte resultado:

Lema 1.5. O problema (P;) possui subsolu¢ao para todo t € R.

Demonstragao. Considere o seguinte problema

—Apz < f(z,2) +to(x) + h(z) ;2€Q

z2<0 ;xeﬁ
%
ov

Mostraremos que existe uma constante z; negativa satisfazendo o problema acima. De

V22— =0 ;2 €00

fato, usando a hipotese (1.1) segue que existem constantes ¢ > 0 e C' > 0 tais que

f(z,8) > —¢|s|P72s — C, s < 0. Defina
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(1.14) L= (\t| Il + HhHoo—i—C><p—1)

€
segue que para todo t € R,
Ml + [Pl +C

€

f(x,zt)—l—tgb—l—hz—(—:]zt|p_2zt—C'+t(b+h:€< )—C’+t¢+h

> [t ¢l + 1o + N[l o + ~

> 0.

De onde segue que z; é subsolugio de (7). Além disso, como f(z,k)+tdp+h > —e|k|P~2k—
C+1tp+h > —e€|z|P2?z — C +tp + h é facil ver que toda constante k < z; é subsolugao
estrita de (P;). O

O proximo Teorema é conhecido como Método de sub e supersolucao.

Teorema 1.6. Sejam z,w € C'(Q) sub e supersolucio de (P,) respectivamente tais que
2z < w em Q. Entdo eviste u € CY(Q) solucio de (P,) tal que z < u < W em ) e
Ju
|Vul[P=2— = 0 sobre 0.
ov

Demonstragao. Defina os operadores N; : C1(Q2) — L>(Q) por
Ni(v) = f(z,v) + ApP?v+tp+h , veCH(Q)
eT:L>®(Q) — CYQ) por T(v) = w se, e somente se, w é solucio de

—Apyw + NMwPw=v ;2 €

\Vw]p_zaa—zj =0 ;2€909

Defina também K, : C1(Q) — C'(Q) por K, =T o N,.
Note que u é um ponto fixo de kvt se, e somente se, u ¢ uma solucao de (F;). Mostremos
que E; é compacto. Com efeito, como Ez =T o N; e N; é continua, basta mostrar que T’

¢ compacto. De fato, seja {u,} uma sequéncia limitada em L>*(Q) e w,, = T'(u,), logo
—Aywy, + Nw|P~ 2w, = uy,.

Pelo Lema 0.9 w, € C*(Q) com |wallcr@y < €. Obtemos pela imersio compacta

Ch(Q) — CY(Q) que, a menos de subsequéncia, w, — w em CY#(Q), portanto T
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¢ compacto.

Agora, defina
A={ueC'(Q): z(z) <u(z) <w}.

Note que A é fechado e convexo. Pela hipotese (1.3) e pelo principio de comparagao temos
que E(A) C A, e pelo Lema 0.9 E(A) ¢ limitado. Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo
de Schauder existe u € C''(€) ponto fixo de Ky, ou seja, existe u € C(Q) solucdo de (P;)
tal que z(z) <wu(x) <wem Q. O

O proximo resultado nos diz que, o conjunto dos ¢ para os quais o problema (P;) tem

solucao é um intervalo nao degenerado.

Lema 1.7. Se o problema (FP;) tem solugcao para algum t € R, entdao (P;) tem solugdo

para todo s < t.

Demonstragao. Seja u, uma solucao de (P;). Para todo s <t temos que u; é supersolugiao

do problema (P;) correspondente a s, pois
—Ayu = f(x,u) +téd(x) + h(z) > f(x,u) + so(z) + h(z).

Por outro lado, segue do Lema 1.5 que existe uma subsolucao z; < u;. Logo, pelo Teorema

1.6 existe uma solucao us de (P;) para todo s <t. [

1.3.1 Nao existéncia de solucao para t suficientemente grande

O lema que apresentaremos agora mostra que o problema (P;) ndo possui solugao para

t grande o suficiente.
Lema 1.8. O problema (P;) nao possui solu¢ao para t > 0 suficientemente grande.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por que (F;) possui solugdo wu; para algum t. Segue das

hipoteses (1.1) e (1.2) que para todo s € R

(1.15) f(z,s) >¢els|P™t - C.
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Usando ¢ = 1 como fungao teste em (FP;) temos
0= / IV [PV, - Vpdr = / [z, u) de + / to dx —I—/ h(x)dx
Q Q Q Q

z/(e\utyp—l—C)dx+/t¢dx+/h(x)dx

Q Q Q

:e/hmpHM—CMN+t/¢¢w+/h@ﬁm
Q Q Q

logo,

5/mwwwm/¢m+/m@mgmm
Q Q Q

Portanto

tL¢m+AM@M§CML

Assim t é limitado, o que prova o lema. [

1.3.2 Conclusao da Demonstragao do Teorema 1.1
Prova de (i)
Considere o seguinte conjunto,
S ={t:(P,) tem pelo menos uma solugio}.

pelo que foi feito na se¢ao (1.2) temos que S é nao vazio. Além disso, segue dos Lemas

1.7 e 1.8 que S é limitado superiormente logo, podemos definir ¢ty = supt. Além disso,
S

note que se t € S entao (—oo,t] C S. Logo, que para cada t < ty, o problema (P,) possui

pelo menos uma solucao.

Prova de (ii)

Segue do Lema 1.8 e da defini¢do de supremo que para todo t > ty, (P;) ndo tem

solucao.
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1.4 Estimativa a priori

Para obtermos a segunda solucgao via teoria do grau, precisamos de estimativas a priori
para eventuais solugoes de (P;). Nesta se¢do, obtemos estimativas a priori para as partes
negativa e positiva de uma eventual de (F;). Em seguida, obtemos uma estimativa na

norma L* e por fim estimativa na norma C'.

Lema 1.9. Seja u € W'?(Q) uma solugdo fraca de (P;). Se t pertence a um intervalo

limitado entao, existe M = M(t) > 0 tal que ||[u™|| < M.

Demonstragao. Seja u uma solugao de (P;). Considerando a fungao ¢ = max(u™ —k,0) €

WhP(Q), com k > 0 fixo como fungio teste obtemos

/]Vu]p_QVquz):/(f(x,u)+t¢+h)gp
Q Q

Definindo Q; = {z € Q: v~ > k}, como Vu™ = V(u~ — k) = —Vu em Q, temos que

V(u™ — k)P = —/Q (f(x, —u")+tp+h)p

Qp

Como f satisfaz a hipotese (1.1) temos que existem constantes € > 0 e C; > 0 tal que

f(z,u) > —€|u|P~?u — Cy, para todo u < 0. Entao,

(1.16)

/Q ]V(u‘—kz)|p:—/Q (f(x,—u_)+t¢+h)g0
(1.17) < / (e VP~ + o+ [t] 6l + 0]l (u — k)
(1.18) - / eV (™ — k) + (Cr+ [t] 6o + 1Hl].0) / (™ — k)
(1.19) < /Q Cy ((u_ — kP 4+ kP (um — k:))
(1.20) (11l + TRl / (™ — k)

Q

(1.21) e / (u™ = k) + (Cok + Cr + 1] 6l + h]1) / (w — k).

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder e imersao de Sobolev segue que
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(n—p)

a2 [ <o ([ o -pE)

(1.23) < ||"Cy ( IV(u™ — k)P + /Qk(u - k)p> :

Qp

de (1.16) e (1.22) segue que

(1.24)
(It =) [ @ —kp < [ @ —pr ot ol + i) [ =)

k k Qp

logo,

(12

Usando o mesmo raciocinio na demonstracao do Lema 1.8, obtemos que

(1.25) o= [ < /

logo, a medida || — 0 quando k — 400, de onde segue que existe uma constante kg

F-) [k < 1l + bl | o )

Qp

(u™) -
o < CokI .

nao dependente de u tal que |Qk|_% — (3 > 0, para todo k > kg. Segue da desiguldade
de Holder e de (1.24),

/Qk(u— — k) < | (/nk(“_ B k)p>;

< o (Lt [ )]
N |Qk|_% — (3 Qe

logo,

e oo (KU1t ERTATERN
([ o -0%") <o ( el + 11
o Q| — C3

como consequéncia,

[0 = ey (L L)
Q B |Qk|_% - O

1

KU+ 14t 9]l o + ||h||oo) Pt
1 — Q|7 Cy

= Cy| Q| D) (
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Podemos assumir que 1 — |Qk|%C’3 > % para k > kg e entao

_ p(p—1) _ -1
/n (u™ = k) < el Q0 (K70 + 1 [t 1]l + [1Bl]c)”
k

p(p—1 1 t h p—1

o1
p—1
< Cyl Q|5 (1 L1l + ||h|\oo)
kg
< Gyl [

Agora, aplicando o Lema 0.5 concluimos que |Ju~||_ é limitada por uma constante que
depende apenas de t,kq,e,p,n e Hu_HLl(Qk ). Vamos melhorar essa estimativa, obtendo
0
uma limitacao para [|u~[[;1q, |- De fato, usando —u~ como funcao teste e a desigualdade
0

f(x,u) > —€lulP~?u — C; para u < 0 temos

og/ﬂwu—v’
:/Q—f(x,—u_)u_—t/gqbu_—/ﬂhu_
—e/ﬂ(u)p+Cl/Qu—t/Q¢u—/Qhu

u |P+e u” )P (& h u-
/Q|v P /Q< P < (ot 16l + | ||oo>/Q

€

<5 [y @+l + Il

IN

logo,

de onde segue que |[u~ ||y, € limitada. Logo,

[ [wisc (/ |u—|p> < (Cx 1 ol + 1)
Qg Q Qi

portanto, a norma |lu”||;. é limitada por uma constante que depende apenas de t,e,p e

n. U

Lema 1.10. Seja uw € WHP(Q) uma solugdo fraca de (P;). Set pertence a um intervalo

limitado entao, existe C' = C(t) > 0 tal que |Jul|, < C.
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Demonstragao. Em virtude do Lema 1.9 basta mostrarmos que |lu*||_ ¢é limitada por
uma constante que depende apenas de t,e,p e n. Seguindo o mesmo raciocinio do lema
anterior podemos mostrar que |Ju™| ¢ limitada por uma constante que depende ape-
nas de t,ki,e,p,n e ||u+HL1(Ak1), onde Ay = {x € Q:u" > k}. Vamos obter agora uma
estimativa para [[u®||, 4 .- Fara isso, & suficiente mostar que |[u™|,, é limitada. De

fato, suponhamos por absurdo que existam a,b € R tal que Hut HLP — o0 com t, € [a,b].

+
utn

e, ]|
teste e a hipotese (1.5) temos

/\Vutn\p—/f(x,utn)utn+t/¢utn+/hutn
Q Q Q Q

c / g, P de + ¢ (14 18] 6]+ 1A]L) / s, |
Q Q
< (U110l + Rl / P

Defina w,, = . Note que w, é limitado em WP, pois usando wu;, como fungio

de onde segue que w,, é limitado em WP, Logo, podemos assumir que w,, — w em W1?,

w, — wem LP e w, — w q.t.p x € Q. Tome ¢ € WH(Q), v > 0, entdo

[z
b o= | Ao | oy L
utn 'thn
e/ |wn]p_190+0(n)

Q

fazendo n — oo, obtemos
/ |Vw|P?Vw - Vi > e/ wP
Q Q
tomando ¢ = 1, segue que e/ wP™tdx < 0, o que gera uma contradicdo com o fato de
Q

quew >0ew #0.

Lema 1.11. Seja u uma solugao fraca de (P;). Se t pertence a um intervalo limitado,

existe R > 0 tal que a norma lullr@m) < B

Demonstragao. Segue dos Lemas 1.9 e 1.10 que se u é uma solucao de () entao |lu™ || <

M, ullo < Ce

—Ayu = f(x,u) +to+h
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como u € [~M,C], temos |f(z,u)] < Ry para (z,u) € Q x [-M,C] e entdo segue que
l(x,u) = f(z,u) +t¢ + h é uma fungio de Caratheodory que satisfaz,

Uz, w)| < Ry + R[]l + [[Bll = Ro

Assim pelo Lema 0.9 u € C4*(Q), para 0 < a < 1e [ull i < R(Re). O

1.5 Demonstracao do Teorema 1.2

Primeiramente, mostraremos que o o problema (P,) tem uma solugao para t = to. De
fato, da defini¢do de supremo existe {t,} C S tal que t,, — to. Sem perda de generalidade
podemos assumir que {t,} é crescente. Como t, € S, existe u, solugdo de (F;,), isto é,

para todo ¢ € WP(Q),

(1.26) /|Vun|p_2Vun-V1/)dx:/(f(x,un)+tn¢+h)¢dx
Q Q
Temos pelos Lemas 1.10 e 1.11 que w,, € [—M, R], logo |f(z,u,)| < K e
|f (2, un) +tudp + h| < K + R|¢]l + 2]l < M,

logo, pelo Lema 0.9 segue que {u,} ¢ limitada em C*(Q) e portanto possui uma sub-
sequéncia convergente u,, — u* em C*#(Q), 0 < B < a. Assim, tomando o limite quando

ny — oo em (1.26) obtemos

/]Vu*\p_ZVu*-V@Dda: = / (f(x,u") +top+ h) ¢ dx
Q 0

isto é, u* & solugao de (P,). Por outro lado, ja mostramos que existe ¢, € R tal que o
problema (Ps) nao possui solugao para todo s > ty. Fixemos t < T'(R;) com T'(R;) dado
pelo Lema 1.3 e seja t; = T'(R;), pela defini¢ao de tq temos que t; < ty. Segue do Lema
1.11 que para todo s € [t,t] existe R > 0 grande o suficiente tal que [usll ey < Re
A C By, onde A é definido na Secao (1.2). Note que u é solugao de (Ps) se e somente se

u é ponto fixo do operador compacto Hsv = u, onde v é uma solucao de

—Aju+ MulP2u = f(x,v) + MNP 2v+sp+ h, ;2 €Q

0
\Vu|p_28—:j =0 ;2€09
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Consideremos a seguinte homotopia admissivel,
H:[t,to+ 1] x B — CN(Q), H(s,u) = Hgu.

entao,

deg(I — Hs, Bg,0) = deg(I — Hyy41, By, 0) = 0.

pois, pela definicao de t;, H;,+1 nao possui ponto fixo. Usando agora a propriedade da

excisao do grau de Leray-Schauder, segue que
deg(I — Hs, By — A,0) = deg(I — Hs, By, 0) — deg(l — Hs, A, 0) = —1,

Portanto, o problema (P;) possui outra solugao que nao pertence a A. Logo, exite t; < ¢
tal que para todo t < t; o problema (FP;) possui pelo menos duas solucoes distintas, e isso

conclui nossa demonstracao.



CAPITULO 2

PROBLEMAS COM CONDICAO DE
DIRICHLET

2.1 Resultados Principais

Nesta secao, apresentamos nossos resultados com condicao de Dirichlet na fronteira.
Sejam ©Q C RY um dominio aberto, limitado e com fronteira 9Q snave e f: Q x R — R

uma funcao de Caratheodory satisfazendo as seguintes condigoes,

_ T, s
2 b () = <
o f(@,8)
(2.2) l;gllgf 5725 =05 > A,
(2.3) lim inf f(z,5) < lim sup f(z,5) =\ < oo,
sotoo [$[P28 T st |S[PT2s

uniformemente em x € € e tal que A\; € o menor autovalor do problema,

—Apju— ANulPPu=0 ;2€Q

P,
(Fa) u=0 ;z €00

21
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Além disso, vamos assumir que para todo M > 0, existe & > 0 tal que
(2.4) f(z,u) +€&|ulP?u & ndo decrescente em u sobre [—M, M].

Considere o seguinte problema,

—Ayu = f(z,u) +top(x) + h(z) ;x€Q

(Ppe)
u=0 ;z €0
onde ¢(x) > 0em Q, ¢, h € L(Q), comt e Re 1< p< oco.

Teorema 2.1. Suponhamos que as condicoes (2.1), (2.2) e (2.4) estejam satisfeitas e que

existe uma contante c tal que,
(2.5) |f(z,8) <c(l+[s]P); Vs<O.
e uniformemente em x € §). Entao, existem tq tal que

(i) Set <tg, entao (Pp:) possui pelo menos uma solug¢ao.

(ii) Set > ty, entdao o problema (Pp;) nao possui solu¢ao.

Teorema 2.2. Suponha que as hipdteses (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) estam satisfeitas. En-

tao, existe t1, com ty <ty tal que
(i) Se t =tg, entao (Pp;) possui pelo menos uma solugao.

(i) Set <ty o problema (Pp;) tem pelo menos duas solugoes distintas.

2.2 Primeira Solucao

Note que resolver o problema (Pp;) é equivalente a mostrar a existéncia de uma solugao

para a equacao
(2.6) u="H(f(z,u)+ cluf"*u+td+ h)

onde H é dado no Lema 0.11.

Mostraremos que a equagao (2.6) tem uma solu¢ao para algum ¢ € R e para isso,
precisaremos dos proximos resultados que foram motivados por [21]. A demonstragao do
proximo lema segue de perto a demonstracao feita no Lema 1.3, ja para o lema subsequente

a demonstragao é ligeiramente diferente do que foi feito no Lema 1.4.
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Lema 2.3. Para cada Ry > 0 dado, existe um nimero real T = T(Ry) tal que
(2.7) v#H (T (f(z,v) + oo+ to+ h))
para toda v € CH(Q) com ||v*| = Ry, V7 € [0,1], Vt < T.

Demonstragio. Suponha por absurdo que exitam sequéncias {v,} C C}(Q) com |jv}| =

Ry, {m} C[0,1] e {t.} C R, t, — —o0, tal que
(2.8) vn = H (1, (f(z,0) + c|on P20, + 00 + 1))

usando a hipotese (2.5) obtemos,

(2.9) (@, s) +cls|"s < c|s|" s + | f(x, 5)]
(2.10) < c|s[P2s +c+cls|P!
(2.11) =c

(2.12) < f(x,0) + 2¢

para s < 0. Assim, para a sequéncia v, temos

T (f(2,00) 4 clvn P20, + tad + h) < 7, (F(z,0)) + o) P20, + 2¢ + t,d + h)

<M +tyd+h) < M +1t,0+ h.
onde, M = max [f(z,v])+ vy P70} 4 2c]. Segue que
z€Qv;} €[0,R1]

Seja w, = H(M + t,¢ + h), ou seja w,, satisfaz
_prn + C|wn|p_2wn - (M + tngb + h)

Defina s, tal que t,, = |s,[P~%s,,, assim

N R e EORIC R D

Logo, (% + o+ %) — ¢, quando t,, — —oo. Pelo Lema 0.11 temos que H é fortemente
crescente e continuo quando restrito a um conjunto S C L>®(Q)) , L>°(Q)-limitado, segue

que
W,

— — H(p) > 0.

n

de onde segue que w,, < 0. Logo v;” = 0, contradizendo o fato de que [[v;} || = R;. O
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Enunciarmos um analogo para o caso de Dirichlet do Lema 1.4, e cuja demonstracao
¢ uma consequéncia direta do teorema que vem a seguir. Note que os argumentos usados

aqui sao diferentes do que foi feito no caso de Neumann.

Lema 2.4. Sejat € R fizo. Entao existe Ry > 0 tal que
(2.13) v#H (7 (f(z,v) + o] Pv+to+ h))
para toda v € CH(Q) com ||v™|| = Ry, V7 € [0,1].

Argumentando como na Secao 1.4 provaremos a limitacao da parte negativa de uma

eventual solugao da equagao (2.6). Obtendo assim, o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Sejat € R, t < 0 fizo. Eziste M = M(t) > 0 tal que se u € W, (Q) é
uma solugao da equacio (2.13) para algum 7 € (0,1}, entdo ||u™ || < M.

Demonstragao. Seja u uma solugio da equagao (2.13), isto é
—Apu+ cufPu =7 (f(z,u) + clulPu+to + h)

Considerando a fungao ¢ = maz(u™ —k,0) € WHP(Q), com k > 0 fixo como fungio teste

na equacgao acima temos

/ IVulP2VuVep + c/ lulP"up = 1 (/ (f (2, u) + clufPu+tp + h) go)
0 0 0

Definindo Q; = {z € Q:u~ > k}, como Vu~ = V(u~ — k) = —Vu em Q, temos que

/Qk V(u™ = k)] + C/Qk PP = —1 /Qk (f(@,—u")+td+h) o+ TC/ lu™ [P 2u"

Q

de onde segue que

/Q|V(u_—k:)|p§—7'/ (f(x,—u_)—i—tgb—i—h)(p

Q,
Como f satisfaz (2.1), para todo € € (0, \; — «), existe C; > 0 grande o suficiente tal

que

(2.14) flxou) > (a+e)|uff —C
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para u < 0. Entao,

(2.15)

g V(v — k)P < —7'/Q (f(x, —u") +t¢+h) ")
(2.16) < /Q (—7’(04 + e)(u’)p*1 + Cy — 7t ||9|| o + HhHOO) (u™ — k)
(2.17) - / (ot ) — k) + (Cy— 7t 6+ [1A]) / (™ — k)
(2.18) < /Q O, ((u_ — kP 4+ kP (um — k:))
(2.19) (=t 1]l + Bl / (™ — k)

Q

(2.20) _ 02/9 (= — k) + (Cok? + C) — 7t 6]l + I1]l) /Q (= — k).

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder e imersao de Sobolev segue que

(221) /Qk(“_ — kY < | (/Qk(u_ — k) <nnfp>) E

(2.22) < Q] Cs ( \V(u™ — k)P +/ (u™ — k)p> :
Qi Qp
de (2.15) e (2.21) segue que
(2.23)
- _ - _L\P - _ L p—1 _ -
(=) [ —kr e [ oo —ppecitr -+ bl [ @ -0
logo,

(1oul 5 —ca) [ @ =k < cae 1= tol + 1) [ =)

k Qp

Usando o mesmo raciocinio no Lema 1.9, obtemos que

(U_> 1—
2.24 Q.| = < ~— L < C:k P,
(2.24) N /_/k_ :

logo, a medida || — 0 quando & — +o00, de onde segue que existe uma constante kg
nao dependente de u tal que ]Qk|*§ — (3 > 0, para todo k > kg. Segue da desiguldade
de Holder e de (2.23),
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/Q’“(u_ B[l (/Qk(u‘ — ]g)P);

o (Rl —t i ) >
Qf

Q|77 — Cy
logo,
1
3 (p—1) w-v (kP7L41—t¢ +|lh P
([ - 0) < o JEREATTNY
O Q|77 — C

como consequéncia,
1
- P+ 1 — ol + N1l \ 7
/(u _k)gcﬂgk‘( ¢l + 17l
Qp ‘Qk| ”_03
1

= CﬂQk]H(n(;’,l)) (kp_l +1-t]oll + ”h”oo) o
1 — Q[+ Cs

Podemos assumir que 1 — \Qk\%cg > % para k > ko e entao

p(p—

Rl (R Y Y I L

/ (u™ — k) < C|Qu["
Q

_— 1— )¢l + IRl "~
= sl Dk <1+ op—1

N (1 L= tldl + ||h||oo>’“

p—1
k(]

< Cg| Q|
< C9‘Qk|1+(%)k'

Agora, aplicando o Lema 0.5 concluimos que |lu~||_ é limitada por uma constante que
depende apenas de t, ko,e,p.n e ||u*||L1(Qk )- Vamos melhorar essa estimativa, obtendo
0
uma limitacao para [|u~[[;1(q, |- De fato, usando —u~ como funcao teste e a desigualdade
0

f(x,u) > (a+ €)|ulP~?u — Cy para u < 0 temos

OS/Q|VU_|”
:/Q—f(.r,—u_)u_—t/ngu_—/Qhu_
—(a—ire)/g(u)p—l—Cl/Qu—t/Qqﬁu—/Qhu

IA
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logo,

[1vuP+ @+ [y <@ -tlol 4 [

< @+ €= toll+ L)

de onde segue que ||u"||;;1, € limitada. Logo,

/’m\s/wwsd</ mw>fqa—wwm+mm>
Qg Q Qg

portanto, a norma ||u”||;. é limitada por uma constante que depende apenas de t,e,p e

n. U

Mostraremos agora que a equacao (2.6) tem uma solu¢ao para algum t usando o grau
de Leray-Shauder. Dado R; > 0, fixemos t < T(R;) com T(R;) dado pelo Lema 2.3 e

considere Ry > (0 garantido no Lema 2.4. Considere o conjunto

A={veCiQ):||v] <R,

o < Ra)
Note que A é um conjunto aberto em CZ(Q2) contendo 0. Pelos Lemas 2.3 e 2.4 temos que
v#H(T (f(z,v) +clofPo+to+h)) Vo€ A,

Logo, pela invariancia homotopica do grau de Leray-Schauder segue que
deg (I —H ((f(z,v) +c[v]?v +td+h)),A,0) =deg (I,A,0) = 1.
de onde segue que existe v € A tal que
v="H(f(z,v) + c[v]" v+ td + h)

e portanto, o problema (Pp;) possui pelo menos uma solugao.

2.3 Demonstracao dos Teoremas 2.1 e 2.2

Nesta secao seguiremos as idéias de Arcoya-Ruiz [4] para garantirmos a existéncia de

subsolugao para o problema (Pp;). Em seguida mostraremos que se o problema (Pp;)
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tem soluc¢do para algum ¢, entdo (Pps) tem solucao para todo s < ¢t. Além disso, obte-
mos estimativas a priori para eventuais solucoes e por fim, faremos a demonstragao dos
Teoremas 2.1 e 2.2. Comecaremos com o seguinte resultado que garante a existéncia de

subsolugao para (Pp;) para todo t € R.
Proposicio 2.6. Para cada w € CL(Q), t € R, eziste u € Cy*(Q) tal que u << w e
(2.25) —Ap(u) < f(z,u) +top+h em Q

Demonstracdo. Sejam w € C}(Q), t € R fixos, mas arbitrarios. Por (2.1) temos que para

e € (0, \; — ), existe constante C' > 0 tal que
fla,u) > (a+e)lufu—C,
para todo u < 0. Seja u € Wy (Q) solugio de
~Aju=(a+&)|uf *u—C+tp+h em Q, u=0 sobre O

onde, sem perda de generalidade, tomamos C' grande o suficiente para obter —C'+tp+h <
0. Além disso, podemos tomar C' grande tal que u << w. De fato, seja {C,} uma
sequéncia tal que C,, — oo (sem perda de generalidade assumimos que C,, > 1) e {u,}

uma sequéncia de solugoes de

(2.26) —Apu, = (o + €)|u,|Pu, — Cp +td+h em Q, u, =0 sobre O
Unp ~ , -
Logo, se v, = ———, entao temos que v,, é solucao de
(Cn)rt
t h
—Ayv, = (a+ 6)|v, P %0, — 1+ ¢+ em 2, v, =0 sobre 0

Cn
Pelo Lema 0.8 obtemos v, € C1*(Q2), para algum 0 < a < 1, [vnllra@ < M. As-
sim, pela imersdo compacta C1*(Q) < C“#(Q), 0 < B < « temos que, a menos de

subsequéncia, v, — v em Cl’ﬂ(ﬁ). Segue do Lema 0.7 que v é solucao de

—A,(v)=(a+e)fPv—1 ;2€Q
v=0 ;x €N

Pelo Principio do Méximo, Teorema 0.3, e Principio do Méximo de Vazquez, Teorema
U ou

— " s v <<0 logou, <0, == <0e

(Co)7 o

0.4, obtemos v << 0. Notemos que v, =
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) ou _
ainda 8—;, u, — —oo quando n — co. Como u,,w € CH*(Q) temos que para n grande
o suficiente, u, << w. Seja ng tal que u,, << w e C,, > C. Entao, definindo u = uy,,

como u,, € solu¢ao de (2.26) temos,

-Ayu = (o + e)|g|p_2g —Ch +to+h

IN

(a+)|uf*u—C+to+h
< f(x,u) +tdp+h

isto é, u é subsolucao de (Pp;). O

O proximo teorema ¢ o Método da sub e supersolugao.

Teorema 2.7. Sejam u, u € Cl(ﬁ) sub e supersolugao de (Pp) respectivamente tais que
u<uemQ, comu<0<u sobre I Entio existe u € C*(Q) solucio de (Pp;) tal que
u<u<uem$ eu=0 sobre 0.

Demonstragdo. Defina os operadores N; : C}(Q) — L>(£2) por
Ni(v) = f(z,v) + P Pv+tdp+h , veCyQ)
eT:L>®(Q) — CHQ) por T(v) = w se, e somente se, w & solucdo de
—Aw +EwPPw=v ;x €N
w=0 ;x €

Defina também K, : CL(Q2) — CL(Q2) por K, =To N,
Note que u é um ponto fixo de E se, e somente se, u é uma solucao de (Pp;). Mostremos
que IfC: é compacto. Com efeito, como E =T o N; e N; é continua, basta mostrar que T’

é compacto. De fato, seja {u,} uma sequéncia limitada em L*>°(Q) e w,, = T(u,), logo
—Ayw, + Elwa|P 2w, = U,

Pelo Lema 0.8 w, € C}(Q) com [wnllcy@ < €. Obtemos pela imersdo compacta
Ch(Q) — CY(Q) que, a menos de subsequéncia, w, — w em CY#(Q), portanto T
¢ compacto.

Agora, defina

A={ueCyQ): ux) < ux)

[\
N
—



SECAO 2.3 % Demonstracio dos Teoremas 2.1 ¢ 2.2 30

Note que A é fechado e convexo. Pela hipotese (2.4) e pelo principio de comparagao
fraco Lema 0.2, temos que E(A) C A e pelo Lema 0.8 E(.A) é limitado. Assim, pelo
Teorema do Ponto Fixo de Schauder B.4 existe u € C(Q) ponto fixo de K., ou seja, existe

u € CH(Q) solugdo de (Ppy) tal que u(r) < u(r) <wem Q. [
Usando os resultados anteriores, mostramos o seguinte resultado:

Lema 2.8. Se o problema (Pp;) tem solu¢ao para algum t € R, entao (Pp;) tem solugao

para todo s < 1.

Demonstrag¢ao. Seja u, uma solucao de (Pp;). Para todo s <t temos que u, é supersoluc¢ao

do problema (Pp;) correspondente a s, pois
Ay = [(w,u) +16(2) + h(@) = f(z,0) + s6(2) + h(z).

Por outro lado, segue do Lema 2.6 que existe uma subsolucao u < u;. Logo, pelo Teorema

2.7 existe uma soluc¢ao us de (Ppg) para todo s <t. [

2.3.1 Estimativa a-priori

Para obtermos a segunda solucao usando a teoria do grau, precisamos obter estimativas
a priori para eventuais solugoes de (Pp;). Os proximos resultados foram motivados por
[4]. A demonstragao da seguinte proposi¢ao pode ser feita substituindo-se ¢ > —Cj por

—Cj na prova do Lema 2.5.

Proposi¢io 2.9. Seja Cy € R fizo. Eziste M = M(Cy) > 0 tal que se u € Wy P(Q) é
uma solugao de (Pp;) para t > —Cy, entao ||u™ || < M.

Uma consequéncia do resultado precedente é o seguinte resultado a respeito da norma

L>(§2) de w.

Lema 2.10. Para todo ty € R, eziste R > 0 tal que o problema (Pp;) nao possui solugdao

com norma ||u|| > R para t > to.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que {u,} é uma sequéncia de solugoes de (Ppy,)

com 0 < ||u,|]| = 400 onde {t,} é uma sequéncia de reais tal que t, < t,. Defina
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w, = ——, segue que
|

f(z, un) th

-1
[ [|” H Un|

usando as hipoteses (2.2) e (2.3), podemos garantir a existéncia de constantes C,Cy > 0

(2.27) — A (wy) =

h
+ , T €€
AT

tal que para € € (0,3 — \)
(2.28) (B = )|un(z)Pt = Cy < fz,un(z)) < (N + €)|up (@) P71+ Cy, x € Q.

Entao,

&

[

G _ @)

< < N+ )wa ()P +
—1 1
[ I” "

(229) (B —O)lwn(@)]"" -
f (@, un(x))
[

LP () e portanto, ¢ limitada em WLy (). Pelo Lema 0.6 temos que —A,(w,,) ¢ limitado

para todo = € €2, pela Proposicao 2.9 segue que a sequéncia { } é limitada em

' h(x o P
em W=7 (Q), e como || (Hp)_l tende a zero, segue que é limitada em W~1? (Q). Logo,
Un,
a sequéncia % é limitada e passando a uma subsequéncia se necessario, podemos

[ |
assumir que converge apara algum p > 0. Por outro lado, temos que o operador K :

LP (Q2) — Wol’p(ﬁ) ¢ continuo e compacto, de onde segue que a sequéncia,

f (l‘,un) h
(2.30) w, = K { — T¢+ =
[ || || nllp [ ||
possui uma subsequéncia fortemente convergente para algum w, com |Jw| = 1, em

ng’p(ﬁ). Consequentemente, usando v € Wol’p(ﬁ) ,¥ > 0 como fungao teste em (2.27) e
a desigualdade (2.29),

flx,uy(x
p—2 d
[ v voar = [ L8y [ eova +/n A

o [lunll””

5=0 [l o= [ o [ s
+/§2W¢dx

e passando ao limite para n — +00,

/ V>V - Vi dr > (5 — o) / o2 wip + / oot i
0 9] Q
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para toda 1) € Wol’p(ﬁ),@b > 0. Assim, temos que w > 0, w # 0 e satisfaz no sentido

fraco,
—ANw > (A=) |Jw|PPw+ po L,z € Q
w=0 ,r €N

segue do principio do maximo de Vazquez (Teorema 0.4) que w > 0. Considere ¢; a

autofuncao associada ao primeiro autovalor A\, pela Identidade de Picone A.1 tem-se que

/Qv(wgép )\wap 2vwdx</yv¢1|P—A1/¢pdx

de onde segue que,

/(f—) ((B =) "™ + po) dx</( ¢p1)(_pr) i
<>\1/¢de

(5—6)/Q<b§’d:c+/p¢¢1da:<A1/Q¢§’d:c

como, € foi escolhido de forma que  — e > )\, temos uma contradicao e portanto segue

logo,

o resultado. [

Note que, como consequéncia do lema anterior temos que o problema (Pp;) nao possui

solucao para t grande.

Lema 2.11. O problema (Pp;) nao possui solugao para t suficientemente grande

Demonstracao. De fato, considere ty = 0 e seja R > 0 dado pelo Lema 2.10, se u é solugao
de (Ppt) para t > 0 grande o suficiente, entdo ||u|| < R, e por argumentos de regularidade
garantidos no Lema 0.8, segue que |lul/-: é limitada independentemente de ¢. Por outro

lado, u resolve em W‘lvp/(Q) a equagao
—Apu = f(x,u) +to+h

onde os termos —A,u, f(z,u) sdo limitados em W17 (). Consequentemente, obtemos
que o conjunto dos valores t para os quais o problema (Pp;) tem solugao é limitado
superiormente. Isto é, existe ¢ € R tal que o problema (Pp;) nao tem solugido para

t>t. O
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2.3.2 Conclusao da Demonstracao do Teorema 2.1

Prova de (i)

Considere o seguinte conjunto,
S ={t:(Pp;) tem pelo menos uma solugio}.

pelo que foi feito na Secao 2.2 temos que S é nao vazio. Além disso, segue do Lema
2.11 que S é limitado superiormente. Portanto, podemos definir t; = supt. Além disso,

S
usando (2.8) segue que, se t € S entdo (—oo,t] C S e isso conclui o item (i).

Prova de (ii)

Segue do Lema 2.4 e da defini¢ao de supremo que para todo t > t¢, (Pp;) ndo possui

solucao.

2.3.3 Demonstracao do Teorema 2.2

Prova de (i)

Seja to definido no Teorema 2.1, da defini¢do de supremo existe {t,} C S tal que
t, — to. Sem perda de generalidade podemos assumir que {¢,} é crescente. Como ¢, € S,

existe u, solucio de (Pp,, ), isto é, para todo ¥ € Wy (1),

(2.31) / \Vu,|P"*Vu, - Vi do = / (f(z,uy) +tnop + h) Y de
Q Q
Temos pelos Lemas 2.5 e 2.10 que u,, € [—M, R], logo |f(x,u,)| < K e
|f(2,un) +tad+ h| < K+ R¢], + 2]l <M,

logo, pelo Lema 0.8 segue que {u,} ¢ limitada em CY%(Q) e portanto, possui uma sub-
sequéncia convergente u,, — u* em C'#(Q), 0 < B < a. Assim, tomando o limite quando

ny — oo em (2.31) obtemos

/]Vu*\p_2Vu*-V¢das = / (f(x,u") +top + h) ¢ dx
Q 0

isto é, u* & solugao de (P,,) e isto conclui o item(i).
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Prova de (ii)

Ja mostramos que existe ty € R tal que o problema (Pps) ndo possui solu¢do para
todo s > tg. Fixemos ¢t < T(R;) com T(R;) dado pelo Lema 2.3 e seja t; = T(R;),
pela defini¢do de ¢y temos que t; < t;. Segue do Lema 2.10 que para todo s € [t, 1]
existe R > 0 grande o suficiente tal que usller@) < R e A C Bg, onde A ¢ definido na
demonstragdo da primeira solugio, ver Secao 2.2. Note que u é solu¢do de (Pp;) se e

somente se u é ponto fixo do operador compacto H,v = u, onde u é uma solucao de

—Apu+ MulP~2u = f(x,v) + MNP 2v+s¢p+h, ;2€Q
u=0 ;z €0

Consideremos a seguinte homotopia admissivel,
H: [t,to + 1] X BE — C&(ﬁ), H(S,U) = Hsu.

entao,

deg(I — M, By, 0) = deg(I — Hyy 41, By, 0) = 0.

pois, pela definicao de ¢, H;,+1 nao possui ponto fixo. Usando agora a propriedade da

excisao do grau de Leray-Schauder, segue que
deg(I — Hs, By — A, 0) = deg(I — Hs, By, 0) — deg({ — Ky, A,0) = —1,

Portanto, o problema (Ppg) possui outra solugao que nao pertence a A. Logo, exite t; < ¢

tal que para todo ¢t < t; o problema (Pp;) possui pelo menos duas solugoes distintas.



CAPITULO 3

SISTEMAS COM CONDICAO DE
DIRICHLET

3.1 Apresentacao do Problema

Consideremos o seguinte sistema

—Apur = fi(z,ur,u9) + 1101+ hy, ;7€Q
(St) § —Apus = foz,ur, ug) + taps + ha, ;2 €Q
U1:U2:0 ,ZEG@Q

onde 2 C RY ¢ um dominio suave limitado, ¢;, h; € L>®(Q), com ¢; >0, ¢; Z0, i = 1,2,
t = (t1,t5) € R? é um parametro e f; : Q x R x R — R, i = 1,2 sio funcdes continuas

satisfazendo as seguintes condigoes,
(@) |fi(z,s1,52)| < C 1+ |17+ [sofP7) i = 1,2

IT) existe o > 0 tal que fi(z,s1,S2) + o|s;|[P~2s; ¢é nao decrescente,
(

para todo (7,s;) € QX R, i#j,i=1,2.

(ITI) f;(z,0,0) = 0 e f; é quase-mondtona para todo (r,s;) € Q x R, isto é, para cada

i#j,i=12, fi(x,s;,s;) é ndo decrescente em s;.

35
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(IV) Existem matrizes limitadas e cooperativas, isto é, (a;;,¢;; > 0) para i # j,

aip aig €11 C12

Alz 7A2:

21 A23 C21  C22
satisfazendo a1 + a12 < 0, as; + ag < 0, ¢11, oo < 0 tal que,
A (A, +A) > 0,0 (A, + Ay) <0,
onde
AL (A, + A;) =sup E(4;),
E(A) = {/\ ER:3pe (WrP(Q) 1 ¢ >0,A,0 + (A + M) T, () < o} ,

com W, (s) = (U,(s1),Up(52))" € 1hy(s:) = |s5|?2s;. Além disso, existem constantes
b1, b > 0 tais que
f(z,s) > A1¥,(s) —bre ,Vs <0

f(z,8) > AW, (s) — bee ,Vs >0
para s = (s1,52) € R? onde e = (1,1)7.

(V) Para cada sequéncia {s, } C R? tal que ||s, || é limitado e ||s;}|| = oo quando n — oo

Fa.s) — fo.sh)

lim inf —
n—o [Eagl

Nossos resultados principais neste capitulo sao os seguintes,

Teorema 3.1. Suponha que as hipdteses (I)-(IV') estejam satisfeitas. Erxiste T € R tal

que o sistema (Sy) tem pelo menos uma solugao fraca para t < Te, onde e = (1,1).

Teorema 3.2. Suponha que as hipdteses (1)-(V') ocorrem. Entao existem curvas Lips-
chitzianas T* e Y, que dividem R? em trés conjuntos disjuntos M, N e O tais que o

problema (Sy):
i) possui pelo menos uma solugao para t € Y* U, UOQO,
ii) nao possui solugio para t € N,

iii) possui pelo menos duas solugdes distintas para t € M.
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3.2 Preliminares

Enunciaremos alguns resultados a respeito de sistemas envolvendo o operador p-
Laplaciano e que serao tuteis neste capitulo. O seguinte teorema é um resultado de

regularidade, cuja demonstragao pode ser encontrada em ([18], Teorema B).
Teorema 3.3. Suponha que (u,v) € (I/I/Ol’p(Q))2 é uma solugao do sistema

—Apyu = gi(x,u,v) ;x €
—Apv = go(z,u,v) ;2 €S
u=v=0 ;x €N

onde g1, gs sao funcoes Caratheodory tais que
max {|g1(z, s, 1)[,|g2(x, s, )|} < C (14 [s|7 + [t[?)

para 1 < o; <p—1,i=1,2 ¢ (s,t) € R? entio (u,v) € (C’é’a(ﬁ))z, 0<a<l1. Além
disso, se

max{|g1(:c,s,t)|, ’gQ(xv Sat)‘} < C

entao ||(u, U)H(CL 2 < M(C).

A©)
3.2.1 Principio do Maximo para Sistemas

Os proximos resultados trazem uma relagao entre a hipotese (/1) do Teorema 3.2 com

o problema de autovalor. Comegamos com a defini¢do de M-matriz nao singular.

Definigao 3.4. Para 1 < k < N denotamos por By a matriz obtida tirando as (N — k)
linhas e colunas da matriz B. Dizemos que B = (b;j) € uma M-matriz nao singular se

bij <0 parat# 7, b >0 edet By >0 paral <k < N.

Sejam A; o primeiro autovalor de (—A,, Wol’p(Q)), 1 a autofunc¢ao positiva e de norma
unitaria associada a A;. Seja I = (J;;) a matriz identidade e A = (a;;) uma matriz
arbitraria, definimos

fi1,4 = sup F(A)

onde F(A) ={peR:det (A — NI —A)#0 VA< u}.
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O proximo resultado tras uma relacao entre a matriz de um sistema com a propriedade

das solugoes deste sistema, e sua demonstragao pode ser encontrada em [19].

Teorema 3.5. Suponha que p € (1,00), Q seja um dominio limitado em RY cuja fronteira
é de classe C** para algum o < p—1. Suponha também que os coeficientes a;j, 1 <i,j <
N sao constantes satisfazendo a; < 0 e a;; > 0 para i # j. Entao o problema de autovalor

N
—Apui = E aij\I/p(uj) + A\Pp(uz) T e Q
i=1
u; =0 ;2 €00
tem uma uma solucao positiva limitada ®; associada com um autovalor A € R se, e
somente se, A\ = i1 4. Neste caso temos que ®y € unica a menos de um maltiplo escalar
1

positivo, D) = ¢ 1, onde ¢ = (c1, ...,cn) € int(RY) satisfaz (M — p1,a) I — A) T = 0.

Teorema 3.6. ([17], teorema 8) Suponha que a;; > 0 parai # j e g; € LP,(Q). Entao o

problema
N
—Apui = Zaij\uj|p_2uj -+ g; T € Q
j=1

satisfaz o Principio do Mdzimo se, e somente se, (A1 — A) € uma M -matriz nao singular.

Seguindo o mesmo raciocinio em ([1], Teorema 2.8) pode-se provar o seguinte resul-

tado.

Teorema 3.7. ([1], teorema 2.8) Sejam fi, fo > 0, nao triviais e aa + fd > Ny, para
a,0>0ea+=1. Seb,c>0, entao o sistema

—Ayuy > alug [P Pug + bluglPPus + f1 € Q
—Ayus > clug[P2ug + dluglPPus + f2 s € Q
U1:UQ:O ,ZL‘E@Q
nao tem solucao positiva.
Observagao 3.8. Note que, pelo Teorema 3.5, p1.a < M(A,+A) para A = (a;;), a; <0
e a; > 0,9 # j. Logo, devemos ter E(A), F(A) # 0, e sendo E(A), F(A) intervalos

limitados superiormente, seque que A\ (A,+A) estd bem definido. Assim, com as hipdteses

sobre Ay e Ay temos que M\ (A, + A;), i = 1,2 estao bem definidos.
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Precisaremos do proximo reultado para provarmos uma estimativa a priori para parte
negativa de uma eventual solugdo do sistema (S;). A demonstragdo pode ser encontrada

com os detalhes em [29].

Teorema 3.9. Sejam Q um aberto de RN, f € C(AxRxR) ev € WyP(Q) N C(Q).
Suponha que u € WyP(Q) N C(Q) € uma solugio de

Apu < g(x,u,v) emfd.

Se xg € Qe p € C*(N) sdo tais que Dp(zg) # 0, u(xg) = ©(x) e u > ¢ em uma
vizinhanca de xq, entao

App(wo) < g0, u(0), v(0))-

3.2.2 O Operador H na forma matricial

O préximo resultado foi motivado pelos casos escalares. A demonstragao segue as idéias
do Teorema 7 e Teorema 9 em [17]. Usaremos este resultado para garantir a existéncia

da primeira solugao para o sistema (.S;).
Lema 3.10. Seja C > 0 dado em (I), entdo o sistema
—Apuy + Clug[P2uy = g1(z) ;2 €Q
(S4) 4 —Ayug + Clug|P%uy = go(x) ;2 €0
U1:’LL2:0 ,IL‘E@Q

admite uma tinica solugio u = (uy,us) € (Wol’p(Q))2, para toda G = (g1, g2) € (L=(Q))%.

2

Além, disso, o operador H : (L>(Q))* — (CE()” definido por

H(g1,92) = (Hi(g1), H2(92))
onde H; : L>=(Q) — C3(Q), dado por H;(g;) = w; se e sé se u; € solugio de

—Apu; + ClugPu; = gi(z)

é estritamente crescente e compacto. Se S C (L>(Q))* ¢ limitado na topologia de (LP(Q))”

induzida pelo imersio L>(Q) < LP(S2), entio o operador Hg : S — (C} (ﬁ))2 tg— H(g)

€ continuo.
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Demonstrag¢ao. Note que podemos escrever o sistema (S,) na forma matricial,

—Ayu =AYV, u+G(z) ;2
(Sc)

u=0 ;z €
com A = (a;;), aii = —C e a;; = 0, i # j, Yyu = ([P 2uy, |ua|P2us)" e G(z) =
(91(2), g2(x))". Temos que a matriz ;] — A é uma M-matriz nao singular logo, o Passo

1 do Teorema 9 em |17| garante a existéncia de sub-supersolucao para (Sg).

(Existéncia) Seja A = [¢1, ¢2] um conjunto de funcdes o em (C’é (ﬁ))Q, tais que, ¢ < p <
¢2, onde @1, P9 sao as sub supersolugao estritas de (Sg) respectivamente. Considere
Ar = AN By, onde Bg ¢é a bola de raio R em (C’é(ﬁ))Q. Pelo fato de ¢1(z) e ¢o(x)
serem sub e super solugoes estritas, uma solucio u de (S,) esta no interior de A.

Logo para R suficientemente grande obtemos que
deg (I — P, Ag,0) =1,

onde P: Ap — (C&(ﬁ))z é definido por Pu = K (G + AW,u) onde, K : (Lo,(Q))* —
(Cs (ﬁ))2 é dado por KG = u se e somente se u = (uy, uy) € solu¢ao de
—Aju=G(x) ;x€)
u=0 ;z €0

(Unicidade) Sejam u e v solugbes de (Sg), isto é

( —Ayu = AV,u+ G(x)

—Ayv=AV,v+ G(x)
u=v=>0

temos que

—-A —A,v] v v
[ [ s ot v = [ a] 28 - 2ot - <o
ol W™ v Q uP— VP~

Por outro lado, pelo Teorema 7 em [17] devemos ter

—A —A
/ [ p_plu + p_plv} [uP — vP] >0
9) U U

se u,v > 0, u # kv. Logo, concluimos que u = kv e substituindo em (Sg) vemos

que k = 1.
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Portanto, o problema (S,) é unicamente resoluvel para cada G = (g1, g2) € (Lso(Q))* € 0

operador solucio H : (Lo ())* — (I/Vol’p(ﬁ))2 ¢ estritamente crescente.

(Continuidade) Seja {g"} uma sequéncia limitada em (Lo (Q2))* e w" = Hg", logo

—A,w" = AV,w" 4+ ¢"(z) ;2 €

Pelo Lema 3.3 w™ € ((J&(ﬁ))2 com Hw"||( )2 < M(C). Como a imersao (C’é’a(ﬁ))Q

C5(@)
(C’é’ﬁ(ﬁ)>2 é compacta para 0 < 3 < «, passando a uma subsequéncia se necessé-
rio, Hg" — w em <C’é’ﬂ(§))2 logo, H : (Leo(Q))” — (C’é(ﬁ))2 é compacto. Seja
S C (L™(Q))* é (L*®°(R))*limitado na topologia de (L?(Q))* induzida pelo imerséo
(L®(Q))* = (L*(Q))*. Suponha que Hg : S — (C’&(ﬁ))Z nao seja continua, entao
existe uma sequéncia (¢") C S convergindo em (LP(£2))? para alguma g € S e tal que
|Hg"™ — Hg”(cg(ﬁ))Q > § para um § > 0 conveniente. Desde que (Hg") é limitada
em (Wol’p(ﬁ))Q, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg" — u fortemente

em (C} (ﬁ))2 Passando ao limite em
—AyHg" = AV, (Hg") + g"(z) ;2 €Q Hg" =0 ;2 €00
concluimos que wu satisfaz a equacao matricial
—-Apu=AV,u+g(z) ;2€Q u=0 ;2 €00

e pela unicidade das solucgoes, segue que u = Hg. O que gera uma contradicao com

o fato de que 0 < § < liminf | Hg" — Hg||(cl(§)>2 =0.
0

3.3 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta se¢do mostraremos que o sistema (S;) admite pelo menos uma solugao, para
isso, faremos uso da teoria do grau de Leray-Schauder. Note que resolver o problema (S;)

é equivalente a mostrar a existéncia de uma solugao para o seguinte sistema de equacoes
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) uy = Hy (fi(@, ug, ug) + Clug|P?uy + t1¢1 + hy)
Uy = Ha (f2(, ur, ug) + CluglP*ug + tags + ha)

(S

onde Hy, Hs sao dados no Lema 3.10. Além disso, note que o sistema (Sl) pode ser escrito

na forma matricial

(3.1) u:’H(f(x,ul,u2)+\flp(u)+t¢+h)
onde u = (uy, up), f(z,u) = (fi(z, ur, u2), fox,u1, us)),
U, (u) i= (Clug|P"2ur, ClusP~2us)

sendo, t¢ = (t1¢1,12¢2), h = (hy, hs).

3.3.1 Observacoes sobre Solucoes de Viscosidade

A proposta para esta subsecao, é enunciar um resultado sobre solucao de viscosidade,
o qual sera usado para obter uma limitacao para parte negativa de uma eventual solugao
de (S;), detalhes sobre a demonstragao e um aprofundamento sobre teoria de solucoes de
viscosidade pode ser encontrado em [14] , veja também [29]. Comecaremos com algumas

definicoes.

Defini¢ao 3.11. Sejam Q C RY aberto, G : S(N) x RN — {0} — R operador continuo e

g uma funcao continua definida sobre RY x R.
i) ue C(2) é uma subsolugao de viscosidade de
G (DQu, Du) = g(z,u)
se para cada xo € 2, uma das sequintes condig¢oes € satisfeita:

- ou existe uma bola aberta Bs(xg) C Q, 6 > 0, sobre a qual u € constante, u = ¢
e g(z,u) <0, Vo € Bs(xo).

- ou para toda p € C*(Q) tal que o(zo) = u(xg), ¢ > u em uma vizinhanga de
e Dp(zg) # 0, temos

G (D*¢(x0), Dp(x0)) = glwo, ux)).
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i) u € C(Q) é uma supersolugao de viscosidade de
G (D*u, Du) = g(z,u)
se para cada xo € 2, uma das sequintes condigoes € satisfeita:

- ou existe uma bola aberta Bs(xg) C Q, § > 0, sobre a qual u € constante, u = ¢

e g(x,u) >0, Vo € Bs(xo).

- ou para toda p € C*(Q) tal que o(z0) = u(xg), ¢ < u em uma vizinhanga de
e Dp(zg) # 0, temos

G (D*¢(x0), Dp(x0)) < glwo, ulxo)).

i) u € C(Q) € uma solugao de viscosidade se é ao mesmo tempo sub e supersolugao de

viscosidade.

Para o caso de sistema, temos a seguinte definicao de solucoes de viscosidade:

Definicao 3.12. Sejam Q C RY aberto, G : S(N) x RN —{0} — R operador continuo e g
uma fungaio continua definida sobre RN x R™. Dizemos que u = (uy, ..., u,,) € C (Q,R™)

€ uma solu¢ao de viscosidade do sistema

G, (D?u;, Du;) = gi(x,u) em

1=1,....m
se para cada i € {1,...,m}, u; € solugao de viscosidade da equa¢ao
G (D2ui, Dui) = gi(x,u)

O proximo teorema sera util para obtermos estimativas a priori para a parte negativa

de uma eventual solugao de (S;), a demonstracao pode ser encontrada em [29].

Teorema 3.13. Seja u e C (ﬁ, ]Rm) uma supersolugcao de viscosidade do sistema

Apui + > agy(u;) = filz) ;2 €Q
j=1

1=1,....m
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onde f = (f1, fay.y fn), com fi € LN (Q)NC(Q) e A= (a;;) € S(m) satisfaz a;; > 0 para

todo1# j e Za"j < 0 para todo i = 1,...,m. Entao
j=1

_igf {min {uy, ..., un}} < S;Qp {maz {(u1)~, ..., (um)” } } + Cdiam(S) Hﬂ jvl(ﬂ)

sendo f = max {fif o fh}

3.3.2 Resultados Auxiliares

Mostraremos que a equa¢ao matricial (3.1) tem pelo menos uma solugao para algum ¢ e
para isso, precisaremos dos proximos resultados que sao adaptacoes para o caso matricial

dos resultados em ([21], Lemas 1 e 2).

Lema 3.14. Para cada Ry > 0 dado, existe um nimero real T = T(Ry) tal que

(3.2) vEH (T (f(x, V) + 0, (0) + t + h))

para toda v € (C’é(ﬁ))Q com ||v+||( = Ry, V7 €[0,1], Vt <Te, onde e = (1,1).

@)

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que exitam sequéncias {v"} C (C’& (ﬁ))2 com

1 e =

{r.} C[0,1] e {t"} CR% ! — —oc0, i = 1,2, tal que
(3.3) o' =H (ra (S0 + (o) + °0 + 1) )
usando a hipotese (1) obtemos,

fi(x, 51,82) + O|Si|p725i < C’3i|p723i + | fi(z, 51, 52)|
S C|Si|p_28i + C‘l‘ C|81|p_1 + C|82|p_1
= C—i—(]|si|p_1
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para s; < 0. Assim, para a sequéncia v" temos

o (20" + (o) + 70+ h) < 7 (Fl, (0)) + T+ C+ Ol P+ 6+ h)

<7t (M +t"p+h) < M+t"¢p+ h.

onde, M = My, M) = max [ f(a, 0"+ By((0")) + O Clop)t P Se-
z€Q,(v™)T€[0,R1]?
gue que

V" <H(M +t"p+ h)

Seja w™ = H(M + "¢ + h), ou seja w™ satisfaz
—Apu" + Uy (w") = (M + "¢+ h)

Defina s™ = (s7, s%) tal que t" = (|s7[P72s7, |s3|P~2sY), assim

—Ap(GF) + CISFIP () = Gt + o+ )
wy

_Ap(

w3 p-2(Wa

(%‘i‘@-i‘?—g)

S

w3

Logo, (B +¢+ L) := <ﬂ‘f—§} + ¢y + %’ ];4—32 + o + ?—5) — ¢, quando t? — —oo. Pelo
Lema 3.10 temos que H ¢é fortemente crescente e continuo, logo
wn
S_" — H(¢1,¢2) > 0.
de onde segue que w™ < 0. Logo (v")* = 0, contradizendo o fato de que ||(v")+||(

R,. O

a@)’ ~

O seguinte corolario é uma consequéncia imediata do teorema que vem em seguida, e
cuja demostragao sera feita adaptando as idéias de [28].
Coroléario 3.15. Sejat = (t1,ty) € R%, t; <0, i = 1,2 fivzo. Entio existe Ry > 0 tal que
(3.4) v#H (T (f(x,v)—i-\flp(v)—l—tqb—i-h))

para toda v € (C&(ﬁ))g com ”U_H(Cé(ﬁ))z = Ry, V7 € [0,1].

Teorema 3.16. Seja t = (t,t5) € R?, t; <0, i = 1,2 fizo. Seu € (W&’p(ﬁ))Q é uma
solugdo da equagao (5.1), entao existe M > 0 tal que ||[u” || po i)z < M.
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Demonstrag¢ao. Seja (uq,uz) uma solugao da equagao (3.1), temos que
Apu; + fi(,ur, ug) = =t — hy < —t; ||l o + il o < 1

onde my, = max; {—t; ||¢:ll . + ||kl }, @ = 1,2. Usando o fato de que f; é quase-
monoétona, temos que
il un, —uy) < filz,un, u) e fola, —uy,ug) < folw,ur, up),
logo
Apuy < my, — fi(z,ug, —uy) em Q
(Smi,) § Apus < my, — fo(x, —uy,uz) em Q
u; =ug =0 sobre OS2

Mostraremos que (u1,uz) é supersolugao de viscosidade de (S, ). Seja xo € €2 qualquer.
Se u; = k constante em uma vizinhanca Bjs(zg) de o, segue que my, — fi(z, k, —uy ) >
Ayuy = 0em Bs(zg). Se u; nao é constante em uma vizinhanga de zg, considere ¢ € C*(Q)
tal que Dp(zg) # 0, ¢(xo) = ui(xo), ¢ < uy em uma vizinhanga de xy. Entdo pelo

Teorema 3.9 segue que

App(zo) < my, — fi(zo, ui(wo), —uy (20))-

Fazendo demonstragao aniloga para uy obtemos que (ug, ug) é supersolucao de viscosidade

de (Sp,, ). Além disso, como —u; <0,i=1,2e fi(z,0,0) = 0, segue que
my, — fl(xvoa _UQ_) Z 0 y My, — fg(l‘, _u1_70) 2 0

logo, (0,0) é supersolucio de viscosidade de (S, ). Como o infimo de duas supersolugoes
de viscosidade é supersolugao de viscosidade, temos que w = min {(0,0), (uy,uz)} =
(—uy, —uy) € supersolugao de viscosidade de (S, ).

Agora provaremos que (—uj , —u, ) € supersolugao de viscosidade de

Apuy + an,(ur) + apdy(ug) = my, + by em Q
Apuy + anp(ur) + agnty(uz) = my, +b1 em
uy = uy = 0 sobre 0N)
De fato, seja xg € 2 arbitrario. Se —u; = k constante em Bs(x), temos pela hipotese

(IV) e pelo fato de que (—uj, —uy) & supersolugao de (S, ) que

my, + by — a1, (k) — arh,(—uy ) > my, — fi(z, —uy, —uy ) >0 em Bs(xo).
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Suponhamos que —u; nao é constante em uma vizinhanga de zg, considere ¢ € C?(Q)
tal que Dp(zg) # 0, p(z9) = —uy (x0), ¢ < —uj; em uma vizinhanga de xy,. Como
(—uy, —uy) € supersolugao de (S, ) e pela hipotese (IV) segue que

App(o) < my, — fi(xo, —uy (z0), —uy (z0)) < My, + by — anthp(k) — a1ty (—uy)

Precedendo de forma analoga para a segunda equacao obtemos a afirmacao.

Dessa forma, pelo Teorema 3.13 temos que
1
— inf {min{—uy,—uz}} < sup {maz {(~uy)™, (—uz) "} } + Cdiam(Q) |lmy, + b1 [ ¥,

Como (u1,us) é solugao do sistema (S;) temos que u; = us = 0 sobre 992. Além disso,

—igf {mm {—ul_, —u;}} = —igf {—mam {uf,u;}}
= Sgp {maz {uy,uy }} = HU_H(LOO(Q))2

3.3.3 Conclusao da Demonstracao do Teorema 3.1

Dado R; > 0, fixemos ¢t < T'(R;)e com T(R;) dado pelo Lema 3.14 e considere Ry > 0

garantido no Corolario 3.15. Considere o conjunto
A= {U & (OO - " ey < P I ey < RQ}

Note que A é um conjunto aberto em (C’é (ﬁ))2 contendo 0. Pelo Lema 3.14 e Corolario

3.15 temos que
v H (T (f(x,v) T, (0) + t + h)) Vo € OA,
Logo, pela invariancia homotopica do grau de Leray-Schauder segue que
deg (I —H (f(:c,v) + U, (v) + td + h) ,A,O) =deg (I,A,0) = 1.
de onde segue que existe v € A tal que

( 2,0) + U, ( )+tgb+h>

e portanto, existe t = (t1,t2) < T'(Ry)e tal que o sitema (S;) possui pelo menos uma

solucao.
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3.4 Existéncia de subsolugao para (.5;)

Nesta secao, comecamos com um resultado a respeito da existéncia de subsolucao para
o sitema (.S;) e cuja demonstragao pode ser seguida também em |29]. Em seguida, faremos

para o caso de sistema o método da sub-supersolucao.

Proposi¢ao 3.17. Para todo w = (wy,wy) € (C’(}(ﬁ))Q, t = (t1,t2) € R?, existe u =
(u1,u9) € (C’é(ﬁ))Q subsolugao de (S;) tal que u << w.

Demonstragao. Sejam w € (C&(ﬁ))Q, t = (t1,ts) € R? fixos, mas arbitrarios. Seja u €
(C3 (ﬁ))2 solugao de

—Apu = A Wp(u) —die +tp+h, em Q u=0 sobre 052

onde sem perda de generalidade tomamos d; > 0 grande o suficiente para —d;+t;¢; +h; <
0, 7 = 1,2. Note que, desde que —d; + t;¢; + h; € LPI(Q), Ay é uma matriz cooperativa
e A\I — A; € uma M-matriz nao singular, a existéncia de tal solucao é garantida pelo
Teorema 3 de [9]. Além disso, podemos tomar d; grande o suficiente para que u << w.

De fato, seja {d}} sequéncia tal que d} — oo(sem perda de generalidade assuma que

d? > 1) e {u™} uma sequéncia de solugoes de

(3.5) —Apu" =AU, (u") —die+tp+h, em Q u" =0 sobre 5.
Logo, se v" = UL = ( ulL, u21>’ entao v™ é solucao de
@\ @)
tip1 + h
—A o7 = an,(v]) + an,(vy) — 1+ % AR
1
tos + h
~ At = ot (0}) + o) — 1+ 2L p e 0
1

v =vf =0 ;2 €00

Agora, note que

2

tigi 4 hi n|p— n|p— .
Zaij%@?)_l‘f‘gﬁT < M; (Jop Pt + Jop Pt + 1) para i =1,2,
i=1 1

com M; = M;(a;,a,t;, i, h;). Pelo Teorema 3.3 temos que (v}, v}) € (C’l’o“(ﬁ))2 para

algum 0 < a < 1, e ||(v7f,v§)||( 2 < M(M;y, M,). Logo, pela imersao compacta

CcLe(9Q))
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(Clﬁ(ﬁ))2 — (Cl’a(ﬁ))Q, 0 < < « temos que, a menos de subsequéncia, (v}, v}) —

(v1,v9) em (C’lﬁ(ﬁ))Q. Pelo Lema 0.7 segue que (v}, vY) — (v1,v9) , a qual é solugao de

—Apv1 = anPp(v1) + arphy(v2) — 1 2 € Q
— Ay = anp(v1) + ay(ve) — 1 ;2 € Q)
v =v3=0 ;2 € 00N
Pelo Principio do Méaximo 3.6 segue que v; < 0, ¢ = 1,2. Considerando cada equagao
separadamente e sabendo que a;; > 0 para ¢ # j, obtemos, aplicando o Principio do

Méximo de Vazquez com ((s) = —a;1,(s) para a i-ésima equagdo, i = 1,2, que v << 0.
n n ou? ou?
<0,
ov

u : .
Como v" = — — v << 0, temos que u' < 0, — < 0 e ainda

(dp)7T ov o

quando n — 00.

— —00

" 1= ) . ou’* Own

Sendo wj,ul? € Cj(2), temos que existe n; € IN tal que u}* < w; e 5 < B
v v

Ouy? _ Owy
v ov

tal que d° > by, onde by é dado pela hipotese (IV). Entao, como (u}°, u5®) é solucao de

Analogamente existe ny € IN tal que uy* < wy e . Seja ng = max{ny,na} e

(3.5) temos para i = 1,2,

2
—Apu =Y agty(uf°) — b0 + iy + b
=1

2
< Z aijPp(ui®) — b1 + tid; + hy
=1

< filw,u™) + tig; +
isto & u = (u}°, u3°) é subsolugao de (S;) que satisfaz v << w. O

O préximo resultado é o método de sub e supersolucao para sistemas.

Teorema 3.18. Sejam u,u € (C’l(ﬁ))2 sub e supersolugao de (S;) respectivamente tal
que u < em Q, com u <0 < sobre 0. Entao eriste u € (Cl(ﬁ))Q solugao de (Sy)

tal que u < u <uwem Q eu=0 sobre 0f).
Demonstracao. Consideremos os operadores

Ny (C3O)" = (L=(Q)” e T (L2(Q))" = (CH(@)°
definidos para cada ¢ = 1,2, por

Ni(v) = (N1(v), Na(v)), onde Ni(v) = fi(x,v) + olvi|"*v; + t:; + h;
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e T(v) = (T1(v),T5(v)) = (wy,ws) se, e somente se, (wy,ws) é solu¢ao de

—Apywy + olwi P2y = vy 2 €Q
—Apywy + olweP 2wy = vy jx €Q
w1:w2:O ,ZEE@Q
Definimos também @, : (Cj (ﬁ))2 — (C&(ﬁ))z por )y = T o Ny. Temos que u e ponto fixo
de Q; se, e somente se, u é uma solugao de (5;), utilizando o Teorema 3.3 temos que @,

é compacto. Considerando
1/0V)2 —
B= {u € (C5()" :ulz) <ulz) < u(m)} )

temos que B é um conjunto fechado e convexo. Ainda, por principio de comparagao, (I1)
e (II1) temos que Qy(B) C B, e pelo Teorema 3.3 Q;(B) é limitado. Assim, pelo Teorema
do Ponto Fixo de Schauder existe u € (C& (ﬁ))2 o qual é ponto fixo de @)y, ou seja, existe
u € (C&(ﬁ))g solucao de (S;) tal que u <u <wem . O

3.5 Estimativas a Priori

A seguinte proposicao pode ser obtida diretamente do Teorema 3.16 tomando-se t =

—Coe.

Proposicao 3.19. Seja Cy € R fizo. Erxiste M = M(Cy) > 0 tal que se u é uma solu¢do
de (S;) para t > —Coe, entao |[u™ || < M.

Uma consequéncia da Proposicao 3.19 é o seguinte resultado a respeito da norma

(L=(Q))* de w.

Teorema 3.20. Para todo tg € R, existe R > 0 tal que o problema (S;) nao possui solugao

u com norma ||ul| > R para t > tge.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que {u"} é uma sequéncia de solu¢des de (Sin) com

0 < ||u™| = 400 onde {t"} é uma sequéncia tal que t" > tpe. Defina w” = (w},w}) =
(e )
—=— |, segue que

[l {1 Jlu]

e h;
(3.6) —Ap(w}') = S
[

Huan,l i + —Huan,l ,i=1,2.
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Pelo Teorema 3.16 temos que ||(u")~|| < M, logo ||u™]| = ||(u™)"|| para n suficientemente
grande. Como f; é quase-monotona e pelas hipoteses (V) e (IV) temos que existe uma

constante C > 0 tal que

filw i ug) 2 fule,uf, =M) = C1 2 file, (uf)*,0) = o(1) [| (") " = €

> en| (W) TP = by — o(1) [[u” [P = Gy

Jolwuiu5) = folw, =M, u5) = Cy > fola, 0, (u)") = o(1) [|(w) | = €4

> cpp|(ug) TP — by — o(1) ut|PT = Oy

Por outro lado, usando a hipotese (I) temos que existe constante Cy > 0 tal que,

filz,uf,uf) <O (1+ [uf P~ + Jus P~ + Co

Logo, obtemos

cur (uf) P = by — o(1) w77 = O < fulw,uf,uy) < O (L [uf P+ Jug ) + Gy

€,

cral (uh) PPt = by — o(1) U P = C1 < folwup,up) < C(1+ [Pt + uplPh) + Co

Entao,
(3.7)
_ ba Cy fi(z, uf, uy) - -1 &
Curlwi|P~ = — —o(l) - 5 <y SO (L wp P Jup P + —
[Jun|[? [Jum|[? [Jum|[? [[un][?

€,
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(3.8)
Cy

[

b C ’ n’ n B B
2 1 < f2($ Uy u2) <C’(1—|—|w?|p 1+|w§’p 1) +

p—1 —0 _
T W P

Clz‘w2

logo, segue que a sequéncia { )} é limitada em L? (Q2) e portanto, é limitada

em W-L# (©2). Pelo Lema 0.6 temos que —A,(w?) é limitado em W‘Lp/(Q), e como

1
hy g
1(95)_1 tende a zero, segue que é limitada em W‘l’p/(Q). Logo, a sequéncia |
[[ur(|” [Jur{”

é limitada e passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que converge

apara algum p; > 0, i = 1,2. Por outro lado, temos que o operador K : LP,(Q) — Wol’p(ﬁ)

é continuo e compacto, de onde segue que a sequéncia,

fZ(x7u71L7ug) tn hz

(3:9) Wi = = Ot T
Z e I” 17 [
possui uma subsequéncia fortemente convergente para algum w;, com ||w;|]| = 1, em

WyP(Q), i = 1,2. Consequentemente, usando 1) € Wy (Q),1 > 0 como funcio teste em
3.6 e as hipoteses (V) e (IV), temos

n|p—2 flxu1>u2
A A e e R A R A
- [ (cnu PV ernl () — b — o(1) | (u™)* w“)

[

hy
L el e T

e passando ao limite para n — +00,

/|Vw1|p‘2Vw1V¢2/(cu|w1 P2 ++c12|w;|p‘2w;)¢+/¢1p1¢
Q Q Q

Fazendo o mesmo raciocinio para wj, obtemos que (wy, ws) é solugao de

—Apywy > epp|wi P2 + crowy P 2ws + pry € Q
—Apwsy > co|wi P2wf + coolwy [P 2wy + page ;1 € Q
wy=we =0 ;2 € N
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Mostremos que w; > 0, para ¢« = 1,2. De fato, suponha que existe z; € €0 tal que
wi(z;) < 0. Como w; € C(Q), considere Q; = w; " ((—o00,0)) e € C ; a componente

conexa que contém x;. Assim, para ¢ # j temos que

—Apw; > Cij|wj_|p72w]+ +pi¢i ;x €LY
w; =0 ;x €0
Pelo principio do maximo temos que w; > 0 em €);, o que é uma contradicdo com a
definicao de ;. Assim, ndo existe x; € Q tal que w;(z;) < 0 e portanto v; > 0, para
i =1,2. Como w; > 0, segue da hipotese (IV') e principio do maximo de Véazquez que
w; > 0, para ¢ = 1,2. Por outro lado, pelas defini¢oes de £(Az) e A (A, + As) temos que
0 € E(Ay) e assim 0 < Ay (A, + Ay), o que contradiz a hipotese (V). O

Devido ao Teorema 3.20 obtemos as seguinte estimativa a priori na norma (C*(Q))

de uma eventual solugao de (S;).

Teorema 3.21. Dado t° € R?, existem E,E > 0 tais que para todo t° <t < Re, se u é

uma solugao de (S¢)entao ||u||(o1 . <R.

@)
Demonstragao. Dado t° € R?, defina Cy = max {(t)7, (t3)"} > 0. Segue do Teorema
3.20 que para todo t > Cype, se u é uma solucao de (S;) entao ||u|| < R. Por outro lado,

como u é solugao de (S) temos

—Apuy = fi(z,ur,u2) + 191 + he, ;2 €Q
—Apus = folx,ur, ug) +togpo + ho, ;€ Q
U1:U2:0 ,:L‘E@Q

como (uy,us) € [—M, R]> com M garantido no Teorema 3.16, |f;(z,uy,us)| < R; para
(z,u1,uz) € Ax[—M, R|x[~M, R],i = 1,2 e entdo temos que d;(z, u1,us) = fi(z, us, us)+

t;¢; + h; € uma funcao de Caratheodory que satisfaz
|di(, ur, u2)] < Ry + R||¢sl| o + [hill o < Co.

Pelo Teorema 3.3, u € (C’l’o‘(ﬁ))2 para 0 < a < 1le ||u||< . < M(Cy). Portanto

Ccle(@))

existe R > 0 tal que ||u||< )2 <R O

c1 (@)

Com o auxilio dos resultados anteriores, provamos o seguinte resultado:
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Lema 3.22. Eziste R > 0 tal que o problema (S;) néio possui solu¢io para t > Re.

Demonstragao. De fato, considere t° = (0,0), e seja R > 0 dado pela Teorema 3.20, se
u é solugao de (S;) para t > t% grande o suficiente, entao ||ul| < R, e por argumentos

de regularidade garantidos no Lema 0.8, segue que |[ul| 12 € limitada. Por outro lado, u

/ 2
resolve em (W‘l’p (Q)> a equacao vetorial,
—Apu = f(x,u) +to+h

!/ 2
onde os termos —Apu, f(z,u) sao limitados em (W‘Lp (Q)> . Consequentemente, obte-
mos que o conjunto dos parametros ¢ para os quais o problema (.S;) tem solugao é limitado.

Isto é, existe R € R tal que o problema (.S;) ndo tem solucdo para t > Re. [

3.6 Demonstracao do Teorema 3.2

Nesta secao, utilizando a teoria do grau de Leray-Schauder junto com o que ja foi feito

em secoes anteriores, demonstramos o Teorema 3.2. Denotemos

Y ={(y1,92) €R*: (y1,40) = A1, ta), t1 # 12, A € R}

onde (t1,%2) é o vetor para o qual o sistema (S;) tem solugao(ver subsecao 3.3.3).

Para cada y € ), consideremos o conjunto
S ={seR:(Sy4s) tem ao menos uma solugdo}

Notemos que, pela que foi feito na Se¢ao 3.3 temos que S # 0, e pelo Lema 3.22, S é
limitado superiormente. Além disso, segue da Proposi¢ao 3.17 e do Teorema 3.18 que, se

t € S entao s € S para todo s < t. Defina, para y € ),
v*(y) = sup S.

Afirmamos que a aplica¢ao y — v*(y) é Lipschitziana.
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De fato, dados y,z € Y com y # z, consideremos Y*(y) = y + v*(y)e e T*(2) =
z + v*(2)e. Mostremos que T*(y) £ T*(z) e T*(2) £ T*(y). Suponhamos por absurdo
que T*(y) < T*(z), entdo existe € > 0 tal que y + v*(y)e + ee < z + v*(2)e, isto é

(3.10) y+v(y)e + %e <z4v'(z)e— %e

Como 2z + v*(2)e — 5e < T*(2), (Szv+(2)e—se) POssui solugdo, e por (3.10), (Syrv(y)etse)
tem solu¢ao, o que contradiz a defini¢ao de v*(y). Da mesma forma provamos que T*(z) £
T (y).

Assim, existem i, j € {1,2} tais que

yi + 0" (y) > 2+ 0'(2) e y; +u(y) < 2 +07(2)

Entao

v(2) = v (y) Syi— 2 < |y — 2

vi(y) = v (2) <z -y <y — 2|
Portanto, |v*(y) — v*(2)| < |y — z| como queriamos. Defina
T ={y+v'(ye:yeV}.
Temos que Y* é uma curva Lipschitziana que divide R? em duas componentes
L={y+se:s<v(y),yeV} e N={y+se:s>v"(y),ye€V}.

Prova de i) Segue da definicao de S e v* que se t € L, entdao (S;) tem pelo menos
uma solucdo. Agora, se t € T*, t = y* + v*(y*)e, para algum y* € ). Pela defini¢io de
v*(y*) existe {t"} C R tal que t" — v*(y*) e (Sy 44me) tem solucdo u™. Sem perda de
generalidade, suponhamos que t" é crescente. Como u™ é solucao de (Sy-44ne), para todo

p € WyP(Q),
(3.11) /Q|VU?|”_2VU?V90=/Q(fi(ff,u’fjug)+(?J§k+t")¢i+hz‘)% i=1,2.

Pela hipotese (1), Teorema 3.21 e Lema 3.22, com t° = y* +t'e (¢! é o primeiro elemento

da sequéncia), temos, para i = 1,2,
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[filw g, uz) + (g + ") i+ il < C (L4 P70+ [uz P70 + [y + " il + [lhill
<C(LH R )+ B+ 1) o+ il < O,

. =\ 2 . .
Logo pelo Teorema 3.3 segue que {u"} é limitada em (C&’Q(Q)) e assim possui uma
_\2
subsequéncia convergente u — u* em <C§”3(Q)> , 0 < B < a. Dessa forma, tomando o

limite quando ny — oo em (3.11) obtemos

/|Vuf|p_2Vu;ng0: / (filz,ul,uy) +t;0; + hy)p, 1 =1,2.
Q Q

isto é, u* & solugao de (S;). Portanto (Sy) tem solucao para t € T*.

Prova de ii) Mostremos que para todo t € N, o problema (S;) nao tem solucao. De
fato, se t € N, existem y € Y e s > v*(y) tais que t; = y; + s. Como s > v*(y), segue que
(St) = (Sy+se) ndo tem solugao pela definicao de v*(y).

Prova de iii) Fixemos s < T'(R;) com T'(R;) dado no Lema 3.14 e seja v, = T(R,),
pela defini¢do de v*(y) tem-se que v, < v*(y). Defina

T.={y+uve:ye)}.
Temos que T, divide £ em dois conjuntos
M={y+se:s<v,yel}, O={y+se:v.<s<v'(y),yeV}

Pelo Teorema 3.21, existe R > 0 grande o suficiente tal que se w0 é solucio de (S;), com
=19y +teet € [s,v* + 1] entdo Huto”(q}(ﬁ)f < R. Além disso, podemos tomar R > 0
grande de forma que A C By, sendo Bz a bola em (C’& (ﬁ))2 e A o conjunto definido na
Secao 3.3. Note que wpo é solugdo de (Sp) se e somente se uo é ponto fixo do operador

compacto H,ov = u, onde v é uma solucao do sistema matricial

—Aput Uy(u) = f(z,0) + Up(0) + % + h, ;0 €Q
u=0 ;z €0

Consideremos a seguinte homotopia admissivel,

H:[s,0" +1] x Bg = (CYQ))”, H(t,u) = Hyossept.
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entao,

deg(I - H(y0+t6)> Bﬁ? O) = deg([ - H(y0+(v*+l)e)7 Bﬁa O) =0.

pois, pela defini¢ao de v*, H 0.4 (,*11)e) N0 possui ponto fixo. Usando agora a propriedade

da excisao do grau de Leray-Schauder, segue que

deg(l - %(y0+te)> Bﬁ — A, O) = deg(] - %(yo—l—te)a Bﬁ» 0) - deg(] - H(y0+te)7 A, 0) = -1,

Portanto, o problema (Sy0) possui outra solu¢ao que nao pertence a A. Logo, se t' € M

o problema (S;0) possui pelo menos duas solugoes distintas.



APENDICE A

IDENTIDADE DE PICONE

O Seguinte resultado é conhecido como identidade de Picone para p > 1. Para maiores

detalhes sobre a demonstragao veja |1].

Teorema A.1 (|1],Teorema 1.1). Sejam v > 0, u > 0 diferencidveis. Defina

uP~1

P
(A.1) L(u,v) = [Vul’ + (p — 1)%|wp — pog Vul VoV
67
p
(A.2) R(u,v) = |Vulf =V (%) |V |P~2Vo

Nestas condigoes, L(u,v) = R(u,v).Além disso, L(u,v) >0, e L(u,v) =0 q.t.p em § se

e somente se V(E) =0 g.t.p em €.
v

Demonstracio. Note que basta desenvolver V (vzpl) para ver que L(u,v) = R(u,v).
O resto da demonstracao segue da desigualdade de Minkowski af < w + m com
a=|Vu| e <u|Zv| )P~ onde % + % = 1.Mais especificamente, temos
uP ™1 uP
Lu,v) = [Val? — plo Vol (90l V] + (p — 1) % [Tl

+p

up~!
e IV|P~2[|Vo||Vu| — VoVa] .

28



29

Suponhamos que L(u,v)(zg) = 0, e u(zg) # 0, entdo devemos ter |Vov||Vu| = VoVu
e |Vu| = (%)|Vv|, isto ¢, Vu = (%)Vv ou V(%)(Io) = 0. Consideremos agora S =
{z € Q:u(x) =0}, entdao segue que Vu = 0 q.t.p z € S, e V(%) =0qtpxzes,
portanto concluimos que V(%) =0 q.t.p x € 2 e como consequéncia v = kv para alguma

constante k. [



APENDICE B

GRAU DE LERAY-SCHAUDER

Apresentaremos aqui alguns resultados e propriedades do Grau de Leray-Schauder.

Comegaremos com a sua defini¢do. Para maiores detalhes veja por exemplo |6].

Definicao B.1. Sejam Q um aberto limitado, B espaco de Banach tal que 2 C B e

K : Q — B aplicagao continua.
(1) Dizemos que K é compacto se IC(S) € relativamente compacto, isto €, IC(S2) é com-
pacto.

(ii) Dizemos que ® = I — K : Q — B é uma perturbagio compacta da identidade quando

IC € compacto.

Lema B.2. Sejam K : Q — B um operador compacto, ® = I — K uma perturbacdo
compacta da identidade e b € B — ®(09). Entao,

(i) ® é uma aplicagao fechada, isto €, a imagem por ® de um fechado é fechado.

(ii) ® é uma aplicagiao propria, isto €, a imagem inversa por ® de um compacto é

compacto.

(iii) Seja r = dist (b, ®(02)) > 0. Ewiste uma aplicacio K, : @ — B de posto finito tal
que |[K - K.|| < 3.
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Definigido B.3. Seja r = dist (b, ®(99)) > 0, tomemos ®, = I — K,, onde K, : Q — B

de posto finito tal que ||® — ®,| = [[K - K,|| < §. Note que dist (b, ,.(0Q2)) > § > 0.

Definimos,

deg (I — IC,Q,b) :==deg (I — K,,,b).
Daremos agora algumas propriedades do grau de Leray-Schauder.

(G1)[Continuidade do Grau] Sejam ® = I — K : Q — B uma perturbacdo compacta,
existe uma vizinhanca U de K no espaco dos operadores compactos K (2, B) tal que

para todo S € U temos,

b (I—S5)(0Q) e deg (I —S,Q,b) =deg(I —K,Q,b).

(G2)[Invariancia por Homotopia| Seja H € C' (ﬁ x [0, 1], B) dada por
H(z,t) =2 —K(z,1),

onde K : Q x [0,1] — B é compacto. Se b ¢ H(IQ x [0,1]) entdo deg (H(.,t),,b)
¢ constante para todo t € [0, 1].

(G3)[Normalizacdo| Seja I a projecio candnica de Q em B, isto é, I(z) = x, entdo

1 :6€Q
deg (1,,0) = _
0 ;0¢Q
(G4) Se b ¢ ®(Q), entdo deg (®,,b) = 0.
(GbH)|Existéncia de Solugao| Se deg (P, 2, b) # 0, entao existe xy € ) tal que ®(xy) = b.

(G6)[Excisdo] Seja K um fechado contido em € tal que b € ®(K). Entdo,

deg (®,9,0) = deg (9,02 — K, b).

O Seguinte resultado é uma generalizagao do teorema do ponto fixo de Brouwer para
espacos de dimensao infinita. Para maiores detalhes sobre a demonstracao veja por exem-

plo [12]
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Teorema B.4. Sejam B um espa¢o de Banach e K C B convexo e compacto. Se F :

K — K ¢ uma aplicagao continua entao F admite ponto fixo.

Demonstra¢ao. Sendo K compacto, para todo € > 0 podemos cobrir K com N (€) boloas
abertas B.(zy), k =1,..., N = N(e). Denote por K. a envoltoria convexa de zj, e considere
a aplicacao I, : K — K, dada por

142) = S st (o K = Bu(ny)

temos que I, estd bem definida e é continua, além disso para todo x € K

— S dist (v, K — Bo(z;) (@ — )
X, dist (0, K — B(a)
5, dist (2, K = B(w) i — =
< ZZ dist (z, K — B(z;)) <e.

[Ie(x) — |

Defina a aplicacao I, = I, o F'. Temos que F, : K. —: K, tem ponto fixo z.. Passando a

uma subsequéncia se necessario podemos assumir que r. — g, logo
|Fe(ze) — | = [Fe(ze) — e (F ()| < e.
sendo F' continua, fazendo € — 0 temos que xy é ponto fixo de F. [

Como consequéncia do teorema anterior temos

Corolario B.5. Sejam B um espaco de Banach e K C B convexo e fechado. Se F' :

K — K € uma aplica¢ao continua tal que F(K) é pré-compacto, entao F admite ponto

fizo.

Demonstragao. Basta aplicar o teorema anterior ao seguinte conjunto convexo-compacto

K= Fecho da envoltoria convexa de F(K). [
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