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Resumo

Nesta tese fizemos um estudo analitico das equagdes de Bethe para o modelo de seis vértices XXZ
com condigdes de contorno periddicas. Mostramos que as equagdes de Bethe deduzidas pelo Ansatz
algébrico estdo relacionadas com as equagdes de Bethe do Ansatz de coordenadas por uma trans-
formagio conforme. Isso nos permitiu reduzir as equagdes de Bethe a um sistema de equagdes po-
linomiais. Para os setores de um, dois e trés mdgnons, mostramos que essas equagdes podem ser
desacopladas, de modo que as suas solu¢des podem ser expressas em termos das raizes de certos po-
lindmios auto-inversivos, P, (z). Deduzimos aqui novos teoremas acerca da distribuicio das raizes
dos polindmios auto-inversivos no plano complexo, o que nos permitiu fazer uma andlise minuciosa
da distribuigio das raizes de Bethe para o setor de dois magnons. Esta andlise nos permitiu mostrar
que o Ansatz de Bethe ¢ de fato completo para este setor, exceto para alguns valores criticos do pari-
metro de anisotropia A, no qual os polindmios P,(z) podem apresentar raizes multiplas. Por fim,
uma inesperada conexio entre as equagdes de Bethe e os polindmios de Salem foi encontrada e um

novo algoritmo para se procurar por nimeros de Salem pequenos foi elaborado.

Palavras-chave: Equagoes de Bethe, Bethe Ansatz, modelo de seis vértices, polindmios auto-inversiveis,

polinémios de Salem.






Abstract

In this dissertation we made an analytic study of the Bethe Ansatz equations for the XXZ six vertex
model with periodic boundary conditions. We had show that the Bethe Ansatz equations deduced
from the algebraic and coordinate Bethe Ansitze are related by a conformal map. This allowed us to
reduce the Bethe Ansatz equations to a system of polynomial equations. For the one, two and three
magnon sectors, we succeeded in decouple these equations, so that the solutions could be expressed
in terms of the roots of some self-inversive polynomials, P,(z). Through new theorems deduced
here about the distribution of the roots of self-inversive polynomials in the complex plane, we did
a thorough analysis of the distribution of the Bethe roots for the two-magnon sector. This analysis
allowed us to show that the Bethe Ansatz is indeed complete for this sector, except at some critical
values of the anisotropy parameter A, in which the polynomials P,(z) may have multiple roots.
Finally, an unexpected connection between the Bethe Ansatz equations and the Salem polynomials

was found and a new algorithm for search small Salem numbers was elaborated.

Keywords: Bethe Ansatz Equations, Bethe Ansatz, six vertex model, self-inversive polynomials,

Salem polynomials.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

1.1 O Ansatz de Bethe

As equagdes de Bethe, tema central desta tese, consistem em um conjunto de equagdes nao-
lineares introduzido por Hans Bethe em seu trabalho pioneiro de 1931 [1]. Nesse artigo, Bethe intro-
duziu o agora chamado 4nsatz de Bethe para resolver o problema de autovalor do modelo X X X de
Heisenberg' em uma dimensio [2]. Para isso, Bethe propds uma forma adequada para a fungio de
onda do sistema, de modo que a interagio entre pares adjacentes de particulas da rede fossem levadas
em conta. Em seguida, Bethe mostrou que esse Ansatz é de fato correto, o que lhe permitiu calcular
todos os autovalores e autovetores do hamiltoniano de Heisenberg. As equagdes de Bethe surgem
entio como condi¢des de consisténcia da teoria, necessirias, por exemplo, para que as condigoes de

contorno sejam satisfeitas.

Desde o trabalho original de Bethe, a técnica do Ansatz de Bethe (conhecida atualmente por
Ansatz de Bethe de coordenacdas) tem sido aplicada a diversos modelos, bem como generalizada em
diversas dire¢oes [3]. Destacamos, por exemplo, a solugio do modelo do gis de Bose unidimensional
com uma interagio ¢ por Lieb e Liniger [4], o modelo do gelo em duas dimensoes por Lieb [s] e
os correlatos modelos de seis vértices da mecanica estatistica por Lieb, Sutherland e Yang [6-8]. O
Ansatz de Bethe de coordenadas para o modelo X X Z de Heisenberg foi resolvido por Yang e Yang
em [9] e o modelo mais geral XY Z foi resolvido por Baxter em [10], onde a fung¢io de parti¢io

do modelo de oito vértices (uma generalizagio do modelo de seis vértices) foi também calculada.

O modelo de Heisenberg consiste em um modelo da mecinica estatistica que descreve um sistema magnético, no
qual as partl'culas do sistema interagem apenas com 0s seus vizinhos mais proximos através de seus spins. No caso
mais geral, o chamado de modelo XY Z de Heisenberg, os spins interagem diferentemente de acordo com a di-
regio do spin. Bethe considerou apenas o caso mais simples, o modelo X XX, no qual a dire¢io dos spins nio ¢é
importante.



Através de uma versio recursiva do Ansatz de Bethe, Sutherland [11] e Yang [12] estudaram modelos
nos quais as particulas que compde o sistema possuem spin maiores que 1/2. Por exemplo, o modelo
de quinze vértices, que estd associado a cadeias de particulas de spin 1, pode ser resolvido por esta
técnica. Posteriormente, outros modelos mais complicados também foram resolvidos, citemos por

exemplo os modelos de dezenove vértices resolvidos por Lima-Santos em [13].

Muito embora o Ansatz de Bethe de coordenadas tenha uma ampla aplicagio, a formu-
lagio de maior interesse nos dias atuais ¢ chamado o Ansatz de Bethe algébrico. Esta técnica foi
desenvolvida sobretudo pelo grupo de Leningrado, liderado por Faddeev [14,15] e em seguida foi
generalizada de diversos modos, incluindo-se modelos com fronteiras [16—20]. No Ansatz de Bethe
algébrico procura-se diagonalizar a matriz de transferéncia* do modelo em questio, ao invés do ha-
miltoniano. O nome “algébrico” deve-se ao fato de que o problema de autovalor ¢ resolvido aqui
através da existéncia de relagdes de comutagio entre certos operadores definidos em um espago de
Hilbert, em contraste com o Ansatz de Bethe de coordenadas, onde o cilculo é executado direta-

mente pela aplicagio dos operadores sobre a fungio de onda proposta.

A estrutura algébrica por trds do Ansatz de Bethe algébrico ¢ fornecida pela equagdo de
Yang-Baxter [21,22]. Esta equagio foi deduzida primeiramente por McGuire [23] e Yang [24, 25]
no contexto da teoria do espalhamento quéntico de um ensamble de particulas e, de forma inde-
pendente, por Baxter [26,27] em seu estudo sobre modelos de vértices, muito embora uma relagio
semelhante a equagio de Yang-Baxter jd tinha sido mencionada por Onsager em seu trabalho sobre

o modelo de Ising [28,29].

Na teoria do espalhamento quintico a equagio de Yang-Baxter fornece uma condigio sufici-
ente para que a matriz de espalhamento associada a um ensamble de particulas se fatore em matrizes
de espalhamento associadas a pares de particulas, apenas. J4 no contexto dos modelos de vértices ela
consiste em uma condi¢do para que a matriz de transferéncia do modelo comute consigo mesma
para diferentes valores do pardmetro espectral. Esta tltima propriedade ¢ muito explorada pelo An-
satz de Bethe algébrico, pois ela nos permite chamar de integraveis os modelos soltveis pelo Ansatz
de Bethe algébrico, uma vez que a matriz de transferéncia pode ser vista nestes casos como uma

geradora de indmeras quantidades conservativas em involugio [14-18].

A conexio entre o Ansatz de Bethe algébrico e a teoria dos sistemas integriveis tem uma
histdria interessante por si s6. Basta dizer aqui que ela interliga virias 4dreas da fisica antes nio corre-
latas como, por exemplo, a teoria dos sélitons, o método do espalhamento inverso, as equagdes de

Painlevé etc. [30-33].

* A matriz de transferéncia é um objeto da mecinica estatistica que esté relacionado com a fungio de partigio do

sistema. Maiores detalhes serio apresentados nos préximos capitulos.

16



1.2 AsequacgOes de Bethe

Seja qual for a formulagio do Ansatz de Bethe empregada, a solugio analitica do problema
de autovalor recai na solugio de um sistema de equagdes no-lineares e acopladas — as chamadas
equagdes de Bethe. Esse sistema de equagdes aparecem como condigdes de consisténcia para a vali-
dade do Ansatz de Bethe e também sdo necessdrias para que as condigdes de contorno consideradas
sejam satisfeitas. Somente quando as equagdes de Bethe sio resolvidas ¢ que expressoes analiticas
para os autovalores e autovetores do hamiltoniano (ou da matriz de transferéncia) podem ser escri-
tas, uma vez que elas dependem explicitamente das chamadas raizes de Bethe (i.e., as solugdes das

equagdes de Bethe).

As equagoes de Bethe serdo consideradas em maiores detalhes na segunda parte desta tese.
Aqui ¢ suficiente comentar que elas sio muito dificeis de serem resolvidas. Contudo, temos de notar
que somente quando as equagdes de Bethe forem completamente resolvidas ¢ que poderemos falar

que o modelo foi de fato resolvido analiticamente’.

Os trabalhos voltados ao estudo das equagbes de Bethe sio, em geral, baseados em téenicas
numéricas. Mesmo nesses casos, no entanto, as solugc')es sdo dificeis de serem obtidas, uma vez que
as raizes de Bethe sio em geral muito préximas umas das outras, o que demanda uma grande pre-
cisao numérica nos cdlculos [34—37]. Essas andlises numéricas comumente baseiam-se na chamada
hipdtese de strings [38], muito embora excessoes a esta hipStese ja tenham sido reportadas fora do
limite termodinimico [39—42]. Além disso, outras peculiaridades das equagdes de Bethe, como por
exemplo a existéncia de solugdes singulares [43-50], dificultam ainda mais a procura de suas solu-

¢oes.

Abordagens analiticas das equages de Bethe sio em geral introduzidas apenas como uma
forma de se encontrar propriedades ou identidades satisfeitas pelas equagoes de Bethe e suas solu-
¢oes, o que em geral envolve complicadas relagdes com equagdes integrais, séries hiper-geométricas
etc. [51-53]. Destacamos todavia os trabalhos de Langlands e Saint-Aubin [54,55] e Frenkel [56] nos
quais as equagdes de Bethe sio estudadas por meio da geometria algébrica e dlgebra comutativa. Em-
bora esta seja uma linha de pesquisa muito promissora, ainda nio foi possivel se resolver as equagdes

de Bethe por meio delas.

Nio obstante a todas essas dificuldades, mostraremos aqui um método que, se for aplici-
vel de forma geral, nos permitira resolver as equagdes de Bethe de forma analitica, no qual as suas

solugoes ficam reduzidas as raizes de um polindmio em uma tnica varidvel [s7]. Mais especifica-

> De fato, ¢ muito comum encontrarmos na literatura frases como “esses resultados sio vélidos uma vez que as equa-
¢oes de Bethe sejam satisfeitas”. No Ansatz de Bethe em geral considera-se que o modelo estd resolvido quando as
equagoes de Bethe sio deduzidas e expressdes para os autovalores e autovetores sio escritas em termos das raizes de
Bethe. Em geral nio se procura por solugbes analiticas das equagdes de Bethe — o que é visto quase sempre como
uma tarefa praticamente impossivel.

7



mente, reduzimos as equagdes de Bethe (no caso considerado, as equagdes associadas ao modelo
XXZ de seis vértices com condigdes de contorno periédicas) a um sistema de equagdes polinomiais,
de modo que as equagoes de Bethe passam a ser um objeto de estudo da geometria algébrica e da
dlgebra comutativa. Para os casos mais simples (os setores de 1, 2 € 3 mignons), mostramos que este
sistema pode ser desacoplado e que as solugdes respectivas podem ser escritas em termos das raizes
de certos polindmios auto-inversivos. Por meio de teoremas deduzidos aqui acerca da A anilise da
distribui¢io das rafzes dos polindmios auto-inversivos [ 58] fizemos uma andlise profunda das solu-
¢oes das equagdes de Bethe, o que nos permitiu encontrar a distribuigao das raizes de Bethe, discutir
a questio da completeza do Ansatz de Bethe, encontrar uma conexio entre as equagdes de Bethe e

os polinémios de Salem (usualmente estudados na teoria algébrica dos nimeros) etc.

A presente tese estd organizada da seguinte forma: na primeira parte apresentaremos o An-
satz de Bethe, onde discutiremos as duas formula¢des mais comuns do Ansatz de Bethe, a saber,
o Ansatz de coordenadas e o algébrico. Na segunda parte focaremos nas equagoes de Bethe, tema
central desta tese, onde a técnica desenvolvida por nés para obter suas solugdes serd descrita. Discuti-
remos em detalhes as equagdes de Bethe para o modelo X X Z de Heisenberg, associadas aos setores
de um e dois mdgnons. Teoremas sobre polindmios auto-inversivos deduzidos durante a nossa pes-
quisa serdo apresentados e a conexio entre as equagdes de Bethe com os chamados polindmios de
Salem serdo também abordados. Também apresentaremos um algoritmo novo para se procurar por
nameros de Salem pequenos. A questio da completeza do Ansatz de Bethe para o setor de dois
mégnons serd discutida em seguida e no outro capitulo alguns resultados para o setor de trés mag-
nons serio apresentados. Por fim, nos apéndices, apresentaremos solugdes explicitas das equagoes

de Bethe para os setores de dois e trés mignons para pequenos valores de L.

18
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CAPITULO 2

O ANSATZ DE BETHE DE COORDENADAS

2.1 O Modelo de Heisenberg em uma dimensao

As equagdes de Bethe emergiram em fisica no estudo pioneiro de Hans Bethe sobre o mo-
delo de Heisenberg em uma dimensao [1]. O modelo de Heisenberg consiste em uma rede de parti-
culas que interagem através de seus spins, os quais podem, no caso mais geral, apontar para qualquer
dire¢io do espago [2]. No caso unidimensional que vamos considerar, as particulas estardo dispos-
tas sobre uma reta infinita ou, caso seja imposto condi¢des de contorno periédicas, em um circulo.

Consideraremos também que as partl’culas interagem apenas com os seus vizinhos mais prc’)ximos.

O hamiltoniano de Heisenberg que descreve um sistema de L particulas que interagem

através de seus spins pOdC Ser escrito como

L
1
_ _ = X X y -y Z 2
H = Hj 5 Z 0y 0 T N O T 00 (2.1)
k=1
onde Hj é uma constante arbitriria que define o zero de energia, J, J, e J, sio constantes de
0 q g1, Jx, Jy € Jz

acoplamento que descrevem as interagdes nas dire¢des X, Y e Z e

01 0 =i 1 0
ot = , o) = : , ot = , (2.2)
10 i 0

sdo as matrizes de Pauli, onde

opr=h® L 18{0c"};, ®L11®---®I, a€{x,yz}, (2.3)

sio operadores definidos' no End (V; ® -+ - ® Vi ® - - - ® V1) que atuam ndo-trivialmente apenas

no espago vetorial V.

' Anotagio End(V ® V) significa um endomorfismo no espago tensorial V ® V. Um endomorphismo no espago V

nada mais é do que uma transformagio linear (z.e., um operador) que atua sobre V.



Notemos que a interagio de entre duas particulas vizinhas da rede é descrita pelo hamilto-

niano

1
Hipr1 = 3 (J x0T O g T Uk k+1 + J.opo k+1) (2.4)

de modo que podemos escrever

H = Hy+ Z Hijt1. (2.5)
=1

Casos especiais do modelo XY Z podem ser obtidos impondo restrigdes as constantes de
acoplamento. Por exemplo, colocando-se J, = J, obtemos o chamado modelo XX Z, no qual
apenas a interagio na diregio Z ¢ diferente das demais — o spin das particulas pode ter agora apenas
dois valores, up ou down. Se, além disso, colocarmos J, = J, = J; obtemos o modelo XXX,
cujas interagdes niao dependem da diregio de spin (esse foi o modelo considerado primeiramente

por Bethe).

Na sequéncia vamos considerar apenas o modelo X X Z, pois veremos mais adiante que
este modelo unidimensional estd relacionado com o modelo de seis vértices definido em uma rede

bidimensional. Para o modelo X X Z, o hamiltoniano torna-se,

HXXZ—HO+ZHkk+1— 0——20’ O'kJrl—l—O'k k+1+AO-k 10 (2.6)
k=1

onde colocamos J, = J, = J e J; = JA, de modo que

J
Hpjv1 = ) (0‘,’(‘0'2(“ + O'iO'i_H + Acr,iofcﬂ) . (2.7)

Serd conveniente introduzir os operadores,

_ X __X y .y _ 4
Prit1 =030 1 + O30 e Orkt1 =030, (2.8)
e definir
L L
P= Z Prk+1 0= Z Ok k+1, (2.9)
=1 =1

de modo que o hamiltoniano (2.6) possa ser escrito simplesmente como

J J
Hig41 = —5 (Prj+1 + AQkk+1) e H = Hy - 5 (P+AQ). (2.10)
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2.2 O Ansatz de Bethe de coordenadas em acao: diagonalizando

o hamiltoniano

A seguir vamos mostrar como o Ansatz de Bethe de coordenadas permite diagonalizar o

hamiltoniano (2.6) de acordo com o niimero de mégnons dos estados quéinticos®.

2.2.1 Estados de spins

Uma vez que as particulas componentes do sistema em consideragio interagem apenas por
meio de seus spins, os estados quinticos associados podem ser escritos em termos dos spins das
particulas, que podem apontar apenas nas dire¢oes up e down. Representando por [T) e |]) os

estados associados a uma particula com spin up e down, respectivamente, podemos introduzir a

|T>—1 Il>—O (2.11)
= 1ol =14l 2.11

com |T) e ||} definidos no espago de Hilbert V, de dimensio 2. Deste modo, podemos encontrar a

seguinte representagao matricial,

a¢io das matrizes de Pauli sobre |T) e []):

a'In = 1, a'll) = I,
a | = ill), o'y = —ilh, (2.12)
o in = 1, acill) = -1b.

Através destas relagoes podemos encontrar facilmente a agio dos operadores Py x41 € Q k1 sobre
os estados associados a duas particulas vizinhas da rede, localizadas digamos na posi¢io xi e X441

darede,onde 1 < k < L, isto é, os estados

TDkkr1 = IDe @ Mir1>  TDri+1 = Dx @ kst

UDkk+1 = 1De @ Mi+1>, Whrk+1 = Dk ® k1 (2.13)
que esto definidos no espago tensorial Vi k41 = Vi ® Vi41. Pelas equagoes (2.12) € ficil verificar
que,

Pei+1 TDkk+1 = 01D kk+1> Okik+1 1 TDrk+1 = +1TDkk+1-
Pei+11TDrk+1 = 2N Drk+15 Ork+1 1TDrk+1 = —1TDri+15 (214)
Pri+1 UWDri+1 = 21MDkk+15 Okk+1 UDirr1 = —1TDris1s
Pri+1 UWrkiv1r = 0D kk+1> Okk+1 Wire1 = +HDrk+1s

A melhor apresentagio que pude encontrar do Ansatz de Bethe de coordenadas estd presente no capitulo 15 do livro
Lectures on Physics (Vol. IIT) de R. P. Feynman [59]. Embora Feynman nio tenha apresentado as equagdes de Bethe
nesta discusso (ele considera uma aproximagio suficiente para o contexto do livro), a simplicidade de suas idéias
e a discussio fisica dada pelo autor sio, como sempre, geniais. Feynman esteve interessado no Ansatz de Bethe nos
tltimos anos de sua vida. A relagio de Feynman com o Ansatz de Bethe é muito bem contada em [32].
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Estas relagdes serao muito tteis quando diagonalizarmos o hamiltoniano (2.6) através do Ansatz de
Bethe de coordenadas. O primeiro passo para se diagonalizar o hamiltoniano (2.6) ¢ verificar que

este hamiltoniano comuta com a componente Z do spin total do sistema,

1
St = 3 Z o (2.15)

o0 que é uma consequéncia da relagio de comutagio [S¥, §¥] = iS°. Isso significa que a componente
Z do spin total do sistema é conservada e, portanto, a a¢io do hamiltoniano em um dado estado
quintico nao altera o nimero de spins down e up associados a este estado. Esta propriedade é muito
bem vinda pois permite diagonalizar o hamiltoniano por setores, de acordo com nimero de spins
down e up dos estados quinticos. Um estado quintico com N spins down é chamado de um estado
de N mignons. Note que a componente Z do spin total da rede est4 relacionada com o nimero de

mdgnons pela férmula S° = L/2 — N.

2.2.2 O Estado de referéncia

Comecemos pelo estado mais simples que ¢ o estado de zero mignons. Existe apenas um
estado desse tipo no qual todos os spins das particulas sio do tipo up. Este estado é chamado de

estado de referéncia e é dado por

1 1
Up=|Th® - Q|T) = 0 ®..0 . (2.16)

1 L

Podemos facilmente encontrar a agio do hamiltoniano (2.10) em Wq. De fato, através das
equagdes (2.14) podemos ver que P anula ¥, enquanto que Q contribui com o valor L. Portanto,

por meio de (2.10) obtemos diretamente que
J
HY, = (Ho - §AL) W. (2.17)

Podemos agora colocar Hy = %AL a fim de que a energia relativa ao estado de referéncia seja nula.

2.2.3 Estados de um magnon

Considere agora as configura¢des nas quais apenas uma das particulas da rede tem spin
down. Os estados quanticos associados a essas configuragdes sio chamados de estados de um még-
non. Seja @ (Xpm) = ¢m a fungio de onda associada a uma dada configuragio na qual apenas a

particula na posi¢io x,, tem spin down, isto ¢,

G =111 @@ Mmn-1@ L @ Mmy1 @~ @M. (2.18)
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A agao do operador P sobre ¢,, pode ser facilmente encontrada. De fato, notemos primeiro
que ¢,, serd anulado por todos os operadores Py x+1, 1 < k < L, com excessio dos operadores

Pin—1,m € Py m+1, 0s quais fornecem

Pm—l,m¢m = 2¢m—1, Pm,m—|—1¢m - 2¢m—|—1- (2'-19)

Assim, temos que

Pom =2¢m-1+ 2¢m+1. (2.20)

Jé para a agdo de Q sobre ¢,,, vemos a partir das equagdes (2.14) que

Qm—l,m¢m = _¢m’ Qm,m+1¢m = _¢m’ (2'-2'1)
e
Ok k+1Pm = Pms se  k#{m-1m}, (2.22)
e, portanto, obtemos,
O¢m = (L - 2) Gm =20, = (L - 4) Om- (2~23)

Com isso, encontramos que

J
H¢ym = Hoppm — B) (P+AQ) ¢ = —J (pm-1 + dm+1 — 2A¢m) . (2.24)

Encontramos assim como o hamiltoniano atua em um dado estado de spin associado ao setor de um
mégnon. A fungio de onda mais geral pertencente ao setor de um médgnon corresponde, todavia, a

uma superposi¢io das fungdes de onda deste setor, ou seja, devemos considerar a combinagio linear

L
\Ifl(xl, oo xL) = Z ak(xk)¢k(xk), (2.25)
k=1

onde os coeficientes ap,(x,y) = ap, correspondem 2 amplitude de probabilidade para que uma

particula na posi¢io x,, tenha spin down. Estes coeficientes devem ainda ser determinados.

Projetando agora o estado W1 (X1, ..., x7) nos estados de spin ¢, (x,,) e usando a equagio

de Schrodinger, obtemos a relagdo
Erapm = =J (am-1 + ams1 — 2Aay) . (2.26)

Uma vez que esta equagio seja resolvida para os coeficientes @y, (x,,), 0 autoestado W1 (x1, ..., x1.)

ficard determinado e os correspondentes autovalores poderio ser em seguida calculados.

Podemos verificar diretamente que o Ansatz
ik1x
am(xm) = Are™ m, (2.27)
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satisfaz (2.26). Esse Ansatz ¢ facilmente justificado do ponto de vista fisico. Os estados de um mag-
non podem ser pensados como estados associados a uma pseudo-particula livre que se move com

momentum kj.

Substituindo (2.27) em (2.26) podemos encontrar facilmente a energia associada a estes es-

tados. O resultado é

Ey = —2J (cosk; — A) (2.28)
e a0 impormos uma condigio periddica de contorno, encontramos que etkixm = gik1xmir
ei(k1+L), ou seja, devemos ter
bl — 1, (2.29)

Esta dltima relagio nos mostra que k1 pode assumir apenas os valores k,, = 2LL", 1<n<LA
equagio acima ¢ a equagio de Bethe para o setor de um mégnon do modelo XX Z de Heisenberg.
Para cada valor de n (i.e., para cada solugio da equagio de Bethe) obtemos um valor para a energia

E1 e uma correspondente autofungio V1.

2.2.4 Estados de dois magnons

O proéximo caso a ser considerado é o caso onde duas particulas da rede t¢m spins down,
enquanto que as restantes tém spin up. Representemos por @y, (Xm, X) = Ppm.n a fungio de onda
de uma dada configuragio na qual duas particulas da rede, nas posi¢oes x,, € x,, possuem spin

down’. Temos assim que,

Gmn =11 ® @M1 @ D @M1 ®- @M1 @[ @M1 ®- - @) . (230)

Desejamos calcular a agio de H sobre os estados ¢y, ,,. Para isso, convém considerar dois
casos distintos, a saber, quando x, = x,, + 1, isto ¢, quando os dois spins down sio adjacentes e

quando x, > x,, + 1.

Quando os spins nao sao adjacentes, a agio de H sobre ¢, pode ser facilmente calculada,
uma vez que ela é semelhante ao caso anterior, referente aos estados de um méignon. De fato, na

agio de P sobre ¢,y s6 sobrevivem quatro termos, a saber,
Pm—l,m¢m,n = 2¢m—1,na Pn—l,n¢m,n = 2¢m,n—1’
Pumi1Pmn = 2Gm+i1.n Puni1®mn = 20mni1, (2.31)
o que nos fornece,
PlxmXn) = (Pu-im+ Pum+1 + Po1n + Pony1) Gmn

= 2¢m—l,n + 2Qﬁm—l—l,n + 2(pm,n—l + 2¢m,n—|—l,
(xp>xm+1). (2.32)

> Devido a condigio periddica de contorno, é suficiente considerar x,, > x,,.
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De modo semelhante, temos que

Qm—l,m¢m,n = _¢m,na Qn—l,n¢m,n = _¢m,na
Qm,m—|—1¢m,n - _¢m,n’ Qn,n+1¢m,n - _¢m,n, (2-33)

€ Qk k+1Pmn = Pm.n nOs outros casos. Portanto, ficamos com
Q¢mn = (L - 4) ¢mn - 4¢mn = (L - 8) ¢m,n, (Xn > Xm + 1) . (2,.34)
Assim, obtemos que

H\|xp,xp) = —=J (¢m—1,n + ¢m+1,n + ¢m,n—1 + ¢m,n—|—1 - 4A¢mn)
(xn > Xm + 1) 5 (2-35)

Considere agora o caso em que os spins down sio adjacentes, como em @y, -+ 1. Neste caso,

na agio de P em ¢y, 41 sobrevivem apenas os termos,

Pm—l,m¢m,m—|—1 = 2¢m—1,m+1, Pm+1,m—|—2¢m,m+1 = 2¢m,m+2a (2-36)

e, assim,
P¢m,m+1 = 2¢m—1,m+1 + 2¢m,m+2- (2'37)

Da mesma forma, para o operador Q, temos que Qk k+1Pmm+1 = Pmm+1 exceto quando k =

m — 1 ou k = m, quando temos que

Qm—l,m¢m,m+1 = —dmm+1, Qm,m+1¢m,m—|—1 = _¢m,m+1a (2-38)

€, portanto, temos,

Q¢m,m+1 = (L - 2) ¢m,m+1 - 2¢111,m—|—1 = (L - 4) ¢m,m+1- (2-39)

Por conseguinte,

H¢m,m—|—1 =-J (¢m—1,m+1 + ¢m,m+2 - 2A¢m,m+1) s (2‘-40)

¢, para a agio de H sobre ¢,,_1,,, vamos obter um resultado semelhante,
H¢m—1,m =-J (¢m—2,m + ¢m—1,m+1 - 2A¢m—1,m> . (2-41)

Obtemos assim a agio do hamiltoniano nos estados de spin associados ao setor de dois mig-
nons. O estado mais geral possivel para o setor de dois médgnons ¢, como antes, dado pela combina-

¢ao linear dos estados de spin pertencentes a este setor, isto ¢,

Uy (X1, e X1) = Z art(Xk X1)Prei (X, X1), (2.42)
1<k<I<L
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onde devemos agora determinar as amplitudes @, (X, Xp) = dpm,n. Paraisso, projetemos Wa(x1, ..

sobre ¢ (xm, xn), com 0 que vamos obter as seguintes relagoes,

-J (am—l,n + Amn-1 + Am+1,n + Amn+1 — 4Aam,n) = am,nEQ’ (I’l >m —+ 1) (2'-43)

-J (am—l,m+1 + amma2 — 2Aam,m—l—l) = am,m+1E2» (I’l =m+ 1) . (2-44)

Para resolver essas equagdes funcionais para os coeficientes @,y , poderfamos tentar o Ansatz

am,n(xma xn) = A12eik1xm+ik2xn

a equagdo (2.44), embora ele satisfaga a equagio (2.43). Para resolver esta incompatibilidade, Bethe

, porém, podemos facilmente verificar que este Ansatz nao satisfaz

considerou uma combinagio linear de fun¢des de ondas com mesma energia. A Gnica possibilidade
¢ acrescentar um termo da forma Aoy (X, x,,)eik1¥ntik2xm o qual trocamos 0 momentum das

particulas. Portanto, o Ansatz correto aqui ¢é o seguinte:
_ ik +ik ik1xn+ik
A (X Xp) = Aqge! 1T TIE2Tn o Aoy !B TR (2.45)

o qual satisfaz ambas as equagdes (2.43) e (2.44). De fato, a substitui¢ao de (2.45) na equagio (2.43)

nos fornece os autovalores do hamiltoniano,
Ey = —2J (cos k1 + cos kg — 2A), (2.46)

e a substitui¢do destes valores em (2.44) nos fornece a identidade

Ay elltke) _9Aik 4

A9 -  ilkitka) — 9 A pika +1 (2:47)

Note agora que se levarmos, por exemplo, a particula na posi¢io x,, para a posi¢io X471,
entdo devido a condigio periédica de contorno vamos obter a mesma configuragio de antes. Isso
significa que as amplitudes a,,, € @y m+1 devem ser iguais. Esta simetria nos fornece as seguintes

relagdes entre A2 e Aai,
Aly = AgjehiL, Ay = Appeitel e ellkitka)l _ 1 (2.48)

de modo que obtemos as equagoes,

eilkitks) _9Apik1 4 1 oL eilkitks) _ g Apika 4 1
e

== (2.49)

eile — _
ei(kitk2) _ 9Aeikz 4 1’ eilkitk2) _ 9Aeikt 1

Estas s3o as equagoes de Bethe para o setor de dois midgnons do modelo X X Z de Heisenberg.
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2.2.5 Estados de trés magnons

Paraentender como o Ansatz de Bethe de coordenadas permite diagonalizar completamente
o hamiltoniano de Heisenberg, serd instrutivo analisarmos o préximo caso, isto ¢, o setor trés mag-
nons. A fungio de onda de uma configuragio com trés spins down nas posi¢oes X, X, € X,, com
Xm < Xp < X,, pode ser representada por @0 (Xm, Xns Xo) = Pmon,0> de modo que o estado mais

geral associado a este setor serd dado pela combinagio linear

U3 (X1, ..., X1) = Z ai jk (Xis Xj, Xk ) @ik (Xis Xj, Xp), (2.50)

1<i<j<k<L

onde devemos determinar as amplitudes a; j x (X, Xj, Xk ) = a; j k. Através das relagoes (2.14) pode-
mos encontrar a agio de H sobre @, 0. Se as trés particulas com spin down nio sio adjacentes, i.e.,

se X, — X, > lex, — x, > 1, obteremos assim a relagio,

- J (am—l,n,o + Amtino T Amn-1,0 t+ Qmn+1.0 + Ampo-1 + am,n,o—H)

+ 6JAamno = amnoEs. (2.51)

J4 quando dois spins sio adjacentes, temos que X, = Xpq1€X, — X, > Loux, —x, > le

Xo = Xn41, 0 que nos fornece as relagoes

-J (am—l,m—l-l,o + Am,m+2,0 + Am-1,n+1,0-1 + Amm+1,0+1 — 4Aam,m—|—1,0) - am,m+1,0E3,
-J (am—l,n,n+1 + Am+1,nn+1 + Amn-1,n+1 + Amnn+2 — 4Aam,n,n+l) = am,n,n+1E3,

(252)

Por fim, quando os trés spins down sio adjacentes, isto ¢, quando X, = Xp42 € Xy = Xpyl,

teremos
-J (am—l,m+1,m+2 + Amm+1,m+3 — 2Aam,m+1,m+2) = Amm+1,m+2E3. (2.53)

Note que as relagdes (2.52) € (2.53) podem ser facilmente deduzidas de (2.51).

O Ansatz de Bethe adequado para resolver as equagdes funcionais (2.51), (2.52) € (2.53) é 0

seguinte:

Ammo(Xm> Xn Xo) = Aqgge!VimTHRntikato g g plhxm kst ko xo

A213eik2xm+ik1xn+ik3xo + A23leik2xm+ik3xn+ik1xo

_|_
+ A312eik3xm+ik1)€n+ik2xn + A321€ik3XM+ik2xn+ik1x0 ) (254)
De fato, a substitui¢io de (2.54) em (2.51) nos fornece diretamente os autovalores de energia
E3 = —2J (cos k1 + cos kg + cos k3 — 3A), (2.55)
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e a substituicio de (2.54) e (2.55) em (2.52) nos fornece as relagdes

2a12 g s _ g A2 (256)
A391 ’ Ao31 ’ A132 ’

onde introduzimos as quantidades

elkith) JoNeihi 4 ]
Sl] - l(k]+k) _ 2Aeikj + 17 (2.57)

chamadas de fases de espalbamento de Betbe.

Além disso, devido as condigoes periddicas de contorno, as amplitudes @y, p,0 € A o,m+1 €tc.

devem ser iguais, o que nos leva a outras relagdes entre as constantes A;jx,

Alp3 Az JikiL Agz1  A213 pikaL Azl2 Azal JiksL (2.58)
Agz1 Asal ’ Asiz Az ’ A2z A213 ’

o que implica também na relagio,

ei(k1+k2+k3)L - 1. (259)

Através das relagoes (2.56) e (2.58) podemos finalmente verificar que os nimeros de Bethe

k1, ko e k3 devem satisfazer o seguinte sistema de equagdes,

koL ei(k1—|—k2) _ 2A€ik1 +1 (k1—|—k3) 2A€lk1 +1
7 etk “ oAk 1 1)\ eilarha) — 2Aeika 1 1
koL eitke) _gNeik2 41| [ellkaths) — 9 Aeik2 4]
¢ o ei(k1+k2) _ 2A€ik1 +1 el(k2+k3) 2Aelk3 +1
el ei(k1—|—k3) _ 2A€ik3 +1 (k2—|—k3) 2A€lk3 +1

et = , , (2.60)
ez(k1+k3) — 2Aeik1 +1 ez(k2+k3) 2 A eik2 +1

Estas sdo as equagdes de Bethe para o setor de trés mignons. Podemos verificar que se as equagdes

de Bethe sdo satisfeitas, todas as equagdes funcionais (2.51), (2.52) e (2.53) sdo satisfeitas.

2.2.6 Estados de N magnons

Analisando os casos anteriores podemos inferir o que acontece com o setor de N magnons.
Note que, do ponto de vista fisico, devemos considerar L > N, uma vez que o ndmero maximo
de spins down da rede ¢ limitado pelo nimero de particulas que ela contém. Devido a simetria de

reversdo dos spins, ¢ suficiente ainda considerar que L > 2N.

Configuragdes nas quais N particulas da rede, digamos aquelas nas posigdes X, ..., Xy
possuem spin down definem os estados quinticos associados ao setor de N mignons. Podemos

representar a fun¢io de onda de um tal estado por @y, my (Xmps oo Xmy ) = Omy,..my - O estado
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mais geral possivel pertencente ao setor de N magnons consiste em uma superposi¢io dos estados

de spin deste setor,

\IIN (Xl, ceey -xL) - Z Akq,...kn (-xkp ceey xk}v) ¢k1,...,kN (-xkl’ ceey xk}\]) ’ (2"61)
1<ki<ko<..<kn<L
e devemos determinar as amplitudes ag,, iy (Xkps - Xy ) = Aky,.. k-
Quando nenhum par de spins down sio adjacentes, a agio de H sobre os estados ¢y, my

nos fornece a seguinte relagio funcional,

- J (am1—1,m2,-~,m1v + Amy+Lmo,eomy T oo T Qmymo,.my 1 T aml,m2,-~~,mN—1)

+ 2]V-]Aaml,mg,...,mz\/ = Amy,ma,...mn En, (2~62)

J4 quando um par de spins sio adjacentes, digamos na posi¢io X, € X, 41 = X + 1, obtemos

relagoes da forma
- J (am1—1,m1+1,m3,.-.,mzv + Amymy4+2ma,..omy T oot Amymy 1, my 41 T am1,m1+1,...,m1v71)
+ 2J(N = 1)Aadmymi+1.omy = Gmymy+1,...my ENs (2.63)

e equagdes semelhantes para quando os spins adjacentes estdo nas posigdes x; e xj4+1,1 < j < L.
Além disso, quando tivermos trés ou mais spins down adjacentes, equagdes semelhantes as de cima

devem ser consideradas.

O Ansatz correto para resolver as equagdes funcionais acima deve levar em conta todas as

permutagdes possiveis dos momenta das particulas, isto ¢, deve ter a forma,

. iky, Xma ... Fiky o x
aml...mN(xml,..., me) = Z Ay pyerm PNYmN (2.64)
pi€S™

A substitui¢io de (2.64) em (2.62) nos fornece os autovalores do hamiltoniano,
N
Ey = —QJZ (cos kj— A) , (2.65)
i=1

e com este valor de E, asubstitui¢io de (2.64) em (2.63) nos permite fixar razes entre as amplitudes

Ak,....kn- De fato, obtemos relagdes da forma

Apl---[’jpj+1-~~pN

) = _Spj’pj-l-l’ Vp] € Sn, (2.66)
P1--Pj+1Dj--PN
onde
ekiths) — g Nefkr 41
Sij = — — . (2.67)
eltkitki) — o Aeiki + 1
Impondo condigbes periddicas de contorno, obtemos também que
AP1P2-~-PN—1PN ik,, L n
—— =" VYp; € S", (2.68)

AP2P3-~-PNP1
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o que fornece também a relagio
ei(k1+..,+kN) —1. (269)

Através das relagdes (2.66) e (2.68), todos os coeficientes Ay, .k, podem ser determinados e escritos,

por exemplo, em termos de A12,_y. Em particular, podemos as identidades

ikm L’ 1

DN sp1smy =€ <m<N, (2.70)

as quais nos fornecem o seguinte sistema de equagdes nio-lineares que fixam implicitamente os
ndmeros de Bethe k1, ..., ky,

N ol tkm+kj) _ 9 A pikm
ik L N1 et +1
mL _ | | <m<
e ) , , 1<m<N, (2.71)
n;tm

—2A¢eki + 1

Estas s3o as equagdes de Bethe para o setor de N mignons do modelo de seis vértices XX Z com
condigdes de contorno periddicas. Note que os autovalores e autoestados do hamiltoniano sé po-

dem ser explicitamente escritos quando as equagdes de Bethe forem resolvidas para os nimeros de

Bethe k1, ..., ky
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CAPITULO 3

O ANSATZ DE BETHE ALGEBRICO

3.1 O modelo de seis vértices

Considere um sistema de particulas distribuidas uniformemente em uma rede retangular
em duas dimensdes, como em um cristal. Assuma que essas particulas interagem apenas com as suas
vizinhas mais préximas, de modo que a energia de cada particula depende somente dos estados das

particulas adjacentes a ela.

® @ O

@ © (©

Figura 1 - Modelo que descreve o gelo. O centro de cada vértice representa um dtomo de oxigénio.
Os dtomos de hidrogénio localizam-se nas arestas dos vértices e podem estar perto ou
distante do dtomo de oxigénio. Segundo a regra de Pauling apenas dois dtomos de hi-
drogénio podem estar perto de um dtomo de oxigénio, o que limita a seis o nimero de
configuragdes possiveis para um dado vértice — temos assim um modelo de seis vértices.

Matematicamente, podemos representar esse sistema por meio de um reticulado retangu-

lar, onde cada vértice representa uma particula da rede. A interagio entre duas particulas adjacentes



pode entio ser representada por uma aresta conectando os dois vértices correspondentes e a energia

de cada particula depende apenas das configuracoes associadas a estas arestas ou, de modo equiva-
gurag q

lente, das configuragbes atribuidas ao vértice em questio. Modelos que podem ser descritos desta

maneira sio chamados de modelos de vértices.

Na natureza existem sistemas que podem ser descritos por modelos de vértices. Um cldssico
exemplo ¢ o gelo, que forma uma estrutura cristalina, de tal modo que a energia de cada molécula
de dgua depende apenas da distincia entre os d&tomos de hidrogénio em relagio aos dtomos de oxigé-
nio'. Podemos assim representar a estrutura cristalina do gelo em duas dimensdes por um modelo
de vértices. Neste modelo, colocamos cada 4tomo de oxigénio em um vértice, enquanto que os dto-
mos de hidrogénio devem ser dispostos sobre as arestas. Admitindo que cada dtomo de hidrogénio
pode estar perto ou distante de um dado dtomo de oxigénio, e que cada configuragio contribui di-
ferentemente para a energia desse 4tomo de oxigénio, cada vértice poderd assumir, a priori, 24 =16
configuragdes distintas. Temos assim um modelo de 16 vértices. Este modelo, no entanto, nio for-
nece uma boa descri¢io para a gelo, uma vez que ele ignora o fato de a molécula de dgua ter apenas
dois 4tomos de hidrogénio por 4tomo de oxigénio. Isso significa que devemos considerar apenas as
configuragbes nas quais um dtomo de oxigénio tem dois 4tomos hidrogénio préximos (e, portanto,
dois distantes). Esta restri¢io foi considerada primeiramente por Pauling [60] e desde entio ela é
conhecida como a regra do gelo de Pauling. Levando-se em conta a regra do gelo, o nimero de con-
figuragdes possiveis de um dado vértice é reduzido a somente seis: temos assim um modelo de 6

vértices.

A fungio de parti¢io do modelo de seis vértices foi calculada por Lieb em 1967 [5]. Paraisso
ele reduziu o cilculo da fungio de parti¢io a diagonaliza¢io da matriz de transferéncia associada a
uma dada linha da rede. Relacionando esta matriz de transferéncia com modelo de Heisenberg em
umadimensio, Lieb pdde aplicar o Ansatz de Bethe a este modelo, onde os autovalores e autovetores

da matriz de transferéncia pode ser calculado. Com isso Lieb foi capaz de calcular a entropia residual

3
do gelo analiticamente, e obteve o resultado S = kp log AN onde A = (%) * ¢a chamada constante

de Lieb. A constante de Lieb também aparece em alguns problemas de combinatéria, vide, por

exemplo, a nota adicionada por Lieb em [s].

3..I A mecanica estatistica do modelo de seis vértices

Nesta se¢do pretendemos analisar o modelo de seis vértices através da mecinica estatistica.
Consideremos para este fim um reticulado com L colunas e N linhas. Vamos impor condigbes pe-

riddicas de contorno, de modo o vértice na posicio (i + L, j + N) serd identificado com o vértice

' Embora a estrutura do gelo real seja tridimensional, sob muitos aspectos ¢é satisfatério considerar um modelo bidi-

mensional. Por exemplo, entropia residual do gelo, calculada através de de um modelo do gelo em duas dimensaes,
tem um bom acordo com os experimentos [s]).
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na posigio (i, j). A cada vértice do reticulado, seja A uma variével que descreve a configuragio deste
vértice®. A energia do vértice depende de sua configuragio e pode ser escrita como Ejj(4). O peso
de Boltzmann referente a essa configuragio do vértice ¢, entdo, R;j(1) = exp (—Ei i)/ kBT),
onde kp ¢ a constante de Boltzmann e T" a temperatura. Para a rede como um todo, temos que a sua

energia serd igual a soma das energias de cada vértice, ou seja,

E() =), ), Ey(A), (3)

O peso de Boltzmann associado a uma dada configuragio do sistema, cuja energia ¢ E(4), ¢ dada

entao por
= €X _E(/l>) = X —_1 N ; 7
R = op (-] =ow 7 2 2B
N L N L
Ez‘j(ﬂ)) »
= expl—————| = i'(ﬂ), (3-2)

e, por fim, a fung¢io de partigao corresponde a soma dos pesos de Boltzmann para todas as possiveis

configuragdes do sistema, isto ¢,

N L
Z=>"R(a) Z l—H_[R,] (33)

A Aij 1j=

Usualmente a fungio de parti¢io ¢ calculada da seguinte forma: consideramos uma dada
linhai = a da rede e calculamos a fungio de particio devido apenas as intera¢des das particulas
nesta linha. Esta fun¢o de parti¢do mais restrita ¢ chamada de transferéncia. Depois consideramos

as interagdes verticais entre estas linhas, obtendo-se assim a fungio de partigio.

Convém, portanto, distinguir as interagdes das particulas nas dire¢des horizontal e vertical.
Para isso, introduzimos no lugar de A as varidveis u e v, que correspondem ao nimero de confi-
guragdes possiveis das arestas horizontais e verticais de um dado vértice, respectivamente. Assim, a

energia de uma dada linhai = a da rede pode ser escrita como

E,(i,v) = Eq1 (i, v) + ... + Eqr (i, v), (3.4)

e o peso de Boltzmann associado a esta linha, que é chamado de monodromia, é dado por

L L
1 Eqi(p,v
My (p,v) = exp _kB_T§ Eqj(pv) =| |eXp( a;ch ) | |RaJ wv).  (35)
=1

j=1

*  Para o modelo de 6 vértices, A pode assumir os valores apenas seis valores.
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En(Ad) |Ex2(Ad) |Ew(d) |Eu(d) Eur (Q)

Figura 2 — Uma linha do reticulado. E energia de cada particula depende da configuragio A do vér-
tice que lhe ¢ associado.

Assim, a transferéncia da linha a ¢ obtida pela soma sob todas as configuragoes horizontais da mo-

nodromia associadas a esta linha,

Ta(v) = ) Moty = 3 | | | Railie) |- (3.6)

H u

Para calcular a fungio de partigio devemos agora levar em conta a interagio de cada linha da rede

com as linhas adjacentes. Repetindo o célculo, obtemos que a fungio de parti¢io Z serd dada pela

N
z=>{]]1.7). (3:7)
v \a=1

Note que este procedimento pode ser facilmente extendido a dimensdes mais altas.

férmula

3..2 Representacao matricial para a funcao de monodromia e de transfe-

réncia

Podemos facilmente construir uma representagio matricial para estas quantidades. Para
isto, podemos associar a cada vértice do reticulado um espago de Hilbert, de modo que as grandezas
associadas a este vértice possam ser representadas por operadores (matrizes) atuando neste espago.
Uma vez que cada vértice admite, a priori, 16 configuragoes, estas matrizes devem ter ordem 4 X 4.
Assim, a cada vértice devemos associar um espago de Hilbert de dimensio 4. Convém diferenciar as
direcoes vertical da horizontal e definir o espago de Hilbert associado a um dado vértice do reticu-
lado através do espago tensorial H = H ® V, onde H e V sio dois espagos de Hilbert isomorfos a
CZ

Desse modo, o peso de Boltzmann associado a um dado vértice na linha a e coluna b do
reticulado corresponderd a uma matriz R,p,(A) de ordem 4 X 4, definida no End (H, ® Vj,). Aqui,
A ¢é uma varidvel relacionada com as intera¢des do sistema — o chamado pardmetro espectral. Os

J1j2

elementos da matriz R(A) podem ser escritos como R; ;*(), onde os indices (i1, j1) referem-se ao

espago H, e (i2, j2) espago Vj.
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Para o modelo de seis vértices, apenas seis elementos da matriz R devem ser diferentes de
zero — eles correspondem as seis possibilidades de configura¢des de vértices mostradas na figura 1.
Além disso, devido as simetrias do modelo, as configuragoes que diferem por uma inversio completa
da configuragio do vértice (tanto na horizontal quanto na vertical) devem possuir mesma energia,
portanto, elementos de matriz de R(A) correspondentes a essas configuragoes devem ser iguais®. As-
sim, a matriz R(A) do modelo de seis vértices deverd ter apenas trés elementos distintos. Escolhendo

uma base apropriada, podemos escrever esta matriz R como

a()) 0 0 0
Lo b)) ) o

R(A) = 0 ¢) b)) 0| 69
0 0 0 d)

onde as fun¢oes a(A), b(A) e ¢(A) devem ainda ser determinadas.

Considere agora dada linha do reticulado, digamos a linhai = a. Para construir uma repre-
senta¢ao matricial para a monodromia, podemos associar um espago de Hilbert a esta linha através

do produto tensorial dos espagos de Hilbert associados a cada vértice que ela contém, isto ¢,
V= Va1®Va2®"'®VaL- (3'9)

Com isso introduzimos a matriz de monodromia como uma matriz que atua no End (H, ® V) atra-
vés de

Ma(/l) = Ra1</l)Ra2(/1) T RaL(/l)’ (3-10)

onde R;j(4),1 < j < L, é uma matriz definida em End (H, ® V1 ® - - - ® V,1) que atua como

R(A) no espago tensorial H, ® V; e como identidade nos demais espagos vetoriais.

A matrig de transferéncia, por sua vez, fica definida pelo trago no espago H, da matriz de

monodromia, isto é,
Ta(A) = tra Ma(A) = trg (Ra1 () Ra2(A) - - - Rar(4)), (3.11)
Por fim, a fungio de parti¢io pode ser calculada através da férmula
Z = e (TU()To(d) -~ T (1) (s.12)
onde o trago é tomado agora nos espagos verticais.

Podemos ver, deste modo, que se for possivel diagonalizar a matriz de transferéncia, entdo

a fungio de partigio pode ser facilmente calculada. De fato, desde cada linha do reticulado ¢ equi-

valente as demais, segue que 7; deve possuir os mesmos autovalores para qualquer i, e podemos,
portanto, escrever

Z =), (5.3

Por exemplo, na fig. 1, temos que as configuragdes {1, 6}, {2,4} e {3, 5} devem possuir energias iguais.

3
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onde supomos aqui que 7'(1) estd escrita numa base onde ela é diagonal. Vemos assim que a matriz
de transferéncia pode ser vista como um operador de evolugio temporal, se interpretarmos a diregio
vertical como tempo, de modo que cadalinha do reticulado corresponda a um sistema fisico em uma
dimensio em um dado instante de tempo. (Para o caso do modelo de 6 vértice veremos mais adiante

que esse modelo unidimensional ¢ justamente o modelo de Heisenberg.)

3.1.3 A equacao de Yang-Baxter

A estrutura algébrica do Ansatz de Bethe que permite diagonalizar a matriz de transferéncia

de um modelo integrivel ¢ fornecida pela equagio de Yang-Baxter,
Ri2(A — p)Ri3(A)Ro3(p) = Roz(p) Ri3(A) Rz (A — p). (3.14)

Estaequagio estd definidaem End (V; ® Vo ® V3) e R;j(A) sio operadores que atuam como

amatriz R(1) nos espago tensorial V;; = V; ® V; e como a identidade no outro espago vetorial, V.

A equagio de Yang-Baxter foi deduzida quase em dois contextos diferentes. Na teoria do
espalhamento quintico ela foi deduzida por McGuire e Yang e como uma condigio para que o es-
palhamento de um ensamble de particulas possa ser descrito como uma composi¢io de espalhamen-
tos entre pares de particulas [23—25]. Em mecinica estatistica ela for deduzida por Baxter como uma
condigio suficiente para que a matriz de transferéncia de um dado modelo comute para diferentes
valores do parimetro espectral [26,27], muito embora a sua origem remonte a relagio star-triangle
mencionada no trabalho de Onsager sobre o modelo de Ising [28,29]. A comutatividade da matriz
de transferéncia ¢ importante no Ansatz de Bethe algébrico porque ela permite interpretar a matriz

de transferéncia como uma geradora de inmeras (infinitas no limite termodinimico) quantidades

® 2| & O |z, ©)

Ri2 Ros

Figura 3 — Representa¢io diagramdtica da equagio de Yang-Baxter. A figura ilustra o espalhamento
de trés particulas, visto como a composi¢io de espalhamento entre pares de particulas.
Lendo-se o diagrama de baixo para cima (seta do tempo), a equagio de Yang-Baxter pode
ser identificada.
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conservadas em involugio (pois nestes casos ela comuta também com a hamiltoniana associada ao

modelo). Isso fornece o status de integrével aos modelos soltveis pelo Ansatz de Bethe.

Se se um modelo ¢ integrével, entio a matriz R(A) associado a este modelo serd uma solugio
da equagio de Yang-Baxter. Em contrapartida, toda solugio da equagio de Yang-Baxter pode ser
associado a um modelo integrével. Considere entio a matriz R(A) do modelo de seis vértices (3.8).
Veremos a seguir como podemos fixar as fun¢des x(4), y(A) e z(4) impondo que R(A) satisfaga a

equagio de Yang-Baxter.

Para o modelo de seis vértices, a equagio de Yang-Baxter consiste em um sistema de 64 equa-
¢oes funcionais nas incdgnitas x(A), y(4) e z(4). Devido as simetrias do modelo, a maioria dessas
equagdes sio \identicamente satisfeitas, ou sdo linearmente dependente de outras. Com efeito te-

mos que apenas 3 das 64 equagdes funcionais sio independentes, a saber, as seguintes,

Z()y(x(A—p) = z()x()y(A =) + y(A)z()z(A - p). (3.15)

Este sistema de equagdes funcionais foi resolvido primeiramente por Baxter [?]. Para isso
ele eliminou das equagdes as amplitudes com uma dada dependéncia. Por exemplo, eliminando as

amplitudes com a dependéncia em A — u, obtemos a seguinte equacio,
P P g quag

(4 +y()? = 2(2)* _ x(w)* +y(w)* - z(w)? (3.16)
x(A)y(2) x(p0) y(u) ' ’

Isso fornece uma separagio de varidveis, jd que cada lado desta equagio depende de uma varidvel

diferente. Isso implica que ambos os lados desta equagdes devem igualar uma dada constante, de

modo que podemos escrever,

= A. (3.17)

Agora tudo o que ¢ preciso para achar a solugio é encontrar trés fungdes x(1), y(4) e z(A)
que satisfagam a relagio funcional acima. Vdrias funcdes satisfazem esta identidade e, cada solugio
possivel descreve um modelo integravel. Para o modelo de seis vértices com simetria X X Z, a solu¢io

procurada é
x(A) = sinh(A +7n), y(A) = sinh 4, z(A) = sinhn, (3.18)

de modo que temos

A = coshn. (3.19)

Aqui, 7 ¢ um parimetro livre, o qual pode ser usado para adequar os resultados tedricos com os

experimentais.
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3.1.4 A integrabilidade do modelo de seis vértices

Mostraremos agora como a equagio de Yang-Baxter para o modelo de 6 vértices implica a
comutatividade da matriz de transferéncia. Para isso, serd conveniente introduzir uma nova repre-
sentagdo matricial — a chamada representa¢io de Lax. Nesta representa¢do a matriz R,5( 1), associ-
ada ao vértice da linha a e coluna k, ¢ vista como uma matriz de ordem 2 X 2 que atua no espago

horizontal H, mas cujos elementos sio operadores atuando no espago vertical Vj,. Isto é,

, (3.20)

(3.21)

A matriz de monodromia, por sua vez, também pode ser representada como uma matriz
2 X 2 que atua em H, mas cujos elementos sio operadores que atuam no espago tensorial V' =

Vi ®...® Vi. Escrevemos, assim,

iy = [0 M _Taw B0 .
My(2) M;(A) C(A1) D(A)
Os elementos de M (1) podem entdo ser computados pela férmulat,
2
M= > LPeLEWeL)e..eL, (). (3.23)
{k1,...kr_1}=1

que pode ser facilmente compreendida os notarmos que os produtos tensoriais presentes igualam
em nimero a quantidade L de vértices do reticulado, e que a somatéria se extende a todas as com-

binagdes possiveis dos indices mudos, os quais podem assumir dos valores 1 e 2 somente.

Finalmente, temos que a matriz de transferéncia pode ser escrita, nesta representagio, sim-

plesmente como

T() = A(2) + D(A). (324)

4 Por exemplo, para o caso L = 3, temos,
M(2) = LY ()@ L) O L (1) + L) ®LY ()@LY(A) + L3 ()@ L) ®L} (1) +L3 (1) 8 L3 (1)@ Ly (A),
M}(2) = LS LI)OLL (D) + Ly(A) L) LY(A) + L3()@Ly() @ LL(A) + L (D) @L3 ()@ L(A).
MF(2) = LS LL)®LI (1) + LE() @ L3 ()@ L3(A) + L2 ()@ Ly() @ L} () + L ()@ L3 ()@ L3(A),

M3 () = Ly()®L}(A)®LT(A)+Ly(A)®LT()®L3(A)+L5(1)®Ly(A)®LT (1) +L3(A) L3 (1)®L3(A).
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Com isso, deduz-se da equagio de Yang-Baxter a chamada equagio fundamental do Ansatz de Betbe,

a saber, a equagio,

S(A— ) {M(A)® M(u)} = {M(u) ® M(2)} S(A - p). (3.25)

Esta equacio matricial é é definidaem End (H, ® V),comV =V, ® - - - ® V, e onde

() 0 0 0
o) s o

SW=10 yw = o | 526
0 0 0 xA)

¢ chamada de matriz de espalhamento — ela est4 relacionada & matriz R(A) pela férmula S(1) =
PR(Q), onde P ¢ o chamado permutador, definido pela relagio P(A® B) P = B ® A, vilida
para quaisquer operadores A e B definidos em End (V; ® V3). A matriz M deve estar escrita na

representagio de Lax para que o produto matricial faca sentido.

Tomando o trago no espago H, da equagio (3.25), temos que

i = wa{M(p) @ M(2)S(A - )},

b= o {S(A— @) M () @ M(1)S(A -

b= o {S(A— @) S(A— )™ M (p) ® M(

g {M() @ M(p)} = ta{M(p)® M(2)},
taM(A)eraM(p) = oM (p)eraM(4), (3.27)

W}
),

ou seja, desde que (1) = try,M (1), obtemos
[T(4), T ()] = 0. (3:28)

A matriz de transferéncia do modelo de 6 vértices comuta, portanto para quaisquer valores
dos pardmetros espectrais A e (1, 0 que mostra que T ¢ geradora de uma infinidade de quantidades

conservadas, em especial, a hamiltoniana do modelo.

3.2 O Ansatz de Bethe algébrico em acdo: diagonalizando da

matriz de transferéncia

Nesta se¢io mostraremos como o Ansatz de Bethe algébrico pode ser usado para diagona-
lizar a matriz de transferéncia do modelo de seis vértices. Veremos que, mais uma vez, a equagio de

Yang-Baxter ¢ de importincia fundamental nesta construgio.
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3.2.1 Asrela¢coes de comutacao

No Ansatz de Bethe algébrico, os estados excitados sio construidos atuando-se sucessiva-
mente os operadores B(A1), B(A2) etc. em um dado autoestado da matriz de transferéncia, co-
nhecido como estado de referéncia. Para computarmos a a¢io da matriz de transferéncia T'(1) =
A(A) + D(A) sobre estes estados, temos de passar os operadores A(A) e D(A) sobre os operadores
B(A1), B(A2) etc., ou seja, temos de saber as relagdes de comutagio entre esses operadores. Ocorre
essas relagdes de comutagio podem ser encontradas pela equagio fundamental dada em (3.25). De
fato, a equagio (3.25), quando escrita na representagio de Lax, representa um sistema de 16 equagdes
lineares funcionais para varidveis nio-comutativas A, B, C ¢ D, os elementos da matriz de monodro-
mia. Podemos manipular essas equagdes (resolvendo-se o sistema) de modo a encontrar as relagoes

de comutagio desejadas.

Apresentaremos a seguir apenas as relagdes de comutagio que serio utilizadas mais adiante.

Sio elas:
B(A)B(u) = B(u)B(), (3.29)
A()B(p) = a(p—)B(u)A(Q) - b(u— 1)B()A(w), (3.30)
D(A)B(p) = a(d—w)B(u)D(A) = b(A - p)B(A)D(w), (3.31)

_x(4) _ sinh(A + 1)
y(A) sinh(1)

b(4) = = : (332)

3.2.2 O estado de referéncia

O ponto de partida do Ansatz de Bethe algébrico consiste em encontrar um estado que seja
um autoestado da matriz de transferéncia. Para o modelo de 6 vértices com condi¢des de contorno

periddicas, isso ¢ bem simples de ser feito e, de fato, temos a seguinte

Proposi¢io 1. O estado definido por

1 L

0

1
|0) = ®..0Q

1
} , (3.33)

k=1 0

¢ um autoestado da matriz de transferéncia T(A1) = A(A) + D(A) e
T(4)10) = (x()" + y(1)") 10). (3.34)
Além disso, os elementos A(A) e D(QA) da matriz de monodromia atuam em |0) como

A(2) [0y = x(2)%10y, B(2)10) ¢ 10y, C(2)10)=0]0), D(2)]0)= y(2)*]0).
(3.35)
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Demonstragdo. A prova dessas afirmagdes ¢ direta. Primeiro, note que os elementos da matriz R

atuam em |0), quando escritas na representagio de Lax, da seguinte forma,

Li(2)]0y = x(2)|0y, LI(2)[0) ¢ [0y, Ly(2)[0)=0]0)y, L3(2)[0)=y(2)]0),
(3.36)
Logo, para provar a primeira afirmagdo basta olhar para a definicao do operador A(1), dada pela
equagio (3.23). A partir desta defini¢io podemos ver que o tnico termo que nio contém o opera-
dor L}(1) ¢ o primeiro, onde todos os indices mudos sio iguais a 1. Consequentemente, apenas o

primeiro termo L% )®..® L% (1) sobrevive e a sua agio sobre |0) é justamente x (1)~ |0).

Do mesmo modo, para provar a tltima afirmagio ¢ suficiente perceber que, pela defini¢io
de D(2), apenas o tltimo termo nio contém o operador L} (1), onde os indices mudos sio todos
iguaisa 2. Assim, desde que aagiode L% (1)®... ®L% (1) em |0) é exatamente y ()% |0) a afirmagio

¢justificada.

Novamente, a partir da defini¢io de B(A) também podemos ver que a sua agio sobre |0)
nio pode ser proporcional a |0), j4 que existem termos que contém L2 (1) como um fator mas que
ndo contém L3 (). Por fim, para provar que C(1) [0) = 0 |0) basta notar que na definigio de C (1)
todos os termos contém L% (1) como um fator, de modo que o estado de referéncia serd aniquilado

por todos estes termos. A proposigio fica assim demonstrada. O

Em resumo, o estado |0) = [} | ® ... ® [ }] é um autoestado da matriz de transferéncia cujo
autovalor é

79(2) = x(A)F + y(A)F = sinh (2 + )" + sinh (1)~ (337)

3.2.3 [Estados de um magnon

Através da agio da matriz de monodromia sobre o estado de referéncia podemos notar duas
coisas: em primeiro lugar, vemos que o operador C se comporta como um operador de aniquilagio
e, em segundo lugar, que o operador B atua como um operador de criagio. Os estados excitados
podem, por conseguinte, ser construfdos pela agio do operador de criagio B sobre o estado de refe-
réncia |0). Veremos agora que é exatamente isso que ¢é feito no Ansatz de Bethe algébrico. Definimos,

assim, o estado de um magnon da seguinte forma:

|41) = B(41) 10). (3:38)

Note que o operador B depende da celeridade A1 e ndo de A. Isso ¢é feito para que possamos de-
terminar A1 de modo que [A41) seja de fato um autoestado da matriz de transferéncia. veremos na
sequéncia que A1 serd fixada implicitamente pela equagio de Bethe associada ao setor de um mag-

non.
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Passemos agora ao cdlculo da a agio da matriz de transferéncia sobre | 41). Temos que,
T(4)|41) = A(1)B(41)10) + D(2)B(41) |0), (339)

No Ansatz de Bethe algébrico no procuramos encontrar a agio do operador B em |0), antes, usa-
mos as relagdes de comutagio entre os operadores A(A) e D(A) com B(u), que sdo fornecidas pela

equagio fundamental (3.25). De acordo com as equagdes (3.30) e (3.31), teremos, entio,

A()B(1)10) = a(d1 - 2)B(21)A(2)|0) = b(A1 = )B(1)A(21) |0),
D(A)B(11)10) = a(A - 1)B(11)D(2)[0) = b(A = 11)B(1)D(11)[0).  (3.40)

Com isso, podemos agora atuar os operadores A e D no estado de referéncia |0), com o que vamos

obter,

A(D)B(A1)10y = x()Fa(ay —2)B(A1) 0y = x(A1)Eb(A1 — 1)B(A) |0),
D()B(11)10) = y()*a(d—A1)B(41)10) = y(A1)*b(A = 21)B()10).  (3.41)

Portanto, vemos que a agio da matriz de transferéncia em | A1) fica dada por

T() 1) = (x(Dra(d1 =) +y(d) a(a - 1)) 141
= (x(2)"b(A1 = 2) + (A1) (A - A1) 1) (3.42)

Note agora que |11) somente serd um autoestado de 7'(1) se o segundo termo se anular, j&
que este termo nao pode ser proporcional a | A1), uma vez que o pardmetro espectral A ¢é arbitrério.

Isso dd origem a equagio de Bethe,

x(A1)E b(A - A1)

_ — 1, .
YL b =) (3-43)
ou, substituindo as amplitudes,
. L
sinh (41 +n)\" ] (3.44)
sinh A1 o 344

Assim, se A satisfaz esta relagio entdo | 1) serd um autoestado de T'(4) e o correspondente

autovalor serd dado por

n(dd) = all = Dx()" +a(d - )y
sinh(d; — A + 1) sinh(A — A1 +17)

inh(4 + )"
sinh(A; — ) sinh(4 +11)" + sinh(Ad — A1)

sinh(2)" (3.45)
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3.2.4 Estados de dois magnons

De forma semelhante, aplicando-se duas vezes o operador de criagio B no estado de refe-

réncia |0) obtemos o que se chama de estado de dois mdgnons,

|41, A2) = B(41)B(A2) |0), (3.46)

onde as celeridades A1 e A2 devem ser determinadas a fim de que |41, A2) seja um autoestado da

matriz de transferéncia 7(4).
AacgiodeT(A) em |41, A2) é dada por
T(A)|A1, A2) = A(A)B(A1)B(A2)10) + D(A)B(11)B(A2) |0). (3.47)

Para calcular explicitamente essa agio temos de usar as relagoes de comutagio entre A e D com B

duas vezes. Na primeira vez isso fornece,

A()B(A1)B(22)10) = a(A1 — )B(A1)A(2)B(A2) [0) — b(A1 — 1) B(A)A(1)B(A2) 0},
D(1)B(41)B(42)10) = a(d=41)B(41)D(2)B(42) [0) = b(A = A1) B(4)D(11)B(12) |0),

(3.48)
e entdo, usando novamente as relagdes de comutagio, obtemos,
AN, ) = a(dy = Da(Az = )x()F |1, A2)
4+ (b(A1 = )b(A9 — A1) —a(Ay = )b(A3 = 1)) x(22)F |21, 1)
— (A1 = Da(ds — A1)x(41)F 14, A9), (3.49)
e
D(A) |2, A2) = a(d—2A1)a(d - A2)y(A)F |, A2)
+ (b(A = 21)b(A1 = A2) — a(A = A1)b(A = 22)) y(A2)F |21, A)
— (A= A1)a(A; = A2)y(A1)F |4, A2), (3.50)
onde atuamos com os operadores A e D em |0), conforme (3.35), € usamos a notagio
1A, ) = B(A)B(A)10) e |4 A2) = B(1)B(12)]0). (3.51)

Somando as duas expressdes acima, obtemos a agio da matriz de transferéncia em |11, A2),

T(1) 112,41y = (a(d1 - Da(d2 = )x(D)* +a(d = )a(d - A2)y()*) |41, A2)

+ (b(A1 = )b(A3 — A1) — a(A; = )b(A3 — 1)) x(12)F |1, 1)
4+ (b(A=21)b(A1 — A2) —a(A = A1)b(A — 22)) y(A2)* |11, )
= (b(A1 = D)a(As = 2)x(A1)F + b(A = A1)a(A1 = A2)y(A1)") |4, Aa)

(3-52)
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A fim de que |41, A2) seja um autoestado da matriz de transferéncia os termos proporcio-
naisa |41, 4) e |4, A2) devem ser nulos. Impondo a nulidade destes termos somos levados as equa-

¢oes de Bethe para o estado de dois magnons,

b(A1 — A)a(Az — A1)x(A1)" + b(A = A1)a(A1 — A2)y(A1)" =0 (3.53)

(b(A1 = D)b(A2 — A1) —a(A; — A)b(A3 — 1)) x(A2)E +
(b(A = 21)b(A1 = A2) — a(d = A1)b(A = 22)) y(22)" = 0. (3.54)

A equagio (3.54) pode, entretanto, ser simplificada gragas as identidades’

a(A; = )b(Ay = A) = b(A1 — )b(A3— A1) = b(da—A)a(d; — A2), (3.55)
a(/l - /11)1?(/7. — /12) - b(/l - /ll)b(/ll — /12) = b(/l - /lQ)(l(/lg - /7.1), (3.56)

que sio equivalentes as identidades trigonométricas®,
sinh(4 — A1 + 1) sinh(n) sinh(n)? _ sinh(n) sinh(22 — A1 +77)
sinh(A — A1) sinh(2 — A3)  sinh(Ad — A1) sinh(d2 — A1) sinh(A — o) sinh(13 — A1)
(3.57)

Com essas identidades podemos reescrever as equagdes de Bethe de uma forma mais simé-

trica, a saber,

b(A1 — D)a(da — A1)x(A1)F 4+ b(A = A1)a(; - 12)y(1)E = 0, (3.58)
b(Ay = Da(A1 — A12)x(A1)E + b(A = 29)a(As — 21)y(12)E = 0. (3.59)

Simplificando, obtemos

x(A)t_ a(d1- o) . x(A2)F _ a(d2 - Ay) (5.60)
y(a)t a(dz = 1) y(A2)t a (A= Az) '
ou, substituindo as amplitudes,
sinh(2; + 1) \* _ sinh(4; = A9 +7) sinh(12 + 1) \*  sinh(d2 = 41 + 1)
sinh(A1) ~ sinh(11 =22 -7)° sinh(A2) ~ sinh(Aa =21 —7n)°

(3.61)

5 Estasidentidades sio consequéncias da equagio de Yang-Baxter para o modelo de seis vértices. Todavia, elas também
podem ser deduzidas diretamente por argumentos de simetria. De fato, uma vez que os operadores B(11) e B(12)
comutam, temos que o estado de dois mignons |41, A2) pode ser reescrito como | A3, A1). Se considerarmos este
ultimo caso e repetirmos as contas acima vamos obter os mesmos resultados anteriores, exceto que agora as celeri-
dades A7 and A estardo trocadas. Assim, a equagio de Bethe para A5 terd a mesma forma que a equagio de Bethe
para A; obtida anteriormente e, como elas tem de ser iguais, seguem-se as identidades apresentadas acima.

Note portanto que a dlgebra de Yang-Baxter pode ser usada para se encontrar intricadas identidades trigonométricas.
No caso do modelo de oito vértices (uma importante generalizagio do modelo de seis vértices), os elementos da
matriz R dependem de fungoes elipticas, neste caso a dlgebra de Yang-Baxter fornecerd interessantes identidades

envolvendo tais fun¢oes transcendentais.
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Notemos que as equagdes de Bethe nio dependem do pardmetro espectral A. Isso é obriga-

tério, desde que essas relagoes devem ser vélidas para qualquer valor de A.

Portanto, uma vez que as equagdes de Bethe sejam satisfeitas, o estado | A2, A1) serd um

autoestado da matriz de transferéncia e o correspondente autovalor serd igual a
72(A41, A2) = a(A1 = Da(dz = D)x(D)F + a(d - A1)a(d - A2)y()", (3.62)

ou seja,

sinh(A; — A + 1) sinh(12 — 1 + 1) L
A1 Ag) = inh(4
sinh(Ad — A + 1) sinh(Ad — A5 + 1)

ﬁnh(ﬂ,—-ﬂl) ﬁnh(ﬂ.—-ﬁz)

sinh(2)%. (3.63)

3.2.5 Estados de N magnons

Os dois casos discutidos acima sdo suficientes para discutirmos o caso mais geral, os estados
de N mignons. Estes estados sio construidos atuando o operador de criagio N vezes no estado de

referéncia |0),
|41, ... AN) = B(A1)...B(Ay) 10). (3.64)

O conjunto de celeridades {41, ..., Ax } deve ser fixado a fim de que |41, ..., Ax) seja um autoestado

da matriz de transferéncia. A a¢io da matriz de transferéncia em | Ay, ..., A1), por sua vez, ¢ dado

por

T(A)|A1, ... Ay = A()B(A1)...B(Ax) 10y + D(2)B(41)...B(Ay) |0) . (3.65)

para calculd-lo é necessario usar as relagdes de comutagio N vezes. Com isso, torna-se possivel provar

0 seguinte

Teorema 1. A agdo da matriz de transferéncia T(A) = A(QA) + D(QA) nos estados de N mdgnons
(A1, ... AN) = B(A1)...B(An) |0) é dada por

T() 141, .. AN) = (x(/l)L [ Tatte=2) + 3@ ] ]

k=1 k=1

desde que as equagoes de Bethe

N N
x(@A)E [ a(ae =25 =y(pF [ a(;- ) =0, 1<j<N, (3.67)
k=1 k=1
k#j k#j
sejam satisfeitas.
Demonstragdo. Para provar este teorema faremos uso da seguinte o
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Proposigio 2. As relagies de comutagio entre A(1) e D(A) com [1}_, B(A) sio dadas respectiva-

mentepor
N N
AW [ B = | [al-)BaA)
k=1 k;l .
= Db = DB [ | alt=1)BAOAMR).  6.68)
j=1 k=1
k#j

::]2

D) [ | B(ax) = ]—[ (A= A4)B(A)D(2)
Z a(dj = A)B(A)D(1).  (369)

=~
# I
~. =

Demonstragdo. Isto pode ser provado por indugio matemdtica. Desde que as provas das equagoes
(3.68) € (3.69) sao similares vamos nos concentrar somente na prova da equagio (3.68). Para N = 1
a proposi¢io ¢ claramente verdadeira (compare com o resultados da subse¢io 3.2.3). Assumamos
que a proposi¢io seja valida paraum N = n arbitrario. Desejamos provar que nestas condigoes a

proposi¢io também ¢ validano caso N = n + 1.

Desde que a ordem dos operadores de criagio B(41), B(A2) etc. ndo importa, podemos
colocar B( A1) para fora do produtdrio e suar a relagio de comutacio entre A(A) and B( A1)

para obter

() [ [ B = a(lusr = D)B(A,11)A ]_[B %)

- bunﬂ—ﬂ)B(ﬂ)A(ﬂnH)ﬂB(m (3.70)

Agora, como por hipdtese a proposigio ¢ vilida para N = n, nés somos levados a

n+1 n+1
A [ ] B = [ ]al-0)BA)AW)
k=1 k=1
- a(ﬁnﬂ—A)B(ﬂnﬂ)ib(ﬂj—ﬂ)B(ﬂ) n a(Ax = ;) B(Ak)A(4;)
j=1 k=1
k#j

n

+ b(Ays1 — 1)B(A) ]_[ (Ak = Aug1) B(A) A(Apir)

n

= b(Any1 - ZM = A1) B(Ang) | | @l = 47)B(A)A(Y,).
k=1
k#j

(3.71)
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Assim, agrupando o segundo termo com o quarto, obteremos

j=1

X BO)B(i1) | | alle = 2)B(A)A(), (:72)
k=1
k#j

que, gragas a identidade,

a(Apy1 = )b(Aj = A) = b(An1 = )b(Aj = Apy1) = b(Aj = Da(Aps1 - 45), (3.73)

pode ser simplificado para

n n+1

> b(2; = )B(A) [ | alax - 2))B(A)A(4;). (3.74)
j=1 k=1
k#j

Notando agora que o terceiro termo da equagio (3.71) pode ser agrupado com esta tltima quanti-

dade obtida, bastando para isso estender a somatéria para N = n + 1, nds obtemos

n+1 n+1
A [ B = [ ]ate-0BlwA)
" v
= > b(2; = DBQ) [ | ale - 1)BADAL;),  G75)
j=1 k=1
k#j

0 que prova a proposicio para a relacio de comutacio entre A(1) e ]_[f(v:1 B(A). Repetindo a
mesma linha de raciocinio para a relagio de comutagio entre D(1) e [TY_; B(Ax) obteremos tam-

bém

D[]8 = | ]aa-210B(a)D()
k=1

o0 que conclui a prova da proposigio.

Agora passamos a provar o teorema. Somando a equagio (3.68) com (3.69) e atuando com
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os operadores A and D no estado de referéncia, vemos que

— 1=
=
&
|
&
~
~——
&
=
~

N
T(A) A1 Ay) = (]_[ a(dx — D)x()" +

I
—_

—=

N
= Db = V()" [ ] (k= )| A0, s Ay ),
=1 k=1
k]
N N
= Y b= )y ] | al; = ) |Ans oo Ajs o AN, (377)
i=1 k=1
k#j
onde introduzimos a notagio
_ N
|41, gy An) = B(A) [ ] B(AK). (3.78)
k=1
k#j

Portanto, se |11, ..., Ax) é um autoestado da matriz de transferéncia, a soma dos termos
proporcionais |/11, cndjy s d N>> para cada j variando de 1 a N, deve ser zero. Isso significa que o

autovalor ¢ dado por

N

N
(Al A1, An) = x(O)" | | a( - ﬂ (A= ), (3.79)

k=1

enquanto que a nulidade dos termos nio proporcionais a |11, ..., Ax) nos fornece as equagoes de

Bethe

N N
YA)E [ ] ey - a0 —x()t [ [a(e-2)=0  1<j<N. (380
k=1 k=1
ke ki
Isso conclui a prova do teorema. O

Note que ao substituirmos as amplitudes, obtemos, para o autovalor,

N

N
sinh(dx — 4 +7) sinh(Ad — Ax + 1)
A4, ..., Ay) = sinh(A h(4 ’
(Al ) = sinh(4 + 1) l:[ sinh(2; — 1) + sinh( U sinh(A — Ay)
(3.81)
enquanto que as equagdes de Bethe se tornam,
inh(1; +7)t &5 sinh(1; - A; +
W/_’?):HSH(J 1) 1<j<N. (3.82)
sinh(4;)F i1 sinh(A; — A, — 1)
k]
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3.2.6 O Ansatz de Bethe algébrico visto como um problema combinatorial

Nesta subse¢io vamos mostrar que os resultados apresentados acima podem ser obtidos de
uma forma muito mais simples, através de argumentos combinatoriais apenas. A natureza combi-
natorial do Ansatz de Bethe algébrico deve-se a estrutura das relagdes de comutagio de A(1) e D(Q)
com B(u) dadas pelas equagdes (3.30) € (3.31), respectivamente. De fato, consideremos, por exemplo
arelacio de comutagio entre o operador A(A) com os operadores B(A1)B(A2). Ao usarmos uma

vez a relagio de comutagio (3.30) obteremos,

A(1)B(11)B(12) = a(A1 — V)B(1)A)B(L2) - b(A1 — V)BD)AL)B(L2).  (3.83)

Esta equagio pode ser interpretada da seguinte forma: em primeiro lugar notemos que ao
usarmos a relagio de comutagio entre A e B obtemos dois termos. O primeiro termo, que repre-
sentaremos por (+), possui o coeficiente a(A1 — A) e nos deixa para calcular relagio de comutagio
entre A(A) e B(A2).J4 o segundo termo, que representaremos por (—), carrega possui o coeficiente

—b(A1 — A) e nos deixa para calcular a relagio de comutagio entre A(11) e B(A2).

Deste modo, quando usarmos N vezes a relagio de comutagio entre A e B para calcular
a quantidade A(2)B(11)...B(Ady), vamos obter 2V termos, e a cada um desses termos podemos
associar uma trajetdria (p1, P2, --»pN) onde cada p; = +1,1 < i < N, indica se no passo i foi
mantido o primeiro (+) ou o segundo (—). Como sabemos quais fatores sio mantidos em cada caso,
a expressio final deste termo pode ser facilmente encontrada a partir da trajetéria (p1, p2, ..., pn)

associada a este termo.

Um exemplo ¢ dado na figura 4, onde tomamos N = 3. Note nesta figura que na trajet6ria
(+, +, +) obtemos um termo proporcional a B(11)B(A2)B(13)A(A), de modo que a ordem das
celeridades {11, A2, A3} ndo é alterada em relagio a sua ordem em |41, A2, A3). De fato, sempre que
escolhemos o caminho (+) a ordem das celeridades nio é alterada neste ponto, ao passo que se esco-
lhermos o caminho (—) haverd uma inversio na ordem das celeridades. Por exemplo, na trajetdria
(=, +, +) obtemos um termo proporcional a B(1)B(12)B(A3)A(A1), onde houve uma inversio

da celeridade A1 com A no primeiro passo.

Mutatis mutandis, o mesmo pode ser dito da relagio de comutagio entre D e B, ji que

temos, neste caso,
D(A)B(21)B(A2) = a(A — A1)B(11)D(1)B(A2) — b(A = 11)B(1)D(11)B(12), (3.84)

a tnica diferenga, portanto, é que o termo (+) leva agora consigo o fator a(A — A1), enquanto que
o termo (—) leva consigo o fator —b(A — 11).
Mostraremos agora como a equagio de autovalor e as equagdes de Bethe podem ser en-

contradas por esta abordagem combinatorial. Relembremos primeiramente que a agio de T'(4)
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+++ ) ++- ) +-+ ) - ) -++ ) -+- U -+ W —-—-
2122432 || 1129443 || 2124223 || 1142322 || 1422321 || 4222143 )| 1212342 || 121225

Figura 4 — A 4rvore combinatorial do Ansatz de Bethe Algébrico. O par entre parénteses mostra as

varidveis que devem ser usadas nas relagdes de comutagio, no respectivo passo.

em [A1,...,Ax) = B(21)...B(Ay) |0) fornecerd dois tipo de termos: aqueles proporcionais a
|An, ..., A1) ddo origem 4 equagio de autovalor e sio chamados de termos desejados (wanted terms)
e aqueles que nio sio proporcionais a [Ay, ..., A1) ddo origem as equagdes de Bethe e serdo chama-

dos de temos indesejados (unwanted terms).

Uma vez que os termos desejados so proporcionaisa B(A1)...B(Ax) nds podemos ver que
eles estio obtidos unicamente pela trajetdria (+, ..., +), j4 que esta é a inica trajetdria para a qual
aordem das celeridades nao ¢ alterada e que fornece A a direita. Deste modo, lembrando os fatores
mantidos em cada passo desta trajetria e somando a contribui¢io devida as relagdes de comutagio
de A e D com os B’s, obtemos diretamente que

N

N
TQ)uLmﬂm>=(wA%[Ia@u—ﬂ)+tu]1a(ﬂ—Ag)ubmﬂmy (3.85)
k=1

k=1

onde no ltimo passo atuamos os operadores A(1) e D(4) no estado de referéncia |0).

Para obter a equagio de Bethe que fixa, digamos a celeridade A, relembremos que elas sio
obtidas pela soma dos termos proporcionais a |/11, A o d N>- Analisando a 4rvore combinato-
rial podemos ver que estes termos sio associados a trajetdrias que alteram a ordem das celeridades
de tal modo que 4, fique 4 direita, por tltimo. A equagio de Bethe mais simples é aquela que fixa
A1 e que estd associada A trajetdria (— + ...+). Esta também € a tnica trajetéria que contém A; 2
direita, pois qualquer outra trajetéria inverteria a ordem de A1 com outra celeridade. Deste modo,
somando as contribuigoes das relagdes de comutagio de A e D com os B’s, obtemos diretamente

N

(1) b1 = A) | | alax = a1) + y(an)"b(a - Alrl (A1 - Ax) =0, (3.86)
k=2 k=2
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que gragas a simetria b(A — A1) = —b(A1 — A) pode ser simplificada para

N N

x()E [ Jal = a0) = y(a)s | Ja(as - ax) = 0. (3.87)

k=2 k=2

Para obter a equagio de Bethe que fixa uma celeridade A; qualquer podemos proceder de
modo semelhante, mas note que agora teremos de considerar todas as trajetérias que deixam a ce-
leridade A; a direita. Somando as contribuigdes dessas trajetérias e usando as identidades (3.73), a
equagio de Bethe pode ser simplificada e obteremos uma equagio semelhante a (3.87), com 4; no
lugar de A1 e com as somatdrias correndo sobre todos os valores de 1 a N, com excessio de j. No
entanto, ¢ mais ficil usar o fato de que os operadores B comutam entre si para obter este resultado.
De fato, comegando pela ordem (/lj, A2, oy A1, ..y AN) 20 invés de (A1, Ao, ..., Aj, .oy An), onde
permutamos as celeridades A4 e A1, temos que a Gnica trajetdria que levard a celeridade A a direita
serd a trajetdria (—, +, ..., +). Isso significa que vamos obter uma equagio andloga a (3.87), mas com

A1 e A trocados. Por conseguinte, para cada j entre 1 e N, obteremos as equagdes de Bethe

N N
]—[ (A=A —yuj)L]—[ a(lj-=) =0, 1<j<N. (388)
k=1 k=1
k#j k#j

que s3o as mesmas obtidas anteriormente.
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Parte 11

As equacoes de Bethe
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CAPITULO 4

RELACAO ENTRE OS ANSATZE DE BETHE ALGEBRICO E
DE COORDENADAS

Nos capitulos anteriores apresentamos duas formas do Ansatz de Bethe. Nos casos que
discutimos o Ansatz de Bethe de coordenadas foi empregado para se diagonalizar o hamiltoniano de
Heisenberg, enquanto que no Ansatz algébrico diagonalizamos a matriz de transferéncia do modelo
de seis vértices. O modelo de seis vértices e o modelo de Heisenberg em uma dimensio estio, no
entanto, relacionados, o que foi notado sobretudo por Lieb, que de fato resolveu o modelo de seis
vértices reduzindo-o a0 modelo de Heisenberg [5]. A seguir mostraremos como estes dois modelos,

a primeira vista distintos, podem ser relacionados.

A primeira observagio que podemos fazer concerne 4 mecinica estatistica do modelo de 6
vértices. Analisando o cilculo apresentado para a fungio de parti¢io do modelo de seis vértices po-
demos ver que a matriz de transferéncia pode ser relacionada com uma fungio de partigao associada
aum dado modelo unidimensional, uma vez que no cdlculo da matriz de transferéncia levamos em
conta apenas uma dada linha da rede. Mostraremos agora que este modelo unidimensional ¢ justa-
mente o modelo de Heisenberg. Para isso, lembremos que no modelo de seis vértices cada vértice
pode assumir seis conﬁguragées possiveis. Se, no entanto, nos atermos apenas as interagoes horizon-
tais, vemos que existem somente duas possiveis configuragdes, o que pode ser interpretado como as
configuragdes down e up dos spins de uma rede unidimensional. Mas um tal sistema é equivalente

ao modelo de Heisenberg em uma dimensio, o que mostra a relagio entre os dois modelos.

Mostraremos agora que a partir dos autovalores do hamiltoniano de Heisenberg, os autova-
lores correspondentes da matriz de transferéncia do modelo de seis vértices podem ser diretamente

obtidos. Para mostrar isso, lembremos da mecanica estatistica cldssica que a probabilidade de o sis-



tema se encontrar em uma dada configuragio de energia E ¢ dada por

L (E »
Q—Zexp o7 |’ 4.1

onde Z ¢ a fungio de parti¢do do modelo, kp a constante de Boltzmann e T ¢ a temperatura. Em
mecinica quintica, a energia E ¢ substituida pelo hamiltoniano H e, como H é um operador, segue
que o mesmo acontecerd com p. Este novo operador chama-se operador de densidade,
1 H (42)
p=—=exp|l-———]. 4.2
Z ksT
Como p tem uma interpretagio de probabilidade, devemos ter trp = 1. Essa propriedade nos

permite inferir que a fungio de parti¢io ¢ dada pela férmula

Z=tr {exp (—k],%)} . (4.3)

Mas afungio de partigio associada ao modelo de Heisenberg é justamente a matriz de trans-
feréncia do modelo de seis vértices. Consequentemente, vemos que se o hamiltoniano H for diago-
nalizado, a matriz de transferéncia serd diagonalizada simultaneamente. Os autovetores de ambos,

por conseguinte, Serao 0s mesmos.

Deste modo, uma vez que os autovalores e autovetores do hamiltoniano sejam computados
pelo Ansatz de Bethe de coordenadas, os respectivos autovalores e autovetores da matriz de trans-
feréncia podem ser encontrados sem se fazer uso do Ansatz de Bethe algébrico. Do mesmo modo,
tendo-se a matriz de transferéncia diagonalizada ¢ ficil recuperar o hamiltoniano — basta expandir

a matriz de transferéncia em série de poténcias e reter o termo de primeira ordem.
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CAPITULO 5

COMPARACAO ENTRE AS DUAS FORMAS DAS
EQUACOES DE BETHE

Uma vez que os dois Ansitze de Bethe estio relacionados nio ¢ dificil concluir que as equa-
¢oes do Ansatz de Bethe algébrico estio também relacionada com as equagdes de Bethe do Ansatz

de coordenadas. Mostraremos agora como podemos relaciona-las.

Conforme vimos, as equagdes de Bethe do Ansatz algébrico consistem em um sistema de

equagdes nio-lineares acopladas que tem a forma

(M)Lz ﬁsmh(ﬂm_ﬂj+n) <m<N (5.1)
sinh 1,, i1 sinh (/lm -4 - 77) ’ - ’
jEm

onde A1, ..., Ay s3o as incognitas.

Jé as equagdes de Bethe do Ansatz de coordenadas sio dadas por

, N oilkmtk;) _ oA pikm 1 1

el = 1_[ ei(k ) eikA . lsmsN. (5-2)
jo e —2AeN + 1
Jj#Em

onde as incdgnitas s3o agora k1, ..., ky.

Para mostrar como esses dois conjuntos de equagdes estio relacionados, partiremos das
equagdes do Ansatz de Bethe algébrico. Notemos em primeiro lugar que o sistema de equagdes
(5.1) é invariante com respeito a permutagio das celeridades A1, ...An. Essa propriedade implica

que o produto termo-a-termo dessas equagdes s6 pode depender das celeridades A1, ...4y de um



modo simétrico. Com efeito, facilmente podemos verificar que esse produto ¢ igual a 1:

N L
M(5w”) = 53

Isso nos sugere colocar

sinh (11 + 1) sinh (12 + 1) sinh (Ay + 1) (5.4)
—— =, =0 . —————=c :
sinh (17) ! sinh (12) 2 sinh (Ay) Neo B
de modo que a equagio (s.3) se torna equivalente a equagio mais simples
cchL...CIL\, = 1. (s-5)

Por sua vez, as equagdes (5.4) podem ser facilmente resolvidas para c1, ...cn. Temos de fato,

quc

inh 1 M —cp,
Ay = arctanh (Csm—n) = §log (1) , 1<m<N. (5.6)

m — coshn e —cp,
onde as fung¢des arctanh(x) e log(x) devem ser consideradas fungdes complexas multivaloradas,
com cada um de seus ramos diferindo por multiplos inteiros de inr. Note que as equagdes (5.6) con-
sistem em uma transformagio conforme ¢, = Ay, paral < m < N. Esta mapa conforme se
comporta de modo diferente dependendo se 77 ¢ real ou imagindrio. Por exemplo, para 17 é real, a
transformagio (5.6) mapeia o circulo complexo unitirio U = {z € C : |z| = 1} na reta vertical
x = —|n|/2, enquanto que paran imagindrio ela mapeia e U em duas retas horizontais, y = —|r|/2

ey =—|n+in|/2.

S
o

I
N

I
o
-
N

Re Re

Figura 5 — A transformagio conforme (7.2). Os grificos mostram como circulos sio mapeados pela
transformacio (7.2). Na primeira figura temos A = 2/3 ¢ o circulo |z| = 1 é mapeado
em duas retas horizontais y = —|n|/2 ey = —|n + in|/2. Na segunda figura temos
A = 3/2eocirculo |z| = 1 ¢é mapeado na reta vertical x = —|n|/2.
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Devemos ainda obter as equagdes que fixam c1, ..., Cy. Para isso podemos inserir as expres-
soes para as celeridades A1, ... Ay, dadas em (5.6), de volta em (5.1). Apds simplificarmos as equagdes

resultantes, por exemplo fazendo uso das identidades trigonométricas,

X

sinh (arctanh (x)) = ——, (5.7)
V1 — x2
e
arctanh(x) + arctanh(y) = arctanh (%) , (5.8)

vamos obter o seguinte sistema de equagdes polinomiais para as constantes c1, ..., Cy:

N
cmCj — 20c, + 1
e = (=) — N . 1<m<N. (5.9)
1 CmCj— 2Ac; +1
J#2
onde colocamos A = cosh 7. Observe agora que a parametrizagio ¢,, = e, 1 < m < N,

transforma essas equagc’)es cm

' N pikmtki) _ 9N pikm 1 1

ezkmL:ne_ ‘ e_+ , 1<m<N. (s.10)
Jp eltknThi) — 9Nk 41
Jj#n

que sao justamente as equagdes de Bethe deduzidas por meio do Ansatz de Bethe de coordenadas. A
relagao entre as duas formas das equagdes de Bethe fica assim encontrada. Essa relagao é importante
pois vemos que as solugdes das equagdes de Bethe do Ansatz algébrico estio relacionadas com as
solugdes das equagdes de Bethe do Ansatz de coordenadas por uma mera transformagio conforme.
Portanto, conclusdes obtidas a partir das solu¢des de um desses sistemas de equagdes podem ser

facilmente traduzidas para o outro.

Na sequéncia vamos analisar as solugées das equages de Bethe. E conveniente, portanto,
deixar claro o que significa uma solu¢io das equagdes de Bethe e quais os tipos de solugbes iremos
considerar. Por uma solugio das equagdes de Bethe nos referimos a um conjunto {£1, ...,y } de N
ndmeros complexos tais que todas as equagoes do sistema (5.9) sejam satisfeitas simultaneamente.
E muito f4cil encontrar conjuntos de N ntimeros complexos que satisfagam uma ou outra equagio
de Bethe, mas nio todo o sistema: tais conjuntos nio serao considerados solugdes. Uma solugio
serd considerada fisica se todos os niimeros complexos do conjunto {£1, ..., €y} forem distintos.
Adotaremos esta terminologia porque embora as equagdes de Bethe admitam solugoes com alguns
dos niimeros complexos &; iguais, essas solugdes nao geram autoestados associados ao setor de N
mégnons. Admitimos, no entanto, que & possa ser zero ou infinito (essas solugdes devem ser levadas

em conta porque elas levam a solugdes finitas para as raizes de Bethe).

Por fim, note que que do ponto de vista fisico devemos considerar L > 2N, uma vez que

os estados de N mdignons sé podem existir em uma rede suficientemente grande (o fator 2 deve-se
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a simetria com relagio a inversio dos spins das particulas). Do ponto de vista matemdtico podemos
considerar casos nos quais L < 2N (o que ¢ chamado na literatura de “o lado além do equador”),
no entanto, veremos que as solugdes das equagoes de Bethe se comportam de forma estranha neste
casos. Por exemplo, podemos encontrar solugdes singulares, onde algum dos ndmeros complexos
&; assume os valores & = %1, o que faz com que algumas das raizes de Bethe se tornem infinitas.
Também podemos encontrar neste regime solugdes com dimensio de Hilbert maior que zero, ou
seja, curvas, superfl’cies e, em geral hiper—superfl’cies que satisfazem as equagdes de Bethe. Estes com-
portamentos bizarros nio parecem ocorrer para quando L > 2N, de modo que na sequéncia vamos
nos ater apenas a este regime (Solugdes das equagdes de Bethe na regido além do equador serio dis-
cutidas nos apéndices, onde apresentaremos soluges explicitas das equagoes de Bethe associados

aos setores de dois e trés magnons para pequenos valores de L).

62



63

CAPITULO 6

SOLUCOES DAS EQUACOES DE BETHE PARA OS
ESTADOS DE UM MAGNON

O caso mais simples que podemos considerar ocorre quando N = 1. Este caso é na verdade

trivial, jd que temos apenas uma equagio de Bethe, a saber,
sinh (11 + 1) L _q
sinh 11 o

Esta equagio pode ser resolvida diretamente mas, para exemplificar, seguiremos o método delineado

(6.1)

anteriormente, colocando,
sinh (11 + n)

=c. 6.
sinh A1 “l (62)
Com isso, a solugio para A1 pode ser escrita em termos de ¢1 através de,
sinh iy 1 e —cy
/l = h _— == —1 . 6.
L ardan (c1 - coshn) 2 og( el —c (63)
Substituindo esse valor para A1 em (6.1) e simplificando obtemos a equagio
c{‘ =1, (6.4)
de modo que as solugbes sio da forma
cik) = ezifk, 1<k<lL, (6.5)

ou seja, correspondem as L raizes da unidade de grau L. Deste modo obtemos exatamente L solu-

¢Oes para as equagdes de Bethe,

inh 1 e — T
bl -
A% = arcmh(m—’?) — _log(ﬁ), 1<k<L. (6.6)
e L —coshpy e —e'L

Lembramos que essas fung¢des sao multivaloradas, de modo que as solugoes podem diferir

por um multiplo inteiro de in.
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CAPITULO 7

SOLUCOES DAS EQUACOES DE BETHE PARA OS
ESTADOS DE DOIS MAGNONS

7.1 A forma polinomial das equacdes de Bethe

Consideraremos agora as equagdes de Bethe do Ansatz de Bethe algébrico para o setor de
dois mégnons, isto ¢, para N = 2. Neste caso, as equagdes de Bethe sio constituidas por apenas

duas equagdes, a saber,

sinh (41 +1)\*  sinh (1, — A2 +7) sinh (A2 +7)\*  sinh (12 — A1 +7)
( sinh A1 ) ~ sinh (11— A2—-1) © ( sinh A9 ) " sinh (lo—A1—-1n)
(7.1)
Conforme descrito no capitulo anterior, podemos colocar essas equagdes numa forma matricial atra-

vés de uma transformagio conforme

1 e —c 1 e — ¢
A1 ==1 , =1 . .
! QOg(e”—cl) y QOg(e’?—cz) (7:2)

Obtemos de fato o seguinte sistema de equagdes polinomiais para as incégnitas c1 e c2,

7 (1+crea —2Ac2) + (14 c1ea —2Ac1) = 0,

L
1
ch (14 creo —2Ac1) + (14 c1e0 — 2Ac2) = 0. (7.3)

Além disso, uma vez que o produto lado-a-lado das equagoes de Bethe dadas em (7.1) é igual a 1,

obtemos, por meio de (7.2), a equagio de vinculo

c{‘ cé = 1. (7.4)



O sistema de equagdes polinomiais (77.3) pode ser facilmente resolvido. De fato, introduzindo-

se a notagao

o;
Wq = eXp( lza), l<a<lL, (7.5)

podemos resolver a equagio de vinculo (7.4) para cg através de

C1

Deste modo, o sistema (7.3) se torna equivalente a,

Pa (&)
P,(c1) =0, e # =0, (7.7)
€1
onde introduzimos os polinémios,
Pu(z) = (wa + 1) zF = 28w zE 1 = 207 + (wy + 1), l1<a<lL. (7.8)

Note que para ¢ finito e ndo nulo, as duas equagoes do sistema (7.4) sio equivalentes, de
modo que as solugdes sio todas elas dadas em termos das raizes de P, (x). Além disso, podemos

facilmente verificar que os polindmios P,(z) satisfazem a propriedade

w
Pu(2) =P, (). 0<as<L (7.9)
de modo que ¢1 e ca = w,/c satisfazem a mesma equagio polinomial. As solugdes finitas sdo,
portanto da forma
{c1.c2} = {é:b, %} 1<ab<l, (7.10)
b

onde &, representa uma das raizes do polindmio P,(z). Dentre essas solugdes, contudo, teremos
de descartar aquelas nas quais c2 = c¢1, bem como as solugdes que diferem entre si apenas por
uma permutagio de c¢1 e 2 (essas solugdes devem ser contadas apenas uma vez). A possibilidade
c1 = £oo faz com que a segunda equagio seja identicamente satisfeita. Neste caso porém podemos
verificar que a primeira equagio somente ¢ satisfeita quando a = L/2, ou seja, quando w = —1.
Essas particularidades reduzem o niimero de solugdes fisicas das equagdes de Bethe e nos fornece o
ndmero correto de solugdes fisicas, de modo a garantir que o Ansatz de Bethe ¢ de fato completo
para N = 2 (exceto para alguns valores criticos do pardmetro de anisotropia A, casos em que 0s

polindmios P, (x) apresentam raizes multiplas que levam a novas solugdes com ¢z = c1).

Uma outra propriedade interessante dos polindmios P, (z) ocorre quando a = L, ou seja,
quando w = 1. Neste caso podemos expressar Pz (z) em termos dos polindmios de Chebyshev
T(z). No plano complexo, os polindmios de Chebyshev [61] sio definidos pela relagio

7242771 '+ z"
T, 5 = 5 .

(7.1)
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Vemos assim que dividindo Py (x) por x*/2 e agrupando os termos, podemos reescrever a equacio

P4(z) = 0 como

-1
T, (9)~Tez(®A=0 onde, = ”TZ (7.12)

7.2 Polindmios auto-inversivos

A seguir vamos nos concentrar no estudo dos polindmios P,(z) e de suas raizes. O ponto

central desse estudo reside no fato de que os polindmios P,(z) sio auto-inversivos.
Defini¢io 1. Um polindmio

p(z) = ao+ a1z + ... + 412" + an ", (7.13)
com coeficientes em C e com a, # 0 é chamado de um polindmio auto-inversivo de grau n se ele
satisfaz a seguinte propriedade:

(1
pa)=wp(z).  com o= (7.14)

onde p(z) denota o complexo-conjugado de p(z) [62].

Em especial, quando w = 1 o polindmio p(z) é chamado de auto-reciproco. O nome auto-
inversivo deve-se ao fato de que as raizes desses polindmios sio simétricos em relagio ao circulo
complexo de raio 1, isto ¢, para cada raiz ¢ de p(z) existe uma outra raiz & = 1/ £ que é a sua
imagem especular em relagdo ao circulo complexo unitdrio. Isso segue diretamente da defini¢io
dada acima e da propriedade p(z) = p(z), que é vélida para qualquer polindmio com coeficientes

complexos.

Por conveniéncia, vamos introduzir o polinémio

* —y 1 — — — - —
p'(z2) = wi"p (E) = way + Way-12' + ... Fwar "+ wapz", (7.15)
de modo que um polindmio auto-inversivo satisfaz p(z) = p*(z). Segue entdo que os coeficientes

de um polindmio auto-inversivo satisfazem as propriedades

ay = Wa,_g, 0<k<n. (7.16)

Podemos facilmente verificar que os polindmios P,(z) sdo auto-inversivos. Note que em
conjunto com a propriedade (7.9), os polindmios P,(z) devem também satisfazer a interessante

propriedade,

Py(we7) = waPa(z2), = exp( 1<a<lL. (7.17)



7.3 Teoremas sobre o nimero de raizes de um polinémio auto-

inversivo sobre o circulo complexo unitario

A seguir vamos apresentar condigc')es suficientes para que um polinémio auto-inversivo te-
nha um ndmero fixo de raizes sobre o circulo complexo de raio 1. Estes teoremas foram publicados

pelo autor em [58]. Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte

Teorema 2. Seja p(z) ser um polindmio anto-inversivo de grau n. Se a desigualdade

1 n <
anil > 5 () Y dads I<n/2 (7.18)
2\n-2] =

k#{l,n—1}

for vdlida, entdo p(z) terd n — 21 raizes no circulo complexo de raio 1, U = {z € C : |z] = 1}.

Além disso, se n é par e | = n/2, entdo p(z) néo terd raizes em U caso a designaldade

n

ol >2 Y lal (7.19)
k=0
k#n/2

for verificada.

Para provar este teorema vamos usar dois teoremas da andlise complexa, a saber, o teorema
de Cohn e o teorema de Rouché. O teorema de Cohn afirma que um polindmio auto-inversivo p(z)

tem tantas rafzes no interior de U quanto tem o polinémio

q(z) =7""'p (%) (7.20)

na mesma regiio [62—6s]. Em outras palavras, p(z) e a sua derivada p’(z) tém o mesmo nimero de
raizes na regido exterior de U. J4 o teorema de Rouché afirma que se duas fungdes f(z) e g(z) sdo
analiticas no interior de alguma curva de Jordan y simples e fechada, sio continuasem y e | f(z)| >
|g(2z)| em todos os pontos de y entdo as fung¢des f(z) e h(z) = f(z) + g(z) tém 0 mesmo ntimero

de raizes no interior da regiio delimitada pela curva y [62,66].

Demonstragdo. Seja p(z) um polindmio auto-inversivo de grau n, como em (7.13). Da equagio

(7.20) segue que o polinémio ¢(z) usado no teorema de Cohn ¢ dado por

1

q(z) = na, + (n = D)ay_1z + (n = 2)an_2z> + ... + 2a22" > + az" . (7.21)
Suponha além disso que a,,—; # 0 el < n/2. Defina entio as fungdes
f(2) = (n=Dan-i7, (7.22)
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g(z) = q(z) - f(2),
= na,+..+n-1+ 1)c‘zn_1+1z1_1 +(n-1- 1)an_1_1zl+1 + .+ az"

Nacurvay ={ze€C:z= eiy,y € R}, nds temos,

|f (@), = (n=1)lanl, (7.23)
[
82)l, = |n@n+ (n-1)a,1e” + ...+ (n =1+ Dan41”"Y
+ (n -1 - 1)6_ln_1_1eiy(l+1) + ...+ ngeiy(n_Q) + C_lleiy(n_l)| . (7.24)

Mas, pela desigualdade triangular, também temos que
1g(2)l, < nlanl + ...+ (n =1+ 1) |an-rs1| + (n =1 = 1) lap-r1l + ... + |lal,  (7.25)
e, portanto, o teorema de Rouché podera ser aplicado caso
(n=10lap-| >nlag| + ...+ (n =1+ 1) |ap—141| + (n =1 = 1) lap-1-1] + ... + |a1]| . (7.26)

Além do mais, desde que p(z) é auto-inversivo, nés podemos usar a propriedade (7.16), notando

que
n
klak| + (n—k)lan—i| = nlax] = 5 (lakl + lan-k!), (7.27)
para reescrever (7.26) como
n n
(n=0)lantl > Hanil + 5 > lal. (7.28)
2 k=0
k#{Ln-1}

Assim, encontramos que o teorema de Rouché poderi ser aplicado sempre que a condigio

n

1 n
lan-il > 5 (=) kZO ] (7.29)

k#{l,n—1}

for satisfeita. Neste caso nds temos, pelo teorema de Rouché, que f(z) e ¢(z) = f(z) + g(z) tm
o mesmo ndmero de raizes no interior do circulo complexo de raio 1. Mas f(z) tem exatamente
[ raizes no interior de U e portanto o mesmo pode ser dito de ¢(z). Por outro lado, a partir do
teorema de Cohn podemos concluir que p(z) também tem [ no interior de U e, uma vez que p(z)
¢ auto-inversivo, ele também tem [ raizes no exterior de U. Portanto somos levados a conclusio que
p(z) tem n — 2[ raizes sobre o circulo complexo de raio 1. Isso prova a primeira parte do teorema.
Para a segunda parte devemos apenas definir f(z) = (n/2) dn/QZn/Q eg(z) = q(z) - f(z). Entao,

seguindo-se os mesmos passos acima vamos obter o resultado desejado. Isto conclui a prova. O
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Teorema 3. Seja p(z) um polinémio auto-inversivo de gran n como acima e suponha que a desigual-

dade (7.27) seja satisfeita. Entdo p(z) ndo tem raizes miiltiplas sobre U.

Demonstragdo. A prova desse teorema pode ser também obtida pelo teorema de Rouché. Devemos

no entanto considerar agora a derivada de p(z), no lugar de ¢(z). Temos que

n-3

P(z) = a1 +2a0z + ... + (n = 2)a,27"> + (n = 1)ap12""% + na,z" . (7.30)

Vamos mostrar primeiro que ¢’(z) ndo tem raizes sobre U se a desigualdade (7.27) for satisfeita.

Para isso, defina as fungoes

fz)=n-Da2" 7V e g(z)=p(2) - f(2). (7.31)

Sobre a curva y como acima temos que

£, = (1= 1) lag-] (732

|g(z)|y <lajl+2lagl+ ...+ (n=1-=1)|ayi-1| + (n =1+ 1) |ap—1+1| + ... + nlanl. (7.33)

Assim, fazendo-se uso das relages (7.27), vemos que a condigio | f(z)|, > [g(z)|, pode

ser escrita como
n

n
(n=0D)lant] > Hantl +5 ) lal. (7.34)
k=0
k#{l,n-1}
ou seja, obtemos novamente a condigio (7.29),

n

1 n
|an—l|>§(n_2l) kZ;) |a - (7.35)

k#{Ln—1}

Pelo teorema de Rouché p’(z) tem o mesmo nimero de raizes que f(z) no interior da
regido delimitada pela curva 7y, ou seja, ele tem n — [ — 1 raizes no interior de U. Pelo teorema
fundamental da 4lgebra segue que p’(z) deve ter [ raizes na regido |z| > 1. Por outro lado, se a
desigualdade acima se verificar, entdo o polindmio ¢(z) usado no teorema anterior também deve
ter [ raizes no interior de U, o que implica que p’(z) tem esse mesmo ntimero de raizes na regiao
|z| > 1. Em outras palavras mostramos que ¢’(z) nio possui raizes sobre U. Isso ¢ suficiente para
concluirmos que p(z) nio tem raizes multiplas sobre U, j4 que nesse caso essa raiz também seria raiz

de p’(x), o que contradiz o teorema. O
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Em conclusio esses dois teoremas mostram que se a desigualdade (7.27) for verificada entio
P(z) tem n—21 raizes sobre U e elas sio simples. Portanto, raizes multiplas s6 podem ocorrer quando

essas desigualdades nio forem satisfeitas, em especial no caso de uma igualdade'.

7.4 Localizacao e distribuicao das raizes de P,(z)

Podemos agora aplicar o teorema demonstrado acima para os polinémios P,(z) a fim de
que obtenhamos informagdes sobre a localizagio de suas raizes. na anélise que se segue, veremos que
adistribui¢do das raizes de P,(z) depende sobretudo do valor de A. Em especial, dois desses valores

sdo criticos, a saber, os valores

A = ‘w“_ﬂ‘
2

L |w,+1
nm b fetl) «
¢ Dp=o—— (7.36)

Com CfCitO, vamos provar agora os seguintes teoremas:

Teorema 4. Se |A| < Ay entdo todas as raizes de P, (x) estdo localizadas sobre o circulo complexo

unitdrio U = {z € C : |z| = 1} e sdo simples.

Demonstragdo. Uma condigio suficiente para que todas as raizes de um polinémio auto-inversivo

de grau n se distribuam sobre o circulo complexo unitdrio U ¢ que a desigualdade

T
L

lagl, (7.37)
1

N | —

lan| >

~
I

seja satisfeita. Vimos também que nesse caso as suas raizes sio simples. Este ¢ um caso especial do
teorema demonstrado acima (para ! = 0) e que foi demonstrado antes por Lakatos e Losonczi [67].

Quando aplicado ao polindmio P, (z), obtemos

1
lwg + 1] > 3 (I-2A] + [-2Awq|) = 2|A], (7.38)
de onde, obtemos a condi¢io
w, +1
IA] < T‘ . (7.39)
O

' Quando ! = 0 obtemos a seguinte condi¢io para que um polindmio auto-inversivo tenha todas as suas raizes em

U:
1n—1
|an|>5;|ak|.

Esta condigio foi encontrada antes por Lakatos e Losonczi em [67], de modo que o teorema demonstrado aqui
pode ser visto como uma generalizagio do teorema de Lakatos-Losonczi. Esses autores também provaram (por
outros meios) que p(z) pode apresentar raizes multiplas quando esta desigualdade é substituida por uma igualdade.
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Figura 6 — As raizes de P,(x) paraL = 6e A = 2/3. Paraa = {1,5,6} temos que |A] < Ay, de
modo que as raizes de P, (x) raizes estio todas sobre U. Para a = {2, 4} temos Ay <

Al < Ag e uma vez que a ¢ par, temos em cada caso duas rafzes duais fora de U. Por
fim, para a = 3 temos |A| > Ag e, portanto, temos duas raizes duais fora de U (essas

raizes s10 0 € —00).

Teoremas. Se |A| > Ay entdo apenas dunas raizes duais, s e wq /s, de Py(a) ndo estéo sobre U e as

raizes sdo simples.

Demonstragdo. Neste caso, devemos considerar a desigualdade (7.18) para [ = 1, que neste caso se

torna,
n

1 n
anil> 5 (25) D

k=0
k#{1Ln-1}

Para o polindémio P,(x) temos entdo que
1
|-2Awq| > B (lwg + 1] + |wa + 11),

ou seja, devemos ter

Al > a)a+1‘

=1
L-2 2
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Figura 7 — As raizes de P,(x) para L = 6 e A = 3/2. Para todos os valores de a temos |A| > Ao,
com a igualdade ocorrendo apenas para @ = 6, mas neste caso Pg(c) ndo tem raizes
coincidentes. Portanto, para cada valor de a, teremos duas raizes duais fora de U. Note
que as raizes de P,(z) que estdo fora do circulo complexo unitdrio estio préximas 2 reta
tracejada x = A,

Note que o teorema acima nio se aplica ao intervalo Ay < |A] < As. Entretanto, quando
uma igualdade ocorre na equagio (7.37), Lakatos e Losonczi provaram que o polinémio pode ter

raizes multiplas [67]. A partir desse teorema podemos mostrar que

Teorema 6. Qugndo |A| = A1 o polinémio P,(z) pode apresentar uma raiz dupla sobre U.

Demonstragdo. Isso pode ser mostrado através dos argumentos apresentados por Lakatos e Lo-
sonczi em [67]. Contudo, para os polinémios P,(z) podemos proceder de forma mais simples. Os
casos onde os polindmios P,(z) apresentam raizes duplas podem ser encontrados diretamente pela

fatoragio desses polindmios.

Com efeito, encontramos o seguinte: para L par (L = 2k) e a # k temos que P,(x) se
fatoraem P,(x) = (1+w,)(x —wp)? Ry (x) quando a é par, onde wj, é uma outra raiz da unidade
e R, (x) é outro polindmio auto-inversivo. Para L impar (L = 2k + 1), temos que P,(x) se fatora
quando a é parea < k ou quando a é impare a > k. Nos outros casos P,(x) nio se fatora e nio
apresenta raizes duplas. O caso a = k estd fora do contexto, pois neste caso o polinémio P,(z) se

colapsa em um polinémio muito mais simples (discutiremos esse caso mais adiante). O
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Teorema 7. Quando |A| = Ag o polindmio Py(z) pode apresentar uma raiz tripla sobre U.

Demonstragio. Como no caso anterior, podemos verificar esta afirmacio através da fatoragio dos
polinémios P,(z) para quando |A| = Ag. De fato, obtemos que para L par (L = 2k)ea # k
decorre que P,(x) se fatora em Py(x) = (x — wp)?Ry(x) quando a é impar, mas ndo se fatora
quando a é par. Para L impar, (L = 2k + 1), temos que P,(x) se fatora quando a impare a < k,

ou quando a é pare a > k. Nos outros casos P,(x) nio se fatora e ndo temos uma raiz tripla. O

Conjectura 1. Seja p(z) um polindmio auto-inversivo de grau n e suponha que a equagdo (7.29) seja
vdlida com ignaldade para um dado |. Entdo p(z) pode ter uma raiz de multiplicidade 1 4 2 sobre
U.

Verificamos numericamente que para/ = 0 o polinémio p(z) pode possuir uma raiz dupla
no circulo complexo unitério e, para o caso [ = 1, que p(z) pode ter uma raiz tripla sobre U. Isto
sugere p(z) possa ter, para um dado valor de /, uma raiz de multiplicidade [ + 2. Paral = 0O a
condigio exata para que isso ocorra foi descrita em [67]. Os outros casos carece de uma anélise mais

profunda.

Conjectura 2. No intervalo A1 < |A| < Ag as raizes dos polindmios Py(z) se comportam como no

teorema 4 on como no teorema s, a depender da paridade de L e do valor de a.

Verificamos numericamente que todas as raizes de P,(z) estio sobre U quando, para L par,
a éimpare, para L impar,seaéparea # (L £ 1) /2.Paraa = (L + 1) /2 asrafzes de P,(z) estdo
sobre U se L = (3 mod 4). De outro modo, P,(z) tem duas raizes £ e w, /¢ fora de U. Também

verificamos numericamente que essas raizes sio simples.

Por fim, ¢ importante mostrar também que

Teorema 8. Para diferentes valores de a, as raizes de P,(z) sdo distintas.

Demonstragdo. Assuma que algumadasraizesde P, (z) ede Py(z),comb # ael < a,b < Lsejam
iguais. Sejam 1, e rp, essas raizes, respectivamente. Como P,(z) e Py(z) satisfazem a propriedade
(7.17) e s3o auto-inversivos, segue que S, = Wq/rq € Sp = Wp/rp também sdo raizes de P,(z) e
Py(z), respectivamente. Contudo, uma vez que r, = r, devemos ter também que s, = 54, j4 que
Sp € §4 s3o imagens especulares de 7, € 1, através do circulo unitério, respectivamente. Isso implica

wp = Wy, ou seja, que b = a. O
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7.5 Polindmios de Salem

Portanto, as raizes dos polindmios P, (z) estio distribuidas de dois modos, somente: ou elas
estdo todas sobre o circulo complexo unitirio U ou apenas duas delas nio estio sobre esse circulo

(essas duas rafzes sio imagens especulares uma da outra).

Em teoria de nimeros, uma classe importante de polindmios cujas raizes estio todas so-
bre o circulo complexo unitério s3o os polindmios ciclotdmicos. Um polinémio ciclotdmico ¢ um
polinémio de coeficientes inteiros cujas raizes sao as raizes da unidade — esses polindmios sao exten-
sivamente estudados em matemdtica pura. Nem todos os polindmios cujas raizes caem sobre U sio
ciclotdmicos, no entanto, um elegante teorema devido 4 Kronecker garante que se todas as rafzes
de um polinémio de coeficientes inteiros estiverem sobre o circulo complexo unitdrio entio essas
raizes sdo de fato raizes da unidade (e portanto o polindmio em questio serd ciclotdmico). Dessa
forma, podemos concluir que os polindmios P,(z) serdo ciclotdmicos sempre que os seus coefici-
entes forem inteiros (ou seja, quando A for um niimero inteiro ou semi-inteiro) desde que todas
as suas raizes estiverem sobre U. Como as raizes de um polinémio ciclotdmico podem ser expressas
em termos de radicais, temos aqui um exemplo onde as raizes de P,(z) podem ser explicitamente

exibidas em termos de radicais ou de fungées trigonométricas.

Uma outra classe de polindmios que recentemente tem despertado o interesse de matemati-
cos s30 os chamados polindmios de Salem. Um polindmio de Salem ¢é definido como um polindmio
de coeficientes inteiros que possui apenas duas raizes positivas e reciprocas, s e 1/, fora do circulo

complexo unitdrio U [68,69].

Destacamos que os polindémios P,(z) sdo polindmios de Salem quandoa = L e A ¢ um
inteiro ou semi-inteiro tal que [A] > Ag. Nos casos em que a # L os polindmios P,(z) se com-
portam da mesma forma que um polindmio de Salem, exceto que as suas duas raizes fora de U nio

s30 mais reais — de fato estes polinémios se comportam como um “polindémio de Salem girado”.

Em fisica os polindmios de Salem foram encontrados apenas em algumas dreas bem especi-
ficas, por exemplo em sistemas dinidmicos, na teoria dos grupos de Coxeter e na teoria dos nés do
tipo (=2, 3, 7)-pretzel (também chamados de nés de Fintushel-Stern) [69]. Por esse motivo, a cone-
xdo direta que encontramos entre os polindmios de Salem e as solugdes das equagoes de Bethe foi

de fato uma surpresa muito bem vinda.

Intimamente relacionados com os polindmios de Salem sio os polindmios de Pisot, que
s30 definidos como um polinémio de coeficientes inteiros cujas rafzes estao no interior de U, exceto
por uma raiz positiva r > 1. Sabe-se muito sobre polindmios de Pisot, mas pouco ainda sobre
os polindmios de Salem. Uma questio importante em teoria algébrica de nimeros que envolve os
polindmios de Salem e de pisot é a seguinte: qual ¢ a mais classe de polindmios mais “préxima” dos

polinémios ciclotdmicos? Esta questdo pode ser expressa em termos mais precisos introduzindo-se
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a chamada medida de Mabler de um polindmio de grau n,

M(p(z)) = | | max (L, 1&1), (7.43)
k=0

onde &, 1 < k < néumadas raizes de p(z). A medida de Mahler consiste no médulo do produto
de todas as raizes de p(z) cujo médulo é maior ou igual a 1. Por conseguinte, a medida de Mahler
de um polindmio ciclotdmico é sempre igual a 1 e a medida de Mahler de um polinémio de Salem
(Pisot) éigual a0 médulo de sua tinica raiz positiva, a qual é chamada de nzmero de Salem (Pisot) [ 70,
71]. Quanto menor for a medida de Mahler de um polindmio, mais préximo podemos considera-
lo de um polindmio ciclotdmico e, por conseguinte, os polindmios de Salem ou de Pisot sio os

candidatos com maiores chances de ganharem essa titulagio.

N ey NIVAR
N N N

®a=1 ®a=2 ®a=3

2t 4 2t

®a=4 ®a=5 ®a=6

Figura 8 — Raizes de P,(x) para L = 6e A = 3/2. Note que para a = 6 temos um polindmio de
Salem.

A procura por polindmios com medida de Mahler pequena ¢ atualmente um campo de
intensa pesquisa em matemadtica pura. Por exemplo, hd bastante interesse em se saber qual é o menor
numero de Salem e de Pisot. No que diz respeito aos nimeros de Pisot, a resposta foi dada por Siegel

em 1944 [72]: o menor numero de Pisot ¢ o chamado nsimero pldstico, que consiste na Ginica raiz real
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3_x—1le cujo valor é aproximadamente 1, 324. Entretanto, nio sabemos

do polindmio de Pisot x
ainda qual ¢ o menor nimero de Salem — de fato, nio sabemos nem mesmo se existe um menor
ndmero de Salem! O menor nimero de Salem conhecido até o momento tem o valor aproximado
de 1,176 e foi encontrado hd pouco mais de 8o anos por Lehmer [73, 74], na mesma época em
que Bethe introduziu as equagdes do Ansatz de Bethe. Este nimero de Lehmer ¢ a raiz positiva do

seguinte polindmio de grau 1o,

L) =x04x7 —xT a0 - x4 x 1. (7.44)

Um numero de Salem menor que 1.3 é comumente chamado de numero de Salem pequeno
[70,71]. Estes nimeros sao muito raros e menos de so deles sio conhecidos até hoje. Os numeros de
Salem encontrados aqui sio todos maiores que 2 e, portanto nio sio pequenos — eles tendem para

o valor de A\ conforme L aumenta?.

7.5.1 Um novo algoritmo para procurar por nimeros de Salem pequenos

Em conexio com a teoria dos polindmios de Salem, o autor desenvolveu alguns algoritmos
para se procurar numeros de Salem pequenos. Baseado em alguns teoremas da anilise, esses algorit-
mos permitem saber se um polindmio ¢ do tipo Salem ou nio antes mesmo de se calcular suas raizes.

A seguir apresentaremos uma breve descri¢ao do nosso algoritmo.

Para verificar se um dado polindmio é do tipo Salem precisamos, a priori, saber o numero de
raizes deste polindmio sobre o circulo complexo unitirio, U. Podemos considerar desde inicio um
polindmio auto-reciproco (de coeficientes inteiros) de grau n, de modo que ele serd do tipo Salem
se ele tiver n — 2 raizes sobre U e as outras duas raizes reciprocas forem positivas. Um computador
de mesa pode rapidamente calcular as raizes de um polinémio, contudo, quando se tem de testar
milhares de polindmios, esse tempo se torna muito grande e esta abordagem nio é mais vidvel —
temos por conseguinte de encontrar métodos que nos permitam saber o nimero de rafzes de um

polinémio sobre U sem que suas raizes sejam conhecidas.

O problema cldssico de se calcular o nimero de raizes reais de um polindmio apenas conhecendo-

se os seus coeficientes foi resolvido hd muito tempo por Sturm. O método de Sturm consiste no se-

*  Mencionemos ainda que o teorema mostrado mais acima, para o caso / = 1, fornece um modo de se testar se um

dado polinémio auto-reciproco com coeficientes inteiros é ou nio um polinémio de Salem. De fato, teremos um
polindmio de Salem sempre quando a condigio

n

1/ n
anl> 5 (25) Y lad

k=0
k#{1,n-1}

for satisfeita. Além disso, atribuindo a a,—; um valor suficientemente grande, um polindémio de Salem pode ser
sempre construido. Note, entretanto, que a condigao acima ¢ apenas suficiente, de modo que um polindmio de
Salem pode nio satisfazé-la. Com efeito, os polindmios de Salem que possuem nimeros de Salem pequenos conhe-
cidos até entio (vide [70, 71]) ndo satisfazem essa desigualdade.
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guinte: dado um polindémio p(z) de grau n, definimos a sequéncia de Sturm S(z) como o conjunto

ordenado
S(z) = {po(2) p1(2), p2(2)s .- Pu(2)} (7.45)

onde,

po(2)=pa),  pi2)=p2)  pi(z) = —tem(pj2(2).pj1(2)), 2<j<n
(7.46)
com p’(z) denotando a derivada formal de p(z) e rem (p(z), g(z)) o resto da divisio de p(z) por
q(z). Assim, o teorema de Sturm afirma que o nimero de raizes reais de um polindmio p(z) no

intervalo (a, b) ¢ igual 2°
var [S(a)] — var [S(b)], (7.47)

onde var [S(z)] significa o ntimero de varia¢oes de sinais na sequéncia S(z), ignorando zeros. A
prova desse teorema pode ser encontrada em [62]. Deste modo, temos como contar o numero de
raizes de um polindmio sobre a reta real. Para se contar o nimero de raizes de um polinémio so-
bre circulo complexo unitdrio U, podemos fazer uso de uma transformagio de Mébius z — u(z)
adequada (tal que as raizes de p(z) que estio sobre U sejam levados a pontos sobre a reta real R) e

depois se utilizar o teorema de Sturm. Por exemplo, podemos fazer uso da transformagio

(7.48)

e definir o polinémio

ale) = e+ (31). (749

Entretanto, podemos verificar que se p(z) for um polindmio auto-reciproco, entdo g(z) serd na
verdade um polindmio de grau n/2 na varidvel 72, i.e., as poténcias impares de ¢(z) se anulam. Isso

permite definir, de uma sé vez, o polindmio

(7-50)

r(z) = (\/E—l—i)np(\/z_i).

VZ+i

Consequentemente, p(z) serd do tipo Salem se r(z) tiver n/2 — 1 raizes reais. Uma vez que o grau
de r(z) ¢ ametade do grau de p(z), esta notével propriedade torna o algoritmo muito potente. Em
adi¢do, podemos fazer uso de outros teoremas simples que tornam o programa ainda mais rdpido.
Por exemplo, fazendo-se uso do teorema de Bolzano, podemos verificar se p(z) tem (a0 menos) uma
raiz no intervalo (1, 1.3), o que permite filtrar os polin6mios para se procurar apenas por niimeros

de Salem pequenos.

3 Darasimplificar a apresentagio, assumimos que p(z) ndo tem rafzes multiplas.
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Mais abaixo apresentamos um esbogo do algoritmo. Neste algoritmo, primeiro verificamos
pelo teorema de Bolzano se p(z) tem uma raiz no intervalo (1,1.3) a fim de procurar somente
polindmios de Salem com ntimeros de Salem pequenos. A seguir calculamos o polindémio r(z) e
usamos o teorema de Sturm para contar o nimero de raizes reais de 7(z). Se esse ntimero for igual
an/2—1,onden ¢ograude p(z), entio p(z) tem n — 2 raizes sobre o circulo complexo unitério e,
como p(z) é auto-reciproco, ele serd um polindmio de Salem e 0 programa retorna 1. Do contrério

p(z) ndo serd do tipo Salem e o programa retorna 0.

Algoritmo 1: E p(z) DO TIPO SALEM COM NUMERO DE SALEM PEQUENO?

Entrada:
Um polinémio auto-reciproco p(z) de grau n (par).
Saida:
1(se p(z) é do tipo Salem com nimero de Salem pequeno);
o (se p(z) nao é do tipo Salem com niimero de Salem pequeno).
1 inicio
i grau(p(z);
;3 se p(1)p(1.3) < Oentdo

»

v | r@) = (Vi)

5 se STURM(r(z)) = n/2 — 1 entio
| ]

7 senao

8 ‘ 0;

9 fim

10 S€Nao

1 0;

n fim

Note que o procedimento STURM pode ser substituido por outro procedimento qualquer
que conte o numero de rafzes reais de um polinémio. Por exemplo, algoritmos numéricos comu-
mente usados para isolar raizes de polindmios podem ser utilizados para esse fim. Em especial, algo-
ritmos baseados no antigo método das fragdes continuadas de Vicent, desenvolvidos recentemente
por Akritas, Strzebonski, Collins, Alesina, Galuzza e outros, parecem ser os mais répidos jéd desenvol-
vidos para esse fim [75]. Outros métodos de refinamento, levando em conta a teoria dos polindmios

auto-reciprocos e dos polindmios de Salem também podem ser empregados.

Por meio de uma versio pouco mais refinada do algoritmo acima, usando um computador

de mesa comum, conseguimos reproduzir todos os nimeros de Salem pequenos conhecidos até
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entdo, até o grau 44, nos casos em que os coeficientes dos polinémios podem assumir apenas os
valores {—2, -1, 0, 1, 2}. Esperamos em breve aumentar o nosso poder computacional e aperfeicoar

esses algoritmos para procurar por nimeros de Salem pequenos ainda nio conhecidos.

7.6  Distribuicao das raizes de Bethe — A hipoétese de strings

Uma vez que conhecemos a distribuicio das raizes ¢1 e ¢z dos polindmios Py, (z), podemos
através da transformagio conforme (7.2) encontrar a distribui¢io das raizes de Bethe 41 e 42. Uma
vez que temos sempre €2 = Wy /c1 para um dado a entre 1 e L, a transformacio (7.2) nos fornece

a seguinte relagio entre Ao e A1,

2ima

) =0 = (= 272). (o), (751

(para um dado a entre 1 e L), onde consideramos A1 e A2 como fungdes de 77.

Conforme foi comentado anteriormente, a transformagio conforme (7.2) tem um compor-
tamento diferente para 1 real ou imagindrio (Z.e., para A > 1 ou A < 1). De fato, vimos que
para 1 real, esta transformagio conforme mapeia o circulo complexo unitdrio U na reta vertical
x = —|n|/2, enquanto que para i imaginério ela mapeia U nas duas retas horizontais y = —|r|/2

ey =—|n+in|/2.

Deste modo, as raizes de Bethe estao quase todas distribuidas sobre essas retas (apenas as
raizes de P,(z) que ndo caem sobre U serio mapeada em pontos fora dessas retas). Esse modo pe-
culiar de distribui¢ao das raizes de Bethe ¢ o que d4 origem a chamada hipdrese de strings [38], que
¢ usualmente considerada no limite termodindmico (L > 1) das equagdes de Bethe para o caso
racional, no qual se tem A = 1. A hipdtese de strings estabelece que as raizes de Bethe se distri-
buem no plano complexo de modo a formarem grupos. Cada grupo, ou string, caracteriza-se por
um conjunto de rafzes de Bethe com a mesma parte real, enquanto que as partes imagindrias sio
igualmente espagadas. Uma string contendo 7 raizes de Bethe ¢ chamada de string de comprimento
n e assume-se que 7 seja menor ou igual a N. As raizes de Bethe de uma dada string de comprimento

n tém, portanto, a forma,
A =g qign, W= pen, (7.52)

onde € ¢ um nimero real que mede o espagamento entre duas raizes da string.

Podemos facilmente verificar, através da nossa abordagem, qual ¢ a relagio entre as rafzes
de P,(z) com a hipétese de strings*. Consideremos primeiramente o caso em que 7 ¢ imagindrio

(A < 1). Neste caso, para cada valor de a entre 1 e L, as duas raizes de P,(x) que nio estio sobre

*+  Note que para N = 2 56 podemos ter strings de comprimento1 e 2.
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U sio transformadas, por meio de (7.2), em duas raizes de Bethe com mesma parte real. Estas raizes
devem, devem, portanto, serem associadas a strings de comprimento 2. Por outro lado, as raizes dis-
tribuidas sobre U sio levadas por meio de (7.2) 4 rafzes de Bethe com diferentes partes reais (todas
estas raizes tém mesma parte imagindria), e devem ser associadas com strings de comprimento 1. J4
para o caso em que 77 ¢ real (A > 1) ocorre algo similar, contanto que se redefina a hipéStese de
strings, considerando uma string de comprimento n como um conjunto de raizes de Bethe carac-
terizadas por terem mesma parte imagindria. Assim, como no caso anterior, as raizes de P,(z) que
caem sobre U devem ser associadas com strings de comprimento 1 e as que nio caem, a strings de

comprimento 2.

Alertamos contudo que fora do limite termodinimico a hipdtese de strings nao ¢ correta e
vdrias excessoes a esta hipétese ja foram reportadas’ [39—42]. Por exemplo, para L nio muito grande
a parte imagindria das rafzes de Bethe nao estao uniformemente espagadas, como afirma a hipétese
de strings. Podemos com efeito mostrar que a parte imagindria das raizes de Bethe se tornam igual-
mente espagadas no limite termodinimico, ja que as raizes de um polindmio tendem a se condensar
préximo ao circulo complexo unitério, a medida que o grau do polindmio aumenta [76], o que atra-
vés da transformagio conforme (7.2) nos leva justamente 4 hipétese de strings. Além disso, as raizes
de Bethe provenientes das raizes de P,(z) que estdo fora do circulo complexo unitirio tendem a se

aproximarem da reta x = A no limite termodinimico, vide Figura (7.4).

Embora a hipétese de strings nio seja vélida fora do limite termodinimico, temos de men-
cionar que ela fornece uma boa aproximagio e, com efeito, ela tem sido utilizada como ponto de

partida de muitos estudos numéricos das equagdes de Bethe [34-37].

5 Uma vez que nio fizemos uso da hipétese de strings, a nossa abordagem est4 livre de tais excessoes.
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Figura 9 — As raizes de Bethe para L = 6. Na primeira figura temos A = 2/3 e as raizes de P,(x)
que caem em U sio mapeadas nasretas y = —|n|/2ey = —|p+in| /2. Na se-
gunda figura temos A = 3/2 e as raizes de P, (x) que caem em U sido mapeadas na reta
x = —|n| /2. Em qualquer caso, as raizes de P,(x) que estdo sobre U levam 2 strings
de comprimento 1, enquanto que os pares de rafzes conjugadas que nio estio em U nos
fornecem strings de comprimento 2.
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7.7 A completeza do Ansatz de Bethe para N = 2

Uma das questoes mais importantes da teoria do Ansatz de Bethe, e que ainda nio foi com-
pletamente respondida, é a questao de sua completeza. Dizemos que o Ansatz de Bethe é completo
se ela fornecer o numero correto de autoestados para a matriz de transferéncia (ou do hamiltoniano)
do modelo em questio — no caso, o modelo de seis vértices. Uma vez que os autoestados da matriz
de transferéncia dependem explicitamente das raizes de Bethe, a questao da completeza depende
de uma andlise dessas raizes. esperado que cada solugio das {41, ..., Ay} das equagdes de Bethe,
onde cada celeridade ¢ diferente das demais, gere um autoestado distinto da matriz de transferéncia.
Portanto, a completeza do Ansatz de Bethe pode ser demonstrada através de uma contagem das

solugdes das raizes de Bethe na qual as celeridades sao todas distintas.

A contagem do ntimero de solugdes admissiveis das equagdes de Bethe ¢ relativamente
simples na nossa abordagem e se resume basicamente a uma contagem das rafzes dos polindmios
de P,(z) que levam 2 solugdes com A2 # A1. Vamos primeiramente assumir que |A] # Aj e
|A| # Ag, de modo que as raizes de P,(z) sio simples, conforme mostramos nos teoremas 4 ¢ s.
Além disso, pelo teorema 8 vemos que as raizes de P, (z) sdo todas distintas para diferentes valores

deataisquel <a < L.

Portanto, para mostrar a completeza do Ansatz de Bethe para o setor de dois magnons,
temos apenas de contar o nimero de raizes distintas dos polindmios P, (z). Essa contagem, todavia,

¢ diferente de acordo com a paridade de L.

Consideremos primeiramente o caso em que L é impar. Neste caso, temos que os polind-

mios P,(z) se fatoram em
Py(z) = (x + wp)Qal2), (753)

onde 2b = a(mod L) e Q,4(z) é um outro polindmio auto-inversivo de grau L — 1. Contudo, as
solugdes X = —wy, nos fornece ca = c1 e portanto A3 = A1, de tal modo que devemos exclui-
las. Portanto, as solu¢des associadas ao setor N = 2 sio dadas pelas raizes de Q,(z), que totali-
zam L (L — 1) raizes que, pelos teoremas acima, sio todas simples e distintas. Metade dessas solu-
¢oes, contudo, estdo relacionadas por permutagdes de ¢1 e ¢2 e também devem ser descartadas, j4
que as equagdes de Bethe sio invariantes pela permutagio das celeridades. Em conclusio, obtemos

L (L — 1) /2 solugdes independentes.

Para L par (L = 2k) devemos proceder com maior cautela. Isso ¢ devido ao fato de neste

caso o sistema de equagdes
clL (14 c1ea —2Ac2) + (1 + c1c9 —2Ac1) = 0,
L
2

cy (1+crea —2Ac1) + (14 c1ea —2Ac2) = 0, (7.54)

admite solugdes singulares da forma {c1,co} = {0, —c0} ou {c1,c2} = {—00,0}, desde que o
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vinculo cfcé = 1 seja satisfeito. De fato, vimos que ao colocarmos ¢2 = w,/c1, onde w, é uma

das raizes da unidade de grau L, o sistema acima se torna equivalente a

P C1
Pa(c1) =0, e aC(L ) 0, (7.55)
1

onde introduzimos o polindmio auto-inversivo
Pu(2) = (wa + 1) 28 = 20w 2" 1 =287 + (w, +1),  1<a<L.  (756)

Assim, se colocarmos ¢; = 0, devemos ter ca = *00 e entio z = 0 deve ser uma raiz de P,(z).
No entanto, isso s6 ¢é possivel se w, = —1, ou seja, se L é par e a = k. Obtemos assim a solugio
{c1, c2} = {0, —oo}. Por outro lado, como esse sistema de equagdes ¢ invariante pela troca de ¢1 e
2, vemos que uma outra solugio admissivel ¢ {c1, c2} = {—00, 0}. Por fim, devemos mostrar que
essas solugdes singulares levam a solugdes finitas para A1 e Ao. Isso pode ser facilmente verificado
tomando-se os correspondentes limites das expressoes (7.2). De fato, obtemos respectivamente as

solugoes
A1 =0, Ay = -1, e A1 =-n, A2 =0, (7.57)

que de fato sio solugdes das equagdes de Bethe originais.

Consideremos agora o caso em que as solugdes sao finitas. As solugdes das equagoes de Bethe
polinomiais sdo nestes casos dadas pelas raizes de P,(z). Para L par e a = k, temos que P,(z) se

torna simplesmente

Pi(z) = 2Az(z2-1) = 0. (7.58)

A solugio z = 0 jd foi levada em conta na discussio acima. As outras solugdes correspondem as

raizes da unidade de grau L — 2,

2ni .
ZJ:exp(L_2J), 1S]SL_2, (759)

0 que por sua vez nos fornece as raizes de Bethe
M _ L (e o _ L (et g
77 = Iog( , A5’ = 2log o+ 1); 1<j<L-2 (7.60)

Notemos nestas solugdes que A3 = A somente quando j = (k —1)/2o0uj = 3(k —1)/2,
igualdades que s6 fazem sentido quando k ¢ impar. Assim, temos que para a = k existem 2(k —

1) 4 2 solugdes se k ¢ par, mas somente 2(k — 2) + 2 solugdes se k ¢ impar.

Por fim, considere agora os casos em que a # k. Aqui temos que (7.8) se fatoraem P, (z) =
(x2 — a)a) Q4(z), quando a é impar, mas nio se fatora quando a é par (Q,(z) sdo outros polino-

mios auto-inversivos de grau L — 2 cujas raizes sio todas simples e distintas). Para k par temos k — 1
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casos onde a é par e k casos onde a ¢ impar, o que nos fornece (k — 1)(2k) + (k)(2k — 2) solugdes.
Para k impar nés temos k — 1 casos onde a ¢ par e k — 1 casos onde a ¢ impar, o que nos fornece
(k)(2k)+ (k—1)(2k —2) solugdes. Portanto, levando em conta as solugdes provenientesde a = k,

obtemos, ao todo,

[(k=1)(2k)+ (k)(2k =2)] + [2(k=1)+ 2] = 2k(2k-1), se k ¢ par,
[(k)(2k) + (k—1)(2k —2)] + [2(k —2)+ 2] = 2k(2k-1), se k ¢ impar.

(7.61)

Lembrando ainda que metade das solugbes diferem apenas por uma permutagio de ¢ e ¢3, obte-
mos, em ambos os casos, exatamente k(2k — 1) = L(L — 1) /2 solugdes independentes.

Portanto, o nimero de solugdes independentes das equagdes de Bethe associadas ao setor
de dois médgnons, ¢ igual a (é) = L(L —1)/2, o que ¢ de fato o valor esperado de estados fisicos

para este setor em uma ldtice de L sitios.

7.71 A questdo da completeza para valores criticos de A

Consideremos agora os casos em que |A| assume os valores criticos mostrados em (7.36).

Isto ¢, quando |A| assume os valores,

1+ w,
2

L ‘14—(1)5,
L-21 2

ou [A]=AF

1= a¢ = | . (7.62)

neste caso, os polindmios P,(z) podem ter raizes multiplas, o que tem por efeito a aparic¢io de

solugdes com Ay = Aj.

Consideremos primeiro o caso em que |A| = A{. Para L par (L = 2k),ea # k podemos
verificar que Py (x) se fatoraem P, (z) = (1 + w,)(z — wp)?Ra(z) quando a é par, onde vemos
a apari¢io de uma raiz dupla igual a wp. Para L impar, L = 2k + 1, temos que P,(z) se fatora
quando a é pare a < k ou quando a ¢ impar e a > k. Nos outros casos P,(z) nio se fatora e nio
apresenta raizes duplas. Portanto, temos k — 1 casos de polindmios com raizes duplas quando L ¢é

par, k polindmios quando L é impar e k é par e k + 1 polindmios quando L e k sio impares.

Agora, se tivermos |A| = A§ entdo para L par (L = 2k) ea # k decorre que Py(z) se
fatora quando a é impar, em Py(z) = (x — wp)>Ra(z), mas no se fatora quando a é par. Para L
impar, (L = 2k + 1), temos que P,(z) se fatora quando a impar e a < k, ou quando a é pare
a > k.Nos outros casos P, (z) nio se fatora. Portanto, temos k polindmios que apresentam raizes

triplas quando L é par e k — 1 polindmios com raizes triplas se L ¢ impar.

A presenga de raizes multiplas no setor de dois mdgnons camufla a completeza. Rafzes mal-
tiplas implicam celeridades iguais, o que nos conduzem a solugdes nio pertencentes ao setor de dois

mégnons. Usando a linguagem das matriz de espalhamento, as solugdes das equagoes de Bethe com
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A # A7 descrevem estados associados ao espalhamento de duas particulas, ao passo que solugoes

A9 = A1 descrevem estados ligados.

E importante mencionar que esse fendmeno ocorre, por exemplo, para o caso em que A =
1, de modo que a completeza do Ansatz de Bethe para o modelo de seis vértices racional deve ser

melhor analisada.
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CAPITULO 8

SOLUCOES DAS EQUACOES DE BETHE PARA OS
ESTADOS DE TRES MAGNONS

Neste capitulo consideraremos as equagdes de Bethe para o setor de trés mégnons, isto &,
N = 3. Neste caso as equagdes de Bethe polinomiais se tornam muito complicadas, e ainda nio foi
possivel encontrar todas as soluges em termos das raizes de um polinémio em uma varidvel, como
foi feito no caso N = 2. No entanto, conseguimos fazer isto para quando cicac3 = +1, isto é, para

quando w ¢ real.

Seguindo o método apresentado nos capitulos anteriores, comecemos com as equagoes de
Bethe do Ansatz algébrico. Para N = 3 temos um sistema de trés equagdes nio-lineares acopladas

para as incégnitas A1, A2 e A3, a saber,

sinh (11 +7)\* _sinh (A1 — A2 +n)sinh (11 — A3 + 1)
sinh 11 ~ sinh (/11 — A9 — 7]) sinh (/11 — A3 — 7]) ’
sinh (12 +177)\* _sinh (A2 — Ay +n)sinh (12 — A3 + 1)
sinh A9 ~ sinh (/12 - A1 - 77) sinh (/12 — A3 — 7]) ’
sinh (13 +7)\" sinh (43 — A1 + 1) sinh (13 — A2 + 1) (8.0)
- - 7 — . I
sinh A3 sinh (43 — A1 — 1) sinh (13 — 12 — )
Multiplicando-se lado-a-lado essas equagdes obtemos
sinh (A1 + 1) sinh (12 + 77) sinh (13 + 77) | *
, , , =1, (8:2)
sinh A4 sinh A9 sinh A3
0 que nos permite escrever
sinh (/11 + )7) sinh (/12 + T]) sinh (/13 + T])
—_— =1 — =0y — =03 (8.3)
sinh A1 sinh A9 sinh A3
Por consisténcia, devemos ter também,
clLCQLc?f =1, ou, C1C2C3 = Wy, (8.4)



onde

Wq = exp (21'7?%), 1<a<lL. (8.s)
As equagoes (8.3) podem ser facilmente resolvidas para A1, A2 e A3 em termos de c1, ¢2 € ¢3:
sinh 1 e’ —c
A1 = tanh | ——— | = =log | —— |,
! aretan c1 — coshn 9 %% et — ¢y
sinhn 1 e T —cy
/l - h _— et —l _,
2 arcean co — coshn 9 %% et — ¢y
sinhn 1 e —c3
Az = tanh [ ——— | = =log| ——|, 8.6
3 arctan c3 — coshn 9 %8\ e - c3 (8.6)

onde, relembremos, as fungdes complexas arctanh e log sio multivaloradas, cada ramo diferindo por
multiplos de i7r. Substituindo as expressoes de A1, A2 e A3 novamente em (8.1) obtemos as equagdes

que devem ser satisfeitas por ¢y, ¢2 € €3,

clL (14 creo —2Ac2) (1 + c1e3 — 2Ac¢3) — (1 + c1c2 = 2Ac1) (1 4 c1e3 = 2Ac1) = 0,
cé‘ (14 cac1 —2Ac1) (1 + cacg — 2Ac¢3) — (1 + cac1 — 2Ac¢2) (14 cac3 — 2Ac2) = 0,
C?l; (1 + c3c1 — 2A01) (1 + c3¢c9 — QACQ) - (1 + c3c1 — 2AC3) (1 + c3c9 — 2AC3) = 0.

(8.7)

Passaremos agora a resolver esse sistema de equagdes. Comecemos por considerar solugoes
tais que c1cac3 = € = 1, isto ¢, solugdes nas quais w ¢ real. Coloquemos, portanto,
e

c3 = —. (8.8)
coC

Com isso, o sistema(8.7) se fatora em

(c1—¢€) f(c1,c2) =0, (ca—¢€) fca,c1) =0, (cica—1)g(c1,c2) =0.  (8.9)

onde f(c1, c2) and g(c1, ¢2) sio duas expressdes complicadas em ¢; e ¢g. Para resolver o sistema
acima coloquemos ¢z = 1/c1, o que implica que c3 = 1. Entdo podemos verificar que o sistema

acima ser4 satisfeito sempre que ¢ satisfazer a seguinte equagao polinomial,
P.(z) = zf“—(SSA — 1) zE4eA (2eA 1) ZF 1A (28A - 1) 22+(3eA - 1) z—£. (8.10)

Os polindmios P, (z) sdo auto-inversivos. Podemos verificar que as raizes de P, (x) podem estar to-
das no circulo complexo de raio 1, ou entdo duas ou quatro delas podem estar fora desse circulo a
depender do valor de A considerado. Essa andlise pode ser feita através de teoremas sobre polind-
mios auto-inversivos, da mesma forma como foi feita no caso N = 2, contudo a andlise aqui ¢
mais complicada porque agora os valores criticos de A envolvem o valor absoluto de certas fun-
¢oes complicadas dos coeficientes de P,(x). No entanto, podemos verificar este comportamento

numericamente.
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Para os casos em que w nio é real as solugdes pertencentes ao setor de 3 mignons sio muito
mais dificeis de serem obtidas analiticamente. Acreditamos que uma andlise mais fisica das equagdes
de Bethe, em conjunto com as ferramentas da geometria algébrica e da dlgebra comutativa (como
por exemplo a teoria das bases de Grébner) possa nos ajudar a encontrar tais solugdes. No momento
estamos trabalhando exatamente neste ponto. Verificamos entretanto, por métodos numeéricos, que
tais solugdes existem e o nimero de solugdes com todas as celeridades distintas é de fato o esperado
isto ¢, igual a (é) = %L(L — 1)(L — 2), exceto para os valores criticos de A. Isto significa que para

N = 3 o Ansatz de Bethe é de modo geral completo.

Existem, ¢ claro, solugoes com celeridades iguais, que talvez sejam interessantes em matemsi-
tica pura. De fato, podemos verificar diretamente que ¢1 = ¢2 = ¢3 = w, ¢ solugio para qualquer
valor de a entre 1 e L. Solugbes com duas celeridades iguais podem ser obtidas colocando-se, por

exemplo, ¢y = ¢ e ¢3 = w,/c2. Com o que o sistema (8.7) se torna equivalente a
p 3 1 q 7 q

(cf = 2A¢1 +1) Qu(c1) =0, (8.11)

onde Q4(z) sio os polindmios
04(2) = w2t 2w, A 42N - - wy, Wy = 27T, 1<a<L. (812)
Mais uma vez, se impormos c% — 2Ac1 + 1 = 0 obtemos solugdes singulares. De outro modo,

devemos ter Q4(c1) = 0, o que implica solugdes finitas. Os polindmios também Q,(z) sdo auto-
inversivos e, para a = L e A suficientemente grande eles sio de fato polindmios de Salem. Os
numeros de Salem associados 20 polindmio Qy (z) sdo tais que tendem para a razio durea a medida

que L tende ao infinito.
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CAPITULO 9

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Nesta tese, as equagdes de Bethe do modelo de seis vértices foram estudadas de forma anali-
tica, em contraste com as abordagens numéricas usualmente empregadas para se resolver essas equa-
¢oes. Mostramos que as equagoes de Bethe do Ansatz algébrico estio relacionadas com as equagoes
de Bethe do Ansatz de coordenadas por uma transformagio conforme e que, de fato, elas podem
ser colocadas em uma forma polinomial. O estudo deste sistema de equagdes polinomiais para os
setores de um e dois mégnons foram completamente resolvidas (e foram parcialmente resolvidas

para o setor de trés mdgnons).

Para o setor de dois mdgnons as equagdes de Bethe em sua forma polinomial puderam ser
desacopladas e as suas solugdes escritas em termos das raizes de certos polindmios auto-inversivos
P,(z). A partir da teoria dos polindmios auto-inversivos e, em especial, através de teoremas prova-
dos pelo autor sobre a distribui¢do das raizes desses polindmios no plano complexo, fizemos uma
andlise minuciosa da distribui¢io das raizes de Bethe, o que permitiu provar que o Ansatz de Bethe
para N = 2 é completo, exceto para alguns valores criticos do pardmetro de anisotropia A, onde
a presenca de raizes multiplas de P,(z) reduzem o nimero de solugoes das equagoes de Bethe com
todas as celeridades distintas. Mostramos também como a hipétese de strings pode ser relacionada
a nossa abordagem. Com efeito, as raizes de P,(z) que se localizam no circulo complexo unitério
U podem ser identificadas as chamadas strings de comprimento 1, enquanto que as raizes duais de

P,(z) que nio estio sobre U podem ser identificadas com strings de comprimento 2.

Através dos polindmios P,(z) encontramos uma conexio entre as equagdes de Bethe e os
polinémios de Salem, os quais sio estudados em teoria algébrica de nimeros e nio foram encontra-
dos em muitas dreas da fisica até entdo. O estudo do autor sobre a teoria dos polindmios permitiu a
elaboragio de um algoritmo novo para se procurar por numeros de Salem pequenos e deste modo

conseguimos, utilizando um computador de mesa comum, reproduzir todos os nimeros de Salem



conhecidos atualmente para polindmios de grau menor ou igual a 44 e cujos coeficientes assumem
os valores no conjunto {-2, -1, 0, 1, 2}. Esperamos em breve aumentar o nosso poder computaci-

onal para procurar por ndmeros de Salem pequenos ainda nio conhecidos.

Acreditamos que o trabalho desenvolvido aqui possa ser estendido para os setores de N
mégnons, embora esta tarefa nio seja simples. Esperamos que um melhor entendimento da teoria
da integrabilidade e um conhecimento mais profundo de geometria algébrica e dlgebra comutativa
(temas de enorme interesse na matemdtica atual) possam fornecer, senio a solugio completa do
problema, a0 menos vérias propriedades inerentes as equagoes de Bethe e suas solugdes. Além disso,
acreditamos que a técnica aqui elaborada ¢ geral o suficiente para ser aplicada a outros modelos de

vértices, como o modelo de oito vértices, bem como os modelos que possuem fronteiras.
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APENDICE A

SOLUGOES EXPLICITAS DAS EQUAGOES DE BETHE
PARAN =2EN =3

Neste apéndice apresentaremos solugdes explicitas das equagdes de Bethe dos setores de dois
e trés magnons para pequenos valores de L. Para grandes valores de L, parece nio ser possivel expres-
sar as solugdes em termos de radicais, exceto em alguns casos particulares que ji foram discutidos

ou para alguns valores especiais de A.

Destacamos nestas solugdes a presenga de solugdes singulares e solugdes com dimensio de

Hilbert ndo nula, que sio caracteristicas das equagdes de Bethe para L < 2N.

A1 Solucdes explicitas das equacoes de Bethe para N = 2

A1 Solugdes explicitas para L = 1

Para L = 1 claramente devemos ter w = 1. Neste caso, a equagio (7.8) se fatora em
(c1+1)(A=1)=0. (A1)

Esta equagdo ¢ identicamente satisfeita se A = 1, o que sé pode acontecer no limite racional da
equagdes de Bethe. Para A # 1 devemos ter ¢y = —1, mas isso nos leva a uma solugio em que

A1 = A9, asaber,

1 e+ 1
— Ay =<1 . A.
= 20g(6”+1) 42)

Portanto, chegamos a conclusio de que ndo hé solugdes pertencentes ao setor de dois magnons para

L =1, o que de fato ji era esperado.



A2 Solugodes explicitas para L = 2

No caso em que L = 2 podemos ter a = 1 oua = 2, ou seja, temos de considerar os casos

emquew =-lew = 1.

Para a primeira possibilidade podemos verificar de imediato que a equagio Pi(c1) = 0¢
identicamente satisfeita. Neste caso, temos que ¢ = —1/¢; e nenhuma restri¢io precisa ser imposta
a c1. Isso significa que temos aqui uma solugio com dimensio de Hilbert igual a um, ou seja, uma
solugio com um parimetro livre: uma curva que satisfaz as equagdes de Bethe. As raizes de Bethe

neste caso sio dadas por

1 em—qc 1 elcr +1
A1 = =1 _ Ao = =] _ A.
1 2og( ), e 2 ZOg(eWc1+1)’ (A.3)

com c¢1 qualquer ndmero complexo.

J4 para a segunda possibilidade, temos que P2(c1) = 0 se reduz 2 equagio
2 —2Ac; +1=0, (A.4)

cujas solugdes sio

cp=¢e, e cp=¢e ", (Ass)

onde devemos lembrar que A = cosh 7. Estas solugdes, entretanto, fornecem um valor infinito

para A1 e A2, de modo que tais solugdes sio chamadas de singulares.

Portanto, chegamos a conclusio de que, para N = 2e L = 2 temos apenas solugdes
singulares ou solugdes com dimensio de Hilbert igual a 1.
A.13  Solugdes explicitas para L = 3
Neste caso w pode assumir trés valores, a saber,
L1y i =1 (A.6)
w1 = 5 5 y w9y = 5 5 € w3 = 1. .
Para o caso mais simples no qual w = 1, a equagio (7.8) se torna
(c1+1) [¢f = (A+1)er +1] =0, (A7)

e, portanto, devemos ter ¢c; = —1 ou c% — (A+1)c1 +1 = 0. A primeira possibilidade nos
leva a uma solugio com A1 = A2, que nio pertence ao setor de dois magnons. Portanto, devemos

considerar a segunda possibilidade apenas, o que nos fornece
(A+1)  [(A+1)?

= + -1, A8
“l 2 1 (A8)
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Pelas equagdes (77.2) obtemos entio,

" 1l (€™ + 3) + Ve + 6e + 1
= _ L ,
270\ (3en + 1) £ Ve 1 el + 1

A = - (A.9)
Jéd para quando w # 1, temos que (7.8) se fatora em
(c1 +w") [wc% +(2A-1)c1 + w*] =0, (A.10)

onde w* denota o complexo-conjugado de w. Mais uma vez, a primeira opgio ¢; = —w™ noslevaa
uma solugio em que A1 = Ag. Portanto, devemos ter
2
(2A-1) (@2A-1)"-4

_ . A
‘1 2w 2w ’ (A.xi)

o que nos conduz as solugdes

. 1 (677—62’7—2(1)—1)i\/<€2n+677+1) (21 —3em + 1)
A = Elog

(e — €21 — 2we?1 — 1) + /(€21 + e + 1) (21 —3e" + 1) |
A5 = =7 -n. (A.r2)

Aqui devemos lembrar que a fungio log ¢ multivalorada, de modo que podemos ter solugdes que

diferem destas apresentadas acima por multiplos de ixr.

A.2  Solucoes explicitas das equacoes de Bethe para N = 3.

A.2.1  Solugodes explicitas para L = 1

Para L = 1 devemos ter w = 1. Com isso, as equagdes (8.7) se simplificam para

(2A+1) (1 -1) [0103 +crea +c2+1=2Ac2 (1 - 1)] = 0
(2A +1) (c2 = 1) [eac] + cocr + e1 +1-2Ac1 (2 - 1)] = 0,
(2A+ 1) (cica=1)[2A(c1ca + 1) —crea—c1—ca—1] = 0. (A.13)

Note que para A = —1/2 esse sistema ¢ identicamente satisfeito (temos uma solugio com dimen-
sio de Hilbert igual a 2!). Para A # —1/2, entretanto, ndo temos nenhuma solugio com todas
as celeridades distintas. Por exemplo, se resolvermos a terceira equagio escolhendo ¢ = 1/cy, as
outras duas equagdes se degeneram em (2A + 1) (A — 1) (c% - 1) = (. Assim, obtemos uma so-
lu¢io com dimensio de hilbertigual a1se A = 1 e as solugdes ¢; = +1 para qualquer outro valor

de A (diferente de 1 e 1/2). No entanto, estes valores para c1 nos conduzem s solugdes

N . 1 e T¥1 . 1 e’m-1
/1{:/l§:§log(e+n¢1), /l?_’:ﬁlog(e“l—l). (A.14)
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Podemos verificar que essas s3o as unicas solugdes deste sistema. Portanto, podemos concluir que
nio hé solug¢des cujas celeridades sejam todas distintas para L = 1, exceto para A = —1/2 ou

A = 1 onde temos solugdes com dimensio de hilbert maior que zero.

A.2.2  Solucgodes explicitas para L = 2

Para L = 2podemosterw = 1 ouw = —1.Em qualquer caso, as equagdes (8.7) se fatoram

em
(c1 —€&)F(c1,¢2) =0, (ca—¢)F(c1,c2) =0, (cica—1)F(c1,c2) =0, (A.xs)

onde &€ = +1 ea funcio F(cy, c2) é dada por
F(c1, ) = c%cg + 8C%C2 + 8016’% -2 (2A2 - 2Ae + 1) cico +eci +eco+ 1. (Aa6)

Neste caso acontece que o sistema de equacdes (8.7) ficaidenticamente satisfeito quando F(c1, ¢2) =
0, ou seja temos neste caso novamente uma solugio com dimensio de Hilbert igual a 1. No entanto,
se impormos que F(c1, c2) # 0, entdo devemos ter, de forma mais geral, c2 = 1/c1. Com isso o

sistema (8.7) se torna equivalente 2 equagio
(c1—¢€) [c% - 2¢e (A2 +eA - 1) c1+ 1] =0, (A7)

cujas solugc')es sdo c1 = &, 0u

c1=¢ (A% +eA - 1) i\/s (A2 + A —1)* - 1. (A.18)

A primeira possibilidade nos fornece uma solugio onde todas as celeridades sio iguais,

1 e"F1
/11:/12:/13:510g(e+n$1), (AI9)
enquanto que a outra nos fornece as solugées
. 1 -(62]7 + 2ee’ — l) + /(€21 + 1) (€2 + dee + 1)
A7 = =lo ,
! 2% (€21 — 2ge — 1) + /(e + 1) (€21 + 4eel + 1)
A = =4,
1 e —¢
+ — -
A3 = 5 log - 8) (A.20)
A.2.3 Solugdes explicitas para L = 3
Neste caso temos trés valores possiveis para w, a saber,
1 V=3 1 V=3
w1 = —5 =+ T, w9 = —5 + T, (& w3 = 1. (A.ZI)
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Paraa = 3, isto é, w = 1, temos que o sistema (8.7) se simplifica para
(c1—1) f(c1,c2) =0, (c2-1) f(ca,c1) =0, (creca—1)g(c1,c2) =0. (A22)

onde

fle,c2) = (1-2A) (c%cg + 2C%C2 + 2c109 + cl)

+ el +ejer+ct +oreld fea+ 1, (A.23)

g(ci,c2) = (1-2A) (2c%c§ + ceg + clcg)
+ e + el +4cfes + o e+ L (A.24)

Como antes, a partir da terceira equagio em (A.22), coloquemos ¢ = 1/c;. Com isso

(A.22) se torna equivalente a equagio
(cf=1)[ef-BA-1)er+1] =0. (A.2s)

Se ¢1 = £1 somos levados 2 mesma solugio que nio pertence ao setor de trés mignons. No outro
caso, temos

- A-1)
Ccl1 = 3A2 1 + % - 1, (AZG)

o que fornece

L1, |G+ E3e + Fen +1
/11 — §Iog ’
_ (eﬂ+3)i3\/ezn+§—en+1
A = -m-ay
1 e -1
A3 = 5log e’l—l)' (A.27)

A dltima possibilidade que temos estd em resolver o sistema de equagoes reduzido

fler,c2) =0, fea,c1) =0, g(c1,c2) = 0. (A.28)

As tnicas solugdes desse sistema, entretanto, sio tais que ¢1 = €2 = €3 = W, de modo que todas

as celeridades sio iguais.

A menos de permutagdes das celeridades, podemos verificar que nio hd outras solugdes
para a = 3. Falta agora considerar os casos em que @ = 1 oua = 2, ou seja, quando w nio € real.
Neste caso entretanto podemos verificar que nao hd solugoes com todas as celeridades distintas, de

modo quc as Gnicas solug(')es pertencentes ao setor de trés mégnons s20 as apresentadas acima.

97



A.2.4 Solugdes explicitas para L = 4
Aquipodemostera = {1, 2, 3,4}, ouseja, w pode assumir os valores no conjunto {1, =1, i,

Quando w éreal, temos que ¢3 = &/ (c1¢2), onde & = +1. Neste caso segue que o sistema
(8.7) se simplifica para
(c% - 2Act + 1) (c1—¢) fer,e2) = 0,
(c% - 2Acy + 1) (ca—¢€) f(c1,¢c2) = 0,

(c%c% - 2Aci09 + 1) (cica = 1) fc1,c2) = 0, (A.29)
onde
flenca) = (crea+1)* + &[(crea + 1) (1 + c2) = 2Ac12] (A30)
O primeiro fator que multiplica esse sistema de equagdes nos fornece um conjunto de solugoes
singulares:
c =é, co =é, c3 = ge 2,
cp=¢e", cg=e, c3 = ge™,
c = e, co =e N, c3 = &,
cp=¢e, co = €', c3 = €. (A.31)

Por outro lado, se fizermos f(c1, c2) = 0 entdo vemos que o sistema (A.29) fica identica-
mente satisfeito. Portanto temos novamente aqui uma solugio com dimensio de Hilbert igual a

I.

As outras solugdes desse sistema podem ser obtidas colocando ¢ = 1/c¢;. Com isso o

sistema (A.29) se reduz a equagio
(c% —2Acy + 1) (c1—¢) [c% —(eA=2)c1 + 1] = 0. (A.32)

O primeiro fator fornece as mesmas solugdes singulares apresentadas acima. O segundo fator tam-
bém nos fornece solugdes em que duas das celeridades sio idénticas. Assim, as inicas solugdes per-

tencentes ao setor de trés mdgnons sio obtidas pelo terceiro fator desta equagio, cuja solugdes sio,

(2-€A) (2 - eA)?

f =g % b (A.33)
o que fornece,

Iy 1 | - (e2’7 —4ge'l — 3) +4/(e21 + 1) (€21 — 8gel + 1)

£ — 2l ’

! 28 (=321 — 4geh + 1) £ +/(e21 + 1) (e21 — 8ge + 1)
A = -n-45,

. 1 el—¢g
/l?_) = 5 IOg ol — & ) . (A34)
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Essas s3o as tnicas solugdes para w real.

Por fim, quando w nio ¢é real, isto ¢, quando w = +i, podemos verificar queque as Gnicas

solugdes com todas celeridades distintas sio também singulares, a saber
cp = é, co=¢e ', 3 = =i, (A.35)

ou permutagdes destas.
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