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Resumo

Nesse trabalho, estudamos a existéncia de solugoes fracas para quatro pro-
blemas elipticos nao lineares envolvendo equagoes do tipo Kirchhoff. Esses problemas
apresentam em comum a presen¢a de uma fungdo M : RT U {0} — R, conhecida
como funcao do tipo Kirchhoff. O primeiro problema estudado trata de uma equagao do
tipo Kirchhoff envolvendo expoentes subcriticos, enquanto o segundo problema trata da
mesma equacao envolvendo o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. No terceiro
problema, estudamos um sistema de equacoes do tipo Kirchhoff envolvendo expoentes
criticos de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. O tltimo problema estudado envolve um operador
do tipo Kirchhoff e uma condi¢ao de fronteira nao-linear.

Devido ao operador do tipo Kirchhoff nas equacoes, esses problemas sao
ditos nao-locais. As dificuldades matematicas encontradas nesse fendémeno é o que torna
o estudo dessa classe de problemas particularmente interessante.

Em nossos estudos utilizamos métodos variacionais classicos, como o Teo-

rema do Passo da Montanha e a teoria de género de Krasnoseslkii.



Abstract

In this work we study the existence of weak solutions for four nonlinear ellip-
tic problems of Kirchhoff type. These problems have in common the presence of a function
M : RTU{0} — R", known as Kirchhoff-type function. The first problem deals with a
Kirchhoff type equation involving subcritical exponents while the second problem deals
with the same equation but with a critical Caffarelli-Kohn-Nirenberg exponent. In the
third problem, we study a system of Kirchhoff type equations involving critical Caffarelli-
Kohn-Nirenberg exponents. The latter problem involves a Kirchhoff type operator and a
nonlinear boundary condition.

Due to the presence of the Kirchhoff type operator in the equations, these
problems are called nonlocal problems. This phenomenon causes some mathematical
difficulties, which makes the study of such a class of problem, particularly interesting.

In our studies we used classical variational methods such as The Mountain

Pass Theorem and the Krasnoseslkii genus theory.
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Introducao

Nesse trabalho, estudamos a existéncia de solugoes nao triviais para pro-
blemas elipticos nao lineares envolvendo equagoes do tipo Kirchhoff. Esses problemas
apresentam em comum a presenca de uma fungdo M : RT U {0} — R™, conhecida como
funcao do tipo Kirchhoff. Especificamente, abordamos em nosso trabalho quatro tipos

diferentes de problemas do tipo Kirchhoff. O primeiro problema estudado foi o seguinte:

Lw) = N[ f(z,u) + || [ul"?u, em Q,
u = 0, em Of),

(1)

em que
L(u) == — {M </ |z| 7P| Vul? dx >] div (|z|~|Vul'*Vu) ,
Q

Q0 c RY é um dominio suave e limitado com 0 € Q, N > 3,1 < p < N, a < %,

p < q < p*, em que p* = Nji Zp é o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, com

d=1+a-bea<b<a+l, f<(a+1l)g+N(1—1) e f: QxR R satisfaz certas
hipoteses. O segundo problema estudado, descrito a seguir, é, de certa forma, semelhante

ao problema (1), mas envolve o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg:

L(u) = Naz|™f(z,u) + [z [u[”"u, em Q,
u = 0, em Of).

(2)

Ja no terceiro problema, estudamos um sistema de equacoes do tipo Kir-



chhoff, envolvendo expoentes criticos de Caffarelli-Kohn-Nirenberg:

L) = Mol Fu@,u,v) + alal Plul2ulu]’,  em 0,
(V) = Aa|"Fy(z,u,0) + vl Plul*fo]?v,  em @, (3)
u=v = 0, em 02,

em que

Ly(u) = — [M1 ( / |x|alp|w|pdxﬂ div (2] [V 2V)

L,(v) =— |:M2 (/Q |x\_“2q|Vv|qu)} div (Jz|~*9|Vo|T*Vv)

Q c RY ¢ um dominio suave e limitado, com 0 € Q, N >3, 1 <p < N, 1 < q < N,

Np . Nq .
— € = ——— X Sa0 OS
N—dp ¥~ N-dyg

expoentes criticos de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, com d; = 1+ a; — b;, a; < b; < a; + 1,

a1<¥,a2<¥,c€R,%—Fl*:l,emquep*:
p q
i =1,2e [ =bp" = bog*. F: Q2 xR xR — R é uma fungdo mensurével em €2 e
continuamente diferenciavel em R x R e F,, é sua derivada parcial com respeito a w.
My, My : RT U {0} — R* sao fungoes do tipo Kirchhoff.
O dltimo problema estudado foi um problema envolvendo um operador do

tipo Kirchhoff e uma condigao de fronteira nao-linear:
L(u) = f(z,u)em Q,

|Vu]p_22—z = g(z,u) em 09,

Llu) = — {M ( /Q Vulrdz + /Q c(x)|u|pdx)] - [div (VP2 Va) + e(a)|uP %],

Q c RY, N > 2, ¢ um dominio limitado, com fronteira 9 de classe C%!, g—z =n-V
¢ a derivada normal (unitaria) exterior a 02, p > 1, ¢ € L>(Q2) e f, g satisfazem certas
hipoteses.

Devido & presenga do termo M ( [, |z|~*|Vu|P dz) nos problemas (1) e (2)
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e seus correspondentes nos problemas (3) e (4), que s@o os unicos termos das equagoes
acima que nao estao aplicados em algum ponto de €2, esses problemas sao ditos nao-locais.
As dificuldades matemaéticas encontradas nesse fenémeno é o que torna o estudo dessa
classe de problemas particularmente interessante. Além do mais, essa classe de problemas
tem uma motivacao fisica. De fato, os problemas acima foram motivados pela versao

estacionaria da equacao de Kirchhoff

Ut —M( |Vu|2dx) Au = g(z,u) em Qx(0,7),
Q
u = 0 em 002 x(0,7), (5)
u(z,0) = wp(z), uz,0)=u(zx),
em que M(s) = a+bs, a,b > 0. Esta equac@o é uma versao mais geral do modelo proposto
por Kirchhoff [38]:
2 0%u
dx) = 0. (6)

da?

ou

Pu_ (R B ["ou
p ox

a2 \ 7 oL

A equacdo (6) é uma extensdo da equagao classica da corda vibrante, proposta por
d’Alembert, pois descreve a vibragao de uma corda elastica levando-se em consideragao a
mudanga no comprimento da mesma durante o movimento. Os parametros na equagao (6)
tém os seguintes significados: L é o comprimento da corda, h é a area da sec¢ao transver-
sal da corda, F ¢ o m6dulo de Young do material do qual a corda é feita, p é a densidade
de massa e Py é a tensao inicial. Quando uma corda elastica com extremidades fixas é
submetida a vibragoes transversais, seu comprimento varia de acordo com o tempo, o que
acarreta mudancas na tensao da corda. Isto motivou Kirchhoff a propor uma correcao
nao-linear a equagao classica de d’Alembert.

Os primeiros estudos envolvendo equagoes do tipo Kirchhoff dizem respeito
a Bernstein |7] e Pohozaev [50|. Entretanto, o problema (5) s6 veio receber grande aten-
¢ao apos o trabalho de J-L. Lions [42]. Nesse trabalho, pela primeira vez foram utilizados
argumentos de analise funcional nao-linear para atacar problemas nao-locais do tipo Kir-
chhoff. Apés isso, o estudo de problemas nao-locais do tipo (5) cresceu exponencialmente.

Alguns resultados interessantes podem ser encontrados, por exemplo em [1], [5], [17], [18],
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[21], [35], [44], [45], [49] e nas referéncias neles encontradas.
O problema (1) coma =b =9 =0 e p = 2, foi estudado por muitos autores
nos ultimos anos. Citamos aqui um dos primeiros trabalhos nesse sentido, devido a Alves,

Corréa e Ma [1]. Eles estudaram a existéncia de uma solugao positiva para o problema

—-M (/ |Vu|2dx> Au = f(z,u) em Q,
Q
u = 0 em Of),

(7)

com M (t) > mg > 0, para todo t > 0, e f com crescimento subcritico. Em [49], Perera e
Zhang estudaram o problema (7) quando M = a + bt, a,b > 0e N = 1,2 e 3. Utilizando
a teoria de indice de Yang eles obtiveram uma solugao nao trivial para o problema. He e

Zou [35] estudaram a existéncia de multiplas solugoes para o problema

- (a + b/ |Vu|2da:> Au = Af(z,u) em £,
Q
u = 0 em O,

(8)

com A um parametro positivo e f satisfazendo hipoéteses mais gerais que no trabalho de
Perera e Zhang [49].

Figueiredo e dos Santos Junior [28| estudaram o problema

—-M (/|Vu\2da:> Au = Af(z,u)+ |ul?u em Q,
Q

u = 0 em Of),

(9)

com N = 1,2 e 3, f(z,u) = |u/"?u, 1 <r <2< ¢ < 2" \um pardmetro positivo
e M > mg > 0 satisfazendo determinadas hipoteses. Utilizando a teoria de género de
Krasnoselskii eles obtiveram um resultado de multiplas solugbes para o problema (9).

t
Figueiredo [26] estudou o problema (9) para N > 3 e f satisfazendo tlim f(z, )

—St+oo a1

=0,
2 < q < 2. Através de um truncamento na funcao M e utilizando o Teorema do Passo

da Montanha ele obteve uma soluc¢do positiva para o problema (9).

Para o caso envolvendo o operador p-Laplaciano, citamos, entre outros, os
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trabalhos de Corréa e Figueiredo [18] e Chung e Toan [15]. Em [18], utilizando a teoria

de género de Krasnoselskii, os autores provaram a existéncia de miltiplas solugoes para o

p—1
—[M (/ ]Vu]%lx)} Apu = f(x,u) em €,
Q
u = 0 em Of),

problema

(10)

em que f é uma fungdo fmpar com crescimento subcritico. Ja em [15], Chung e Toan

estudaram um problema com peso

L(u) = [x|7 @ P f(z,u), em Q,

u = 0, em 0f),

(11)

com mit* ™t < M(t) < mot2?™l 1 < a; < ay e ]\//T(t) = fot M(s)ds > M(t)t, para
t > 0, e f com crescimento subcritico. Utilizando o Teorema de Fountain eles provaram
a existéncia de uma sequéncia de solugoes para o problema (11).

Sistemas de equagoes de Kirchhoff foram tratados, por exemplo, em [13],

[14], [19], [27] e [45]. Em [13]|, Cheng, Wu e Liu estudaram o problema

— [M1 (fQ |Vu|pdx)}p71 Apu = AF,(z,u,v), em €,
— [My ([ |V0]9d2)] " Ay = AFy(2,u,v), em Q, (12)
u=v = 0, em 02,

com Q@ CRY N >1,pqg>N,0<my < M(t) <my,Vt >0i=1,2¢eF com
crescimento subcritico. Utilizando o Teorema de Trés Pontos Criticos de Ricceri, eles
mostraram a existéncia de ao menos trés solugdes fracas para o problema. Em [27],

Figueiredo estudou o problema

—M, (fQ \Vul*dz, fg |VU|2d$) Au = AQ,(u,v) + 5= H,(u,v), em
—M, (fQ |Vul*dz, [, |Vv|2dx) Av = MQ,(u,v) + £ H,(u,v), em Q, (13)
u=v = 0, em 02,

com QCRN, N=1,2e3eM,Q,H : Rt xRt = R* funcoes de classe C*, satisfazendo
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My(t,s) > mg e My(t,s) > my, para todo (t,s) € Rt x RT; M — a, quando t — 400

e M — b, quando s — 4o0; LM(t?,s%) — %(Mt(t2,32)t2—|—M5(t2,32)s2) > 0, para
todo t,s > 0, para 2(1 — d(c)) + 4d(c) < ¢ < 2*, em que ¢ = max{a,b} e J(c) = 1, se
c>0ed(c)=0,sec=0;e 5= [%M(t2,52) — o (M(82, )82 + M(t%, 32)52)] — 400,
quando t — 400 ou § — +00; () possui crescimento subcritico e H possui crescimento

critico. Usando o Teorema do Passo da Montanha ele obteve uma soluc¢ao nao trivial para
o problema (13), para A suficientemente grande. Mais recentemente, Chung [14]| estudou

o problema
—M ([, |VulPdz

)Ayu = Xa(z)f(u,v), em Q,
—M; ([, |[Vv]|?dz) Agv
u =

= \(z)g(u,v), em Q, (14)
0, em OS2,

S
I

com M (t) > my e My(t) > mo,Vt > 0; a,b € C(R) tais que a(x) > ag > 0, b(z) > by > 0,
Vo € Q; e f, g com crescimento subcritico, satisfazendo determinadas hipoteses. Usando
o método de sub-super solugao, Chung provou a existéncia de uma solugao positiva para
o problema (14).

Problemas envolvendo uma condigao fronteira nao linear foram abordados,
por exemplo, em [23], [46] e nas referéncias neles encontradas. Entretanto, esses trabalhos
nao tratam de problemas envolvendo um operador do tipo Kirchhoff. Em [47], Morbach
abordou um problema envolvendo um operador do tipo Kirchhoff e condigao fronteira
nao linear. Ressaltamos, também, que o sistema estudado por Corréa e Nascimento [19]
envolve uma condicao de fronteira de Neumann.

Em nosso trabalho, visamos estender alguns dos resultados obtidos até aqui
para problemas envolvendo equagoes do tipo Kirchhoff. Os problemas (1) e (2) estendem,
principalmente, os trabalhos de Figueiredo e dos Santos Junior [28] e Chung e Toan
[15]. Trabalhamos com o operador do tipo Kirchhoff que foi considerado em [15], mas
tratamos o caso em que o problema tem um termo com crescimento critico e estendemos
os resultados de [28]. Além disso, nosso problema trata dos casos envolvendo termos p-
sublinear, p-linear e p-superlinear, diferentemente de [28] que s6 apresenta um termo com

crescimento sublinear. Abordamos os problemas utilizando técnicas variacionais classicas
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para a obtencao de solugoes, como a teoria de género de Krasnoseslkii e o Teorema do
Passo da Montanha. Ressaltamos, ainda, que no que é de nosso conhecimento, problemas
envolvendo operadores do tipo Kirchhoff com um termo p-linear nao haviam sido tratados
na literatura. Além disso, a técnica que usamos nesse caso nao havia sido usada nesse
tipo de problema.

No problema (3) procuramos estender os resultados obtidos no problema
(2), no caso p-superlinear, a um sistema de equagoes do tipo Kirchhoff. Dessa forma,
tratamos um tipo de sistema de equagoes do tipo Kirchhoff diferente do que se via na
literatura até agora, como os trabalhos de Cheng, Wu e Liu [13] e Chung [14], visto que
o problema (3) trata de um sistema de equagdes do tipo Kirchhoff envolvendo um termo
(p, q¢)-superlinear e expoentes criticos de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Em nosso problema,
tratamos dois casos distintos, o primeiro quando p = ¢ e o segundo quando p pode ser
diferente de ¢. Trabalhando com fungoes extremais e fazendo uso do Teorema do Passo
da Montanha foi possivel obter uma solucao nao trivial para o problema em ambos os
casos. E valido dizer que, no que é de nosso conhecimento, nosso trabalho é o primeiro
na literatura para essa classe de problemas no qual p pode ser diferente de q.

Devido a presenga do termo nao-local em (1), (2) e (3) foi necessério fazer
um “truncamento” na funcao do tipo Kirchhoff, M, que aparece no operador, de forma a
contornar essa dificuldade, criando, assim, um problema auxiliar. Encontrando solugoes
para esse problema auxiliar, podemos obter solu¢oes para o problema original. Esse
argumento de "truncamento” é similar ao utilizado em [26]. Outra dificuldade encontrada
¢ a falta de compacidade devido & presenca do termo critico nos problemas (2) e (3). Essa
dificuldade foi contornada utilizando uma técnica bastante utilizada na literatura: uma
versao do principio de concentracdo e compacidade devido a Lions [43].

O problema (4) visa estender o Teorema 1.2 de [23] utilizando-se um opera-
dor do tipo Kirchhoff ao invés do operador p-Laplaciano, quando as nao linearidades de
fronteira, g, e de reagao, f, tem crescimento p-sublinear. Ressaltamos, entretanto, que,
quando M = 1, nosso problema ¢é exatamente o problema estudado em [23]. O Teorema

1.2 de 23] mostra a existéncia de uma solu¢do quando os parametros relacionados as nao
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linearidades estao em uma certa regiao delimitada pelos autovalores de Steklov e Neu-
mann, enquanto em nosso trabalho, conseguimos obter uma regiao maior que a obtida em
[23], para a existéncia de solugbes fracas para o problema (4) e, além disso, foi possivel
demonstrar que essas solugoes sao nao triviais. Mais ainda, supondo f e g func¢oes impa-
res e utilizando a teoria de género de Krasnoseslkii, conseguimos resultados de miiltiplas
solugoes para o problema (4).

Nosso trabalho ¢ divido em quatro capitulos, cada um abordando um dos
problemas apresentados. O capitulo 1 é destinado ao estudo do problema (1). Nele
apresentamos trés resultados principais, o primeiro trata do problema (1) quando f é
um termo p-sublinear e o segundo e terceiro resultados tratam dos casos p-linear e p-
superlinear, respectivamente. O capitulo 2, destinado ao problema (2), também apresenta
trés resultados principais. Assim como no capitulo 1, cada um desses resultados estao
relacionados ao comportamento da funcao f, ou seja, o primeiro resultado trata do caso
em que f é um termo p-sublinear e os outros dois resultados tratam dos casos p-linear e
p-superlinear. Lembramos que a diferenga entre os problemas (1) e (2) é a presenga do
termo com crescimento critico em (2). No capitulo 3, estudamos o problema (3). Esse
capitulo apresenta dois resultados principais, o primeiro quando p = ¢ e o segundo quando
p pode ser diferente de ¢. Finalmente, o capitulo 4 é destinado ao estudo do problema (4),
apresentando quatro resultados principais. No primeiro resultado desse capitulo obtemos
uma solugao nao trivial para o problema (4) impondo certas condi¢oes sobre a primitiva, F,
da nao linearidade de reacao, f, e com a nao linearidade de fronteira, g, tendo crescimento
p-sublinear. No segundo resultado, supondo f e g fungoes fmpares, obtemos multiplas
solugbes para o problema (4). O terceiro e quarto resultados sdo similares ao primeiro e
segundo resultados, mas impondo certas condi¢oes sobre a primitiva, (G, da nao linearidade
de fronteira, g, e com a nao linearidade de reacao, f, tendo crescimento p-sublinear.

Como uma forma de consulta rapida, apresentamos ao final da tese um
apéndice contendo os principais resultados das teorias de Anélise Funcional, Medida e

Integracao e Calculo Variacional utilizados ao longo do trabalho.

Gostariamos de ressaltar que os resultados obtidos nos Capitulos 1, 2 e 3
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foram aceitos para publica¢@o e podem ser encontrados nas referéncias [29], [32] e [33].



Capitulo

1

Equacoes do tipo Kirchhoff com expoentes

subcriticos

1.1 Introducao

Nesse capitulo, estudaremos a existéncia de solugoes para o problema:

L(u) = )\|x|*5f(x,u)+|:17|*5|u|‘1*2u, em (,
u = 0, em Of),

(1.1)

em que
)= = [y ([ el 19 s ) aio (af-19up290),
Q

Q C RY ¢ um dominio suave e limitado com 0 € Q, N > 3,1 <p < N, a < %,
Np
N—dp

d=l4+a-bea<b<a+lef<(a+1l)g+N(-1).

p < q < p, em que p* =

¢ o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, com

As hipoteses sobre a fungao continua M : RT U {0} — R* e sobre a funcao
de Caratheodory f : Q2 x R — R sao as seguintes:
(M) Existe mg > 0 tal que
M(t) > mg, ¥t > 0;

(Ms) M é uma funcao crescente em [0, +00);

17
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(fl) f(%,—t):—f(x,t),V(ﬂf,t)EQXR,
(f2) existem r € (1,q) e C1, Cy constantes positivas, com C; < Cs, tais que
Cilt]™! < fla,t) < Colt|™1, ¥ (2,1) € @ x (RT U {0});

(f3) f satisfaz a condi¢ao superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz, isto é, existe £ € (p, q)

tal que
t
0< f/ fx,8)ds < tf(z,t) € Q x RT.
0

Além dessas hip6teses, supomos § < (a +1)r + N(1 — 7).

Observagao 1.1.1. Desde que F(x,u) fo x, 8)ds, usando (f1) e uma mudanga de

vardveis, obtemos

l‘-S

(1.2)

\\

:Fm—u)

Por outro lado, integrando as desigualdades em (fs), temos que

€W|<mx@<%mamwemeﬂHm)

Agora, set <0, entao —t > 0 e da desigualdade acima, obtemos

€W|<Fu—ﬂ<gﬁ| V(z,t) € QxR

Segue de (1.2) que

9W|<ﬂxﬂ<€#| V(z,t) € QxR

Logo,
C C
L) < F(x,t) < 207, Y(x,t) € Q x R.
r r
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Afim de tratar o problema de uma forma clara e objetiva, dividimos seu
estudo em trés casos: 1 < r < p, r =p e r > p, respectivamente denominados
p—sublinear, p—linear e p—superlinear. Para o caso p—sublinear, utilizando a teoria
de género de Krasnoselskii, foi possivel obter um resultado de miltiplas solu¢oes para o
problema (1.1). Nos casos p—linear e p—superlinear, trabalhando com fun¢oes extremais e
fazendo uso do Teorema do Passo da Montanha, foi possivel obter uma solugao nao trivial
para o problema (1.1). Dessa forma, esse capitulo apresenta trés teoremas principais.
Antes de apresenta-los, lembramos que \; se refere ao primeiro autovalor associado ao

problema

—div(|z|~®|VuP~2Vu) = Mz|°u[P2u,  em Q, 13)

u = 0, em 02,

o qual é positivo. Os principais teoremas desse capitulo sao os seguintes:

Teorema 1.1.2. Suponha (M), (f1), (f2) e 1 < r < p. Entdo, existe \g > 0 tal que o

problema (1.1) tem infinitas solugoes, para cada A € (0, Ao).

Teorema 1.1.3. Suponha (M), (M), (f1), (f2), (f3) e r = p. Entdo, o problema (1.1)

tem ao menos uma solu¢ao nao trivial, para cada X\ € (0, %’)\1).

Teorema 1.1.4. Suponha (M), (Ms), (f1), (f2), (f3s) e p < r < q. Entao, o problema

(1.1) possui ao menos uma solu¢ao nao trivial, para cada X > 0.

1.2 Formulagao variacional e resultados preliminares

Seja 2 C RY um dominio suave e limitado, com 0 € Q, N > 3,1 <p < N,
a<(N-p)/p,a<b<a+1lep" = Np/(N —dp), em que d =1+ a — b. Para tratar
nosso problema, consideramos o espaco de Sobolev com peso, Wy (€, |z|~%), o qual é o

completamento de C°(€2) com respeito & norma

1/p
ol = ( / |a:|-ap|w|pdx> .
Q
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Por simplicidade, denotaremos W, (€, |z|~%) = DL?. Como visto em [51], D17 é refle-
X1vo.

Dos resultados obtidos por Caffarelli-Kohn-Nirenberg e Xuan [11, 55], temos

a seguinte desigualdade:

(/ \x|_°‘|u|rdas)r < c/ 2|~ |VulPdz, ¥ u e D, (1.4)
Q Q

emquel <r < Np/(N—-p)ea < (a+ 1)T+N(1——) isto é, temos a imersao continua de

DL em L7(Q, |x|™*), em que L"(£2, |z|~®) é o espago com peso, L"(€2), com norma dada

1/r
ol = ( [ lelelulraz)
Q

Além do mais, essa imersao ¢ compacta se 1 <7 < Np/(N —p)ea < (a+1)r+N(1-7).

por

A melhor constante para a desigualdade do tipo Caffarelli-Kohn-Nirenberg com peso (veja

[11]) dada em (1.4) é caracterizada por
Jo lz| 77| VulPdx

Desde que nossa abordagem é variacional, procuramos por solugoes para o

Cr = inf
" uwepin\oy ([, |2~

problema (1.1) encontrando pontos criticos do funcional de Euler-Lagrange I : D}? — R,

definido por
I(u) = ||u||p /|x| "F(x,u) do — —/|m| Blu|?d, (1.5)

em que M (¢ = [y M(s) ds e F(z,t) = [, f(x,s) ds. Note que I € C'(DLP;R) (veja o
Teorema A.4.3, no Apendlce) e

I(u)g) = M(Jul?) / 2P| Va2 VuVe di

A / 12 (2, u)p der — / 2P lult2u de,
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para toda ¢ € DLP.

No que segue, apresentamos algumas defini¢oes e resultados que nos serao
lteis nao somente nesse capitulo, mas ao longo do trabalho. Iniciaremos com a defini¢cao
de sequéncia de Palais-Smale e daremos algumas nogoes basicas sobre a teoria de género

de Krasnoselskii, a qual serd usada para demonstrarmos o Teorema 1.1.2.

Definigao 1.2.1. Seja E um espaco de Banach e I € C*(E,R) um funcional. Dizemos
que (uy,) € uma sequéncia de Palais-Smale no nivel l, abreviadamente (PS),, se I(u,) — 1
e I'(u,) = 0 em E~' (dual de E) quando n — oo. Dizemos, também, que I satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale no nivel | se toda sequéncia (PS); possui uma subsequéncia que
converge forte em E.

Quando toda sequéncia de Palais-Smale para o funcional I no nivell for pré-
compacta (isto €, possui subsequéncia fortemente convergente), para todo real [, diremos

que I satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Seja ¥ um espaco de Banach real. Denotamos por 2 a classe de todos os
conjuntos fechados A C E \ {0} que s@o simétricos em relacao a origem, isto é, se u € A

entao —u € A.

Definigao 1.2.2. Seja A € . O género de Krasnoselskii de A, v(A), € definido como

sendo o menor inteiro positivo k tal que existe uma aplicacio impar ¢ € C(A,R¥) tal que
() # 0, para todo x € A. Se tal k nao existe, definimos v(A) = +oo. Além disso, por
definigao, v(0) = 0.

Os proximos resultados sobre a teoria de género de Krasnoselskii podem ser

encontrados nas referéncias [3], [12], [20] e [39].

Proposicao 1.2.3. Suponha E = RY ¢ seja 00 a fronteira de um conjunto conjunto

aberto, simétrico e limitado Q@ C RN com 0 € Q. Entao v(9Q) = N.
Corolario 1.2.4. Se 9Q = SV~ ¢ a esfera unitdria em RY | entio v(SV~') = N.

Agora, estabelecermos um resultado devido a Clarke [16].
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Proposigao 1.2.5. Seja ® € C'(X,R) um funcional satisfazendo a condigdo de Palais-
Smale e suponha que

i) ® € limitado inferiormente e par;

i) eziste um conjunto compacto K € A tal que y(K) =k e sup ®(x) < ¢(0).

Entao ® possut ao menos k pares distintos de pontos cm”tic;;[e( seus valores criticos cor-

respondentes sao menores que P(0).

Ressaltamos que esse resultado ¢ uma consequéncia de um teorema de multi-
plicidade envolvendo um funcional invariante sobre a acao de grupo topologico compacto.
O proximo lema nos seré 1til sempre que for necessario demonstrar que um
funcional satisfaz a condigao de Palais-Smale. Esse resultado pode ser provado facilmente,

usando [31, Lemma 4.1].
Lema 1.2.6 (Condigéo S.). Seja Q@ C RN um dominio suave e limitado, com 0 € €,

l1<p<N, —co<a< pese]a(un)CDLptalque

Uy — U, quando n — 00,

lim sup/ 2| =P |V, [P Vu, V (u, — u)dz <0,
Q

n—0o0

entdo existe uma subsequéncia que converge forte em DiP.

1.3 Demonstracao do Teorema 1.1.2

Afim de demonstrar o Teorema 1.1.2, utilizaremos a Proposi¢ao 1.2.5. Ob-

serve que da hipotese (f1) temos que I é par. Com efeito, usando (1.2),

1
I(u) = =M(||ul|?) — /|:B| OF(x,u)dx — —/|x| B lu|?da
p
1
=5 ) - /|xy (e, —u)dz — -/m 7 uftdy
p

= I(—u).
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Agora, utilizando as hipoteses (M), (f1), (f2) (vide Observagao 1.1.1) e a desigualdade
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (1.4), obtemos

1~
I(u) = —M (|lu|”) = /|a:| OF(z,u) x——/ || P |u|?dx
1 [[ull? - ~
- M(s)ds = ACallull” = =Clu]*
P Jo q

mo ~ B e
—lull? = ACe[ull” = ~Cflul|*
p q

v

v

= ga(llul”),

em que g : [0,+00) — R é dada por

- 1~
aa(t) = 20— ACot™/r — ~ e/,
p q

Mas, uma vez que r < p < ¢ implica tEErnoo ga(t) = —00, ndo podemos usar esse argumento
classico para assegurar que I ¢ limitado inferiormente em D.? e aplicar a Proposigao 1.2.5.
Por isso, iremos construir um funcional auxiliar que verifica as hipoteses da Proposigao
1.2.5 e, através desse funcional, demonstrar o Teorema 1.1.2. Os argumentos a seguir,
servem para nos ajudar a definir tal funcional auxiliar.

A principio, estudaremos o comportamento da fun¢ao g,, dada acima. Afir-
mamos que existe A\g > 0 tal que, para cada A € (0, \g), g, atinge um maximo positivo
e existem tq,t2 € (0,400), com t; < ta e ga(t1) = ga(t2) = 0. De fato, primeiramente,

observe que, se
p

0<t<(ﬂ.@)”,
p C

1.
Moy _ 26 < .
pq

entao

Tomando ¢ = <%> " temos

- - ~ - 1 ~-
an(0) = Z0F — ACHI"P — ~CFulP > 0,
p q
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sempre que

1. -
Moy Zagale < \Cyil?.,
p q

~ 1 ~.
Entretanto, para A < 62; T (mjlt — —C’tQ/p> = )\, esta tltima desigualdade ocorre. Con-

=

cluimos que para todo A < A, existe £ > 0 tal que g(#) > 0, ou seja, gy assume valores

positivos.
P

2 5 = m .
Por outro lado, tomando ¢ < (A%m()) "7 temos que —t — ACot™/P < 0,
p

z 1~
para todo t < t. Mas, desde que —C't%/? > 0, temos
q

an(t) < 0% \Cutl? < 0,
P

para todo t < t. Com isso, podemos concluir que a funcéo g, toca o eixo das abscissas.

Agora, para t > 0, escreva

R P
a(t) =t (@ —ACutr ! — —Ctpl)
p q

~ 7 1 -~
e considere §,(t) = o _ ACot» ™ — ZCtr» ™. Como
b q

p—rt§_2_1~q—ptg_2

g\ (t) = \C.
g,\() 2 D q D

)

%} " & 0 nico ponto critico de g, em [0, 4+00) e é um ponto de

méximo de g,. Mas isso garante que g, tem um tnico ponto de maximo em [0, +00).

temos que t = [

Uma vez que tLieroo ga(t) = —oo, podemos concluir que existe A\g > 0 tal
que, para cada A € (0, \g), g) atinge um méximo positivo e existem ¢, ¢y € (0, +00), com
t1 <ty e ga(t1) = ga(t2) = 0. Um esbogo do gréfico de gy, pode ser visto na Figura 1.1.

Considere a "fungao auxiliar" ¢ € C}([0,400)) tal que 0 < ¢ < 1, ¢(t) =1,
para todo t € [0,1], ¢(t) = 0, para todo t € [ty,+00) e ¢'(t) < 0, para todo t € [0, +00).
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Figura 1.1: Grafico de g,

Defina, para todo A < Ag, a fungao gy : [0,4+00) — R dada por

a(t) = %t Ayt — %qﬁ(t)tq/p.

Note que gA(0) = 0 e gA(t) > 0, para todo ¢t > t;. Com efeito, se t € [t1,1s), da definigdo

de ¢, obtemos g, (t) > ga(t) > 0. Se t > to, entao ¢(t) = 0. Logo, para t > to,

aa(t) = 0 ACut/?.
p

Seja A < A\g. Note que

1 -1~ 1 ~ 1
%27(%__(%%) oL mey_mo 1
Cotr/p \ p q Cytr/p p P Chy
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” D
1 ~ P

Portanto, A < % o (t) 7 e, assim, t > (Aég%) " Desde que t >ty > t, temos

t > ()\égi> o ,
Mo

o que implica g,(t) = oy ACyt™/? > 0. Concluimos que gy(t) = oy ACot™/P > 0,
p p

para todo A < )\g. Consequentemente, g,(t) > 0, para todo ¢ > t;. Além disso,

lim ga(t) = lim % — \Cut"/? = +oo, (1.6)

t——+o0 t——+o0 p

pois & < 1 e ¢(t) =0, para todo t € [t2, +-00). Dessa forma, o grafico de g,(¢) coincide com
o grafico de g,(t), quando t € [0,t1] e gx(t) é positiva para todo t € (¢, +00), conforme

ilustra a Figura 1.2.

W

Figura 1.2: Grafico de gy

O funcional de Euler-Lagrange auxiliar, que iremos usar para aplicar a Pro-
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posi¢do 1.2.5 ¢ J : D2? — R, dado por
1~ p
7 = 230 l?) = ) [ el F ) e = AL pagsjage a,
p Q q Q

em que ]\7(15) = fg M(s)ds e A € (0, ). Observe que J ¢ de classe C' (veja Apéndice,
Observacao A.4.4).

Desde que J(u) > ga(||u||?) e (1.6) ocorre, obtemos J coercivo em D}, o
que implica J limitado inferiormente em D!?. J é o funcional apropriado para demonstrar
o Teorema 1.1.2, como veremos a seguir.

O préximo lema nos mostra que um ponto critico de J com energia menor
que 0 é, também, um ponto critico de I. Observamos que os pontos criticos obtidos com

a Proposigao 1.2.5 sdo menores que I(0) = J(0) = 0.

Lema 1.3.1. Se ug é um ponto critico de J com J(ug) < 0, entdo ug € um ponto critico

de I.

Demonstragao. Seja ug um ponto critico do funcional J, com J(ug) < 0. Uma vez que J
¢ continuo, existe Ry > 0 tal que J(u) < 0, para todo u € B(ug, Ry) C D:? 0 que implica
|u||P < t;. Com efeito, desde que g(t) > 0, para todo t > tq, se ||ul|P > t;, teriamos
ga([|ul[P) > 0. Mas, J(u) > gx(||ul|?), ou seja, teriamos J(u) > 0. Absurdo! Dessa forma,
para todo u € B(ug, Rp), temos ¢(||u|[?) = 1 e, consequentemente, J(u) = I(u), para todo
u € B(ug, Ry). Em particular, segue que ug é um ponto critico de I.

[
Lema 1.3.2. Suponha (M), (f1) e (f2). Entao J satisfaz a condi¢io de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja (u,) C D:P uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto &,
J(u,) = ce J'(u,) = 0 (no dual de D!*), quando n — +o00. Como J é coercivo, temos
que (u,,) C DLP & limitada, pois do contrério, existiria uma subsequéncia (v,) de (u,), tal
que ||v,|| = +00, quando n — 400 e, como J é coercivo, teriamos J(v,) — 400, quando
n — +o00. Absurdo, ja que J(u,) — ¢, quando n — +00.

Desde que D}? ¢ reflexivo e (u,) é limitada, passando a uma subsequéncia,
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se necessario, obtemos u € DLP tal que
U, — u, em DEP,

quando n — +o0. Ainda, como a imersdo de D:P em L*(Q,|z|™) é compacta, sempre

que 1 <s<p'ea<(a+tl)s+N(l-2) temos

Uy, — u, em LI(Q, |a:|_6),

quando n — 4o00. Dai, obtemos, também,

up(z) = u(z) q.t.p. em Q e |ju,| = to >0, (1.7)
quando n — +00.

Logo J'(uy)(u, —u) = 0,(1), em que lim o,(1) =0, isto é,

n—-+o0o

M([funll?) / 2| V|2V, ¥ (11, — )l — A / 1272 (2, ) (1 — )z
(9] Q

—((lunl?) / ] et (1, — )z

—gqb’(Huan)/ ]m\_5|un|qu/\:U]_“p]Vun\p_2VunV(un —u)dz = o,(1).
Q Q

Da desigualdade de Holder e de (1.7), usando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos

/|x|_’8|un|q_2un(un —u)dz = o,(1).
Q

Desde que ¢ é continua, usando (1.7) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
segue que

¢(|lun\|p)/§2!f€|ﬁlunl“un(un — w)dr = on(1).

Ainda, usando (fs), a desigualdade de Holder, (1.7) e o Teorema da Convergéncia Domi-
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nada de Lebesgue, temos

/Q‘SU|6f(SC, Un) (U, — u)dx

< C’g/ 2] 70| |ty — wi|dz = 0,,(1).
(9]
Por conseguinte, obtemos
[M(Hunnw = Lol | |x\6|un\qu] [l 920, = i = 0,(1)

Uma vez que M(t) > myg, ¢'(t) < 0, para todo t € [0, 4+00), (u,) ¢ limitada

e M e ¢’ sao fungoes continuas, existe C' > 0 tal que

p _
mo < M(luall”) = 2 (o P / PR
p
< M (Jual?”) = 2l a1

<C,
para todo n € N. Ou seja,
/|x|apfvun|p2VunV(un —u) dz = 0,(1).
Q

Aplicando o Lema 1.2.6 concluimos a demonstragao.

1.3.1 Conclusao da demonstragao do Teorema 1.1.2

Uma vez que C§°(Q2) C DIP e C5°(Q) possui dimensao infinita, para cada
k € N, existe um subespaco linear de D!P k-dimensional, X}, tal que Xy C C§°(Q).

Assim, todas as normas em X} sao equivalentes. Logo, existe uma constante positiva

Bl < / 2" d,

C(k), que depende de k, tal que
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para todo u € Xj. Dessa forma, se u € X}, segue de (f3) que
—0 Cl =0\, |7 r
[ F(z,u)de = — [ |27 |u|"dz = C(k)|Jul]"
Q rJa

Seja u € Xy, com ||ul]| < 1. Da continuidade da fungao M, concluimos que
existe C' > 0 tal que
J(u) < Cllull” = AC (k) [[ull".

1
Tome R = min {1, <)‘chk)>pr} e considere S = {u € &} : |lu]| = s} com

0 < s < R. Desde que 1 <r < p, para todo u € S, obtemos

J(u) < Cllull” = AC(K)[|ull”
(1.8)
=s" [C’sp_r - )\C'(k)} < 0=J(0),

o que implica sup J(u) < 0 = J(0).

Disde que X, e R* sao isomorfos e S e S¥~! sao homeomorfos, concluimos
que ¥(S) = k. Além disso J é coercivo, par, e, pelo Lema 1.3.2, satisfaz a condigao
de Palais-Smale. Segue da Proposicao 1.2.5 que J tem ao menos k pares de pontos
criticos distintos, para cada A € (0, \g), uma vez que J esta definido para A € (0, Ag).
Da arbitrariedade de k obtemos infinitos pontos criticos de J, para cada A € (0, \g). Por

conseguinte, usando (1.8) e o Lema 1.3.1, obtemos infinitos pontos criticos de I, para cada

A€ (0, ).

1.4 Demonstragao do Teorema 1.1.3

Nessa secao, demonstraremos o Teorema 1.1.3, que diz respeito ao problema
(1.1) quando r = p. Para isso, faremos uso do Teorema do Passo da Montanha sem a
condi¢ao de Palais-Smale (veja Apéndice, Teorema A.2.7). Entretanto, para verificarmos

as condicoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha, necessitaremos do primeiro
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autovalor associado ao problema

—div(|z|7®|Vu[P72Vu) = MNz|ulf~?u,  em Q,
(1.9)
u = 0, em Of).

Como visto em [54], o primeiro autovalor para o problema (1.9) é caracterizado por

A1 = inf {/ |z| " P |VulPdr;u € Di’p,/ || 0 |ulPde = 1} (1.10)
Q Q

e é positivo.

Uma outra dificuldade encontrada no problema (1.1), que nos dificulta verifi-
car que o funcional [ satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha,
é a falta de informacoes sobre o comportamento da fungao M no infinito. Sendo assim,
precisaremos fazer um truncamento na fungao M, de forma que possamos contornar essa
dificuldade. A partir desse truncamento, criamos um problema auxiliar cujas solugoes
serao, ainda, solugdes de problema (1.1).

Segue de (Ms) que existe ty > 0 tal que mog = M(0) < M(ty) < %mo.

Definimos

My () M(t), se 0<t<ty, (111)
0 = .
M(to), se t Z t().

Ainda de (Ms), obtemos

A demonstragao do Teorema 1.1.3 sera baseada no estudo do seguinte pro-

blema auxiliar:

Lo(w) = M| f(z,u) + |2[P|ul*"%u, em Q,
(1.13)
u = 0, em 0f),

em que

Lo(u) :==: — [MO (/Q 2|~ |Vl dx )] div (Jz| 7| VulP V) .
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O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (1.13) é Jy : D2P —

R, definido por

1~
nfa) = - W) - /|x| () dr — —/|x| ultda, (1.14)

em que Mo(t) := [y Mo(s)ds. Note que Jy é de classe C" e

Jo(u)(¢) = Mo(llUllp)/Q\II‘“”IVUI’”‘QVuVQﬁ dx

. / 2] f (2, ) di — / 2] P lu|~2ug da,

para todo ¢ € D17,

Os proximos dois lemas mostram que o funcional .Jy satisfaz a geometria do

Passo da Montanha.

Lema 1.4.1. Seja Ay como definido em (1.10). Suponha que sejam vdlidas as hipdteses
(My), (Ms), (f1), (f2) e que r = p. Entao, existem nimeros reais positivos, p e «, tais
que

Jo(w) > a > 0,Yu € DL?, com ||Ju| = p,

a )

para todo X € (0, %’)\1).

u
(Jiy || =0 ulpda) """

Demonstragao. Dado u € D!, considere v = . Note que v € D}P e

/ 2| ~°|v|Pdx = 1. Assim, de (1.10), segue que
Q

/\1§/|x|_ap|Vv|pdx
Q

_ Jo w7 VulPde
N fQ || =0 |u|Pdx
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e, portanto,

)\1/ 2P uldz < [[ul]?. (1.15)
Q

Seja A € (0, 72 A1). Usando (My), (f1), (f2), (1.15) e a desigualdade (1.4),

obtemos

1~ 1
) = (ul?”) = A [ Jal (o e = - ol Pluftde
1 flldl? 1 -~
> — My(s)ds — )\%/ 2|~ |ulPdx — —C||ul|?
P Jo q
m MC: 1~
e 2|| [ 5C||U||q

— ACs p_ 1 q
= (mo A1) P = Sl

Desdequep < ge A < ’g—g)\l, o resultado segue escolhendo p > 0, suficientemente pequeno.

]

Lema 1.4.2. Suponha que sejam vdlidas as hipoteses (My), (Ma), (f1), (f2) e que r = p.

Entao, para todo \ > 0, existe e € D} com Jo(e) < 0 e |le|| > p.

Demonstragao. Considere vy € Di?\{0} tal que vg > 0 em Q. Usando (1.12) e (f2),

obtemos

1~
Jo(tvg) = —M() (|[tvol?) — /|x| 5F (z, tvg) x——/|x| B|tvo|qda:

1 ||w0||p \C
< -/ s——1/ ||~ [tvo[Pda — /m B\ tvo|?du,
P Jo

\C
< pimotpnvonp——ltp/ 2|~ 5|v0|pd:v——/ 2|8 |vo|9d.

Desde que p < ¢, temos tLiELnoo Jo(tvg) = —oo. Logo, existe t > 0 suficientemente grande,
tal que t||lvg|| > p e Jo(tvg) < 0. O resultado segue escolhendo e = twy.

O

Dos Lemas 1.4.1 e 1.4.2 segue que, para cada A € (0, ’707’—;))\1), podemos apli-

car o Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢do de Palais-Smale (veja Apéndice,
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Teorema A.2.7) e obter uma sequéncia (u,) C DAP, satisfazendo
Jo(u,) — ¢y e Jy(u,) — 0 em (DYP)~ 1,

quando n — 400, em que

0 <cy=inf Ji
ox = Inf max Jo(7(1)),

I:= {’y € 0([0,1], D) : 4(0) = 0,~(1) = LTUO}
e vy € DLP ¢ tal que vy > 0.

Observagao 1.4.3. Desde que que (u,) C DEP, satisfaz Jo(u,) — cx e Jy(u,) — 0 em

(DLP)~1) quando n — +o0, temos (u,) limitada em DLP. De fato, seque da defini¢ao de
My e de (f3) que
1

EJg)(un)(un)

:—MO (llun]lP) — /|x| OF(z,up, dx——/ 2| 7P |, |%dx

1
—EMMMM@/MT”WMW”VMVMx
Q

e+ on(D|un]] + 0n(1) 2 Jo(un) —

1 1
+)\—/ |x]6f(x,un)undx+—/ 2| 7P |u, |dx
£ Ja £ Jo

mo M) » <1 B 1) 8 e

z(p ) e+ (= 1) [ fal Pl
Mo Mo(t(])) p

z(p 1))

(1.16)

Suponha que (u,) nao seja limitada. Assim, passando a uma subsequéncia, se necessdrio,
m My(t

[ tn]| = +00, quando n — +o00. Mas, desde que — — 05( o) > 0, fazendo n — 400 em

(1.16), obtemos uma contradi¢io. Logo (u,) € limitada em DLP.

Lema 1.4.4. Suponha (M), (Ms), (f1), (f2), (fs) e r =p. Entao Jy satisfaz a condi¢io
de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja (u,) C D!? uma sequéncia de Palais-Smale no nivel c, isto &,

Jo(un) — ¢ e Ji(u,) — 0 (no dual de D}?), quando n — +o0o. Utilizando os mesmos
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argumentos da Observagao 1.4.3, temos que (u,) C D:P é limitada.

Desde que D}? ¢ reflexivo e (u,,) ¢ limitada, passando a uma subsequéncia,

se necessério, obtemos u € DLP tal que
Uy — U, em Dé’p,

quando n — +o0. Ainda, como a imersao de D:? em L*(Q,|z|™) ¢ compacta, sempre

quel <s<p*ea<(a+1)s+ N(1—2), temos

s
p
u, —u, em LYQ,|z|™%) e u, = u, em LP(Q,|z|™%),
quando n — 4o00. Dai, obtemos, também,

up(z) = u(r) q.t.p. em Q
e (1.17)
[un]l = s0 =0,
quando n — +00.

Logo J§(un)(un, —u) = 0,(1), isto é,
Mo(llunll?) / 2| VP2V, ¥ (1, — )
Q

—)\/Q|;1:|_‘5f(x,un)(un )z — /Qp;\—ﬁ\un\q—?un(un )z = on(1).

Da desigualdade de Holder e de (1.17), usando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos

/|x|_ﬁ|un|q_2un(un —u)dx = 0,(1).
Q

Ainda, usando (fs), a desigualdade de Holder, (1.17) e o Teorema da Convergéncia Do-
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minada de Lebesgue, temos

/|x|5f(x,un)(un —w)da| < 02/ 120 P | — uldz = on(1).
(9] Q

Por conseguinte, obtemos
M0(|]un||p)[)|x|“”|Vun|p2VunV(un —u)dz = o,(1).
Uma vez que (u,) é limitada e M é continua e positiva,
/Q|x|‘”’|Vun|p2VunV(un —u) dr = o,(1).

Aplicando o Lema 1.2.6 concluimos a demonstracao.
O

A partir dos resultados acima, podemos demonstrar que o problema auxiliar
(1.13) possui ao menos uma solugao nao trivial. Posteriormente, demonstraremos que essa

solugao é, ainda, uma solugao para o problema (1.1).

Proposicao 1.4.5. Suponha (M), (M), (f1), (f2), (fs) e r = p. Entdo, o problema
(1.13) tem ao menos uma solu¢ao nao trivial, para cada X € (0, 78—;’)\1), em que Ay € dado

em (1.10).

Demonstragao. Seja A € (0, #2A1). Segue dos Lemas 1.4.1, 1.4.2 e da Observagao 1.4.3,
que existe uma sequéncia limitada (u,) C DL? tal que Jy(u,) — ¢y e Jj(u,) — 0, em
(D}P)=1 quando n — +oo. Aplicando o Lema 1.4.4, a menos de subsequéncia, existe
uy € DIP tal que u,, — uy. Logo uy é uma solugao fraca para o problema (1.13).

[]

Agora, iremos demonstrar que a solugao uy, obtida na Proposicao 1.4.5 &,
também, uma solugao para o problema (1.1). Para isso, basta demonstrar que ||u,||? <
to, pois, dessa forma, teremos Jy(u,) = I(u,). A sequéncia de lemas a seguir tem esse

proposito.
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Definimos o espaco

WhP(Q) = {ue LP"(Q, |2|%") : |Vu| € LP(Q, |2|*")},

a,

munido da norma

lllw = lllp e + [Vl

Consideramos a melhor constante do tipo Caffarelli-Kohn-Nirenberg dada
~ x| ?|Vu|Pdx
T Jo I 1P Y
ueW, (RN )\{0} (fRN ||~ | P*dx) P

Também, definimos Rij’g (Q) como sendo o subespago de W;f (©) formado pelas fungoes

por

radiais, mais precisamente
Lp Lp .
Ryp(Q) = {u € W (Q) s u(z) = u(lz]) }
com respeito a norma induzida
HUHRi’,i(Q) = ||u||Wi:g’(Q)‘

Horiuchi [36] provou que

~ N *apv pd
Szz,p,R: inf {(fR |CL'| | U| T }

weRAENO} ([ [0 Jul?" dz) P

¢ atingida pelas fungoes da forma

Us(x) = ko p(e)ve(z), Ve > 0,

em que

N—dp
dp(N—p—ap) dp

ka,p(g) = C€(N*dp)/dp2 e vs(l‘) - (5 + |:C!(p1>(zvdm>_(
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Além do mais, u, satisfaz

[ e upds = [ el de = (S (1.18)
De (1.18) obtemos

[ el 0P = €] ) (119

*

/RN 277 el d = [hip (€))7 (St ) 77 (1.20)

Seja Ry uma constante positiva e considere ¥(z) € C5°(RY) tal que 0 <

U(z) <1, ¥(x) =1, para todo |z| < Ry e ¥(z) = 0, para todo || > 2Ry. Defina
Ue(z) = U (z)v-(z), (1.21)

para todo x € RY e para todo ¢ > 0. Sem perda de generalidade, podemos considerar
B(0;2Ry) C €, em que B(x;s) denota a bola centrada em z de raio s. Note, ainda, que
0. € DLP.
Lema 1.4.6.

|7 |”

e300t (fQ ‘x’,ﬁyﬁg‘qu)P/q —

Demonstracgao. Afirmamos que

15117 < Thap()] 7 (Sapr) 7 + O(1) (1.22)

/|x|—ﬁ|@€|qd$:eWQ-0(1), Ve € (0,1), (1.23)
Q

em que O(1) denota uma constante positiva.

Antes de demonstrarmos as estimativas (1.22) e (1.23), note que podemos
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N—d
escrever v.(z) = (e + |a:\cl)7( %) , em que ¢ = %- Assim,

N—dp

ool = ()

1
S — o (1.24)
|~
B 1
o] 55

e[}

(Ve (z)] e + |a]er [N/dp

—N +dp
’ dp
—N +dp
‘ dp

(1.25)

—N+ap+1
lea[z[ 7=

IN

Agora, provaremos (1.22). Observe que

lo|P = / 2P|V (W) Pde
Q
_ / 2~V (o) [P
B(0;2Ro)

:/ |:B|_“p|Vva|pd:E~|—/ |x| 7P|V (Yo, [Pdx
B(0;Ro) B(0;2R0)\B(0;Ro)

:/ |x|_ap|Vv5|pdx+/ |z| |V (Vv,)|Pdx
RN B(0;2R0)\B(0;Ro)

_ / || V. Pde.
RN\B(0;R0)

Usando (1.19) obtemos

1117 = [kap(€)] P (Sup.r)? 7 +/ 2|V (Vo) [Pde
B(0;2R0)\B(0;Ro)

- / || V. [Pda
RN\B(0;Ro)

*

= [kap()] P(Sapr) ™7 + 2|~ | UV, + 0.V |Pd

/J‘B(O;QRO)\B(O%RO)

—/ |x|_“p|Vva|pdx—/ |||V, [Pdx
RN\B(0;2Ro) B(0;2R0)\B(0;Ro)
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< U@ " Gupr)™ s +27 [ e T + o V)
B(0;2R0)\B(0;Ro)

—/ |a:|_“p\VUE]pda:—/ || " |V [Pdx
RN\ B(0;2Ro) B(0;2R0)\B(0;Ro)

< [ka,p(e)]_%‘g&,pﬂ)pfj + (2p_1 - 1>/ |x|_ap|vva|pdl’
B(0;2R0)\B(0;Ro)

4ot / 2| o [P | VO P
B(0;2R0)\B(0;Ro)

Da escolha de ¥ € C§°, existe C' > 0 tal que |V¥|(z) < C, para todo x € RY. Logo

1T < [ap(€)] P (Sapr) 77 + (2P — 1)/ 2|~ |V [Pdx
B(0;2R0)\B(0;Ro)

+2ple/ ‘x’fapyvglpdx.
B(0;2R0)\B(0;Ro)

Substituindo (1.24) e (1.25) em (1.26), obtemos

(1.26)

|0 ]” < [ka,p(*f)]_p(ga,pﬂ)pfj
(—N + dp)cl

2Pt —1
. )‘ dp

p /
B(0;2R0)\B(0;Ro)
(=N+p+ap)p

+2p10p/ x|~ P|x| T dx
B(0;2R0)\B(0;Ro)

= [hap ()] 7 (Sup ) 7

_N d b (— a+1)p
+(2p_1_1)‘ﬂ / 2 S gy
dp B(0;2R0)\ B(0;Ro)

+2p10p/ !x\(_N:ﬁp)pdx
B(O;QR())\B(O;R())
< [kap(e)] " (Sup.r) 7 7
(N—a—1)p
—N+d P 1\ »1
+(2p-1_1>‘ﬂ / <_> i
dp B(0;2R0)\B(0;Ro) Ry

(N—a—p)p

1 1 o
+2rter — dx
B(0;2R0)\B(0;Ro) Ro

— [kap ()] 7 (Sapr) #7 + C'(Ry),
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isto é,
.

[0 < [ka,p@)]_p(gamﬁ)ﬁ +0(1),

o que demonstra (1.22).

No que se segue, demonstraremos (1.23). Temos

/ 2] P ot > / 2|86 "dz
Q B(0;Ro)

— [ el s
B(0;Ro)
(N—dp)g

| @
2/ || =7 (—c> dx.
B(0:Ro)\B(0:'%) e+ [zn

Fazendo uma mudanca de variaveis em coordenadas polares, obtemos

(N—dp)q

Ro 1 dp
2| P10 dr > wiy r=F rNLdr
Q % e+ ra

Ro

_ _ (N—dp)q _BAN—1—cg W=dp)g

:wN/ (er @ +1)" @ BT “Aa dr
Ro

2
_ (N—dp)q

—c1 dp Ro i
> WN < (%) + 1) L pBHN-1-c1 (N—dp)q dr
20

_ (N—dp)q
—c1 dp
_ <g (%) + 1) O (Ry),

em que wy representa a medida da S™V~!. Assim, para ¢ < 1 temos

_ (N—dp)q

/Q|x|ﬁ|@€chzx> ((%)_CIH) i - C"(Ro) (1.27)

Por outro lado, novamente fazendo uma mudanca de variaveis em coordenadas polares,
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obtemos

/]a:\ﬁ|z7g|qu:/ 2P W9
0O B(0;2Ro)

<[l
B(0;2Ro)
(N —dp)q

1 %
:/ |x|’5 (—) dx
B(0;2Ro) €+ |z]n (1.28)

_ (N-dp)g _
<eg / || Bdx
B(0;2Ry)

2Rg
_ (N—dp)g _ _
= £ dp CL)N/ r B+N 1d’l“
0

(N—dp)q

= C_W<R0) - dp 5

uma vez que —+ N — 1> —1.
Segue de (1.27) e (1.28) que

(N—dp)q

C'(Ro) < / [P |oe|"de < C"(Ry) -
Q

Considere a fungao f : RT U {0} — R* U {0} dada por f(t) =t & S Desde que f

¢ continua e f(0) < [, |z|7[0.|%dz < f(C"(Ry)), segue do Teorema do Valor Médio que

existe T > 0 tal que f(t) = [, |z|~7|o:|9dz, isto ¢,

para todo ¢ € (0,1), o que prova (1.23).
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Finalmente, para todo € € (0,1), de (1.22) e (1.23) obtemos

[N _ [Fap(@)] P (Supn) ™= +0O(1)
(ool eda)™ = (. o)™
= p*  N-—dp N—dp
[kap(e)] P (Sapp)” 7€ @ P+ O0(1) @ ”
N 0(1)
[CE(N*dp)/dPQ]*P(S’apR)%gNd;pdpp + O(l)ENd;pdpp
N O(1)
~ p* —(N—dp) N—dp N—dp
B cP(Sypr)7 e o P+O)e @ P
N O(1)
P Eapr) P T 4 O(1)
N O(1)

Uma vez que p > 1, temos

lim |9 [P _
=0 ([ |x|—6,@€|qu)p/q

]

Lema 1.4.7. Seja A € (0, 52 A1). Suponha (M), (M), (f1) e (f2). Entao, existee; € (0,1)
tal que

1 1
sup Jo(tﬁa) < (—mo — —Mo(to)) to,
t>0 p §

para todo € < e7.

Demonstracao. Sejam 0 < ¢ < 1 e 9. como em (1.21). Desde que dos Lemas 1.4.1 ¢ 1.4.2
o funcional Jj satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha, para A € (0, Tg—;)\l),
existe t. > 0 tal que

sup J(](ti}g) = Jo(tsﬁs)a
t>0
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para todo A € (0, Tg—S)\l). Temos, entao,

1~
sup Jo(tc) = - 3T (t5]) - /|g;| Pz, 5.) x—-/m A

t>0

€ o e
< mottll|l - 5tz el ol

para cada A € (0, #2A1). Agora, considere a fungao g : R*U{0} — R* U {0}, definida por

g(s) = (émoﬂﬁaﬂp) sP — (é/ﬂ|$|_’3|ﬁa|qd:v) s,

Emo|| 0P
fQ || =P |0 |9dx

q—pP
E facil ver que 5 = ( ) ¢ um maximo global de g e que

0= -3) )™ (i)

q

- 1 1 # @6 D q-p
sup Jo(t0.) < (— — _> <§mo) 12| - 7
= b4z AP (i, ] 2] ]adz)

para cada A € (0, g—g)\l).

Logo,

Segue do Lema 1.4.6 que existe 0 < e < 1 tal que

sup Jo(t0:) < <1m0 - %Mo(to)> to,

t>0 p

para todo ¢ < £; e para cada A € (0, E2A1).

O

Observacao 1.4.8. Scja A € (0, 72A\1) e considere o caminho 7.(t) = t(tve,), para t €
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[0,1], o qual pertence a I'. Seque do Lema 1.4.7 a seguinte estimativa:

0 < ¢y = inf Jo(v(t
cx = Inf max o(7(1))

< sup Jo(s0¢,)

>0
< (%mo _ %Mo(to)) fo

para todo X € (0, %;Al).

Lema 1.4.9. Suponha que X € (0, 78—;’)\1) e r = p. Suponha, ainda, as hipdteses (M),

(Ms), (f2) e (f3). Seja (u,) C DLP uma sequéncia tal que
Jo(un) — cx e Jy(up) — 0 em (DY), quando n — +oo.
Entao, existe uma subsequéncia de (uy), digamos (uy, ), tal que

[t ||IP < to,VE € N.

Demonstragao. Suponha que para uma infinidade de indices n € N, tem-se ||u,[|P > to.
Considere a subsequéncia (u,, ) de (u,) formada por tais indices. Dessa forma, |u,, [|P >

to, para todo k € N. Da Observagao 1.4.3 temos que (u,,) ¢ limitada. Assim, obtemos

[Jo(un) + ()| < 1S (une)] - [ (un) | =0,

quando k — +o00. Mas isto implica que

I
N
S
3
>

o) ) = LT () (tn,) + 04 (1)
Mo[[t, ) = £ Mo(t0) |t | + 0(1) (1.29)

mo — 1Mo (t) ) [l PP + 0x(1).

Vv

(AV4
NT
SR
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Como mg < M(ty) < §m0, temos }%mo — %Mo(to) > 0. Entao, obtemos
p

1 1
cy > (]—)mo — gMo(t())> to > 0.

Desde que A € (0, 73—2)\1), isto contradiz a Observacao 1.4.8. Portanto, s6 podemos ter
|un||P > to para uma quantidade finita de indices n € N. Excluindo-se tais indices,
podemos considerar a subsequéncia (u,, ), de (uy,), tal que |lu,, ||P < to, para todo k € N..

]

1.4.1 Conclusao da demonstragao do Teorema 1.1.3

Segue da demonstracao da Proposigao 1.4.5 que existe (u,) C D tal que
u, — uy, fortemente, em DL? e que uy ¢ uma solugao para o problema (1.13). Aplicando

o Lema 1.4.9, temos que u, é uma solugao fraca para o problema (1.1).

1.5 Demonstracao do Teorema 1.1.4

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 1.1.4, que diz respeito ao problema
(1.1) quando p < r < ¢, conhecido como caso p-superlinear. Novamente faremos uso do
Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale (veja Apéndice, Teorema
A.2.7) para obter uma solugdo para esse problema. A demonstragao desse Teorema é
semelhante a do Teorema 1.1.3, entretanto, nao precisaremos trabalhar com o primeiro
autovalor associado ao problema (1.10). Assim como na se¢ao anterior, precisaremos
criar um funcional auxiliar de forma a controlar o crescimento da funcao M no infinito
e, em seguida, fazer uso das fungoes extremais para demonstrar que os pontos criticos do
funcional auxiliar sao, ainda, pontos criticos do funcional de Euler-Lagrange associado ao
problema (1.1).

Utilizando os mesmos argumentos da secao 1.4 podemos definir a fungao M,

como em (1.11) e criar o problema auxiliar (1.13), tendo como funcional de Euler-Lagrange
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associado, Jy definido em (1.14).
Os proximos dois lemas demonstram que o funcional Jy satisfaz as condicoes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale, para todo

A >0, quando p < r < q.

Lema 1.5.1. Suponha que sejam vdlidas as hipoteses (My), (f1), (f2) € que p <1 < q.

Entao, existem niumeros reais positivos, p e a, tais que

a )

Jo(u) > a > 0,Yu € DI, com ||jul| = p,

para todo A > 0.

Demonstracao. Seja A > 0. Usando (M), (f1), (f2) e a desigualdade (1.4), obtemos

1~
Jo(u) = —Mo (|Jul”) — /\x! 5F (z,u)dx — —/\:U] ﬂlu\qu

1 Jul )
>3 My(s)ds — )\—2/ (P juf dz — 2EJul|?
P Jo T Ja q
mo )\02 ~
Z?HUHP — [Jull" - CHqu.

Desde que p < r < g, o resultado segue escolhendo p > 0, suficientemente pequeno.

]

Lema 1.5.2. Suponha que sejam vdlidas as hipéteses (M), (Ms), (f1), (f2) e que p <

r < q. Entao, para todo A > 0, existe e € D2P com Jy(e) < 0 e |le]| > p.

Demonstragao. Considere vy € DIP\{0} tal que vg > 0 em . Usando (1.12) e (f2),

obtemos

1~
Jo(tvg) = —MO (|[tvol|?) — / 2| F (2, tvg)dx — —/|m| Blu|?da

1 [lltvoll”
< 2—9/ My(s)ds — )\—Cl/ || 0| tvo” dx——/|x| B lu|?da
0

O
[ / 2| ol d — = / 2|8 oo |7d.

<

'Blm
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Desde que p < r < ¢, temos tE+moo Jo(tvg) = —oo. Logo, existe t > 0 suficientemente
grande, tal que t||vg]| > p e Jo(tvg) < 0. O resultado segue escolhendo e = tuy.

[

Dos Lemas 1.5.1 e 1.5.2 segue que, para cada A > 0, podemos aplicar o

Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale e obter uma sequéncia

(u,) C DLP| satisfazendo
Jo(u,) — cx e Jy(u,) — 0 em (D)1,

quando n — 400, em que

0 < cx = inf max Jo(7(1)),

T = {y € C((0,1], Dg") : 7(0) = 0,7(1) = tvo}

e vg € DLP ¢ tal que vy > 0.

Observagao 1.5.3. (u,) € limitada em D:P. De fato, devido a condigao (f3), a demons-

tragao é como visto na Observac¢ao 1.4.3.

Lema 1.5.4. Suponha (M), (Ms), (f1), (f2), (fs) er > p. Entao Jy satisfaz a condigdo

de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja (u,) C D:P uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto &,
Jo(un) — c e Ji(u,) — 0 (no dual de D}?), quando n — +o0o. Utilizando os mesmos
argumentos da Observagao 1.4.3, temos que (u,) C DIP é limitada.

Desde que D7 ¢ reflexivo e (u,,) é limitada, passando a uma subsequéncia,

se necessério, obtemos u € DLP tal que
Uy, — U, em Di’p,

quando n — +o00. Ainda, como a imersao de D:? em L*(Q,|z|™) é compacta, sempre
quel <s<p*eo<(a+1)s+ N(1—2), temos

S
p

U, = u, em LYQ,|2|™%) e u, = u, em L™(Q,|z]™0),
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quando n — +o00. Dai, obtemos, também,

up(z) = u(z) qt.p. em Q e ||u,|]| — so >0, (1.30)

quando n — +00.

Logo J§(un)(un, —u) = 0,(1), isto é,

Mo () / 2PV 2V, ¥ (1, — )
Q

—)\/Q|x|_5f(x,un)(un —u)dr — /Q|x|_'8|un|q_2un(un —u)dr = o0,(1).

Da desigualdade de Hélder e de (1.30), usando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos

/!x\‘ﬁ\un\q*un(un —u)dz = 0,(1).
Q

Ainda, usando (fs), a desigualdade de Holder, (1.30) e o Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue, temos

/Q‘$|6f(5€7 Un) (U, — u)dx

< 02/Q|x|5|un|”|un ~ uldz = on(1).
Por conseguinte, obtemos
M0(|]un||p)[)|x|“”|Vun|p2VunV(un —u)dz = o,(1).
Uma vez que (u,) é limitada e M é continua e positiva,
/Q|x|“p|Vun|p2VunV(un —u) dr = o,(1).

Aplicando o Lema 1.2.6 concluimos a demonstragao.
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Observacao 1.5.5. Devido aos Lemas 1.5.1 e 1.5.2 o Lema 1.4.7 € verdadeiro, para todo
A > 0, quando p < r < q. Assim, se considerarmos o caminho .(t) = t(tv.,), para

t € [0,1], o qual pertence a I', obtemos a sequinte estimativa

0 < ¢y = iInf J, t
ey = Inf max o(v(1))

< sup Jo(s7c,)
s>0

< (%mo — %Mg(to)) to

para todo A > 0.

O préximo lema é uma versao do Lema 1.4.9 quando p < r < ¢q. Devido a

hipotese (f3) e a Observagao 1.5.5, sua demonstracao é similar & demonstragao do Lema

1.4.9.

Lema 1.5.6. Suponha (M), (Ms), (f2), (f3) ep <1 < q. Seja (u,) C DLP uma sequéncia

tal que

Jo(un) — cx e Jy(un) — 0 em (D)™, quando n — +oo.

Entao, existe uma subsequéncia de (uy), digamos (uy, ), tal que
[[tn, |IP < to,Vk € N.

Demonstracgao. Seja A > 0. Suponha que para uma infinidade de indices n € N, tem-se
|un||? > to. Considere a subsequéncia (u,, ) de (u,) formada por tais indices. Dessa forma,
||tn, ||? > to, para todo k € N. Da Observagao 1.5.3 temos que (uy, ) ¢ limitada. Assim,

obtemos
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quando k — 4o00. Mas isto implica que

I
S~
—~

S
3
=

o) ) = £ Jo(tn,) () + 01(1)
Mo ([[ung|[7) = EMo(to) i, |I” + 04 (1) (1.31)

mo = EMo(t) ) [P + 0x(1).

v

v
e
=

Como mgy < M(ty) < §m0, temos %mo — %Mo(to) > 0. Entao, obtemos
p

1 1
C) > (]—jmo — EMo(t(])) to > 0.

Mas isto contradiz a Observacao 1.5.5. Portanto, s6 podemos ter ||u,||” > t, para uma
quantidade finita de indices n € N. Excluindo-se tais indices, podemos considerar a sub-

sequéncia (u,, ), de (uy,), tal que |lu,, [|P < ty, para todo k € N..

1.5.1 Conclusao da demonstracao do Teorema 1.1.4

Seja A > 0. Segue dos Lemas 1.5.1, 1.5.2 e da Observacao 1.5.3, que existe
uma sequéncia limitada (u,) C DM tal que Jo(u,) — cx e Ji(u,) — 0, em (DLP)~1
quando n — +o00. Aplicando o Lema 1.5.4, a menos de subsequéncia, existe uy € D7 tal
que u, — uy. Logo uy é uma solugao fraca para o problema (1.13). Aplicando o Lema

1.5.6, temos que uy é uma solucao fraca para o problema (1.1).



Capitulo

2

Equacoes do tipo Kirchhoff com expoentes

criticos

2.1 Introducao

Nesse capitulo, estudaremos um problema semelhante ao problema (1.1),
mas substituindo o termo com expoente subcritico por um termo com expoente critico.
A presenca do termo critico aumenta a dificuldade na abordagem do problema, pois nao
temos a imersdo compacta de D1P em LP (Q, |x|~%"), dificultando demonstrar que o fun-
cional de Euler-Lagrange associado ao problema satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Para
contornar essa dificuldade, foi necesséario utilizar uma versao do Principio de Concentra-
¢ao e Compacidade de Lions. Além disso, a presenca do termo nao local no operador L
nos obriga a fazer um truncamento na funcao do tipo Kirchhoff, M, tal como foi feito na
Secao 1.4 do Capitulo 1.

Especificamente, estamos interessados em obter solucoes para o seguinte
problema

L(w) = Na|f(z,u) + ||~
u = 0, em Of),

ulP""2u, em Q,

(2.1)

em que

Lu) = — [M (/Q 2|~ P |Vl do )] div (||~ |VulP~2Vu) |

52



Q c RY ¢ um dominio suave e limitado com 0 € Q, N > 3, 1 <p < N, a < %,
p* = N]i ’Zip é o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, com d = 1 +a — b e
a<b<a+tl.

As hipoteses sobre a fungao continua M : RT U {0} — R* sdo as mesmas
postas no Capitulo 1:
(M) Existe mo > 0 tal que
M(t) > mg,Vt > 0.

(M) M & uma fungao crescente.
Ja as hipoteses sobre a funcao de Caratheodory f : 2 x R — R, sao se-

melhantes as hipoteses do Capitulo 1, com uma ligeira modificacao devido & presenca do

expoente critico:

(f1) flz,—t) = —f(z,t), Y(z,t) € @ x R.

(f2) Existem r € (1,p*) e Cy, Cy constantes positivas, com C; < Cy, tais que
Cilt|™! < f(z,t) < Colt|™, V(z,t) € Q x (RT U{0}).

(f3) f satisfaz a condigao superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz, isto é, existe & € (p, p*)
tal que
t
0< 5/ f(x,8)ds < tf(z,t), V(z,t) € Q x RT.
0

Supomos, também, 6 < (a+ 1)r + N(1 — Ig)

Assim como no Capitulo 1, para facilitar o estudo do problema (2.1), di-
vidimos o capitulo em se¢bes, considerando os casos p—sublinear (1 < r < p,), p—linear
(r = p) e p—superlinear (r > p). Novamente, no caso p—sublinear utilizaremos a teoria de
género de Krasnoselskii para obter um resultado de multiplas solucoes para o problema
(2.1) e trabalharemos com fun¢oes extremais e o Teorema do Passo da Montanha para
obter uma solugao nao trivial nos casos p—linear e p—superlinear. Os principais resulta-

dos desse capitulo sao os seguintes:
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Teorema 2.1.1. Suponha (M), (Ms), (f1), (f2) e 1 <r < p. Entao existe \* > 0 tal que
o problema (2.1) tem infinitas solugoes, para cada X € (0, \*).

Teorema 2.1.2. Suponha (M), (M), (f1), (f2), (fs) e r = p. Entao o problema (2.1)
tem ao menos uma solug¢ao nao trivial, para cada A € (0, "L;)\l), em que A\i € 0 Primeiro

autovalor associado ao problema (1.9).

Teorema 2.1.3. Suponha (M), (Ms), (f1), (f2), (f3) e p < r < p*. Entdo o problema

(2.1) tem ao menos uma solu¢ao nao trivial, para cada X > 0.

2.2  Formulacao variacional e resultados preliminares

Seja 2 C RY um dominio suave e limitado, com 0 € Q, N > 3,1 < p < N,
a<(N—-p)/p,a<b<a+1ep" = Np/(N—dp), em que d =1+ a—b. Assim como
no Capitulo 1, para tratar o problema (2.1), consideramos o espago de Sobolev com peso,
Do,

Desde que nossa abordagem é variacional, procuramos por solugoes para o
problema (2.1) encontrando pontos criticos do funcional de Euler-Lagrange I : D:? — R,

definido por

1/\ 1 * *
T(w) = 23T(|jul") — /\/ [~ Pz, u) do — —/ [ ) d, (2.2)
P Q qJ0

em que M fo ) ds e F(x,t) fo r,s) ds. Note que I € C* (veja Apéndice,
Teorema A.4.3) e

Iu)é) = M(JulP) / 2P| Va2V uVe da

Al w0 do = [ 1ol ulr 26
Q Q

para toda ¢ € D17,
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2.3 O problema auxiliar

Como foi citado na introducao desse capitulo, a presenca do termo com
expoente critico no problema (2.1) faz com que nao seja simples demonstrar que o fun-
cional [ satisfaz a condicao de Palais-Smale. Entretanto, essa nao é a tnica dificuldade
encontrada nesse processo. A falta de informagoes relativas ao comportamento da fun-
¢ao M no infinito também atrapalha verificar que o funcional I satisfaz a condicao de
Palais-Smale. Para isso, precisaremos fazer um truncamento na funcao M, de forma que
possamos contornar essa dificuldade. Além disso, para demonstrarmos os Teoremas 2.1.2
e 2.1.3, necessitamos verificar a geometria do Teorema do Passo da Montanha, tal como
foi feito na Secao 1.4 do Capitulo 1. A partir desse truncamento, criamos um problema
auxiliar cujas solugoes serao, ainda, solu¢oes de problema (2.1).

Uma vez que p < p*, existe § € R tal que p < 6 < p*. Segue de (M)
que existe typ > 0 tal que my = M(0) < M(ty) < gmo, para o caso 1 < r < pe

mo = M(0) < M(ty) < %mg para o caso p < r < p*, em que £ é dado em (f3). Definimos

M) M(t), se 0<t<ty, (2.3)
0 = .
M(to), se t> t().

Ainda de (Ms), obtemos

0
mo < My(t) < ]—)mo, Vi>0,sel<r<p (2.4)

mo < My(t) < §mo, Vt>0, sep<r<p" (2.5)
p

As demonstragoes dos teoremas principais desse capitulo serao baseadas no
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estudo do seguinte problema auxiliar:

Lo(w) = a0 f(z,u)+ 2|7 [ul"2u, em ©,

u = 0, em 0f),

em que

Lo(u) :==: — {Mo (/ﬂ 2| =P | VulP dz )} div (|z|~|Vu|'*Vu).

O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (2.6) é J : D17 — R,

definido por

1 - 1 *
J(u) = =Mo([[ul”) — A/val“sF(x,u) dx — —*/le‘bp
Q P Ja

- U
p

P, (2.7)

em que Mo(t) := fot My(s)ds. Note que J é de classe C* e
T(w(@) = Mallulf) [ o Vup~*VaVe da
Q

_ -5 _ —bp*
A / 2] f () / 2]

ulP" ~2ug du,

para todo ¢ € D17,

2.4  Demonstracao do Teorema 2.1.1

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 2.1.1. Faremos uso da teoria de
género de Krasnoselskii, apresentada no Capitulo 1, com o objetivo de obter miiltiplas
solugbes para o problema (2.1) quando 1 < r < p. Entretanto, ndo podemos aplicar o
Teorema de Clarke (Teorema 1.2.5), pois além de nao termos a garantia de que o funcional
J, definido em (2.7), seja coercivo, esse funcional verifica apenas uma condigao de Palais-
Smale local (como veremos a seguir), isto é, o funcional verifica a condi¢do de Palais-
Smale para um determinado nivel. Dessa forma, utilizaremos argumentos diferentes dos

encontrados no Capitulo 1 com o intuito de aplicar a seguinte proposicao, relativa a teoria
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de género de Krasnoselskii:

Proposicao 2.4.1. Sejam E um espaco de Banach real e 2 a classe de todos os conjuntos
fechados A C E \ {0} que sao simétricos em relagao a origem. Se K € A, 0 ¢ K, e
Y(K) > 2, entao K possui uma infinidade de pontos.

Demonstragao. Veja |24, Proposigao 1.1.3]. O

O proximo lema demonstra que o funcional J satisfaz uma condi¢ao de

Palais-Smale local.

Lema 2.4.2. Seja (u,) uma sequéncia limitada em DLP tal que
J(u,) = c e J'(u,) = 0 em (D2P)~1 quando n — oo.

Suponha 1 <r <p, (M), (M), (f1), (f2) e

1o N e e R A N A e
C<(5_E) (moCiap) ™ = G (p—) _(E) ’

p*—

em que C' = (fﬂ (\x]_“br)pfi"“ dx) , entdo (uy,) possui uma subsequéncia fortemente

convergente em Dy,

Demonstragao. Desde que D7 é reflexivo e (u,,) é limitada, passando a uma subsequén-

cia, se necessario, obtemos u € DIP tal que
U, — u em D>,

quando n — 4o00. Agora, se 1 < s <p*eoc < (a+1)s+ N(1—s/p), temos que a imersao

de DL? em L*(Q, |z|~7) ¢ compacta e, portanto,

Up — win L¥(Q, |z|77).
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Dai, obtemos, também,

un(z) = u(z) q.t.p em £

[wnll = 50 =0,

quando n — +oo. Nomavente observando que (u,) é limitada, usando o Principio de
Concentracao e Compacidade devido a Lions (veja Apéndice, Lema A.2.8), obtemos um
conjunto de fndices, no méaximo contavel, A, sequéncias (z;) C RY, (1), (1) C (0, 00),

tais que

2| |V = [PVl + e o] ™ fun [ — |27

ulP” + v, (2.8)

Unp,
quando n — 400, no sentido fraco® de convergéncia em medidas, em que

v = Zyiéww > Zﬂiéwi e C’;pyf/p <, (2.9)
i€A ieA

para todo ¢« € A, em que ¢,, é a medida de massa concentrada em z; € €.
Seja k € N. Sem perda de generalidade, podemos supor B(0;2) C Q. Entao,

para cada ¢ > 0, definimos

bo() = p((x = z1)/0);
em que ¥ € C§°(2,]0,1]) é tal que » =1 em B(0;1), » =0 em Q\ B(0;2) e [V¢| < 1.
Observe que (¥,u,) é limitada em DAP. Com efeito
el = [ Jal ¥ ()P
= [ Il (Tl + 1 P
< 2p_1/ ||~ |V ,u,|Pdx +/ |z| |1, Vu,|Pdx
Q Q
or-1
< —/ ||~ |u,, |Pdx —|—/ 2| 7P|, Vu,|Pdx
PP Ja Q

< PP
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Assim, obtemos J'(uy,)(¢,u,) — 0, isto &,

Mo(lluall) [ Jal Va2V, Vs = Mol ) [ 2|7 F P
Q Q
—I—)\/ |27 f (@, U )Y punda
Q
+/ 2|7 4, |un|P da + 0,(1).
Q

Segue de (2.8) e (M;) que

Mo(HUan)/ |2~ P, |V, [PV, Vip,dr < —mo/ ||| VulPy,d
Q Q
_mo/d}gdﬂ
Q
+)\/ 27 f (2, U )Y pund
Q
s [l do
Q
+ / Vodv + 0,(1).
Q
Uma vez que u,, — u in L" (Q, |x|*5) , quando n — +00, a menos de uma

subsequeéncia, existe h € L" (€, ]z|™), tal que |u,(z)| < h(z),¥n € N, q.t.p em Q. Como

un(r) = u(z) q.t.p em £, usando (f) obtemos

7| (@, )| [ ()| [40g] < Cole] =t ()] un ()[4
< Oylz||h(z)[" € L' (Q).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

-5 —0
3 [ 1al 0w nds = A [ ol o, u)guda,
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quando n — 4o00. Assim, obtemos

Mo(||un]7) / 2| P [Vt P2V, Vil < —mg / (|| V[P, de
Q (9]

_m0/¢9dﬂ
Q

-5
)\/Q|x\ [z, u),udx

n / 2",
+ / odv + 0, (1)
Q

P dx

Passando ao limite superior, temos que

lim sup My (||u,||P) /|x| Pty |V [P~ 2V, Vibdz < mo/ ||| VulP,dx

n—0o0

Usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos que

/ |||V ulPy,de = 09(1),/ |a:\_5f(x, w)Pudr = 0,(1),
Q Q

/Q ‘x|_bp*¢g|u’p*dx = 09(1)7

em que lim o,(1) = 0. Logo
0—0t

lim |lim sup Mo (||u,||?) /|93| P |V, [P~ QVunvwgdx} < lim {/ wgdu—mo/wgdu].

0—07T n—oo 0—0F
(2.10)
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Agora, mostraremos que

lim {limsupMo(Huan) / 2| P [Vt P2V Vibydz| = 0. (2.11)
Q

o—0F n—o0

Segue da desigualdade de Holder que

/Q|x|“pun|Vun|p2VunV1bgdm

< [ Jal 90l 0, Vol
Q

-1

p = p -
S( V| dx) ( |, V1, | dm)
Q ’x‘ap Q ‘33|ap
1
= [P~ (/ |xy—ap|unv¢g|de> "
Q

Uma vez que (u,) é limitada em DLP, M é continua e supp(1p,) C B(xy;20), existe L > 0

tal que

Mo([fun|[")

/Q 2|~ |V, [P 2V, Vi da

1
<1 (/ yx\—ap\unwmdx) "
B(zy;20)

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a desigualdade de Holder,

|

obtemos

lim sup [Mg(Huan)

/Q|x]“pun|Vun\p2VunV1pgda:

n—oo
<L (/ \x|—ap|u\p|wg|pdx) ’
B(zy;20)
N—p 1
N Np N
<[ ey Fa) T ([ vea)
B(z;20) B(z;20)

N—p

1 _a N Np
< L|B(xx;20) |V (/ X B(z:20) (|x| P|u|p) N—p dx)
Q

Fazendo ¢ — 0" na expressao acima, obtemos (2.11). Concluimos de (2.10) que

0 < lim {/ @ngy—mo/@/zgdu]
p—0t Q Q
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Isto é,
0 < lim {/ WYdv — mo/ z/Jgd,u}
p—07F B(zg;20) B(zk;20)
= v({@i}) — mop({z})
< Z vidy,({zx}) — mo Z pi0z, ({x})
1€EA 1€EA
= Vi — Moll.
Assim,
mofty < V.
Segue de (2.9) que
v > (meCi,)) 7 7. (2.12)

Agora, provaremos que (2.12) nao pode ocorrer e, dessa forma, o conjunto
.
A é vazio. De fato, suponha, por contradigao, v, > (mOC’;’p) P*=r para algum k € A.
Logo

¢ = J(u) — %J’(un)(un) + on(1).

Uma vez que mg < My(t) < gmo, para todo ¢t € R, temos

¢ = J(u,) %J’(un)(un) + on(1)

1 ~ 1 * *
= ) = » / 2] F (e, wn)d — — / 2] |7 d
P Q P* Ja

1
- [Mo<||un||p> [t Fuaan =3 [ 1o o v
Q Q

Q

m Omg

A
> D0l = Gl = [ fel e w)do+ 5 [ ol e

11 / o
+|-—— x| |u, [P dx + 0,(1).
(5 5) [1el™ ko + 1)

(2.13)

P*dx] +0,(1)



63

Mas, usando (f3), temos, para t > 0,
f($>t> > C'1|t|7"71 >0

e, portanto,

flz, t)t > —=Cyft|".

Se t < 0, usando (f),
flxt) = —fz,—t) < —Cyjt| .

Logo,
f(flf,t)t > _Cllt|r > _02|t|r7

pois C < Cy. Com isso, obtemos
flz, )t > =Cylt|", V(x,t) € Q x R.
Além disso, da Observacao 1.1.1, do Capitulo 1
Cy
F(z,t) < —|t|", ¥(x,t) € Q x R.
r

Substituindo (2.14) e (2.15) em (2.13), obtemos

1 1 1 1 . .
¢ > —XCy (; + 5) /Q 2] |un|"dz + (5 - E) /Q |7 uy [P pda 4 0,(1).

(2.14)

(2.15)
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Fazendo n — oo, obtemos

1 1 1 1 .
c> -0y (— + —) / 2|~ ju|"dx + (— - —) / || %P
r0) Ja 0 p*) Ja

+ <% - pi> PRACHIZ

JeEA

1 1 1 1 -
0Gy (— + —) / 2Ol + (— - —*) / 2 P da
r ) Ja 0 ) Jo (2.16)
0 p* g
1 1 «
> —\Cy ! + ! / 2| ul"de 4+ | = — — / || %P
ro0) Jo 0 p)Ja

11 N
() e

Agora, note que da desigualdade de Hélder,

r/p*
/|x|—5|u|rdx <C (/ |x|—bp*|u|f>*dx> , (2.17)
Q Q

*
p —r

ot P
em que C' = (/ (]x\"”br) pror da:) . Afirmamos que C' < co. De fato, para simplificar,
Q

ul?" 4, dx

v

ulP 1, dx

faca 7 = —2—. Considere uma bola B(0; R) C Q. Como Q ¢é limitado, existe K > 0 tal

pr—r’

que |z| < K, para todo = € Q\B(0; R). Assim, R < |z| < K, para todo = € Q\B(0; R) e,

portanto,

(/ |$|(_5+br)7dx) < 0.
Q\B(0;R)

Para = € B(0; R), fazendo uma mudanca de varaveis em coordenadas polares, temos

R
/ ‘x|(76+br)7dx = wp / 5(75+br)7+N71ds
B(0;R) 0
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Mas, por hipétese, 6 < (a + 1)r+ N(1 — £). Logo

v
N
5<a7’—|—r+N——r—|—br—br
p

:br+N—£(N—p+p(b—a))

ou seja, (—d + br)T + N > 0. Dessa forma, (—0 + br)7 + N — 1 > —1 e, portanto,
R
wR/ GFHITEN=L g o
0

Com isso, concluimos que C' < oc.

Substituindo (2.17) em (2.16) e fazendo ¢ — oo, obtemos

1 1 rr
c> <5 — E) (TTL()C* )p*_p — /\CCQHU ;*ij*

1 1 *

Defina ¢ : R* — R dada por () = —ACC, (£ + 5) ¢" + (% - i) tP". Essa

fungao atinge seu minimo absoluto no ponto
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Assim, concluimos que

T
p*—r

. 141
c> (1 - i) (maC2,) 77 — MrCCy (l n 1) ArCC: (i + )
0 p ’ r 0 P (1 _ L)
0 p*

uma vez que <% — pi> < 1. Mas isso contradiz a hipotese do teorema. Logo, A é vazio e

segue que u, — uem LF" (Q,|z|7").
Agora, faremos algumas estimativas para concluir que u,, — u in DLP.

Uma vez que u, — u in L" (Q, |x|_5) , a menos de uma subsequéncia, existe
h € L™ (Q,]z]7?), tal que |u,(z)| < h(z),Vn € N, q.t.p. = em Q. Dessa forma, como

up(z) = u(z), q.t.p.  em 2, usando (f3) temos

271, ) [u(@)] < Colal ™ fun|"ul

< Colz[~*|h(2)]" € LT ().
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Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

—)\/Q |x|’5f(x, Up ) (U, — u)dz — 0,

. * _ *
quando n — oo. Da mesma forma, como u, — u in LP (Q, || P ), temos

—/ |x\’bp*]un]p*’2un(un —u)dz — 0,
Q

quando n — oo. Desde que J'(u,) — 0 em (D1P)~1 quando n — oo e (u,) é limitada,

obtemos

J () (uy — u) — 0,

quando n — oo. Mas, como ||u,|| — so e M é continua e positiva, concluimos que

lim [ |27 |Vu, P *Vu,V (u, —u)dr = 0.

n—o0 [¢)

Segue do Lema 1.2.6 que u,, — u in D} O]

Para podermos demonstrar que os pontos criticos obtidos para o funcional
J sao, ainda, pontos criticos para o funcional I, serad necessario a criacao de um outro
funcional auxiliar. A construcao de tal funcional auxiliar segue um procedimento seme-
lhante & construcao do funcional auxiliar na Se¢ao 1.3 do Capitulo 1, como veremos no
que segue.

Utilizando as hipoteses (M), (f1), (f2) e a desigualdade de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg (1.4), obtemos

1~
Iw) = Fho(elP) - / 2]
1 Jull? i
> — M (s)ds — ACy
P Jo

m ~
> —Jull” ~ AC
p

> ga([[u]l?);
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em que gy : [0,4+00) — R ¢é dada por

=~ ]_ =~ >k
a(t) = 0t — ACot™/? — —C P,
p p*

Procedendo como na Secao 1.3 do Capitulo 1, existe \g > 0 tal que, para
cada A € (0, \g), a fungao g,(t) atinge um maximo positivo e existem t;,t, € (0, +00),
com t; < ty e gr(t;) = ga(t2) = 0. Agora, considere ¢ € C}([0,+00)) com 0 < ¢ < 1,
¢(t) = 1, para todo t € [0,t1], ¢(t) = 0, para todo t € [ta,+00) e ¢'(t) < 0, para todo
t € [0, 4+00). Defina a fungao g : [0, +00) — R dada por

aa(t) = %t — Ayt — ]%¢(t)tp*/f?.

Note que g»(0) = 0, ga(t) > 0, para todo t > t; e

— 20 r/p _
tl}inoog,\(t) tginoo pt ACot"™? = 400, (2.18)

uma vez que T<te ¢(t) = 0, para todo t € [tg, +00).
p
Para todo A € (0,)\g), definimos o funcional de Euler-Lagrange auxiliar,

Jy: DIP — R, dado por

u|P ok
) = STEal?) = A [ ol F o) do = S Fpagoom i g

Uma vez que Jy(u) > ga(||u|[P), segue de (2.18) que Jy é coercivo em D}P. o que implica
Jy limitado inferiormente em D}L’p )

O lema a seguir é de suma importancia para demonstrar que J, satisfaz
uma condi¢ao de Palais-Smale local para niveis negativos e, também, para demonstrar

que as solugbes do problema (2.6) s@o solug¢oes para o problema (2.1).

Lema 2.4.3. Se valem (M), (Ms), (f1), (f2), e 1 <7 < p, entao

lim #1(\) = 0. (2.19)

A—0t
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Demonstragao. Desde que g, (t1(\)) =0 e gh(t1(N)) > 0, temos

r—p 1 -~ p =p

O NG (W) T+ —C(t(N) (2.20)
b p
€
mo > MrCo(ti(A\) 7 + C(t(N) 7, (2.21)
para A € (0, Ag). Usando (2.20) e (2.21), obtemos
ApCo(ti(N) 7+ ]%é(tl(x))”p” > MGyt (\) 7+ C ()7,
o que implica
ACalp = n()F > € (1= 2) ()5 (222
Conluimos de (2.22) que
0< () < 2 |- =r) (2.23)

Uma vez que p* > p > r, passando ao limite quando A — 07 em 2.23 concluimos a
demonstragao.

]

Observacao 2.4.4. Devido ao Lema 2.4.3, podemos considerar \g > 0 tal que t; =
t1(\) < tg, para cada X € (0, \g). Além disso, podemos obter \* < \g tal que

L1 N PR | VA N A G
(5 B ]?) (moC;,) - ﬁ (E) - (2;) > 0,
p

para cada X € (0, \%).

Utilizando o Lema 2.4.3, demonstramos o Lema a seguir, que nos d4 uma

condicao para que os funcionais Jy e J, coincidam e uma condigao para que .Jy verifique
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uma condicao de Palais-Smale local.

Lema 2.4.5. Se J\(u) <0, entao ||u||P < t; e Jy(v) = J(v), para todo v numa vizinhanga
suficientemente pequena de u. Além do mais, Jy verifica a condi¢dao de Palais-Smale para

¢ <0, para todo X € (0, \*).

Demonstragao. Seja u € DM? tal que Jy(u) < 0. Uma vez que J, é continuo, existe
Ry > 0 tal que Jy(v) < 0, para todo v € B(u, Ry) C D:?, o que implica |[v|? < #;
(em particular, ||ul|”? < t;) . Com efeito, desde que g,(f) > 0, para todo t > iy, se
|v||? > ti, teriamos gx(||v||?) > 0. Mas, Jy(v) > ga(]|v]||?), ou seja, terfamos Jy(v) > 0.
Absurdo! Dessa forma, para todo v € B(u, Ry), temos ¢(||v||?) = 1 e, consequentemente,
Jy(v) = J(v), para todo v € B(u, Ry).

Agora, seja (u,) uma sequéncia tal que Jy(u,) — ¢ < 0 e Ji(u,) — 0 em

(D}P)~1 quando n — +oo. Entao J(u,) = Jx(u,) — ¢ < 0 e J'(u,) = Jy(u,) — 0,

p
p*—

quando n — +00. Segue da Observagao 2.4.4 que, para A € (0, \*),
11 " ACCy (L 4+ 1 o =
c<0< (— - —) (mOC’* )P**P _ M (L) _ (L)
0 <l B i) p* p*
0 p*

Como J, é coercivo, temos que (u,) é limitada em D1, Aplicando o Lema 2.4.2, (u,,)

possui uma subsequéncia que converge forte em D.P.
[

No que segue, iremos construir uma sequéncia minimax de valores criticos

negativos para o funcional J,.

Lema 2.4.6. Dado k € N, existe ¢ = e(k) > 0 tal que

Y(J7) >k,

em que J ¢ ={u € DI : Jy(u) < —¢}.

Demonstragao. Uma vez que C5°(Q2) C DLP possui dimensao infinita, para cada k € N,

existe um subespago linear de D}?, k-dimensional, X}, tal que X, C C5°(Q2). Assim, todas
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as normas em X}, sdo equivalentes. Logo, existe uma constante positiva C'(k), que depende

Bl < / 2] ] da,

para todo u € Xj. Dessa forma, se u € X}, segue de (f3) que

de k, tal que

/|ZE|_6F(ZL‘,U)CZI > ﬁ/|gv|_5|u|rdx > C(k)||ul]".
Q T Ja

Seja u € X tal que 0 < |lu||P < t;. Assim, Jy(u) = J(u). Da continuidade

da fungao M, concluimos que existe C' > 0 tal que
J(u) < Cllull? = AC(K)||u]]"

. .
Tome R = min {tf, (%(k)y } e considere § = {u € X} : ||ul]| = s} com

0 < s < R. Desde que 1 < r < p, para todo u € S, obtemos

J(u) < Cllul]” = AC (k) [Jul]"
(2.24)
= {Csp—f - AC(k:)} <0

Logo, existe € > 0 tal que
J(u) < —e,

para todo u € S.
Como Jy(u) = J(u), para todo u € S, obtemos S C J . Desde que X
e R* sao isomorfos e S e S¥~! sdo homeomorfos, segue das propriedades de género de

Krasnoselskii (veja Apéndice, Lema A.3.1) e do Corolario 1.2.4 que

AT 2 (8) = k.
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Para cada k € N, defina os conjuntos
[, ={C c D:"\{0}: C & fechado,C = —C e ~(C) > k},

K.={ueD?:J(u)=0 e Jy(u) =c}

e 0 numero

cr = inf sup Jy(u).
Cerk uweC

Lema 2.4.7. Para cada k € N, ¢ é um nimero real negativo.

Demonstragao. Segue do Lema 2.4.6 que, para cada k € N, existe ¢ > 0 tal que
v(J7€) > k. Além disso, 0 ¢ J~¢, pois J5(0) = 0. Também, J—¢ ¢ fechado e simétrico.
De fato, é fechado, pois J ¢ = J; ' ((—o0, —€]) com Jy continuo e (—oo, —¢] fechado e &
simétrico, pois como Jy é par, Jy(u) = Jy(—u), para todo u € D}*. Logo, J ¢ € T'}.

Por outro lado,

sup Jy(u) < —€
ueJ ¢

e, entao,

—00 < ¢ = inf sup Jy(u) < sup Jy(u) < —e <0.
Cel'y yeC ueJ €

]

O préximo lema nos permitird demonstrar a existéncia de pontos criticos

para o fucional J.

Lema 2.4.8. Se c = ¢, = cky1 = ... = Ckam, para algum m € N, entao
Y(Ke) > m+1,

para todo \ € (0, \*).

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia em K,.. Como do Lema 2.4.7, ¢ = ¢ = ¢41 =
eo. = Crym < 0, aplicando o Lema 2.4.5 temos que (u,,) ¢ limitada e Jy(u,) = J(u,), para

todo n € N. Assim, podemos aplicar o Lema 2.4.2 e obter uma subsequéncia de (u,), que



73

converge forte em DLP isto é, K. é um conjunto compacto. Além disso, como Jy é par,
K.=—-K..
Suponha, por contradigao, que v(K.) < m. Como K, é compacto, do Lema

A.3.1, existe um conjunto fechado e simétrico U, tal que
K.cU e v(U)=~(K.) <m.

Note que podemos tomar U C JY pois como ¢ < 0, K, C J° Aplicando o Lema da

Deformagao (Lema A.3.2), obtemos um homeomorfismo 7 : D2? — DLP_ tal que
n(Jt? —intU) c J°°,

para algum § > 0, com 0 < § < —c. Como ¢ + 6 < 0, temos J° C J° Uma vez

que ¢ = Cgrm = _inf supJy(u), da definicdo de infimo, existe A € T'yi,, tal que
CEFk+m UEC
sup Jy(u) < ¢+ 4. Mas, isso implica que A C J* e, portanto,
u€A
n(A —intU) C n(J° —intU) C J°. (2.25)

Agora, como A C (A —ntU)UintU, obtemos A C (A — U)UU, pelo Lema
A.3.1, temos Y(A) < y(A—U) + ~v(U). Assim,

VA=U) 2~v(A) =~v(U) = (k+m) —m =k.
Desde que « é impar, aplicando o Lema A.3.1, obtemos
Y(A=U)) >~v(A-U) > k.

Como n(A — U) é fechado e simétrico, concluimos que n(A — U) € T'y. Mas isso contradiz

(2.25). Com efeito, como n(A — U) € I'y, temos

sup  Jy(u) > ¢ =c.
uen(A=U)
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Mas, como J¢7% ¢ fechado e n ¢ um homeomorfismo, de (2.25), temos
n(A—=T) c J°,
Logo, para cada u € n(A — U), temos Jy(u) < ¢ — 6, ou seja,

sup  Jy(u) <c—o.
uen(A-0)

Absurdo! Portanto, v(K.) > m + 1. O

Observagao 2.4.9. Se —00 < ¢ < ¢ < ... < ¢ < ... < 0, pelo Lema 2.4.5, cada cy,
€ um wvalor critico negativo de Jy e, assim, obtemos infinitos pontos criticos de Jy, com
energia negativa. Novamente, aplicando o Lema 2.4.5, temos que J possui infinitos pontos

criticos, ou seja, o problema (2.6) tem infinitas solugoes.

Por outro lado, se existem duas constantes ¢y = Crgim, entdo ¢ = ¢ =

Cht1 = oo = Cpym- Do Lema 2.4.8, para todo A € (0, \*), temos
Y(K.)>m+1>2.

Como K. € fechado, simétrico e 0 ¢ K., seque da Proposi¢io 2.4.1, que K. tem infinitos

pontos, isto €, o problema (2.6) tem infinitas solugoes, para todo A € (0, \*).

2.4.1 Conclusao da demonstracao do Teorema 2.1.1

Seja A € (0, \*) e seja uy uma solu¢ao do problema (2.6) obtida na Obser-
vagao 2.4.9. Assim, Jy(uy) = J(uy) < 0. Aplicando o Lema 2.4.5, obtemos

luall” <1 < to,

e, portanto,

Mo([[ux|[") = M(Jux][”)-
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Logo, uy é uma solu¢ao do problema (2.1). Uma vez que o problema (2.6) possui infinitas
solugdes, para cada A € (0, A*), concluimos que o problema (2.1) possui infinitas solugoes,

para cada A € (0, \*). O

2.5  Demonstracao do Teorema 2.1.2

Nessa secao, demonstraremos o Teorema 2.1.2, o qual diz respeito ao pro-
blema (2.1), quando r = p. Para tal, utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha sem
a condigao de Palais-Smale (veja Apéndice, Teorema A.2.7). Entretanto, como dito an-
teriormente, o funcional de Euler-Lagrange, I, associado ao problema (2.1), definido em
(2.2), nao satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Sendo
assim, serd necessario trabalharmos com o funcional J, associado ao problema auxiliar
(2.6).

A principio, demonstraremos que o funcional J, definido em (2.7), satisfaz

a condig¢ao de Palais-Smale, para um determinado nivel ¢, quando r = p.

Lema 2.5.1. Seja (u,) uma sequéncia limitada em DLP tal que
J(up) — ¢ e J'(u,) — 0 em (D2P)™1) quando n — oo.

Suponha r = p, (M), (Ms), (f1), (f2), (f3) e

1 1 .
c < (g — —*) (mngf’p) prop s

p

entao (u,) possui uma subsequéncia fortemente convergente em DLP.

Demonstragao. Desde que D! é reflexivo e (u,,) é limitada, passando a uma subsequén-

cia, se necessério, obtemos u € DL? tal que
U, — u em DYP,

quando n — 4o00. Agora, se 1 < s <p“eo < (a+1)s+ N(1—s/p), temos que a imersao
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de DLP em L5(Q, |z|~7) é compacta e, portanto,
up, — win L¥(, |z|79).

Dai, obtemos, também,

un(z) = u(z) q.t.p em €

[wnll = 50 >0,

quando n — +o00. Desde que (u,,) é limitada, podemos aplicar o Principio de Concentragao
e Compacidade (veja Apéndice, Lema A.2.8) e obter um conjunto de indices, no maximo

contéavel, A, sequéncias (x;) C RN, (), (1;) C (0, 00), tais que

2] =PIV P = 2|7 Val + e 2] " = el 4, (2.26)

quando n — 400, no sentido fraco® de convergéncia em medidas, em que
v= Z Vilpy, > Z,uiéxi e C’;pyf/p* < i, (2.27)
ieA i€A

para todo ¢ € A, em que ¢,, ¢ a medida de massa concentrada em z; € €.
Seja k € N. Sem perda de generalidade, podemos supor B(0;2) C Q. Entao,

para cada ¢ > 0, definimos

bo() = p((x — z1)/0);

em que ¥ € C5°(2,]0,1]) é tal que » =1 em B(0;1), v =0 em Q\ B(0;2) e |[V¢| < 1.
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Observe que (¥,uy,) é limitada em DAP, com efeito

lgunll? = / 2| |V (4 gun) [Pz
- / 2] (| un]| + |10y Vetn| Pz
§2p1/9]a:|“p\ngun]pda:+/\x]ap|wQVun]pdx
Q

op-1
< —/ |$|_“p|un|pd9€+/ 2| 7P|, Vu,|Pdx
JZie' Q

< PP
Assim, obtemos J'(uy,)(¢,u,) — 0, isto &,

My (| ] ?) / 2] Pt |Vt P2Vt Vi = — Mo [Jun?) / 2P|V [P
Q Q
+ )\/ ]x\_5f($,un)wgundx
Q

+/ 2|7 ), [un [P da + 0, (1).
Q
Segue de (2.26) e (M;) que

Mo(||un]7) / | P | V|2Vt Vi < —mo / 2| |V ulPih,da
Q Q
_m0/¢gdﬂ
Q
—l—)\/ |27 f (2, 1 )Y pund
Q
n / 2 pluf?” de
[9]
+/¢Qdu+on(1).
Q

Uma vez que u, — u in L" (Q, \x|_5) , quando n — 400, a menos de uma

subsequéncia, existe h € L” (Q, \x|_5) , tal que |u,(x)] < h(x),Yn € N, q.t.p em . Como
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un(r) = u(z) q.t.p em €, usando (f5) obtemos

[ 71 (@, wn)llun (@) 110g] < Col] ™ Jun (@) fun ()| [10p(2)]
< Cola||h(2)]" € L' ().

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

_5 —0
)\/Q\x] f(:v,un)wgundx%)\/ﬂm f(z, u),ude,

quando n — 4o00. Assim, obtemos

MO(Huan)/ ]x\’“pun|Vun\p’2Vunvadxg —mO/ |z| | VulP,dx
Q Q

- d
mo/wg 1%
+ A [ |z f (@, u)puds

+ [l
+ / Podv + 0, (1).
Q

P dx

Passando ao limite superior, temos que

limsupM0(||un||p)/ |x|_apun|Vun|p_2VunV¢@dx§ —mo/ |z| 7P|V u|Py,dx
Q Q

n—o0

—mo/%du
Q

+ )\/ 2|7 f (2, u) ) udx
Q

.
P dx

+/ 27 4,
Q

+ [ v

Usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
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temos que

/ 2P Vupibydr = 0(1), / 2] f (&, u)pudz = 0,(1),
Q Q

/ 2|7 glul” dar = 0,(1),
Q

em que lim o,(1) = 0. Logo
0—0t

lim llimsupMO(Huan)/ |x|_“pun|Vun|p_2VunV¢gdx} < lim [/ zﬁ@dl/—m()/@/)gdu}.
Q Q Q

0—0F n—00 0—0F
(2.28)
Agora, mostraremos que
lim {limsup Mo(Huan)/ ]x\“pun|Vun|p2Vuan/Jgdx] = 0. (2.29)
0—0t n—oo QO

Segue da desigualdade de Holder que

L\x]“pun|Vun|p2Vunvadx

< / 2] Vet P [ Vi
Q

—1

p pT p %
§< [V dm) ( Mdm)
o |zl o |zl
1
=l [ Jal 7o)
Q

Uma vez que u, ¢ limitada em D}P. M é continua e supp(th,) C B(zy;20), existe L > 0

tal que

Mol | [ ol VitV T
Q

<1 (/ |x|—ap|unwg|pdx) "
B(xy;20)

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a desigualde de Holder,
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obtemos

lim sup [Mo lan)

n—o0

<i([ i)’
B(z;20)
N—p
N Np
o[ ey as) ([ veva)
B(zy;20) B(x;20)

N—p

1 —a N N
< L|B(xx;20)|¥ (/ X B(xx:20) (|x| P|u|p) N—p dx)
Q

/|x! P | Vi [PV, V) pdi

z|-

Fazendo ¢ — 0" na expressao acima, obtemos (2.29). Concluimos de (2.28) que

0 < lim {/ ¢ng—m0/¢QdM:|.
p—0t Q Q

Isto é,
0 < lim {/ Yodv — mo/ @ng,u}
P=0" L) B(a;20) B(zk;20)
= v({zr}) — mop({xr})
< Z vidy, ({1 }) — mo Z 110z, ({1 })
1€EA 1EA
= Vg — Molk-
Assim,
Mmoply < V.
Segue de (2.27) que
v > (meCi,)7 7. (2.30)

Agora, provaremos que (2.30) nao pode ocorrer e, dessa forma, o conjunto
.
A é vazio. De fato, suponha, por contradicao, v, > (mOC’;,p) P*-r para algum k € A.

Logo

c=J(u,) — %J'(un)(un) + 0,(1).
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Uma vez que, para r > p, mg < My(t) < %mo, para todo t € R, aplicando (f3) obtemos

- %J%un)(un) T oa(1)

1.~
= —MO (||un|?) — /|$| 5F (x, up, d:z:——/ ||
1
1 [Mo<||un||p> Lt de = [ 1ol 0 unda
Q Q

c=J(uy)

13
—/ |z } +0n(1) (2.31)
Q
o P _ % P _ -0 i =6
> 20 unl” = S22 P~ A / ol F (o w)ds + / 2] (i, wnYunde

+{=-—— |7 |uy P dz + 0, (1
(5 p*)/gll [tn (1)

1 1 B N
- (z - E) L Yot 0n(L).

Fazendo n — oo, obtemos

- (&

o
v

’B*lH

).

“Y,dr + <— — —> > byl

JEA

(2.32)

|
SR
N———

Y
AN
~——

S

*

(moCr,)7 7 .

M= M= |

Y
T~

Mas isso contradiz a hipotese do teorema. Logo, A é vazio e segue que u, — u em
L (Q, z|777).
Agora, faremos algumas estimativas para concluir que u,, — u in DLP.

Uma vez que u, — u in L" (Q, |x|_5) , a menos de uma subsequéncia, existe
h € L™ (Q,]z]7), tal que |u,(z)] < h(z),Vn € N, q.t.p. = em Q. Dessa forma, como

up(z) = u(z), q.t.p.  em 2, usando (fy) temos

271, ) [u()] < Colal ™ fun|™u

< Colz[~*|h(2)]" € LT ().
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Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

—)\/Q |x|’5f(x, Up ) (U, — u)dz — 0,

quando n — oco. Da mesma forma, como u,, — « in L?" (Q, |x|_bp*), temos
—/ || 7" [ [P, (1, — w)da — 0,
Q

quando n — oo. Desde que J'(u,) — 0 em (D1P)~1 quando n — oo e (u,) é limitada,
obtemos

J () (uy — u) — 0,

quando n — oo. Mas, como ||u,|| — so e M é continua e positiva, concluimos que

lim [ |27 |Vu, P *Vu,V (u, —u)dr = 0.

n—o0 [¢)

Segue do Lema 1.2.6 que u,, — u in D} O]
Os proximos dois lemas demonstram que o funcional J satisfaz as condic¢oes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha.
Lema 2.5.2. Seja Ay como definido em (1.10). Suponha que sejam vdlidas as hipdteses
(M), (f1), (f2) e que r = p. Entao, existem nimeros reais positivos, p e «, tais que

J(u) > a > 0,Yu € DI, com |jul| = p,

a

para todo A € (0, F2A1).

u

— Note que v € DP ¢
Jo 2l ulpdz q a

Demonstragao. Dado u € D.P| considere v =
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/ 2| ~°|v|Pdz = 1. Assim, de (1.10), segue que
Q

A1§/|x]_“p|VU|pd:v
Q

B Jo [z 7| VulPdx
 Jo L P ulpda

e, portanto,

)\1/ 2P uldz < [[ul]?. (2.33)
Q

Seja A € (0, Z2A1). Usando (My), (f1), (f2), (2.33) e a desigualdade (1.4),

obtemos

1=
J(u) = —MO (l|”) — /]x\ 'F(z,u dx——/|x\ BlulP d,

1 Jul o
> 1 Mo(sms—A—?/ 2 ufdz — LE
P Jo q
Ay |
> —H 17— )\—HUHP
1D

AC:
= (o= 22) D

Desde que p < p* e A < ”Cl—g)\l, o resultado segue escolhendo p > 0, suficientemente
pequeno.

]

Lema 2.5.3. Suponha que sejam vdlidas as hipdteses (M), (Ms), (f1), (f2) e que r = p.

Entao, para todo X > 0, existe e € D2P com J(e) <0 e |e]| > p.

Demonstragao. Considere vy € DIP\{0}, tal que vy > 0 em Q. Usando (2.5) e (f2),
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obtemos

J(tvg) = —MO(HtvOHp / 2| °F (, tvg)da — —/|a:\ op"

1 [lltvoll? .
< -/ Mo(s)ds — —1/ 2~ v [P — —*/yxrbp
P Jo

\C
SémotpHvoHp —ltp/ x|~ ‘5[@0]”(13:——/ 2| 7% | [P da.

Desde que p < p*, temos tE+moo J(tvg) = —oo. Logo, existe ¢ > 0 suficientemente grande,
tal que t|lvg]] > p e J(tvg) < 0. O resultado segue escolhendo e = tvy.

O

Dos Lemas 2.5.2 e 2.5.3 segue que, para cada A € (0, g—;))\l), podemos apli-

car o Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale (veja Apéndice,

Teorema A.2.7) e obter uma sequéncia (u,) C DL, satisfazendo
J(uy) — cx e J'(up) — 0 em (DAP)~1

quando n — 400, em que

0 = inf J
<o = Inf max J(y (v(t)),

D= {7 € C([0,1], D7) : 5(0) = 0,7(1) = Fuo}

e vg € DAP ¢ tal que vy > 0.

A fim de obter o nivel ¢y abaixo do nivel dado pelo Lema 2.5.1, faremos uso
de fungoes extremais, tal como na Secao 1.4 do Capitulo 1. Os dois préximos lemas tém
esse proposito.

Como visto no Capitulo 1,

~ N —ap|\Jq,|Pd
SapR = inf {(fR 2|~ |VulPdx }

weRLEEONO}L | ([ ) P
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é atingida pelas fungoes da forma

U (x) = kap(e)ve(z), Ve > 0,

em que

_(N—dp
kap(e) = ceN=/ W o 4 (z) = (8 + |z gﬁ?}&—ﬁ%) (55")

Além do mais, u, satisfaz

/ ||V Pdr = / 2 P d = (S )T (2.34)
RN N

R

De (2.34) obtemos

/N [~V Pde = [kap(e)] " (Supr) 77 (2.35)
R
/RN 277 el d = [hip (€))7 (St ) 77 (2.36)
Seja Ry uma constante positiva e considere ¥ € C5°(RY) tal que 0 < ¥(x) <
1, U(x) =1, para todo |z| < Ry, e ¥(z) = 0, para todo |z| > 2Ry. Defina

.(x) = V(). (o), (2.37)

para todo x € RY e para todo ¢ > 0. Sem perda de generalidade, podemos considerar
B(0;2Ry) C €, em que B(x;s) denota a bola centrada em z de raio s. Note, ainda, que

0. € DL

Lema 2.5.4.

) o1
11m
e—0t (fQ ’x‘fbp*

Demonstracgao. Utilizando os mesmos argumentos do Lema 1.4.6, é possivel mostrar

)p/p* -

Ve|Pdx

que

15117 < [hap()] " (Sapr) 7 + O(1) (2.38)
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dp %

/|f|_bp*|ﬁs|p*dx=s‘]v5p P LO(1), Ve e (0,1),
Q

(2.39)

em que O(1) denota uma constante positiva. Dessa forma, para todo ¢ € (0, 1), de (2.38)

e (2.39) obtemos

Bl Byl (G 4 O0)
(el o )™ = (= o)™

N—d;

oa (&) 7 (Sapor) 5 @ 7+ O(1)e

p

O(1)

N—d,

[CE(N—dp)/dPZ]—p(ga’pyR)%5%7’ + O(l)ngpp

B O(1)

~ P *(N*dp)+N;dp

2L O(1)e @ P

cP(Sepr)P re
O(1)
C—p(gw’R)%gN%p(P—l) + O(l)gNd;pdpp
o(1)

Uma vez que p > 1, temos

oA _

=0 ol )™

Ue

Lema 2.5.5. Seja A € (0, 52A1). Suponha (M), (Ms), (f1) e (f2). Defina

" = min { (%mO - %MO(t0)> to, (% - ]%) (moC;,p)pf*”} .

Entao, existe €1 € (0,1) tal que

sup J(tve) < 1%,
>0

para todo € < e7.

Demonstracao. Sejam 0 < ¢ < 1 e 9. como em (2.37). Desde que dos Lemas 2.5.2 ¢ 2.5.3

o funcional J satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha, para A € (0, "g—gAl),
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existe t. > 0 tal que

sup J (t0.) = J(t.0.)

>0

para todo A € (0, 72 A;1). Temos, entao,

Y

U|P dx

1 — 1 . .
sup J(t7.) = N(I6.517) = A [ fol *Plati)de — o [ fo e

Q
1 * *
< Smzlalp - -tz [ Jaf
p p Q

.| da,
para cada A € (0, 78—3)\1). Agora, considere a fungao g : RTU{0} — RT U{0}, definida por
S i) o (& [ 1o ac)
g(s) = | =mopl|ve sf— | — x dx ) s .
) = (Sl =1

. §m0||@8||p p*—p
E facil ver que 5 = L ¢ um maximo global de g e que
o, |78 |0 P dx

0= () (Grirar)

Jo L]0 | d) P

Ve

Logo,

1 1 % ~ ||p =
&mﬂw9§<___><§m) Il |
t>0 p p* P (

S L]0 [P )P

para cada A € (0, Z2A1).

Segue do Lema 2.5.4 que existe 0 < g1 < 1 tal que
sup J (t0.) < I*,
>0

para todo € < g1 e para cada A € (0, 73—3)\1).

[
Observagao 2.5.6. Seja A € (0, 52A\1) e considere o caminho . (t) = t(tve,), para t €
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[0,1], o qual pertence a I'. Seque do Lema 2.5.5 a seguinte estimativa:

0 < ¢ = inf max J(v(t))

< sup J(Sﬁa)
s>0

*

<

para todo A € (0, E2A1).

O proximo lema nos sera tutil para demonstrar que uma solucao para o

problema (2.6) sera, também, uma solu¢ao para o problema (2.1).

Lema 2.5.7. Suponha que A € (0,22)\;) e r = p. Suponha, ainda, as hipoteses (M),
Ca

(Ms), (f2) e (f3). Seja (u,) C DLP uma sequéncia tal que
J(uy) = cx e J'(u,) = 0 em (D2?)™1) quando n — +oo.
Entao, existe uma subsequéncia de (uy), digamos (uy, ), tal que

[t ||IP < to,VE € N.

Demonstragao. Suponha que para uma infinidade de indices n € N, tem-se ||u,[|P > to.
Considere a subsequéncia (uy,, ) de (u,) formada por tais indices. Dessa forma, |lu,,||? >
to, para todo k € N. Das hipoteses sobre (u,), temos J(up,) — cx € J'(uy,) — 0 em
(DL}P)~! quando k — +o0. Procedendo como na Observagao 1.4.3 temos que (uy, ) é

limitada. Assim, obtemos

| S (tny.) - (g )| < 1T ()] - [ ()| =0,
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quando k — 4o00. Mas isto implica que

Cr J(un, ) — %J’(unk)(unk) + 0g(1)
LMo (lun, [17) = £ Mo (o)t [P + 01 (1) (2.40)

g — EMo(to) ) lum, |1 + o (1).

P

v

vV
—~

Como mgy < M(ty) < §m0, temos %mo — %Mo(to) > 0. Entao, obtemos
p

1 1
C) > (]—jmo — EMo(t(])) to > 0.

Desde que A € (0, %))\1), isto contradiz a Observagao 2.5.6. Portanto, s6 podemos ter
|unl|P > to para uma quantidade finita de indices n € N. Excluindo-se tais indices,

podemos considerar a subsequéncia (uy, ), de (u,), tal que ||u,, ||” < to, para todo k €

N. ]

2.5.1 Conclusao da demonstragao do Teorema 2.1.2

Seja A € (0, 73—‘12)\1). Segue da Observacao 2.5.6, que

1 1 Y
e < (E - E) (moCy,) 77 . (2.41)

Dos Lemas 2.5.2 e 2.5.3 e procedendo como na Observacao 1.4.3, existe uma sequéncia
limitada (u,) C DM, tal que J(u,) — cx e J'(u,) — 0 em (DLP)~1 quando n — +oc.
Desde que (2.41) acontece, segue do Lema 2.5.1 que, a menos de uma subsequéncia,
u, — uy fortemente, em D}P. Logo, uy ¢ uma solucao fraca para o problema (2.6), para
todo A € (0, %21)\1). Aplicando o Lema 2.5.7, concluimos que uy é uma solucao fraca para

o problema (2.1), para todo A € (0, Z2A1).
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2.6 Demonstracao do Teorema 2.1.3

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 2.1.3, o qual trata do problema
(2.1) no caso p-superlinear, ou seja, quando p < r < p*. Novamente faremos uso do
Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale para obter uma solugao
para esse problema. A demonstracao desse Teorema é semelhante & do Teorema 2.1.2,
entretanto, assim como na Secao 1.5, nao precisaremos trabalhar com o primeiro autovalor

associado ao problema (1.10).

Lema 2.6.1. Seja (u,) uma sequéncia limitada em DLP tal que
J(up) = c e J'(u,) — 0 em (D2P)™1) quando n — oco.
Suponha p <1 <p*, (M), (Ma), (f1), (f2), (f3) €
1 1 p*
c<|=—— ) (mC; )",
(g p*) ( ,p)
entao (u,) possui uma subsequéncia fortemente convergente em DLP.

Demonstracao. Uma vez que (2.5) é valido quando p < r < p*, a demonstragao é
analoga a demosntracao do Lema 2.5.1.

m

Os proximos dois lemas demonstram que o funcional J satisfaz as condic¢oes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale, para

todo A > 0, quando p < r < p*.

Lema 2.6.2. Suponha que sejam vdlidas as hipdteses (My), (f1), (f2) e que p < r < p*.

Entao, existem niumeros reais positivos, p e o, tais que

Jo(w) > a > 0,Yu € DE?, com ||lu| = p,

a )

para todo A > 0.
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Demonstragao. Seja A > 0. Usando (M), (f1), (f2) e a desigualdade (1.4), obtemos

J():—MOHqu /]a:\ 5qu x——/]:c

Ll o
> [ M(s)s — A2 / 2|l dz — —Clull?
p

P Jo
/\02

IIUH”

Desde que p < r < p*, o resultado segue escolhendo p > 0, suficientemente pequeno.

O

Lema 2.6.3. Suponha que sejam vdlidas as hipdteses (My), (Ma), (f1), (f2) e que p <

r < p*. Entdo, para todo A > 0, existe e € DLP com Jy(e) <0 e |le| > p.

Demonstragao. Considere vy € DP\{0} tal que vy > 0 em Q. Usando (2.5) e (f2),

obtemos

1~ 1 "
) = 2 3T e”) — / e P (ot — = / 2]

Ll \
</ d—ﬁ/\wtvorda:——/|m| v

AC
< %motpHUOHP— —1tr/ ||~
p

Desde que p < r < p*, temos tLieroo J(tvg) = —oo. Logo, existe ¢ > 0 suficientemente
grande, tal que t|lvg|| > p e J(tvg) < 0. O resultado segue escolhendo e = twy.
O
Dos Lemas 2.6.2 e 2.6.3 segue que, para cada A > 0, podemos aplicar o
Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢cao de Palais-Smale e obter uma sequéncia
(u,) C DLP| satisfazendo

J(uy) — ey e J'(u,) — 0 em (DLP)~!

Y
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quando n — 400, em que

0 < ¢ = inf max J(y(t
ey = Inf max J(v(1)),

r:= {fy € 0([0,1], D) : 4(0) = 0,~(1) = LTUO}
e vy € DLP ¢ tal que vy > 0.

Observagao 2.6.4. Devido aos Lemas 2.6.2 e 2.6.3, o Lema 2.5.5 é verdadeiro, para
todo A > 0, quando p < r < p*. Assim, se considerarmos o caminho v.(t) = t(tve,), para

t € [0,1], o qual pertence a T, obtemos a sequinte estimativa
0 < ¢) = inf max J(y(t))

vel' te[0,1]

< sup J(Sﬁa)
s>0

*

<l

para todo A > 0.

O proéximo lema é uma versao do Lema 2.5.7 quando p < r < p*. Devido a
hipotese (f3) e & Observagao 2.6.4, sua demonstragao é similar & demonstra¢ao do Lema

2.5.7.

Lema 2.6.5. Suponha (M), (M), (f2), (f3) ep < r < p*. Seja (u,) C DLP uma

sequéncia tal que
J(uy) = cx e J'(u,) = 0 em (D2P)™1) quando n — +oo.
Entao, existe uma subsequéncia de (uy,), digamos (uy, ), tal que

[t ||P < to, Vk € N.

Demonstracgao. Seja A > 0. Suponha que para uma infinidade de indices n € N, tem-se
|un||? > to. Considere a subsequéncia (u,, ) de (u,) formada por tais indices. Dessa forma,

||tn, ||? > to, para todo k € N. Das hipoteses sobre (u,,), temos J(u,, ) — cx e J'(uy,) — 0
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em (DLP)~! quando k — +o00. Procedendo como na Observagao 1.4.3 temos que (u,, ) ¢

limitada. Assim, obtemos

| S (tny) - (g )| < 1T ()] - [ ()| =0,

quando k — 4o00. Mas isto implica que

ex = J(tn) = L7 () (1) + 0r(1)
LMo ([t [17) = LMo (t0) 1t |17 + 01 (1)

bmo = EMo(t0) ) 17 + 04 (1)

p

Y

vV
—

Como mgy < M(ty) < §m0, temos %mo — %Mo(to) > 0. Entao, obtemos
p

1 1
cy > <];m0 — gMo(t(])) to > 0.

O que contradiz a Observagao 2.6.4. Portanto, s6 podemos ter ||u,||” > t, para uma
quantidade finita de indices n € N. Excluindo-se tais indices, podemos considerar a sub-

sequéncia (uy, ), de (uy,), tal que |lu,, || < to, para todo k € N.. O

2.6.1 Conclusao da demonstragao do Teorema 2.1.3
Seja A > 0. Segue da Observagao 2.6.4 que

1 1 .
< |z——=)(mCy,)" . 2.42
<§ p*> (moCs) 242
Dos Lemas 2.6.2 e 2.6.3, existe uma sequéncia limitada (u,) C D:P, tal que J(u,) — cx
e J'(u,) — 0 em (DiP)~!, quando n — +o00. Desde que (2.42) acontece, segue do Lema
2.6.1 que, a menos de uma subsequéncia, u, — uy fortemente, em D}?. Logo, uy ¢ uma
solucdo fraca para o problema (2.6), para todo A > 0. Aplicando o Lema 2.6.5, concluimos

que uy é uma solugao fraca para o problema (2.1), para todo A > 0.



Capitulo

3

Sistemas de equacoes de Kirchhofl com

expoentes criticos

3.1 Introducao

Nesse capitulo, estudaremos um sistema (p, ¢)-Laplaciano de equagoes do
tipo Kirchhoff com peso e nao linearidade, envolvendo um termo (p, g)-superlinear, no
qual p pode ser diferente de g, e com expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. O

sistema a ser estudado ¢é o seguinte

L(w) = ANal~Fu(e,u,0) +alalPlul2ulu),  em ,
Ly(v) = M| Fy(z,u,v) +yle[Plu[*v]) v, em Q, (3.1)
u=v = 0, em 02,

em que

Ly(u) = — [M1 ( / \x|m|w|pdxﬂ div (2] [V 2V)

L,(v) =— [MQ </Q |x\_“2q|Vv|qd:L’>} div (Jz|*9|Vo|T*Vv)

Q c RY ¢ um dominio suave e limitado, com 0 € Q, N > 3; 1 <p < N, 1 < ¢ < N,

Nep « v . Np . Ng .
ap < =L as <~ ceR, —+—=1,emque p = ——— e ¢* = ————— a0 08
P p* q* N—dlp N—dQQ

expoentes criticos de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, com d; = 1+ a; — b;, a; < b; < a; + 1,

N—gq
q

i =1,2e 8 =bp" = bog*. F: Q2 xR xR — R é uma fungdo mensurivel em €2 e

94
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continuamente diferenciavel em R x R e F,, é sua derivada parcial com respeito a w.
M; : RT U {0} — R* é uma fungdo continua, para todo i = 1, 2.
As hipoteses sobre as fungoes continuas M; : RT U {0} — R*, i = 1,2, sao

as seguintes:
(M1) Existem my > 0 e my > 0, tais que

M;(t) > m;,
para todo t > 0 e para todo ¢ = 1, 2.

(M2) M; é crescente, para todo i = 1, 2.

Além de ser uma fun¢ao mensuréavel em €2 e continuamente diferencidavel em

R xR, F:Q xR xR — R satisfaz as seguintes hipoteses

(F'1)

para todo (x,s,t) e QA x Rx Re
Fy(z,s,t) = —Fy(z,s,—t),
para todo (z,s,t) € 2 x R x R.

6 o

(F2) Existem constantes positivas C, Cy, com C; < Cy e 0,6 > 1, com —+—>1e
p q

0

)
— + — <1, tais que
p q
C10s|°7t° < Fu(w,s,t) < Cyf|s|” 7 t)°,

para todo (x,s,t) € Q x (RTU{0}) x (RTU{0}) e

C16|s|1t)°7 < Fy(x,s,t) < Cod|s|?[t]°,
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para todo (z,s,t) € Q x (RTU{0}) x (RTU{0}).
(F3) Existem & € (p,p*) e & € (¢, ¢%) tais que

1 1
F(z,u,v) < —F,(z,u,v) - u+ —F,(x,u,v) - v,
& 3

para todo (x,u,v) € Q@ x R x R.

Observamos que de (F'1) e (F'2), obtemos
(F1) F(x,s,t)=F(z,—s,t) = F(x,s,—t) = F(z,—s, —t),

para todo (x,s,t) € 2 x R x R.

Além do mais, de (F'1') e (F2) temos, também,
(F2) CylslJt* < Fa,5,1) < Colsl’li]’

para todo (z,s,t) € 2 x R x R.

Supomos, também, ¢ < min{(a; + 1)r + N(1 = ), (az + 1)r + N(1 — 2)},
em que py € (p,p*) e qo € (¢, ") s@o tais que pﬁ + qﬁ = 1.

Devido a presencga dos termos néo(ilocaios no sistema (3.1), sera necessario fa-
zer um truncamento nas fungoes do tipo Kirchhoff que aparecem no operador, criando um
problema auxiliar, de certa forma, semelhante ao que foi feito no Capitulo 2. Encontrando
solugoes para esse problema auxiliar, poderemos obter solugbes para o problema (3.1). A
presencga do termo com expoente critico no sistema, também causa uma certa dificuldade
no estudo do problema, devido a falta de compacidade, como veremos posteriormente.

Nos estabelecemos dois resultados para o problema (3.1). Em ambos fizemos
uso do Teorema do Passo da Montanha para obter solucoes para o sistema. No primeiro
resultado, supomos p = ¢. Trabalhando com fungoes extremais, foi possivel obter uma
solucao nao trivial para o problema, para todo A > 0. O outro resultado diz respeito

ao caso em que p pode ser diferente de ¢. Nesse segundo resultado, também obtemos
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uma solu¢do nao trivial para o problema (3.1), mas para A suficientemente grande. O
problema de p ser diferente de ¢ foi contornado fazendo uso de uma versao do Principio
de Concentragao e Compacidade devido a Lions (cf.[43, Lemma 2.1|) e controlando o nivel

da sequéncia de Palais-Smale obtida com o Teorema do Passo da Montanha.

Os principais resultados desse capitulo sao os seguintes:

Teorema 3.1.1. Suponha p = q, (M1), (M2), (F1), (F2), (F3), a1 = ay e a4y = p*.

Entao, para todo X\ > 0, o problema (3.1) tem ao menos uma solu¢ao nao trivial.

Teorema 3.1.2. Suponha (M1), (M2), (F1), (F2), (F3) e % + l* = 1. Entao, existe
p q
A* > 0 tal que o problema (3.1) tem ao menos uma solugao nao trivial, para cada A\ €

(A*, 400).

3.2 Formulacao variacional e resultados preliminares

Seja Q2 € RY um dominio suave e limitado, com 0 € Q, N > 3,1 <[ < N,
a<(N=0/l,a<b<a+1l el*=NI/(N—dl), em que d =1+ a — b. Considere o
espaco de Sobolev DX definido tal como no Capitulo 1, o qual é o completamento de

C5°(2) com respeito & norma

11
ol = ( / |x|-“l|w|ldas) .
Q

Devido a desigualdade (1.4), temos que a imersiao de D! em L"(Q, |x|™") é continua, em

que L"(€, |x|~") é o espago de Sobolev com peso L"(£2), munido da norma

1/r
= [ Jal ol
Q

Além do mais, essa imersao ¢ compacta quando 1 < r < NI/(N —1) en < (a+ 1)r +
N(1- 7).
Denote A = Dy? e B = D)4 Definimos o espaco de Sobolev E = A x B,



98

munido da norma

1/p 1/q
o)l =l + el = ( [ lel-o19uas )+ ([ faleoas)
Q Q

Desde que nossa abordagem ¢é variacional, procuramos por solugoes para o
problema (3.1) encontrando pontos criticos do funcional de Euler-Lagrange, I : E — R,

dado por
1 ~ 1~ P
I(u,v) = —Ml(Hqu) + = Mg (lvll%) — \:U| “F(x,u,v)dx — |$\ |u|*|v|"dz,

para todo (u,v) € E, em que ]\Z(t) = fot M;(s)ds, i = 1,2. Observe que I € C'(E,R)
(veja Apéndice, Teorema A.4.5) e

w0 0) =Ml [ o7 VuP 90T o
+ Ma(loly) | Lol Vel V0 Vida
— )\/Q |z| " Fy(z,u,v)pdr — )\/Q|:L‘|_CFU(x,u,v)@/)dx
—a el Pl ol ede — [ fal ul ol v

para todo (p,) € E.

A proxima proposi¢ao é uma versao do Principio de Concentragao e Com-
pacidade devido a Lions (cf. [43, Lemma 2.1]) e nos sera util para demonstrar que o
funcional I satisfaz uma condicao local de Palais-Smale. Esta versao é uma versao mais
geral do teorema dado por Silva e Xavier [52], adaptado para o nosso problema. Sua

demonstracao pode ser encontrada no Apéndice, Secao A.2.1.

Proposigao 3.2.1. Seja 1 < p,q < N. Seja, também, Q € C*(Q xR x R, R) uma funcdio

nao negativa, satisfazendo Q(x,0,0) =0, para todo x € Q e

(Qo) existe C > 0 tal que, para cada (z,u,v) € Q@ x R x R,

* *(p*-1)
1Qul, u,0)] < C(lul” ™ + o] 7 +1),
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p*(g*—1)

|Qu(z,u,0)| < C(lu] 4+ v

T 4).

Seja {(un,vn)} C E uma sequéncia tal que (u,,v,) — (u,v), fracamente, em E. Suponha
que

|z| "M\ Vu,|Pde — p, |z|”*|Vo,|dz — o, |x|_BQ(x, Up, Uy )dT — U,

no sentido fraco® de convergéncia em medidas, em que p, o e v sao medidas nao negativas
e limitadas em Q. Entao, existem um conjunto A, no mdzrimo contdvel, familias (1) en,

(0j)jen € (V;)jen de niumeros reais positivos e uma familia (x;)jen de pontos de € tais que

v =|2|7PQ(x,u,v)dx + Z 210 (3.2)
JEA
> || TP | VulPdr + Z,uj(sxj, (3.3)
JEA
o > |z 29|Vl ldx + Z 00z, (3.4)
jeA

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

W4 gl > Oy (3.5)

3.3 O problema auxiliar

Afim de provar os Teoremas 3.1.1 e 3.1.2, faremos uso do Teorema do Passo
da Montanha sem a condigdo de Palais-Smale. Porém, uma vez que o problema (3.1)
envolve um termo com crescimento critico e um operador nao-local sem muito conheci-
mento sobre o comportamento das fungoes M; e Ms no infinito, necessitamos fazer um
2. 79 ~ 2 ’ .
truncamento” nessas funcoes. Dessa forma, sera possivel demonstrar que o funcional de

Euler-Lagrange associado ao problema (3.1) possui a geometria do Passo da Montanha.

Defina my = min{m,, ms}. Segue de (M2) que existem t;,t, > 0 tais que
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mo < Ml(O) < Ml(tl) < %mg e my < MQ(O) < M2<t2) < mo Definimos

M (t) Ml(t), se 0 Stétl,
t =
' Mi(t), se t>t,

M (t) Mg(t), se 0 <t< t2,
t =
: My(ts), se >t

Novamente, usando (M2), obtemos

§

mo < Mtl(t) < %mo e my < MtQ( ) < ;mo,‘v’t > 0. (36)

A demonstracao dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2 serd baseada no estudo do se-

guinte problema auxiliar

Liw) = AelFulw.u,0) +alel Plul*2uol’,  em O
L2(0) = AalFulwu0) +le| Pl 2, em 9, (3.7)
u=v = 0, em 02,
em que )
Ly(u) == — | My, (/ || P|VulP dx )] div (|z|~"P|VuP*Vw)
L Q
e -
L2(v) == — | My, (/ |z| 7%\ Vu|? dz )} div (|z|79|Vo|7*Vv).
L Q
O funcional de Euler-Lagrange, J : E — R, associado ao problema (3.7) é
dado por

1~ 1~
o) = 30 () + 3 1ol) - / 2| F (e, u, v)d — / 2|8 Jul" o[ d,
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para todo (u,v) € E, em que M, (t) := [3 My, (s)ds, i = 1,2. Note que J € C'(E,R) e

T (w.0)(o,0) =Ma (Jully) [ | [Fup =2V uVioda
4 Mu(lolly) [ Jol Vol 96T v
Q
- )\/ |ZE|7cFu(£C, u, ’U)gOd.%‘ - )\/ !:E\%Fv(af,u, U)wdx
Q Q

—a / 2|8 lul*2 o[ updz — / 2Bl o 2oz,
Q Q

para todo (p, ) € E.

3.4 A condicao de Palais-Smale
Nessa se¢ao, verificaremos que, sob as hipoteses (M), (Ms), (F1) e (F2), o
funcional J satisfaz a condicao de Palais-Smale, para um determinado nivel.

Lema 3.4.1. Seja {(un,v,)} uma sequéncia limitada em E tal que
J(tp,v,) = ¢ € J (tn,v,) = 0 em E7', quando n — oo.
Suponha que (M), (Ms), (F1) e (Fy) sejam vdlidas e que

a v mo
e (L4 q) Mg
<§1 S >Oé+7 P

P q
o . mo p*—p mo a*—q
em que K,, = min { <—2(a+7)0> , <—2(cx+’y)C>

sequéncia que converge forte em E.

}. Entao, {(un,v,)} possui uma sub-

Demonstragao. Desde que E é reflexivo e {(un,v,)} é limitada em E, passando a uma

subsequéncia, se necessario, obtemos u € E tal que
(Un, vy) = (u,v) em E

quando n — +o0o. Como a imersao de E em L"(Q, |z|7®) x L*(Q, |#|~°) é compacta, sempre
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que l <r<pl1<s<qg,a<(am+O)r+N1-=r/p)eb<(aa+1)s+ N(1—s/q),
temos

(Un,vn) = (uw,v) em L"(, |z]7) x L*(, |:B|_b),

quando n — +oo, em que 1 < r <p* 1 < s < ¢ a < (ma+1r+N(1—-r/p)e
b<(az+1)s+ N(1 —s/q). Dai, obtemos, também,

un(z) = u(z) q.t.p. em Q, v,(x) = v(x) q.t.p. em Q

[unlla = to =0, [lonllz = s0 =0,

quando n — oo. Além disso, como {(u,,v,)} é limitada e Q(z,u,v) = |u|*|v|” satisfaz
(Qo), podemos aplicar a Proposigao 3.2.1 para obter um conjunto de indices, no maximo

contavel, A e sequéncias {z;} C RY, {u;}, {0;}, {v;} C (0,+00) tais que
|| 9P|V |Pde — p, |2|7%2|\ Vo, |%de — o, |z| P |un|*|v.| dz — v, (3.8)

quando n — 400, no sentido fraco* de convergéncia em medidas, em que

v = oo de + Y vd,,, (3.9)
JEA

p> |z TP Vulde + ) s, (3.10)
JEA

o > |27Vl dr + Y 06, (3.11)
JEA

para todo j € A, sendo 0., a medida de massa concentrada em z; € (2. Além do mais,
existe C' > 0 tal que
WP ot > Oy, (3.12)

para todo j € A.
Agora, seja k € N. Sem perda de generalidade, podemos supor B(0;2) C (.
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Para cada ¢ > 0, definimos ¢,(z) := ¥((z — zx)/0), em que ¥ € C§°(,[0,1]) é tal que
p=1em B(0;1), ¥ =0em Q\ B(0;2) e |[V| < 1. Observe que (¢,un, ¥,v,) ¢ limitada

em FE. De fato, como

[(@otin; Youn) | = [[Younlla + [[¢ovnll 5,

e e NE R
= [ el (9] + 6,V P
Q

< ort (/ |z| P |V, u, [Pdr +/ |:E|_a1p|1/)QVun|pdx)
Q Q

1
< or—t (E/ |:r]_“1p|un|pd:r—l—/ \x|_“1p|¢gVun|pdx)
Q Q

e, da mesma forma,

[evnllls < Cllonll,

concluimos que {(¢ Uy, Y,v,)} € limitada em E. Logo

J;\(una Un)(wgum %Un) — 0>

quando n — 400, isto é,

w, |V, P2V, V v, |V, |12V, V
Vil [ 1oVl e g [ eVl 0T

Q |2[21

=i () | Jel VP = Moy (ol [ |90, o
Q Q
—|—/\/ |x|_CFu(x,un,vn)¢@unda:+)\/ |z| " F, (2, Up,y v ) pundx
Q Q

#at ) [ el o s + 0,0
Q
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< —mg/ ]x|“1p\Vun|p¢gda:—m0/ || 7% Vv, | ",dx
Q Q
—I—)\/ |m|_cFu(x,un,vn)¢gundm+/\/ ||~ F, (x, tp, v v da
Q Q

+at7) [ Lol o ads + 0,(1)
Q
Usando (3.8) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

n| Vg [PV u, vV |V, |72V, V
imsup (31, () [ 20T ) [ 2
Q Q

n—+o0o |$|a1p |x‘(l2q

< —mo /Q 2=Vl yde — mo S 105(16,)

jeA

~mo / 2 Vot yde — g S 0385(1,)
9]

JEA

+)\/ ]x\_cFu(a:,u,v)wgudx+)\/ |z| " F, (2, u,v),vdx
Q 0

T (at) / 2l 0Pz + (o) S 1365,

jEA

Novamente, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos

que

/Q 2|~ Vi, de = o,(1), / 2] 9| Vo| g, = o,(1),

/Q 2|0 By (2, u, v) Y uds = 09(1),/Q 2|0 By (2, u, v)h,vde = o,(1),

/Q 2|2 o b, = 0,(1),

li 1) =0.
em que lim 0,(1)
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Dessa forma, obtemos

p—2
lim {limsup [Mtl(HUan)/ U | V| Vunvwgdm
0

p—0F n—+oo |x|a1p
" V| VU, |72V 0, Vi,
+ My () [ (3.13)
< lim [—mo D 10(e) —mo Y 038;(we) + (@ +7) ) Vﬂj(%)] :
- jEA jeA jeA
Agora, mostraremos que
lim {limsup {Mtl(ﬂun”’;)/ 2|~ P, |V, [P 2V, Vi, dr
p—0F n——+o00 Q (3 14)

4 MJonlly) [ Jal 0] T2V, V0, d” 0.
Q

Primeiramente, observe que, da desigualdade de Holder,

/Q |2 =P, |V, [PV, Vi da

< [ Jal 7 VP Vs
Q

-1

p 1
p R P P
< ( V| dx) ( [un Vi, " dx)
Q |x|a1p Q |x|a1p
1
= ( / menwgwx)p |
Q

Uma vez que (u,) é limitada em DP, M, e M,, sao continuas e supp(,) C B(xx;20),

existe L; > 0 tal que

VUl NP
My, (||un]lP) ‘/ |2~ P, |V, [P 2V, Vip,dr| < Ly (/ %dw) )
Q Blap2e) 1T

Analogamente, existe Ly > 0 tal que

1
q q
M, (|[val]9) < L, [Vl 5 N
: Blop2e)  |2|%

Logo, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a desigualdade de

/Q\:U]_“qun\an]q_Qanvwgdw
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Holder, obtemos

lim sup [Mh(HunH@

n——+00

/Q|x]“1pun|Vun]p2Vuan/Jgdaz

P\ ¢ \7q
([ LY ([ el
B(z;20) ’x‘mp B(z1;20) |.CL“’ 2

p

N N v
n(f ey Pan) ([ vea)
B(z;20) B(zr;2e)

N—gqg
N Ngq
era([ (el an) ([ )
B(xy;20) B(zk;20)

N—p

1 . N Np
Q

N—q
1 _N_ "Nq
+ Lo| B(zk; 20)[¥ (/Q XB(ar20) (|2 7429 |0]7) ¥ d;z:) :

+ My, ([[onll)

/Q|x|“2qvn|an|q2anvwgdx

IN

z|-

IN

L1|B(xk:§ 2@)

Fazendo o — 01 na expressao acima, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

(3.14) ocorre. Assim, concluimos de (3.13) que

0< plir(r)l+ [—mo Z 11505 (¥g) — Mo Z 00;(thy) + (a+7) Z Vj(sj(we)] :

JeEA JeEA JEA

Isto é,

0< ,}H& {—mo (/Q Yodp + /ngda) + (a+ ’y)/ﬂ@bgdul

= lim {—mo </ Vody +/ ¢9d0> + (a+ ’Y)/ %dV}
p—0%* B(xy;20) B(xk;20) B(zx;20)

= —mopu({zi}) — mooc({zi}) + (. + v)v({z})

= —mo(px + ox) + (0 + 7).
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Logo, de (3.12) obtemos

mo(pr + ox) < (a0 +7)v
o (3.15)
< (a+)C(y " + o).

Faga 7 = ju, + 0. Temos que 0 < mor < (o + 7)CO (7P /P + 77/9) 0 que

. . ﬁfl i*l . * *
implica <77 ~+ 7949 . Definindo r = ?—1 ery= %—1, se 7 < 1, temos

Mo
(+v)C

T T2 < 27_m1n{7"1,7"2}.

Se 7 > 1, temos

771 + 2 < 2Tmax{r1,r2}'

S . mg m mo m

T ~Z Imin —2(0[_}_7)0 9 2(()[+’Y)O

() () 31
20 +7)C) "\ 2(a+7)C

= Kp,q'

Portanto,

Segue de (3.15) e (3.16) que

mo mo
> K,,. 3.17
a+7T_a+’y Pa (3.17)

Vg >

Agora, provaremos que (3.17) ndo pode ocorrer e, portanto, A é vazio. De

fato, suponha, por contradigao, que (3.17) seja valida, para algum k& € A. Uma vez que
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mo < My, (t) < %mo e mo < My,(t) < %mo, para todo t € R, de (F'3) obtemos

¢ = J(tny0) = 'ty 0) - (52, 22) + 0, (1)
SERS
1 1
> —mg||un||’y — thl(llunlli)llunlli
1
+ =mollvall5 — =M, ([[vnlB)lvnllB
q &2
+ ( + x_ 1) / ||~ B|un| |vn|7dx 4 0,(1)
&1 &
mo 1 51 mo 1 52
> — unl’y = ==mollun |y + —lvalls — = =mol|vall}
& p A7 g Bt g B

+ (51 + = — 1) / 2| 7P|t | [vp| T d2 4 0, (1)

l_ =Blu 1% |7
> (84 2-1) [l lunllo s + 0,00

Fazendo n — +o0,

ez (&4 2-) [l ultoPonte+ (£ 42 1) Tt 0
LT
§2

> JEA
B <_ _1> /Q\ﬂ o[ epda + (g_
)

- 1) Sl
(2

jEA
p
> —1 K, ..
<§1 52 )OH"Y P

Mas isso contradiz a hipdtese do teorema. Logo A é vazio e segue que

Vg

/\x!’8|un]a\vn\7dx—>/\:c]’Blu\o‘]vwdz’. (3.18)
Q Q

No que segue, demonstraremos que (u,,v,) — (u,v) em E.
Desde que (tn, v,) — (u,v) em L°(Q, |2|~¢)x L (Q, |#|~¢), Segue do Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

—/\/ |z| " Fy(z,u,v)(u, —u)dz — 0,
Q
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quando n — +oo. Também, de (3.18) e do Teorema da Convergéncia Dominada e do

Lema de Brezis-Lieb (veja Apéndice, Teorema A.2.4), obtemos
[ bl = ) = 0,
Q

quando n — 400. Como {(uy,, v,)} € limitada em E, temos J'(uy, v,)(u, — u,0) — 0, em
R, quando n — 4o00. Assim, uma vez que ||u,||la — to > 0, quando n — 400 e M;, é

continua e positiva, obtemos

n—oo

lim / 2| =PV, [P *Vu, V (u, — u)dz = 0.
Q

Segue do Lema 1.2.6 que u,, — u in D}l’lp, quando n — +00. Pelos mesmos argumentos,
obtemos v,, — v em Dy?, quando n — 4oco. Concluimos entdo, que (uy, v,) — (u,v) em

E. quando n — +o00.

3.5 Demonstracao do Teorema 3.1.1

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 3.1.1. Lembramos o leitor que
estamos supondo p = ¢ como hipotese desse resultado. Além disso, consideramos a; = ao,
o que implica E = Dy? x DL

Os proximos dois lemas mostram que o funcional J possui a geometria do
Passo da Montanha. Antes de demonstra-los, observe que como p = ¢, entao p < 0+6 < p*

ea+vy=p.

Lema 3.5.1. Suponha que sejam wvdlidas as hipéteses (M1), (M2), (F1), (F2) e que

p = q. Entao, existem niumeros reais positivos p e ( tais que
J(u,v) > ¢ > 0,V(u,v) € E com ||(u,v)|| = p.

Demonstragao. Seja (u,v) € E tal que [[(u,v)| < 1. De (M1), (F1), (F2), (1.4) e da
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desigualdade de Young, obtemos

J(u,v) = —Mtl(Hqu)Jr Mt2 [ol[2) — /!xl F(z,u,v)dr

- / 2|8 [ul° o] dz
Q

myo mo —_c — o
POy + 22 olfy = AC [ fal “lul'offde ~ [ fal?lul"loPda

mo mo 602 _ 502 _
"0l + 22l ~ / 2]~ ful*dz — [ Jalpi? o

v

Vv

)

7 lal Pl da

mo mo (6] * Y *
5 el + =il - ACy|ul| 5" = ACal|vl|%" — et L Bl

v

*

m m
(?Onuna—(wﬁ )n ||9+5) (fuvn’z—(ACﬁ )n ||9+5>.

Desde que p < 0 + 6, tomando p € (0,1) suficientemente pequeno, existe ¢ > 0 tal que

v

J(u,v) > ¢ > 0, para todo (u,v) € E com ||(u,v)| = p.
O

Lema 3.5.2. Suponha que sejam wvdlidas as hipéteses (M1), (M2), (F1), (F2) e que
p = q. Entao, para todo \ > 0, eziste e € E, com J(e) <0 e |le] > p.

Demonstracao. Fixe (ug,vg) € E com ug, vy > 0 em 2. Usando (3.6) e (£2), obtemos

1~ 1~
J (tuo, tvg) = ];Mtl(HtUoHZ) + 5Mt2(\|fvo||i)
— )\/ |x| ~“F (z, tug, tvg)dx
0
—/ 2| PP uGv]de
Q

§

< pl771015”||u0||11'i1 + %mot”HvOH’j‘ - )\Clt9+5/ 2|~ Cubvd.
Q

Desde que 6 + 6 > p, temos

lim J(tug, tvg) = —oc.
t—o0

Assim, existe ¢y > 0 suficientemente grande, tal que ||(touo, tovo)|| > p e J(touo, tove) < 0.
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O resultado segue considerando e = (touy, tovp).

O
Aplicando o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale

(veja Apéndice, Teorema A.2.7), obtemos uma sequéncia {(un,v,)} C E, satisfazendo
J(tp,vy) = cx € J (Un,v,) — 0, em E~'(dual de E), (3.19)

quando n — 400, em que

cx = inf max J(v(t))

~eT te[0,1] ’

I':={y € C([0,1], £) : v(0) = 0,7(1) = (touo, tovo) }
e (ug,vo) € E é tal que ug,vg > 0 em €.

Observagao 3.5.3. Desde que {(u,,v,)} C E, satisfaz J(uy,v,) — cx e J' (up,v,) = 0,
em B, quando n — +o0, temos {(un,v,)} limitada em E. De fato, usando (3.19), (F3)
e (3.6), obtemos

1 1
o Ot 00)l| 2 T (s 00) = 1t 0) - (s 2-00)

mo 1
> — un || — — My, (|| un|[%) |1n ||
> % unllh = g Mo (unll2) ol

mo 1
= Pl = Mool o (3.20)
+ (3+——1 /|g;| Blatn|® 0|z
&

> [ﬁ LSV >] ol + [ﬁ ~ L >] onll®
Tl & h " q & A miB

Suponha, por contradi¢ao, que {(un,v,)} nao seja limitada em E, isto é, a menos de uma

subsequéncia, ||(un, vy)|| — +00, quando n — +oo. Como de (3.6) temos

mo 1 mo 1
M0 M (1) >0 e 0 M, (t) > 0,
p & alty) g & n(t2)

fazendo n — +o0o0 em 3.20, obtemos uma contradicao. Logo, {(u,,v,)} € limitada em E.
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Na Observacao 3.5.3 nao substituimos p = g e A = B propositalmente, pois
esta observacao também serd ttil na demonstracao do Teorema 3.1.2.

Afim de obter o nivel ¢, da sequéncia de Palais-Smale, obtida com o Teorema
do Passo da Montanha, abaixo do valor dado pelo Lema 3.4.1, precisaremos fazer algumas
estimativas utilizando fungdes extremais, tal como foi feito na Segao 1.4 do Capitulo 1.

Definimos o espaco

Wb (Q) = {u e L (2|77 1 |Vu| € LP(Q, |z|77)},

ai,by

munido da norma

HUHWC};’“(Q) = [lullp pup + [[Vullparp-

Consideramos a melhor constante do tipo Caffarelli-Kohn-Nirenberg dada por

) v |z~ 7| Vulrd
Sap=  inf {(fR L N }

ueW, P, (RN)\{0} fRN |z|~bP" |u p*dx)p%

ay,b

Também, definimos R}l’f 5, (§2) como sendo o subespaco de Wallp 5, (£2) formado pelas fungoes

radiais, mais precisamente

R, (9) = {u € W2 () : u(z) = u(|z))},

a1,b1 a1,b1

com respeito a norma induzida

Il gz, o = lellwas,

Tal como visto no Capitulo 1,

Swpn— inf {fRN\xr—WWu\pdx}
al,p, v — (

weRL?, @O} | (fo || 07" [uf?” dz)
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é atingida pelas fungoes da forma

U (x) = Koy p(€)ve(x), Ve > 0,

em que
N—dyp

1P(NP’11P)>_( dip )

kay p(€) = ceWN=hP/dD® oy, (1) = <€ + |x|m

Além do mais, u, satisfaz

/ \a:'|*a1p|Vu€|de = / ’x‘*blp* u, Py — (gahp’R)pfi—p.
RN RN

De (3.21) obtemos

/RN 2|~ P |V [Pdr = [kal,p@)]ip(gal,pﬁ)ﬂ

_ * * ¥ p*
/N |:r] h |U€|p dx = [ka1,p(5)] b (Sabp,R)p**p-
R

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Seja Ry uma constante positiva e considere ¥ € C5°(RY) tal que 0 < ¥(x) <

1, ¥(z) =1, para todo |z| < Ry e ¥(x) = 0, para todo |x| > 2Ry. Defina

Ue(z) = VU (z)v-(z),

(3.24)

para todo # € RY e para todo € > 0. Sem perda de generalidade, podemos considerar

B(O, 2R0) c Q.

Lema 3.5.4.
- ol .
e—0t (fQ |x|—b1p* Vs P*dq;)p/p*

Demonstracao. Afirmamos que

H{}EHZ < [kal,p(g)]ip(sal,p,R)Ji‘p +O(1)

(3.25)
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e
* * 7m *
/|x|_b”’ L de = e T O(1), Ve € (0,1), (3.26)
Q
em que O(1) denota uma constante positiva. Antes de demonstrarmos as estimati-
vas (3.252) e (3.26), I)lOte que podemos escrever v.(z) = (£+ |x|cl)7< ;1P1P)7 em que
dip(N —p —a1p )
= . Assim,
(p— )N — dip)
1 N—dp
dip
|ve ()] = (W)
1
S | |c1(1;77d1p) (327)
T 1P
1
- N—p—ajp
jaf
) N+d !
— c1—
Vou(a)] = | ot ) lali]
dlp |E + |'/L‘|61|N/d1p (3 28)
5 ‘_Nd+ NP oy o) 524
1p

Agora, provaremos (3.25). Observe que

ol = / 2P|V (W) P
Q
_ / [~ |V (Do, Pdz
B(0;2Ro)

:/ |x|_‘“p|VUE|pd:U+/ |x| " 1P|V (Yo, )|Pdx
B(0;Ro)

B(0;2R0)\B(0;Ro)

:/ |x|_‘“p|Vv€|pdx+/ |z| "MV (Yo, |Pdx
RN B(0;2R0)\B(0;Ro)

- / 2|7V P
RN\B(0;R0)
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Usando (3.22) obtemos

N _ . —a
[Tl = [hay p (&))" (Sayp,r) P +/ |27 PV (Do) [Pde
B(0;2R0)\B(0;Ro)

—/ |z|~P| Vo, |Pdx
RN\ B(0;Ro)

*

= [kar p(€)) P (Sarpr) 77 + ||~ UV, 4 0.V [Pdz

/B(o;zRo)\B(O;Ro)

- / 2|7 VP de — / |7 Vo P
RN\ B(0;2Ro) B(0;2R0)\B(0;Ro)

< [karp(O) P (Sarpr) 7 7 + 2p_1/ 2| TP (P IVl + [oe [P [V [P)da
B(0;2R0)\B(0;Ro)

- / |z| P |V |Pde — / ||~ | Vo, [Pdx
RN\ B(0;2Ro) B(0:2Ro)\B(0;Ro)

.
|z| P |V, |Pdx

S [kflhp(g)]ip(gal,p,}%)m + (2p71 — 1)/
B(0;2R0)\B(0;Ro)

P
B(0;2R0)\B(0;Ro)

Da escolha de U € C5°, existe C' > 0 tal que |V¥|(x) < C, para todo x € RY. Logo

15 < [y ()] " (Say ) 7 + (227" = 1)/ |||V, Pd
B(0§2R0)\B(O;RO) (329)
+2p_1C'p/ || =P |v.|Pdx.
B(0;2R0)\B(0;Ro)
Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.29), obtemos
- e = p*
1T/’ < [Kayp(E)] P (Sarpr) 77
_ p —N+a
4 (2p71 _ 1) ( N+ dlp)cl / |;L’|7a1p|g;|( N-;_llp-f—l)p .
dip B(0:2Ro)\ B(0;Ro)

(=N+p+tajp)p

e
B(0;2R0)\B(0;Ro)
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*

= [kar p(€)) P (Sar ) 77

J— p — a
+(2p—1_1) M / |I'|(Nifll+1)p €T
dip B(0;2R0)\B(0;Ro)
_1 (=N+aj+p)p
+ 27 CP x| 1 dx
B(0;2R0)\B(0;Ro)
— =~ p*
< [kal,p(g)] p(Sahp,R)p**p
N d p 1 (N—a11—1)p
_ =
+ (2t —1) 'ﬂ (_> dr
dip B(0:2Ro)\B(0;Ro) \ TR0

(N—aj—p)p

1 1 o
+or-lcp o dx
B(0:2Ro)\B(0;Ro) \ 120

= (ka1 p()] P (Suy p,r) 77 + C"(Ro),

isto &,
H@HZ < [kal,p(s)]_p(gahpﬁ)ﬁ +0(1),

o que demonstra (3.25).

J,

No que se segue, demonstraremos (3.26). Temos

B /B(O;Ro>
1 (N—ddlp)p*
¥ p
> / | (—) " da
B(0:Ro)\B(0: ) e+ |zl

Fazendo uma mudanca de varidveis em coordenadas polares, obtemos

(N—dip)p*

Ro T
—b1p* 1 P T’N_ldT'
e+ra
(N—dyp)p* * (N—dqp)p*
/ -4 dlilp . ’f’_blp +N—1—Cldlilpdr
_ (N—dyp)p*
dip Ro (N—dq
—bip*+N—-1—
wzv( ( 1) / i
R,
TO
_ (N—dyp)p*
dip
Ry !
"
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em que wy representa a medida da S™V~!. Assim, para ¢ < 1 temos

/ |07,
Q

_ (N—dyp)p*

. Ro\
P dr > ((7()) +1 -C"(Ro) (3.30)
= CI(RO)

Por outro lado, novamente fazendo uma mudanca de variaveis em coordenadas polares,

/’x|—blp* P*dx:/ |x|—blp*
0 B(O;ZRQ)

= / 2] " o,
B(0;2Ro)
(N—dip*

:/ |S€|blp*< —1 ) w dx
B(0;2Ro) €+ |z|n (3.31)

_(N—djp)p*

<eg A / |$|_blp dx
B(0;2Ro)

* 2R
_ (N—dip)p 0 N
=g Qi wN/ p o TN =L gy
0

_ (N—dip)p*

_ CW(R()) e dip

obtemos

Vs P dx

Y,

P dx

uma vez que —bip* + N — 1> —1.
Segue de (3.30) e (3.31) que

_ _(N—djp)p*

C'(Ro) < / |0 dw < C"(Ro) - e”
Q

_ (N—djp)p*

Considere a fungao f: RT U {0} — RT U{0} dada por f(t) =t-e  4@» . Desde que
[ é continua e f(0) < [, x|~ 0" dz < f(C"(Ry)), segue do Teorema do Valor Médio

Ve

que existe ¢ > 0 tal que f() = [, |z| 0" |0.|P du, isto ¢,

/ || 0" |5,
Q

. _ _(N—dip)p*
Pde=t-e  dw

_ (N—dip)p*

—e @ . O(1),

para todo ¢ € (0,1), o que demonstra (3.26).
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Finalmente, para todo € € (0,1), de (3.25) e (3.26) obtemos

- = A
1[4 [Far.p(€)] " (Sarp.r) "7 + O(1)
p/p* < N—d p/p*
(Ja el ) (=55 o)
ko, »(€)]7P(Sa, poi Fore mr P +0(1 TR
— 1,P 1,P,
o(1)
[CS(N*dlp)/dWQ]*p(S’al,p’R)%5%17 + O(l)eNdTplpp
N o(1)
(G pr) e T L O(1)e w
N O(1)
~ * N—dqip N—dqip
B C_p(Sal,p,R)pfi_pg dlpl (p_]') +O(1)€ dlpl p
N O(1)
Uma vez que p > 1, temos
. o1 _
e—0+ (fQ || b7 |, p*dx)p/p

Lema 3.5.5. Suponha (M1), (M2), (F1), (F2) e p=q. Defina

I* =min { (%mo — éMl(t1)> t17 (%mo - é_ilMQ(tQ)) t2a

a0\ mo(mo \7
(€1+§2 1) p* (2p*0> }

Entao, existe €1 € (0,1) tal que

sup J (t(0.,0.)) < I,
£>0

para todo € < e7.

Demonstragao. Sejam 0 < € < 1 e 9. como em (3.24). Desde que dos Lemas 3.5.1 e

3.5.2, o funcional J satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha, existe t. > 0
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tal que
sup J(t(0e,0.)) = J(t-(0e, 0:)).

>0

Como p = ¢, temos

- 1 — - 1 — .
Sup J (#(0e, 02)) = - M ([[#0ela) + M, ([[#7]3)

t>0
_ )\/ |x|~°F (2, t.0¢, t.0:)dx —/ |«T|_ﬁt§*|f}€ P g
Q Q
< Sty [ ol
Q

Agora, considere a func¢ao ¢ : R* U {0} — R U {0}, definida por

g(s) = <%m0”5€”i) sP — (/ |x|_5\@€|”*dx> s
Q

S|y

p* fQ || =P |0 |P" dx

_p
O CECE | T
p2 OllYll A p* L/‘Q|:L.|,6|z~}£|p*da7

§&1+¢ = ||P o
i) (et 7
r* fQ || ~P| 0 [P" dx
§1+€2m 5 < p S
_(&+&m0< ; v (Il
a 2 * ~ 1ok 1\
P P (Jo Lol 2eld) ™=

_(%?w>ﬁp (I3 ]%) 7
_ Db
p* (fﬂ |x|—5‘@€|p*dx) 71

_p
€1+¢ vp 7
_C—1)<%%@ o, "
D p* (p*)ﬁ (fﬂ |$‘_ﬁ|'ﬁs p*dﬂf)p/p* .

p*—p
E facil ver que 5 = ( > ¢ um maximo global de g e que
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Logo,
e\ P ,*
+&2 pT =P -
-~ 1 1 ( lp mO) D p p*—p
sup J(t(0e, 0:)) < <— - —*> E I fHA - .
=0 PP (p*)7 > (fQ |z| =510, p*dx)
Segue do Lema 3.5.4 qu existe 0 < g1 < 1 tal que
sup J(t(2., 0.)) < I,
>0
para todo € < g. 0

Observagao 3.5.6. Considere o caminho v.(t) = t(tole,,to0s, ), para t € [0,1], o qual
pertence I'. Seque do Lema 3.5.5 a sequinte estimativa
0 < ¢y = inf max J(y(¢
¢y = inf max (v(1))

< sup J(8(0z,, e, ))
s>0

< [*.

O préximo lema sera tutil para demonstrar que uma solu¢ao do problema

(3.7) é, também, uma solugao para o problema (3.1).

Lema 3.5.7. Suponha que sejam vdlidas (M1), (M2), (F2), (F3) e que p = q. Seja

{(tn,vn)} C E uma sequéncia tal que

I (Un, v3) = cx e J (up,v,) — 0, (3.32)

quando n — +o00. Entao, existe uma subsequéncia de {(un,v,)}, digamos {(un,, vn, )}, tal
que

[un, 13 < t1 e [Jon |5 < to,
para todo k € N.

Demonstragao. Suponha que para uma infinidade de indices n € N, tem-se |Ju,||% > t
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ou ||v,|%y > t2. Sem perda de generalidade suponha ||u,|[*y > t1, para uma infinidade de
indices n € N. Considere a subsequéncia (u,, ) de (u,) formada por tais indices. Dessa
forma, ||u,, ||y > t1, para todo k € N. De (3.32) e da Observagao 3.5.3, temos que

{(tn,,vn,)} € limitada em E. Portanto,

|‘]I<unk7vnk) ’ (U’nk7vnk)| < ’JI(unk,’UnkH ' ||(Unka’0nk)” — O?

quando k — +o00, o que implica

1 1
Cx = J(”“k? Unk) - J/(unw Unk) ’ (aunk? gvnk> + Ok(l)

1 mo 1
> 0 18 = M et 1)t [+ eI, = 2 My Qg [ o 2
D S D )
(gt 2-1) [l o e+ ou()
&0 &
mo 1 mo 1
zL———wQMMAQMMMﬁ+L———w@m%m@\Mﬂﬁ+%u>
p & p &

Como M,, é crescente, de (3.6), obtemos
P §2
Mo ([omll3) < My (82) < =7mo,

o que implica
1 1
~mgy — — M, (||vn, ||%) > 0.
o = =Moo 1)

Além disso, uma vez que ||uy,, ||P > t1, temos My, (||un, ||y) = My, (t1). Logo,

-mo 1 mo 1
r 2 |20 M) B 4 |2 = 0l ) o P+ )

p & p &
_m() 1

> [mo Mumwwﬁmmm+%m
L &
'm 1

> _?0 - thl (tl)] t + ox(1)
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Passando ao limite quando k — +o00, obtemos

1
e > l% - —Mtl(tl)} £, YA > 0,
1

o que contradiz a Observagao 3.5.6. Portanto, s6 podemos ter ||u,||? > to para uma
quantidade finita de indices n € N. Excluindo-se tais indices, podemos considerar a sub-
sequéncia (uy, ), de (u,), tal que |un, | < to, para todo k& € N. O mesmo ocorre se

supormos ||vy,||% > t2. Isso conclui a demonstragao.

3.5.1 Conclusao da demonstracao do Teorema 3.1.1

Seja A > 0. Segue da Observagao 3.5.6 que

e ¥ myg myg 7p
o< |—+—-1 . 3.33
! (51 &2 ) p* <2P*C) (3:33)

Dos Lemas 3.5.1, 3.5.2 e da Observagao 3.5.3, existe uma sequéncia limitada {(u,,v,)} C

E, tal que J(un,v,) — cx e J'(up,v,) = 0 em E~! quando n — co. Desde que (3.33)
ocorre e p = ¢, segue do Lema 3.4.1 que, a menos de uma subsequéncia, (u,,v,) — (u,v)
fortemente em E. Logo (u,v) é uma solugao fraca para o problema (3.7), para todo A > 0.
Além do mais, pelo Lema 3.5.7, podemos concluir que (u,v) é uma solugao fraca para o

problema (3.1), para todo A > 0.

3.6 Demonstracao do Teorema 3.1.2

Nessa secao, demonstraremos o Teorema 3.1.2. Aqui p pode ser diferente de
q. Devido a isso, nao podemos garantir um resultado de existéncia de solugoes para todo

A > 0.

Nos proximos dois lemas, demonstramos que o funcional J satisfaz as con-
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digoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Antes de demonstra-los, observe

0 o ) . _ 0 &
que, como —+— > le —+ — < 1, existem py € (p,p*) e @ € (q,q%) tais que —+— = 1.

p q p q Do Qo
Segue da desigualdade de Young que

0 1)
Jul|v]* < —JufP* + —|v|® (3.34)
Do qo

*

P Ly, (3.35)

*

o] < = u
p

Lema 3.6.1. Suponha que as condi¢oes (M1), (M2), (F1) e (F2) sejam vdlidas. Entao,

existem niumeros reais positivos p e ¢ tais que
J(u,v) > ¢ > 0,V(u,v) € E com ||(u,v)|| = p.

Demonstragao. Seja (u,v) € E tal que [|(u,v)|| < 1. De (M1), (F1), (F2), (3.34), (3.35)
e (1.4), obtemos

1— 1— .
J(u,v) = Z;Mtl(IIUH’,Z) + 5Mt2(||v||%) - A/Q [ (2, u, v)dx

- / 2B Jul° o' dz
Q

> "l + Nl = 2Ca [ el ulede = [ ol

e e N R e AL U
-2/ |x|—ﬂ|u|P -2 /Q 2] Pl da

> = lulla + = ol = ACallull} = ACs|lollg = SOy — Cllelg

>

mo P ~ -ra Po mo q A T A q
—ull, — [ AC +—C) U )+<—v —()\C —i——C) v >

Desde que p < pg e ¢ < qo, tomando p € (0, 1) suficientemente pequeno, existe ¢ > 0 tal

que J(u,v) > ¢ > 0, para todo (u,v) € E com ||(u,v)| = p.
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Lema 3.6.2. Suponha que as condi¢oes (M1), (M2), (F1) e (F2) sejam vdlidas. Entao,

para todo \ > 0, existe e € E, com J(e) <0 e |le]| > p.

Demonstracao. Fixe (ug,v9) € £ com ug, vy > 0 em €2 e ||(ug, vo)|| = 1. Usando (3.6) e

(F'2), obtemos

1~ 1=
J(tPug, t90,) = ];Mtl(\lt””uolli) + aMtQ(Ht”qvoH"B)
)\ / ||~ F (a2, t"/Pug, t"/ %) dx
Q

— / 2| P tr T Tug vl da
0

&1

0,9
< =mgt||uo "y + é771025HUOH‘}3 — A\Citrta / ||~ Cubvd.
p q Q
Desde que % + g > 1, temos

lim J(tYPug, tY9y) = —oc.
t—00

1 1

Assim, existe to > max{pP, p?} suficientemente grande, tal que J(tfug,tive) < 0. O
1 1

resultado segue considerando e = (£ ug, ti o).
[

Aplicando o teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale

(veja Apéndice, Teorema A.2.7), obtemos uma sequéncia {(un,v,)} C F, satisfazendo
(U, vn) = cx € J' (U, v,) — 0, em E~'(dual de E),

quando n — 400, em que

¢y = inf mnax J(v(1)),

i={v € C([0,1], E) : 7(0) = 0,7(1) = e}

1
e e = (tyup,tivy) ¢ como no Lema 3.6.2.

O proximo lema é extremamente importante para estimar o nivel c) da
sequéncia (P.S).,, obtida pelo Teorema do Passo da Montanha, abaixo do valor dado

%
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pelo Lema 3.4.1.

Lema 3.6.3. Se (M1), (M2) (F1) e (F2) valem, entdo

lim ¢y, =0.
A——+o00

Demonstragao. Denote 4y = t(l)/puo e vy = t(l)/qvo, em que (ug, vy) ¢ dado no Lema 3.6.2.
Desde que o funcional J satisfaz a geometria do Passo da Montanha, existe ¢, > 0 tal que
1 1

EY = 1
J(t} ao, t500) = max J(tﬁﬂo,téﬁo). Além disso, temos
t=>

0= % (J(t%ao,tiﬁo))

1 1 1

t=ty

= J'(t{ 1o, tvo) (=t} 1o, —ty Do),
p q

o que implica

1 1 1 11 1 11
0 = t\J (t{ o, t100)(=ty 1o, —t]
D

Uo)
1 1 1 1

= J’(tiao,tﬁo)(}—?tiao, 5tﬁﬁo).
Usando (3.6) e (F'2), obtemos

1 1 1 1

0 = J'(t2 g, t{00)(~t o, —t{ o)
p q
9+6
< ]i—mOtAHUOHp —1—2 mot||0o]|% —/\C'tp /|x| —ufv dx
E+l
— (a+ )ty q/]x\ Pusv]dx.
Q

Lembrando que ug = to/ Uy € Vg = to/ g, considere Cy = max{to/p tcl)

/9 Uma vez que
(o, vo)ll = 1, temos [|uo [’

P llvolls < 1 e, assim,

0.5
(52 g)C’0771015)\>/\C’t” q/|a:| advydr + (o + ) t” /|x| Pus vy dx
p g

(a—i—fy)t / 2|~ Pug o] dz.
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Como %—i—% > 5+ ql* = 1, temos que {t,} é uma sequéncia limitada. Logo, existem uma

sequéncia {\,} e By > 0 tais que A, — 400 e ty, — [y, quando n — oo. Consequente-

mente, existe D > 0 tal que

(,S; §2) Comob\ < D
p i

para todo n € N. Portanto,
A Cti q/|$| “agvgdr + (o + V)] vt /|SB| Pugvgdr < D,Vn € N. (3.36)

Se [y > 0, obtemos

S o
+f1

_ 649
i [ O [ ol it + @+ [ el g - +oc
Q Q

n—o0

o que contradiz (3.36). Concluimos que By = 0. Agora, considere o caminho ~.(t) =

(t%ﬂo, t%%), para t € [0, 1], o qual pertence a I'. Obtemos, entao, a seguinte estimativa

0 < ey < max J(7.(t) = J(tL 1o, t5 UO) (f)l f]g) Comot .

te(0,1]

Uma vez que t), — 0, quando n — +00, temos

lim ¢, =0,
n——+o0o

ou seja, {cy} possui uma subsequéncia convergente. Observando que F' é par e {c\} é

uma sequéncia monoétona, concluimos que

lim ¢y, =0.
A—400
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Observacao 3.6.4. Devido ao Lema 3.6.3, existem A1 > 0 e Ay > 0 tais que

1 1
cy < (§m0 — aMl(t1)> t1,

para cada X\ > i €

1 1
cy < (gmo — gMQ(tQ)) to,

para cada \ > Xg.

O proximo lema garante que uma solugao para o problema (3.7) sera, ainda,

uma solugdo para o problema (3.1).

Lema 3.6.5. Suponha que X\ > A3 = max{\i, Ao} € que (M1), (M2), (F2) e (F3) sejam

vdlidas. Seja {(un,v,)} C E uma sequéncia tal que
J(Un, v) = cx e J (up,v,) — 0, (3.37)

quando n — +o00. Entao, existe uma subsequéncia de {(un,v,)}, digamos {(un,,vn, )}, tal
que

[un, 13 < t1 e [Jon, ]I < to,
para todo k € N.

Demonstragao. Suponha que para uma infinidade de indices n € N, tem-se |lu, ||’y > 1
ou ||u,]|% > ta. Sem perda de generalidade suponha ||uy, ||y > t1, para uma infinidade de in-
dices n € N. Considere a subsequéncia (u,, ) de (u,) formada por tais indices. Dessa forma,
|lun, ||y > t1, para todo k € N. Segue de (3.37) e da Observagao 3.5.3 que {(uy,,vn, )} €

limitada em F. Assim,

|J,(unk7vnk) ’ (unk’vnk)l < |J/(unk7,unk)| ' ||(unk7vnk)|| - 07
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quando k — 4o00. Mas isso implica que

1 1
Cx = J(unm Unk) - Jl(unk,?}nk) ' (gunkv gvnk) + Ok(l)
mo 1 mo 1
> 01— L0 a1 et 15+ 2 0 % = 2= Moy (fmg 1% e [
j% & q &
(0%
+ (— + X 1) / ]x\’ﬁ|unk\°‘|vnk|7dx + ox(1)
51 52 Q
mo 1 mo 1
zL———w@m%m@hmmm+L———w%w%m@ Fome 1% + on(1).
p & g &

Desde que M;, ¢ crescente, segue de (3.6) que

MMMMQSMNQ<%M
Logo,
1 1 .
2o = M (Juny [5) > 0.

Além do mais, como |Juy, ||P > t1, temos My, (||un,||%y) = My, (t1). Portanto,

-mo 1 myo 1
qz-———Mm%mﬂwmm+y———mm%m»mm%+mw
p & qg &
_mo 1
z-———mmwmﬂmmm+%m
P 51
['m 1
> ?0 - —Mtl(tl)} t1 + o(1).
L 1

Passando ao limite, quando £ — 400, obtemos

m 1
C\ > |:—0 — _Mtl(tl):| tl,
p 1

para todo A > A3, o que contradiz a Observagao 3.6.4. Portanto, s6 podemos ter ||u,|” >
to para uma quantidade finita de indices n € N. Excluindo-se tais indices, podemos
considerar a subsequéncia (u,, ), de (u,), tal que |ju,, ||y < to, para todo k € N. O mesmo

ocorre se supormos ||v,, |5 > to. Isso conclui a demonstragao.
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3.6.1 Conclusao da demonstracao do Teorema 3.1.2

Segue do Lema 3.6.3 que existe Ay > 0 tal que

e < (g + % - 1> %Kp,q, (3.38)
para todo A > A\y. Tome A* = max{A3, \4}. Seja A > A\*. Dos Lemas 3.6.1, 3.6.2 e da
Observagao 3.5.3, existe uma sequéncia limitada {(u,,v,)} C E, tal que J(un,v,) — ¢
e J' (Un,v,) = 0 em E~' quando n — oo. Desde que (3.38) ocorre, segue do Lema 3.4.1
que, a menos de uma subsequéncia, (u,,v,) — (u,v) fortemente em E. Logo, (u,v) é uma
solugao fraca para o problema (3.7), para todo A > A*. Além do mais, pelo Lema 3.6.5
podemos concluir que (u,v) é uma solugao fraca para o problema (3.1), para todo A > \*.

]



Capitulo

4

Equacoes do tipo Kirchhoff com condicao de

fronteira nao-linear

4.1 Indroducao

Nesse capitulo, estudaremos a existéncia de solucoes para o problema en-

volvendo um operador do tipo Kirchhoff e uma condic¢ao de fronteira nao-linear:

L(u) = f(x,u) em ,
(4.1)

]Vu]”_zg—z = g(z,u) em 09,

em que

Llu) = — {M ( /Q Vulrdr + /Q c(x)|u]pdx>} - [div (|VuP2Va) + c(a)|ulP%],

Q c RY, N > 2, ¢ um dominio limitado, com fronteira 9 de classe C%!, g_:; =n-Veé
a derivada normal (unitéria) exterior a 02 ¢ p > 1. M : RT U {0} — R*" ¢é uma funcao

continua satisfazendo:

(M1) existe mgy > 0, tal que
M(t) > mg, ¥t > 0.

Também, ¢ : 0 — R satisfaz:

130
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(C1) ce L>*(R), ¢ > 0 q.t.p. em Qe [, c(x)dr > 0.
As nao-linearidades f, g : Q@ x R — R sdo continuas e satisfazem:

(F1) existem constantes by, by > 0 tais que
[f (2, )] < by + boful”, (7, u) € A xR,

com 0 <r < p,(N)—1, em que

N—pp, se p < N,

p(N) =4
400, se p > N.

(F2) Existe b3 > 0 tal que
bslul® < f(z,u),¥(z,u) € Q x RT,
coml<a+1<p.
(G1) Existem constantes aj, as > 0 tais que
lg(z,u)| < ay + aglul®,¥(z,u) € QA x R,

com 0 < s < pL(N) — 1, em que

(N-L)p
piNy=¢ "
+00, se p > N.

se p < N,

Em [23], de Godoi, Miyagaki e Rodrigues, estudaram os seguintes problemas

de autovalor:
—Apu+ c(x)|[ulf?u = 0, em Q,
(4.2)

]Vu]p_zg—z = plulP~?u, em 09,
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—Apu+ c(@)|ulfu = MulP2u, em Q,
(4.3)
g—z = 0, em 0.
Eles estabeleceram a existéncia de um primeiro autovalor, pu;, relacionado ao problema

(4.2), e um primeiro autovalor, A;, relacionado ao problema (4.3). A partir dai, eles

estudaram um problema semelhante ao problema (4.1), com M = 1. Sob a hipdtese:

(P4) existem constantes A, u € R tais que

F
limsup]M <A< A e limsup]M

S p<th
|u| =400 |u|p |u]—+o0 |u|

uniformemente para x € Q, com A\ p + A < fiA;

eles estabeleceram a existéncia de uma solucao fraca para esse problema. Nesse capitulo,
estabelecemos resultados que visam estender o resultado obtido por de Godoi, Miyagaki
e Rodrigues [23|, quando as nao linearidades f e g tém crescimento p-sublinear. Observe
que a condigdo Ajp + piA < ppAp, imposta em [23], pode ser representada pela regido

hachurada na Figura 4.1.

AL .
|
|
|
J:
"""""" T S

" |
. |
|
\\\ :

\-rl\ -.

0 A A
|

Figura 4.1: Regido de solugoes relativas aos autovalores p; e A1, obtidas em [23].
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Em nossos resultados, conseguimos obter uma independéncia entre os au-
tovalores A1 e puq, eliminando a necessidade da condigao A\ijp + g1 A < i A1. Dessa forma,
obtemos dois resultados que ampliam a regiao de solugoes no plano cartesiano Ap, como
podem ser observado nas Figuras 4.2 e 4.3. Além disso, foi possivel demonstrar que nos-
sas solugoes sao nao triviais. Mais ainda, supondo f e g impares e utilizando a teoria de

género de Krasnoselskii, estabelecemos resultados de multiplas solugoes para o problema
(4.1).

Os principais resultados desse capitulo sao os seguintes:

Teorema 4.1.1. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F2) e (G1) sdo satisfeitas. Suponha,

ainda, que s+ 1 < p e que F(x,u) fo x,t)dt satisfaca:

(F3) existe A € R tal que

F
lim sup P&

|u|—+o0 |u|p = A< )\lm(]’

uniformemente para v € . Entdo, o problema (4.1) tem ao menos uma solu¢io ndo

trivial.

Teorema 4.1.2. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F2) e (G1) sao satisfeitas e que s+1 <

p. Adicionalmente, suponha que
(F4}) f(z,—t) = —f(x,t), para cada (x,t) € Q x R,
(G2) g(x,—t) = —g(x,t), para cada (z,t) € Q x R,

fo (x,t)dt satisfagca (F'3). Entdo, o problema (4.1) tem infinitas solugoes.

Teorema 4.1.3. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F2) e (G1) sdo satisfeitas. Suponha,
ainda, que r +1 < p e que G(z,u) fo x,t)dt satisfaca:

(G3) existe p € R tal que
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uniformemente para v € . Entdo, o problema (4.1) tem ao menos uma solugio ndo

trivial.

Teorema 4.1.4. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F2), (F4), (G1l), (G2) e (G3) sdo

satisfeitas e que r + 1 < p. Entdo, o problema (4.1) tem infinitas solugoes.

Y

Figura 4.2: Regiao de existéncia de solugoes dadas nos teoremas 4.1.1 e 4.1.2.
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Figura 4.3: Regiao de existéncia de solugoes dadas nos teoremas 4.1.3 e 4.1.4.
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4.2 Formulacao variacional e resultados preliminares

Seja Q C RN, N > 2, um dominio limitado, com fronteira 92 de classe C%!
e p > 1. Para tratar nosso problema, consideramos o espago de Sobolev W1?(Q). Embora

a norma usual de W?(Q) seja dada por

1/p
lulls, = ( / Vul? + |u|p1dx) |

para todo u € WP(Q), iremos trabalhar com outra norma em W'*(Q), equivalente a

| - l1p- Uma vez que ¢ : Q — R satisfaz (C1), temos que

full = ( [119aP + cColupiar) "

define uma norma em € W'?(Q) (veja [34, Teorema 25|). Além disso, || - |1 € || - || s@o

equivalentes (veja [23]). Iremos considerar W1P(Q) com respeito a norma || - ||

Como visto em [40], se p € [1,+00), a imersao
WhP(Q) — L9(Q)

écontinuasep<Nel§q§NN—Z)oupZNeqe[1,+oo).Alémdomais,sep<Ne
1<g< NN—Q oup > N eq € |[l,+00), essa imersao é compacta.
O Teorema do Trago Compacto (veja Apéndice, Teorema A.2.9) estabelece

que existe um tnico operador continuo

LW (Q) — L9(05),

desdequep<Nel§q§%oupZNeqe [1,400). Além disso, se p < N e
1<¢g< va;_lp)p oup> N eqé€|[l,+00), o operador I' é compacto. Denotamos por || - [|4.0

a norma em L7(01).

As desigualdades a seguir estao relacionadas aos primeiros autovalores, i
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e A1, relativos aos problemas (4.2) e (4.3), respectivamente, e sao de nosso interesse. Elas

podem ser encontradas em [23]:

lulle > pllullp 5, Yu € WH(Q), (4.4)

[ulle > Aillully, Yu € WH(Q). (4.5)

Desde que nossa abordagem é variacional, definimos o funcional de Euler-

Lagrange, I, : W'?(Q) — R, associado ao problema (4.1), por

1 —
Iy(u) = Bl - / Flade— [ Gl (46)
p Q o0
para todo u € WP(Q), em que M fo s)ds, F(z,u) = [} f(z,s)ds e G(x,u) =

fo x,s)ds. Utilizando argumentos semelhantes a demonstracdo do Teorema A.4.3, é
possivel demonstrar que I, estd bem definido em WP(Q) e I, € CY(W'?(Q),R). Além
do mais, I, tem derivada de Fréchet em u € WP(Q2), dada por

L () (v) =M ([|ul[?) /QHWV’_QW Vo + c(@)[ul”*uv]dz

— dx — o
/Qf(:mU)v x /an(w,U)vd ,

para todo v € WP(Q).

Definigao 4.2.1. Dizemos que u € WHP(Q) € uma solugdao fraca do problema (4.1), se

satisfaz

M(HuHﬁ)/QHVu\p2Vu-Vv+c(x)]u|p2uv]dx:/9f(x,u)vdx+/ g(x, u)vdo,

o0

para cada v € W'P(Q).

Ressaltamos que a teoria de género de Krasnoselskii sera usada nesse capi-

tulo para obtermos os resultados de multiplas solugdes para o problema (4.1) (Teoremas
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4.1.2 e 4.1.4). Além disso, faremos uso do seguinte resultado para obtengao de solugoes

nos Teoremas 4.1.1 e 4.1.3, cuja demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, em [37]:

Teorema 4.2.2. Seja E um espago de Banach. Se I € C'(E,R) satisfaz a condigio de

Palais-Smale e € limitado inferiormente, entao | = i%f_f € um ponto critico de 1.

Para que possamos utilizar os resultados acima, necessitamos que o funcio-

nal I, seja coercivo em W1P(Q). Os proximos dois lemas tratam disso.

Lema 4.2.3. Suponha que (M1), (C1), (F3) e (G1) sao satisfeitas e que s+1 < p. Entdo

I, € coercivo em WP(Q).

Demonstragao. Observemos, inicialmente, que a condi¢ao (F'3) implica que, dado € > 0,
existe R = R(e) > 0 tal que, se x € Q e |u| > R,

pF(z,u)

< . 4.
p <A+e (4.7)

Mais ainda, desde que € é limitado em RY, temos © compacto em RV*!. Assim, Q x
[-R, R] é compacto em RY. Uma vez que F € C'(Q x R,R), podemos concluir que F
assume um maximo em  x [—R, R]. Desse modo, existe M, > 0 tal que, se x € Q e
lu] < R, temos

F(z,u) < M.. (4.8)

Por conseguinte, ao combinarmos (4.7) e (4.8), obtemos
1
F(z,u) < - (A+e€)|ul’ + M, (4.9)
p

para todo z € Q e para todo u € WP(Q).
Usando (G1), (4.5), (4.9) e o Teorema do Trago Compacto (veja Apeéndice,
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Teorema A.2.9), obtemos

I(w) :%]\/Z(HuHﬁ)—/QF(x,u)dx— [ Glauao

v

m 1 a
"0l = L (At ) 2 — M0 — an / uldor — 2 / fudo
p p BlY) o0

s+1
mo I1(A+e) a
5 lelle = = llelle = anfullzno =

P A

1 A € - as =~ .
— __— = — p_ C c C s—i—l_l‘w€ ]

v

2
o ullith, - Mol

em que |{2| é a medida de €. Desde que A < A\;ymyg, temos mgy — %1 > 0. Assim, tomando

€ < \ymgy — A, obtemos <m0 — /\il — )\il) > (0. Como s + 1 < p, segue que

lim  [,(u) = +oo.
[[ulle=>+00

Logo, I, é coercivo em WhP(Q).

]

Lema 4.2.4. Suponha que (M1), (C1), (G3) e (F1) sao satisfeitas e que r+1 < p. Entdo

I, € coercivo em W'P(Q).

Demonstracao. O procedimento para demonstrar esse lema é analogo ao da demons-
tragdo do Lema 4.2.3. Primeiramente, observamos que a condigao (G3) implica que, dado
e > 0, existe R = R(e) > 0 tal que, se v € Q e |u| > R,

pG (7, u)

< _ 4.10
. SHTe (4.10)

Desde que Q x [~R, R] é compacto em RN*! e G € C'(Q x R, R), existe M, > 0 tal que,
sex € Qe |ul <R, temos

G(z,u) < M.. (4.11)

Segue de (4.10) e (4.11) que

Glz,u) < 219 i+ ) Jul? + M., (4.12)
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para todo z € Q e para todo u € W'P(Q).
Usando (F'1), (4.4), (4.12) e o Teorema do Trago Compacto, obtemos

1/\ p — x,u)do
Ang awn>t/F@umI Lﬁn,>d

, 1
> Mo Hu||p /|u|d =+ (u+ )l — Mg
, (u+6)
Z—HU\|§—51\|UHL1 rﬁ —=|Jul|? — M.|Q|
1 -
z—@m—ﬂ——)mw—mmw| ulr = A,
P H1 H1

em que [Q] ¢ a medida de . Desde que p1 < piymg, temos mg — 2= > 0. Assim, tomando

€ < ymg — |4, obtemos (mo — 7’5—1 — M—1> > (0. Como r 4+ 1 < p, segue que

lim I,(u) = +oo.

[[ulle——+o00

Logo, I, é coercivo em WhP(Q).

4.3 A condicao de Palais-Smale

Nessa segao, demonstraremos que o funcional I, satisfaz a condigao de

Palais-Smale se assumirmos a hipdtese (£'3) ou a hipotese (G3).

Lema 4.3.1. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F3) e (G1) sao satisfeitas e que s+1 < p.

Entao I, satisfaz a condigao de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja (u,) C WH(2) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel [, isto
¢, Ip(up) — 1 e I'(uy,) = 0 (no dual de W'P(Q)), quando n — 400. Pelo Lema 4.2.3,
temos que I, é coercivo. Logo, (u,) C W'P(Q) ¢ limitada, pois do contrario, existiria uma
subsequéncia (v,,) de (u,), tal que ||v,|. = 400, quando n — +o00 e, como I, & coercivo,
terfamos I, (v,) — +00, quando n — 4o00. Absurdo, ja que I,(u,) — I, quando n — +o0.

Desde que as normas || - ||. e || - |1, sdo equivalentes, (W'P(Q), ] - [|1,) €
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reflexivo e (u,) é limitada, passando a uma subsequéncia, se necessario, obtemos u €
WhP(Q) tal que

U, — u, em WHP(Q),

quando n — +o00. Ainda, como a imersao de W'?(Q) em LP(f2) é compacta, temos
Uy, — u, em LP(Q),

quando n — +o00. Dai, obtemos, também,

up(z) = u(z) q.t.p. em Q (4.13)

[wnl| = to =0,

quando n — +o0. Além disso, como u,, — u em LP(2), pelo Teorema do Trago Compacto,
temos que

up, — u, em LP(0Q)

e, portanto,

up(z) = u(z) q.t.p. em 0. (4.14)

Agora, desde que (uy) é limitada em W'?(Q) e I}(u,) — 0 (no dual de
Whr(Q)), temos 1) (un)(up — u) = 0n(1), em que lim o0,(1) = 0, isto ¢,

n—-+o0o

M(||un||’g)/Q|Vun|p_2VunV(un —u)dr — /Q flz,un) (U, — u)de

_/ g(x,up,)(u, —u)dr = o,(1).
o0

Da desigualdade de Holder, de (4.13), (4.14) e usando o Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/Qf@,un)(un —u)dr =0 e /Emg(x, Up) (Uy, — uw)dz — 0,
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quando n — 400. Logo,
M(uall?) [ V072505 (0 = ) = 0,(1).
Q

Como M ¢é continua e (u,) ¢ limitada, existe C' > 0 tal que M (||u,||?) < C. Dessa forma,
usando (M1), obtemos

0 < my < M(Jun|l2) < C.

para todo n € N. Portanto,
/ |V, P2 Vu,V (u, — u)dr = o,(1).
Q

Aplicando o Lema 1.2.6 concluimos a demonstragao.

]

Lema 4.3.2. Suponha que (M1), (C1), (F1), (G1) e (G3) sao satisfeitas e que r+1 < p.

Entao I, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Demonstragao. Observando que as hipoteses (M1), (C1), (F1) e (G3) implicam, pelo
Lema 4.2.4, que I, ¢ coercivo, quando r + 1 < p, o restante da demonstracao desse Lema

é analoga a demonstracao do Lema 4.3.1.

4.4 Demonstragao do Teorema 4.1.1

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 4.1.1. Para isso, faremos uso do
Teorema 4.2.2.

Pelo Lema 4.2.3, temos que I, é coercivo e, portanto, limitado inferiormente.
Além disso, pelo Lema 4.3.1, temos que [, satisfaz a condicao de Palais-Smale. Desde
que I, € CY(W?(Q),R), aplicando o Teorema 4.2.2, [ = Wilg{m I,, ¢ um valor critico de
I

1, 1sto &, I, tem um ponto critico ug € WH(Q) tal que I,(ug) = L.

Uma vez que ug ponto critico de I, temos I (ug)(v) = 0, para todo v €
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WhP(Q), ou seja, ug ¢ uma solucao fraca do problema (4.1). Resta mostrar que uy é nio

trivial. Isso seré feito no proximo lema.

Lema 4.4.1. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F2), (F3) e (G1) sao satisfeitas e que
s+1<p. Entaol <0.

Demonstragao. Tome ¢; a primeira autofuncao positiva do problema
—Apu = |uP"u em €,
u = 0 em 09,

dada em [6]. Uma vez que p; = 0 em 052, temos G(x,tp1) = 0, para todo t > 0 e para
todo x € 0N). Logo, para t < 1, usando (F2) e sabendo que M é continua, existe C' > 0,

tal que

te) = < 3(tall) = [ Flatde = [ Glastondo

1 [t batot!
< —/ M(s)ds — / 1| “ T da
PJo

C btot! N
< ol - 2 / oaf

= CytP — Cot™™,

em que, C = %||g01||§ >0eCy =5 [0 |p1|*Tda > 0. Dessa forma, obtemos

1
p—(at1)
I,(tp1) <0, Vt < min {1, (%) } :
1

Mas, isso implica que | = inf I, <0. O
WLp(Q)

Uma vez que o Lema 4.4.1 garante que [ < 0, obtemos I,(up) = [ < 0. Como

I,(0) = 0, segue que ug # 0, o que conclui a demonstracao do Teorema 4.1.1.
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4.5 Demonstragao do Teorema 4.1.2

Nessa secao, iremos demonstrar o Teorema 4.1.2. Utilizaremos a teoria de
género de Krasnoselskii, apresentada no Capitulo 1. Particularmente, estamos interessa-
dos em aplicar a Proposicao 1.2.5.

Observe que, das definigoes de F' e G, e usando (F4) e (G2), temos que
I, ¢ par e I,(0) = 0. Além disso, I, € C*(W'?(Q),R) e, pelos Lemas 4.2.3 e 4.3.1, I, é
limitado inferiormente e satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. O proximo lema mostra que

I, satisfaz ii) da Proposigdo 1.2.5.

Lema 4.5.1. Suponha que (C1), (F1), (F2) e (G1) sdo satisfeitas. Entao, existe um
conjunto compacto & C W'P(Q) tal que y(S) =k < oo e sup I,(u) < I,(0) = 0.
S

ue
Demonstragiao. Uma vez que C°(Q) C Wy (Q) € W'P(Q) possui dimensio infinita,
para cada k € N, existe um subespaco linear de I/VO1 P(2), k-dimensional, X}, tal que
X C C§°(£2). Assim, todas as normas em A&}, sdo equivalentes. Logo, existe uma constante
positiva C'(k), que depende de k, tal que

b
O(k atl 3 / a+1d
(Bl < =g | el da,

para todo u € Xj. Dessa forma, se u € X}, segue de (F'2) que

b3
F dx > “tldr > C(k ot
| Pwds = 2 [ ide > c@)al;

Seja u € X, com ||uf|. < 1. Desde que X, € W,7(9), temos u = 0 em 9.

Da continuidade da funcao M, existe C' > 0 tal que

%W%:ﬁﬂMM%i/F@wﬂx—/<%%ww
p Q a0
[lull?
<L 77 M(syds — o) fufet
P Jo

¢ o
< - lule = C (k) ull2™,



144

para todo u € A}.
1
Tome R = min{la <I%(k)> p(aﬂ)} e considere § = {u € X} : ||u| = s},

com 0 < s < R. Desde que 1 < a+ 1 < p, para todo u € §, obtemos

C
Ip(u) < EHUH’Z—C(/ZC)HUIIZ“+1

= s [Garen—cm) <o- g0
p

o que implica sup I,(u) < 0 = 1,(0).
Pir fim, como X}, e R* sao isomorfos e S e S*~! sdo homeomorfos, conclui-
mos que v(S) = k.
O
Como I, € C*(W(Q),R) é coercivo, par, satisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale e, pelo Lema 4.5.1, satisfaz condigao i7) da Proposi¢ao 1.2.5, podemos aplicar a
Proposicao 1.2.5 e concluir que [, tem ao menos k pares de pontos criticos distintos. Da

arbitrariedade de £ obtemos infinitos pontos criticos de I,,.

4.6 Demonstracao do Teorema 4.1.3

Nessa se¢ao, demonstraremos o Teorema 4.1.3. A demonstragao desse te-
orema ¢ anédloga a demonstracao do Teorema 4.1.1, uma vez que estamos trocando a
hipotese (F'3) por uma hipotese semelhante, (G3). Como na demonstracao do Teorema
4.1.1, devemos aplicar o Teorema 4.2.2.

Pelo Lema 4.2.4, temos que I, é coercivo e, portanto, limitado inferiormente.
Além disso, pelo Lema 4.3.2, temos que [, satisfaz a condicao de Palais-Smale. Desde
que I, € C*(WhH?(Q),R), aplicando o Teorema 4.2.2, [ = Wilgfg) I, ¢ um valor critico de
I,, isto ¢, I, tem um ponto critico uy € W'?(Q), tal que I,(ug) = L.

Uma vez que ug é ponto critico de I,, temos I(ug)(v) = 0, para todo

v € WHP(Q), ou seja, ug é uma solugao fraca do problema (4.1). Para demonstrar que

¢ nao trivial utilizamos o lema a seguir, cuja demonstragao ¢ idéntica a do Lema 4.4.1,
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uma vez que a hipotese (G3) substitui a hipotese (F'3) do Lema 4.4.1, usada para garantir

a existéncia de [.

Lema 4.6.1. Suponha que (M1), (C1), (F1), (F2), (G1) e (G3) sdo satisfeitas e que
r+1<p. Entaol <0.

Uma vez que o Lema 4.6.1 garante que { < 0, obtemos I,(ug) = { < 0. Como

I,(0) = 0, segue que uy # 0, o que conclui a demonstragao do Teorema 4.1.3.

4.7 Demonstragao do Teorema 4.1.4

Nessa se¢ao, iremos demonstrar o Teorema 4.1.4. Assim como o Teorema
4.1.3 é um anélogo do Teorema 4.1.1, trocando a hipdtese (F'3) por (G3), o Teorema 4.1.4
¢ um analogo do Teorema 4.1.2 ao trocarmos essas mesmas hipoteses. Utilizaremos a
Proposicao 1.2.5 da teoria de género de Krasnoselskii.

Observe que, das definigoes de F' e G, e usando (F4) e (G2), temos que
I, é par e I,(0) = 0. Além disso, I, € C*(WH(Q),R) e, pelos Lemas 4.2.4 e 4.3.2, I, é
limitado inferiormente e satisfaz a condicao de Palais-Smale. Segue do Lema 4.5.1 que
podemos aplicar a Proposicao 1.2.5 e concluir que I, tem ao menos k pares de pontos

criticos distintos. Da arbitrariedade de & obtemos infinitos pontos criticos de I,,.
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Apéndice

A.1 Desigualdades

A demonstracao da desigualdade a seguir pode ser encontrada, por exemplo,

em [2, Lema 2.2].

Teorema A.1.1. Sejam A, B e k > 1 reais nao negativos. Entao,
(A+ B)F <2F' (AF 4 BY).

As proximas duas desigualdades podem ser vistas, por exemplo, em [8].

Teorema A.1.2 (Desigualdade de Young). Sejam A, B reais nao negativos e k, k' > 1
expoentes conjugados. FEntao,
1

1 ,
AB < —AF 4+ —B¥.
=34 T

Teorema A.1.3 (Desigualdade de Holder). Sejam p,p’ tais que Ilj+]% =lel<p<oo.
Se feLlege LY, entio fge L' e

/ ol < 1 lllgll

146
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A.2 Resultados basicos

A demonstracao da Proposicao A.2.1 e dos Teoremas A.2.2 e A.2.3, a seguir,

podem ser encontradas em |[8].

Proposicao A.2.1. Seja X um espago de Banach e seja (x,) uma sequéncia em X tal

que T, — x, quando n — o0o. Entao, (x,) é limitada.

Teorema A.2.2. Se X é um espaco de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limitada

em X possui uma subsequéncia fracamente convergente.

Teorema A.2.3. Sejam Q0 um aberto de RN, (f,) uma sequéncia em LP e f € LP tais
que || fn — fll, = 0, quando n — +o00. Entdo, existem uma subsequéncia (f,,) e uma
fungao h € LP tais que

a) fn,(x) = f(x) ¢.t.p. em Q, quando n — +oo;

b) | fu,(x)] < h(zx), Yk, q.t.p em Q.

Teorema A.2.4 (Brezis-Lieb). Sejam Q um aberto de RN e (f,) uma sequéncia de fungoes

mensurdveis e uniformemente limitada em LP(Q), para algum 1 < p < oo tal que f,(x) —

f(x), q.t.p em Q, quando n — oco. Entao, o limite

T (L fullf = 1 fu = f12)

existe e vale a igualdade

Tim ([lfallp = 1 = FI5) = 115

Demonstragao. Veja |9, Teorema 1].

]

Teorema A.2.5 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U — R definida no aberto U C
RY. Suponhamos que o segmento de reta [a,a + v] esteja contido em U, que a restricdo

flia,atv) s€ja continua e que exista a derivada direcional a—f(x), sequndo v, em todo ponto
v

g(aqLQU).

z € (a,a+v). Entao, existe § € (0,1) tal que f(a+v) — f(a) = 5
v
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Demonstracao. Veja [41, Pag. 123].
[

Teorema A.2.6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam Q um aberto
de RN e (f,) uma sequéncia de funcoes em L*(QQ) satisfazendo

a) fu(z) = f(x), quando n — oo, q.t.p. em Q,

b) existe uma fungao g € L' tal que, para todo n € N, |f,(x)| < g(x) q.t.p. em Q.

Entao, f € L' e ||fn — flli = 0, quando n — cc.

Demonstragao. Veja |8, Teorema 4.2].

]

Teorema A.2.7 (Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale).
Sejam X um espago de Banach e I € C*(X,R). Suponhamos que as sequintes condig¢oes
geométricas sejam satisfeitas:

1) 1(0) =0,

2)3o,p>0;I(w) >0>0,VweX com ||lw] = p,

3) ey € X;lleol| > p e I(eg) <O.

Entao, existe uma sequéncia (w,) C X tal que
I(w,) = cel'(w,) = 0 em X', quando n — oo,

em que

0 < c=inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t))

Demonstragao. Veja [10, Teorema 2.2|.
m

O proximo lema é conhecido como Principio de Concetragao e Compaci-

dade. Sua versao original é devido a Lions [43]. A vers@o estabelecida a seguir, pode
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ser encontrada, por exemplo, em [55] e sua demonstra¢ao é uma adaptacao da versao de

Lions [43].

Lema A.2.8 (de Concentragao e Compacidade). Seja (u,) uma sequéncia limitada em

DL tal que u, — u, fracamente em D}P, quando n — +oo. Suponha que
2|7 |Vup|Pde — p e |z| ™% |ju,|P de — v

no sentido fraco* de convergéncia em medidas, quando n — +oo. Em que p e v sao
medidas nio negativas e limitadas em RN . Entao, existem duas familias (p;)jea € (V) jen
de nimeros reais positivos e uma familia (z;);en de pontos de RN, em que A é um conjunto

de indices no mdximo enumerdvel, tais que

v=|z|™" |u

P dx + Z Vilg;s

jeA

> [T VulPde + ) s,
JEA

Ccr P <, VjeA

a,p”j

Z Vf/p < 400,
JEA

em que 0., € a medida de massa concentrada em x; € RY.

O proximo teorema pode ser encontrado, por exemplo, em [2] e [48].

Teorema A.2.9 (Teorema do Traco Compacto). Seja Q@ C RY um dominio limitado,
com fronteira de classe C%', N > 2 e p € [0,+00). Entao, existe um tnico operador,

denominado operador trago, de W'P(Q) sobre L1(092),
[:Wh(Q) — LI(09),

continuo, desde que p < N el < q < % oup >N eq € [l,400). E mais, caso
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p<Nel<g< % oup> N eq€l[l,+00), entio o operador I' é compacto.

A.2.1 Demonstracao da Proposicao 3.2.1
Para demonstrarmos a Proposi¢ao 3.2.1, necessitamos antes de alguns lemas.

Lema A.2.10. Suponha que Q satisfa¢a (Qo). Entao, dado ¢ > 0, existem C. > 0 e
C > 0 tais que

Q(z,u+ a,v+b) — Q(z,u,v)| <e(Jul’” + [v]7) + Ce(lal”” +15]7) + C.

Demonstragao. Pelo Teorema do Valor Médio,
Q.+ 0,0+ b) — Q(a,u,v)] = [VQ(e,u + 6, v+ 00) - (a,b)],
para algum 6 € (0,1). Usando (Q)y) e o Teorema A.1.1, obtemos:

|Q(zx,u+a,v+0b) — Q(z,u,v)| = |Qu(z,u+ 0a,v + 6b) - a + Q,(x,u + ba,v + 0b) - b|

a*(p*—1)

Pl o400 7 +1)]g

<C(|lu+6ba

)+|v—|—919

p*(g*—1
q*

+C(|u + fa

T 1)

< (p*-1) < (p*—1

* )
S I I ] 1]

<C(|u Pl la

p*(g*—1) p (g —1)

+C(u| 7 +la| "+

sé@mfﬂmpwa

T4 )T 1) b

a*(p*=1) a*(p*=1)
p p

af £ [o]

Pt ol

lal

p*(g* p (g —1)

71) * *
Hul b+ Jal b+ ol D]+ [

+al +1])
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Usando a Desigualdade de Young com ¢ dado, obtemos

6 * *
Q, u+a,0+b) = Qe 0)| < Sul” + Celal” + o

£ 8 * *
P +§|v|q + Cclal?

* * 13 * *
+¢|b]? + Cclal? —|—§\up + C.|b|*

T L CBT + (BT +C

* * 5
+ elal? + C.|b|? —|—§\v

= e(Jul” + [v|7) + C(laP” + |b|7) + C.

]

Baseado no Lema A.2.10, a seguinte versao do Lema de Brézis-Lieb pode

ser provada:

Lema A.2.11. Suponha Q € C*(QxRxR, R) uma funcdo nio negativa satisfazendo (Qo)
e Q(z,0,0) =0, para cada x € Q. Sejam (u,), (v,) sequéncias limitadas em LP" (S, |z|~7)
e LT (Q, |z|~P), respectivamente. Suponha que u,(z) — u(z), v,(z) = v(x), ¢.t.p. em Q,

quando n — 4o00. Entao,
|x|_ﬁQ(x, Up, Up) — |x|_BQ(x,un — U, Uy — V) — |x|_'BQ(x,u, v), em Ll(Q, |I|_B),

quando n — +00.

Demonstragao. Primeiramente, observe que da hipotese (Qg) e usando a desigualdade
de Young, obtemos C' > 0, tal que, para cada (z,u,v) € (2 x R x R),
Tt ful + ol) < Cllul” + ol +1). (A1)

Q(z,u,v) < C(|lu”” + |v

Defina

gn = ‘l‘|_ﬁ|Q(l‘,un,’U”) — Q(z, up — u, vy — U) - Q(xvu7v)|'

Seja € > 0. Pelo Lema A.2.10, existem C' > 0 e C. > 0, tais que

gn < 12177 (Q(z,u,v) + (Jun — u”” + |, — v[7) + Co(fuf” + v

)+ C),
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uma vez que () é nao negativa. Consequentemente, usando (A.1), obtemos

Wae = (gn = elz[ 7 (Jun — ul” + [vn — v|7)

)

< (CH Oz P (|ulP” + |v|T +C + C) € LY(Q, |z| 7).

Além disso, como u,(z) — u(x) e v,(z) = v(z), q.t.p. em Q, temos W, .(x) — 0, q.t.p.

em (2, quando n — +00. Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim Whye do = 0.

n—-+o00 Q

Po 4 v, — ]9, (uy) é limitada em LP™(Q, |z]77) e

Desde que g, = W, + ¢|z|?(Ju, — u

(v,) & limitada em L7 (€2, |z|~?), temos

limsup/ gndr < - limsup/ 2| 7P (|t — ul?” + |vp — 0|7 )dz < Ce.
0 Q

n—-+o00 n—-+o0o

Da arbitrariedade de € > 0, segue o resultado.
[
No que segue, denotamos (u,,v,) C DiP x Dy uma sequéncia tal que
(tn, vy) = (u,v), fracamente em DL?xDL4. Consideremos as extensoes a RY de g, u, vy, v
definindo estas funcgdes como sendo zero fora de €. Também, estendemos @ a RY x R x R,
definindo Q(z,s,t) = 0, para * € RV\Q, (s,t) € R2 Desse modo, (|x|~%P|Vu,|P),
(|z| 7229 |Vv,|?) e |2|PQ(z, un, v,) sdao sequéncias limitadas em L'(RY,|z|~4P), LYRY,
|z|7229) e LY(RY, |x| "), respectivamente. Segue da teoria de convergéncia fraca no sentido
de medidas (veja, por exemplo, [25]) que existem medidas nao negativas e limitadas em

RY, 4, o, v tais que, a menos de uma subsequéncia,
12|77 Q(x, U, vy )dr — v, 2|7 P |Vu, [Pdr — u, |z|72 Vv, |%ds — o, (A.2)

fracamente, no sentido de medidas. Note que p, o e v sdo nulas em RV\Q. Agora, defina
Up = Uy, — U € U, = v, — v. Dessa forma, temos que (|z| "?|Va,|?), (|z|~*V5,|?) e

|z|7PQ(z, iy, D) sdo0 sequéncias limitadas em LY(RY,|z|~4P), LYRY, |z|7®2%) e L}(RY,
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|z|=#), respectivamente. Consequentemente, existem medidas nao negativas e limitadas

em RY, [i, &, U tais que, a menos de uma subsequéncia,
2| P Q(z, Ty, Ty )dx — D, || |V, |[Pde — i, |2|72Y Vi, |9dr — &, (A.3)

fracamente, no sentido de medidas. Note que ji, & e ¥ sdo nulas em RV\(.

Lema A.2.12. Seja w uma medida ndo negativa e limitada em RY. Considere o conjunto

D={z; eRY;jeJew({x;}) >0}. Entio, J é, no mdzimo, enumerdvel.

Demonstragao. Dado n € N, defina D, = {z € R¥;w({z}) > 1} . Desde que Z 1<
CEGDn

Z w{z}) < w(RY) < 00, D, ¢ finito. Como D = U D,,, a prova esta completa.

z€Dy, neN

]

Lema A.2.13. Suponha que Q satisfaca (A.1) Seja Qg um subconjunto aberto de RY.

Entao, existe C > 0 tal que
() < CLAQ) /P + C{5 ()} /1.
Demonstragao. Seja €2y um subconjunto aberto de RY. Entao,
v(Qo) = sup{v(K); K C Qpy, K é compacto }.

Agora, seja K C )y um conjunto compacto e £ € CP(RY), com 0 < £ <1,
¢=1em K esuppf C €. Seja o > max{p*, ¢*}. De (A.3),

ﬂ(K):/Kdﬁszgadﬁg » £*diy = lim N|x|—ﬂQ(x,an,@n)§adx. (A.4)

n—oo R
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De (A.1), das imersoes de Sobolev e do Teorema (A.1.1), obtemos C” > 0 tal que

/ 2| PQ (e, i, 1) e < c/ 1|
RN RN
€ [ el i) + o)
RN
- X p*/p
<o ([ o)
RN
- X a*/q
w0 ([ Jerevie s )
RN
¢ [ lal (il + fanl)g7ds

P dy + C/ || 2|0, |7 € da:
RN

—a1p|y |P|\T£pF
s T S

»*
ap P
pd:z:—l—/ |$|_“1p]V&n\p§p*dx>
RN

*

—a2q|5 |4 i
=20, |V E

(L.

( qu+/ \x|_“2q|Vf}n|q§Zfdx> '
N RN

!

s
<
<

4 [ 1ol + i)

Z
4

Segue da defini¢ao de &, do Teorema (A.1.1), de (A.3) e do Teorema da Convergéncia

Dominada que, a menos de uma subsequéncia, existe C' > 0 tal que

. p*/p - a*/q
lim 12| P Q(x, Ty, Dy )E%dx < C (/ gp*dﬁ) +C (/ gq*d(})
n—o0 RN RN RN

< C{(Q0)}"/7 + C{5(Q0)} /.

Combinando essa ultima desigualdade com (A.4), concluimos a prova.

]

Corolario A.2.14. v € absolutamente continua com relagao a ji + o. Além do mais,
existem um conjunto J, uma familia (v;)je; de nidmeros positivos e uma familia (x;) ;e
de pontos de € tais que v = g Vilg;-

jed

Demonstragao. Seja A C RY um conjunto mensurével tal que (ji + &)(A4) = 0. Dado
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0 < € < 1, existe um conjunto aberto . C Q tal que A C Q. e (i + 7)(2.) < €. Pelo
Lema A.2.13,
D(A) < p(Q) < CeP /P Ce?/a,

Desde que € é arbitrariamente pequeno, 7(A) = 0. Isto mostra que © é absolutamente
continua com relagao a i + &.
Agora, considere (z;);c; C RY os d4tomos da medida 7, isto ¢, os pontos z; €

RY tais que o({z;}) > 0. Pelo Lema A.2.12, J é no méaximo enumerével. Decompomos

U= Do—f—ZVj(szj,

jedJ

com 7y livre de atomos. Mostraremos que 7y = 0. Desde que v é absolutamente continua
em relacao a i + o, entao 7y também o é. Segue do Teorema de Radon-Nikodym que

existe f € LY(RY, i + &) tal que
dvg = fd(fi + 7).

Além do mais, para quase todo ponto z € RY, com respeito a i + &, (veja [30])

(Bl
S = I e &) By 1)

Seja H={x € Q;(u+){x}) > 0}. Parax ¢ H, por (A.5) e pelo Lema A.2.13,

_ (B(a;ir)
IO < I G &) (Ba,im)
< iy CHBBi )Y 7 + O (Blaim)y ™/ _
0 (7i+ ) (Blay; ) |

Portanto, f = 0, q.t.p. em R\ H, com respeito a fi + 7. Pelo Lema A.2.12, H & no

maximo enumeravel. Assim, para cada mensuravel A C RV,

Do(A) = io(A\H) + (AN H) = 0.
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Logo, g =0e v = Zl/jézj. Além do mais, desde que 7(RM\Q) = 0, (z;)es C Q.
jed

O

Lema A.2.15. Seja (x;);e; como dado no Coroldrio A.2.14. Entao, existe C' > 0 tal que
f({z;}) < Cu({x;}) para cada j € J.

Demonstragao. Considere £ € C°(RY) tal que 0 < € <1, £ =1em B(0;1); £ =0 em
RN\ B(0;2). Dado 7 > 0, definimos &, ;(z) = £ (*=2) ;j € J. Temos

T

i) < [ 6

= lim |z|”P|Vu, — VulPE, ; dx
n—4o00 RN

< lim 2p_1/ 2|~ P (|Vu,|P — [VulP)E,; dx
RN

n—-+o0o

—r [ ggdur [ esvapds

—2p_1/ §T,jd,u+2p_1/ &l VulPd
B(0;2r) RN

< 2p1/ 1dp+ 2p1/ & | VulPde
B(0;2r) RN

Fazendo r — 0T, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

i{z;}) < 27 u({a}).

Demonstragao da Proposigao 3.2.1. Pelo Lema A.2.11, se ¢ € C°(RY), temos

N

/ 2] Qs s va)p do = / 2] Qs u,v)p dar + / 2] Q@ i, 30)p da + 0n(L).
RN RN R

Fazendo n — 400, de (A.2) e (A.3), obtemos

[ ow=[ lalPeuupdns [ o
RN RN RN
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para toda ¢ € C5°(RY). Usando o Corolério A.2.14, temos

v =z|PQ(x,u,v)dr + v = |2| " Q(x, u,v)dx + Z ViOa, -

jeJ

Isso demonstra (3.2). Note que, em particular, v({z;}) = v({z;}) = v;, j € J. Agora,
pelo Lema A.2.13, existe C' > 0 tal que

D(B(xj;r)) < CLu(Blay; 1)} P + C{6(B(xy;m)) }7 /9.

Fazendo r — +00 e combinando com o Lema A.2.15, obtemos (3.5), com pu; = p({z;}) e

g = o({z;}).

Procedendo como acima, obtemos
p= || P|\VulPdx + @ > |z|”“P|VulPdz.

Também, temos que p > Z/“LJ'(S%" Uma vez que |z|~?|Vul|Pdx e 0,; sdo mutuamente
jeJ
singulares, obtemos (3.3). Analogamente, demonstra-se que (3.4) ocorre.

A.3 Propriedades do género de Krasnoselskii

Lema A.3.1. Denote por 2 a classe de todos os conjuntos fechados A C E'\ {0} que sdo

simétricos em relacao a origem. Sejam Ay, Ay € A. Valem
(i) Se Ay C As, entio v(Ar) < v(As);
(ii) ¥(A1 U As) < (A1) +7(A2);

(111) sen € C(A; E) é impar, entao v(A) < v(n(A));

(iv) se A é compacto, entio v(A) < +oo e existe Uy, uma vizinhanga simétrica de A,

tal que (T 1) = 1(A).
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Demonstracao. Veja [4, Lema 10.4].

A demonstracao do proximo lema pode ser vista em [24].

Lema A.3.2 (Deformagao equivariante). Seja X um espago de Banach real e suponha
que ¢ € C1(X;R) é um funcional satisfazendo a condi¢io (PS).. Sec € R, e>0eU ¢
uma vizinhanga aberta de K. ={u € X : ¢'(u) =0 e ¢(u) = c}, entdo existem € € (0, €)

ene C([0,1] x X; X) tais que, para quaisquer u € X e [0, 1], vale:
(1) (0, u) = u;

(ii) n(t,u) = u, se u & ¢~ ([c — € c+é€);

(iii) ¢(n(t,u)) < o(u);

(iv) n(1,¢*\U) C ¢

(v) n(t,:) : X — X é um homeomorfismo impar.

A.4 Operadores diferenciaveis

Definicao A.4.1. Sejam X um espago de Banach, U C X um aberto e p : U — R um
operador. Dizemos que ¢ tem derivada de Gateauz f € X' (dual de X) em u € U se,
para cada h € X,

lim %[gp(u T th) — o(u) — (f, thY] = 0.

t—0
A derivada de Gateaur em u € denotada por ¢'(u).

Dizemos que ¢ tem derivada de Fréchet f € X' em u € U se

1 B
tim o 1) = () — (1] =0

Além disso, dizemos que o € C*(U,R) se a derivada de Fréchet de ¢ existe e é continua.
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Se X € um espaco de Hilbert e ¢ tem derivada de Gateaur em u € U, o

gradiente de p em u € definido por

<VQ0(U’)7 h> = <90/(u)7 h> :

Observacgao: a) A derivada de Gateaux é dada por

b) Todo operador diferenciavel a Fréchet é diferenciavel a Gateaux.

A demonstragao da proposigao a seguir pode ser vista, por exemplo, em [53,

Proposigao 1.3].

Proposicao A.4.2. Se o operador ¢ tem derivada de Gdteaux continua em U, entao

o € CY(U,R).

Os proximos Teoremas dizem respeito & diferenciabilidade dos funcionais

apresentados durante o trabalho.

Teorema A.4.3. Seja Q C RY um dominio suave e limitado com N > 3,1 < p < N,

a < 22 op < q < pt,oem que pt =

Np
N—dp

é o expoente critico de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg, comd=1+a—b,a<b<a+1ep <(a+1)g+N(1—1). Sejam, também,
M :RTU{0} = RT uma fungio continua e f: QxR = R uma fungao de Caratheodory
satisfazendo as sequintes hipdteses:

(My) Eziste mg > 0 tal que

(My) M € uma fungdo crescente.

(f1) flz,—t) = —f(x,t),¥ (z,t) € 2 x R.
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(f2) Ezistem r € [1,q) e C1,Cy constantes positivas, com Cy < Csy, tais que
Cilt]™ < fla,t) < Cot|™1, ¥ (2,1) € @ x (RT U {0}).

Além dessas hipdteses, supomos § < (a+1)r+N(1—1%). Entdo, o funcional I : Dl — R,
definido por

I(u) = L37(|ul?) - /|x| Pz, u dx——/|x| Bl de, (A.6)

em que M fo )ds e F(z,t) fo z,8) ds € de classe C*(DLP; R) e sua derivada

de Fréchet em u € dada por

Iu)é) = M(ul]?) / 2P| Vul2VuV o d

N -6 _ —Bq a2
A/Q 2|5 () da / 2P lul72ug d,

para toda ¢ € DLP.

Demonstracao. Para demonstrar esse teorema, faremos uso da Proposicao A.4.2. Pri-
meiramente, demonstraremos que o operador H; : DM? — R, definido por H;(u) =

Jo [z]7*?|VulPdz, & de classe C! e sua derivada de Fréchet ¢ dada por
Hi(u)(¢) =p / 2| |Vu|P2VuVe du,
Q

para toda ¢ € DLP.
Defina Gy : Q@ x RY — R, por Gi(z,y) = p ‘yl sP~1ds. Para u,v € DiP e

0 < |t| < 1, temos

dx.

/ |x|_ap\Vu +tVolP — |Vu]1’dx _ / |x|_apG1(:U,Vu +tVv) — G1(z, Vu)
t t
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Mas, pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que

|G1(z, Vu + tVv) — Gi(x, Vu)| < p|Vu + 0tVolP~ [t Vol
2 B 1

< p(|Vul + Vol )P=H(|Vul + Vo)

< 27 'p(|Vul” + [Vul) € LY(Q, [2]7).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

dx

t P _ p t —
lim/ |x|_ap|Vu+ VolP — |Vu| dx:/|x|_“7’ lim G1(z, Vu + tVv) — G1(z, Vu)
Q Q

t—0 t t—0+ t
:/|x|_“pG'1(Vu)(Vv)dx
Q0
:p/ 2|~ |Vul[P2VuVv dx.
0
Assim,

Hi(w)(6) =p [ [s] 7[VuP>VuVo da,

Q

para toda ¢ € DLP. Segue da desigualdade de Holder que

H(w)(&)] = Ip / 2|Vl 2V UV da

<p / 2| |V |V | da
Q o ) (A7)

gp( / |x|-“p|wpdx) p ( / |x|-ap|v¢|pda:)P
Q 9]

= pllullPgll,

ou seja, H|(u) é um operador linear limitado e, portanto, continuo.
Agora, mostraremos que H| : D:? — (DIP)~1 ¢ continuo. Com efeito,

sejam (u,,) uma sequéncia em D1? e u € DIP tais que u,, — v em D:? quando n — +oc.
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Pela desigualdade (A.7), obtemos

[} () — Hy (u)| provy-1 = sup{|(H](un) — H{(u))(v)] : v € D" e [[v]| = 1}

< pllun = uf"™H = 0 em (R,]-]),

quando n — +o0. Isso mostra que H; € C*(DL?; R).
Defina Hs = Mo H,. Afirmamos que H, ¢ de classe C''. Com efeito, dados
u,v € DP e 0 < |t| < 1, como M e H, sio diferenciaveis, pelo Teorema do Valor Médio,

existe 6 € (0,1), tal que

LM (Ju+ tol|P) = LM ([JullP) LM (Ju+ 0tv]|?) - Hi(u + Otv) - Vv

t t
1
= ]—DM(HU + 6tv||?) - Hy(u + 0tv) - Vo

= M(Ju + 6t0]]?) / £V o 4 BH0)P2 VUV dr
Q

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada e sabendo que M é continua, obtemos

i yM([[u+ to]P) — S M (||ul”)

t—0 t

= M([lul) / 2P| Va2V uVe d.
Q

Assim,

Hy(u)(9) = M(HUH”)/Q\éE!_‘”DIVUI”_QVuV¢ da,

para toda ¢ € DLP.
Mostremos que Hj : D}P — (DLP)~! ¢ um operador continuo. Seja (u,) C
DLP tal que u, — u, em D:P. Dessa forma, temos ||u,|| limitada. Desde que M é

continua, existe C' > 0 tal que M (||u,||?) < C. Segue da desigualdade de Holder que, para
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toda ¢ € DLP,

| Hy(un)(¢) — Hy(u)(¢)

:‘M(Hunﬂp)/ 2] |V [PV, Vb d
Q

M (Jlul?) / 2P|Vl 2V uV o d
Q

<M ([[unl?)

1TV, — [Vl 29096
Q

+ M ([Jun ") = M(I!UH”)!/Q\Sd‘””|W|”1!V¢|dﬂf

<C ‘ / 2| (Vu, [P Vu, — [VulP*Vu)Ve dr
Q

+lulPH Il M (JunlP) = M([[e]”)] -
Assim,

15 (un) — H(w)|] = Sup | H (un)(6) — Hy(u)(9)|

<o| [l vn, - e vove a4
Q

+ P M ([Jun [7) = M([Jull?)] -

Como |Vu,[P~2Vu, — [VulP~2Vu, em [L71(Q, |z]7)]Y, quando n — 400, (veja [22])
temos

lim / || (Vi P2V, — [VulP2Vu)Ve dz = 0.
Q

n—-+oo

Logo, fazendo n — 400 em (A.8), obtemos
[ H(un) — Hy(u)|| — 0,

quando n — +oo. Isso mostra que Hj ¢ continuo e, portanto, Hy é de classe C.

Agora, defina Hs : Dy? — R por Hs(u) = [, |x|°F(x,u)dz. Pelo Teorema
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do Valor Médio, para todos u,v € DIP e 0 < |t| < 1, existe 0 < 6 < 1, tal que

|F(z,u+tv) — F(x,u)| B |f(x,u+ 0tv)| - |tv]
|t] N |t]

< Colu + Otv]" Mol

< Co2 7Y (|ul" + [o]") € LN, |2]7°).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

H3(U‘|‘t'l)) _H3(u) :/ |x|—6 hm F(fL‘,u+tU> _F(x’U)dI
Q

lim
t—0+ t

t—0 t

:/|x|_5f($,u)v dx.
Q

Logo, Hi(u)(¢) = [, |z| =0 f(z,u)¢ dw, para toda ¢ € DLP. Assim, pela desigualdade de

Holder,
(HY(u)(6)] = | / 2] f () d]

< Co [ Jal Pl folds
Q
< Callul ™ .

O que mostra que Hj(u) é um operador linear limitado e, portanto, continuo.

Agora, mostraremos que Hj : D:? — (DLP)~™1 ¢ continuo. Com efeito,
sejam (u,,) uma sequéncia em D1? e u € DIP tais que u,, — v em D:? quando n — +oc.

Pela desigualdade (A.9), obtemos

15 (1) — Hy(u)| provy-1 = sup{|(Hj(wn) — Hi(w))(v)] s v € D" e [Jv]| = 1}

< Gyl —ul|"™" = 0 em (R, |- ),

quando n — +o00.Isso mostra que Hz € C'(DLP;R).
Por fim, defina Hy : Dp? — R por Hy(u) = [, |z|7?|u|?dz. Pelo Teorema
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do Valor Médio, para todos u,v € DIP e 0 < |t| < 1, existe 0 < 6 < 1, tal que

|Hy(x,u+ tv) — Hy(z,u)] B qlu + Oto|71 - |ty
|t] a |t]

< q(lul + )" (Jul + [v])

< 27N (Jul? + [v]) € LN, |2]77).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

H, tv) — H, tol? — |ul?
lim a(uttv) a(u) :/|x|_ﬁ lim [u+ o] [ dx
Q

t—0 t t—0+

:q/ || 7P |u|* Puvdz.
0

Logo, Hj(u)(¢) = [, |z|~Pu|??u¢ dz, para toda ¢ € DP. Assim, pela desigualdade de
Holder,
[Hi(u)(9)] < JullHv]l. (A.10)

O que mostra que H)(u) é um operador linear limitado e, portanto, continuo.
ra, mostrarem u : ’ P)7% €& continuo. m efel
Agora, mostraremos que Hj : D:? — (DIP)~1 ¢ continuo. Com efeito,
sejam (u,,) uma sequéncia em D!? e u € DIP tais que u,, — v em D} quando n — +oc.

Pela desigualdade (A.10), obtemos

[ () — Hi(u)l| provy-1 = sup{|(H}(un) — Hj(w))(v)] - v € D" e [Jv]| = 1}

< flun = ul"™" = 0 em (R,|-]),

quando n — +00. Isso mostra que Hy € C1(DLP; R).

Uma vez que I(u) = *Hy(u) — NH3(u) — %IH4(u), temos que I é de classe

T p
CY(DLP;R) e sua derivada de Fréchet em u ¢ dada por

I(u)é) = M(Jul?) / 2] ~P| Va2V uV da

_ -5 _ —B],, a2
)\/Q|:L’\ flz,u)o dx /Q\x] |ul""*u¢ dx,
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para toda ¢ € DAP.
[

Observagao A.4.4. Considere a "fungao corte" ¢ € C3([0,+00)) tal que 0 < ¢ < 1,
Y(t) = 1, para todo t € [0,t1], ¥(t) = 0, para todo t € [ty, +00) e Y'(t) < 0, para todo

€ [0,4+00). Sob as hipdteses do Teorema A.4.3, defina o operador Hs : DIP — R por
Hs(u) = ¥ (||ul|P)Hy(u). Desde que Hy € de classe C1, utilizando os mesmos argumentos

para demonstrar que Hy € de classe C', podemos demonstrar que ¥(||ul|?) € de classe C*.

Logo, Hs € CY(DL?;R). Assim, o funcional J : DY — R, dado por

) = SF(ul?) = A [ o F (o) d %/ 2] PJuf? da,

é de classe C.

Os argumentos para a demonstracao do proximo teorema sao muito seme-

lhantes aos da demonstracao do Teorema A.4.3.

Teorema A.4.5. Seja Q C RY um dominio suave e limitado, com N > 3; 1 < p < N,

«L . Np . Ngq
—+—=1L, emquep = ———"7-€¢ = —7— S
0 N —dip N —dyq

os expoentes criticos de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, com d; =1+ a; — b;, a; < b; < a; + 1,

1<q<Na1<—a<— ao
i=1,2eB="0bp" =byq" ec<min{(a;+1)r+N(1—-2) (a2 +1)r+N(1—L)}, em que
o € (p,p*) € qo € (q,q%) sao tais que v + ) = 1. Sejam, também F : Q x R xR — R
uma funcao mensurdvel em ) e contmi(()zmeg,{ze diferencidvel em R x R, F,, sua derivada
parcial com respeito a w e M; : RT U {0} — R™ wma fungao continua, para i = 1,2,
satisfazendo as hipdteses (M1), (M2), (F1) e (F2) do Capitulo 3. Entao, o funcional
I : E— R, dado por

1 ~ 1 ~
I(u,v) = —M1(||u||p)+ M2 (lvll%) — /|x| °F(x,u,v da:—/ |z~ 5|u| |v|"dx,

para todo (u,v) € E, em que ]\//_Z(t) = fot M;(s)ds, i = 1,2, € de classe C' e sua derivada
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de Fréchet é dada por
I'(u, v) (0, 0) =M ([Jul[%) / 2| | V2V uVda
Q
+ Ma(olly) [ fal (Tl ovds
0
_ )\/ |z| " F(z,u,v)pdr — )‘/’fﬂ\cFv(x,u,v)wdx
Q Q

—a / 2| lul*ulol pdz — / 2Bl o] 2oz,
Q Q

para todo (p, ) € E.
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