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Resumo

Encontrar precos justos (segundo algum critério) para ativos em mercados financeiros é
um dos pilares mais importantes da Teoria de Financas. Para alcancgar esse objetivo, a Teoria de
Precificacdo de Ativos tem uma formulacao matematica, fundamentada principalmente na Teo-
ria de Probabilidades. Neste trabalho apresentaremos tal teoria, que € essencialmente baseada
em martingales, objetos de grande importancia na Teoria de Probabilidades. Alternativamente,
apresentaremos uma Teoria de Precificacdo baseada na Teoria da Coeréncia de Bruno de Finetti
com o objetivo de comparar, de modo informal, tais teorias.

Palavras chave: Precificacdo de Ativos, Teoria de Probabilidades, Teoria da Coeréncia,

Martingales.






Abstract

Find fair (according to some criterion) prices for assets in financial markets is one of the
most important pillars of Finance Theory. To accomplish this, the Asset Pricing Theory has a
mathematical formulation, based mainly on Probability Theory. In this dissertation we present
such theory, which is essentially based on mar- tingales, important objects of Probability The-
ory. Alternatively, we also present an Asset Pricing Theory based on the Coherence Theory of
Bruno de Finetti in order to compare, informally, such approaches.

Key-words: Asset Princing Theory, Probability Theory, Coherence Theory, Martingales.
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Introducao

Quando temos um ativo cujo prec¢o futuro é conhecido dada a ocorréncia de determinados
acontecimentos, ou seja, seu preco futuro depende de acontecimentos que ainda irdo acontecer,
atribuir um prego para este ativo que seja considerado justo no tempo presente pode ndo ser
algo simples. Em qualquer parte do mundo, a busca por pregos justos no presente para os ativos
vem sendo um dos problemas mais importantes na drea de finangas, tanto no ambito académico
quanto no profissional. Este problema tem uma formulagdo matematica fundamentada na Teoria
de Probabilidades que denominamos “Teoria de Precificacdo de Ativos”.

Nos mercados financeiros, o termo ativo é geralmente utilizado para expressar bens, va-
lores, créditos, direitos, etc. e tudo o mais que um individuo possa vir a possuir e que, em
um determinado momento, venha a formar o patrimonio deste. Por exemplo, se um individuo
possui uma casa, esta casa € um ativo uma vez que faz parte do patrimonio deste individuo.
Do mesmo modo, uma a¢do de uma empresa também € um ativo ja que também constitui o
patrimonio de quem a possui.

Agora, imagine que um individuo possui uma ac¢do de uma empresa. O preco dessa acao
daqui trinta dias depende de como a empresa estard. Por exemplo, se a empresa atingir um
determinado lucro essa acdo deve valer mais do que o individuo pagou por ela, se a empresa
ndo tiver lucros, provavelmente o preco da acdo ndo mudard. Entretanto, se a empresa tiver
um prejuizo, o preco da acdo provavelmente caird. Assim, podemos dizer que o preco dessa
acdo daqui trinta dias depende dos acontecimentos que acometem a empresa a qual essa acdo
representa.

Suponha agora que o individuo queira vender essa acdo hoje. Por quanto ele deve vendé-la,
ou seja, qual seria um prego “‘justo” hoje para essa acao? Claramente o preco da acdo hoje deve
depender de quanto ela valerd no futuro, por exemplo, o quanto ela valerd daqui um més.

Observe que cada uma das trés situagdes em que supomos que a empresa pode estar daqui
um més, a saber, situacdo de lucro, de estabilidade ou de prejuizo, as quais chamamos de esta-
dos da natureza, podem ser medidas atraves de uma medida de probabilidade que pode men-
surar a chance de cada um desses eventos ocorrer daqui um més. A ideia geral deste trabalho é
a de, através dos precos dos ativos em um periodo de tempo futuro, seja possivel precifica-los
no tempo presente de modo que esses precos sejam considerados justos.

Para definir “preco justo” para um ativo precisamos introduzir um outro conceito dos mer-
cados financeiros que serd amplamente usado neste trabalho: o conceito de arbitragem.

Nos mercados financeiros, a ideia de perder (ou ganhar) com certeza € considerada irracio-
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nal. E suposto que nenhum individuo deseje algo que, certamente, o levard a um prejuizo certo.
Diante disso, se algum individuo tiver a chance de investir em algo que resulte em lucro certo,
claramente quem estd se desfazendo deste algo teria um prejuizo certo, o que contraria a ideia
de que ninguém deseja perder com certeza. A ideia de ganhar (ou perder) quase com certeza,
ou seja, quando um individuo com certeza ndo perderd e ainda tem chances reais de ganhar é
conhecida como arbitragem. Por exemplo, se uma agdo estd sendo vendida em um mercado
por 2 unidades monetdrias e dentro de dois dias ela poderd valer ou 2 ou 4 unidades monetdrias,
o individuo que a comprar, com certeza, ndo terd chances de perder e ainda tem uma chance
positiva de lucrar 2. Sendo assim, o preco de 2 por essa acao ndo pode ser considerado “justo”.

Diante disso, € necessdrio encontrar precos para os ativos de modo que ndo seja possivel
que nenhum individuo tenha uma op¢ao de “fazer arbitragem”.

Formalmente, o preco de um ativo no tempo ¢ € definido como uma varidvel aleatéria X’
definida em um espaco de estados da natureza Q, ou seja, X’ : Q — R. Quando a varidvel X’
¢é constante em cada tempo ¢, ou seja, quando o preco do ativo, em cada tempo ¢, € constante,
dizemos que este ativo é um ativo livre de risco. Do contrério, dizemos que o ativo € um ativo
de risco.

Nos mercados financeiros, geralmente, existe um tnico ativo livre de risco, e qualquer outro
ativo que seja dito livre de risco € baseado neste. Por exemplo, no Brasil, os ativos livres de
risco sdo os Titulos do Tesouro Nacional, o que nada mais é que um “empréstimo” feito ao
governo com uma data pré-determinada de pagamento. Esses titulos devolvem aos investidores
seu montante emprestado acrescido de uma taxa de juros, a Taxa Selic. Desse modo, indepen-
dentemente do estado da natureza que ocorrer, esse ativo (o Titulo Publico) retornard o mesmo
valor para o investidor. Ainda € valido observar que qualquer outro ativo considerado livre de
risco, como as Letras de Crédito Imobilidrio e Agropecudrio (LCI’s e LCA’s) por exemplo, sdo
baseados nessa mesma Taxa Selic.

E claro que o conceito de ativo livre de risco é irreal, visto que, no caso de o governo
brasileiro quebrar, por exemplo, as pessoas que investiram seu dinheiro dificilmente o teriam
novamente. Contudo, existem fundos que garantem o retorno de uma parcela do dinheiro e,
mesmo quando ndo ha esse tipo de servico, € tdo distante da realidade imaginar um governo
falindo que, dentre todos os ativos disponiveis, os Titulos Piblicos podem ser considerados os
mais livres de risco possiveis.

Neste trabalho apresentaremos duas abordagens tedricas distintas com o objetivo de preci-
ficar ativos de modo a garantir a auséncia de arbitragem: a Teoria da Precificacdo de Ativos via
Medidas Martingales e alternativamente, a Teoria da Coeréncia de Bruno de Finetti. O objetivo
aqui serd o de derivar resultados andlogos nas duas abordagens apresentadas.

A organizacdo do trabalho é como segue. Na parte I, a qual estd baseada principalmente
nas Referéncias [[14]], [15] e [18]], desenvolveremos a teoria da precificacdo de ativos baseada
na Teoria de Probabilidades. Esta parte estd dividida em dois capitulos: o capitulo 1 e 2. No
Capitulo 1 trataremos da precificacdo de ativos em mercados com um tnico periodo de tempo

e no Capitulo 2, da precificagdo de ativos em mercados com vdrios periodos. Em ambos os
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casos assumiremos que nosso espaco de estados da natureza € finito e discreto. Falaremos de
precos livres de arbitragem, medidas martingales equivalentes, modelos de mercados completos
e apresentaremos uma versao do Teorema Fundamental de Precificacdo de Ativos.

Ja na Parte II, a qual estd baseada principalmente na Referéncia [17], apresentaremos a
Teoria da Coeréncia com a abordagem de Bruno de Finetti e desenvolveremos alguns resultados
de precificacdo de ativos em modelos com espacos de estados da natureza enumerdveis e um
unico periodo de tempo. Aqui, apresentaremos uma outra versao do Teorema Fundamental da
Precificacdo de Ativos e também o Teorema Fundamental da Previsdo, do qual derivaremos um
resultado andlogo para os pregos dos ativos.

Finalmente, o Apéndice tem como objetivo apresentar os conceitos basicos de algumas
areas a fim de facilitar a compreencdo do trabalho. Nele, trataremos brevemente de alguns
resultados especificos das dreas de Algebra Linear, Analise Funcional, Analise Real e Teoria de
Probabilidades.

Concluiremos o trabalho fazendo uma breve comparagao entre as duas abordagens para os
modelos mais simples, ou seja, aqueles em que consideramos apenas um periodo de tempo e

sem inclusdo de taxa de juros.






Parte I

Precificacao de Ativos Via Medidas
Martingales







Capitulo 1

Modelo de Precificacao de Ativos com um

Unico Periodo

Neste capitulo apresentaremos o Modelo de Precificacdo de Ativos com um unico periodo
de tempo. A teoria serd desenvolvida de modo que seja possivel precificar novos ativos inseridos
em um mercado com um tnico periodo tendo o conhecimento dos valores desses ativos no final

do periodo de tempo. Para tal, utilizaremos basicamente as Referéncias [2] e [[14].

1.1 Especificacoes do Modelo

Considere uma data inicial £ = 0 e uma data final r = 7', denominadas datas de negocia-
¢a0, onde negociagdes sO6 podem ser realizadas nessas duas datas. Considere ainda um espago
de estados da natureza finito Q = {®y,...,®,} ¢ uma medida de probabilidade Q em Q com
O(w;) >0paratodow; € Q,i=1,...,m.

Considere n ativos de risco, X1, ...., X,;, com m > n, e denote seus precos no tempo inicial por
P(X;) e no tempo T pela varidvel aleat6ria XjT, para j = 1,...,n. Observe que P(X;),...,P(X,)
sdo constantes conhecidas, enquanto que X/ , ..., X! s6 serdo conhecidas em ¢ = T, uma vez que
estas dependem do estado da natureza ®, o qual sé serd conhecidoemt =T

Considere ainda um ativo livre de risco Xo com o prego P(Xp) emt =0e X[ em¢ =T. Aqui,
consideraremos que o valor deste ativo em 7 = 0 serd sempre 1, ou seja, P(Xp) = l,eemt =T
ele serd uma constante conhecida. O modelo formado por €, a medida de probabilidade Q, os
tempos t = 0,7 e os n+ 1 ativos juntamente com seus precos em cada ¢ € chamado Modelo de
Precificacio de Ativos com um Unico Periodo.

Definicao 1.1. A matriz
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¢ a matriz de precos finais dos ativos X;, j =0,1,....n, nos estados da natureza ®;, i =1,...,m.

Cada linha de tal matriz é um vetor, denominado vetor de pregos do ativo X;.
Observacao 1.2. A partir de agora denotaremos por A" a matriz transposta de uma matriz A.

Defini¢io 1.3. Um portfélio ou estratégia de negociacao é um vetor p = [ Bo B1 - PBn
em R"™1 onde B j» J =0,...,n, representa o niumero de ativos X; adquiridos ou vendidos por
um investidor. Como existe a possibilidade de empréstimos e vendas de qualquer quantidade,

os componentes do portfolio B; podem ser niimeros reais quaisquer.

Definicio 1.4. Seja B um portfélio qualquer. A ele associamos um valor, denominado valor do

portfolio, (VIB |t =0,T), que identifica o valor monetdrio do portfélio p no tempo t. Assim,

P(Xo) Xy

X T

V()B _ Btr ( 1) e VB _ 31,‘;’ 1
P(X,) xr

Observacao 1.5. Observe que VOB é o valor do portfélio B em t = 0, portanto, é uma constante
B

conhecida. Ja Vi é uma varidvel aleatoria, visto que o valor do portfolio emt = T depende

dos valores de cada ativoemt =T.

tr
Observacio 1.6. No restante do trabalho denotaremos | P(Xy) P(X;) --- P(X,) ] por

tr
P(X)e [XOT xI' ... xI | porXT.

Definicio 1.7. Seja P um portfolio qualquer. Definimos o ganho do portfélio B, denotado por
GPB, como sendo a varidvel aleatéria que descreve o lucro total (ou perda) gerada pelo portfolio

B. Desse modo,
GP=vP_vP

Teorema 1.8. GB = B"AX, onde AX = XT — P(X).

Demonstragdo. De fato,
GP =B"AX =B"XT — B P(X) =V} - V).

]

Exemplo 1.9. Considere um modelo com apenas dois periodos de negociagao, 0 e T, um espaco
de estados da natureza Q = {®1,0,} e apenas dois ativos de risco, denotados por X; e X3,
Juntamente com o ativo livre de risco Xy. Seja P(X1) = 15 o preco do ativo X| no tempo 0 e
emt =T, na ocorréncia de ®y, X! (01) = 18 e na ocorréncia de w,, X! (0;) = 9. Do mesmo
modo, o pre¢co de X, emt =0éP(Xa) =1.5eemt =T, X] (0;) =3 e X] (002) = 0. Considere

um investidor que possui uma unidade do ativo X\ e suponha que ele monte o seguinte portfolio:
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ele vende o ativo X\ que ele tem, com o pensamento de comprd-lo novamente emt =T, compra

trés unidades do ativo X, e compra 10.50 unidades do ativo livre de risco, ou seja, formula o
tr

portéliop =1 10.50 —1 3

Entdo, emt =T, se Wy ocorrer, o investidor lucra
10.50 — 1843 x3.00 =1.50

e se 0 ocorrer, ele também lucra 10.50 —9+3 x 0 = 1.5. Desse modo, o investidor lucrou com
certeza sem nenhum investimento, uma vez que recuperou seu ativo inicial independentemente

do estado ocorrido e ainda aumentou seu montante.

No Exemplo @], sem nenhuma incerteza, o investidor tem um lucro de 1.50, ou seja, sua
estratégia € livre de risco, isto é, tem um lucro certo sem custo inicial. Como visto no capitulo
anterior, um investimento sem custo inicial, com alguma chance de obter lucro sem nenhuma
chance de perder ¢ chamado oportunidade de arbitragem. Como vimos, isto € improvavel
do ponto de vista financeiro. Desse modo, os precos atribuidos aos ativos nio devem permitir
oportunidades de arbitragem.

E interessante observar que uma oportunidade de arbitragem tende a se autodestruir, isto &,
naturalmente a oportunidade deixa de existir com o passar do tempo. Para enxergar isto basta
observar o Exemplo [[.9] e perceber que, tendo em vista que os investidores visam sempre o
lucro, muitos outros investidores tentariam lucrar do mesmo modo que o do exemplo e, dessa
maneira, aumentariam a demanda pelo ativo X>, o que elevaria seu preco, € aumentariam a
oferta do ativo Xj, dimuindo seu preco. Este processo ocorreria até que os precos dos dois
ativos se igualassem e a oportunidade de arbitragem seria extinta.

Formalmente, o conceito de arbitragem € o que segue.
Definicio 1.10. Uma oportunidade de arbitragem é uma estratégia de negociacdo B tal que
i) vE<o
i) VB >0
iii) Eg(V#) >0

p p

Observe que, dizer que Eg(Vy') > 0 € equivalente a dizer que V. > 0 para ao menos um

®; € Q, i =1,...,m, porque assumimos que Q(®;) > 0 para todo ®; € .

Exemplo 1.11. Suponha que Q = {®y,0,,03}. Considere dois ativos de risco X1 e X, e o ativo
livre de risco Xo. Suponha que P(Xo) = P(X1) = P(X2) = 1 e que a matriz de pregos finais (em
t =T) seja

S

I
W N =
A W =
(\9] ot ot
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E evidente que existem oportunidades de arbitragem uma vez que o ativo X, tem o mesmo
preco de X1, contudo, seu valor final é sempre maior do que o de X|. De fato, o portfolio

tr
B= [ 0 -1 1 } é uma oportunidade de arbitragem porque

VE B P(X)=0x 1+ (—1)x1+1x1=0,

ou seja, custa zero emt = 0. Ainda, VYI} = 1 para todos os estados da natureza ®;, i =1,2,3, o
que satisfaz os itens (ii) e (iii) da Defini¢do

Precisamos de um ativo com o qual possamos comparar todos os demais disponiveis. O
ativo que usamos para isso € o ativo livre de risco. Tal ativo pode ou ndo ter o mesmo valor em
T que possuia em ¢t = 0, dependendo da taxa de juros decorrente no periodo. O que fazemos
¢ definir essa taxa de juros como rendimento do ativo livre de risco, uma vez que a taxa do
periodo deve ser a mesma para todos os ativos disponiveis. Entdo, normalizamos o processo de
prego dos ativos utilizando a Defini¢do[I.12] Observe que, como dissemos no capitulo anterior,
no mercado brasileiro o ativo livre de risco € o Titulo do Tesouro Nacional, o qual tem como

rendimento a Taxa Selic. Esta é a taxa de juros no periodo de tempo [0, 7).

Definicao 1.12. Os precos descontados do ativo X;, j =0,1,...,n, no tempo 0 e T, respectiva-

mente, sdo

T
PX;) —r X;
P(Xo) x]

Observe que P(Xp) = 1 por defini¢do, e assim, XOT = 1+r, onde r € a taxa de juros que pre-

) vy P&
valece no periodo de tempo [0,7). Desse modo, temos que P(X;) = P(Xo) P(X;), enquanto
0
xr X7
ek J J
X =-L = )
que X ; XT T

Definicdo 1.13. Seja B um porifolio qualquer. Definimos os valores descontados do portfélio

B nos tempos 0 e T, respectivamente, como
VE=B"PX) VR =p'X".

Defini¢do 1.14. Seja B um portfolio qualquer. Definimos o ganho descontado do portfolio B
como

G" = p"AX,
em que AX ; = Y]T — P(X;) e AX = (AX,...,AX ).
Teorema 1.15. Seja B um portfolio qualquer. Temos que

—B V.

_ W b VP
07 PXo) T xT
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Demonstragdo. De fato,

P(Xo)
Ve _ BoP(Xo) | BiP(X1) | BuP(Xa) g PX) | _y
P(Xo)  P(X) = P(Xo) P(Xo) : ’
P(X;)
Analogamente, segue o resultado para V[;.
O]
Teorema 1.16. Seja B um portfélio qualquer. Temos que
GP=vB_ VB
Demonstragdo. De fato,
tr —T tr
Bo Xo Bo P(Xo)
<T
S Bi X Bi P(X;) e — e ——
vivi= L] 5| = Bo(X — PR+ + B (KL — P(%2)) = G
Bl LX) LB [P(X)
O]

Observacio 1.17. Note que AXy = 0 porque X g = P(Xp) = 1. Desse modo, se dois portfélios
diferem apenas na quantidade de ativos livres de risco, ou seja, dados dois portfélios B e o tal

que B; =aj para j=1,...,n, B e & tem 0 mesmo ganho descontado.
O préximo resultado nos dé outra condi¢ao equivalente a existéncia de arbitragem.

Teorema 1.18. Existe uma oportunidade de arbitragem se, e somente se, existe uma estratégia

de negociagao B tal que
i) G*>0
ii) Eg(G") > 0.

Demonstracdo. Suponha que B seja um portfélio de arbitragem. Dai, VOB <O0e V}s > 0 para

todo ®; € Q, i = 1,...,m, com desigualdade estrita para a0 menos um ®,. Entdo, como XOT >0
B

para todo ®; € Q, temos que V§ = X—TT > ( para todo ®; com desigualdade estrita para a0 menos
0

algum ®;. Pelo Teorema|l.16|segue que @B > 0 para todo m; €  com desigualdade estrita para

algum w;, ou seja, (i) e (ii) sdo satisfeitas.
Reciprocamente, suponha que B seja um portfdlio satisfazendo (i) e (ii). Assim, podemos

tr -
definir um novo portfélio o = [ Oy O -+ O ] tal que op = —Y1_| B;P(Xj) e ot = B;
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—0

para j=1,...,n. Assim, VS‘ = V% =0e pela Observacio|l.17, G = Eﬁ > 0 com desigualdade

estrita para algum ;. Portanto, & € um portfélio de arbitragem.
O]

O préximo Teorema nos d4 um modo de detectar a existéncia de oportunidades de arbitra-
gem no nosso modelo. Como a condi¢io € necessdria e suficiente, segue que, mostrando tal

condic¢do, asseguramos que nosso modelo € livre de oportunidades de arbitragem.

Teorema 1.19 (Teorema da Nao Arbitragem). O modelo de precificacdo de um tinico periodo
descrito ndo possui oportunidades de arbitragem se, e somente se, existe um vetor ® € R", com

;> 0paratodoi=1,....me tal que
P(X) =Dm.

Demonstracdo. Primeiro, suponha que tal vetor T exista e considere um portfélio . Mostre-
mos que P ndo pode ser uma oportunidade de arbitragem. De fato, se tal portfélio for uma

oportunidade de arbitragem, devemos ter
vf = B"P(X) = B"(Dm) = (B"D)m <0,

uma vez que VOB <0.
tr
Observe que B/'D = Vﬁ(o)l) Vﬁ(mz) . Vﬁ(u)m) .Comocadam; >0,i=1,...,m,

ndo podemos ter os seguintes acontecimentos simultaneamente:
i) Vﬁ(coi) > 0 para todo ®; € Q,
i) VTB(coi) > ( para a0 menos algum ®; € Q.

De fato, se (i) e (ii) ocorressem, teriamos
B_ (g _ B p
Vo =(B'D)r=mV; (1) +... + T, Vi (@0) >0,

0 que é uma contradi¢do com o fato de B ser um portfélio de arbitragem. Segue entdo que P ndo
¢ uma oportunidade de arbitragem. Portanto, se existe tal vetor T ndo pode haver oportunidades
de arbitragem.

Reciprocamente, assuma que ndo exista oportunidades de arbitragem. Agora, identifique-
mos varidveis aleatérias em Q = {®y,...,®, } com vetores em R” como segue. Cada varidvel

tr
aleatdria Y em Q corresponde ao vetor Y = [ Y(or) Y(wp) - Y(0p) ] de seus possi-

veis resultados. Isto define uma bije¢do entre varidveis aleatdrias e vetores. Seja EB o ganho
descontado associado ao portfélio B, ou seja, EB = Z?:o B;AX j. Podemos pensar em EB como

um vetor em R™. Agora defina

L= {? eR™ | X =3c° para algum portfélio B}.
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Observe que, para quaisquer dois portfélios ' e B2,

") — (B4 B) (%3 — PO 4. (B B2) (X7 —P%,)) =GP + G

e, para qualquer escalar A e qualquer portfélio B,
G = (aB) (%o — POX0) ) + .+ (M) (X — P(X0) ) =G

tr
Como B' +PB* ABeP = [ 0 --- 0 } sdo portfélios, segue que L é um subespago linear de
R™,

Defina também o conjunto
K={Y eR"|Y >0eEy(Y) =1},

em que EQ(7) Y, O(w;)Y;, onde Y = [ i - Yy }tr. Se tomarmos 71 e 72 emK e
A € [0, 1], temos que
AY 14+ (1-0)Y2 >0

Eg\Y 1+ (1-0) Y 2] = ME(Y 1)+ (1 - NEg(Y2) =A+1-A=1,

ou seja, k?l +(1— 7\.)72 pertence a K e K é convexo.

Ainda, K é limitado uma vez que se consegue encontrar facilmente uma cota superior e
inferior para ele e a fungdo E : Y - EQ(7) é continua e K € a imagem inversa (pela fungdo
continua E) do conjunto {1} , o qual, por ser formado por um tnico ponto, é fechado. As-
sim, como imagem inversa de conjunto fechado por fun¢@o continua € fechada, segue que K é

fechado. Portanto, K € compacto.

Observe ainda que K N L = 0. De fato, suponha que isto ndo ocorra, ou seja, existe 7 €
KNL. Como Y € L existe um portfélio B tal que Y =GP. Como Y €K, temos que GP>o0e

Ep [Eﬁ] =1 > 0. Pelo Teorema|l.18|segue que deveria existir uma oportunidade de arbitragem,

o que € uma contradi¢do. Portanto, KNL = 0.

Segue entdo, pelo Corolédrio[A.28|do Teorema do Hiperplano Separador[A.27]que existe um
vetor ® € R™ tal que Y =0 para todo YeLe®"Y >0 para todo Y ck.

Note que o vetor

1 tr
Y=|00 - 0 -~ 0| ek
{ O(w;) ]
Como Jt"7 = > 0, segue que T; > 0 para cadai=1,.

Q(m,)

O vetor T ainda ndo é o vetor que queremos. Para encontr-lo precisamos fazer algumas
tr

modificagdes. Note que o vetor AX j = [ AX (o) AXj(0p) --- AXj(®y) | €justamente
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tr

o ganho descontado EB do portfélio p = [ 00 .- 10 -+ 0| ,oqual consiste de
apenas uma unidade do j—ésimo ativo. Portanto, AX ; € L para todo j = 1,...,n e, desse modo,
nAX; =0.

Diante disso, temos que

Assim, temos que T; > 0 para todo i = 1,...,m. Ainda, como XJT((Dl‘) — Dy, temos que
P(X;) = Y/ Dy, ou seja,

Observacao 1.20. O vetor ® no Teorema da Ndo Arbitragem acima é chamado de vetor de
precos dos estados. Explicaremos o motivo de tal nome agora. Suponha o modelo descrito
no Teorema e que adicionamos m novos ativos ficticios X,+1, Xn42,...,Xntm aos n ativos jd
existentes. O ativo X+, i = 1,...m, tem o valor de 1 no tempo T se o estado ®; ocorrer e 0 na
ocorréncia de qualquer um dos demais estados. Temos agora um novo modelo com quantidade
finita de ativos e um unico periodo. Segue que, como o Teorema da Ndo Arbitragem é vdlido

para todos os modelos desse tipo, ndo hd oportunidades de arbitragem se, e somente se,

I T Xg (o1) Xg () X1 (o)
P(X
PEX?; X{ (o) X{ (.032) X[ (@) .
P(;(n) _ XnT(lcol) X,Zgoz) XZ(OG)m) n'z
P(Xn+1) 0 | o 0 Tc

Da equacdo acima segue que, para ndo haver oportunidades de arbitragem,
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Ixm+0xm+...+0x 7, =P(X,t1)
Oxm+1xm+...+0x 7w, = P(X,12)

Oxm+0xm+...+ 1 x 7 = P(Xp1m)
ou seja, T; deve ser o preco do ativo ficticio Xy+; no tempo 0.

Os dois proximos resultados serdo importantes para conseguirmos uma estrutura probabi-

listica para o Teorema da Nao Arbitragem.

Teorema 1.21. O Modelo de Precificacdo de um Unico Periodo néo permite oportunidades de

arbitragem se, e somente se, existe uma varidavel aleatoria estritamente positiva Z tal que
T .
P(Xj) = EQ(ZXj ), ] = 0, 1, N (B
Demonstracdo. Suponha que ndo existam oportunidades de arbitragem. Defina

Z(0y) =

O(w;)’
em que T € o vetor de precos dos estados. Entdo

Eamﬂzigmﬂ

1

j%gﬂ@ﬂ:;mﬂ@mzm&»

uma vez que P(X) = D=x.

Reciprocamente, suponha que exista tal Z. Defina

- Z(ox)
nl_ Q(O)l),

ou seja, Z € como definido acima. Entdo, para todo j =0,1,...,n,

=

P(X;)= EQ(ZXjT) = TCinT((Di),

1

~

ou seja, P(X) = D=, o que, pelo Teorema|1.19} ndo permite oportunidades de arbitragem.
[

Teorema 1.22. O Modelo de Precificagdo de um Unico Periodo néo permite oportunidades de
arbitragem se, e somente se, existe uma varidavel aleatoria estritamente positiva 7 com Egp (2) =
1 tal que

P(X;) =Ep <27]T> L j=0,1,....n.

Demonstragdo. Suponha que ndo exista oportunidades de arbitragem. Defina 2(0),-) =
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ﬂiXOT (0),‘)

O(w;)

Segue que

n,XO (o)

= ZQ —0)1)

i=1

Zn,XO (o) =1,
i=1

uma vez que P(Xp) = 1 e P(X) = Dx. Ainda, para todo j =0,1,...,n,

_ Xl(@) o
Eo (7X] ) = ZQ R‘XOOEZO;’) XTE % ;ninT(mi):P(Xj),

que segue pelo fato de P(X) = Drx.
Reciprocamente, suponha que tal Z exista. Defina Z como acima. Temos que, para todo

j=1,...,n,
m
=Y mX] (o) = P(X;),
i=1
ou seja, P(X) = D, e pelo Teorema |1.19} ndo hd oportunidades de arbitragem. ]

Agora nosso objetivo serd o de construir uma nova medida de probabilidade R em Q a partir
da medida de probabilidade Q ja conhecida. O motivo de procurar essa outra medida ficara claro
a seguir. Suponha inicialmente que X é uma varidvel aleatéria ndo negativa com Ep(X) = 1.

Defina a medida de probabilidade R em € por
R(A) =Ep(Xl4), ACQ,
em que

1 sewmeA
IA((D):{ se ¢ A

De fato, R € uma medida de probabilidade em Q porque
e R(A) > 0 para cada evento A C Q;
e R(Q)= EQ(XIQ) = EQ(X) =1;

e Para quaisquer Ay,...,A; C Sﬂtais que A;NA; =0sei# j,

R(Alu---UAk) ZEQ(X(IAl U--~UIAk))
:EQ(XIA] +"‘+X1Ak)
=Eo(XIa)) + -+ +Eg(Xls,)

=R(A1)+ -+ R(Ay);

'Nio precisamos mostrar que R é aditivo contével, apenas que é finitamente aditivo porque nosso espaco amostral
é finito e discreto.
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e Para qualquer A C Q,

1=R(Q) = RAU(Q\A)) = R(A) + R(Q\A) = R(4) < 1.

Ainda, como Q = {®y,...,®, } é um espago finito, temos que

(ngE

R(wy) = Eg(XI{,)) = . ()X ()1 (@;) = Q) X (),

i=1

para todo k = 1,...,m. Desse modo, segue que
R
X((D): ﬂ, para todo ® € Q.
O(w)

Definicao 1.23. Duas medidas de probabilidade Q e R sdo equivalentes se elas possuem os

mesmos eventos de medida nula, isto é,
Q(A)=0<R(A) =0.

Notagdo: R ~ Q.

Observacao 1.24. Dizer que duas medidas de probabilidade Q e R em um espaco amostral
finito e discreto possuem os mesmos eventos de medida nula equivale a dizer que, para todo
evento A € Q, Q(A) > 0 se, e somente se, R(A) > 0.

Observacao 1.25. Perceba que se X é uma varidvel estritamente positiva e Q e R sdo medidas

R
de probabilidade com X = é entdo R e Q sdo equivalentes. De fato, se X(A) >0 para A C Q,

Q%j\)) >0, 0 que implica em R(A) >0 e Q(A) > 0.

Teorema 1.26. Se Y é uma varidvel aleatoria arbitrdria e Q e R sdo medidas de probabilidade

entao

definidas em Q, em que R é construido como acima, entdo

Er(Y) =Ey (Yg).

R
Demonstragcdo. Se X = —, entdo

gE

Er(Y) = Y R(@)Y (o) = ig(waxmmwo — Eg(XY).

1

2E vilido observar que esta construgdo de uma medida de probabilidade R através de uma medida Q pode ser feita
no geral. A varidvel aleatéria X é chamada de Derivada de Radon-Nikodym da medida R relativa a medida Q e

R . . L . - R
€ usualmente denotada por X = @ No ambiente discreto, o qual estamos inseridos, isso significa que X = é

entretanto, para o caso continuo esta escrita ndo faz sentido visto que Q(®) = 0 para todo ® € Q (ou seja, pontos
tem medidas nulas).
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]

O Teorema [1.22]nos diz que a ndo existéncia de oportunidades de arbitragem é equivalente
a existéncia de uma varidvel aleatdria estritamente positiva Z com esperancga unitdria tal que

P(X j) =Ep (ZY ]T) para todos os ativos X;, j =0, ...,n. Dessa maneira, se definirmos a medida

de probabilidade R como anteriormente, onde Z= é entdo temos que R é equivalente a Q e
pelo Teorema [I.26]

Er (Y]T) ~ Ep (z?f) — P(X;) para j=0,...n.

O préximo Teorema mostra uma importante propriedade da medida de probabilidade R

construida até entdo.

Teorema 1.27. Se ndo houver oportunidades de arbitragem, o valor esperado (sob R) dos
precos descontados finais (em t = T) de todos os ativos é igual a seus pregos iniciais (em
t =0), ou seja,
=T
P(X;) = Eg (Xj> .
Tal medida R é chamada Medida Martingale EquivalenteE] (MME).

A partir de tudo o que foi feito sobre a medida R e tendo conhecimento do Teorema

temos um outro resultado que garante a ndo existéncia de oportunidades de arbitragem.

Teorema 1.28. Um Modelo de Precificacdo de Unico Periodo (com medida de probabilidade
relacionada ao “mundo real” Q) ndo permite oportunidades de arbitragem se, e somente se,
existe uma medida R ~ Q tal que P(X;) = Eg ()_(JT> para todos os ativos X;, j =0,...,n, ou

seja, existe uma MME.

Demonstragcdo. Suponha que ndo existam oportunidades de arbitragem. Segue pelo Teorema

1.22|que existe uma varidvel aleatdria estritamente positiva Z com P(X;)=Ep 24 JT> . Defina

~ R
uma medida de probabilidade R tal que Z = é Entdo, pela Observagio [1.25 por P(X;) =

EQ(ZYJT) e pelo Teorema|1.26| segue que R~ Q e P(X;) = Eg ()_(jT> para j =0,...,n.

Reciprocamente, suponha que existe uma medida de probabilidade R tal que R =~ Q e

P(X;) = Eg (Y?), para todo j = 0,...,n. Suponha que exista oportunidades de arbitragem.

Entdo, pelo Teorema|l.18] existe um portf6lio f com EB >0ekEp (EB) > (. Escolha o € Q

tal que GP (@y) > 0. Temos que

= T Sro~ T o
Ex (AX) = Eg (Xj —P(Xj)) — Eg (Xj) — Eg (P(Xj)> — P(X;)— P(X;) =0.
O fato de que P > 0 nos forga a concluir que R(wy) = 0, uma vez que Eg(G) > 0 se
R(wy) > 0. Mas Q(wy) > 0 e temos que R =~ Q, o que implica que R(®;) > 0, o que é uma

contradi¢cdo. Portanto, se existe tal R, ndo hd oportunidades de arbitragem. L]

30 motivo pelo qual a referida medida recebe esse nome sera explicado no préximo capitulo.
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Agora nds temos duas distintas condi¢des equivalentes para ndo haver oportunidades de

arbitragem: a existéncia de um vetor de precos dos estados e a existéncia de uma medida de
e <T . . .

probabilidade R tal que R ~ Q e P(X;) = Eg (Xj> para todo j =0,...,n. Se a taxa de juros € r,

temos que essas duas condi¢des estdo relacionadas do seguinte modo:

e Seja T o vetor de pregos dos estados. Como P(X) = D=, temos que, da multiplicagdo da
primeira linha de D com o vetor T, do fato de P(Xp) = 1 e de X[ (w;) = 1+ r, para todo

i=1,....m,

(I+r)(m+...4+my) =1; (1.1)

e O vetor de pregos dos estados T nos dd uma varidvel aleatéria positiva Z com a proprie-
dade de que P(X;) =Ep (ZY ]T> para cada ativo X ;. Pela Demonstracdo do Teorema|1.22}

temos que
~ B Rng((Oi) B 71:,'(1 +r).

20 ="y = o)

e Como R(m;) = Z(;)Q(w;), segue, por (1.1) que

TCi(l —|—7‘) T, .
R(w) = ——0(0;)) = —— , parai=1,...,m.
Diante disso, segue o seguinte Teorema:
tr
Teorema 1.29. Set= | 1y M --- 7, ] é um vetor de precos dos estados, entdo
T
Rwj)=——"—=m(1+r
(o) T+ ...+, (1+7)

é equivalente a Q e é tal que P(X;) = Eg (Y;), para todo j=0,...,n.
O proximo exemplo ilustra de maneira simples o Teorema |[1.29

Exemplo 1.30. Considere um modelo de precificagcdo de tinico periodo composto pelo ativo
livre de risco Xq e por um ativo de risco X|. Considere que tenhamos dois estados da natureza,
©; e W e uma taxa de juros em [0,T) de r = 1/9. Considere que P(X;) =5, X[ (w1) =20/3 e
XT (@) =40/9.

Temos que

PX) = 20/3 40/9

1 10/9 10/9
5
Assim, para ndo haver oportunidades de arbitragem temos que ter

10 10
3751 + 3752 =1
%nl + %7’52 =5

Y
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a qual possui tinica solucdo. Temos entdo que

r

t
n:[9/20 9/20 | |,

9
35 1

20 T 20
O vetor de precos dos estados T pode ndo ser uUnico, e consequentemente, a medida de
probabilidade R também. O préximo exemplo nos mostra um caso em que a unicidade de tal

vetor e de tal medida ndo ocorre.

Exemplo 1.31. Considere agora um modelo composto pelo ativo livre de risco Xo e por um
ativo de risco X1. Considere que o espago de estados da natureza é Q = {®1,y,03} e que
a taxa de juros do periodo é de r = 1/10. Sejam X[ (o)) =8, X[ () =4, X[ (03) =6 ¢
P(X1) = 6. Temos que ndo existem oportunidades de arbitragem se existe um vetor ® de precos

dos estados tal que

T

1 11/10 11/10 11/10 !
= TC s

6 8 4 6 2

T3

ou seja,
11 11 11 _
mnl + ETC2+ ETC?, =1
8n; +4my + 613 =6

Sendo mz =vyeye (0,7/11) temos que cada m; > 0 e

3 1 7 1

T=| - _Zy ___ ,
AN AR

ndo possibilita arbitragem. Contudo, como a solu¢cdo para o sistema ndo é unica, temos que
existem infinitos vetores de precos dos estados e, consequentemente, infinitas medidas de pro-
babilidade R.

Do exemplo acima € possivel observar que pode existir uma quantidade infinita de vetores
T e, ainda assim, existir um modelo livre de oportunidades de arbitragem. O proximo resultado

nos diz quando tal vetor T é ﬁniC(ﬂ

Teorema 1.32. O vetor T é tinico se, e somente se, o niimero de estados da natureza em

coincide com o posto da matriz D.

Demonstragdo. Observe que, pelo TeoremalA.29) o sistema P(X) = DT tem tinica solugdo se, e
somente se, a matriz D tem o posto igual ao ndmero de incégnitas do sistema (os ;i = 1,...,m)

e isso sO € possivel se a matriz D tem exatamente m colunas independentes. U

“E consequentemente quando a MME ¢ tnica.
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1.2 Mercados Completos e Incompletos e Introducao de No-

vos Ativos

Até entdo estudamos um modelo com uma quantidade finita de ativos, cujos precos sao
conhecidos em ¢ = 0 e s@o incertos em t = 7. Uma pergunta natural a se fazer é a seguinte: &
possivel introduzir um novo ativo em um modelo de precificagdo de um unico periodo de modo
que o modelo ainda ndo permita oportunidades de arbitragem? E se sim, qual dever4 ser o preco
deste novo ativo em ¢ = 0?

Os ativos ja disponiveis em um mercado sao precificados a partir das expectativas dos inves-
tidores, riscos assumidos e lei da oferta e da procura. Contudo, quando se quer introduzir um
novo ativo em que seu valor em ¢ = 7 depende exclusivamente do estado da natureza ocorrido,
nos deparamos com o problema de encontrar um preco justo em ¢ = ( para tal ativo.

Por exemplo, uma opg¢ao de compra € um ativo que da ao investidor que o compra em ¢ = 0
o direito de comprar um determinado ativo j4 disponivel no modelo em ¢t = T por um preco pré
determinado K (chamado strike price) em t = 0. Sendo assim, o preco dessa op¢cdo no tempo
t = 0 depende unicamente do estado da natureza que ocorrerd em ¢ = 7 e ndo de regras do
mercado. Desse modo, nos deparamos com o problema de encontrar esse preco de tal modo
que essa op¢do, juntamente com o seu preco, € os demais ativos, juntamente com seus pregos,
nao permitam oportunidades de arbitragem.

Antes de estendermos tal discussdo, precisamos de um novo conceito, a Lei do Preco Unico.
Esta lei nos diz que, se dois portfélios tem o0 mesmo valor em ¢t = T para todos os estados da
natureza, entdo eles devem ter o mesmo valor em todos os tempos precedentes a 7. A fim de
evitar oportunidades de arbitragem, além de intuitivo, é necessdrio que a lei do preco tnico

valha, como mostra o teorema abaixo.

, 1 2
Teorema 1.33 (Lei do Preco Unico). Sejam [51 e [52 portfolios tais que VT[5 (w) = Tﬁ (o) para

1 2
todo ® € Q. Entdo VOI3 #* Vol3 se, e somente se, existir oportunidades de arbitragem.

1 2
Demonstracdo. De fato, suponha, sem perda de generalidade, que Vol5 >V, . Construa o
seguinte portfélio B: venda o portfélio mais caro a descobertoE] com contrato para entregar
em 7 e com o dinheiro desta transagdo compre o portfélio mais barato e com a diferenca
positiva compre unidades do ativo livre de risco. Matematicamente, construa o portfélio
1 2 tr
— 1, r2_ P B 1, R2 1, R2 —
B= BBV Vg —Bl+BT - —BL+P2 } (observe que, como P(Xp) = 1,

1 2
podemos comprar VOB — VOB unidades do ativo livre de risco). Temos que (em ¢ = 0),

1 2
vB = vBivB B B =0

Vender algo a descoberto significa vendé-lo sem o possuir com um contrato para entregi-lo ao comprador em
tempo posterior a0 momento da venda.
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Contudo, para todo ® € Q,
1 2 1 2
VBw)=—vPrevi v VB —vE _vE o,

0 que constitui uma oportunidade de arbitragem.
Reciprocamente, se V' = VOB 2 para quaisquer B;, B, tais que V;' () = V;*(m) para todo
o € Q, segue que nenhuma oportunidade de arbitragem existird uma vez que nenhum individuo
conseguird construir um portfélio com um preco inferior ao de outro portfélio que valha, em
t = T, o mesmo montante.
O

O Teorema [[.33| nos diz entdo que ndo existem oportunidades de arbitragem,se, e somente
se, vale a Lei do Preco Unico. Desse modo, podemos aplicar tal lei a fim de introduzir um
novo ativo no mercado do seguinte modo: suponha que queiramos introduzir o ativo ¥ ao nosso
modelo cujo preco em ¢ = T é dado pela variavel aleatéria Y7 definida em Q e suponha que

exista um portfélio P tal que V}s (0) = YT () para todo ® € Q. Pela lei do prego tinico devemos

B

ter VP = P(Y), onde P(Y) é o prego de Y em ¢ = 0. Como conhecemos o valor V;;, conhecemos

entdo o valorde Y emt = 0.

Defini¢iio 1.34. Seja Y um ativo. Se B é tal que Vﬁ (0) = YT () para todo w, dizemos que B é

uma réplica do ativo Y e Y é um ativo replicdvel.

Desse modo, se o novo ativo que queremos introduzir em um modelo sem oportunidades de
arbitragem for um ativo replicdvel, conseguimos precifici-lo de modo que o novo modelo cons-
tituido de todos os ativos ja existentes somados ao novo ativo, ainda continue sem oportunidades

de arbitragem.

Exemplo 1.35. Considere o modelo do Exemplo e considere que queiramos introduzir o
ativo Y, onde YT (1) =5/3 e YT (w;) = 0. Queremos encontrar um portfélio B no modelo tal

que Vﬁ (0) = YT (®). Desse modo, devemos resolver o seguinte sistema:

B+ 391~
PR+ % =0

Y

tr
o qual tem solucdo P = [ -3 3/4 } . Assim, o portfolio consistindo de —3 do ativo livre de
risco e 3/4 do ativo de risco tem o0 mesmo valor do novo ativoY emt = T. Desse modo, o preco
de Y emt = 0 deve ser o valor do portfolio B emt =0, o qual é —3 x 1 + ?—1 X5 = %. Portanto,

P(Y)= % e o novo modelo com o ativo Y acrescido ndo permite oportunidades de arbitragem.

Observe que se quisermos inserir uma quantidade relativamente grande (mas finita) de ati-
vos no modelo, o trabalho de verificar se cada um € ou ndo replicavel seria demasiado grande.
Agora tentaremos calcular o preco de ativos novos no modelo em ¢ = 0 sem necessariamente co-
nhecer seus portfélios replicantes. Os proximos resultados serdo necessarios para alcangarmos

tal objetivo.
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Teorema 1.36. Considere o Modelo de Precificacio de Unico Periodo (com medida de pro-
babilidade relacionada ao “mundo real” Q) e R um MME. Seja B um portfélio com valor V.

Entdo
v = Ep(VB).

Demonstragdo. Como R ¢ uma MME, temos pelo Teorema [1.28 que P(X;) = Eg ()_( ]T> para

todos os ativos no modelo e, portanto,
Eg (AX;) = Er (X — P(X;)) = Eg (X} ) — P(X;) =0.

Segue que, se Eﬁ ¢ o0 ganho descontado, entdao
Er(GP) = Eg (Z BjAYj> =Y BjEr(AX;) =0.
j=0 j=0

Como GP = V? —Vg e Vg = VOB , temos que
0=En(G") = ER(VE ~VoF) = ER(VE) ~ V) = Vi’ = Ex (V).
O

O teorema acima nos diz que o valor inicial de qualquer portfélio € igual a esperanca sob
uma MME do seu valor final descontado. J4 o proximo resultado nos d4 uma ferramenta capaz

de precificar novos ativos em ¢t = 0 sem a necessidade de encontrar o portfélio que o replica.

Teorema 1.37. Suponha que o Modelo de Precificacdo de um Unico Periodo ndo permita opor-
tunidades de arbitragem e que Y seja um ativo replicdvel com preco emt =T definido em Q e

ndo pertencente ao modelo. Entdo o preco deY emt =0 é dado por
=T
P(Y)=ER(Y"),

ondeRéumaMMEeYT— Y’

= 7.
Xo

Demonstragdo. Se B é um portfélio que replica Y, entdo VT[3 (0) = YT (o) para todo m € Q. Pela

Lei do Preco Unico, temos que VOB = P(Y). Aplicando o teorema anterior temos que
= >T
P(Y) =V = Ex(VB) = Ex(¥").
]

Exemplo 1.38. Considere o Exemplo Calculemos o valor P(Y) através do teorema ante-
rior. Lembremos que a taxa é r = 1/9, R(0) = R(wy) =1/2 e YT (1) =5/3 e YT () = 0.



20 1. Modelo de Precificacdo de Ativos com um Unico Periodo

Temos que X1 =1+1/9=10/9 e assim,

P(Y)=-3 4 ==

3
4’

| —
©|5|w|u
| =
oz @

exatamente o valor encontrado utilizando o portfolio que replica 'Y .

Observacio 1.39. E importante perceber que sé podemos fazer uso do Teorema se sou-

bermos que o ativo é replicdvel. Desse modo, ainda é preciso checar se tal fato vale.

Pela Observagdo acima, parece desnecessario o Teorema visto que ainda temos de
encontrar o portfélio que replica um ativo Y a fim de mostrar que Y é replicavel. Contudo,
desenvolveremos agora uma teoria que torna dispensdvel encontrar o portfélio que replica Y,

bastando apenas observar alguns fatos.

Definicdo 1.40. Um Modelo de Precificacio de Unico Periodo é completo se cada ativo inse-

rido no modelo é replicdvel. Caso contrdrio, dizemos que o modelo é incompleto.

Assim, se mostrarmos que o modelo é completo com os ativos que queremos inserir, mos-
tramos que cada ativo € replicdvel e, desse modo, podemos usar o Teorema [1.37/|para precificar
esses ativos em t = 0.

O préximo resultado nos d4 uma condic@o necessdria e suficiente para que um modelo seja

completo.

Teorema 1.41. Suponha que ndo haja oportunidades de arbitragem. Um Modelo de Precifica-
cdo de Unico Periodo é completo se, e somente se, o niimero de estados da natureza em € é

igual ao posto da matriz D que contém os possiveis valores dos ativos no tempot =T.

Demonstragcdo. Observe que cada novo ativo Y inserido no modelo € replicdvel se existe um

portfélio B tal que, para todo ;,
Y7 (@) = BoXg (@) + .. + BaX,; ().

Assim, temos m equagdes (uma para cada estado da natureza) em n+ 1 varidveis (os B, j =

0,...,n), ou seja, temos o seguinte sistema

tr
t
(r7) =8"p.
onde D ¢ a matriz dos possiveis precos dos ativos em r = 7. Do Teorema [A.29]temos que uma
tinica solucdo existe se, e s6 se, a matriz D tem posto m, ou seja, se tal matriz D'" tem m colunas

independentes. Note que isso s6 € possivel se 0 modelo tiver ao menos m — 1 ativos de risco

somados ao ativo livre de risco. Portanto, segue o desejado. 0

Observacao 1.42. Temos pelo Teorema que se tivermos mais estados da natureza que

ativos disponiveis no modelo, ou seja, se tivermos um modelo incompleto, o sistema acima terd
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infinitas solucoes. Desse modo, um novo ativo Y inserido no modelo poderd ter vdrios precos

emt = 0 que ndo possibilitam arbitragem.

Exemplo 1.43. Observe o Exemplo[1.30} Temos dois estados da natureza, ) e 0, e dois ativos,

um livre de risco e um ativo de risco. A matriz D é

b [ 10/9 10/9 ]
20/3 40/9

que tem posto 2. Portanto, segue pelo Teorema que o modelo é completo. Considere que

queremos inserir um novo ativo Y nesse modelo, em que YT (01) =5 e YT () = 7. Como o

modelo é completo e a taxa de juros é r = g9 medida R é R(®1) = R(tn) = 3 e pelo Teorema

L. 1 5 1 7 27
PY)=Eg(Y )=t = =
2(1+0) 20148 s

Exemplo 1.44. Considere agora o Exemplo Temos que o modelo é composto por trés
estados da natureza ®1,®> e W3, um ativo livre de risco Xy e um ativo de risco X| com matriz

D dada por
11/10 11/10 11/10

8 4 6

Temos que o posto de D é 2 = 3. Portanto, pelo Teorema|l.41|segue que o modelo é incompleto.
Observe que temos infinitos vetores de precos dos estados T e, portanto, infinitas medidas R.
Assim, se quiséssemos incluir um novo ativo Y no modelo e pudéssemos aplicar o Teorema(l.37]
(ou seja, se Y fosse replicdvel), teriamos infinitos valores para' Y em t = 0 que ndo possibilita-

riam oportunidades de arbitragem.

O préoximo e dltimo resultado da se¢do € muito importante pois faz uma conexao entre

modelos completos e livres de arbitragem com a existéncia de uma inica MME.

Teorema 1.45 (Teorema Fundamental da Precificacao de Ativos). O Modelo de Precificacdo
de Ativos de um tuinico periodo é completo e ndo permite oportunidades de arbitragem se, e

somente se, existe uma unica MME.

Demonstragdo. Ja sabemos que o modelo ndo permite oportunidades de arbitragem se, e so-
mente se, existe a0 menos uma MME R. Resta entdo mostrarmos que tal medida € tnica se o
modelo for completo. Para tal, suponha que existam duas medidas R e R tais que R~ Q, R~Q
e P(X;) = Eg ()_(jT> =E; <)_(1T> para j =0,...,n. Para cada estado da natureza ®; defina um
ativo Y, i = 1,...,m, ndo pertencente ao modelo que paga XOT (®;) no estado ®; e 0 nos demais.

Como o modelo é completo, ¥; é replicével, e, pelo Teorema|[[.37] temos que

P(Y}) = Ex(Y] ) = Er(Y; ).
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Claramente,

e assim, paratodoi=1,...,,m,

Portanto, existe uma unica MME.

Reciprocamente, suponha que exista uma tnica MME R. Ja sabemos que o modelo ndo
permite oportunidades de arbitragem. Resta mostrarmos que tal modelo é completo. Para tal,
seja Y um ativo ndo pertencente ao modelo e suponha que o modelo nao seja completo. Segue
pelo Teorema [1.32] que podemos encontrar duas MME’s diferentes, o que ¢ uma contradigéo.

Portanto, o modelo é completo. O
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Capitulo 2

Modelo de Precificacao de Ativos com

Varios Periodos

Neste capitulo desenvolveremos a teoria a fim de precificar novos ativos inseridos em um
modelo com finitos periodos 0,...,T, tendo o conhecimento apenas do valor desses ativos no
tempo 7. Esse modelo € mais complexo e se aproxima muito mais da realidade do que aquele

de um tunico periodo. Aqui, utilizaremos basicamente as Referéncias [14] e [[15]].

2.1 Especificacoes do Modelo

Assim como no modelo de um unico periodo, consideramos um espago de estados da
natureza finito Q = {®, ..., ®,,} e um espago de probabilidade (Q, ¥, Q), onde Q(®;) > 0 para
todoi=1,....me ¥, geralmente, o conjunto das partes de Q. A diferenca aqui consiste no
conjunto de datas de negociacdo, ou seja, o conjunto de periodos de tempo. Diferentemente
do modelo de um unico periodo que era constituido apenas pelas datas de negociacdo O e 7',
aqui, consideramos uma quantidade finita de periodos entre 0 e 7. Assim, nosso conjunto de
periodos de tempo serd da forma T = {0, 1,...,T}.

Neste modelo de precificacdo temos que os pregos dos ativos sdo fungdes do tempo ¢. Esses
precos sao aleatdrios e dependem das informagdes disponiveis sobre os estados da natureza em
cada tempo ¢. No tempo ¢ = 0 ndo temos informacdo com relacdo ao estado da natureza que
serd observado. Contudo, a cada periodo de tempo, informacdes novas sdo incorporadas ao
modelo de modo que no tempo 7' tenhamos o conhecimento do verdadeiro estado da natureza.
Como sabemos, as informacgdes sdo organizadas em c—algebras, e assim, nds associamos uma
c—4dlgebra a cada tempo ¢, que modela as informagdes disponiveis no tempo ¢ com relagdo aos
estados da natureza. Assumimos também que as informag¢des nunca sdo perdidas ou esquecidas,
ou seja, uma vez que se incorpora uma nova informag¢ao em um tempo ¢, ela é conhecida também
em qualquer tempo posterior a ¢.

Sendo mais preciso, podemos ver a evolu¢do da informag¢do como uma sequéncia aleatéria

de subconjuntos de Q, a qual denotaremos por {A;}, em que Ag = Q e Ay = {®} para algum
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o € Q de tal forma que Ag D A; O --- D Ar. No tempo ¢ sabe-se que para algum subconjunto
A;, o verdadeiro estado da natureza € tal que ® € A;, mas ndo se tem a informagdo certa sobre
qual € esse estado. Por outro lado, cada estado ® € Af é descartado no tempo ¢, uma vez que ja
se sabe que o verdadeiro estado da natureza ndo estd fora de A;. Seguindo esse raciocinio, no
préximo periodo, ¢ + 1, o subconjunto que descreve a informacao relativa ao estado da natureza
A;+1 deve ser um subconjunto de A;, uma vez que € suposto que nenhuma informacao se perde.
Portanto, segue que a sequéncia {A;} de subconjuntos de Q deve de fato satisfazer A, 2O A;

para todo ¢.

Note que, supondo que Q = {®,...,0,}, exitem m possiveis sequéncias de informagio
{A;} de subconjuntos. No tempo ¢ = 0 tem-se o conhecimento de todas essas sequéncias, en-

tretanto, nao se sabe qual acabard acontecendo.

Arbitrariarmente, selecione uma dessas m sequéncias {Xt} e algum tempo s < T e considere
a colegdo de todas as sequéncias {4, } que coincidem com {A,} ao longo do tempo s, juntamente
com a propria sequéncia {Xt} Agora, considere todas as sequéncias Agyj no tempo s+ 1
oriundas daquelas sequéncias naquela colecdo. Se ® € Z,, entdo deve existir a0 menos um
subconjunto As1 contendo ®. De fato, se nenhuma das sequéncias que coincidem com {A\t}
no tempo s contém ®, entdo ® nao estaria em Xt, o que € uma contradi¢do. Segue entdo que
a unido de todos os subconjuntos A1 que sucedem g, deve ser igual a Zt. Além disso, essa
colecdo de subconjuntos {A, 1} deve ser mutuamente exclusiva, porque, do contrério, ® estaria
em dois subconjuntos distintos e entdo existiriam duas ou mais sequéncias {A;} correspondendo
ao estado da natureza ®, o que é uma contradi¢do. Portanto, a cole¢do {A,4} de subconjuntos

que podem suceder A s forma uma particdo de ;\\S.

Em particular, tomando s = 0, vemos que a colegio {A; } de todos os possiveis subconjuntos
no tempo ¢ = 1 forma uma particao de Q. Denotaremos tal particdo por 2(;. Ainda, a colecdo
{A,} de todos os possiveis subconjuntos em ¢ = 2 também forma uma parti¢do de Q, denotada
por 2l;, a qual tem a propriedade de que cada A € 2(; € igual a unido de um ou mais elementos
de ;. Segue, portanto que a estrutura de informacao € totalmente descrita como uma sequéncia
2y,...,27 de particdes de Q, com Ay = {Q} e Ar = {{®1},...,{wn}}, e satisfazendo a propri-
edade de que cada A € 2; € igual a unido de elementos de 2l;,| para todo t < T. Esta sequéncia
de particdes {2, } é unicamente construida a partir da colecdo das sequéncias de informacdes
possiveis {A; }. Reciprocamente, dada uma sequéncia de parti¢des {2, } como acima, existe um
tinica colecdo correspondente de sequéncias de informagdes possiveis {A;}.

Como, pelo Teorema[A.56|cada parti¢do 2, i = 1,...,T gera uma tnica 6—élgebra F;, pode-
mos representar a informacao disponivel através de uma sequéncia de #y C --- C Fr. Portanto,
devemos ter uma filtragdo F = { ¥y, ..., Fr}, com Fo C F; C ... C Fr = F, a qual modela a
informacao disponivel referente ao real estado da natureza nos diferentes periodos de tempo
t=0,..,T.

Exemplo 2.1. Considere um espago de estados Q = {®1,...,08}, trés periodos de tempo t =
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0,1,2. Suponha que em t = 1 tenhamos a seguinte particdo de 2
A = {{or, m, 3,04}, {05, 06, 07, 008} }.

Emt =2 podemos ter uma das seguintes particoes:

mz = {{601,0)2}, {(’)370)4}v {0)57('06}7 {w770‘)8}}

ou

le - {{(,01}, {('0270)37('04}3 {0')57(067('077(08}}7

contudo, ndo podemos ter

Ry = {{01, 0,03}, {®3,04}, {05,006}, {07,058} },
uma vez que temos dois subconjuntos que ndo sdo disjuntos.

Cada estrutura de infomagao do modelo organizada como uma sequéncia de parti¢des pode
ser melhor enxergada quando utilizamos um diagrama, o qual chamamos de arvore da informa-

cdo. Por exemplo, a sequéncia de parti¢oes
o = {Q},2 = {{01, ™, 03,04}, {05, 06, 007, 03} },

Ry = {{o1, 02}, {03, 04}, {®s, 06}, {7, 08} },

3 = {{o1}, {02}, {3}, {0s},{ws}, {06}, {e7}, {ws}}

pode ser representada pelo diagrama representado na Figura [2.1] a drvore da informagdo do
modelo, em que cada no da arvore se refere a um elemento da particdo 2, em ¢, cada linha liga
um elemento da parti¢cdo 2[; a um de seus possiveis elementos sucessores na particdo 20,41 e
cada ramo representa uma sequéncia {A;} que liga Q a cada ® € Q.

Consideramos também n ativos de risco, Xi,...., X}, € entdo, o processo estocastico X com

valores em R"*! cujos componentes consistem de um processo estocastico adaptado 2 filtracio

F={%,...,Fr}

P(X;)set=0e(X}) Ly Paraj=0,...n,

te{l,.
em que P(X;) é %—adaptad Assim, P(X;) e cada X} sdo varidveis aleatdrias as quais so os
precos do j—ésimo ativo nos tempos ¢ = 0 e ¢, respectivamente. Observe que este processo €
suposto adaptado a filtragdo uma vez que queremos que os pre¢os dos ativos sejam consistentes
com a estrutura de informacao disponivel, ou seja, queremos conhecer o preco dos ativos no

passado e no presente. Desse modo, cada X ]’ ¢ F;—mensuravel.

!Observe que P(X ;) € uma varidvel aleatoria que nao distingue os ® em Q. Assim, o pre¢o em ¢ = 0 é 0 mesmo
valor para todo ® € Q.
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{01, m, 3,04}

T~ Y

{3, 04}

{oa}
Q

. {os}

{ws, 06}
/ {ooe}

{05, 06, 07,08 }

T~ Y

{7, 05}
{os}

t=0 t=1 t=2 t=3

Figura 2.1: Diagrama de Arvore das particdes Ao, 21, Ay e ™Az de Q.

Finalmente, consideramos um ativo livre de risco X, onde assumimos queE| P(Xp) =1, sem

perda de generalidade.
Denotando P(X;) por XJQ temos que (Q, F.0,F.T, (XJ’)

cificacdo com Vdrios Periodos.

€ 0 Modelo de Pre-
teT, j=0,....,n

Definicao 2.2. A taxa de juros referente a cada periodo [t — 1,t) é dada por

Xy — P(Xo)
P(Xo)

X, —x5!

t—1
0

ry= =1, er = t>2.

Definicio 2.3. O fator de desconto referente ao periodo [t —1,t) é

Se r é constante, segue que ¢; = (1+r)"".

Observacao 2.4. Observe que a defini¢do da taxa de juros é a generalizagdo daquela para um

’Da mesma maneira que fizemos no Modelo de Unico Perfodo.



2.1. Especificacoes do Modelo 27

tinico periodo: naquele caso, T =1 e de XOT = 1+, segue que

Xy — P(Xo)

=xI' 1=
=40 P(Xy)

uma vez que P(Xp) = 1.

Ainda, o fator de desconto era I naquele modelo, o que torna natural pensar no fator de

+r
desconto no periodo [t — 1,t) como sendo o produto dos fatores de desconto em cada periodo.

Observacao 2.5. No caso do modelo com um tinico periodo ndo foi necessdrio o uso dos con-
ceitos de 6—dlgebra explicitamente, contudo ele estava implicito quando tratamos de medidas
de probabilidade definidas em Q. Nao foi necessdrio citar tal objeto visto que ali, em t =0 ndo
tinhamos informagdo nenhuma, ou seja, nossa 6—dlgebra era Fo e emt =T tinhdmos todas as

informagdes possiveis e entdo nossa G—dlgebra era F.

Observacao 2.6. Temos que
Lorox) 1
=1l =01,
I+ry Xy X

uma vez que X(()) =1

Agora, uma vez apresentado o modelo de varios periodos, podemos definir os objetos ja
conhecidos para o modelo mais simples.

Definicao 2.7. Um portfdlio ou estratégia de negociagcdo é um processo estocdstico com valores
em Rn—i—l

tr
— t t t
B_{[BO Bl Bn:| ‘IET},
em que cada componente [3’1 representa o numero de ativos X; que um investidor possui no

periodo [t — 1,1).

Como a quantidade de ativos X; em um portfélio B no periodo [r —1,¢) deve ser decidida
antes do periodo comecar, temos que em ¢ — 1 se tem conhecimento sobre essa quantidade e,
desse modo, [3’] € F_i1—mensuravel. Assim, segue pela Definicao que o processo P é

previsivel.

Defini¢io 2.8. Seja B um portfélio qualquer. Definimos o valor do portfélio como o processo

estocdstico VB = (V))reT, 0 qual nos dd o valor do portfélio B nos diferentes periodos . Assim,

VP — [31}”P(x) = fOB}Pij),

n
VP [B) X =Y BXl, t=1,..T.
j=0
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A Definicao acima pode causar certa confusio pela diferenca entre os célculos do valor de
um portfélioem r =0 e em ¢t = 1,...,7. Primeiramente, considere o caso t = 0. Neste, Bl
contém as quantidades de cada ativo no periodo [0,1). Desse modo, o valor do portfélio em
t = 0 é o dito na defini¢do. Agora, considerando o caso ¢ # 0, temos que B’ sdo as quantidades

de cada ativo no periodo [r — 1,¢). Contudo, o portfélio serd reconstruido no tempo 7. Assim,
[Btﬂ]" x!
serd o valor do portfélio logo apds a reconstrug¢do, enquanto que
[B[] trXt

serd o valor do portfélio antes da reconstru¢do. Dessa forma, os dois modos de descrever o
valor do portfélio definem seu valor no tempo ¢, e aqui trabalharemos com o valor do portfélio

antes da reconstrugdo, justamente como estd na definigdo.

Defini¢cio 2.9. Um portfolio B é autofinancidvel se
tr
[Bt}ter — [BH—I} X', paratodot € T,1 <t <T—1.

A defini¢do acima é bastante natural. Um portf6lio € autofinancidvel se nenhum montante
¢ retirado ou acrescido nos periodos de tempo, e assim o seu valor antes das reconstrugdes e
pds reconstrugdes permanece o mesmo. Isto significa que, se ocorrerem vendas ou compras nas
reconstrucdes, estas devem ser feitas de modo que o portfélio ndo mude seu valor. Contudo,
¢ vélido observar que o valor de um portfélio autofinancidvel nos periodos de tempo podem
mudar, s6 ndo mudam abruptamente simplesmente por causa de uma reconstru¢do. De fato,
como os precos mudam de r — 1 a ¢, o valor do portfélio autofinancidvel também mudard e o
valor de tal mudancga € dado por
n n
VPP = %8} (x) - Plx) = § i)
Jj= Jj=

n n
VP = LB (XX ) = L Bax,
Jj=0 Jj=0

I _ yl . r_ oyt _ yt—1
A partir de agora definiremos outros objetos, sempre com a hipétese de que os portfolios

sdo autofinanciaveis.

Definicdo 2.10. Seja B um portfélio autofinancidvel. Definimos o ganho total (cumulativo) G?

do tempo t = 0 até o tempo t por

t
GB:VtB_VOB: Z(Vu—vufl): Z .

n t
u=1 u=1 j=

OB?AX}’ = Z,l [B]""AX",
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tr

n n

t
onde B" = By BY - B”]reAX”:[AX(I)l AXV o AXY

Observacao 2.11. Note que G? é adaptado uma vez que se tem conhecimento de seu valor em
t, ou seja, é F,—mensurdvel. Além disso, observe que, como B é um processo previsivel e o
processo de preco é adaptado a filtracdo (ambos com respeito a F), segue pela Defini¢do
que
u u
piAX

é a transformagdo martingale do j—ésimo processo de pre¢o X = (X]t) (0,...7} pelo j—ésimo

portfolio B;. Assim, podemos reescrever a soma dupla que define GP por

ZZB”AX” Z (BX )

u=1 j=
Exemplo 2.12. Considere o Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos composto ape-
nas pelo ativo livre de risco, um ativo de risco X e o espago de estados da natureza =
{01,02,03,04}. Por simplicidade, seja r = 0. A tabela a seguir contém os valores de X nos

diferentes tempos e nos diferentes estados da natureza.

Tabela 2.1: Valores do ativo X em cada tempo .

0 | PX)=5 x'=3 X?=9

0 | P(X)=5 x'=3 X?=6

03 | P(X)=5 Xx'=4 X?=7

oy | P(X)=5 X'=4 X% =
{or,m}

Q
\ / {3}
{3, 004}
e
t=0 r=1 1=2

Figura 2.2: Diagrama de Arvore representando a filtragio F.

Observando as mesmas informagoes na drvore representada na Figura 3.2, podemos en-

xergar claramente quais sdo as particoes em cada tempo t que nos ddo nossa filtracdo

F = {%, %, %}, em que:
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e Jo ndo traz informagdo alguma, ou seja,
Fo=1{0,Q};
e ) é formada pela particdo Ay = {{®1,m, },{03,04}},0u seja,

Fi={0,Q,{w;,m},{03,04}};

e F, é formada pela particdo Ay = {{o },{my},{w3},{w4}}, ou seja,
Fo={0,Q,{o1},{0},{ws3}, {04}, {01, 0}, {®, 03}, {®r, 04}, {0, 03}, {02, 04},
{(,03,0)4},{(01,0)2,603},{(02,0)3,(1)4},{0)1,0)3,(04},{0)1,0)2,0)4}},

que nada mais é que o conjunto da partes de €, ou seja, essa 6—dlgebra traz toda a

informagdo possivel sobre o verdadeiro estado da natureza.

Um outro ponto muito semelhante a0 modelo de um tnico periodo € nosso interesse em
controlar as mudancas reais dos precos dos ativos, sem levar em consideracio a taxa de juros
aplicada no periodo. Assim, do mesmo modo que no modelo mais simples, nés normalizamos
o preco do ativo livre de risco em todos os periodos, mantendo seu valor como a constante um
e, assim, conseguimos o valor dos ativos livres de risco sem a inclus@o da taxa de juros, apenas
descontando esta taxa de seu valor. Isto € feito utilizando o fator de desconto ¢; em cada periodo
[t —1,1), o qual jé foi definido nesta escrita.

Diante disso podemos agora definir outros conceitos importantes.
Definicao 2.13. Definimos o processo de preco descontado do ativo X, j=0,...,n por

P(X;) = 0oP(X;), parat :Oe)_([j = 0,X}, parat=1,...,T.

Definicio 2.14. Seja B um portélio qualquer. Definimos o processo de valor descontado do
portfélio B por
V? =0:Vi.

Definicio 2.15. Seja B um portdlio qualquer. Definimos o processo de ganho descontadoE] de
tal portfolio por

<u—1

U U

3Note que G; geralmente difere de ¢,G;.
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Observacao 2.16. Temos que 6? = ’;:0 (B;jX ;)¢ € uma soma de transformagées martingales.

O préximo Teorema nos d4 uma condig@o necessaria e suficiente para um portfolio ser auto-

financidvel, a qual relaciona o processo de ganho descontado e o processo de valor descontado.

Teorema 2.17. Um portfdlio B é autofinancidvel se, e somente se,
VP = Vg‘ +GP

Demonstracdo. Suponha que B € autofinancidvel. Temos pela Defini¢do e da relag:éoﬁ

_E = VOﬁ que

VOB+E? _ (Bl>trX0+ z; (Bu)tr <)—(u_)—(u—l>

Como P € autofinancidvel temos, para cada u na soma acima,

U tr u u u\tr u u
(%) (B! = B*) = ouxy (B! ~B") =0,
uma vez que B* = .
Portanto,
vBGh = (g x =VP.

Reciprocamente, suponha que VOB +EP = V? paratodot =0,...,T. Entdo

b P =vP VP

ou seja, . .
ro/__ — r__ _—
(BH-l) (Xt+1 —X[> _ <Bz+1) Xz+1 B (Bt) X'
= <3t+1) X — (ﬁt) X'
Portanto, P é autofinancidvel. O

Teorema 2.18. Para qualquer valor inicial Vo e qualquer processo previsivel
tr
{ [ B, - B, } ’ 1 <t <T; de dimensdo n (o qual deve ser pensando como o portfolio

formado somente pelos ativos de risco), existe um tvinico processo previsivel unidimensional

4Basta observar que ¢9 = 1 e, desse modo, Vg = ¢0VOB = VOB
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{[36 |1<r< T} (os investimentos no ativo livre de risco) tal que o processo combinado

tr
p={ e p ;] [1rsT]
de dimensdo n+ 1 é autofinancidavel com valor inicial V.

Demonstracdo. Suponha que seja dado um valor inicial V; e um portfélio formado apenas por

ativos de risco. Defina a quantidade de ativos livres de risco em ¢ = 0 como segue
1 S 210
Bo=Vo— ) B;X;.
Jj=1

Como B!, X]Q e Vo (a qual € uma constante) sdo Fo—mensurdveis, segue que [3(1) também ¢é
Fo—mensurdvel. Além disso, em ¢t = 0, o portf6lio combinado, ou seja, formado pelo portfélio

inicial de ativos de risco e do ativo livre de risco tem valor
1v0 | O aly0
j=1

Continuemos dessa maneira, ou seja, construindo o portfélio combinado autofinancidvel
escolhendo a quantidade exata do ativo livre de risco. Para que o portfélio reestruturado em

t = 1 de fato seja autofinancidvel, devemos ter
n n
BoXo + Y B3X} =BoXo + Y BiX},
j=1 j=1

e assim, segue que
1 n
2 _ ql 1pl @2
o = B0+X_1 ZXj (B; —B7)s
0 j=1

e B% ¢ 1 —mensurdvel.

Continuando por indugéo, temos que, para todo 1 <1 < T, tendo definido [3),, definimos [36le
de modo que a condicao de o portfélio combinado reestruturado no tempo ¢ ser autofinancidvel
¢ satisfeita, ou seja,

n n
t+1 vyt 141yt 1yt vyt
j=1 j=1
1+1
Como 3,

segue que B6+1 também é F,—mensuravel.

¢ formado por X/, Bt] e [3’;“1 , onde cada uma delas sdo varidveis F; —mensuraveis,

Desse modo, construimos um portfélio formado pelo portfélio de ativos de risco dado e
pelo ativo livre de risco de modo que tal portfélio tem valor inicial Vj e € autofinancidvel, como
desejado. Observe ainda, que pela construcao, tal portfélio € tinico.

[
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Observacao 2.19. Assim como observado no Modelo de Precificacdo com um Unico Periodo,
no Modelo de Vdrios Periodos o ativo livre de risco também ndo contribui para o cdlculo do

ganho descontado jd que AX 6 = 0. Desse modo,
—B_ ! 2 UNIT AU ! & u\tr \u
Gr =2 ) (B)"Ax;=) ) (B)"AXj.
u=1 j=0 u=1 j=1

Assim, o Teorema é extremamente iitil, uma vez que podemos apenas nos preocupar
com o portfolio de ativos de risco pois sabemos que é sempre possivel ajustar a quantidade
do ativo livre de risco a fim de garantir um portfolio final autofinancidvel com valor inicial

desejado.

Como desejamos que nosso modelo ndo permita oportunidades de arbitragem, definiremos
agora, matematicamente, a arbitragem, a qual possui definicdo andloga aquela definida no Mo-
delo com Um Unico Periodo.

Defini¢do 2.20. Um portfélio ou estratégia de negociagéo autofinancidvel B é chamado uma

oportunidade de arbitragem se, e somente se,
i) VP <o;
ii) Vﬁ > 0 para todo ® € Q,
iii) EQ(V}S) > 0, isto é, V]'Z)'((oi) > 0 para algum i € {1,...,m}.

Em palavras, no Modelo de Precificacdo com Vérios Periodos temos que uma oportunidade
de arbitragem € um portfélio com valor inicial zero ou negativo, sem chance de perder dinheiro
no tempo ¢ = T e com uma chance real de fazer algum lucro neste mesmo tempo.

O Teorema abaixo nos d4d uma definicao alternativa de oportunidade de arbitragem.

Teorema 2.21. Existe uma oportunidade de arbitragem se, e somente se, existe um portfolio B

tal que
i) EﬁT > 0 para todo ® € Q,
i) E (69) >0,

Demonstracdo. Suponha que B € uma oportunidade de arbitragem. Temos que _g = VOB <0
e Vﬁ > 0 para todo ® € Q com inequacdo estrita para a0 menos um ®; € Q. Desse modo,
V? > (0 para todo ® € Q e V?(mi) > 0. Assim, 55(0)) = V[;(OJ) —_5 > (0 paratodo ® € Q e
EBT(O),') > 0. Portando as condigdes i) e ii) do Teorema sdo safisfeitas.

Reciprocamente, suponha que o portdlio P satisfaz as condigdes i) e ii) do Teorema. Seja o

um portfélio que possui a mesma quantidade de cada ativo de risco que B, ou seja,

t 3 .
o; =, para j = 1,...n,
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e escolha o, de modo que @ seja autofinancidvel com valor inicial Vo < 0 (utilizando o Teorema
Como, pela Observacdo [2.19] o ativo livre de risco ndo contribui para o cdlculo do ganho

descontado, sempre teremos
o

Gt =c".
Assim, como 5? > 0 com inequagao estrita para algum ®; € € segue que
Vi-Vy>0=V7>0,

com inequagao estrita para ®,. Portanto, segue o desejado. [

2.2 Precos Livres de Arbitragem e Medida Martingale Equi-

valente

Assim como no Modelo de Precificagio com Um Unico Periodo, queremos introduzir
novos ativos no nosso modelo com vérios periodos de tempo, onde s6 temos a informagao
dos precos desses ativos no tempo 7', e precifica-los em todos os tempos ¢ € T, sem que haja
oportunidades de arbitragem. A ideia € a mesma do modelo com um tnico periodo: encontrar
um portfélio replicante para o novo ativo ¥ e usar a Lei do Preco Unico para precificar ¥ nos

diferentes tempos ¢ € T.

Definicao 2.22. Um ativo Y ndo pertencente ao Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos

éreplicdvel e, e s6 se, existe um portfélio autofinancidvel B tal que
Y (w) = VTB(O)) para todo ® € Q.

O portfdlio B é chamado portfélio replicante de Y .

A fim de pensar na precificacdo de um ativo replicavel Y e observando a definicdo acima,
podemos nos perguntar se poderiam existir dois portfélios replicantes para Y, ou seja, portfolios
B e a tais que vP— V{, com V,B # V% para algum ¢ € T. Isso poderia nos trazer problemas no

momento de precificar o ativo ¥ nesse tempo ¢. O Teorema a seguir responde essa pergunta.

Teorema 2.23. Suponha que o Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos ndo permita opor-
tunidades de arbitragem. Se . e B sdo portfdlios tais que Vf =V, entdo VtB = V,* para todo
t=1,...,T.

Demonstracdo. Suponha que V}; = V%, mas que, para ao menos um¢? € {0,...,T — 1}, VtB # V2
Seja

t=inf{u|ue{0,..,T—1}eVP£V%).
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Assuma, sem perda de generalidade que
A={oea|vi(©) >V w)}.

Observe que Q(A) > 0 uma vez que Q(®) > 0 para todo ® € Q. Considere agora o seguinte
portfdlio M tal que, para j = 1,...,n (para os ativos de risco),

U o
" {Bj o seu<t

i = Ine (B — o) seu>t

e para 1 € definido de modo que o portfdlio N seja autofinancidvel sem custo inicial (pelo
Teorema [2.18)).

Em palavras, o portfélio é o seguinte: em ¢ = 0 compra-se o portf6lio B e vende-se a des-
coberto o portfélio a. Se A ocorreu em 7, vende-se f e compra-se . O lucro positivo é usado
adquirindo-se ativos livres de risco. Se A ndo ocorreu, nada é feito. Assim, no tempo 7, se A
ocorreu, entrega-se o portfélio o e tem-se um lucro certo de ¢T(v,“ — V%) > 0. Se A ndo ocor-
reu, vende-se o portfélio B, compra-se @ e 0 mesmo € entregue, ndo lucrando e nem perdendo
nada. Assim, V}‘((x)) > 0 com desigualdade estrita para @ € A e V' = 0, o que é uma contradi-
cdo com o fato de o modelo ndo permitir oportunidades de arbitragem. Portanto, vP = V,* para
todor € T. O

Diante do Teorema [2.23] denotando o processo de valor do novo ativo Y por P(Y) em =0
e por Y’ no tempo ¢ e lembrando da Lei do Preco Unico, segue que, se B é um portfélio que
replica Y, entdao
PY)=vPer =vp

Contudo, até agora s6 mostramos como precificar o0 novo ativo que queremos inserir no
modelo através do portfélio replicante. Nosso intuito agora é, assim como fizemos no modelo
de tnico periodo, preficicar tais ativos utilizando medidas martingales equivalentes. Observe
que, no contexto de um tunico periodo, uma medida martingale equivalente R é uma medida tal

que
e R(®) > 0 para todo ® € Q;
o Fp <)_(JT> :)_((J)-, para todo ® € Q.

E claro que essa simplicidade da MME se deve ao fato de que tinhdmos apenas duas datas de
negociacdo, os tempos 0 e 7. Observe que a filtragdo nesse caso era F = {7y, Fr}, em que
Fo=1{0,Q} e Fr = P(Q) e, portanto, cada X ; era um martingale com respeito 2 filtragdo F e a
medida R. Desse modo, podemos definir uma MME para o modelo com vérios periodos como

segue.

Observacio 2.24. A partir de agora, a fim de simplificar a notagdo, denotaremos P(X;) por
X9,
j
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Definicao 2.25. Seja (Q, F,0,F, T, (Xt) o, ) um Modelo de Precificagcdo de Ativos
te ’.] b 7

com Vdrios Periodos. Uma medida de probabilidade R em (., F) é uma medida martingale

equivalente se, e somente se,
e R é equivalente a Q, isto é, Q(A) = 0 se, e somente se, R(A) = 0 para todo A € Tﬂ

e Cada processo de preco descontado é um martingale com respeito a R e ¥, ou seja,

ER< X' ‘ 55) L t=0,.,T; j=0,1,..,n

Definicao 2.26. Se um processo é um martingale com respeito a R e a F, dizemos que tal

processo é um R—martingale.

Teorema 2.27. Se R é um MME e B é um portfélio autofinancidvel, entdo o processo de valor

descontado V? e o processo de ganho descontado E? sdo martingales com respeito a R.

Demonstragdo. Temos que R é uma MME e, desse modo,

ER< X' ‘ 9’,) L 1=0,..,T; j=0,...n.

Pelo Teorema temos que uma transformag@o martingale de um martingale por um pro-
cesso previsivel finito ¢ também um martingale e pelo Teorema[A.68 que soma de martingales

¢ um martingale. Note agora que

GP= Y (BY) AR = iow‘f,)t
2

u=1

onde (B;X Xj)éa transformagao martingale de X ; ; pelo processo previsivel finito ;. Segue que,
para cada j = 1,...,n, (B;X;) € um R—martingale, ou seja, Gﬁ ¢ uma soma de martingales, e
portanto um R—martingale.

Ainda, como B € autofinanciével, temos pelo Teorema que
VPPl
Como 5? € R—martingale, temos que
ER (Vr+1 Vg ‘ 95) = Eg <Vt+1 ‘ ft) Voﬁ GB Vﬁ Vg?

ou seja, Eg (V? Ll ‘ T,) = V? . Portando, V? também é R—martingale. O

Para o Modelo de Precificagdo de Um Unico Periodo, mostramos que, a fim de ndo exis-

tir oportunidades de arbitragem no modelo, € necessdrio e suficiente existir uma MME. Este

>Como nosso espago de estados & finito, isso implica que R(®) > 0 para todo ® € Q uma vez que Q(®) > 0 para
todos os estados da natureza.
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resultado também € verdadeiro para o modelo de varios periodos. Contudo, sua demonstra-
cdo, se feita com as mesmas ideias utilizadas para o modelo mais simples, € muito complicada.
Aqui, seguiremos um outro caminho a fim de mostrar isso, utilizando o resultado ja provado
para o modelo de um tnico periodo. Inicialmente, vamos enxergar o modelo de varios periodos
como uma juncao de varios modelos de um tnico periodo a fim de estabelecermos uma relagao
entre a defini¢do de arbitragem do modelo mais simples com o mais complexo. Observemos
inicialmente alguns fatos a fim de alcangarmos nosso objetivo.

Considere um Modelo de Precificacdo com Vérios Periodos

(Q, F,0,F,T, (XJt')te’H‘J:Ov-w") '

Temos que cada ; ¢ uma c—4lgebra finita gerada por alguma particao de

Qlt - {Atl,,Al}(}

Observe que os Afc correspondem aos nds da arvore de informacao. Ainda, como % C %1,
cada A;C €, k=1,...,K é uma unido (disjunta) de alguns dos Aﬁ“ € A1 e esses A;H ,
I =1,...,L correspondem aos nds sucessores dos A} na drvore de informagéo.

Diante disso, cada né A} no tempo ¢ pode ser considerado como ponto inicial de um modelo
de tnico periodo em [t,7+ 1), com resultado possivel dado pelos nds sucessores a ele. Portanto,

associamos a cada n6 A} um espago de estados da natureza
t t+1 t+1 t
Q =1{A;7 |A]T CALL

Esses sdo os possiveis estados da natureza do Modelo de Unico Periodo comegando no né Al
Como o processo de pregos € adaptado, segue pelo Teorema[A.57|que o prego de cada ativo X;
no tempo ¢ é constante em cada A e que o preco de cada ativo X; em 7 + 1 é constante em cada
A§+1. Podemos entdo considerar o preco de cada ativo em 7+ 1 como uma varidvel aleatéria

definida em Q! isto é,

X;H (At = XJI-H((D) em que cada @ € A/

O que foi dito acima define entdo os processos de preco nos “resultados” A;H C A} Todas
essas consideragdes nos mostram que podemos enxergar o modelo com vérios periodos como

vérios modelos de um unico periodo. O exemplo abaixo ilustra as consideracdes feitas.

Exemplo 2.28. Sejam Q = {®1,0;, 03,04, 05,0, 07,08} et =0,1,2,3. Considere as parti-

coes

Ao = Ay = {{o1,0,03,04}, {05, 06,07, w5} },
Ay = {{o,m }{wz, 04}, {05, 06}, {07, 08}} €

A3 = {{on}, {or}, {03}, {04}, {05}, {6}, {07}, {@s}}.
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Temos que F = {0, F1, T2, T3} € uma filtragdo de Q, em que cada F; é a 6—dlgebra ge-
rada pela particdo ;. Podemos representar tal filtracdo pelo diagrama de drvore na Fi-
gura 3.3, onde cada ponto no diagrama, os nos, representa a situa¢do informativa (os esta-
dos da natureza ainda possiveis) nos vdrios periodos de tempo t = 0,1,2,3. Considere o no

Al ={1,0,,03,04} da drvore. Temos que

Q1 = {{o, 0}, {03,04}}

e assim, temos que o preco de cada ativo X nesse modelo é constante em A{ e € uma varidvel

aleatoria em Q% tal que

—2 c] SseWEc 1M,
Xj((x)): {or, 02} , €1,¢2 € R,
cy) se®c {0)3,(1)4}

{0)17('027('037 0“)4}

\ — {os}

{03, 04}

{04}
Q

{ws, w6} / .

5, W6
e

{ws, w6, 7,008}

7, WY

(o
t=0 r=1 =2 r=3

Figura 2.3: Representagao da Filtracao F.

Agora, a fim de mostrarmos o resultado desejado, precisamos do seguinte Teorema, a qual
¢ muito importante, uma vez que relaciona a inexisténcia de oportunidades de arbitragem no
modelo com vérios periodos com a inexisténcia de arbitragem em cada modelo de um dnico

periodo que o constitui.
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Teorema 2.29. Se um Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos ndo permite oportunida-
des de arbitragem, entdo ndo existem oportunidades de arbitragem em cada modelo de tinico

periodo que o compde.

Demonstracdo. Suponha que exista uma estratégia de arbitragem M em um dos modelos de
unico periodo que compdem o modelo com vérios periodos. Suponha ainda que o modelo
comece no n6 A € 2; com nds sucessores By,...,B; € ;1. Como esta estratégia estd em um
modelo de um dnico periodo, N é apenas um vetor (e ndo um processo estocastico) que contém

as quantidades de cada ativo no né A. Considere a seguinte estratégia p:

e Para os ativos de risco, ou seja, para j = 1,...,n,

0 seu <t
B =4 Lny seu=t+1
0 seu>t+1

0 seu <t
Bo=14 ¢ seu=t+1
B XY+ 0V, seu>t+1

em que ¢ é uma constante que torna o valor do portfélio P igual a zero (Teorema [2.18]).
Note que se a estratégia de arbitragem 1 € tal que V,n =0,entdoc =0, e se V,n < 0, entdo
c=—yN

=y

Em palavras, tal estratégia € a seguinte: nao invista nada até o tempo 7. Em ¢, se A ndo ocorreu,
permaneca sem investir. Contudo, se A ocorreu em ¢, compre a estratégia de arbitragem 1 em ¢
e mantenha até  + 1 e em # + 1 venda todos os ativos de risco e compre esse montante em ativos
livres de risco. Como VP =0, Vﬁ(oo) =Qparam¢Ae Vﬁ((x)) =By X + ¢,+1V,11 > 0, para
o € A, tal estratégia € de arbitragem no modelo com vérios periodos.

O]

Agora, segue do Teorema [2.29] que se o modelo com vdrios periodos niao permite oportu-
nidades de arbitragem, entdo nenhum modelo de tinico periodo que o compde permite. Assim,
segue do Teorema|l.28|que cada modelo de tnico periodo possui uma MME, ou seja, se A € 2,

¢ um né no tempo ¢ e se By, ...,B; € A1 sdo seus nds sucessores, entdo existe uma medida de
probabilidade R(¢,A) definida em Q, = {By, ..., B;} tal que

e R(t,A)(B;) >0 paratodoi=1,....1,

® ER(1.a) ()_(lj“) = )_(tj, onde )_(? = P(X;). Isto significa que

R(1,A)(B;) )_(th(Bi) =X(A),

l
i=1
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onde Xj(A) € o valor constante de Xj em A e X ]t-“ (B;) € o valor constante de X ]t-“ em B;.

Desse modo, podemos pensar em R(f,A) como medidas martingales equivalentes dado que
o evento A ocorreu no tempo . Uma vez encontradas as R(7,A), podemos multiplic-las de
modo a definir a medida martingale equivalente R para o modelo com vdrios periodos. Observe
que se ® € Q, existe exatamente um caminho na drvore de informacao que vai do né inicial €

a o (uma vez que temos uma parti¢ao de € em cada tempo #). Suponha que tal caminho seja
0 1 2 T
Q=A] = A, = AL, = oo A, = {of,

ou seja, os nds sucessores ao longo do caminho de Q até ® sdo os A;q' Defina R(®) como sendo

o produto das medidas martingales equivalentes ao longo do caminho, ou seja,

R(0) =R (0,4) (A4,) R (1,41) (AL) ... R(T = 1,47 (@)

Como cada um dos R (2,A}) (AZTI) > 0 pela definicdo de medida martingale equivalente de um
tnico periodo, segue que R(®) > 0 para todo ® € Q.
Mostremos agora que

R(®;)+...+R(®y,) = 1.

Considere uma arvore de informag¢do com uma probabilidade associada a cada linha emer-
gindo de cada n6 de modo que, para cada n6, a soma das probabilidades seja um. Entdo segue
que, se tomarmos o produto de todas as probabilidades ao longo de um ramo e somarmos todos
os resultados dessas multiplicagdes, teremos o nimero um como resultado. Mostremos que tal
afirmacdo € veridica. De fato, suponha que o comprimento méximo dos ramos € um, ou seja,
os ramos da arvore sdo formados por uma ou nenhuma linha. Isso significa que o modelo tem
apenas um periodo de tempo. Nesse caso ndo existem probabilidades para multiplicar e assim,
a soma dos produtos das probabilidades € apenas a soma das probabilidades emergindo do n6
inicial, a qual assumimos ser um.

Suponha que tal resultado valha para todas as arvores cujos ramos tenham comprimento
maximo k, ou seja, os ramos dessas arvores sdo formados por k ou menos linhas, e considere
uma arvore cujos ramos tenham comprimento maximo k + 1. Suponha que o nimero de linhas
emergindo do né inicial seja L, isto €, que existam L nos sucessores no proximo nivel. Cada um
desses L nds € um no inicial de uma arvore com ramos de tamanho maximo menor ou igual a k,
e, portanto, para essas arvores o resultado € assumido valido. Sejam py, ..., pr as probabilidades

ao longo das linhas emergindo do nd inicial. Assim,

Z (produto das probabilidades ao longo do ramo)

todos os ramos

= Z D1 Z (produto das probabilidades ao longo dos ramos do I — ésimo né)

=1 todos os ramos do I —ésimo n6
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L
= Zpl.l
I=1

p—

Uma vez que R(®) é, por defini¢do, o produto de todas as probabilidades ao longo de um
ramo até ®, R(®;) + ... + R(®,,) é, entdo a soma em todos os ramos dos produtos das probabi-

lidades ao longo de cada ramo e , portanto,
R(®)+...+R(®,) = 1.

Isto, combinado com o fato de que cada R(®) > 0, mostra que R € uma medida de probabilidade
equivalente a Q.

Resta entdo mostrarmos que o processo de precos descontados € um R—martingale. Note
que se A é um né em ¢, existe um tinico caminho Q@ =A% — A! — .. A"~ — A’ = A comegando

do no inicial e terminando em A. Assim,

R(A)= ) R(w)

=R (0,A°) (A").R(1,A") (A*).....R(t— 1,A" 1) (4)

Z (produtos das probabilidades ao longo do ramo partindo de A)

ramos de A

=R (0,4%) (A") .R(1,A") (A%)....R(t— LA 1) (A).

Portanto, a probabilidade R referente a cada né € justamente o produto das probabilidades ao
longo do ramo que chega naquele n6. Também, se A € um n6 no tempo ¢ e se B € um no sucessor
de A, entéo R(B) = R(A).R(t,A)(B). Usando este fato, mostraremos que R é de fato uma MME.

Devemos mostrar que

Eg ()_(;-H ’ T,) :Ytj, para todo j,z.

Pela Defini¢do|A.59} pelo TeoremalA.60|e por Eg <)_( tj ‘ 5‘}) =X tjﬂ basta mostrarmos que

Eg ()_(;HIA> = Fp ()_(;IA> , para todo A € ;.

Observe que 0s nds sucessores do nd A na arvore de infomagdo sio os By,...,Br € 2;41. Assim,

vitl 4 . ~ .
X~ € constante em cada B; uma vez que ¢ ¥ —mensurdvel. Segue entdo que o conjunto Fj

da Defini¢do[A.59]sdo os B;. Desse modo,

S L
Ex (XJ- 1A> :R(A)l;le(Bl | A).

®Porque cada X ]’ é F,—mensuravel.
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wt+1

Masx; =X, (B;) e R(B; | A) = R(t,A)(B;) pela construgdo de R. Assim,

L
Ex ()‘(3“1,;) — R(A) Y X (B)R(1,A)(B)

onde as duas dltimas igualdades ocorrem porque Q(z,A) é um MME de um tnico periodo
(iniciadononé A) e X lj é constante (com valor X' tj (A)) no né A. Portanto, R é um MME.

Agora, diante dos resultados apresentados temos o seguinte teorema .

Teorema 2.30. Um Modelo de Precificacdo de Ativos com Vdrios Periodos ndo permite opor-

tunidades de arbitragem se, e somente se, existe uma MME.

Demonstracdo. Suponha que o modelo ndo permite oportunidades de arbitragem. Assim, pelo
Teorema[2.29|segue que cada modelo de tinico periodo que compde o modelo com vdrios perio-
dos também ndo permite oportunidades de arbitragem. Desse modo, contruimos uma medida
martingale equivalente a partir das medidas martingales equivalentes em cada modelo de tnico
periodo, cujo processo foi feito anteriormente.

Reciprocamente, seja B uma estratégia de negociagio com VOB <0 e R uma MME. Como

pelo Teorema[2.27|0 processo de valor descontado V? ¢ um R—martingale , segue que

Er (VF) =V =0,

Portanto, B ndo pode ser uma estratégia de arbitragem, ou seja, o0 modelo ndo permite oportuni-

dades de arbitragem. O

Exemplo 2.31. Considere o Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos com dois periodos
de tempo (T = 2), um ativo de risco X (n = 1) e quatro estados da natureza, ou seja, Q =
{01,0,03,04}. Seja r =10% a taxa de juros em cada periodo de tempo. Os precos do ativo
X nos diferentes tempos nos diferentes estados na natureza estdo na Figura 3.4.
Primeiramente, vamos ver se é possivel encontrar uma MME diretamente da definicdo.

Para R ser uma MME devemos ter

1 -1
I——H’ER (X{ | Fi1) =X{7', parat =1,2.
Nosso objetivo é encontrar R(®1), R(;), R(®3), R(wg) de modo que a relagdo acima seja
satisfeita. Para tal, em t = 1, a seguinte equacdo deve ser vdlida
1

5 (BBO(R(®1) +R(@2)) +4.40(R(03) + R(e)) =5.



2.2. Precos Livres de Arbitragem e Medida Martingale Equivalente 43

* 10.89

. 7.26 0>

* 7.26 03

\ /A

8.80
/
5.00
\
4.40
tr=20 t=1 tr=2

Figura 2.4: Prec¢o do ativo X nos diferentes tempos e nos diferentes estados da natureza.

E parat =2, as duas seguintes equagoes devem ser satisfeitas
1
ﬁ(10.89R(0)1) +7.26R(m,)) = 8.80(R(®1) +R(m))

L (7.26R(@3) + 3 63R(@4)) = 4 40(R(®3) + R(04).

Como se deseja que R seja uma MME, devemos garantir que ela é de fato uma medida de

probabilidade e, assim, a equagdo abaixo também deve ser satisfeita
R((Dl) -+ R((Dz) —|—R(0)3) —|—R(0)4) =1.

Desse modo, temos um sistema linear com quatro equacdes e quatro incognitas, cuja vnica
solugdo é: R(w1) = 3, R(02) = 15, R(03) = 1, R(04) = 3.

Agora, vamos encontrar uma MME para este mesmo modelo construindo-a a partir das
MME de cada modelo de vinico periodo que o compde. Primeiramente, vamos descontar todos
0s pregos, ou seja, encontrar os pregos descontados do ativo X em todos os tempos. Esses

precos descontados estdo na Figura 3.5.

Temos trés modelos de iinico periodo que compdoem o modelo com vdrios periodos, os quais

estdo representados na Figura 3.6.

Para o primeiro modelo, encontramos uma MME

0(1,9)({o1,02}) = ¢ 0(1,Q) ({05, 04}) = .

Analogamente, para o segundo modelo temos

002, {1, 02})(@1) = = ¢ Q2. {01, @} )(c2)

3 K
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9 0

8 /
/ \6 )
\ ) /6 "
\3 Wy

t=0 t=1 t=2

Figura 2.5: Preco descontado do ativo X nos diferentes tempos e nos diferentes estados da
natureza.

Figura 2.6: Modelos de Unico Periodo que compdem o Modelo com Virios Periodos.

Finalmente, para o terceiro modelo temos que

0(2, {03, 04)) (03) = 5  Q(2, {3, 04})(@4) = 2

Colocando todas essas MME’s juntas (Figura 3.7) e multiplicando as probabilidades ao longo

de cada ramo, temos que R(w) = 13 =L, R(tn) =11 =5, R(t3) =21 =T e R(ou) = 33
1

5, exatamente o obtido diretamente da defini¢do de MME.

2.3 Mercados Completos

No Modelo de Precificagdo de Um Unico Periodo, mostramos que se um ativo Y ndo
pertencente ao modelo era replicdvel, ndo era necessario encontrar o portfélio que o replicava
a fim de saber seu preco livre de arbitragem no tempo ¢ = 0. Bastava calcular a esperanca de

YT a fim de precificd-lo. Agora mostraremos um resultado anélogo a esse para o Modelo de
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Q
\
Y )
e s o
4
{3, 04}
H {0}
t=0 tr=1 t=2

Figura 2.7: Representacio das Medidas Martingais Equivalentes de cada Modelo de Unico
Periodo.

Precificacio de Ativos com Vérios Periodos.

Teorema 2.32. Em um Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos em que ndo hd opor-
tunidades de arbitragem, o preco de um ativo replicdvel Y ndo pertencente ao modelo é um

R—martingale, em que R é uma MME.

Demonstracdo. Sabemos que um ativo ndo pertencente ao modelo € replicavel se, e somente se,
existe um portfélio que o replica. Desse modo, pelo Teorema e pela Lei do Preco Unico,
segue que, para nao haver oportunidades de arbitragem, o preco do ativo ¥ em todos os tempos
t=0,...,T, deve ser o mesmo daquele portf6lio que o replica. Ainda, pelo Teorema[2.30] segue
que um modelo ndo permite oportunidades de arbitragem se, e somente se, existe uma MME.

Pelo Teorema segue que, se B é um portfélio que replica Y, entdo
St o = =T
Yt:V?:ER<V§ | 9’,) :ER(Y | T,).

Portanto, segue que o processo de valor descontado de Y é um R—martingale.

Observacao 2.33. Em geral,

1
Y,=—Er(Y" | %),
0y

em que O; = XL(,) sdo os fatores de desconto.
Contudo, assim como nos modelos de unico periodo, ainda temos o problema de mostrar

que o ativo Y € replicdvel a fim de podermos utilizar o Teorema para precifici-lo. E por
isso que definiremos aqui o conceito de modelos completos.

Definicao 2.34. Dizemos que um Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos é completo se,

e somente se, cada ativo ndo pertencente ao modelo é replicdvel.
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Uma grande diferenga entre modelos completos com vérios periodos e de tnico periodo é
que, como os portfélios podem ser sempre reconstruidos nos tempos ¢t = 0, ..., T, normalmente
exige-se menos do modelo mais complexo a fim de mostrar sua completude. Para o Modelo
de Unico Periodo conseguimos mostrar que se o posto da matriz de precos finais dos ativos em
todos os estados da natureza coincidisse com a quantidade de estados da natureza do modelo,
este era completo. Infelizmente, um resultado similar para o nosso modelo mais complexo €

muito dificil de obter, mas, felizmente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.35. Se cada um dos Modelos de Unico Periodo que compde o Modelo com Vdrios

Periodos é completo, entdo o Modelo de Precificacdo com Vdrios Periodos é completo.

Demonstragdo. Suponha que cada um dos Modelos de Unico Periodo que compdem o Modelo
com Varios Periodos € completo. Seja Y um ativo ndo pertencente ao modelo com vérios perio-
dos. Considere uma arvore onde os nés Ay, ..., Ay sdo os penultimos em tal arvore, considerados
como eventos. Segue entdo que a c—algebra F7_1 € gerada pela particdo Ay, ...,Ap.
Considere cada um dos modelos de um tnico periodo que compo€m o modelo com vérios
periodos e possuem valor inicial noné A,,, param = 1,...,M. Temos por hipétese que cada um

desses modelos é completo. Assim, podemos encontrar estratégias @', ..., oV tais que
(@™ XT (@) =YT(w), se ® € A,
Desse modo, definimos a estratégia f no modelo de varios periodos por
B’ () = o para ® € A,

~ T
Entdo segue que B’ é constante (com valor &) em cada A,,, e, portanto, pelo Teorema
T 4 .
B’ é #7_1—mensurdvel.
Agora, considere os antipendltimos nés By, ..., Bp da drvore, os quais formam a parti¢do que
gera Fr_>. Como cada By, p=1,...,P, € um nd inicial para um modelo de um tnico periodo,
com os A, como nds finais, e por hipétese cada um desses modelos € completo, podemos

tr
encontrar estratégias de um tnico periodo @', ..., @" que replicam (BT> XT-!, Entio,

tr
@) X" () = (B' @) X" (0) paraw € B,
Portanto, devemos definir a pendltima estratégia replicante B por

B (o) = 97 ().

Entao
) )

T-1 ¢ £ ’
e P’ ¢éuma constante em cada B), e portanto, ¢ Fr_,—mensurével.
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Continuamos com este raciocinio, ou seja, dado que B’ foi definido tal que
0y (gt ”Xt
i (B) - B 9
t . 2
e B é % _|—mensuravel,

podemos encontrar estratégias replicantes de um tnico periodo nos modelos de um Unico pe-
riodo que compdem o modelo de varios periodos comecando em 7T —2 que replicam (Bt)”X =1
Dai, colocamos todas essas estratégias juntas para formar Btil, a qual € constante nos nés em
t—2.

Portanto, definimos B7,p” ',...,B' de tal modo que o processo

p={[m m - 5] |rer]

¢ uma estratégia previsivel e autofinancidvel que replica Y. Desse modo, o0 modelo com varios
periodos € completo.
[

Segue entdo que para mostrar que um Modelo de Precificacdo com Varios Periodos é com-
pleto € suficiente checar se cada modelo de tinico periodo que o compde € completo. Assim,
basta analisar se o posto da matriz de pagamento final de cada modelo de tnico periodo € igual

ao numero de estados da natureza do mesmo.

Exemplo 2.36. Considere um Modelo com Vdrios Periodos, comt = 0,1,2, um ativo de risco
X e quatro estados da natureza, Q = {®1,0,®3,04}. Seja r = 10% a taxa de juros em cada
periodo de tempo. Temos os precos de X nos diferentes tempos na Figura 3.8. Considere um

ativo Y ndo pertence ao modelo onde

/. 1089 01
8.80
/ \. 7,26 (1)2
5.00
\ /. 7.26 03
4.40
\. 363 Wy
t=0 tr=1 t=2

Figura 2.8: Preco do ativo X nos diferentes tempos e nos diferentes estados da natureza.
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1.21 se ® = m
YT((D) B 4.84 se@=my
] 484 seo=as

1.21 se ® = 4.

Encontremos agora um portfolio replicante para tal ativo. Note que para o evento {®y, 0, }
emt =2, devemos terﬂ

BB ]|y 10| (12 am]

o qual tem solucdo
tr
<Bz> ((,0) = [ 10 —1 } , para 01,0.

Analogamente, temos que
2 tr
(B > () = [ -2 1 } , para @3z, 4.

. 2 1 .
Agora, como definimos B°, podemos encontrar B'. A fim de B ser autofinancidvel, devemos

ter

ou seja,

B Bi}[;é iii]:[z.zo 220,

o qual nos dd
tr
(Bl> (w) = [ 20 } , para Oy, 0,03, 04.

Portanto, a estratégia replicante para Y ¢ a seguinte: em t = 0, compre 2.00 ativos livres de
risco e ndo compre nada do ativo de risco. Emt =1, se o preco do ativo for 8.8(ﬁ venda a
descoberto uma unidade do ativo de risco X e compre o resto da transacdo de ativos livres de
risco. Contudo, se o ativo X custar 4.40, compre um ativo de risco e fique devendo a diferenca

de ativos livres de risco. Pela Lei do Preco Unico, devemos ter P(Y) = vP=2.

Entretanto, temos uma outra alternativa para calcular o preco de X. Observe que cada
modelo de tinico periodo que compoe o modelo com vdrios periodos é completo. Assim, segue
pelo Teorema [2.35] que 0 modelo com vdrios periodos é completo e, desse modo, cada ativo é
replicdavel e podemos utilizar o Teorema Pelo Exemplo temos que a MME para este

7observando que X3 = (1.1)2 e Xj = 1.1.
80u seja, se 0 evento {®;,®,} ocorreu.
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1 1 1 1
modelo é R(®) = E,R(wz) = E,R((Dg,) = Z,R((m) =56 assim,
— 1 1.21 1 484 1 484 1 121
P(Y)=Er (V) = z 1 ! 5
() =Er(Y) = G2 TR a2y

Agora, fechamos essa parte apresentando o importante Teorema Fundamental da Precifica-
cdo de Ativos, que mostra a equivaléncia entre a existéncia de uma unica MME a completude e

falta de arbitragem nos modelos com vérios periodos.

Teorema 2.37 (Teorema Fundamental da Precificacao de Ativos). Um Modelo de Precifica-
cdo com Vdrios Periodos é completo e ndo permite oportunidades de arbitragem se, e somente

se, existe uma unica MME.

Demonstragdo. Suponha que exista uma tnica MME. Desse modo, segue pelo Teorema [2.30]
que o modelo ndo permite oportunidades de arbitragem. Ainda, pelo Teorema segue que
cada modelo de tnico periodo que compde o modelo com vdrios periodos ndo permite oportu-
nidades de arbitragem e pelo Teorema [[.28] cada modelo de tnico periodo possui uma MME.
Desse modo, podemos construir uma MME para o modelo com varios periodos a partir das
MME’s de cada modelo de tnico periodo. Assim, se algum modelo de tnico periodo ndo for
completo, podemos encontrar pelo menos duas MME’s distintas para ele e assim, construir duas
MME’s distintas para o modelo com varios periodos, o que € uma contradi¢do. Portanto, cada
modelo de um tnico periodo é completo e, pelo Teorema[2.35] o modelo com vdrios perfodos é
completo.

Reciprocamente, suponha que o modelo com vérios periodos seja completo e ndo permita
oportunidades de arbitragem e que exista mais de uma MME para tal modelo, R e R. Seja
o; € Q tal que r = R(®;) # R(®;) = Fe Y um ativo ndo pertencente ao modelo com a seguinte
propriedade:

1
Y((,o) _ q)—T se M = ;
0 sew+#w,,
isto é, Y paga o valor futuro de uma unidade do ativo livre de risco se ®; ocorrer e nada nos
demais estados da natureza.
Agora suponha que Y é replicdvel. Assim, pelo Teorema[2.32devemos ter
PY)=Er(Y)=reP(Y)=Ex(Y) =T,
o que € uma contradigﬁoﬂ Portanto, Y ndo € replicdvel, e segue que o modelo nao é completo.
Assim, se 0 modelo for completo, existe no mdximo uma MME e, para ndo haver oportunidades

de arbitragem, deve haver ao menos uma MME. Portanto, existe uma tnica MME. [

Note que se B é um portfélio replicante, entio V,B é R—martingale e ﬁ—mmtingale e segue que Eg (V&) = VOB =

Ex (Vh).
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Parte 11

Precificacao de Ativos via Teoria da
Coeréncia
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Capitulo 3
Os Principios da Coeréncia e Arbitragem

A 1ideia nesta parte do trabalho € a de tratar da precificacdo de ativos para o caso mais
simples, ou seja, aquele constituido de um unico periodo de tempo e sem a inclusdo de taxas
de juros. Para tal utilizamos principalmente a Referéncia [[17]. Aqui, denotaremos por € o
conjuntdﬂ de estados da natureza com uma c—4lgebra de subconjuntos de Q denotada por ¥ .
Ainda, trabalharemos com um conjunto enumeravel Xy, X1,X5,...,X,,... de ativos, onde, por
simplicitade, o proprio X; denota o preco do ativo X; no tempo 7 e P(X;) denota o preco no
tempo 0. Desse modo, X denotard o conjunto de precos dos ativos disponiveis em t = 7. Ainda,
exigiremos que o prego do ativo livre de risco 0 em ¢ = T, definido por Xp(®) = 1 para todo
o € Q esteja em X. Além disso, consideraremos o espaco linear gerado pelos elementos de X,
o qual denotaremos por L(X).

Construiremos uma teoria de precificacdo baseada na Teoria da Coeréncia de Bruno De
Finetti. Esta teoria é baseada em um tnico axioma, conhecido como Principio da Coeréncia,
o qual assume que um individuo ndo deseja perder com certeza, ou seja, nenhuma atitude de
um individuo deve levéd-lo a um prejuizo certo.

Para entendermos como funciona o Principio da Coeréncia, considere um ativo cujo prego
no tempo 7', denotado por X, é definido em um espago de estados da natureza Q tal que X (0*) =
1 e X(®) = 0 para todo ® # ®*. Suponha que um individuo esteja disposto a vender por BP(X),
em que 3 é um nimero real e P(X) denota o prego do ativo acima em 7 = 0, um bilhete de loteria
sobre X que paga 3 se ®* ocorrer e nada se qualquer outro ® ocorrer. Temos que o ganho desse

individuo, em 7T, sera

BP(X)—P semw=on*
BP(X) se @ # .

Pelo Principio da Coeréncia devemos ter

BP(X)[BP(X) —B] <0,

porque, caso contrdrio, terfamos

! Aqui néo exigiremos que o espago de estados seja finito, apenas enumerével.
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1) BP(X) <0e [BP(X)—B] <0, o que implicaria em prejuizo certo para quem vende o
bilhete;

ou

2) BP(X)>0¢e [BP(X)—B] > 0, o que implicaria prejuizo certo para quem compra o bilhete.

Esta conceito de um preco a se pagar por um bilhete de loteria que aposta na ocorréncia de
um estado da natureza especifico pode ser generalizado para ativos quaisquer. Considere um
ativo X qualquer com preco X7 em t = T definido em um conjunto Q. Agora, esse preco, cujo
valor é desconhecido em t =T, € considerado como o ganho aleatdrio que esta prometido para o
apostador. Assim, o valor que esse apostador estd disposto a pagar por um bilhete que paga X
emt =T é denotado por BP(X) e P(X) é o preco do ativo X em ¢ = 0. Assim, pelo Principio da
Coeréncia, como o lucro do vendedor da aposta serd agora BP(X) — X devemos ter que, para

ao menos algum ©* € Q,

BIP(X) —X ()] <0.

Para tal, basta exigirmos que

ZEEB[X((D) —P(X)] = 0.

Formalmente o preco de um ativo em ¢ = 0 € definido abaixo.

Definicao 3.1. Um funcional real P, definido em L(X), é chamado de pre¢o em t = 0. Para
cada X € L(X), associamos (emt =0) o preco P(X) € R.

Observacao 3.2. No restante desta parte do texto, salvo mengdo contrdria, o preco do ativo X

emt =0 serd chamado apenas de preco de X.

Agora, tendo em mente que os precos dos ativos (em ¢ = 0) vistos como pre¢os pagos por
apostas nao ferem o Principio da Coeréncia, podemos ter a seguinte defini¢do natural de uma

colecdo de pregos coerentes.

Definicao 3.3. Seja Xo,X1,... uma colecdo de ativos, cujos precos no tempo T estdo no con-
junto X. O conjunto de precos emt =0, {P(Xo),P(X1),...} correspondentes os elementos de
L(X), é coerente se, para todo n finito, quaisquer X1, ..., X, € L(X) e quaisquer reais By, ..., Bpn,

sup 3" BiXi(®) — P(X)] > 0.

0eQi—1
Se os precos ndo sdo coerentes, dizemos que eles sdo incoerentes.

Tal defini¢do € bastante intuitiva visto que, se cada ativo tem um prego coerente, ou seja,

um prego que ndo fere o Principio da Coeréncia, uma colegdo finita de ativos cujos precos sao
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coerentes também deve ser conjuntamente coerente. Esta definicdo de coeréncia € apenas uma
dentre vdrias outras existentes e equivalentes a essa. Agora nosso objetivo € apresentar outras
quatro defini¢des de prego coerente, mostrando a equivaléncia entre todas elas.

A proxima defini¢do de coeréncia serd muito util nesta parte do trabalho, uma vez que

facilitard as demonstragdes de alguns resultados importantes.

Definicao 3.4. Seja X um conjunto de precos de ativos no tempo T em que cada X € L(X) tem
preco P(X) em t = 0. O conjunto de precos {P(Xy),P(X1),...} é coerente se, para quaisquer n

finito e € > 0 ndo existem reais Py, ..., By tais que
n
ZB,‘[X,‘((D) — P(Xi)] < —gpara todo ® € Q.
i=1

Teorema 3.5. As Definigoes|3.3|e[3.4]sdo equivalentes.

Demonstragdo. Suponha que a afirmacgdo da Definicdo [3.3] seja valida. Entdo, ndo existem
n>1,B1,....0n €R, Xi,..., X, € L(X) e € > 0 que satisfacam

n
Z Bi[Xi(w) — P(X;)] < —¢, para todo ® € Q,
i=1

pois caso contrario supg,cq Y.r; BilXi(0) — P(X;)] < —e < 0.
Reciprocamente, suponha que a afirmacao da Defini¢io|3.4{seja vélida. Portanto, para quais-
quere >0,n>1,B,....Bn € Re Xj,..., X, € L(X) deve existir my tal que

n

Y BilXi(wo) — P(X;)] > ¢,

i=1

o que implica

sup ; BiX() — P(X;)] > —e.

Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que para quaisquer n > 1, By,...,B, €Re

Xi,.... X, € X valef]
sup Z B,‘ [Xi(O)) —P(Xi)] > 0.

0eQ ;=1

]

Ja a préxima definicdo € muito interessante uma vez que limita as op¢des que podem ser

tomadas como precos de um ativo.

Definicio 3.6. Seja X um conjunto de precos de ativos no tempo T em que cada X € L(X) tem

preco P(X). O conjunto de pregos é coerente se P é um funcional linear em L(X) e cada P(X)

2De fato, se supgeo Y1 BilXi(®) — P(X;)] < 0 existiria € > 0 tal que supycq Y7 Bi[Xi(®) — P(X;)] < —¢, 0 que é
uma contradi¢do.
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pode assumir valores entre (e incluindo) o infimo de X e o supremo de X, ou seja,

inf X(0) <P(X) < supX(m),VX € L(X).
e 0eQ

A fim de mostrar a equivaléncia entre as Defini¢des [3.6)e[3.4] serd muito 1til o resultado do

Lema a seguir.
Lema 3.7. Se as seguintes sentencas sdo veridicas,

i) Para quaisquer X,Y € L(X), P(X+Y)=P(X)+P(Y),

ii) infueq, X (0) < P(X) < supyeqX(®), para todo X € L(X),
entdo P(AX) = AP(X) para todo X € L(X).
Demonstracdo. De fato, de (i) segue que

P(X)=P(X+0)=P(X)+P(0)= P(0)=0.
Desse modo, temos que
0=P0)=PX+(—X))=PX)+P(—X)=P(—X)=—-P(X).

Dai, para A € Z™, temos que P(AX) = AP(X) por indugdo finita usando (i). Se A € Z~, segue
o resultado pois P(—X) = —P(X). Se A € Q temos que A = Z’ q,r € Z, e pelo resultado
r

anteriormente provado,

e assim,

Finalmente, mostremos para A irracional. Para tal, observe inicialmente que se X (®) > 0 para
todo ® € Q, entdo infyeo X (®) > 0 e, pelo item (ii) temos que

P(X) > inf X(0) >0,
0eQ

ou seja, (ii) implica positividade do funcional. Desse modo, quando X (®) > 0 para todo ® € Q,

temos que existem kj, ky € Q tais que k; < A < kp e assim, pela positividade,
kiX(0) <AX(0) < kX (o), paratodo ® € Q = k1 P(X) < P(AX) < koP(X).

Como os racionais sdo densos em R, podemos construir uma sequéncia crescente de nimeros

racionais k’f,k%, ...k, ... tais que lim, k] = A. Do mesmo modo, podemos construir uma
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sequéncia decrescente de nimeros racionais k%,k%, ...,k ... tal que lim,, ;o kT = A. Assim,

lim K'P(X) < P(AX) < lim K1P(X) = AP(X) < P(AX) < AP(X).

n—soo n—eo

Portanto, segue que P(AX) = AP(X). Se X ndo é uniformemente positiva, é sempre possivel
escrever X =Y —Z, em que ¥ = XIix>0}(0) € Z = —XIx01(®) € assim Y e Z sdo unifor-
memente positivas. Portanto, como P(AY) = AP(Y) e P(AZ) = AP(Z) para todo A € R, temos
que

PAX)=P(AY —AZ)=AP(Y)—AP(Z)=A(P(Y —Z)) = AP(X),
como desejado. [

Agora, mostremos que a Defini¢do [3.6]¢ equivalente as definigdes ja conhecidas de precos

coerentes.
Teorema 3.8. As Defini¢oes[3.4)e[3.6|sdo equivalentes.

Demonstragdo. Suponha que a afirmacdo da Defini¢ao 3.6 seja vélida. Entao, como P ¢ funci-

onal linear, dados P(X}),..., P(X,) temos que

P (; Bi[Xi(w) —P(Xi)]> =P (; B,X,-) —P (; [3,-P(X,-)> _

Como P(X;) é constante, infycq P(X;) = P(X;) = supy,co P(Xi) e segue que

P (z} B [Xi(0) —P<xi>]> ~0,

para quaisquer reais Py, ...,B,. Como Y1, B; [X;(®) — P(X;)] pertence ao espago gerado pelos

elementos de X, para qualquer escolha dos B, ..., 3,, devemos ter
n n
inf )" Bi[Xi(®) — P(X;)] <0 < sup Y B; [Xi(0) — P(X;)],
0cQ = 0eQi—|

e logo a Definigdo [3.3]¢ satisfeita. Como a Definigdo[3.3]é equivalente a Defini¢do 3.4} temos o
desejado.

Reciprocamente, assuma que a afirmagao da Defini¢ao[3.4]¢ satisfeita. Seja X € X e suponha
que P(X) > sup,co X (). Nesse caso, como X (®) < sup,cqX(0) < P(X) para todo o € Q,
existem € > 0, B € R (qualquer B > 0) tais que

BIX(w)—P(X)] < —¢, para todo ® € Q,

o que contradiz a Defini¢do Portanto, P(X) < supgyeoX(®). Similarmente para P(X) <
infyeco X (). Portanto,

inf X(0) < P(X) < sup X(o).
0eQ =re)
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Ainda, suponha que P(X +Y) =P(X)+P(Y)+d> P(X)+P(Y), ou seja, d > 0. Tomando
B=—B; =—PB2 >0, temos que para todo ® € Q existe € > 0, tal que

BIX (@) +Y(0) = P(X +Y)]+ B [X (@) — P(X)] + B2 [Y (@) — P(Y)]

= —BP(X+Y)+BP(X)+BP(Y)
= —B[P(X)+P(Y)+ 8] +BP(X)+BP(Y)
=—B0< —e<0,

0 que contradiz a Defini¢do Similarmente, assumindo que P(X +Y) =P(X)+P(Y) -3 <
P(X)+P(Y). Portanto, P(X +Y) = P(X)+ P(Y).
Como, pelo Lema 3.7

o infucX(0) < P(X) <supyeqX(0),
e PIX+Y)=PX)+P(Y)

implicam em P(AX) = AP(X) para todo X € L(.X), segue o desejado.
[

Agora apresentaremos mais uma defini¢do de coeréncia, a qual mostra a equivaléncia entre
pregos coerentes e a existéncia de um funcional linear positivo definido no espago linear £(X)

gerado pelos elementos de X e munido de algumas propriedades.

Definiciao 3.9. O conjunto de precos emt = 0 para os elementos de L(X) é coerente se, para

quaisquer X, Y € L(X), temos que
i) Se X(®) > 0 para todo ® € Q, entdo P(X) >0,
ii) PIX+Y)=P(X)+P(Y),

iii) P(1) = 1.
Teorema 3.10. As Defini¢oes[3.6|e[3.9 sdo equivalentes.
Demonstragcdo. Suponha vilida a afirmagio da Definigao De (ii) e (iii) temos que
1=P(1)=P(1+0)=P(1)+P(0) = P(0) =0.

Assim, por (i) e (ii), temos pelo Lema3.7|que para todo X € L(X) e qualquer A € R, P(—X) =
—P(X) e P(AX) = AP(X). Diante disso e por (iii), se k € uma constante, temos que

P(k) = P(k1) = kP(1) = k,

ou seja, preco de uma constante € a propria constante.
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Agora, temos que para todo X € X,

i < < — 1 > 0.
QI)IEIE)X(O)) <X(w) < ;EE)X((D) = X (o) (‘I)Iég)X((J)) >0
De (i) e (ii) da Defini¢do dos fatos P(—X) = P(X) e de que pre¢o de constante é
constante, segue que
PIX + (= inf X(0))] = P(X) 4P|~ inf X(0)| > 0= P(X) > inf X(0).
WEW WE® weQ
Analogamente, P(X) < sup,cq X (®). Portanto a Defini¢éo [3.9implica a Defini¢ao
Reciprocamente, suponha a afirmagdo na Defini¢do Se k € um niimero real e X (®) =k

para todo ® € Q, temos que

inf X(®) =k = sup X(o)

e, de infrea X () < P(X) < sup,co X () segue que
PX)=Pk)=k=P(1)=1.

Ainda, se X (®) > 0 para todo ® € Q, segue que inf,co X (®) > 0 (de fato, ¢ < 0 ndo pode ser
o infimo de X (®) porque ndo é a maior cota inferior de X (®) uma vez que 0 € cota inferior de

X e é maior que ¢). De infycq X (0) < P(X) temos que

0 < inf X(0) < P(X) = P(X) > 0.
0

]

Diante dessa abordagem de de Finetti, o conceito de arbitragem ¢ similar, mas levemente
mais forte que o de incoeréncia. Informalmente, uma oportunidade de arbitragem consiste
na ideia de que o individuo que define o preco do ativo em ¢ = 0 perde com certeza, sem
nenhuma chance de ganhar, ou seja, qualquer outro individuo que venha a apostar com ele ndo
terd chances de perder e ainda terda alguma chance real de ganhar.

Assim, para evitar arbitragem € necessdrio que os precos escolhidos pelo individuo nao
permitam que ele perca, quase com certeza. A parte complicada neste contexto € definir “quase
com certeza”. Informalmente, perder quase com certeza significa que, para ao menos algum
estado da natureza, com chances reais de acontecer em t = 7, o individuo com certeza perdera,
e nos demais o individuo ndo perderd e nem ganhard. Para definirmos essa ideia formalmente,
introduzimos uma subcole¢io AL C ¥, onde F é a 6—dlgebra definida em Q, chamada de

eventos nulos. Estes eventos devem satisfazer:
i) seAe N eBCA,entdo B € N;

ii) se A,B€ N, entio AUB € N\/;

i) Q¢ N.
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As trés condi¢des acima podem ser reorganizadas como as condi¢des definindo um ideal de
subconjuntos de Q. Um evento é chamado nao nulo se ndo pertence a N/

Informalmente, os eventos nulos sdo aqueles impossiveis de ocorrer, ou seja, cuja probabi-
lidade de ocorrer em t = T € nula. Diante disso, podemos definir formalmente o conceito de

arbitragem.

Definicao 3.11. Seja X uma colecdo de precos de ativos no tempo t = T. Suponha que cada
X € X tem um preco P(X) emt = 0. Uma oportunidade de arbitragem (ou simplesmente uma
arbitragem) existe se hd n finito, Xi,...,X, € X e reais By,...,B, tais que Y. | BiP(X;) <0 e
Y BiXi(w) > 0 para todo ® € Q com desigualdade estrita para todo ® em um evento ndo

nulo.

Diante da Defini¢do [3.11] pode néo ficar clara a ligagdo entre arbitragem e a teoria da coe-
réncia apresentada. Contudo, o conceito de arbitragem esta intimamente ligado ao conceito de

incoeréncia. O teorema a seguir ilustra essa relagao.

Teorema 3.12. Se os precos (em t = 0) sdo incoerentes, hd oportunidades de arbitragem, ndo

importa quais sdo os eventos nulos.

Demonstragdo. Se os precos sdo incoerentes, pela Definicao existem n, Xi,...,X, € X,
e>0ev,...,Yn € R tais que

para todo ® € Q. Sejam B; = —y;parai=1,...nec=€+Y" , B;P(X;) e Xo(®) = c para todo
®eQ,comPBy=—1.De Y vi[Xi(®w) —P(X;)] < —¢, temos que

i—1
X1 (0) —P(X1)] — ... —Vu[Xn — P(X,)] > €
= BoXo(®) + B1X1 (@) + ... + BuXn(®) > €+ PoXo(®) + B1P(X1) + ... + BuP(Xn)
— _e— i BiP(Xi) +Bi X1 (®) + ... + BuXp (@) > — i BiP(Xi) +B1P(X1) + ... + PuP(Xn)
i =1

= BoXo(O))+B1X1 (0))+...+Ban<(1)) >0 (3.1

e de Xo(®) = ¢ para todo ® € Q, temos que P(Xp) =c =€+ Y7 | BiP(X;). Assim,

BoP(Xo) = Bo

e+ Y BiP(X)
i=1

Como Bp = —1, temos que
n
BoP(Xo) = —e— ) BiP(X))
i=1

n

= BoP(Xo) + Y BiP(X;) = —¢
i=1
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= i BiP(Xi) = —¢€. (3-2)
i=0

Portanto, as equacdes (3.1)) e (3.2) mostram que existe uma oportunidade de arbitragem que
independe dos eventos declarados nulos.
]

O préximo exemplo nos mostra que a reciproca do Teorema [3.12] ndo € veridica.

Exemplo 3.13. Considere um espago de estados Q = {0,1}. Seja X(®) = ® para todo ® € Q
e P(X) =0. Suponha que N = {0} é a colecdo de eventos nulos. Entdo este iinico preco é

coerente pois

sup B[X (@) — P(X)] =
0eEQ

Bsupgeq [X (@) = P(X)] sep >0
Binfeeo [X (@) —P(X)] seP <0

e assim,

sup B[X (@) — P(X)] =

0eQ

B seB>0
0 seP<O.

Contudo, pela Defini¢do hd oportunidades de arbitragem porque BP(X) = 0 e para
B> 0, B[X(w)] >0paratodowe {1} e {1} ¢ A.

Observe que no exemplo anterior, se declardssemos {1} como sendo um evento nulo, néo
existiriam oportunidades de arbitragem. O préximo exemplo nos dd uma situacdo em que ha

oportunidades de arbitragem independentemente dos eventos declarados nulos.

1
Exemplo 3.14. Seja Q = Z". Seja ainda X (®) = o P todo w € Q e P(X) =0. Temos que

Bsuppeq [X(0) —0] sef >0

) Binfyeq [X (@) —0] seP <0

sup BX (@) — P(X)] = {

e assim, como supycq [X(0) —0)] =1 e infyeq [X(®) — 0] = 0, concluimos que, para todo
B R, supycqBX(®) —P(X)] > 0. Portanto, o prego é coerente. Contudo, P(X) < 0 enquanto
que X (®) > 0 para todo ® € Q e, pela Defini¢do hd oportunidades de arbitragem, ndo

importando quais eventos sdo declarados nulos.

O dltimo resultado desta secao nos mostra que, a fim de nao haver oportunidades de arbi-
tragem, os precos de ativos livres de risco, ou seja, aqueles ativos cujo preco no tempo 7 é
uma constante cEI, devem ser iguais a ¢ para todo ¢ € R, pois, do contrario, oportunidades de

arbitragem existirdo.

Teorema 3.15. Suponha que X seja o conjunto de todos os ativos livres de risco, ou seja, todos
os ativos constantes. Isto é, para cada real c, o ativo X, com XC((D) = ¢ para todo ® € Q estd
em X. Entdo, os precos serdo incoerentes e oportunidades de arbitragem existirdo a menos que
P(X.) = ¢ para todo ¢ € R.

3X () = ¢ para todo @ € Q.
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Demonstra¢do. Mostremos inicialmente que se P(X.) = ¢, entdo P(X,.) é coerente. De fato,
suponha que para cada nimero real ¢, P(X;) = ¢. Como X.(®) = ¢ para todo ® € Q temos
que X.(®) — P(X.;) = 0 para todo ® € Q e para todo ¢ € R. Assim, para todo n finito e para
quaisquer Bi,...., B, e quaisquer X, , ..., X, Bi[X¢; (@) — P(X,)] = 0 para todo ® € Q, e desse
modo, supy,co Y BilXe; (®) — P(X,,;)] = 0. Portanto, os pregos sdo coerentes. Também, tais
precos ndo permitem oportunidades de arbitragem. De fato, B;P(X,,) = BiX,, para todo i, e,
desse modo, ndo existe ® € Q tal que B;P(X,,) <0e B;X,, > 0.

Suponha agora, sem perda de generalidade, que P(X;) > ¢ para algum ¢ € R. Temos que,
como X, () = ¢ para todo ® € Q, X.(®) — P(X,) < 0 para todo ® € Q. Desse modo, para todo
n finito e para quaisquer By, ...., 3, positivos, e quaisquer X, , ..., X, , Bi[X,(®) — P(X,,)] <0, ou
seja, existe € > 0 tal que sup o Bi[Xe,; (®) — P(X,,)] < —¢. Portanto, os precos sdo incoerentes.
Assim, segue pelo Teorema m que existe oportunidades de arbitragem. O caso P(X,) < ¢ é
andlogo. [

3.1 Precos de Ativos Nao Limitados

Até agora ndo colocamos nenhuma restri¢do sobre os precos dos ativos no tempo 7' serem
ou ndo limitados, tal como fizemos na primeira parte do trabalho. Mas serd que tem sentido
falarmos em precos de ativos (em 7") ndo limitados? Veremos agora que sim.

Imagine um ativo que possui seu valor atrelado ao lancamento de uma moeda honesta re-
petido até que o resultado do lancamento seja cara e que o valor desse ativo no tempo 7 seja:
um real se a cara aparecer no primeiro langamento, dois reais se aparecer no segundo, quatro
reais se aparecer no terceiro, e assim por diante, ou seja, X (0) = 2(®~1D, em que Q = {1,2,...}.
Assim, a probabilidade de que cada estado da natureza ocorra é Q(®) = (%)m Observe que o

valor esperado desse ativo no tempo 7T é

EXX)= (;2“”—1) (%) " oo,

Formalmente, o preco desse ativo no tempo 7 estd bem definido, contudo, temos o seguinte
problema: qual deve ser o preco dele em r = 0? Este problema, que pode ser encontrado na
Referéncia [3], € conhecido como Paradoxo de Sao Petersburgo, e foi e ainda é amplamente
discutido no meio académico.

De fato, quando X contém prec¢os de ativos ndo limitados (no tempo 7'), pode ser impossivel
atribuir precos finitos para todos eles, como o exemplo acima ilustra: preco finito pode ndo ser
justo visto que o provavel ganho obtido através daquele ativo pode ser um valor absurdamente
grande. E disso que esta secdo trata. No exemplo a seguir, mostraremos um caso em que tal

problema ocorre e uma maneira de resolvé-lo.

Exemplo 3.16. Seja Q = Z" e seja Y (®) = 2°. Defina também
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1 sem=i
Xi((D):Ii(w):{ 0 seZ;éi

1
para i € 7. Suponha que P(X;) = 5 para todo i € 7%, ou seja, X; tem distribuicdo geométrica

|- :
com pardmetro 5 Finalmente, seja

V(o) = Y(0)lj,,  a(w)=
= Y(o) [1{1}(0)) +1 (®)+ ... +1y (o)]

l
= ) 2Xj(w),
=1
para todo i € 7. Entdo Y; é Y truncado no conjunto {1,2,...,i} e

Yi(w) = 29 sewe{l,2,...,i} <20 _y(a)
o sew¢ {1,2,...;i} B 7

para todo i € 7. Ainda, para todo i € 7T,

P(Y;))=P

Zi, 2Xj(w)
j=1

Assim, se P(Y) pudesse tomar um valor, este deveria ser infinito. Entretanto, tal preco ndo

é consistente com a ideia de que BlY — P(Y)] é uma aposta justa para algum B ndo nulo.

Observacao 3.17. Nos casos similares ao Exemplo denotamos P(Y) = e para dizer que
BlY — P(Y)] € aceitdvel para todo P(Y) finito e para todo B > 0. Analogamente, denotamos
P(Y) = —oo a fim de dizer que B[Y — P(Y)] € aceitdvel para todo P(Y) finito e todo 3 < 0.
Desse modo, precos infinitos significam que somente apostas unilaterais sdo aceitdveis para as

correspondentes varidveis aleatorias ilimitadas.

Dado um conjunto X de pregos de ativos no tempo 7', sejam eles limitados ou ilimitados,
nosso desejo € de que os precos de varidveis aleatdrias equivalente sejam 0s mesmos, ou
seja, se X e Y sdo varidveis aleatdrias equivalentes, deseja-se que P(X) = P(Y). Entretanto, o
exemplo a seguir nos mostra que, no caso em que precos finitos ndo continuos sio atribuidos
para ativos cujos precos no tempo 7" ndo sdo limitados, ndo é possivel preservar a igualdade

entre eles.

Exemplo 3.18. Seja Q= {1,2,..} x{0,1} e Qo= (n,i)] =2~V paran=1,2,...e i =0,1

uma medida de probabilidade em Q. Seja X formado pelas indicadoras de i pertencentes a 7.,

4Isto &, varidveis que tenham a mesma distribuicio.
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ou seja,

1 sew=i
li(w) = .
0 sew##i,

e pelos seguintes precos de ativos no tempo T :

X (n,i) =mn;
. n+l sei=1
Wl(n’l):{ 1 sei=0;

. n+l sei=0
Wz(n’l):{ 1 sei=1

O(X =n) = Qo = (n,i)] =27 ") = (1 %)"%,
01 =1) = 0l(n,) = (1,0)] = Ql(m) = (1,0)] 4+ +l(m) = (1.0) 4= 3,
o =n+1)=glo=(n1)]= (1-3) 3,

e o caso de W, é andlogo a W1.

Temos que a esperanga dessas trés varidveis é 2. Ainda, se ® = (n,0) para todo n, W = 1,
Wr=n+1eX =n, ou seja, W; +W, — X = 2. Do mesmo modo, se ®= (n,1), W; +W, — X =2.
Assim, deve existir uma dependéncia linear entre esses trés precos equivalentes de ativos no
tempo T e eles possuem o mesmo preco em t =0 se, e somente se, tal preco for 2. Contudo,
pelo Teorema e pelo Exemplo [3.28| discutidos adiante, qualquer valor maior ou igual a 2
€ um preco coerente para tais ativos. Visto que ativos cujos precos em T sdo equivalentes e
linearmente dependentes devem ter o mesmo prego, torna-se necessdrio exigir algo a mais do

que o Teorema exige para ativos cujos pregos em T ndo sdo limitados.

3.2 Precos: Uma Extensao

Até aqui n6s conhecemos o pre¢o dos ativos em ¢ = 0 cujos precos no tempo 7' estdo em
X. Consequentemente, pela Defini¢do [3.9)de preco como um funcional linear, conhecemos o0s
precos em ¢ = 0 de todos os ativos cujos precos em 7 estdo em L(X), o espago gerado pelos
elementos de X. Nesta secdo temos como objetivo apresentar alguns resultados de modo que
seja possivel precificar em + = 0 um ativo cujo preco no tempo 7 seja Y, onde Y ndo esteja
em L(X), de modo que o novo conjunto de ativos ndo possibilite oportunidades de arbitragem.

Para tal, apresentaremos alguns teoremas, dentre eles um resultado andlogo ao de arbitragem,



3.2. Precos: Uma Extensao 65

que nos possibilita estender um conjunto de ativos cujos precos sdo coerentes, de modo que o

novo conjunto de precos ainda seja coerente.

Definicao 3.19. Se X < ¢, ou seja, se X(®) < ¢ para todo ® € Q, dizemos que X respeita uma

desigualdade linear fraca.

Definicio 3.20. Se X (o) < ¢ para todo ® € Q com X (®) < ¢ para todo ® pertencente a algum
evento ndo nulo, dizemos que X respeita uma desigualdade linear ndo-nula, o que denotamos

por X < c.

Definicao 3.21. Um funcional linear positivo é um funcional linear L tal que L(X) > 0 para
todo X > 0. Jd um funcional linear estritamente positivo é um funcional positivo tal que
L(X) > 0 para todo X > 0.

O préoximo resultado nos dd uma condicao relacionada a desigualdades lineares que é ne-
cessdria e suficiente para que os precos de determinados ativos sejam coerentes. Ja o resultado

posterior € andlogo para os precos dos ativos no ambito da arbitragem.

Teorema 3.22. Os precos emt = 0 para ativos cujos precos em T estdo em um conjunto X sdo
coerentes se, e somente se, cada desigualdade linear fraca satisfeita pelos precos no tempo T

também ¢é satisfeita pelos precos no tempo t = Q.

Demonstracdo. Equivalentemente, basta mostrarmos que os pre¢os em ¢ = () sdo incoerentes
se, € somente se, a0 menos alguma desigualdade linear fraca satisfeita pelos precos dos ativos
no tempo 7" ndo for satisfeita pelos precos no tempo t = 0.

Suponha que ao menos uma desigualdade linear fraca satisfeita pelos precos em 7' ndo seja

satisfeita pelos precos em t = 0. Seja € > 0 e tal que
n n
Y BiXi(w)+e< Y BiP(Xy),
i=1 i=1

para todo ® € Q, ou seja,
n n

Y BiXi(w) < Y BiP(X;:) —e.

i=1 i=1
Contudo, tal desigualdade ndo € satisfeita pelos precos em ¢ = ( visto que, como prego coerente

de constante € a propria constante,

n n

Y BiP(X;) > ) BiP(Xi) —e.

i=1 i=1

Ora, se
n

Z&xmnf<é&mmx

i=1
entao

imm«m—mxn<—a
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para todo ® € Q. Portanto, os precos em ¢ = ( sdo incoerentes.
Analogamente, suponha que os pregos sdo incoerentes. Entdo existem € > 0, By,...,, € R

tais que, para todo ® € Q,

i P(X))] < £:>ZBX iBiP(X,)<—
=1 i=1

=>ZB, ) < e+ZB,

Contudo, tal desigualdade ndo € satisfeita pelos pregos visto que

i ) > S+ZBP

o que conclui a demonstragao.
]

Teorema 3.23. Os precos emt = 0 para ativos cujos precos em T estdo em um conjunto L(X)
ndo permitem oportunidades de arbitragem se, e somente se, cada desigualdade linear ndo-

nula satisfeita pelos precos em T é satisfeita como uma desigualdade estrita pelos precos em

0.

Demonstragdo. Suponha que cada desigualdade linear ndo nula satisfeita pelos precos em 7 é

também satisfeita como uma desigualdade estrita pelos precos em 0. Assim, temos dois casos:
e X <ceP(X)<ec,
e X>-ceP(X)>c.

Suponha primeiramente que X < ¢ e P(X) < ¢. Como X € L(.X), segue que cada X pode
ser escrito como uma combinagdo linear de elementos de X, ou seja, X =Y | B;X;(®). Assim,
se Y. | BiXi(®) < c segue por hipétese que Y | B;P(X;) < c. Observe que podemos encontrar
reais di,...,d tais que ¢ = Y | Bid;. Assim,

Sendo Y,E| = X; —d,, temos que Y | B;P(Y;) <0 e X" BYi(w) <0 para todo ® € Q com
desigualdade estrita para ® € A, A € A(¢. Para quaisquer B;, ..., B, € R tais que Y7, B;Yi(®) <

SObserve que ¥; € £(X) uma vez que é uma combinagio linear de elementos de X e constantes.
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0 segue que Y., B;P(Y;) < 0. Entdo ndo existem Pi,..., B, € R tais que Y7 | B;P(¥;) <O0e
" BiYi(®) > 0 para todo ® € Q com desigualdade estrita para @ € A, A € A“. Portanto, ndo
ha oportunidades de arbitragem.

Ainda, se X > ¢ implicar P(X) > ¢ segue que X — ¢ > 0 implica em P(X) — ¢ > 0. Assim,
escrevendo X e ¢ como fizemos anteriormente, e denotando novamente X; — d; por Y;, segue
que, para quaisquer n € N, By, ..., 3, € Rtaisque Y, B;Yi(w) > 0, segue que Y., B;:P(Y;) > 0,
e assim ndo existem n € N, By,...,B, € R tais que ! | B;Y;(®) > 0 para todo ® € Q com
desigualdade estrita para ® em um evento ndo nuloe Y\, B;P(Y;) < 0. Portanto, também nao
existem oportunidades de arbitragem.

Reciprocamente, suponha que os precos em ¢ = 0 para ativos cujos precos em 7" estdo em
L(X) nao permitam oportunidades de arbitragem. Entdo ndo existem n € N e By,...,[, nem

todos nulos tais que

i BiP(Xi) < 0e i BiXi(w) b 0,
i=1 i=1

para todo ® € Q, com desigualdade estrita para @ € A, A € N€.

Assim, para quaisquer n € N, X1,..., X, € L(X) e By,...,B, reais nem todos nulos, deve-
mos ter Y., B;P(X;) > 0 sempre que Y7 | B;X;(®) > 0, para todo ® € Q, com desigualdade
estrita para algum ® € Q. Nesse caso, como qualquer elemento de £(X) é escrito como uma
combinagdo linear dos elementos de X, se X € L(X) e X > 0, entdo P(X) > 0. Similarmente
paraX > couX <c. [

Agora apresentaremos um resultado analogo a Defini¢do [3.9que garante a ndo existéncia de
oportunidades de arbitragem se existir um funcional linear estritamente positivo em L(X) que

indique os pregos em 7 = 0 dos ativos cujos pre¢os em T estdo em L(.X).

Teorema 3.24 (Teorema Fundamental da Precificacdo de Ativos). Os precos em t = 0 dos
ativos cujos precos em T estdo em um conjunto X ndo permitem oportunidades de arbitragem

se, e somente se, existe um funcional linear estritamente positivo L definido em L(X) tal que
L(X)=P(X)paratodoX € X e L(1) = 1.

Demonstragdo. Suponha que os precos em ¢t = () para ativos cujos precos em 7" estdo em X nao
permitam oportunidades de arbitragem. Assim, segue do Teorema[3.12|que os pregos em X sdo
coerentes e, pela Defini¢cao [3.9/e Lema que existe um funcional linear positivo L definido
na extensdo linear de X com L(1) = 1. Entdo, resta mostrarmos que tal funcional € estritamente
positivo. De fato, suponha que exista X € L(.X) tal que X > 0 e L(X) < 0. Como X estd na
extensdo linear de X, segue que X pode ser escrito como uma combinacdo linear dos elementos

de X, ou seja, existem n € N, reais By,...,B, e X1,...,X, € X tais que
n
X =Y X
i=1

Assim, segue que P(X) =Y" , B;P(X;). Como estamos supondo que X > 0 e P(X) < 0, temos
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uma oportunidade de arbitragem com os precos em ¢ = 0 dos ativos cujos precos em T estao
em X, o que é uma contradi¢do. Portanto, o funcional linear em £(X) é estritamente positivo.

Reciprocamente, suponha que exista um funcional linear estritamente positivo definido em
L(X) e que existam oportunidades de arbitragem em X. Assim, pela Definicdo existem
n €N, reais Bi,...,Bn e X1,...,X, € X tais que

-

BX(0) - 0 Y BiP(X) 0.
i=1

i=1

Mas, Y | BiX; € uma combinacdo linear de elementos de X e, portanto pertence a L(.X), o que
¢ uma contradi¢do com o fato de o funcional ser estritamente positivo em £(X). Portanto, ndo

existem oportunidades de arbitragem. [

A partir dos dois teoremas anteriores e utilizando o Teorema de Hahn-Banach, podemos
estender um conjunto de precos corentes a fim a incluir outro ativo néo pertencente a L(X), de
modo que o novo conjunto de precos, o conjunto antigo juntamente com o preco em ¢ = 0 do
novo ativo, ainda seja coerente. O mesmo raciocinio € aplicado para o dmbito da arbitragem,
onde podemos precificar um novo ativo disponivel a partir dos precos de ativos ja conhecidos,
de modo que o conjunto dos precos do novo conjunto de ativos ndo permita oportunidades de

arbitragem.

Teorema 3.25 (Teorema Fundamental da Previsao). Suponha que precos coerentes sao dados
para todos os ativos cujos precos em T formam um conjunto enumerdvel X. Considere um ativo
com preco em T denotado porY e tal que Y ndo pertenca a X e seja L(X) o espaco gerado

pelos elementos de X. Considere os conjuntos

PY) =sup{P(X) | X <Y eX € L(X)}

P(Y)=inf{P(X)|X>Y eX € L(X)}.

Entdo P(Y) pode tomar qualquer valor no intervalo fechado [P(Y),P(Y)] e os precos resul-
tantes ainda serdo coerentes. Além disso, nenhum valor fora deste intervalo serd um valor

coerente para P(Y).

Demonstracdo. Considere o espago L(X) gerado pelos elementos de X. Se Y € L(X), entdo
P(Y) é univocamente determinado uma vez que Y pode ser escrito como combinagéo linear de

elementos de X e P é um funcional linear.

SeY ¢ L(X), considere o espago L(.X); gerado por L(X) e Y, isto é,

L(X)1 = {X +AY | X € L(X),A € R},
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e o funcional definido em L(X);
P(Z) =inf{P(X) | X > Z,X € L(X)}.

Observe que P(Z) é o limite inferior de P(X) atribuido aos ativos X de L(X) para os quais
X>ZeZe L(X);. Note que

P(X+Z)<P(X)+P(Z); X,Ze LX),
P(aX) =aP(X),o € R",
eseXeZ€ L(X)taisqueZ>X,Z—X >0e, como P é um funcional linear positivo em
L(X),P(Z—X) >0, ouseja, P(Z) > P(X) paratodo X € L(X). Assim,

P(X) <inf{P(Z)|Z>X,Z€ L(X)} =P(X)

para todo X € L(X), ou seja, P € um funcional sublinear que domina P em L(X). Assim,
pelo Teorema de Hahn—Banaclﬁ ¢ possivel estender o funcional P em L(X); preservando a
dominancia de P sob P. Esta extensdo, a qual denominaremos Py, é igual 2 P para todos os
elementos de L(X) e paraY € L(X); é tal que P;(Y) < P(Y). Ainda, definindo

P(Z) = sup{P(X) | X <Z,X € L(X)},
e percebendo que
P(Z) = sup{P(X) | X <Z X € L(X)}
=sup{—P(—X) | X <Z X € L(X)}
— —inf{P(-X)| —X > —Z,X € L(X)}
= —P(=2),

temos que
Pi(=Y) S P(=Y) = P(Y) = —P(~Y) = P(Y).

Como P; é um funcional linear positivo definido em £(X);, segue pela Defini¢do que os
precos resultantes ainda serdo coerentes.

Resta agora mostrar que se P(Y) ¢ [P(Y),P(Y)], os pregos resultantes ndo serdo coerentes.
De fato, considere P(Y) = P, (Y) < P(Y). Sejaentdo X' € L(X) tal que P(X') = P(Y), ou seja,
X' <Y.Temos que Y — X' € L(X); eY —X' >0, contudo

P(Y =X")=Pi(Y) =P (X') = P(Y) = P(Y) <0,

ou seja, P; ndo é um funcional linear positivo, e pela Definicao [3.9] os pregos resultantes ndo

Ver Proposicio no Capitulo 1.
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sdo coerentes. O caso P(Y) > P(Y) é andlogo. O

Observacgao 3.26. Na demonstragdo do Teorema o funcional linear Py definido em L(X);
é positivo se, para todo X € L(X) e A € R tais que X +AY > 0, entdo P(X +AY) > 0. Para tal,
se L >0,
P(X)
PY)>———+=
) >-"%
esel <0,
P(X) X
PY) <——=P| —].
m=-5=r(3)

) X
Como L(X) é um espago linear, — €L(X)e

inf{P (—%() ‘ —%( ZY} —P(Y)

sup {P (—%() < Y} —P(Y),

segue que se Py(Y) assumir qualquer valor entre P(Y) e P(Y), Py é funcional linear positivo.

Exemplo 3.27. Suponha que X é constituido de todos os Y; do Exemplo[3.16]a menos de Y = 2°
e seja L(X) o espaco gerado por esses esses precos (no tempo T). Lembrando que Y; é Y

truncada em {1,2,....i} para todo i € 7" e Y ¢ ilimitada, temos os seguintes conjuntos

A={X|X<YeXe L(X)}=L(X),

A={X|X>YeXc L(X)}=0.
Desse modo, como P(Y;) = i para todo i € 7", segue que
PY)=sup{P(X) | X <YeX e L(X)} =sup{P(X) | X € L(X)} = oo,

P(Y)=inf{P(X)|X >Y eX € L(X)} =inf0 = ][]

Portanto, como cada P(Y;) € coerente, segue pelo Teorema que P(Y) = P(Y) = o é um

preco coerente para Y, exatamente o que deduzimos no Exemplo

Exemplo 3.28. Seja X o conjunto de todas as indicadoras de ® pertencentes a Q = 7", ou

Ii(o)):{ 1 sew=i

seja,

0 sem#i.

7A afirmacdo de que o fnfimo do conjunto vazio ¢ infinito se d4 porque, para o conjunto vazio, todo niimero real
€ uma cota superior e inferior de tal conjunto. Se considerarmos a reta real extendida, a qual inclui e como um
nimero, a maior cota inferior do conjunto vazio € co.
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Seja L(X) o espaco gerado por X, considere a varidvel aleatéria X do Exemplo e suponha

que P(I;) = o Temos que X tem distribui¢cdo Geométrica de pardmetro 5 e podemos reescrevé-
la como
X =1LH{0)+2L(®)+....

Desse modo, definindo A ={Y |Y <X eY € L(X)}, segue que

Y(o) = 11{1}((0) +...+nl{n}(co) cA.

1 1
PY)=1-=+... —
(Y) 2+ +n2n,

1 1 |
PX)=sup{P(Y)|Y<XeYcL(X)j=sup (l-+...+n—)=) i—=2
P(X) = sup{P(¥) | ¥ < 03 = sup (15 +tn ) = Liz
Ainda, definindo A={Y |Y > X eY € L(X)}, segue que A =0, e assim, P(X) = inf® = oo,

Portanto, como cada P(I;) é coerente, qualquer valor entre [2,00| é um preco coerente para Y.

Apresentaremos agora um resultado andlogo ao Teorema [3.25| para pregos livres de arbitra-

gem.

Teorema 3.29. Suponha que os precos dados para todos os ativos cujos pregcos no tempo T
estdo em um conjunto X ndo permitam oportunidades de arbitragem. Considere um ativo com
preco no tempo T denotado porY e com Y ndo pertencente a X e seja L(X) o espago linear

gerado pelos elementos de X. Considere os conjuntos

B={X|X<YeXe LX)}

B={X|X=YeXeL(X)

Defina

P(Y)= ;EI;P(X) eP(Y)= ;igléng(X)'

Entao, se P(Y) tomar qualquer valor no intervalo aberto (P(Y),P(Y)), ndo existirdo oportu-
nidades de arbitragem. Além disso, se o preco para Y for escolhido fora do intervalo fechado

[P(Y),P(Y)], existirao oportunidades de arbitragem.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que P(Y) € escolhido no intervalo aberto (P(Y),P(Y))
e que ha oportunidades de arbitragem. Entdo, suponha que existam Xi,...,X, em X, B1,..., B,

em R e B € R tais que

Bmm+i&mmso 0
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BY<w>+iBiXi<w> >0, (1)

para todo ® € Q com desigualdade estrita para ® em um evento niao nulo A. Observe que 3 # 0
pois, caso contrario, 0s precos para os ativos cujos pregos em 7' estdo em X possibilitariam

oportunidades de arbitragem. Se < 0, temos a partir de (II) que

1 n
Y((D) + = Z BiXi((D) <0
BE
1
= B BiXi(w) < ~Y(m)
i=1
=) ——X;(0) >Y(w), (1)
=5 B
para todo ® € Q com desigualdade estrita para ® € A. Assim, de (/II), temos que o preco
. —%Xi((o) no tempo 7', o qual chamaremos de X, deve ser um elemento de B pois X >~ Y e

estd no espaco gerado por X. Dai, como estamos supondo P(Y) € (P(Y),P(Y)), temos que

P(X) > inf P(X) = P(Y) > P(Y).
XeB

Contudo, de (I) temos que

BP(Y) + Y. BiP(X;) <0,

i=1

e como 3 < 0, segue que

ou seja, P(X) < P(Y), o que contradiz o fato de P(Y) < P(X). O caso B > 0 é andlogo. Portanto,
se P(Y) € (P(Y),P(Y)) ndo hd oportunidades de arbitragem.

Também € necessério mostrar que, se P(Y) ¢ (P(Y),P(Y)) haveré oportunidades de arbitra-

gem. De fato, suponha, sem perda de generalidade, que P(Y) < P(Y). Seja X € B tal que

P(Y) +P(V)]

P(X) > >

Temos que
2P(X) > P(Y)+P(Y).

Como P(Y) < P(Y),
2P(X) > P(Y)+P(Y) = P(X) > P(Y). (V)

Como X € B, X <Y e temos que Y —X > 0 para todo ® € Q com desigualdade estrita para ®
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em um evento néo nulo A e, de (IV), P(Y) — P(X) < 0, que, pela Defini¢do constitui uma
oportunidade de arbitragem, concluindo a prova. [

O préximo exemplo mostra porque de o intervalo de precos possiveis para o novo ativo no

Teorema acima € aberto.

Exemplo 3.30. Seja Q = Z", N\ a colecdo de todos os subconjuntos finitos de Q, X a colecdo
de todas as indicadoras I, i € " e de todas as fungdes constantes X.(®) = ¢ para fodo ¢ € Rt
e considere o espago gerado L(X). Considere P(I;) =0 paratodoi € " e P(X.) = c para todo
¢ € R. Observe que, para todo n € N, quaisquer reais By, ...,B, e quaisquer X1, ..., X, € X, se
Y, BiXi(w) > 0 entao Y! | BiXi(®) > 0 para uma quantidade infinita de ®’s, uma vez que os
eventos ndo nulos sdo os subconjuntos infinitos de Q.

Como Y! | BiX; é uma combinagdo linear de elementos de X e os valores de cada X; e
P(X;) diferem apenas para as indicadoras, segue que Y."_ | BiXi(®) >0e ¥ | BiP(X;) <0 56
ocorreriam simultaneamente para ® em um evento nulo. Portanto, se Y.I | B X;(®) > 0, entdo

" 1 BiP(Xi) > 0, e segue do Teorema 3.23:que ndo hd oportunidades de arbitragem. Considere

agora o ativo cujo preco em T é Y (@) = P sendoY ¢ X. Temos que,
P(Y)=sup{P(X)|X <YeX € L(X)}=0,

uma vez que qualquer funcdo indicadora ou combinacdo linear de funcoes indicadoras sdo
maiores do que Y para algum ® € Q, assim como qualquer fungcdo constante que ndo seja zero.

Ainda, como
1 "1
—+ ) ()10 =Y ()
o SH\J
para todo ® € Q e todo n € " e qualquer outro elemento maior do que Y em L(X) é maior

1 1
do que o +X0 (—) Ij(w) para algum n € Z*, segue que
J

PY)=inf{P(X)|X=YeX € L(X)} =0,
Contudo, pelo Exemplo P(Y) = 0 possibilita arbitragem.
A diferenca entre os principios de coeréncia e de auséncia de arbitragem esta intimamente

relacionada a continuidade do funcional P. A seguir definiremos uma forte consideracdo de

continuidade que € necessdria para que ndo existam oportunidades de arbitragem.

Defini¢iio 3.31. Um free lunch é uma rede Fl{ (Xo,Yy) | & € M}, onde cada Xy é uma combi-
nacgdo linear de elementos de X e cada Yy é arbitrdrio e tal que Xy, > Yo, para todo o € N,
lim(x_)ooY(x = Y - 0 e llmlnf(x_»oP(Xa) S O

O resultado abaixo relaciona arbitragem e free lunch.

891 é um conjunto de indices.



74 3. Os Principios da Coeréncia e Arbitragem

Teorema 3.32. Se existe uma oportunidade de arbitragem, entdo existe um free lunch.

Demonstracdo. Seja L(X) o espago gerado pelos elementos de X e suponha que exista uma

oportunidade de arbitragem. Assim, existe X € L(X) tal que X(®) > 0 para todo ® € Q e
1
P(X)<0.SejaN=Z",Xeq=XeYy=X— o para todo o0 € Z". Entdo Xy > Y, para todo

ac’Z",
1

lim Y, = lim <X——) =X

o—oo o—roo o
e

liminf P(Xy) = liminf P(X) = P(X) <0,
Ol—>ro0 of—ro0

que constitui um free lunch. [

Entretanto, a reciproca do Teorema[3.32]ndo ¢ verdadeira e o exemplo abaixo ilustra tal fato.

Exemplo 3.33. Considere os elementos do Exemplo sem a inclusdo de Y e seja 1 = 7.

Considere

1 1
Xa(0) = I, 0y (@) + = Lat, 3 (@),

1
e Yo (o) = p para todo o. € N. Note que, para cada o. € ‘1, a fun¢do constante é é menor ou
igual a Xy. Além disso, essa fun¢do é o maior elemento dentre todos aqueles que sdo menores
do que Xy em L(X). Como os precos emt = 0 dos ativos cujos precos em T estdo em L(X) ou
sdo a propria constante ou sdo iguais a zero, segue que P(Xy) = @
Ainda, temos que
1 & /1
peinn = | 1j(®) > Xo(0)
o =\J

para todo o € N, todo n € " e ® € Q e qualquer outro elemento maior do que Xo em L(X) é

1
maior do que o +Xi <—) Ij(®) para algum n € Z*. Assim, o menor elemento dentre esses

1 1 1
é aquele com o maior n, e assim, como P (a +Yio —h(w)) = para todon € 77,
J

P I 1
P(Xa) =inf{P(Z) | Z = Xq e Z € L(X)} =inf_ = —.

Entdo, P(Xy) = l

Ainda, como gx(a > 0 para todo ® € Q e P(Xy) > 0, segue que os precos em t =0 dos ativos
cujos precos em T estd@o em L(X) juntamente com os precos emt = 0 dos ativos com pregcos em
T definidos por Xy, ndo permitem oportunidades de arbitragem, uma vez que uma combinagcdo
de elementos de L(X) ndo permite que exista uma desigualdade estrita satisfeita pelos precos
dos ativos em T e que ndo ¢ satisfeita estritamente pelos precos emt =0 e Xy, e P(Xy) ndo
poderiam mudar esse fato, visto que ambos possuem sinais iguais.

Finalmente, observe que Xo, > Yy para todo o. € N e para todo ® € Q. Ainda, limg_,0 Yo, =

1
P > 0 para todo ® € Q e liminfy_,.. P(Xy) = 0. Portanto, existe um free lunch.
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O Teorema [3.32] ¢ muito interessante pois nos diz que se ndo hd free lunch, entdo ndo ha
oportunidades de arbitragem. Contudo, apresentaremos um resultado que nos mostra que, ao se
exigir que nao exista free lunch, exige-se algo a mais dos precos pois se exige que eles respeitem

uma propriedade muito importante.

Definicao 3.34. Um funcional linear L é contavelmente aditivo se, para cada sequéncia cres-
cente ndo negativa {X,}_, cujo limite é X, lim, o L(X,) = L(X). Se um funcional L ndo for

contavelmente aditivo, dizemos que ele é finitamente aditivo.

Diante da Definigdo [3.34] veremos através do teorema abaixo que, ao exigirmos que nao

exista free lunch, exigimos que os precos sejam contavelmente aditivos.
Teorema 3.35. Se os precos sdo apenas finitamente aditivos, entdo existe um free lunch.

Demonstragdo. Se os pregos sdo finitamente aditivos entdo, pela Definigdo [3.34] existe uma
sequéncia {Z,}, , e Z tais que Z, < Z para todo n € N, lim, Z, = Z mas lim, P(Z,) < P(Z).

Sejac < P(Z)—lim, P(Z,), ou seja, ¢ > 0. Sejadt=7Z". Paracada o € N, seja Yo, = Zo — Z+ %

eXo=Yo+ 2 Segue que Xy > Yy para todo o,

: . . ¢ ¢
hénY(x —llgl(Zn—Z)nLh&nE =5~ 0

€
lim P(Xg) = lim [P(Za) _P(Z)+P (%) 4p (%)]
= limP(Za) ~ P(Z) + 5+
<limP(Zy) - P(z) 2L P malZ)]
 1limg P(Zy) — P(Z)
B 4
__[P(z) ~limg P(Z4)] _,
7 <0.

Portanto, existe um free lunch. [
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Na Parte I deste trabalho apresentamos uma abordagem tedrica utilizando resultados da
Teoria de Martingales para desenvolver resultados que garantissem a auséncia de arbitragem
em Modelos de Um ou de Varios Periodos, com ou sem inclusdo de taxa de juros. Além disso,
com a premissa de que um modelo ndo permitia oportunidades de arbitragem, desenvolvemos
também resultados que precificavam, no presente, ativos nao pertencentes ao modelo mas que

eram replicaveis.

Ja na Parte II desenvolvemos resultados bastante similares aos desenvolvidos na Parte 1
utilizando resultados da Teoria da Coeréncia. Entretanto, apenas para Modelos de Um Unico
Periodo e sem a inclusdo de taxa de juros. Nesse contexto, conseguimos apresentar um resultado

que precificava, ndo de modo tunico, ativos ndo replicaveis.

Agora, a titulo de conclusdo, faremos uma breve comparagdo entre os resultados apresen-
tados nas Partes I e II para modelos de um unico periodo e sem a inclusdo de taxa de juros.
Desse modo, esta comparacdo se dard nos modelos mais simples, ou seja, aqueles modelos de
precificacdo com um unico periodo de tempo e sem inclusdo de taxas de juros. A ideia € a de

que, ao final desta discussao, possamos concluir as limitacdes e qualidades de cada abordagem.

Primeiramente, observe que as defini¢des [[.10]e [3.11] ou seja, as defini¢des de arbitragem
da Parte I e da Parte II do trabalho, respectivamente, sdo andlogas. De fato, relembrando que um
portfélio B é uma combinacdo linear qualquer de ativos disponiveis no modelo de precificagdo

e que

Vo=B"| " | =BoP(Xo)+...+BuP(Xy)
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= BoXg (@) +...+BuX,/ (@)

segue que os itens (i) e (if) da Defini¢do equivalem a condi¢@o ““ hd n finito, X, ..., X, € X
e reais Po,...,B, tais que Y. (B:P(X;) <0e Y (BiXi(w) > 0 para todo ® € Q” da Definigio
Ja a condicdo da desigualdade estrita para todo ® em um evento nao nulo da definicao
é equivalente ao item (iii) da Defini¢@o[1.10| uma vez que nesta assumimos que o conjunto

de medida nula era vazio, ou seja, cada ® € € tinha probabilidade positiva de ocorrer.

Desse modo, o conceito de arbitragem € o mesmo nas duas abordagens e faz sentido com-

pararmos as duas teorias apresentadas.

Observe agora que em ambas as abordagens temos resultados que garantem a auséncia de
arbitragem no Modelo de Precificagdo com um Unico Periodo. Na Parte I, o resultado nos
diz que a existéncia do vetor de pregos dos estados T € uma condi¢do necessdria e suficiente para
ndo existir oportunidades de arbitragem no modelo. Ja o Teorema [3.29nos garante que a exis-
téncia de um funcional linear estritamente positivo L definido em £(.X) tal que L(X) = P(X)
para todo precoem t =T e X € X, sendo L(1) = 1, é necessdria e suficiente para ndo haver
oportunidades de arbitragem no modelo. Apesar de os dois resultados nao terem uma equi-
valéncia direta, ambos podem ser utilizados para garantir que em um Modelo de Precificacao
com um Unico Perfodo nio existam, de fato, oportunidades de arbitragem. Assim, até agora,

podemos dizer que as duas abordagens sdo igualmente eficientes.

Seguindo a linha da escrita, a partir do momento que conseguimos garantir que nao ha opor-
tunidades de arbitragem no Modelo de Precificacio com um Unico periodo, o préximo passo
¢ o de inserir novos ativos no modelo, os quais sabemos o preco no tempo 7 e queremos pre-
cificar no tempo 0, de modo que o modelo resultante, o inicial acrescido de tais ativos, ainda
preserve a auséncia de arbitragem. Nessa linha, as duas abordagens nos apresentam resultados
similares, contudo com diferencas importantes. Na Parte I, o Teorema nos dispo€ uma
maneira de precificar esses novos ativos, de modo a preservar a auséncia de arbitragem, desde
que tais ativos sejam replicdveis, ou seja, os seus precos no tempo 7' sejam linearmente depen-
dentes dos precos, em t = T, dos ativos ja disponiveis no modelo. J4 na abordagem apresentada
na Parte II, como o pre¢o P € um funcional linear, temos que todos os ativos cujo preco em T
seja combinagdo linear de precos em X possuem um preco unico em ¢ = 0 livre de arbitragem.
Desse modo, em modelos cujos ativos s@o todos replicaveis, ou seja, em modelos de mercados

completos, as duas abordagens também podem ser consideradas igualmente eficientes.

Contudo, quando tratamos de modelos de mercados incompletos temos que existem ativos
que ndo sdo replicdveis. Assim, na abordagem da Parte I ndo hd maneira de precificar tal
ativo que garanta a auséncia de arbitragem do modelo acrescido deste. Contudo, na abordagem

da Parte II, o Teorema [3.29 nos permite precificar (ndo de modo tnico) um ativo ¥ que ndo
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seja replicdvel, desde que P(Y) # P(Y). Desse modo, podemos concluir que, nos modelos
incompletos de um unico periodo, a segunda abordagem € mais eficiente que a abordagem
apresentada na Parte I, visto que conseguimos precificar uma gama maior de ativos de modo a
garantir a auséncia de arbitragem.

Entretanto, € vélido ressaltar que, na abordagem da Parte 11, um ativo que néo € replicavel
pode tomar infinitos precos distintos em ¢ = 0 que garantam a auséncia de arbitragem. Sendo
assim, escolher um preco dentre todas as opcdes pode nao ser algo tao simples (imagine o quao
dificil seria escolher um preco para um ativo que pode tomar qualquer valor entre (0,e0)!), mas
ainda assim temos como precificar um ativo nao replicavel de modo a evitar arbitragem, algo
que a abordagem da Parte I ndo nos permite.

Em resumo, para os modelos de precificacdo mais simples podemos afirmar que a aborda-
gem tedrica da Parte II pode conseguir precificar uma gama maior de ativos e, ainda assim,
garantir a auséncia de arbitragem. Além disso, é vélido recordar que todos os resultados da
Parte II podem ser aplicados para modelos com espaco de estados da natureza Q enumeravel,
enquanto os resultados na Parte I sdo garantidos apenas para € finito.
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Apéndice A

Apéndice: Conceitos Basicos

A.1 Espacos Topoldgicos
Definicao A.1. Uma topologia em um conjunto X é uma colegdo T de subconjuntos de X com
as seguintes propriedades:

1. 0eX estdo em 1;
2. A unido dos elementos de qualquer subcolecdo de T estd em T;

3. A intersec¢do de elementos de qualquer subcolecdo finita de T estd em T.

Definicdo A.2. Um par ordenado (X,t), onde X é um conjunto e T é uma topologia em X, é
chamado espaco topologico. Neste trabalho, utilizaremos a nomenclatura “o espaco topologico

X7, mencionando T somente quando houver ambiguidade.

Definicao A.3. Dizemos que um subconjunto U de um espaco topologico X é um conjunto

aberto de X se U pertence a colecdo T.

Definicao A.4. Um subconjunto F de um espaco topologico X é fechado se seu complementar
X —F é aberto.

Exemplo A.5. O conjunto dos niimeros reais R munido da topologia formada pela cole¢do de
todos os intervalos abertos (a,b), para todo a,b € R, é um espago topolégico. Desse modo,

todos os intervalos fechados |a,b] sdo conjuntos fechados de R.

Definicao A.6. Sejam X e Y espagos topologicos. Dizemos que uma funcdo f: X — Y, de um
espago topoldgico X em um espago topoldgico Y é continua quando a imagem inversa f~! (B)

de todo conjunto aberto B C Y for um conjunto aberto em X.

A.2 Analise Real

Definicao A.7. Um conjunto S C R ¢ limitado superiormente quando existe algum b € R tal

que s < b para todo s € S. Neste caso, dizemos que b é uma cota superior de S. Analogamente,



82 A. Apéndice: Conceitos Basicos

S é limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < s para todo s € S. Dizemos que o
niimero a é uma cota inferior de S. Se S é limitado superior e inferiormente, dizemos que S é

um conjunto limitado.

Definicao A.8. Seja S C R. Se S for um conjunto limitado inferiormente, dizemos que a € R é
o infimo do conjunto S quando é uma cota inferior de S e a > d’ para toda cota inferior a’ de
S. Analogamente, se S for limitado superiormente, o elemento b € S é o supremo do conjunto S

quando é uma cota superior de S e b < b’ para toda cota superior b’ de S.

Teorema A.9. Sejam S,T C R ndo vazios e A um niimero real. Valem as seguintes afirmagoes:

i) Se S eT sdo limitados inferiormente entdo S+ T é limitado inferiormente, sendo inf(S +
T)=infS+infT.

ii) Se S e T sdo limitados superiormente entdo S+ T é limitado superiormente, sendo

sup(S+T) =supS—+supT.

iii) Se S é limitado inferiormente e A > 0 entdo AS ¢ limitado inferiormente, sendo inf(AS) =
AinfS.

iv) Se S é limitado superiormente e A > 0 entdo AS é limitado superiormente, sendo
sup(AS) = AsupS.

v) Se S é limitado inferiormente e A < 0 entdo AS é limitado superiormente, e se tem
sup(AS) = AinfS.

vi) Se S é limitado superiormente e A < 0 entdo AS é limitado inferiormente, e se tem
inf(AS) = AsupS.

Demonstragcdo. A demonstragdo deste resultado pode ser encontrado nas Referéncias [4] e [[13].
[

Definicao A.10. Uma funcdo f : X — R diz-se limitada quando sua imagem f(X) é um conjunto

limitado. Escreve-se, as vezes, de modo abreviado:

infx f, supy f

para denotar respectivamente, o infimo inf f(X) e o supremo sup f(X) da imagem f(X) =
{f(x) : x € X} de X pela fungdo f.

Teorema A.11. Sejam X um conjunto ndo vazio, f,g: X — R fungdes limitadas e . € R. Entdo,

valem as seguintes afirmagoes:

i) Asoma f+gde f e g élimitada, valendo infx f +infy g <infx(f+g) <supy(f+g) <
supy f +supy g.

ii) O produto \f de f pelo niimero A é limitado.
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iii) Tem-se infx (Lf) = Ainfy f e supy (Af) = Asupy f se A > 0.
iv) Tem-se infx (ALf) = Asupy f e supy(Af) = Ainfy f se L < 0.

Demonstragdo. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada nas Referéncias [4] e [[13].
]

Definicao A.12. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R (n=1,2,...) converge simplesmente
para a fungdo f : X — R quando, para todo x € X, a sequéncia de niimeros fi(x),..., f,(x),...
converge para f(x).

Assim, lim,, e f, = [ simplesmente em X quando, dados € > 0 e x € X, existe ngp € N
(dependendo de € e x) tal que, se n > ny, entdo |f,(x) — f(x)| < €.

A3 Algebra Linear e Analise Funcional

Definicao A.13. Um espaco vetorial é uma estrutura algébrica constituida por um corpaEI Ke

por um conjunto ndo nulo 'V tal que:

1) Quaisquer dois elementos u,v € V unicamente determinam um terceiro elemento u+v €

V chamado soma de u e v tal que

i) u+v=v+u (comutatividade);
ii) (u+v)+r=u+ (v+r) (associatividade);

iii) existe um elemento 0 € V, chamado nulo, com a propriedade de que v+ 0 = v
VveV;

iv) paratodov eV, existe u €V tal que v+u = 0.

2) Qualquer o. € K e qualquer elemento u € V unicamente determinam ou € 'V, chamado

produto de o. e u tal que

i) o(Bu) = (aP)u, a,P € K;

i) lu=u;
3) As operagoes de adigcdao e multiplicacdo obedecem duas leis distributivas:

i) (a4 P)u=ow+Pu

ii) o(u+v) =ow+av.

Se V satisfizer todas as propriedades acima, dizemos que V é um espaco vetorial (sobre K).

'Um corpo K é um conjunto onde estio definidas as operacdes de soma e multiplicacio com as propriedades
usuais. Os conjuntos dos nimeros racionais e dos nimeros reais sdo exemplos de corpos.
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Definicao A.14. Seja W um subconjunto ndo vazio de um espago linear V. Dizemos que W é

um subespago linealﬂ de 'V se forem satisfeitas as seguintes condicoes:
i) 0ew;
ii) Seu,ve W entdou+veW;
iii) Se u € W entdo au € W para todo o € R.

Definicao A.15. Dizemos que os elementos vi,va, ..., v, de um espaco linearV sdo linearmente

dependentes se existirem reais o, B, ..., A, ndo todos nulos tal que
o +Pva+...+Av, =0

Se a equacdo acima implicar que oo =B = ... = A =0, os elementos vi,vy,...,v, sdo ditos
linearmentes independentes.
Os elementos de um subconjunto infinito W C V sdo linearmente independentes se os ele-

mentos de cada subconjunto finito de W sdo linearmente independentes.

Definicao A.16. Seja V um espaco linear e vy, ...,v, elementos de V. Dizemos que um elemento

v € V é uma combinagdo linear dos elementos vy, ...,v, se existirem reais ., P, ..., \ tais que
v=0ow;+Pva+--+Av,.

Definicao A.17. Seja W um subconjunto de um espaco linear V. O subespago gerado por W é
o conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos W. Quando este conjunto é o proprio

V, dizemos que W gera 'V ou é um conjunto gerador de V.

Definicao A.18. Uma base de um espago linear V é um subconjunto B C W, linearmente inde-

pendente, que gera V.

Definicao A.19. Uma funcdo real L definida em um espaco linear V é chamada funcional (em
V). Ela é aditiva se

L(u+v)=L(u)+L(v)
para todo u,v € V, e homogénea se
L(ow) = aL(u)
para todo niimero real O.

Definicao A.20. Um funcional aditivo e homogéneo é chamado funcional linear. Se a funcdo L

é continua, dizemos que o funcional L é continuo, caso contrdrio dizemos que L é descontinuo.

Definicao A.21. Um funcional L definido em um espaco linear V é chamado de sublinear se

Note que todo subespago vetorial W de um espaco vetorial V é ele préprio um espaco vetorial.
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1) L(ow) = aL(v) para todov €V e todo a. > 0;
2) L(u+v) < L(u)+ L(v) para todo u,v € V.

Definicao A.22. Dado um espaco linear V e um subespago Vo C 'V, seja Ly um funcional linear
definido em V. Um funcional linear L no espago geral V é chamado uma extensdo do funcional

Lo se L(u) = Lo(u) para todo u € Vj.

Teorema A.23 (Teorema de Hahn-Banach). Seja L um funcional sublinear definido em um
espaco linear real V e Vo um subespaco de V. Seja Ly um funcional linear definido em V)

satisfazendo a condigcdo

Lo(u) < L(u) (1.1)

em Vy. Entdo Ly pode ser estendido a um funcional linear L satisfazendo a condigdo (I.1) em

todo espaco'V.

Demonstracdo. Assuma que Vy # V porque, caso contrdrio, basta tomar L; = Ly.

Nosso objetivo € mostrar que Lo pode ser estendido para o espaco V sem violar a condicao

(L.I).
Seja v um elemento qualquer de V N (Vp)¢ e seja M,, o subespaco gerado por Vj e o elemento

v, isto €, o conjunto
M, ={u+hv:ueVy,AecR}.
Se Ly, € a extensdo de Ly em M,, nés devemos ter
Ly, (u+Av) = Lo(u) + ALy, (v) ou
Ly, (u+Av) = Lo(u) + e

sendo Ly, (v) = c.
Agora verifiquemos para quais valores de ¢ a condi¢@o Ly, (u+Av) < L(u+ Av) € satisfeita,

ou seja,

Lo(u) +Ac < L(u+M\v). (1.2)

Se A > 0, (1.2)) equivale a

ou

ch(z—i—v)—Lo(—). (1.3)
E se A <0, (1.2) equivale a
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ou

cZ—L<—%—v>—L0 (%) (1.4)

Agora devemos mostrar que existe sempre um valor ¢ que satisfaz (I1.3) e (T.4). Sejam r; e

rp elementos quaisquer de Vp. Entdo, pela condigdo (I.1) e a sublineariedade de L, temos
Lo(ry) —Lo(r1) < L(ry—ry) =L[(r+v)—(r1+Vv)] <L(ra+v)+ L(—r1 —v),

e entao

—L()(rz) —|—L(r2+v) > —L()(rl) —L(—r1 —V). (1.5)

Definindo

c|] = suprl{—Lo(rl) —L(—r1 —V)}

) = inf,z{—Lo(rz) —}-L(I”z + V)},

temos que ¢, > ¢ (segue de (I.5)) e do fato de r| e r, serem arbitrérios). Portanto, escolhendo
c tal que c3 > ¢ > ¢y , o funcional Ly, definido em M,,, satisfaz (I.1).

Para completar a prova, assuma inicialmente que V é gerado por um conjunto enumerdavel
de elementos v{,v;,... de V. Entdo, construimos um funcional em V por inducdo, ou seja,

construindo uma sequéncia de subespacos

Vi={Vo,vi},Va={Vi,m},...,

cada um contendo o precedente. Aqui, {Vi, v} denota o subespaco gerado por Vi e vy 1. Este
processo estende o funcional por todo o espaco V desde que todo elemento de v € V pertenga a
algum subespaco L.

Se ndo existe conjunto enumerdvel que gera V, o teorema é demonstrado usando o Lema de

Zorn e inducao transfinita. Ver Referéncia [7]). O

A.3.1 O Teorema do Hiperplano Separador

Definicdo A.24. Sejam B = (B1,...,Bn) € R"\ {0} e c € R. O conjunto

H(B,c) = {y € R"| iﬁm = (B,y) = C} :

€ denominado hiperplano (no R") que passa por c.

Definicao A.25. Um subconjunto C C R" é convexo se, e s se, paratodoxeycCe (<t <1
temos tx+ (1 —t)y € C.
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Propriedade A.26. Um conjunto K € R" é compacto quando é limitado e fechado.

Teorema A.27 (Teorema do Hiperplano Separador). Seja K, C dois conjuntos convexos dis-
juntos de R" e suponha que K é compacto. Entdo existe um funcional linear L : R" — R e um

niimero real o. € R tal que

Lx)>a YxekK
Lix)<a YxeC

Demonstracdo. A Demonstracdo deste resultado pode ser encontrado a partir da pagina 8 da
Referéncia [14]. OJ

Corolario A.28. Suponha que K é um subconjunto compacto convexo de R" e que W é um

subespaco linear com KNW = 0. Entdo existe um vetor ® € R" tal que

T'w=0VweW
k>0 Vkck,

onde T'" denota o transposto de T.

Demonstracdo. A demonstragdao deste Coroldrio pode ser visto a partir da pagina 10 da Refe-
réncia [14]]. ]

A.3.2 O Teorema do Posto

Teorema A.29 (Teorema do Posto). Consideremos um sistema linear com m equacoes e n
incognitas AX = B, onde A é a matriz dos coeficientes, X ¢ a matriz das incognitas e B é a
matriz dos termos independentes. Sejam pap o0 posto da matriz ampliada do sistema e ps o

posto da matriz dos coeficientes do sistema. Entdo

e O sistema é possivel se, e somente se, Pap = Pa
e O sistema é possivel e determinado se pap = pa = n.

e O sistema é possivel e indeterminado se psp = pa < n. Neste caso, n — pa é o niimero de

incognitas livres do sistema, ou seja, incognitas que podem assumir qualquer valor real.

Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada na pagina 49 da Referén-
cia [8]]. ]
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A.4 Teoria de Probabilidades

Considere um experimento aleatorio, ou seja, um experimento cujo resultado é desconhe-

cido.

Definicao A.30. Dado um experimento aleatorio, o conjunto de todos os resultados possiveis

desse experimento, o qual denotaremos por L, é denominado espago amostral.

Nos capitulos posteriores, nos referiremos ao espaco amostral como sendo o espaco de

estados da natureza ou de espaco de estados.

Exemplo A.31. Considere o lancamento de uma moeda honesta e que estamos interessados em
saber se o resultado é cara ou coroa. Temos que tal experimento é aleatorio uma vez que ndo
sabemos, antes de realizd-lo, qual é o resultado. Contudo, sabemos que os resultados possiveis

sdo cara ou coroa. Assim, Q = {Cara, Coroa}.

Definicao A.32. Seja Q um conjunto ndo vazio. Uma 6—dlgebra de Q é uma colecdo F de

subconjuntos de Q tal que
i)0ec F;
ii) SeAc F,entdoA“=Q—Aec F;
iii) Se A1,Az,... éuma colegdo enumerdvel de elementos de F, entdo U, _|A, € F.
O par (Q, F) é chamado espago mensurdvel.

Definicao A.33. Na Teoria de Probabilidades, os elementos de uma G—dlgebra sdo chamados

de eventos aleatorios ou simplesmente eventos.

Se um experimento aleatdrio tem um conjunto de possiveis resultados €2, entdo dizemos que
o evento A C Q ocorreu se o resultado ® € Q de tal experimento pertence a A. Informalmente,
os eventos que pertencem a uma 6—algebra sdo aqueles que podemos decidir se ocorreram ou
ndo dada a informacdo disponivel sobre experimentos ja realizados. Desse modo, podemos

dizer que c—algebras modelam informacao.

Exemplo A.34. Se Q é um conjunto ndo vazio de resultados possiveis de um experimento, en-
tdo, {0,Q} e o conjunto das partesE| de Q, o qual denotaremos por P(Q) sdo, respectivamente,
a menor e a maior 6— dlgebras de . A primeira corresponde a ndo ter informag¢cdo nenhuma,
ou seja, sabe-se apenas que um dos resultados possiveis pode ser observado enquanto que a
tiltima contém toda informagdo referente ao resultado do experimento, ou seja, tudo é observd-

vel.

Definicao A.35. Considere o conjunto R dos niimeros reais. A menor 6—dlgebra que contém

todos os intervalos abertos de R é chamada 6—dlgebra de Borel e é denotada por ‘B.

3Dado um conjunto €, o conjunto formado por todos os subconjuntos de Q é chamado conjunto das partes de Q.
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A o—adlgebra de Borel € a c—algebra natural com a qual trabalhar quando se trata de R.
Pense em termos de um experimento aleatério, como escolher um nimero da reta real. Tal
c—4dlgebra é capaz de responder as questdes mais bésicas que podem ser feitas a respeito de

tais experimentos. Isso ficara claro no préximo exemplo.

Exemplo A.36. Considere um experimento aleatorio que corresponde a selecionar um niimero
X pertencente a R. Imagine que queremos saber se X estd entre niimeros reais quaisquer a e
b. Como o conjunto aberto (a,b) estd em ‘B, podemos decidir se (a,b) ocorreu ou ndo. Se ele
ocorreu entdo X estd entre a e b, caso contrdrio ndo.

E se quisermos saber se X > a ? A visualizacdo do evento |a,o) como um conjunto de
1

Borel é como segue: para cadan € N, note que B, = (a— ,,,%) é uma unido enumerdvel dos
intervalos abertos B, = J; (a — %,k). Portanto, cada B, € B. Agora, |a,~) =), B, é uma
intersecdo enumerdvel de elementos de ‘B e portanto também pertence a ‘B. Assim, também
conseguimos responder a essa pergunta.

As demais perguntas que podem ser feitas com relag¢do ao valor de X em R também podem
ser respondidas através da 6—dlgebra de Borel, o que a faz ser a mais natural, visto que
qualquer outra 6—dlgebra que contenha todos os intervalos possiveis de R e, portanto, possa

responder todos esses tipos de perguntas, deve conter todos os elementos de ‘B.

Observacao A.37. Sejam F e G duas 6—dlgebras definidas num mesmo espago amostral. Se
F C G dizemos que G é mais fina do que F. Segue que G contém mais informagdo do que F,
visto que possui mais eventos. Isso significa, informalmente, que G pode “responder” a mais

perguntas do que F.

Definicdo A.38. Suponha que (Q, F) é um espaco mensurdvel. Uma funcdo Q : F — [0,1] é
uma medida de probabilidade em (Q, F) se:

i) Q(Q) =1

ii) Se A1,Ay,..., Ay, ... é uma familia enumerdvel de elementos de F os quais sdo dois a

dois disjuntos (isto é, A,NA,, = 0 se n # m), entdo

Q UAn :ZQ(An)
n=1 n=1

Dizemos que Q é 6—aditiva.
A tripla (Q, F,Q) é chamada espago de probabilidade.
Definiciao A.39. Dizemos que evento A € F tem medida nula se Q(A) = 0.

Definicio A.40. Suponha que (S, A) e (T,B) sdo espacos mensudveis. Uma funcdo f:S — T

é dita 4/ B— mensurdvel (ou simplesmente mensurdvel) se, e somente se,

VBcB= f1(B)={scS|f(s) €B} c A



90 A. Apéndice: Conceitos Basicos

Definicdo A.41. Seja (Q,F,Q) um espaco de probabilidade. Uma varidvel aleatoria é uma

fungdo
X:(QF)— (R,B),
que é F | B—mensurdvel.

Teorema A.42. Somas e produtos de funcoes mensurdveis sao mensurdveis.

Demonstragdo. A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada na pagina 30 da referéncia
[20]. ]

Corolario A.43. Somas e produtos de varidveis aleatorias sdo varidveis aleatorias.

As funcoes indicadoras sio uma classe especial de varidveis aleatérias. Se A C Q, defini-

mos a fun¢do indicadora IAEI por

I (0)) 1 semeA
A = )
0 se caso contrario.

Definicao A.44. Seja X : Q — R uma funcdo real. Definimos a 6—dlgebra gerada por X,
denotada por 6(X) pela familia

o(X)={X"Y(B)|Be B}.

Similarmente, dada uma familia X de funcoes de Q em R, definimos a 6—dlgebra gerada

por todos os eventos X~ '(B), onde X € X e B € B, a qual denotamos por 6(X).

A.4.1 Probabilidade Condicional

Suponha que lancemos dois dados. Suponha também que cada um dos 36 resultados pos-
siveis sejam equiprovaveis, ou seja, tenham a mesma probabilidade de ocorrer. Assim, para
cada o € Q, em que Q é formado pelos 36 resultados possiveis, Q(®) = %. Além disso, diga-
mos que o primeiro resultado seja 3. Entdo, dado que conhecemos essa informacdo, qual € a
probabilidade de que a soma dos dois dados seja igual a 8?

Para calcular essa probabilidade, devemos pensar do seguinte modo: sabendo que saiu o
numero 3 no primeiro dado, existirdo no miximo seis resultados possiveis para 0 nosso expe-
rimento, os quais sdo (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6). Como cada um desses resultados
tinha originalmente a mesma probabilidade de ocorréncia, os resultados deveriam continuar
a ter probabilidades iguais. Isto é, se o primeiro lancamento resultou em 3, a probabilidade
(condicionada a esse fato) de cada um dos seis resultados possiveis é %, enquanto que a pro-
babilidade (também condicionada) dos outros 30 outros eventos do espaco amostral ¢ 0. Com

isso, a probabilidade desejada serd igual a %.

“Note que I : (Q, F) — (R, B) é uma varivel aleatéria se, e somente se, A € F.
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Se A e B representam, respectivamente, o evento em que o primeiro dado € 3 e o evento
em que a soma dos dados € 8, entdo a probabilidade que acabamos de obter é chamada de
probabilidade condicional de que B ocorra dado que A ocorreu e é representada por P(B | A).

No caso geral, se um evento qualquer A ocorrer, entdo, para que um outro evento B ocorra
€ necessdrio que a ocorréncia real seja um ponto tanto em A quanto em B, isto &, ele deve estar
em AN B. Assim, como sabemos que A ocorreu, tem-se que A se torna nosso novo, e agora
reduzido, espagco amostral. Com isso, a probabilidade de que o evento A N B ocorra serd igual a

probabilidade de A N B relativa a probabilidade de A. Formalmente, temos a seguinte defini¢do.

Definicdo A.45. Se A e B sdo eventos e Q(A) # 0, definimos a probabilidade condicional de B
dado A por

QO(ANB)
0(A)
Se (Q,F,0) é um espago de probabilidade, e se A € F com Q(A) > 0 , entdo
(Q,F,0(-|A)) é também um espaco de probabilidade.

O(B[A) =

A.4.2 Esperanca e Esperanca Condicional

Definicao A.46. Uma varidvel aleatoria X é dita discreta se o niimero de valores possiveis

para X for enumerdvel.

Observacao A.47. Em palavras, uma varidvel aleatéria discreta so pode assumir, no mdximo,

um niimero enumerdvel de valores possiveis x1,xy,. ...

Definicao A.48. Se X é uma varidvel aleatoria discreta com medida de probabilidade Q, entdo

a esperanga ou valor esperado de X, denotada por E(X), é definida por
E(X)=) xj0(4)),
j=1

em que cadaAj € F.

Em palavras, a esperanga de X é uma média ponderada dos possiveis valores que X pode

receber, com cada valor sendo ponderado pela probabilidade de que X seja igual a esse valor.

Teorema A.49. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias discretas. Entdo as seguintes sentencas

sdo veridicas:
i) Se E(X) >0, entdo existe A€ F com Q(A) > 0 tal que X(®) > 0 para todo ® € A;
ii) E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y) para quaisquer a,b € R.

Demonstragdo. O item (i) segue diretamente da Defini¢do J4 a demonstracéo do item
(i) pode ser encontrada na pagina 67 de [16]]. O
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Definicao A.50. Seja X uma varidvel aleatoria discreta. A esperanca condicional de X dada

uma 6—dgebra G C F, denotada por E(X | G) é uma varidvel aleatdria discreta Z satsifazendo
i) Z é G/B—mensurdvel;

ii) Paratodo F € G,
E(XIp) = E(ZIF).

Teorema A.51. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias discretas, G C F e a,b,c € R. Entdo
i) E(E(X | §)) = E(X);
ii) E(aX+bY | G) =aE(X | G)+bE(Y | G):
iii) Se X é G—mensurdvel, entio E(X | G) =X;
iv) E(c| G) = c paratodo c € R;
v) E(X |{0,Q}) =E(X).

Demonstragdo. As demostracdes das propriedades acima podem ser encontradas a partir da
pagina 471 da Referéncia [6]. [

A.S5 Particoes e c—Algebras

Quando lidamos com espagos amostrais finitos € mais interessante pensarmos em termos
de particoes do espaco amostral do que propriamente c—algebras. As particdes podem ser
pensadas como uma colecao de conjuntos que dividem o espaco amostral em “blocos”. Formal-

mente, temos a defini¢do a seguir.

Definicao A.52. Seja Q um conjunto ndo vazio e finito. Uma cole¢do Ay, ..., A, de subconjuntos

ndo vazios de Q é chamada uma parti¢ao de Q se:
i) todo ® € Q pertence a um tinico A;, isto é, AiNA; =0 se i # j,
ii) AjU...UA, = Q.

A partir de agora apresentaremos alguns resultados a fim de pensarmos apenas em termos
de parti¢cdes do espaco amostral. O primeiro resultado que apresentaremos define uma outra
colecdo de conjuntos, denominado dlgebra, que € de certo modo mais fraco que o conceito de

c—4lgebra.

Definicao A.53. Seja Q um espaco amostral. Uma colecdo C de subconjuntos de Q é uma

dlgebra se

i) Qe
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ii) SeA,Be C, entdo AUB € C;
ii) Se A € C, entdo A € C.

Observacao A.54. Observe que a diferenca entre dlgebras e 6—dlgebras consiste na exigén-
cia que a unido enumerdvel de elementos dessa (e portanto interseccdo enumerdvel também)
esteja na colecdo, enquanto que numa dlgebra so exigimos que as unioes finitas (e portanto
intersecgoes finitas) de elementos da colegcdo pertencam a mesma. Contudo, quando nosso

espaco amostral Q € finito, dlgebras e G—dlgebras sdo exatamente o mesmo objeto.

Definicao A.55. Seja Ay,...,A, uma particdo de um conjunto finito e ndo vazio Q. A cole¢do
formada pelas unides de finitos Als é uma dlgebra, denominada algébra gerada pela particio
Al,... Ay

Teorema A.56. Toda dlgebra C em um espaco amostral finito Q é gerada por uma tinica par-

ticdo de Q. Em outras palavras, existe uma bijecdo entre dlgebras e particoes.

Demonstrag¢do. Observe inicialmente que, dada uma particdo A = {Ay,...,Ax} de um espago

amostral finito €, a 4lgebra (e, portanto, c—algebra) gerada por essa particdo €

o(A) = {UAk,I C {1,...,1{}} ,

kel

ou seja, o conjunto de todas as unides possiveis de elementos da particao 2.

Seja F uma algebra sobre Q. Como Q € finito segue que ¥ € finita. Defina
A={Ac F|A#0e(ANF=00uANF =A)paratodo F € T},

a qual denominaremos de classe dos dtomos. Temos que 2l # 0. De fato, suponha que 2 =
0. Assim, paratodo A #0, A€ ¥, existe F € F talque ANF #0 e ANF # A, ou seja,
todo subconjunto nio vazio de 2{ teria um subconjunto ndo vazio e préprio. Se aplicdssemos
esse raciocinio repetidas vezes, concluiriamos que todo subconjunto ndo vazio teria infinitos
subconjuntos préprios, o que contradiz o fato de # ser finita. Portanto 2l € ndo vazia.

Além disso, para quaisquer A;,A; € 2, A;NA; =0 parai # j. De fato, se i # j, temos pela

Defini¢do do conjunto 2l que,

(AiﬁAj) ﬂA,‘:AiﬂAj: ou

(AiﬁAj) ﬂAj :AiﬁAj = ou
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Se AiNA; # 0 parai+# j, terlamos A; = A;, o que é um absurdo. Portanto, A;NA; =0 se i # j.
Ainda, a unido de todos os conjuntos A € 2l € igual a Q. De fato, como ¥ ¢ finito, segue que
A={Ay,...,Ax} ese AjUAU---UAg # Q, segue que o conjunto Q\ (Aj UAU---UAg) ¢
2l possuiria uma infinidade de subconjuntos préprios ndo vazios, o que € uma contradi¢do.
Portanto, Aj U---UAg = Q. Desse modo, segue que 2 é uma particao de Q.
Mostremos agora que ¥ = o(2(). Note que, para F € F,

F=(FNA)U(FNA)U---U(FNAg).

Como, pela Defini¢do de 2, FNA; € 0 ou A;, segue que F € uma unido disjunta de elementos de
2, isto é, F € 6(2A). Além disso, 2l € a tinica parti¢do de Q tal que F = c(2(). De fato, suponha

que exista uma outra particdo de €, denotada por A’ = {A},... A}, tal que
F=oc®)=0c(2).

Entdo, paratodoi=1,...,K, existe J; tal que

A=) A
JEJi
Como cada A’j € um subconjunto ndo vazio de A; e A; é um dtomo, segue que A} =A;, e entdo
J; é unitdrio. Assim, podemos definir J; = {r(i)},i = 1,...,K. Portanto, 2l C 2, 0 que implica
20 =2A'. Portanto, existe uma bijegdo entre dlgebras (e portanto c—4algebras) e parti¢des quando
Q ¢é finito.
[

A partir da Observacao [A.54] e do Teorema [A.56] mostramos que cada particdo gera uma
unica algebra e, portanto, uma tinica 6—4algebra. O proximo resultado € muito importante e sera

bastante utilizado na Parte I do trabalho.

Teorema A.57. Sejam Q um espaco amostral finito, A uma particdo de Q, F = o(2l), B a
G—dlgebra de Borel em R e X : Q — R. Entdo X é F / B—mensurdvel se, e somente se, X é

constante em cada A € .

Demonstragcdo. Suponha que X seja mensurdvel e que existam ®p,® € A, para algum A € 2
com ] # @ tais que X (®;) = x; # xp = X(®,). Como a c—algebra em R é a —dlgebra de
Borel, segue que B] = {x1} € Be By = {x2} € B. Temos que

o €ANX1(By)

w €ANX1(By).

Assim, como X é mensurdvel por hipétese, temos que X~ (B;) contém A porque X~ (B) € F.
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Contudo, 0, ¢ X ~1(B1) e @ € A, 0 que é uma contradigio. Portanto, se X é mensuravel segue
que € constante em cada elemento da particao.
Reciprocamente, suponha que X seja constante em cada A; € 2, i =1,...,K, e que assuma

o valor x; em A;. Seja B € ‘B. Entdo,

X'B)= |J Aie¥F.

i|x;€B

Portanto, X é ¥ /B—mensuravel. ]

A.5.1 Esperanca Condicional dada uma Particao

Seja (Q, F,Q) um espaco de probabilidade e 2 = {Aj,...,Ax} uma parti¢do de Q, em
que Q(A;) > O paratodoi=1,...,K. Seja ainda F € F um evento e Q(F | A;) a probabilidade
condicional de F dado A;.

A um conjunto de probabilidades condicionais {Q(F | A;) | i=1,...,K}, podemos associar

a variavel aleatdria

M=

O(F |)(w) = ) O(F |Aj)lx,(0), ® € Q,

1

~.

que assume o valor Q(F | A;) em A; parai=1,... K.

Definicao A.58. A varidvel aleatoria Q(F | ) é a probabilidade condicional do evento F € F
dada a partigdo 2.

Diante disso, podemos definir a esperanga de uma varidvel aleatéria condicionada a uma

particdo como segue.

Definicio A.59. Considere o espaco de probabilidade (2, F,Q) e seja X uma varidvel ale-

atoria que asume os valores xi,...,x,. A esperanca condicional de X dada a particdo finita
A={Ay,...,Ax} de Q é definida como

EX | = ZXIQF’QO

emque F; ={0 e Q| X(0) =x;}.

Observe que a esperanga condicional E[X | 2] é uma varidvel aleatéria. Além disso, para
todo ® € A;, temos que E(X | A)(0) = L%, x;0(F; | A;). Como consequéncia, segue que a

esperanca condicional de X dado um elemento A; da particéo 2, denotada por E[X | A;], é

N _E[XIy)

N

Il
—_

EX |2)(0) =Y EX|A)(0), oc.
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Teorema A.60. Seja (2, F,Q) um espago de probabilidade e X uma varidvel aleatdria discreta

com E(X) < oo. Se G =0(2l), em que 2 é uma parti¢do de Q, entdo

E(X|G)=EX|A).
Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada na pdgina 215 da Refe-
réncia [[18]]. ]

Teorema A.61. Sejam X e Y varidveis aleatorias discretas, a,b € R, X. = ¢ uma fungdo cons-

tante e 2l uma particdo finita de Q. Entdo as seguintes propriedades sdo satisfeitas.
i) E(aX +bY | ) =aE[X | A] +bE[Y | Al;
i) E(X | Q) =E(X);
iii) E(c|2) =c¢;
iv) Se X = Ip(®). Entdo E(X | 1) = Q(F | A);
v) E(E(X |20)) = E[X].

Demonstragcdo. As demonstragdes das propriedades listadas acima podem ser encontradas a

partir da pagina 77 da Referéncia [18]]. [

Teorema A.62. Sejam X uma varidvel aleatoria discreta e Y uma varidvel aleatoria mensurdvel

com respeito a 6(2A). Entdo, temos que
EXY |A] =YE[X | 2].

Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrado a partir da pigina 215 da
Referéncia [18]]. L]

Teorema A.63. Considere 21, e Uy partigdes de Q tais que 6(A;) C 6(2(2). Para toda varidvel

aleatoria discreta X, temos que
EIE(X | 20) [ 2:)(0) = E[E(X [2) | 20](0) = E(X |2)(0), 0 € Q.

Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrado a partir da pagina 215 da
Referéncia [18]]. ]

A.6 Processos Estocasticos e Filtracoes

Definicdo A.64. Suponha que (2, F,Q) é um espaco de probabilidade. Uma sequéncia ndo

decrescente

FoChHC-CHhC--CF

de 6—dlgebras em Q é chamada uma filtragao.
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Definicdo A.65. Um processo estocdstico em tempo discreto (X' )i=o0,...,T € uma sequéncia de

varidveis aleatorias definidas no mesmo espago amostral 2.

Definicdo A.66. Um processo estocdstico (X')i—o,... T ¢ adaptado a filtracdo F = { o, ..., Fr}

se cada varidvel aleatéria X' é F; | B—mensurdvel.

A.7 Martingales

Os martingales sdo objetos muito importantes na Teoria de Probabilidades e para o Modelo
de Precificacdo com Finitos Periodos, que trataremos na Parte I, tais objetos se tornam indis-
pensdveis. A seguir definiremos tais objetos e apresentaremos alguns resultados que serdo tteis

no decorrer do texto.

Definicio A.67. E] Um processo estocdsticoY = (Y, |n € N), em que N={0,1,...}, é chamado

martingale com respeito a filtracdo F,, n € N se, e somente se,
i) ParatodoY,, E(Y,) existe e é finito;
ii) Y é adaptado a filtracdo F,, n € N;
iii) E(Yyt1 | Fn) =Y, para todo n € N.

Teorema A.68. Sejam X e Y dois martingales com respeito a uma mesma filtracdao F,, n € N.

Entdo X +Y também é um martingale com respeito a tal filtracdo.

Demonstragdo. De fato, segue do item (ii) do Teorema e do fato de X e Y serem martin-

gales que
E<Xn+Yn | :Fn—l) :E(Xn | .{Fn—l)"f’E(Yn | jjn—l) :Xn—l +Yn—l~

Portanto, X +Y € um martingale.
]

Teorema A.69. Seja Y = {Y, | n € N} um processo estocdstico discreto, em que cada F,, n € N

é gerada por uma particdo de Q. Entdo Y é um martingale se, e somente se,
E (X, | %) =X
para qualquer s < n.

Demonstracdo. De fato, suponha que E (X, | #5) = X, para qualquer s < n, entdo, tomando

s =n— 1, temos que X € um martingale.

>Observe que podemos tomar como conjunto de indices do processo estocdstico acima um subconjunto finito de
N={0,1,...} e a generalizagiio da defini¢éo nfo traz nenhum problema.
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Reciprocamente, suponha que X é um martingale, ou seja, E (X, | Fn—1) = Xj—1. Assim,
pelo Teorema[A.63] temos que

EXo| Fs) = E(EXa | Fa1) | F5) = E (Xn1 | F5)-

Usando indugdo finita temos que
E (X, | F5) = X;.

O

Definicdo A.70. Um processo estocdstico C = {C, | n € N} é previsivel com respeito a filtragdo

Fn se cada C,, é F,,_1—mensurdvel, paran > 1.

Definicao A.71. Se C é um processo estocdstico previsivel e Y é um processo adaptado (ambos
com respeito a uma mesma filtracdao F,,, n € N), entdo a transformagdo martingale de Y por C
é o processo W dado por

Wo=0

n
W, = Z Ce(Yr — Y1) sen > 0.
k=1
O processo W serd geralmente denotado por CY e W, por (CY ),.

Teorema A.72. Suponha que Y é um martingale e que C é um processo previsivel limitado.

Entdo CY é um martingale.

Demonstrag¢do. Seja W = CY. O fato de que C € limitado e que para cada Y, E(Y,) existe e é

finita implica que E(W,,) existe e ¢ finita. Entdo

n+1 n
Wort =Wa =Y G(Yi— Y1) = Y, G(Yi —Yi1)
k=1 1
=[CiY1—Yo)+ - +Ca(Yy—Yuo1) + Cop1 (Ynr1 — Y)| — [C1(Y1 = Yo) + -+ + Co(Yn — Y1)
- n+l(Yn+1_Yn)~

Usando o fato de que Y, e Cy,+| sdo F,— mensurdveis, vemos que

E[Wn—H _Wn|.¢n] = Cn—l—lE(YrH—I _Yn ’ ’{]:n)
= Cp 1 [E(Ypt1 | Fu) —E(Yu | Fn)]
= Cot1[E[Yar1| Fa] — Ya]
=0.

Assim, temos que
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E[Wn—H |’¢n] _E[Wnlﬁt] =0
S EWpi1 | ] = Wy = 0
:>E[Wn+1’};1] =W,

Portanto, CY € um martingale.
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