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“Just the place for a Snark!” the Bellman cried,
As he landed his crew with care;
Supporting each man on the top of the tide

By a finger entwined in his hair.

“Just the place for a Snark! I have said it twice:
That alone should encourage the crew.

Just the place for a Snark! I have said it thrice:
What I tell you three times is true.”

(The Hunting of the Snark, Lewis Carroll)






Resumo

O tema de pesquisa deste projeto sao os grafos k-fluxo-criticos, grafos que nao admitem
k-fluxo, mas que apds a contracao de um par de vértices, adjacentes ou nao, passam
a admitir um k-fluxo. Dentre estes, nos concentraremos no estudo de snarks, que sao
grafos cubicos que nao admitem 3-coloracao de arestas, e tampouco 4-fluxo, dado que
Tutte demonstrou que um grafo ciibico admite 3-coloracao de arestas se e somente se
admite 4-fluxo. Diversas conjecturas famosas podem ser reduzidas a snarks, fato que
motiva muito estudo da estrutura de tais grafos. A Conjectura dos 5-Fluxos de Tutte, a
qual afirma que todo grafo 2-aresta-conexo admite um 5-fluxo é uma destas. Em 2013,
Brinkmann, Goedgebeur, Hagglund e Markstrom conseguiram gerar computacionalmente
todos os snarks com até 36 vértices. Silva, Pesci e Lucchesi observaram que todo snark
4-fluxo-critico admite 5-fluxo, e que os snarks nao 4-fluxo-criticos tém um snark 4-fluxo-
critico como minor. Essa observacao abre uma nova abordagem na tentativa de resolucao
da Conjectura dos 5-fluxos de Tutte. Este trabalho é um inicio de pesquisa segundo essa
nova abordagem buscando identificar entre os snarks de até 36 vértices quais sao os snarks

4-fluxo-criticos.

Palavras-chaves: Snark. Conjectura dos 5-Fluxos. k-fluxo-critico.






Abstract

The main theme of this dissertation are the k-flow-critical graphs, which are graphs that
do not have a k-flow but once any two vertices (either adjacent or not) are identified
the smaller graph thus obtained has a k-flow. Amongst those, we focused our study on
snarks, which are cubic graphs that do not have a 3-edge-coloring, nor a 4-flow, as Tutte
showed that a cubic graph has a 3-edge-coloring if and only if it has a 4-flow. Several
famous conjectures can be reduced to snarks, and such fact motivates the study of the
structure of such graphs. The 5-Flow Conjecture of Tutte, which states that every 2-edge-
connected graph has a 5-flow is one of them. In 2013, Brinkmann, Goedgebeur, Hégglund
and Markstrom generated all snarks of order at most 36. Silva, Pesci and Lucchesi observed
that every 4-flow-critical snark has a 5-flow and that every non-4-flow-critical snark has a
4-flow-critical snark as a minor. This observation allows a new approach to try to resolve
Tutte’s 5-Flow Conjecture. This work is an attempt to start following this new approach

by identifying which snarks of order at most 36 are 4-flow-critical.

Key-words: Snark. 5-Flow Conjecture. k-flow-critical.
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Introducao

No livro (BONDY; MURTY, 2008) encontramos um trecho de uma carta que
Augustus de Morgan escreveu a William Rowan Hamilton em 1852 propondo o seguinte
problema que, posteriormente, ganhou grande fama e ficou conhecido como o Problema

das Quatro Cores (traducao livre do autor):

“Um dos meus estudantes [Frederick Guthrie, irmao de Francis| me pediu para
explicar um fato que eu nao sabia que era um fato — e ainda nao sei. Ele diz que se
uma figura for dividida de qualquer maneira e os compartimentos forem coloridos de tal
forma que figuras com qualquer porcao de fronteira comum sejam coloridas de maneiras

diferentes — quatro cores podem ser necessarias, mas nao mais....”

Segundo (MCKAY, 2013), a primeira publicacdo de tal problema nao é devida
a De Morgan em 1860 mas sim a um autor somente identificado como “F.G.” em 1854.
Acredita-se que esse autor seja Francis ou Frederick Guthrie. Neste artigo McKay favorece
Francis pois seu irmao, Frederick, teve o cuidado de atribuir a descoberta deste problema

a ele em uma outra publicacao.

Quais seriam essas figuras a que Augustus de Morgan se refere na carta? Podemos
interpretar que seriam grafos desenhados no plano, onde os pontos de cruzamentos de
linhas seriam os vértices, e os trechos das linhas entre dois pontos de cruzamento as
arestas. As porcgoes da figura a serem coloridas seriam as regides do plano delimitadas
por uma sequéncia de linhas, ou seja, as faces. A interpretacdo do termo fronteira pode
ser ambigua. Para que a coloracao seja possivel, uma fronteira, ou aresta no caso de
grafos, nao pode ter dos seus dois lados uma mesma regiao, ou face, caso contrario uma
aresta teria uma mesma cor dos seus dois lados. Tais arestas sao chamadas de arestas
de corte e, quando um grafo nao apresenta arestas desse tipo, ele é dito ser 2-aresta-
conexo. Formalmente, o Problema das Quatro Cores, também conhecido como Teorema

das Quatro Cores, enuncia:

Teorema 1 (Teorema das Quatro Cores) Todo grafo planar 2-aresta-conero possui

uma 4-coloragdio de faces.

Uma k-coloracao de faces é uma atribuicao de no méximo k cores para as faces
de um grafo planar G de forma que duas faces que compartilhem uma mesma aresta nao
tenham a mesma cor. Logo, o Teorema das Quatro Cores estabelece que k = 4 é o nimero

maximo de cores necessarias para k-colorir um grafo planar.

Esse problema desafiou a comunidade cientifica por mais de um século, tempo du-

rante o qual varias tentativas de provas foram apresentadas. Entre as inimeras tentativas
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de provas apresentadas estd a de Tait (TAIT, 1880) que, em 1880, mostrou que encon-
trar uma 4-coloragao de faces de um grafo planar ciibico é equivalente a encontrar uma

3-coloragao de suas arestas.

Uma 3-coloracao de arestas de um grafo ctibico G é uma atribui¢ao de no maximo
trés cores para as arestas de GG de forma que em cada vértice incida exatamente uma
aresta de cada cor, conforme ilustrado na Figura 1; cada tipo de tracejado representa

uma Ccor.

Figura 1 — Grafo 3-aresta-colorido

Fonte: Produzido pelos autores

O Teorema das Quatros Cores é redutivel a grafos ctubicos (veja (SAATY, 1972,
Conjecture Cy)), isto é, demonstra-lo para grafos cibicos implica em demonstrar para
qualquer grafo planar. Todo grafo ciibico e hamiltoniano admite 3-coloracao de arestas e,
como Tait acreditava que todo grafo ctiibico planar era hamiltoniano, ele pensou ter, com
a demonstracao dessa equivaléncia, demonstrado o Teorema das Quatro Cores. Apenas
muitos anos depois, em 1946, Tutte (TUTTE, 1946) encontrou um grafo ctibico planar e
nao hamiltoniano, mostrando assim que a equivaléncia entre os dois problemas, apesar de

muito interessante, nao era suficiente para demonstrar o Teorema das Quatro Cores.

A equivaléncia de Tait suscitou um interesse em encontrar grafos cubicos, mesmo
que nao planares, que nao admitissem 3-coloragdo de arestas. Tais grafos sdo conhecidos
como snarks®. O primeiro snark foi descoberto por Petersen (PETERSEN, 1898) e acabou
ficando conhecido como grafo de Petersen, ilustrado na Figura 2. Quase 50 anos depois,

Blanuga (BLANUSA, 1946) apresentou mais dois snarks, conhecidos como Blanusa snarks.

Em 1948, Blanche Descartes (DESCARTES, 1948) apresentou um outro snark bem
maior, com 210 vértices. Nas décadas seguintes, poucos outros snarks foram descobertos.
A aparente raridade de tais grafos motivou Martin Gardner (GARDNER, 1976) a chamar
tais grafos de snarks se referindo ao poema “The Hunting of the Snark” de Lewis Carroll,
o qual narra a tensa busca de uma criatura mistica, temivel e muito dificil de encontrar
chamada snark. No entanto, na mesma época Isaacs (ISAACS, 1975) apresentou uma

operacao, conhecida como produto interno, que permite construir um novo snark a partir

I Formalmente, a definicdo de snark inclui mais restricées além de ndo admitir 3-coloracio de arestas,

as quais foram omitidas neste ponto para manter a leveza do texto. A definicdo precisa, mais técnica,
é apresentada posteriormente na Segao 1.2.



23

Figura 2 — Grafo de Petersen

Fonte: Produzido pelos autores

de dois snarks conhecidos. No mesmo artigo (ISAACS, 1975), Isaacs mostrou também
que existe uma familia infinita de snarks conhecida como flower-snarks em que nenhum
dos grafos da familia pode ser construido a partir de outros snarks menores através da
operacao de produto interno. A contribuicao de Issacs deixou claro que existem infinitos
snarks e ainda que ha mais de uma forma de obter familias infinitas de tais grafos. No
entanto, até hoje, ainda ndo ha um entendimento pleno de qual é a estrutura subjacente

a tais grafos que inviabiliza uma 3-coloragao de suas arestas.

Diversas conjecturas famosas sabidamente reduzem-se a snarks, e por esse motivo
um bom entendimento da estrutura dessa classe de grafos é de interesse da comunidade
cientifica. Como exemplo de tais conjecturas temos a Conjectura dos 5-Fluxos de Tutte.
Para enunciar tal conjectura é necessario apresentar algumas definigoes. Dados um grafo
nao direcionado G, uma funcdo D que define orientagoes para as arestas de G e uma
fungao f que define pesos inteiros para as arestas de G, dizemos que o fluxo liquido f(v)
de um vértice v é a soma dos pesos das arestas que saem de v menos a soma dos pesos
das arestas que entram em v. Um k-fluro é um par de fungoes (D, f) tal que o peso
f(e) atribuido a cada aresta é nao nulo e menor que k (isto é, pertence ao conjunto
{1,2,...,k—1}), com fluxo liquido nulo em todos os vértices. Com base nessas definigoes

enunciamos a seguir esta conjectura:

Conjectura 1 (Conjectura dos 5-Fluxos de Tutte (TUTTE, 1954)) Todo grafo

2-aresta-conexo admite um 5-fluzo.

Essa conjectura é de grande interesse no contexto deste projeto. Tutte demonstrou
que, para grafos planares, é equivalente admitir uma k-coloragao de faces e um k-fluxo
(veja (BONDY; MURTY, 2008, Theorem 21.2) para uma demonstracao). Essa equivalén-

cia é enunciada a seguir.



24 Introducao

Teorema 2 (Teorema de Tutte) Um grafo planar admite k-colora¢io de faces se, e

somente se, possui k-fluxo.

Na verdade, Tutte (TUTTE, 1954) definiu o conceito de k-fluxo como forma de generalizar
o conceito de coloragao de faces sem depender de planaridade. Se nos lembrarmos do
famoso Teorema das Cinco Cores de Heawood (HEAWOOD, 1890), o qual afirma que
todo grafo planar sem arestas de corte possui uma 5-coloracao de faces, percebemos que
a Conjectura dos 5-fluxos de Tutte é uma generalizacao deste Teorema para grafos nao
necessariamente planares. Na mesma linha de raciocinio, Tutte propos mais duas famosas
Conjecturas enunciadas a seguir. Para enuncia-las é necessario primeiro definir o que é
um minor. Um minor H de um grafo G é um grafo que pode ser obtido a partir de GG

através das operagoes de remocgao de vértices e arestas ou contragao de arestas.

Conjectura 2 (Conjectura dos 4-Fluxos (TUTTE, 1966)) Todo grafo

2-aresta-conexo e sem um minor do grafo de Petersen tem um 4-fluzo.

Conjectura 3 (Conjectura dos 3-Fluxos) Todo grafo 2-aresta-conexo e sem 3-cortes

tem um 3-fluxo.

A Conjectura dos 4-Fluxos é uma generalizacdo do Teorema das Quatro Cores,
e a Conjectura dos 3-Fluxos uma generalizagdo do Teorema de Grotzsch (GROTZSCH,
1958). Diversas propriedades interessantes de k-fluxos e resultados parciais sobre as Con-
jecturas de Tutte podem ser encontrados nos livros de Zhang (ZHANG, 1997), Dies-
tel (DIESTEL, 1996) e Bondy e Murty (BONDY; MURTY, 2008), bem como no artigo
de Seymour (SEYMOUR, 1995).

Esta dissertacao

Com foco nas trés Conjecturas de Tutte, Silva e Lucchesi (SILVA; LUCCHESI,
2008) iniciaram o estudo de grafos k-fluzo-criticos; grafos que nao admitem k-fluxo para
um inteiro k especificado, mas passam a admitir quando uma operacao de reducao é
aplicada ao grafo. Silva e Lucchesi consideram em seu estudo dois tipos de grafos fluxo-
criticos: os k-aresta-criticos e os k-vértice-criticos. Grafos k-aresta-criticos sao aqueles que
nao admitem k-fluxo, mas passam a admitir apés a contracao de uma aresta qualquer.
Grafos k-vértice-criticos sao aqueles que nao admitem k-fluxo, mas passam a admitir apds

a identificacao de dois vértices quaisquer.

E sabido que todo grafo k-aresta-critico possui um (k + 1)-fluxo. Portanto, todo
snark 4-aresta-critico (ou 4-vértice-critico) possui 5-fluxo e nao é contra-exemplo para a

Conjectura dos 5-Fluxos de Tutte. Essa observacao levou Silva e Lucchesi a investigarem
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quais snarks conhecidos sao 4-aresta-criticos, concluindo que diversos snarks famosos como
o grafo de Petersen, os snarks de Blanusa, Loupekine, Celmins-Swart, double star snark e
snark de Szekeres (veja o Apéndice A para figuras de alguns deles), bem como todos os gra-
fos da familia infinita dos flower-snarks (SILVA; LUCCHESI, 2012) sao 4-aresta-criticos.
Posteriormente, Silva, Pesci e Lucchesi (SILVA; PESCI; LUCCHESI, 2013) determinaram
quantos e quais dos snarks com até 28 vértices sao 4-aresta-criticos, concluindo que menos
de 5% de tais snarks sdo 4-aresta-criticos, por outro lado observaram que todo snark G
que nao é 4-aresta-critico possui um snark H que é 4-aresta-critico como minor. Assim,
um bom entendimento da estrutura dos snarks 4-aresta-criticos pode auxiliar na resolucao
da Conjectura dos 5-Fluxos. O conjunto de snarks de até 28 vértices vértices analisado por
Silva, Pesci e Lucchesi foi gerado por Brinkmann e Steffen (BRINKMANN; STEFFEN,
1998) e disponibilizado em (BRINKMANN et al., 2013a).

Posteriormente, em 2013, Brinkmann et al. (BRINKMANN et al., 2013b) conse-
guiram gerar um conjunto de todos os snarks de ordem até 36. O objetivo principal deste
trabalho foi determinar quais snarks deste conjunto maior sao 4-aresta-criticos e quais

sao 4-vértice-criticos. Como contribuicoes do desenvolvimento do trabalho temos:

as quantidades e as listas de snarks 4-aresta-criticos e 4-vértice-criticos;

um algoritmo mais rapido para verificar se um snark é 4-aresta(ou vértice)-critico;

a verificacao de que nem todo snark 4-aresta-critico é 4-vértice-critico;

a descoberta que a operacgao de produto interno nao preserva fluxo criticalidade de

snarks.

Parte dessas contribui¢des foram publicadas em um artigo na conferéncia LA-
GOS 2015 (CARNEIRO; SILVA; MCKAY, 2015). As listas de snarks 4-aresta-criticos e
snarks 4-vértice-criticos foram disponibilizadas no House of Graphs (BRINKMANN et al.,
2013a).

No Capitulo 1, fazemos toda a introducao teérica do que foi necessario para a
realizacao deste trabalho. Nele sdo definidas coloracoes de arestas e faces de um grafo
assim como algumas de suas relagoes. Na sequéncia apresentamos um breve historico
sobre snarks. Também definimos k-fluxo e apresentamos todas as propriedades que se

fizeram necessarias para a certeza da corre¢cao do que foi desenvolvido.

No Capitulo 2, descrevemos as principais versoes dos algoritmos desenvolvidos
para a determinagao dos snarks 4-aresta(ou vértice)-criticos assim como apresentamos os
tempos necessarios para as execugdes dos mesmos. Ao final apresentamos as quantidades

de snarks 4-aresta-criticos e de snarks 4-vértice-criticos de ordem até 36 identificados.
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Finalmente, no ultimo capitulo, apresentamos a conclusao do que foi realizado

neste trabalho e elencamos algumas possiveis atividades como continuacao deste trabalho.
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1 Conceitos Basicos

Neste capitulo utilizamos alguns termos e notagoes que nao sao definidos nesta
dissertacao por serem classicos e seguirem o padrao utilizado no livro (BONDY; MURTY,
2008), tido como referéncia fundamental em Teoria dos Grafos. Alguns exemplos de defini-
¢Oes omitidas sao as defini¢oes dos conceitos de grau, caminho, ciclo, ciclo par, ciclo impar
e decomposi¢cao. Recomendamos ao leitor que sinta falta de tais defini¢coes a procura-las

no livro citado.

1.1 Coloracao de Faces e Arestas

Tait mostrou uma equivaléncia entre coloracao de faces e arestas de vital impor-
tancia no contexto deste trabalho, importancia tal que serda detalhada a seguir. Antes de
reproduzir uma prova para esta equivaléncia, definimos aqui o que sdo uma k-coloracao

de faces e uma k-coloracao de arestas.

Uma k-coloracao de faces é uma atribuicao de no maximo k cores para as faces de
um grafo planar G de forma que faces adjacentes ndo compartilhem uma mesma cor. A
Figura 3 ilustra uma 4-coloracao de faces, na qual as cores sao representadas pelos niimero
de 0 a 3.

Figura 3 — Uma 4-coloracao de faces do K,

Fonte: Produzido pelos autores

Se um grafo possuir arestas de corte, nao sera possivel encontrar uma k-coloracao

para 0 mesmo pois tais arestas possuiriam a mesma face (e a mesma cor) dos dois lados.

Analogamente, uma k-coloragao de arestas de um grafo G é uma atribuigdo de
no maximo k cores para as arestas de GG de forma que arestas adjacentes possuam cores
distintas. A Figura 4 ilustra uma 3-coloracao de arestas do K4, sendo que cada cor de

aresta ¢ representada por um tracejado diferente.
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Figura 4 — Uma 3-coloracao de arestas do K,

Fonte: Produzido pelos autores

Um k-fator de um grafo G é um subgrafo gerador (isto é, com os mesmos vértices
que () k-regular, isto é, todo vértice do subgrafo possui grau k. O caso particular de k = 1
é tipicamente chamado de emparelhamento perfeito. Em uma 3-coloracao de arestas de
um grafo cubico, o conjunto de arestas de uma mesma cor forma um emparelhamento
perfeito, pois a cada vértice incide uma aresta de cada uma das trés cores. A Proposicao 1

segue diretamente desta observacao.

Proposicao 1 Seja G um grafo cibico que admite uma 3-coloragcdo de arestas, entao

existe uma decomposicio de G em 3 emparelhamentos perfeitos disjuntos.

Note que, como em uma 3-coloragdo de um grafo cubico cada cor é um empa-
relhamento perfeito, o conjunto de arestas de duas cores quaisquer forma um 2-fator,
o qual s6 contém ciclos pares. E possivel mostrar usando o famoso Teorema de Tutte
(veja (BONDY; MURTY, 2008, Theorem 16.13)) que caracteriza a existéncia de empa-
relhamento perfeito em grafos, que todo grafo ctibico sem aresta de corte possui um
emparelhamento perfeito. Portanto, os conjuntos de arestas de tais grafos podem ser de-
compostos em um 1-fator e um 2-fator; o que diferencia grafos que nao admitem uma
3-coloragao de arestas dos que admitem é a existéncia de ciclos impares no 2-fator para

qualquer 1-fator escolhido.

A equivaléncia de Tait diz que, se um grafo ctibico planar possuir uma 4-coloracao
de faces, entao ele também admitira uma 3-coloracao de suas arestas; sendo a reciproca

também verdadeira.

Teorema 3 (Equivaléncia de Tait) Um grafo cibico planar sem aresta de corte possui

4-coloragao de faces se, e somente se, admite 3-coloragdo de arestas.

Demonstracao:
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(=) Seja G um grafo ciibico planar sem aresta de corte. Suponha que G possui
4-coloragao de faces. Mostraremos que é possivel obter uma 3-coloracao de arestas. Sejam
as quatro cores da coloracao de faces denotadas por pares ordenados binarios: Cy = 00,

C; =01, Cy =10 e C3 = 11. A Figura 5 ilustra uma coloracado do K, utilizando tais
cores.

Figura 5 — Uma 4-coloracao de faces do K, com pares ordenados binarios

11

Fonte: Produzido pelos autores

Para cada aresta e de G atribui-se uma cor obtida através da soma das cores C;
e C; das faces separadas por e. A soma dessas cores deve ser feita de maneira que cada
coordenada seja somada modulo 2, por exemplo, se as faces possuem as cores Cy e (s
entao a cor atribuida a e é (1, ou seja, Cs + C5 = C4. A Figura 6 ilustra o resultado desse

processo em relagao a Figura 5.

Figura 6 — Uma 3-coloracao de arestas do K, com pares ordenados binéarios

Fonte: Produzido pelos autores

Como G nao possui aresta de corte, cada aresta é uma fronteira entre duas faces
distintas, logo a cor 00 nunca ocorre como resultado da soma, ou seja, apenas as cores (1,
C5 e C5 podem ocorrer como resultado da soma. Para que esta seja uma 3-coloragao de
arestas, é necessario mostrar que as arestas incidentes a um mesmo vértice possuem cores
distintas. Como G é cubico, trés faces que compartilham um vértice sao adjacentes duas

a duas e portanto possuem cores distintas no conjunto {C;, C;, Ci}. Se 00 ndo pertence a
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esse conjunto de cores entdao a soma de qualquer par delas resulta na terceira, no entanto,
se C = 00, duas arestas possuirao as cores C; e C; enquanto que a terceira terd a cor

resultante de C; + Cj, que é a cor que nao estava no conjunto original de cores das faces.

(«<)Para a reciproca, suponha que G possui uma 3-coloragao de arestas com cores
definidas como pares ordenados: a = 01, b =10 e ¢ = 11. Sejam FE,, E, e E. os conjuntos
de arestas com cada uma dessas cores. Como G ¢é cubico, cada cor a, b e ¢ aparece em
cada vértice e a uniao de qualquer par dos conjuntos E,, Ej, e E. é um 2-fator H;. Cada
face de H; é uma uniao de certas faces de GG. Sejam H, = E, U Ey e Hy = E, U E.. A
Figura 7 ilustra os subgrafos H; e Hy da Figura 6.

Figura 7 — Subgrafos H; (a) e Hy (b) obtidos a partir do K}

i 10

10

11

Fonte: Produzido pelos autores

Para cada face de G, atribua a cor de forma que a coordenada i (i € {1, 2}) seja
a paridade da quantidade de ciclos em H; que a contenham. A Figura 8 ilustra as cores
obtidas através desse processo em relagao a Figura 7. Note que a face superior esquerda,
interna ao triangulo da fronteira da face externa, estd contida em um ciclo de H; e nenhum

ciclo de H,, por isso sua cor ¢ 10.

Sejam F' e F’, duas faces de G que compartilham uma aresta e. Como G nao
possui aresta de corte entao F' e F’ sao distintas. A aresta e pertence a um ciclo C' em
pelo menos um dos subgrafos H; e Hs, pertencendo a ciclos em ambos se for da cor b. Se
a cor de e for a ou ¢, entdo a paridade da quantidade de ciclos contendo F' e I’ diferem
em H; ou em Hs, respectivamente. Se a cor de e for b, ambas paridades diferem. Como a
paridade da quantidade de ciclos difere em pelo menos um de H; ou Hs para qualquer par
de faces que compartilham uma aresta, entao as cores obtidas para as faces adjacentes sao
sempre distintas. Logo, o resultado ¢ uma 4-coloragao de faces, pois no maximo 4 pares

de paridades distintas podera existir.
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Figura 8 — A 4-coloragao de faces obtida a partir da 3-coloracao de arestas do Ky

01

Fonte: Produzido pelos autores

Conforme mostrado na Proposicao 2, todo grafo ctibico e hamiltoniano admite 3-
coloracao de arestas e como Tait acreditava que todo grafo ctibico planar era hamiltoniano,

ele acreditava ter demonstrado o Teorema das Quatro Cores.
Proposicao 2 Todo grafo cibico e hamiltoniano admite 3-colorac¢io de arestas.

Demonstracao: Seja G um grafo ciibico e hamiltoniano e n o nimero de vértices de

G. Todo grafo ctbico possui uma quantidade par de vértices, logo n =0 (mod 2). Como
G é hamiltoniano, entao existe um ciclo hamiltoniano, ou seja, um ciclo de tamanho n. O

ciclo hamiltoniano esta destacado na Figura 9.

Figura 9 — Ciclo hamiltoniano

Fonte: Produzido pelos autores

Como o tamanho do ciclo ¢é par, é possivel colorir suas arestas com duas cores,

alternando-as. A coloragao do ciclo hamiltoniano da Figura 9 estd ilustrado na Figura 10.

Com essa coloragao do ciclo, todo vértice possui duas arestas coloridas com o

mesmo par de cores, logo é possivel colorir as arestas remanescentes com uma terceira
cor.
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Figura 10 — Coloracao do ciclo hamiltoniano

Fonte: Produzido pelos autores

Em 1946, Tutte encontrou um grafo ctbico e planar porém nao hamiltoniano. Esse
grafo mostra que, apesar de muito interessante, a equivaléncia de Tait ndo é uma prova
para o Teorema das Quatro Cores. A Figura 11 que ilustra o grafo encontrado por Tutte

é uma reproducao da figura apresentada em (BONDY; MURTY, 2008, Fig. 18.7).

Figura 11 — Grafo ctbico e planar nao hamiltoniano

Fonte: Produzido pelos autores

1.2 A Caca aos Snarks

Conforme mencionado anteriormente, por mais de meio século desde a descoberta
do grafo de Petersen, pouquissimos exemplos de grafos ctibicos sem 3-coloragao de arestas
eram conhecidos. Foi esse fato que motivou batizar tais grafos de snarks. Porém, em
1975, Isaacs (ISAACS, 1975) apresentou uma operagao conhecida como produto interno,
que permite construir um novo snark a partir de dois snarks conhecidos. No mesmo
artigo (ISAACS, 1975), Isaacs mostrou também que existe uma familia infinita de snarks

conhecida como flower-snarks em que nenhum dos grafos da familia pode ser construido
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a partir de outros snarks menores através da operacao de produto interno. Nas proximas
subsecoes, descrevemos as construgoes destas familias infinitas apresentadas por Isaacs.
Uma outra contribuicao de Isaacs foi a descoberta de um snark de 30 vértices que nao

pertence a nenhuma dessas familias, o double-star snark.

Alguns outros snarks foram descobertos na décadas seguintes. Os dois Celmins-
Swart snarks de 26 vértices foram descobertos em 1979 (CELMINS; SWART, 1979).
Goldberg apresentou, em 1981 (GOLDBERG, 1981), uma outra familia infinita de snarks
chamada Goldberg snarks. Em 1989, John J. Watkins (WATKINS, 1989), encontrou um
snark de 50 vértices, conhecido como Watkins snark. O Apéndice A apresenta figuras que

ilustram alguns dos snarks mencionados aqui.

Existem algumas operagoes, mais simples que o produto interno, que permitem
criar snarks maiores a partir de menores, por exemplo transformar um vértice em um
triangulo. A Figura 12 ilustra a transformacao de um vértice do grafo de Petersen em
um triangulo. No entanto, estas nao sao consideradas de muito interesse pois nao mudam
essencialmente a estrutura do grafo. Na verdade, os snarks considerados mais interessantes
sdo exatamente os minimais, isto é, aqueles que nao sao obtidos por simples modificacoes
de snarks menores. Por isso os pesquisadores acabaram adicionando a defini¢do de snark
mais restrigoes relativas a duas caracteristicas de grafos, a cintura e a conexidade ciclica. A
cintura de um grafo é o comprimento do seu menor ciclo. Um grafo é k-ciclicamente-aresta-
conexo se nao existe um corte com menos de k arestas cuja remocgao gere pelo menos duas
componentes conexas com ciclos. Formalmente, um snark ¢ definido como um grafo ctibico
de cintura pelo menos cinco, 4-ciclicamente-aresta-conexo e que nao admite 3-coloracao
de arestas. A partir deste ponto do texto, quando nos referirmos a snarks, estaremos nos

referindo a esta definicao formal.

A aparente raridade de snarks foi desmistificada por Isaacs, no entanto, a busca
pelo entendimento da estrutura que nao permite que tais grafos possuam 3-coloracao de
arestas continua. Em 1964, Vizing (VIZING, 1964) demonstrou que a quantidade minima
de cores necessarias para colorir as arestas de um grafo G, denotada x'(G), depende
do maior grau de seus vértices, denotado por A(G). Ele mostrou que todo e qualquer
grafo pertence a uma de duas classes, Classe 1 ou Classe 2. A Classe 1 contém todos
os grafos em que X'(G) = A(G). J& a Classe 2 contém todos os outros grafos, eles tém
X' (G) = A(G) + 1. Claramente, todos os snarks pertencem a Classe 2. Algum tempo
depois, em 1981, Holyer (HOLYER, 1981) mostrou que determinar se um grafo pertence

a Classe 1 ou a Classe 2 é um problema NP-Completo.

Em seu livro (WEST, 1996, 7.3.10. Lemma), West mostra operagoes de redugoes
de grafos cibicos que nao sao snarks e que nao possuem 3-coloracao de arestas a snarks.
Estas reducoes eliminam 3-cortes nao triviais e ciclos de tamanhos 3 e 4 mantendo a

propriedade de nao possuir 3-coloracao de arestas. Estas redugoes sao operacgoes de com-
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Figura 12 — Grafo de Petersen e a transformagdo de um vértice em um triangulo

(a) Grafo de Petersen (b) Transformacao do vértice em um tridngulo

Fonte: Produzido pelos autores

plexidade polinomial. Além disso, cada uma delas diminui o tamanho do grafo , portanto
a quantidade de vezes que estas operagoes precisam ser executadas para obter um snark
a partir de um grafo cibico sem 3-coloracao de arestas também é polinomial. Concluimos
entao que existe reducao polinomial do problema de determinar se um grafo ctibico tem
3-coloragao de arestas ao problema de determinar se um grafo ctibico com cintura pelo
menos cinco e 4-ciclicamente-aresta-conexo é snark. Logo, determinar se um grafo ctibico

é snark é um problema NP-Completo.

Tutte (TUTTE, 1966) conjecturou que todo snark possui o grafo de Petersen
como minor. Esta conjectura foi confirmada em 1997 por Robertson, Sanders, Seymour e
Thomas (ROBERTSON; SEYMOUR; THOMAS, 1997).

A seguir mostramos as duas construgoes apresentadas por Isaacs. A operagao de

produto interno e a construcao de Flower Snarks.

1.2.1 Produto Interno

Sejam G e H dois grafos ciibicos, e; = uv e e = wx arestas de GG, e y e z um
par de vértices adjacentes de H. Sejam y; e y, os vértices adjacentes a y distintos de z, e
21 € zy os vértices adjacentes a z distintos de y. Considere as seguintes operagoes para a

obtencao de um novo grafo ctibico Sy a partir de G e H:

e remover as arestas e; e ey de G;
e remover os vértices y e z de H;

e adicionar as arestas: uyy, vys, W21, T2
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Todo grafo Sgy assim obtido é chamado de produto interno de G e H. E se ambos
G e H forem livres de 3-coloracao de arestas, o produto interno de G e H também o sera,

conforme mostrado na Proposicao 3 a seguir.

Proposicao 3 Sejam G e H dois grafos ciubicos sem S3-coloragdo de arestas. Entao o
grafo Sgy obtido a partir do produto interno de G e H também é um grafo cibico sem

3-coloracao de arestas.

Demonstracao: Sejam e; = uv e e; = wx as arestas removidas de G, e y e z o par de

vértices adjacentes removidos de H. Sejam y; e yo os vértices adjacentes a y distintos de
zZ, € 21 e 29 0s vértices adjacentes a z distintos de y. Sejam wuyy, vys, w2z, e xzo as arestas
adicionadas para a obtencao de Sgy. A Figura 13 ilustra a construgdo de um dos snarks
de Blanusa a partir do produto interno de dois grafos de Petersen. Os grafos G e H sao

cubicos, logo, por construcao, Sgy também é.

Figura 13 — Produto interno entre dois grafos de Petersen

20/

Fonte: Produzido pelos autores

Suponha por absurdo que Sgy tem uma 3-coloracao de arestas f, vamos entao

mostrar que é possivel obter uma 3-coloracao de arestas de G ou de H. Como o conjunto
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de arestas de cada cor ¢ de f é um emparelhamento perfeito de Sgp, entao ¢ aparece um
nimero par de vezes nas arestas em {uyy, vya, w21, x22}. Se a cor de uy; for a mesma que
a cor de vys, entao a cor de wz; é igual a cor de xz,. A partir da restrigdo de f a G e das
atribuicoes das cores de uy; a uv e de wz; a wx, obtém-se uma 3-coloracao de G, uma
contradicao. Se a cor de uy; for diferente da cor de vys,, entdo, sem perda de generalidade,
podemos assumir que a cor de uy; é igual a cor de wzy, e que a cor de vy, € igual a cor
de wz9. A partir da restricao de f a H, da atribuicdo da cor de uy; a yy; e a zz, da
atribuicao da cor de vy, a yys € & 229, e da atribuicao da terceira cor a yz, obtém-se uma
3-coloracao de arestas de H, novamente uma contradi¢ao. Concluimos entao que Sgy nao

pode ter 3-coloracao.

1.2.2  Flower-snarks - construcao

Para qualquer valor natural impar de n > 5, o flower-snark J,, pode ser construido

da seguinte maneira:

e criar n copias do grafo estrela Ss ilustrado na Figura 14, onde i é o indice da copia;
e adicionar as arestas { Ay, Ao}, {42, A3}, ..., {A,, A1 };

e adicionar as arestas {By, Bo},{Bs, B3}, ..., {Bn_1, Bn};

e adicionar as arestas {C, Cy},{Cs, Cs},...,{Cy_1,Cy};

e adicionar as arestas {B,,C:} e {C,,, B1}.

Figura 14 — Grafo estrela S3

B; Ci

Fonte: Produzido pelos autores
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Figura 15 — Flower-snark J;

Fonte: Produzido pelos autores

A Figura 15 ilustra o flower-snark Js. O J3, ilustrado na Figura 16 pode ser obtido
a partir grafo de Petersen pela substituicdo de um dos vértices por um triangulo. Como
a definicdo de snarks inclui a restricao de cintura pelo menos cinco entao o J3 nao é um

snark.

A explicacao de porque tais grafos sao snarks sera omitida, mas esta relacionada ao
fato de que as arestas {C,,, D1} e {D,,, C1} produzem um tipo de cruzamento que inviabi-
liza a 3-coloragao das arestas. As arestas de cada estrela S3 precisam ser coloridas de uma
forma padronizada para usar apenas trés cores, e esse padrao é quebrado quando os ciclos
sao fechados com o cruzamento destas duas arestas; sem o cruzamento é perfeitamente

possivel 3-colorir os grafos.

Figura 16 — Flower-snark Js3

Fonte: Produzido pelos autores
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1.3  k-Fluxos e suas propriedades

Nessa secao definimos o que é um k-fluxo e apresentamos algumas propriedades

para que, posteriormente, relacionemos com a coloragdo de arestas vista na Secao 1.1.

Seja G um grafo nao orientado, D uma funcao que define orienta¢oes para as
arestas de G. Denotamos por 9 (v) o conjunto das arestas incidentes em v orientadas em
D saindo de v; analgonamente, 0~ (v) é o conjunto das arestas incidentes em v orientadas
em D entrando em v. Seja f uma func¢ao que define pesos inteiros para as arestas de G.
Dizemos que o fluxo liquido f(v) ! de um vértice v é a soma dos pesos das arestas que

saem de v menos a soma dos pesos das arestas que entram em v, ou seja,

foy=">2 fle)= > fle).

e€dt(v) e€d (v)

Um k-fluzo parcial é um par de fungoes (D, f) tal que todo vértice v € V' tem fluxo

liquido nulo e o peso f(e) atribuido a cada aresta e € E é menor que k, isto é, pertence

[N

ao conjunto {0,1,2,..., k — 1}. O suporte de um k-fluxo parcial, denotado sup(D, f),

[©N

o conjunto de arestas de peso nao nulo. Quando o sup(D, f) = E, dizemos que (D, f)
um k-fluro. A Figura 17 ilustra um 4-fluxo do Ky. A partir dessa definigdo enunciamos a

Proposicao 4.

Figura 17 — Um 4-fluxo do K4

Fonte: Produzido pelos autores

Proposicao 4 Todo k-fluzo é um (k + 1)-fluzo.

Demonstracao: Pela definicao, se a toda aresta e € E é atribuido um peso inteiro que

pertence ao conjunto {1,2,...,k — 1} entdo esse peso também pertence ao conjunto
{1,2,... k}. O

1

Faremos um abuso de notacdo denotando por f tanto a funcao peso definida nas arestas quanto o
fluxo liquido definido nos vértices. Quando hé parametro e o mesmo é um vértice, a notagao se refere
a fluxo liquido do vértice; caso contrario a notacdo refere-se a uma funcao peso nas arestas.
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Seja X um conjunto de vértices de um grafo G e 9(X), denominado corte de
X, o conjunto das arestas com um extremo em X e outro no complemento X de X.
Denotamos por 01 (X) o conjunto das arestas orientadas em D saindo de X e entrando em
X; analogamente, denotamos por 9~ (X) o conjunto das arestas orientadas em D saindo
de X e entrando em X. Dado um par de fungoes (D, f) de G' que definem orientacdes
e pesos, o fluzo liquido no corte O(X), denotado f(X), é dado pela soma dos pesos das
arestas que saem de X menos a soma dos pesos das arestas que entram em X, ou seja,

fX)= > fleg— > flo).

e€dt(X) e€d—(X)

Note que, se X é vazio, entao f(X) = 0. O fluxo liquido em qualquer corte 0(X) é
dado pela soma dos fluxos liquidos dos vértices em X; além disso, os fluxos liquidos em X
e seu complemento X devem ser complementares. Ambas afirmacoes sdo demonstradas

na Proposi¢ao 5 a seguir.

Proposicao 5 Dado um par de fungoes (D, f) que definem orientagoes e pesos para as

arestas de um grafo G, e um subconjunto X de vértices de G, vale que:

fX) =2 fv), e

veX

Demonstracao: Pela definicao de fluxo liquido em um vértice temos que

fy=">2 fle)= > fle).

ecdt(v) eco~(v)

Portanto,

D) = > > fle)= > fle) (1.1)

veX veX |e€dt(v) ecd~ (v)
= > [fle- f(e) (1.2)
e€cdt(X) e€cd— (X)
— F(X). (1.3)

A igualdade (1.2) segue do fato que toda aresta com ambos os extremos em X
aparecem duas vezes na soma, uma vez somando e outra subtraindo, nao afetando portanto
o resultado final. A igualdade f(X) = —f(X) segue diretamente da observacio que as

arestas em 0(X) sdo as mesmas de 9(X), apenas com as orientacoes invertidas. 0

Pela Proposicao 5, todos os cortes de um k-fluxo tém fluxo liquido igual a zero

e nenhum grafo com aresta de corte pode ter k-fluxo, independentemente do valor de k.
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Uma aresta de corte precisaria ter peso nulo, contradizendo a definicao. Além disso, se
um par de fungoes (D, f) deixa algum vértice com fluxo liquido diferente de zero, entao

deve existir pelo menos mais um vértice com fluxo liquido nao nulo.

Existe uma caracterizagao bem conhecida para os grafos que possuem 2-fluxo,
esses sdo exatamente os grafos pares, ou seja, grafos em que todo vértice tem grau par.
Demonstramos tal caracterizacao na Proposicao 6.

Proposicao 6 Um grafo G possui 2-fluro se, e somente se, é par.

Demonstragao: (=) Seja (D, f) um 2-fluxo de um grafo G. Como o peso de todas as

arestas de GG é um e o fluxo liquido de todos os vértices de GG é nulo entdo temos que o
numero de arestas entrando em qualquer vértice é igual a quantidade de arestas saindo;

logo a quantidade de arestas incidentes a qualquer vértice é par, ou seja, GG é par.

(<) Seja G um grafo par, vamos mostrar que é possivel obter uma orientagao D tal
que a quantidade de arestas entrando ¢ igual a quantidade de arestas saindo de qualquer
vértice. Supomos que G é conexo, caso contrario, é possivel obter a orientacao da mesma
maneira para cada componente conexa. Se G é conexo e par entao GG é Euleriano; logo, ele
possui um circuito Euleriano. Se orientarmos as arestas no sentido do percurso do circuito

Euleriano, certamente conseguiremos a orientacao desejada. O

1.3.1 k-Fluxos modulares

Um k-fluxo modular parcial (D, f) é definido de forma muito similar a um k-fluxo
parcial, com a tnica diferenca que é permitido que o fluxo liquido em cada vértice seja um
multiplo de k, isto é, congruente a 0 mod k. Quando sup(D, f) = E, dizemos que (D, f)

é um k-fluro modular. Claramente, todo k-fluxo é também um k-fluxo modular.

Sabemos que a fixacao de uma orientacao arbitraria D para as arestas de G nao
afeta o fato de um grafo admitir um k-fluxo modular ou nao, conforme demonstrado na

Proposicao 7 a seguir.

Figura 18 — k-fluxo modular

fluw)=x Jv)=y fu)=x-k Jv)=y+k

fle) fle=kfle %

Fonte: Produzido pelos autores
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Proposicao 7 Se G tem um k-fluro modular parcial (D, f), tem também um k-fluro

modular parcial (D', f') de mesmo suporte para qualquer orienta¢io D' distinta de D.

Demonstracao: Em um k-fluxo modular, seja e = uv uma aresta do suporte. Podemos

inverter a orientagao de e e complementar seu peso moédulo k, conforme ilustrado na
Figura 18. O resultado é um novo k-fluxo modular parcial de mesmo suporte, ja que o
novo peso da aresta continua dentro do conjunto valido e apenas os fluxos liquidos dos
extremos u e v de e sdao alterados, e por um fator k. Portanto, se um grafo G tem um
k-fluxo modular parcial para alguma orientacao D das arestas, tem também um k-fluxo

modular parcial para qualquer outra orientacao D’, com mesmo suporte. O

Dada uma orientacao D e uma funcao f que atribui pesos as arestas, um vértice
é dito equilibrado quando f(v) = 0, positivo quando f(v) > 0 e negativo quando f(v) < 0.
A Figura 19 ilustra vértices equilibrados, positivos e negativos. O desvio do equilibrio de
(D, f) é a soma dos fluxos liquidos dos vértices positivos; ou zero, caso nao haja vértices
positivos. Note que o desvio do equilibrio sera também o valor absoluto da soma dos fluxos
liquidos dos vértices negativos, pela Proposigao 5 e pelo fato que f(X) = 0 quando X é

o conjunto de vértices do grafo.

Figura 19 — Vértices equilibrado (a), positivo (b) e negativo (c)

flu) =0 f(v)>0 fiw) <0

(a) (b) (c)

Fonte: Produzido pelos autores

Em um k-fluxo modular, dado um vértice positivo x, sempre existe um caminho

orientado de x a um vértice negativo y, conforme demonstrado no Lema 1.

Lema 1 Dado um vértice positivo x de um k-fluro modular (D, ), existe um caminho

orientado em D de x a um vértice negativo v.

Demonstracao: Seja R(x) o conjunto de todos os vértices alcangdveis a partir de z por

caminhos orientados segundo D e T, = R(x) U {z}. Por construgio, se o corte 0(T;)
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contém arestas entdo ele é composto apenas por arestas que entram em 7, conforme
ilustrado na Figura 20. Portanto, f(7}) < 0 valendo a igualdade somente se o corte 9(7})
¢é vazio. Pela Proposicao 5 e pelo fato de que = é positivo, concluimos que existe vértice
negativo y em T,. Certamente, z # y, visto que x é positivo. Assim, y € R(x), e existe

caminho direcionado de x a y.

Figura 20 — Corte de T,

Fonte: Produzido pelos autores

Tutte se baseou nessa observacao para mostrar que todo k-fluxo modular pode ser

transformado em um k-fluxo, conforme demonstrado na Proposicao 8.

Proposicao 8 Se um grafo possui um k-fluro modular, entao também possui um k-fluzo.

Demonstracao: A demonstragao segue por inducao no desvio do equilibrio d do k-fluxo

modular (D, f). Se d = 0, entao (D, f) ja é um k-fluxo. Portanto, podemos supor que
d > 0. Vamos mostrar que (D, f) pode ser transformado em um k-fluxo modular (D', f)

com desvio do equilibrio menor.

Seja z um vértice positivo e y um vértice negativo alcangavel a partir de = cuja
existéncia, de acordo com o Lema 1, ¢ garantida. Denotamos por m,, o caminho de x
a y orientado em D. Se a orientacao das arestas de m,, forem invertidas e seus pesos

complementados médulo k, é possivel provar que o k-fluxo modular (D', f’) obtido possui
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desvio do equilibrio menor do que o de (D, f). A Figura 21 mostra o resultado desse

processo em relacao a Figura 20.

Figura 21 — Inversao e alteracao dos pesos das arestas de 7y,

flel) =k-flel)

f(x)=1x) -k

f(e3) =k-fle3)

Fonte: Produzido pelos autores

Dr(y) =fiy) + k

Como a cada vértice interno v do caminho m,, incidem duas arestas de direcoes

opostas, ao inverter suas orientacoes e complementar seus pesos modulo k, somamos e

subtraimos k do fluxo liquido de v, ou seja, ele nao é alterado. Quanto ao vértice x, a inica

aresta de 7., incidente era orientada saindo de z. Entao, ao obter (D', '), subtraimos

k do fluxo liquido de z. Analogamente, para y, somamos k ao fluxo liquido. Concluimos

entdo que (D', f') é um k-fluxo modular com desvio do equilibrio menor, precisamente

d — k. Segue por hipotese de indugao que G tem um k-fluxo.

O

Como todo k-fluxo é também um k-fluxo modular, segue da Proposicao 8 que

determinar se um grafo admite um k-fluxo é equivalente a determinar se admite um

k-fluxo modular.

Corolario 1 Um grafo possui k-fluxo se, e somente se, possui k-fluxo modular.

1.3.2 Operacoes em k-Fluxos

Definimos aqui duas operagoes que posteriormente aplicaremos a k-fluxos. Ambas

operagoes sao realizadas em k-fluxos de um grafo G sem aresta de corte e resultam em

k-fluxos (parciais) também de G.
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Seja (D, f) um k-fluxo, a multiplicagdo escalar de (D, f) por n, sendo n € N*,

denotada por
(D, f) =n-(D,[),
resulta em um k’-fluxo (D, f') onde:
Vee E, f'(e)=n- f(e), e

E=n-k—n+1

O par de fungoes (D, f) é um k’-fluxo pois, f’(e) estard no intervalo {1,... ,n-k—n}
para toda aresta e e, para qualquer vértice v, as arestas nele incidentes tiveram seus valores

multiplicados por n, um fator comum na somatoéria do fluxo liquido de v, ou seja,

WeV, ) = Y n-fle) = ¥ n-fe) (1.4)

ecdt(v) ecd(v)

= n( Y. fle— > f(e)) (1.5)
e€dt(v) e€d(v)

= n- f(v). (1.6)

Claramente, se f(v) = 0 entao f'(v) = 0 também. A Figura 22 ilustra a multipli-

cacao de um 4-fluxo do K4 por 2, que nos permite obter um 7-fluxo para o Kjy.

Figura 22 — Multiplicacao de um 4-fluxo do K, por 2

Fonte: Produzido pelos autores

Sejam (Dy, f1) e (D2, f2) um kj-fluxo e um ko-fluxo de G, respectivamente. A

segunda operacao que definimos é a soma de fluxos, denotada

(D3, f3) = (D1, f1) + (Do, f2).

A soma de fluxos resultarda em um ks-fluxo parcial onde:

ks =y + ky — 1 (1.7)
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file) + fa(e), se Di(e) = D(e)
Ve € E, fs(e) =< fi(e) — fa(e), se Di(e) #
fale) = fi(e), se Di(e) #

Note que em (Ds, f3), para todo vértice v o fluxo liquido f3(v) = fi(v)+ fo(v) =0
segundo a defini¢do de soma de fluxos. Além disso, f3(e) € {0,...,k; + ko — 2} para toda
aresta e. Portanto, (Ds, f3) é um ks-fluxo parcial. E possivel que o suporte de (Ds, f3) nao
seja o conjunto de arestas F, pois caso uma aresta e tenha orientacoes opostas em D e
D, porém o mesmo peso em fi e fy entdo f3(e) = 0. A Figura 23 ilustra a soma de dois

4-fluxos do K.

Figura 23 — Soma de dois 4-fluxos do K4

Fonte: Produzido pelos autores

1.4 k-Fluxos e coloracoes

Tutte encontrou uma equivaléncia analoga a de Tait que relaciona a existéncia
de uma 3-coloracao de arestas em um grafo cibico qualquer a existéncia de 4-fluxo. A
equivaléncia de Tutte é enunciada a seguir e de crucial importancia no contexto deste

projeto.

Teorema 4 (Equivaléncia de Tutte) Um grafo cibico admite 3-coloragao de arestas

se, e somente se, possui 4-fluxo.

Demonstragao: (=)Seja G um grafo ctubico 3-aresta colorido; sejam {1,2,3} as cores da

coloracao. Sem perda de generalidade, a partir da remocao das arestas de cor 3 de GG

obtém-se um 2-fator C5. Um 2-fator Cy3 pode ser obtido da mesma maneira removendo
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as arestas de cor 1. Como C15 e Coz sdo 2-fatores, ambos possuem 2-fluxo, digamos (D, f1)

e (Da, fo), respectivamente. Entao, tomando

(D, f) = (D1, fr) +2-(Da, f2),

temos um 4-fluxo parcial de G. O balanceamento em cada vértice segue do fato que
somamos dois fluxos. E facil ver que em (D, f) o maior valor de peso de qualquer aresta
¢ 3, sendo que apenas as arestas de cor 2 podem ter tal peso, quando suas orientacoes
coincidem em (D1, f1) e (Ds, f2); quando nao coincidem, também nao tém peso nulo
pois (Ds, f3) foi multiplicado por 2. As demais arestas, de cor 1 ou 3, terdo peso 1 ou 2,

respectivamente. Concluimos entao que (D, f) é um 4-fluxo de G.

(«<)Vamos agora supor que G tem 4-fluxo e mostrar como conseguimos obter uma
3-coloracao. Como G é cubico, cada vértice equilibrado tem, necessariamente, uma aresta
de peso 2 e duas de peso 1 em dire¢ao oposta, ou uma de peso 1 e outra de peso 2 na mesma
direcao e outra de peso 3 em direcao oposta; a Figura 24 ilustra as possiveis atribui¢oes
de pesos e orientagdes as arestas incidentes em um vértice equilibrado de um grafo ctibico.

Portanto, as arestas de peso 2 formam um emparelhamento perfeito de G, digamos M.

Figura 24 — Possibilidades de equilibrio de um vértice de grau 3

9 2 2 2
1 1 1 1 3 1 3 1

Fonte: Produzido pelos autores

As arestas de M devem ser coloridas com a cor 1. Resta mostrar que as arestas restantes,
E(G) — M, podem ser coloridas com as duas cores restantes. Mas o subgrafo G — M é um
2-fator, portanto é necessario que contenha apenas ciclos pares para que possa ser colorido
com duas cores. Considere um ciclo C' de G — M. Por construgio, o corte d(V(C)) em
GG associado a C' possui somente arestas de peso 2 e, a partir da Proposicao 5, segue que
f(V(C)) = 0. Logo temos o mesmo nimero de arestas de peso 2 entrando e saindo em
I(V(C)). Toda aresta de peso 2 que incide em V(C') mas ndo pertence a 9(V (C)), tem
exatamente 2 extremos em C'. Como G é cubico, o niimero total de vértices em C' é dado
pelo nimero de arestas em 9(V(C')), que é par, mais duas vezes o nimero de arestas de

peso 2 com ambos os extremos em C'. Logo, C' é um ciclo par. Esse argumento ¢ vélido
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para todo ciclo de G — M, entdo, G — M pode ser colorido com duas cores e G com trés.

A Figura 25 ilustra um 4-fluxo, um ciclo C' e o corte 9(V(C')) de um grafo ctbico.

Figura 25 — O ciclo C e o corte 9(V(C')) de um grafo com 4-fluxo

Fonte: Produzido pelos autores

Vale lembrar que, conforme mostrado por Holyer (HOLYER, 1981), determinar
se um grafo ctibico admite 3-coloragao de arestas é um problema NP-Completo. Entao,
como consequéncia da equivaléncia de Tutte 4 e da observagao de Holyer, determinar se

um grafo cubico admite 4-fluxo é um problema NP-Completo também.

E sabido que um eventual contra-exemplo minimo para a Conjectura dos 5-Fluxos
deve ser cibico. Essa reducao pode ser encontrada na dissertagao de Mestrado de Leila
Silva (SILVA, 1991, Redugao 3.13). Pela Proposigao 4, todo grafo que tem 4-fluxo também
tem 5-fluxo, logo, pelo Teorema 4, um eventual contra-exemplo para a Conjectura dos
5-Fluxos nao pode admitir uma 3-coloracao de arestas. Desde 1988, é sabido que um
contra-exemplo minimo para a Conjectura dos 5-Fluxos deve ser 5-ciclicamente-aresta-
conexo e ter cintura pelo menos sete (veja (JAEGER, 1988, Teorema 9.3)); portanto,
necessariamente ¢ um snark. Mais recentemente, Kochol mostrou que um contra-exemplo
minimo para a Conjectura dos 5-Fluxos deve ser 6-ciclicamente-aresta-conexo (KOCHOL,
2004) e ter cintura pelo menos onze (KOCHOL, 2010).
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1.5 Grafos Fluxo-Criticos

Para uma melhor compreensao dos detalhes apresentados a seguir, definimos aqui
duas operacoes de redugao aplicadas a grafos, a identificacao de dois vértices e a contragao
de uma aresta. Para identificar dois vértices u e v de um grafo G, adjacentes ou nao, de
um grafo G' é necessario substitui-los por um tnico vértice w e, para toda aresta incidente
em u ou v, torna-la incidente em w. Denotamos o grafo obtido a partir da operacao de
identificagao dos vértices u e v de G por G/uv. Para contrair uma aresta e = uv de G ¢é
necessario remover e e identificar os vértices u e v. Denotamos o grafo obtido a partir da

operagao de contragao da aresta e de G por G/e. A Figura 26 ilustra tais operagoes.

Figura 26 — Operagoes de identificagdo de vértices e contracao de arestas

(b) G/uv
. (c) GJe

00 g ()

oG o/“\a G—0

Fonte: Produzido pelos autores

(a) Grafo G

No artigo (SILVA; LUCCHESI, 2008), Silva e Lucchesi iniciaram o estudo de gra-
fos k-fluxo-criticos; grafos que nao admitem k-fluxo para um inteiro k especificado, mas
passam a admitir quando uma operacao de reducao ¢é aplicada ao grafo. Silva e Lucchesi
consideram em seu estudo dois tipos de grafos fluxo-criticos: os k-aresta-fluzo-criticos (ou
simplesmente k-aresta-criticos) e os k-vértice-fluxo-criticos (ou simplesmente k-vértice-
criticos). Grafos k-aresta-criticos sdo aqueles que nao admitem k-fluxo, mas que o grafo
resultante apos a contracao de uma aresta qualquer admite um k-fluxo. Grafos k-vértice-
criticos sao aqueles que ndo admitem k-fluxo, mas o grafo resultante apés a identificacao de
dois vértices quaisquer admite um k-fluxo. Todo grafo k-vértice-critico sem lagos (arestas
cujos extremos coincidem) é também k-aresta-critico, mas a reciproca nao é verdadeira;
um contra-exemplo pode ser encontrado na tese de doutorado de Silva (SILVA, 20009,
Figura 2.1).

Como a contragao de arestas nao gera cortes novos e nem novos minors, contra-
exemplos minimos para qualquer uma das Conjecturas de Tutte é, necessariamente, um
grafo k-aresta-critico. J& a contragdo de conjuntos de vértices pode gerar novos minors,
mas nao novos cortes, entao contra-exemplos minimos para as Conjecturas dos 5- e 3-
Fluxos sao também k-vértice-criticos. Portanto, um conhecimento mais profundo da es-

trutura de tais grafos pode auxiliar na resolugao destas conjecturas.
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Existe mais de uma maneira de determinar se um grafo é k-vértice-critico e/ou k-
aresta-critico. No mesmo artigo (SILVA; LUCCHESI, 2008, Theorem 3.2), Silva e Lucchesi
apresentaram formas equivalentes de definir grafos k-fluxo-criticos. Antes de apresentar-
mos tais equivaléncias, primeiro precisamos definir o que é um (u,v)-k-fluxo. Seja G um
grafo sem aresta de corte. Um (u,v)-k-fluro modular, ou simplesmente (u,v)-k-fluzo, é
um par de fungoes de orientagao e peso (D, f), com pesos das arestas de G no conjunto
{1,2,...,k—1} e tal que todos os vértices de G, exceto u e v, tém fluxo liquido congruente
a 0 mod k.

As Proposigoes 9 e 10, encontrados em (SILVA; LUCCHESI, 2008), mostram defi-

nigoes equivalentes de grafos k-aresta-criticos e k-vértice-criticos, respectivamente.

Proposicao 9 Seja G um grafo conexo sem aresta de corte e sem k-fluzo, com pelo menos

duas arestas. Entao, as propriedades a sequir sao equivalentes:
a) Para toda aresta e de G, G /e admite k-fluro modular;
b) Para toda aresta e de G, G — e admite k-fluxo modular;

¢) Para toda aresta e = uv de G, G admite um (u,v)-k-fluzo;

Demonstracao:

(a) = (b): Seja e = wv uma aresta de G e (D, f) um k-fluxo modular de G/e.
Vamos mostrar que o par de fungoes (D', f') obtido a partir da extensdao de (D, f) a G
é um k-fluxo modular parcial com sup(D’, f') = E — e. Note que como (D', f') é uma
extensao de (D, f), entdo os tnicos vértices que podem nao estar equilibrados médulo k
sdo u e v. Assim, vamos mostrar que os vértices u e v ficam equilibrados moédulo k£ em
(D', f'). Suponha por absurdo que (D', f') nao equilibre u e v. Entao, pela Proposi¢ao 5,
f'(u) = —f'(v) em G. Sem perda de generalidade, suponha que u é o vértice negativo e v
é o vértice positivo. Ao orientar a aresta e de u para v e atribuir peso f(v) mod k a e, u e
v tornam-se equilibrados médulo k, ou seja, um k-fluxo modular (D", f”) de G é obtido,
uma contradi¢do a hipdtese de que G nao tem k-fluxo. Concluimos assim que a extensao
(D', f') a G —e é um k-fluxo-modular. Logo, se para toda aresta e de G, G//e admitir um

k-fluxo modular entdao G — e também admitird um k-fluxo modular para toda aresta e.

(b) = (¢): Seja e = wv uma aresta de G e (D, f) um k-fluxo modular de G —e. Da

mesma maneira que argumentado anteriormente, a extensao de (D, f) a G é um k-fluxo
modular parcial (D', f) com sup(D', f') = E —e.

Vamos mostrar que o k-fluxo modular parcial (D', ') de G com sup(D’, f') = E—e
pode ser transformado em um (u,v)-k-fluxo de G. Ao atribuir uma orienta¢do e um
peso arbitrario a e (dentro do intervalo {1,2,...,k — 1}), obtemos um par de fungoes

(D", f") que tornam wu e v nao equilibrados médulo k. Como todos os outros vértices de
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G continuam equilibrados médulo k em (D", f") e sup(D", f") = E entao (D", f") é um
(u,v)-k-fluxo de G. Logo, se para toda aresta e de G, G — e admitir um k-fluxo modular

entdo G admitird um (u, v)-k-fluxo para toda aresta e.

(¢) = (a): Seja e = uwv uma aresta de G e (D, f) um (u,v)-k-fluxo de G. Vamos
mostrar que a restricdo de (D, f) a G/e é um k-fluxo modular (D', f’) de G/e. Pela
Proposicao 5, f(u) = —f(v) em G. O fluxo liquido do vértice w obtido apds a contracao
de e é igual ao fluxo liquido no corte 9(X) para X = {u,v}. Pela Proposicao 5, f'(w) =
fuw)+ f(v) =0 (mod k). Como todos os vértices de G /e sao equilibrados médulo &k por
(D', f') entdo este é um k-fluxo modular de G/e. Logo, se para toda aresta e, o grafo G

admitir um (u,v)-k-fluxo, G//e admitird um k-fluxo modular para toda aresta e.

Proposicao 10 Seja G um grafo conero sem aresta de corte e sem k-fluxo. Entao, as

propriedades a sequir sao equivalentes:
a) Para todo par de vértices (u,v) de G, G/uv admite k-fluro modular;
b) Para todo par de vértices (u,v) de G, G + uv admite k-fluzo modular;

c¢) Para todo par de vértices (u,v) de G, G admite um (u,v)-k-fluzo;

Demonstracao:

(a) = (b): Sejam u e v dois vértices de G' e (D, f) um k-fluxo modular de G/uv.
Vamos mostrar que o par de fungoes (D', f') obtido a partir da extensao de (D, f) a G
¢ um (u,v)-k-fluxo. Note que como (D', f') é uma extensao de (D, f), entdo os tnicos
vértices que podem ficar nao equilibrados médulo k s@ao u e v. Assim, vamos mostrar
que os vértices u e v ficam nao equilibrados médulo k& em (D', f'). Suponha por absurdo
que (D', f") equilibre u e v médulo k. Entao (D', f') é um k-fluxo modular de G, uma

contradi¢ao a hipdtese de que G nao tem k-fluxo. Concluimos assim que (D', f) é um

(u,v)-k-fluxo de G.

Sem perda de generalidade, suponha que u é o vértice negativo e v é o vértice
positivo. Ao adicionar uma nova aresta e = uv a G, orientar e de u para v e atribuir
peso f(v) mod k a e, u e v tornam-se equilibrados médulo &, ou seja, um k-fluxo modular
(D", f") de G + uv é obtido.

Logo, se para todo par de vértices (u,v) de G, G /uv admitir um k-fluxo modular

entdo G + uv também admitird um k-fluxo modular para todo par de vértices (u,v).

(b) = (¢): Sejam u e v dois vértices de G, (D, f) um k-fluxo modular de G + v,
e e = wv a aresta adicionada a G para obter G + uv. Vale observar que ainda que ja

exista uma aresta ligando os vértices u e v em (G, a nova aresta e é sempre adicionada.
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Vamos provar que o par de fungoes (D', f') obtidos a partir da restricao de (D, f) a G
é um (u,v)-k-fluxo. Note que como (D', f') é uma restricao de (D, f), entdo os tnicos
vértices que podem ficar nao equilibrados médulo k sdo u e v. Assim, vamos mostrar que
os vértices u e v ficam nao equilibrados médulo k em (D', f’). Sem perda de generalidade,
suponha que e é orientada em D saindo de u e entrando em v. Claramente, a remocao
de e faz com que f'(u) = f(e) e f'(v) = —f(e). Concluimos assim que (D', f') é um
(u,v)-k-fluxo de G. Logo, se para todo par de vértices (u,v) de G, G + uv admitir um

k-fluxo modular entdo G admitird um (u, v)-k-fluxo para todo par de vértices (u,v).

(¢) = (a): Seja (D, f) um (u,v)-k-fluxo de G. Pela Proposicao 5, f(u) = —f(v);
logo, ao identificar tais vértices, o fluxo liquido do vértice resultante sera congruente a
0 mod k, ou seja, um k-fluxo modular é obtido. Se, para todo par de vértices (u,v), G
admitir um (u,v)-k-fluxo entdo G/uv admitird um k-fluxo modular para todo par de

vértices (u,v).

1.5.1 Snarks 4-Fluxo-Criticos

Silva e Lucchesi (SILVA; LUCCHESI, 2007, Proposition 3.10) mostraram que todo
grafo k-aresta-critico possui um (k4 1)-fluxo. A Proposigao 11 apresenta uma demonstra-
cao desse fato. Segue desta proposicao que todo snark 4-aresta-critico (ou 4-vértice-critico)
possui 5-fluxo e nao é contra-exemplo para a Conjectura dos 5-Fluxos de Tutte. Motivados
por esse fato, Silva e Lucchesi investigaram e concluiram que muitos snarks famosos como o
grafo de Petersen, os de Blanusa, de Loupekine e muitos outros sao 4-aresta-criticos. Tam-
bém descobriram que os grafos da familia infinita dos flower-snarks (SILVA; LUCCHESI,

2012) também sao 4-aresta-criticos.

Em 2013, Silva, Pesci e Lucchesi (SILVA; PESCI; LUCCHESI, 2013) avaliaram
todos os snarks de ordem até 28 e observaram que nem todos snarks sao 4-aresta-criticos.
No entanto, também observaram que todo snark que nao é 4-aresta-critico possui um snark
4-aresta-critico como minor. Logo, como consequéncia da Proposi¢ao 11, uma possivel
abordagem para tentar resolver a Conjectura dos 5-Fluxos de Tutte seria a extensao de
um 5-fluxo de um snark 4-aresta-critico G para um snark H que nao é 4-aresta-critico

mas que possui G como minor.

Proposicao 11 Seja G um grafo conexo sem aresta de corte e e = uv uma aresta de G
tal que G — e tem k-fluro. Entio G tem (k + 1)-fluzo.

Demonstracao: Seja (D, f) um k-fluxo de G — e e R(u) o conjunto de todos os vértices

alcangaveis a partir de u por caminhos orientados segundo D, e T,, = R(u)U{u}. Se houver
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arestas saindo de T;, entao haveria vértices alcancaveis a partir de u que nao estariam em
R(u), logo nao existem arestas assim. Se houver arestas entrando em 7, entao f(7,) <0
algo que, como consequéncia da Proposi¢ao 5, nao pode ocorrer em um k-fluxo. Como

nao existem arestas entrando ou saindo de T, e G — e é conexo entao T, = V(G).

O vértice v pertence a T}, logo existe um caminho orientado m,, = {u, x1,...,x,, v}
em G — e. O par de fungoes (D', f') obtido a partir da extensao de (D, f) a G é um k-
fluxo parcial de G tal que f'(¢) = 0 e a aresta e é orientada de v a u em D’. Entao
sup(D', f') = E — e. O caminho m,, juntamente com a aresta e = vu formam um ciclo
direcionado C' em D" e um (k + 1)-fluxo (D', f”) pode ser obtido a partir de (D', f')
somando-se o valor um ao peso de toda aresta do ciclo C| isto é, através dos seguintes

passos:

e para toda aresta e’ € m,,, atribuir f”(¢’) = f'(¢/) + 1;

e atribuir f”(e) = 1.

Claramente, o intervalo de pesos atribuidos as arestas por f” serda {1,2,...,k} uma vez
que, da defini¢do de k-fluxo, o intervalo de pesos atribuidos por de f é {1,2,...,k — 1}.
Além disso, todos os vértices se mantém equilibrados pois somamos o mesmo valor 1 ao

peso de todas as arestas do ciclo direcionado C'. Entao, (D", f”) é um (k + 1)-fluxo. O

Ainda em 2013, Brinkmann et al. (BRINKMANN et al., 2013b) conseguiram gerar
todos os snarks de ordem até 36. Com o intuito de continuar o trabalho de Silva, Pesci
e Lucchesi, identificamos quais snarks desta nova base sdo 4-aresta-criticos e quais sao
4-vértice-criticos. Descrevemos no proximo capitulo o processo que nos permitiu realizar
tal identificacdo. No entanto, primeiro é necessario apresentar definicoes e demonstrar

proposicoes que sao de vital importancia para a explicagao da parte pratica deste projeto.

Um grafo é dito quase-ciibico quando possui dois vértices u e v de grau dois e o
restante de grau trés. Claramente, a remocao de uma aresta e = uv de um grafo cibico GG
gera um grafo quase-ctibico. O grafo cubico obtido a partir da contragdao de duas arestas
de G — e, uma incidente em u e outra incidente em v, é ctibico; denotamos tal grafo por
G * e. Dizemos que G x e é o grafo ciibico subjacente de G —e. A Figura 27 ilustra o grafo
de Petersen, um grafo quase-ctibico obtido a partir do grafo de Petersen e o grafo ctibico

subjacente obtido a partir do quase-ciibico.

Se o grafo quase-ctibico G — e admite um 4-fluxo (D, f) entdao o vértice u possui
uma aresta entrando e outra saindo, ambas com o mesmo peso; o mesmo vale para o
vértice v. Claramente, o par de fungdes (D', f') obtidos a partir da restrigao de (D, f)
a G *x e também ¢é um 4-fluxo. Dessas defini¢oes, observacoes e da Proposicao 9 segue a

Proposicao 12.
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Figura 27 — Grafos de Petersen, quase-ciibico e cibico subjacente

(a) Grafo de Petersen (b) Grafo quase-cibico (¢) Grafo ctbico subjacente

Fonte: Produzido pelos autores

Proposicao 12 Seja G um snark e e = uwv uma aresta de G. Entao G admite um (u,v)-

4-fluxo se e somente se G x e admite um 4-fluzo.

Uma (u, v)-3-coloragio de arestas de um grafo quase-ctbico tal que u e v tém grau
2 ¢é similar a uma 3-coloragao de arestas de um grafo ctibico com a diferenca que cada par
de arestas incidentes em cada um dos vértices de grau dois possuem cores iguais. A partir

desta defini¢do, demonstramos as Proposicoes 13 e 14.

Proposicao 13 Seja G um snark e e = uv uma aresta de G. Entao G — e admite uma

(u,v)-3-coloragio de arestas se e somente se G * e admite uma 3-coloragio de arestas.

Demonstragao: (=) Seja C' uma (u, v)-3-coloragao de arestas de G — e. Pela definigao, as

arestas incidentes em u possuem a mesma cor; o mesmo ¢ valido para v. Claramente, as
arestas incidentes no vértice obtido a partir da contracao de uma das arestas de u tém
cores distintas; o mesmo vale para o vértice obtido a partir da contracao de uma das

arestas de v. Logo, GG x e obtido a partir de tais contracoes admite 3-coloracao de arestas.

(<) Seja C' uma 3-coloracao de arestas de G * e, x; e x5 os vértices adjacentes a
u, Y1 € Yo 0s vértices adjacentes a v, e e; = uxy e es = vy, as arestas contraidas de G — e
para obter G xe. A extensao das cores de C' a G — e atribui cores a todas arestas de G —e
exceto e e ep. Se as cores das arestas es = uxs e eg = vyy de G — e forem atribuidas a el
e e2, respectivamente, uma (u, v)-3-coloragao de G — e é obtida. Concluimos assim que se

G *x e admite uma 3-coloragao de arestas entdo G — e admite uma (u,v)-3-colora¢do. O

Proposicao 14 Seja G um snark e e = uwv uma aresta de G. Entao G admite um (u,v)-

4-fluzo se e somente se G — e admite uma (u,v)-3-coloragao.
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Demonstracao: (=) Se G admite um (u,v)-4-fluxo entdo, pela Proposicao 12, o G * e

admite 4-fluxo. Logo, pela equivaléncia de Tutte (Teorema 4), G x e admite uma 3-
coloragao de arestas. Entao, pela Proposigao 13, G — e admite uma (u,v)-3-coloragao de
arestas. Concluimos assim que, se um snark GG que possui uma aresta e = uv, admite um

(u, v)-4-fluxo, entdo G — e admite uma (u, v)-3-coloragao.

(<) Como todas as proposigoes utilizadas acima sdo equivaléncias, o mesmo raci-

ocinio pode ser feito no sentido contrario. O
O Corolario 2 é consequéncia das Proposigoes 14 e 9.

Corolario 2 Seja G um snark. Entao G é 4-aresta-critico se e somente se G — e admite

uma (u,v)-3-coloragio para toda aresta e de G.
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2 Algoritmos e Resultados

Como um primeiro passo na direcdo de tentar resolver a Conjectura dos 5-Fluxos
(Conjectura 1), Silva, Pesci e Lucchesi (SILVA; PESCI; LUCCHESI, 2013) identificaram
os snarks 4-vértice-criticos de ordem até 28, que era, até 2012, o maior conjunto de snarks

disponivel publicamente.

Em 2013, Brinkmann et al. (BRINKMANN et al., 2013b) conseguiram gerar um
conjunto de todos os snarks de ordem até 36, uma tarefa computacional massiva, dado
o fato que o nimero de snarks cresce exponencialmente com a ordem. Esse conjunto de
snarks pode ser encontrado em (BRINKMANN et al., 2013a). Nesta dissertagao, apresen-
tamos as quantidades de snarks 4-aresta-criticos e 4-vértice-criticos nesse conjunto maior,
assim como uma descri¢cao do processo de desenvolvimento do algoritmo que nos permitiu
processar esse conjunto de snarks apesar do seu tamanho consideravelmente maior que o

anterior.

Conforme mencionado no capitulo anterior, determinar se um grafo cibico possui
4-fluxo é um problema NP-Completo. As Proposicoes 9 e 10, que mostram maneiras
equivalentes de determinar se um grafo é 4-fluxo-critico, sugerem um algoritmo natural que
envolve a resolu¢ao de um numero polinomial de problemas NP-Completos, ou seja, um
algoritmo de complexidade exponencial. Ainda nao é claro se ha ou ndo uma caracterizagao
dos snarks 4-fluxo-criticos que permita seu reconhecimento em tempo polinominal, logo

os todos algoritmos descritos a seguir sao de complexidade exponencial.

Primeiramente, descrevemos o programa criado por Silva (SILVA, 2008) que testa
se um grafo que nao admite 4-fluxo ¢é 4-vértice-critico. O algoritmo implementado por Silva
esta baseado na caracterizacao apresentada na Proposicao 10. Pela Proposicao 7, é possi-
vel fixar uma orientacao para as arestas do grafo e buscar, dentre todas as permutagoes de
fungoes peso validas, uma que deixe precisamente dois vértices u e v desbalanceados, ou
seja, com fluxo liquido ndao nulo médulo 4. Se para todo par de vértices u e v do grafo for
encontrado um (u, v)-4-fluxo, entao tal grafo é 4-vértice-critico (pela Proposicao 10(a)).
E precisamente essa computacio que é feita no programa de Silva, com a diferenca de
que, para simplificar a implementacao, ao invés de buscar uma fungao para cada par de
vértices, o programa gera recursivamente todas as permutagoes de pesos e, para aque-
las que deixam precisamente dois vértices u e v desbalanceados, registra ter achado um
(u,v)-4-fluxo para esse par de vértices. Algumas podas simples sdao feitas para conter o
crescimento desnecessario da arvore de busca, como por exemplo parar a recursao de uma
dada permutacao caso mais de dois vértices ja estejam desbalanceados considerando ape-

nas os pesos ja fixados; ou se existem precisamente dois vértices desbalanceados até o
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momento, mas esse é um par para o qual ja foi encontrado um (u, v)-4-fluxo.

As podas utilizadas no algoritmo de Silva foram boas o suficiente para lidar com
o conjunto de snarks de ordem até 28. No entanto, uma estimativa inicial do tempo ne-
cessario para processar o novo conjunto de snarks de até 36 vértices utilizando o mesmo
algoritmo, mesmo se 72 instancias diferentes fossem processadas em paralelo em um clus-

ter, seria de aproximadamente 6 meses.

O programa implementado por Silva foi originalmente utilizado para testar se cer-
tas construgoes de grafos sem 4-fluxo, quando aplicadas a grafos 4-vértice-criticos, geram
um novo grafo 4-vértice-critico. Como essas constru¢oes nao garantem preservagao de re-
gularidade do grafo, o programa nao assume que o grafo inicial seja ctibico. Para o caso
particular de grafos cibicos, é possivel fazer mais podas da arvore de busca e, a partir
desta observagao, decidimos investigar se uma nova implementacao, especifica para snarks
(que sao cubicos) levaria a uma melhora de desempenho na verificagao. Felizmente, obti-
vemos um resultado muito positivo. A seguir apresentamos uma descricao mais detalhada
das propriedades observadas que permitiram a melhora no desempenho, bem como das

variantes de versoes experimentadas.

O nosso algoritmo ¢ dividido em duas versoes, ambas sao algoritmos de back-
tracking. A primeira, chamada de Versao de Fluzo, procura por um (u,v)-4-fluxo para
todos pares (u,v) e a outra, chamada de Versdo de Coloragio, procura por uma (u,v)-
3-coloragao das arestas do grafo para todo par (u,v) de vértices adjacentes. Pela Pro-
posicao 14 determinar se um grafo ctibico possui uma (u,v)-3-coloragdo de arestas é

equivalente a determinar se ele possui um (u, v)-4-fluxo.

2.1 Versdo Forca Bruta (ou VFB)

Antes de discutir as versoes desenvolvidas e utilizadas neste trabalho, explicaremos
um simples algoritmo, que chamamos de Versao For¢ca Bruta (ou VFB), sem qualquer
estratégia de poda que gera todas as fungdes peso possiveis para um grafo. Fazemos isso
para melhor ilustrar a base das outras versoes que ¢ a recursividade, assim como salientar
a importancia das podas comparando o tempo de execucao deste algoritmo com os tempos

dos outros.

O objetivo desta versao é gerar todas as fungoes peso f : E — {1,2,3} possiveis
buscando identificar durante a geragao aquelas que representam (u,v)-4-fluxos. Sao 3™
fungoes a serem geradas no total. Existe mais de uma maneira para gerar esse conjunto
de fungdes. Uma maneira natural é usar um algoritmo recursivo (evidentemente com
backtracking) para fixar o peso de uma tnica aresta a cada nivel da recursdo. E facil
ver que dessa forma a altura da drvore de busca serd m e o grau de cada né serd 3. E

exatamente isso que é feito no algoritmo de Silva (SILVA, 2008). J4 na versao apresentada
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nesta dissertacao, os pesos das arestas sao fixados em blocos de forma a ter todos os
pesos de arestas incidentes em um determinado vértice fixados antes da proxima chamada
recursiva, ou seja, a recursao ocorre nos vértices e nao nas arestas. Desta forma, a altura
sera menor, n. Por outro lado, os graus dos nés da arvore de busca serao potencialmente
maiores. O grau exato do né da arvore de busca depende do niimero de arestas incidentes
no vértice que ainda nao tiveram seus pesos fixados, o qual pode ser 0, 1, 2 ou 3. Como
existem 3 possiveis valores de peso, entao os possiveis graus dos nés da arvore de busca

podem ser 27, 9, 3 ou 1, respectivamente.

No que tange a geracao de fungoes peso, ambas abordagens sdo equivalentes. Op-
tamos pela segunda maneira para facilitar a implementacao e viabilizar o uso de certas
observagoes tedricas como mecanismos de poda da arvore de busca. Utilizamos essa abor-
dagem em todas as versoes descritas neste capitulo. Uma vez feita a escolha dessa abor-
dagem, sempre teremos ao longo da execucao do algoritmo dois tipos de vértices, os quais
chamaremos de vértices rigidos e vértices nao rigidos. Um vértice w ¢é rigido quando ja
houve uma chamada recursiva em um nivel anterior tendo w como parametro. Evidente-
mente, antes do inicio da execuc¢ao do algoritmo, todos os vértices sao nao rigidos e, toda
vez que ha backtracking em um vértice, este, que era um vértice rigido, volta a ser um

vértice nao rigido.

A cada nivel da recursao, escolhemos um vértice w nao rigido para se tornar
rigido. Seja (e1, e, e3) a tripla ordenada que representa a lista de adjacéncia de w. Seja
(f1, f2, f3) a tripla ordenada que representa uma combinagao de pesos que podem ser
fixados a (eq, eg, €3). Uma combinagao (f1, fa, f3) é compativel com w se, para cada aresta
e; incidente em w cujo peso foi fixado em um nivel anterior da recursdao, o peso f; é
precisamente o valor ja fixado. Para facilitar a implementagao, criamos uma rotina C,(w)

que retorna a lista de combinagoes compativeis com w. A Figura 28a ilustra a lista de

Figura 28 — Ordem e fixacao dos pesos das arestes incidentes em um vértice w

(b) f(e1) fixado (c) f(e1) e f(e2) fixa-

dos

(a) Tripla (eq, ez, €3)

Fonte: Produzido pelos autores

adjacéncias de um vértice wy. A Figura 28b ilustra quando a aresta e; possui um peso
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fixado e, para esse caso,
Cp(ws) ={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3),(1,3,1),(1,3,2),(1,3,3) }.
A Figura 28c exemplifica uma situagao quando e; e ey possuem pesos fixados, nesse caso
Cp(ws) ={(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3) }.

Note que nao necessariamente uma combinagao compativel deixa um vértice equilibrado

modulo 4.

O Algoritmo 1 é um pseudocddigo da nossa implementacao. Os parametros de
entrada sao um grafo G = (V, E) com orientacao arbitraria D, um vértice nao rigido
w;, uma fungdo peso f que tem como dominio apenas as arestas incidentes nos vértices
rigidos e uma lista [ de pares de vértices (u,v) para os quais um (u, v)-4-fluxo foi encon-
trado. A primeira chamada para esta funcao é feita com w; como parametro, escolhido

arbitrariamente, nenhum peso definido em f e [ = (.

Dados: (D, w;, f, 1)
para cada combinagdo compativel ¢ de C,(w;) faca
// Apds a execugdo da instrugdo abaixo, w; passa a ser rigido
fixar em f os pesos das arestas incidentes em w; determinados pela combinagao
¢
// Essa condigdo é verdadeira no dltimo nivel da recursdo, ou seja,
quando um né folha da arvore de busca é atingido
se todos os vértices de V' sao rigidos entao
se f possui apenas dois vértices quaisquer u e v desbalanceados entao
‘ adicionar o par (u,v) a [;
fim
senao
‘ chamar recursivamente esse algoritmo para (D, w41y, f, 1);
fim
// backtrack; w; deixa de ser rigido
remover de f os pesos das arestas incidentes em w; que foram fixadas pela
combinacao c;

fim

Algoritmo 1: Versao Forca-Bruta

Apoés a execugao deste algoritmo para um snark G, basta verificar se um (u, v)-
4-fluxo foi encontrado para todo par de vértices (u,v) para determinar se G é 4-vértice-

critico, e apenas os pares adjacentes para determinar se ¢ 4-aresta-critico.

A Tabela 1 mostra o tempo de execucao desta versao para cada conjunto de snarks
agrupados por suas ordens. Claramente, esta versao ¢ muito ineficiente. Os tempos listados
em todas as tabelas apresentadas neste capitulo foram obtidos a partir de execucoes
realizadas em um notebook Dell com 8GB de memoéria RAM, processador Intel i7 e

sistema operacional Windows 8.1.
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Tabela 1 — Tempos da Versao For¢a Bruta

Ordem Snarks VFB s

10 1 2,55
18 2 *

Fonte: Produzido pelos autores.

Nota: * interrompido por ser superior a 24 horas (86.400 segundos).

2.2 Versio de Fluxo - Variante 1 (ou VFI)

Para mostrar a melhoria no desempenho que cada uma das estratégias utilizadas na
Versao de Fluxo causou, nés dividimos esta versao em 3 variantes. Todas as variantes tém
como base a Versao Forca-Bruta, ou seja, sao algoritmos de backtracking que procuram

por um (u, v)-4-fluxo para todo par de vértices (u,v).

A primeira variante possui uma abordagem bastante similar a de Silva. As mesmas

podas sao utilizadas, isto é, a recursao ¢é interrompida caso:

e mais de dois vértices ja estejam desbalanceados,
e dois vértices u e v estejam desbalanceados, mas o par (u,v) ji pertence a lista [, ou

e a lista [ j4 permita determinar se o grafo é 4-vértice-critico ou 4-aresta-critico, de-

pendendo do que se pretende determinar.

A primeira diferenca entre esta variante e o algoritmo de Silva é que ha uma
etapa de pré-processamento que determina uma ordem S = (wy,wy, ..., w,) que define
a sequéncia dos vértices que se tornarao rigidos ao longo da recursao. O ideal é que a
ordem S seja tal que o vértice w41y seja um dos vértices w;, j > 7, com maior nimero
de vizinhos no trecho (wy, ws,...,w;). Se essa propriedade é satisfeita para todo i entao
temos que a garantia que C,(w;) tem o menor tamanho possivel a cada instante. Assim
garantimos um menor grau da arvore de busca a cada nivel. Se existe mais de uma ordem
S que satisfacga essa propriedade, a escolha entre elas é arbitraria. Na implementacao, para
determinar a ordem S simplesmente construimos um heap de maximo H com os vértices
ainda nao adicionados a S ordenados pela quantidade de vizinhos ja em S. Claramente

um algoritmo de complexidade polinomial.

A segunda e principal diferenca dessa variante é o fato de assumirmos que o grafo é
snark, portanto ciibico. Para um grafo ciibico nao existem muitas maneiras que podemos
atribuir pesos as arestas incidentes em um vértice w de modo que ele fique equilibrado
modulo 4. Primeiro, observe que uma orientacao D deve direcionar todas as arestas inci-

dentes em w na mesma direcdo ou duas na mesma diregao e a terceira na dire¢ao oposta.
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Para cada um desses casos, existem seis combinacoes de pesos que deixam w equilibrado
modulo 4. Esses casos sao ilustrados na Figura 29. Note que, se as orientacoes das arestas
fossem opostas as apresentadas, o equilibrio modulo 4 seria mantido nos vértices com as

mesmas combinagoes de pesos nas arestas.

Figura 29 — Combinacoes de pesos que equilibram médulo 4 um vértice de grau 3
2 1 1 2 3 3
1 1 1 2 2 1 3 3 3 2 2 3
1 1 2 3 3 2
2 3 3 2 1 1 2 1 1 2 3 3
Fonte: Produzido pelos autores

Observando a Figura 29, concluimos que, se uma das arestas incidentes no vértice
ja possuir um peso atribuido pelo algoritmo, entao existem exatamente duas combinacoes
compativeis que deixam este vértice equilibrado moédulo 4. Caso duas arestas ja possuam

pesos atribuidos entao existe no maximo uma combinacao.

Se em um determinado nivel da recursao, tivermos precisamente dois vértices u
e v ja rigidos e desbalanceados, entao nao faz mais sentido considerar combinagoes que
permitam novos vértices rigidos e desbalanceados. Nesse caso, para todo vértice nao rigido
w definimos C (w) como sendo o subconjunto das combinages de Cp(w) que deixam w
equilibrado médulo 4. Conforme mencionado anteriormente, a quantidade de combinagoes

de C)(w) serd no maximo dois. No caso da Figura 28b, temos que:
Ch(wz) = {(1,1,2),(1,2,1)}.

A ordem S, em conjunto com a observacao do niimero mais restrito de combinagoes
compativeis que deixam um vértice equilibrado médulo 4, tendem a reduzir bastante o
grau dos nés da arvore de busca. Estas podas s6 ocorrem a partir do momento que
ja existem dois vértices rigidos e desbalanceados. Antes disso, quase todos os vértices
possuem até 9 combinagoes compativeis; um valor relativamente alto quando comparado

a uma ou duas combinagoes que deixam um vértice equilibrado médulo 4.

A Tabela 2 é uma extensao da Tabela 1 de tempo de execucao da Versao Forca

Bruta e, como podemos observar, as podas descritas acima tiveram um grande impacto



2.8. Versao de Coloragio (ou VC) 61

no tempo de execucao. Esta variante permitiu determinar quais snarks de ordem até 30
sdo 4-vértice-criticos, ou seja, reproduziu e estendeu os resultados obtidos por Silva, Pesci
e Lucchesi (SILVA; PESCI; LUCCHESI, 2013).

Tabela 2 — Tempos da Versao Forca Bruta e da Versao de Fluxo - Variante 1

Ordem Snarks VFB[s|] VF1 [5

10 1 2,55 0,00
18 2 * 0,00
20 6 0,06
22 20 0,31
24 38 1,23
26 280 16,51
28 2.900 138,11
30 28.399 3033,61
32 293.059 *

Fonte: Produzido pelos autores.

Nota: * interrompido por ser superior a 24 horas (86.400 segundos).

2.3 Vers3o de Coloracio (ou VC)

Pela Proposi¢ao 14, procurar por um (u,v)-4-fluxo para um par (u,v) de vérti-
ces adjacentes é equivalente a procurar por uma (u,v)-3-coloragdo para o mesmo par.
Baseados neste fato, criamos uma nova versao de algoritmo que procura por uma (u, v)-3-
coloragao para todo par (u,v) de vértices adjacentes. Claramente, esta versio é especifica
para determinar se um dado snark G é 4-aresta-critico mas nao permite determinar se GG é
4-vértice-critico. Apesar desta limitagdo, note que esta versao tem uma grande vantagem
natural, o nimero de pares de vértices adjacentes em grafo ctibico é linear na quantidade

de vértices, ou seja, a quantidade de problemas exponenciais a serem resolvidos ¢ menor.

Em analogia as combinagoes de pesos que definimos na Versao Forca-Bruta, defi-
nimos nesta versao o conceito de combinacgao de cores como uma tripla ordenada de cores
{c1, 2, c3} que podem ser atribuidas a tripla ordenada {ej, es, e3}, a lista de adjacéncias
de um vértice w. Dizemos que uma combinagao de cores é compativel com w se esta nao
altera as cores previamente determinadas das arestas incidentes em w. Uma combinagao
de cores compativel com w é propria se ela atribui cores distintas as arestas incidentes
em w. Para esta versao, definimos como C.(w) a lista de combinacoes de cores préprias

de w. Também, de maneira similar a descrita anteriormente, esta lista esta limitada a 0,
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1, 2 ou 6 combinagoes dependendo de quantas arestas incidentes em w ja possuem cores
atribuidas e de quais sao essas cores. O nimero de combinagbes de cores proprias de um
vértice w é 6 quando nenhuma das arestas incidentes em w foram coloridas. Caso uma
aresta tenha sido colorida entao a quantidade de combinagoes é sempre 2. Apenas quando
w j& possui duas arestas coloridas entao a quantidade de combinacoes pode ser 0 ou 1,

sendo 1 se as as cores forem distintas e 0 caso contrario.

Em uma (u, v)-3-coloragao, com excecao de u e v, todos os vértices tém uma aresta
de cada cor. Devido a isso, nos pareceu infrutifera a ideia de atribuir cores as arestas de
um grafo sem o cuidado de manter as arestas incidentes na vasta maioria dos vértices com

cores distintas.

Isto nos fez mudar uma caracteristica fundamental da rotina recursiva, a qual nesta
versao, ao invés de procurar em uma mesma execugao por uma (u,v)-3-coloracao para
todo par (u,v) de vértices adjacentes, ela procura por apenas uma (u, v)-3-coloragao para
um par (u,v) determinado previamente. Apesar desta alteragao nos obrigar a executar a
rotina recursiva uma vez para cada par de vértices adjacentes do grafo, ela apresenta a
vantagem de, a cada nivel da recursao, avaliar apenas combinacoes de cores préprias para
cada vértice distinto de u e v. Isso reduz os graus de todos os nés da arvore de recursao

diferentes da raiz a no maximo dois.

Uma (u,v)-3-coloragdo pode ser transformada em outra apenas permutando os
nomes das cores. Uma consequéncia para esse fato é a reducao do grau da raiz da arvore
de busca a 1. Se uma (u, v)-3-coloragao A foi obtida para uma combinagao de cores propria
do primeiro vértice w; de S entdo, para obter uma nova (u, v)-3-coloragao para qualquer

outra combinacao prépria de wq, basta permutar as cores de A.

A alteragao da rotina recursiva também permitiu mudar a maneira como S é
construida, antes de uma chamada & rotina recursiva para um dado par (u,v) de vértices
adjacentes, uma nova ordem de vértices S é criada com todos os vértices menos u e v. Uma
vez (ue a recursao ocorre nos vértices, a existéncia de uma ordem S menor, claramente
reduz a altura da arvore de busca quando comparada a Versao de Fluxo - Variante 1. Por
outro lado, ao atingir um né folha da arvore de busca, nao temos garantia que a coloracao
C' obtida é uma (u,v)-3-coloragao. Entao ao final é necessério adicionar uma verificagao
que avalia se a coloragao obtida é uma (u, v)-3-coloragao ou nao. Sabemos que, ao executar
tal verificacao, todos os vértices menos u e v sao rigidos, logo possuem combinagoes de
cores proprias. Para que C seja uma (u, v)-3-coloragao, basta verificar se o par de arestas
incidentes em u que foram coloridas compartilham a mesma cor; o mesmo vale para v.
Se, para cada um desses pares, essa restricao for atendida entao, pela definicao, C' é uma

(u, v)-3-coloragao.

Finalmente, foi possivel adicionar um critério de poda a rotina recursiva. Quando

procuramos por uma (u, v)-3-colorac¢ao atribuimos uma combinagao de cores ¢ a um vértice
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w; de S a cada nivel da rotina recursiva. Se algum vizinho nao rigido z de w;, com
x#uex#ov, tiver Co(x) = ) entdo ¢ é descartada e a proxima combinagio é avaliada.
Claramente, se uma combinagao de cores ¢ ¢ descartada entdao menos chamadas recursivas

sao realizadas, ou seja, o grau do n6 da arvore de busca é diminuido.

Esta versao foi rapida o suficiente para determinar quais snarks de ordem até 36
sao 4-arestas-criticos em menos de um dia; um tempo razoalmente menor que o previsto
inicialmente. O tempo de execucao desta versao pode ser visto na Tabela 3. Note que
a propriedade sendo verificada é diferente, isto é, esta versdo verifica se os snarks sao
4-arestas-criticos enquanto que as versoes anteriores verificam se sao 4-vértice-criticos,

portanto nao cabe comparacao com os dados das versoes anteriores.

Tabela 3 — Tempos da Versao de Coloracao

Ordem  Snarks VC [s]

10 1 0,00
18 2 0,00
20 6 0,00
22 20 0,00
24 38 0,03
26 280 0,28
28 2.900 0,59
30 28.399 11,11

32 293.059 147,56
34 3.833.587  2.850,23
36 60.167.732  62.827,38

Fonte: Produzido pelos autores.

2.4 Versdo de Fluxo - Variante 2 (ou VF2)

Intrigados com a melhora apresentada pela versao anterior, decidimos criar uma
nova variante da Versao de Fluxo com uma abordagem similar a Versao de Coloracao. Para
cada snark GG, a quantidade de pares de vértices a serem testados para determinar se G ¢ 4-
vértice-critico é quadratica na quantidade de vértices. Ja a quantidade de arestas, ou pares
de vértices adjacentes, a serem verificadas € linear na quantidade de vértices. Claramente,
devido a distingdo dos problemas, a Versao de Coloracao resolve uma quantidade de

problemas exponenciais menor, no entanto, algumas caracteristicas da implementacao da
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Versao de Coloragao puderam ser aproveitadas para essa variante; todas as modificagoes

descritas a seguir sao semelhantes, senao idénticas, a essas caracteristicas.

A primeira mudanca em relacdo a primeira variante desta versao é a fixagao do
par de vértices (u,v) para o qual um (u,v)-4-fluxo é procurado. Essa altera¢ao permitiu
também uma mudanga na criacao da ordem S em que os vértices sdo processados. Como
o par de vértices que ficarao desbalanceados é conhecido, eles nao sao adicionados a S
logo, quando a recursao torna rigido um vértice w de S, apenas as combinagoes de C)(w)
sao consideradas. Essa alteracao permitiu reduzir, a excegao da raiz, o grau de todos os

nods da arvore de busca a no maximo dois.

Conforme descrito na primeira variante, o primeiro vértice w de S é escolhido
arbitrariamente e serd o inico com as trés arestas sem pesos atribuidos antes de se tornar
rigido. Note que, ao multiplicar os pesos das arestas de um (u, v)-4-fluxo por 3 médulo 4,
noés obtemos um outro (u, v)-4-fluxo no qual as arestas de peso 3 se tornam arestas de peso
1 e vice-versa, enquanto que as arestas de peso 2 nao se alteram. Portanto, somente as trés
combinacoes mais a esquerda de cada linha ilustradas na Figura 29 devem ser consideradas
para deixar w equilibrado médulo 4. Observe também que, as trés combinagoes as quais

nos referimos dependem das orientacoes das arestas incidentes em w.

A ultima modificacao feita é a verificacdo dos vizinhos do vértice w sendo proces-
sado em qualquer nivel da recursdo. Ao procurar por um (u, v)-4-fluxo, se uma combinagao
c de C)(w) impossibilita o equilibrio médulo 4 de um vizinho x de w, com z # u e x # v,
entao ¢ é descartada e a préxima combinagao é avaliada. Claramente, se uma combinacao
¢ é descartada entao menos chamadas recursivas sao realizadas, ou seja, o grau do né da

arvore de busca é diminuido.

Quando todos os vértices de S se tornam rigidos, é necessario verificar se o par
de fungoes (D, f) obtido é um (u,v)-4-fluxo. O algoritmo garante que todos os vértices
menos u e v estejam equilibrados médulo 4 logo é necessario apenas verificar se os vértices
u e v estao desbalanceados médulo 4. Se estiverem, (D, f) é um (u,v)-4-fluxo do grafo.
Caso contréario, um 4-fluxo modular foi encontrado para o grafo, uma contradicao para as

execucoes realizadas uma vez que apenas snarks sao avaliados.

Essas modificagoes permitiram avaliar rapidamente quais snarks, dentre aqueles
4-aresta-criticos identificados usando a Versao de Coloragao, sao 4-vértice-criticos. Os

tempos de execucao desta variante para cada ordem estao descritos na Tabela 4.

Somente para efeito de comparacdo com as outras versoes, uma outra execucao
desta variante foi feita com todos os snarks de ordem até 36. Os tempos dessa segunda
execucao estao detalhados na Tabela 5; uma extensdo da Tabela 3. Como é possivel
avaliar, essas modificagoes surtiram efeito na velocidade de execucao, o que permitiu

determinar quais snarks de ordem até 34 sao 4-vértice-criticos sem necessariamente antes
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Tabela 4 — Tempos da Versao de Fluxo - Variante 2

Ordem Snarks 4-aresta-criticos VF2 [g]

10 1 0,00
18 2 0,01
20 1 0,01
22 2 0,01
24 0 0,00
26 111 1,72
28 33 0,60
30 115 3,21
32 29 0,72
34 40.330 1.445.,48
36 14.548 455,60

Fonte: Produzido pelos autores.

identificar quais sao 4-aresta-criticos. Apesar de sabermos a diferenca entre os problemas,
comparamos esta versao com a Versao de Coloracao para mostrar a proximidade dos
tempos e salientar o quao importante foi reestruturar esta versao baseada nas observacoes

realizadas na Versao de Coloracao.

2.5 Versdo de Fluxo - Variante 3 (ou VF3)

Para determinar se um grafo é k-vértice-critico basta encontrar um (u, v)-k-fluxo
para todo par de vértices (u,v), logo se for possivel encontrar um (u,w)-k-fluxo a partir
de um (u,v)-k-fluxo, entdo a quantidade de problemas exponenciais a serem resolvidos é
diminuida. Chamamos de (v, w)-k-transformacao a obtengao de um (u, w)-k-fluxo a partir
de um (u,v)-k-fluxo, com w # v. Quando ndo nomeamos os vértices para essa operagao,
a chamamos apenas de transformac¢ao. Mostramos a seguir uma condicao que, quando

satisfeita, permite realizar uma (v, w)-k-transformacao.

Seja (D, f) um (u,v)-k-fluxo de um grafo G, onde u e v ndo sdo necessariamente
adjacentes. Seja w um vértice de G distinto de u e v e adjacente a v. Sejam e = vw e
G' =G —e. Sejam D' e [’ as restrigoes de D e f a G'. Quando f'(v) Z0 (mod k) entdo

¢ possivel obter um (u, w)-k-fluxo em G. Considere a expansao h de f" a G, onde h(e) é
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Tabela 5 — Tempos das versoes VC e VF2 com todos snarks de ordem até 36

Ordem  Snarks VC[s|]  VF2 s

10 1 0,00 0,00
18 2 0,00 0,00
20 6 0,00 0,01
22 20 0,00 0,03
24 38 0,03 0,03
26 280 0,28 1,53
28 2.900 0,59 1,94
30 28.399 11,11 22,57

32 293.059 147,56 346,93
34 3.833.587  2.850,23 8.375,22
36 60.167.732  62.827,38 *

Fonte: Produzido pelos autores.

Nota: * interrompido por ser superior a 24 horas (86.400 segundos).
definido da seguinte forma:
(2.1)

h(e) = { —f'(v) (mod k), se e estiver saindo de v;

f'(v) (mod k), se e estiver entrando em v.

Entao o par (D, h) é um (u, w)-k-fluxo pois a defini¢ao de h forga o balanceamento

modulo k de v e, consequentemente, o desbalanceamento médulo £ de w.

Ao realizar uma (v, w)-k-transformacao, talvez existam outras transformagoes que

possam ser realizadas no (u,w)-k-fluxo obtido.

Se uma transformacao for realizada, quando possivel, para cada um dos vizinhos de
u e v assim como para todos os novos pares encontrados, entao varios (z, y)-k-fluxos para
pares distintos sao encontrados, o que diminui a quantidade de problemas exponenciais a

serem resolvidos.

Nesta variante, ao realizar essas diversas transformacoes, o algoritmo acaba en-
contrando rapidamente os pares de vértices com as maiores chances de nao possuirem

(u, v)-4-fluxo.

A aplicacao desse processo de transformag¢ao mostrou um ganho na eficiéncia do
algoritmo principalmente quando o conjunto de snarks testados eram, em sua maioria,
4-fluxo-criticos, pois, uma vez encontrado um (u,v)-4-fluxo para um par de vértices de

um grafo critico, eram encontrados (u, v)-4-fluxos para quase todos os outros pares. Como
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pode ser visto na Tabela 6, essa abordagem apresentou uma melhora significativa no tempo
de identificacdo de snarks 4-vértice-criticos de ordem até 36, ja que o conjunto testado

eram os snarks 4-aresta-criticos que, em sua maioria, também sao 4-vértice-criticos.

Tabela 6 — Tempos das versoes VF2 e VF3

Ordem Snarks 4-aresta-criticos VF2 [s| VF3 [s]

10 1 0,00 0,00
18 2 0,01 0,00
20 1 0,01 0,00
22 2 0,01 0,00
24 0 0,00 0,00
26 111 1,72 0,39
28 33 0,60 0,16
30 115 3,21 0,50
32 29 0,72 0,25
34 40.330 1.445.48 72,71
36 14.548 455,60 35,41

Fonte: Produzido pelos autores.

Da mesma maneira que na se¢ao anterior, essa variante foi executada utilizando
todos os snarks de ordem até 36. Os tempos dessa execugao estao descritos na Tabela 7

que ¢ uma extensao da Tabela 5.

Apesar de ajudar, essa abordagem nao mostrou ganhos quando aplicada a grafos
maiores como o de Blanche Descartes, uma vez que ainda é necessario encontrar um

(u, v)-4-fluxo para pelo menos um par de vértices; processo de complexidade exponencial.

2.6  Snarks Grandes

Conforme mencionado na terceira variante da Versao de Fluxo, apesar de acelera-
rem o processo de determinacao de quais snarks de ordem até 36 sao 4-fluxo-criticos, as
podas descritas tiveram pouco ou quase nenhum efeito quando aplicadas a snarks maiores

como o de Blanche Descartes, um snark de 210 vértices, ilustrado na Figura 30.

Com o intuito de tentar melhorar a execucao do algoritmo para snarks maiores,
algumas tentativas de mudancas no algoritmo foram implementadas. Descrevemos aqui a

que apresentou o melhor desempenho.

Conforme descrito anteriormente, na Variante 1 da Versao de Fluxo, antes de
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Tabela 7 — Tempos das versoes VC, VF2 e VF3 com todos snarks de ordem até 36

Ordem  Snarks VC [s] VF2I[s] VF3[s

10 1 0,00 0,00 0,00
18 2 0,00 0,00 0,00
20 6 0,00 0,01 0,01
22 20 0,00 0,03 0,02
24 38 0,03 0,03 0,06
26 280 0,28 1,53 0,47
28 2.900 0,59 1,94 2,24
30 28.399 11,11 2257 26,55

32 293.059 147,56 346,93 363,6
34 3.833.587  2.850,23 8.375,22 7.419,34
36 60.167.732  62.827,38 * *

Fonte: Produzido pelos autores.

Nota: * interrompido por ser superior a 24 horas (86.400 segundos).

procurar por um (u,v)-4-fluxo, uma ordem S é estabelecida. Caso haja mais de uma
maneira de criar a ordem S na qual os vértices do snark G se tornarao rigidos, uma é
escolhida arbitrariamente. Para lidar com snarks maiores, a construgao de S foi alterada.
Seja G um snark. Dentre as possiveis maneiras de criar S de forma a obedecer a restricao

descrita anteriormente, é escolhida uma que obedeca as seguintes regras de construgao:

e adicionar a S um ciclo C' = {wy, wy, ..., w,} onde a é a cintura de G;
e adicionar a S um caminho P = {w,y1, Wai2, ..., Wap} de G — S onde:

— o tamanho de P seja o menor possivel;

— Wgayi1 € Wepp Possuam pelo menos um vizinho, cada, em S.

e repetir o passo anterior até que todos os vértices de G — {u, v} pertengam a S.

Essa alteragao na criagao de S permitiu descobrir (u,v)-4-fluxo para alguns pares
de vértices do snark de Blanche Descartes. Em conjunto com a operacao de transformacao
descrita na Versao de Fluxo - Variante 3, essa altera¢ao nos permitiu encontrar (u,v)-4-
fluxos para 21.585 pares de vértices dos 21.945 existentes do snark de Blanche Descartes.
Infelizmente, para os pares restantes, o algoritmo nao é rapido o suficiente. Anterior a essa
alteracao, a Versao de Fluxo - Variante 3 nao conseguia encontrar um (u, v)-4-fluxo para

nenhum par de vértices (u,v) de tal snark em um dia ou menos. Nela, é possivel observar
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10 enedgonos ligados por estruturas que parecem estrelas. Em cada enedgono existem 9
vértices que podem ser pareados de 36 maneiras distintas. Como existem 10 eneagonos,
¢é possivel obter 360 pares distintos de vértices. Sao exatamente para esses 360 pares de
vértices que o algoritmo nao conseguiu um (u, v)-4-fluxo. Infelizmente, como alguns destes

pares sao adjacentes, nao foi possivel nem determinar se tal grafo é 4-aresta-critico.

Figura 30 — Snark de Blanche Descartes

Fonte: Wikipedia

Para ilustrar a melhora que tal alteragao surtiu quando aplicada a snarks maiores,
a Tabela 8 compara as execugoes da Versao de Fluxo - Variante 3 com e sem tal alteragao
da construcao de S. Para essas execucgoes, os snarks utilizados foram os da familia de

flower-snarks que, conforme descrito no Capitulo 1 sdo 4-vértice-criticos.

Vale ressaltar que tal alteragao, apesar de bastante eficiente quando aplicada a
snarks grandes, nao mostrou um desempenho satisfatério quando aplicada ao conjunto
de snarks de ordem até 36. A construcao de S, por ser mais complexa que a descrita na

Versao de Fluxo - Variante 3, acaba demorando mais do que a determinagao se um snark
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Tabela 8 — Tempos das versoes VF3 original e VF3 alterada

Flower-snark  VF3 original [s] VF3 alterado [s]

Js 0 0

J7 0 0,01
Jg 0,01 0,05
J1 0,19 0,06
Ji3z 2,42 0,08
Jis 37,99 0,11
Jiz 617,31 0,22
Jio 10.559,74 0,25
Jo1 * 0,84
Jos * 2,35
J2s * 6,14
Jor * 26,40

Fonte: Produzido pelos autores.

Nota: * interrompido por ser superior a 24 horas (86.400 segundos).

de ordem pequena é 4-vértice-critico.

2.7 Resultados

Todas as variantes de todas as versoes foram executados e seus resultados, as quan-
tidades de snarks 4-vértice-criticos e 4-aresta-criticos identificados, sao apresentados na
Tabela 9. Inicialmente, nao sabiamos se todo snark 4-aresta-critico seria necessariamente
também 4-vértice-critico. Em 2013, Silva e Lucchesi (SILVA; PESCI; LUCCHESI, 2013)
apresentaram resultados nos quais todos os snarks de ordem até 28 que sao 4-aresta-
criticos também sao 4-vértice-criticos, o que indicava que isso poderia ser verdade. No
entanto, Silva (SILVA, 2009) ja havia apresentado um grafo 3-aresta-critico porém nao 3-
vértice-critico. Esses dois fatos que indicavam respostas contraditorias nao nos ajudavam a
responder essa questao. Nossa duvida foi respondida negativamente apds a execucao dos
algoritmos descritos anteriormente. Conforme ¢ possivel observar na Tabela 9, existem
snarks 4-aresta-criticos porém nao 4-vértice-criticos. Os menores snarks com tal caracte-

ristica tém ordem 32. A Figura 31 ilustra um desses grafos.

Este trabalho foi desenvolvido em conjunto com o professor Brendan McKay do
Research School of Computer Science da Australian National University. O professor

Brendan McKay tem vasta experiéncia na implementacao de geradores de grafos com
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Figura 31 — Grafo 4-aresta-critico porém nao 4-vértice-critico

Fonte: Produzido pelos autores

propriedades especificas e é autor de um famoso programa chamado nauty utilizado para
computar grupos de automorfismos de grafos orientados e nao orientados. Na fase inicial
deste trabalho, tivemos a oportunidade de discutir com ele maneiras de otimizar o nosso
algoritmo. Ele, de forma independente, implementou sua propria versao de um algoritmo
similar aos descritos anteriormente e chegou aos mesmos resultados que os apresentados
na Tabela 9.

As listas de snarks 4-aresta-criticos e de snarks 4-vértice-criticos foram disponibili-
zadas no site House of Graphs (BRINKMANN et al., 2013a). O site House of Graphs tem
por objetivo manter disponivel uma base de grafos interessantes. Nele, é possivel pesquisar
grafos por nomes e/ou caracteristicas. Para encontrar as listas de snarks 4-aresta-criticos
e de snarks 4-vértice-criticos basta realizar uma busca utilizando as palavras-chave “criti-

» o«

cal snark”, “edge-critical snark” ou “vertex-critical snark”, dependendo do que se deseja

encontrar.

Todos os grafos disponibilizados nesse site estao no formato g6, um formato utili-
zado para armazenar grafos de uma maneira compacta. O conjunto de snarks de ordem até
36 utilizado neste trabalho foi obtido neste site, logo todos os snarks estavam no formato

g6. Para a execucao das versoes apresentadas anteriormente, o formato esperado nao era
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Tabela 9 — Quantidades de snarks 4-fluxo-criticos para cada ordem

Ordem Snarks Snarks 4-aresta-crititos Snarks 4-vértice-criticos

10 1 1 1
18 2 2 2
20 6 1 1
22 20 2 2
24 38 0 0
26 280 111 111
28 2.900 33 33
30 28.399 115 115
32 293.059 29 13
34 3.833.587 40.330 40.328
36 60.167.732 14.548 13.720

Fonte: Produzido pelos autores.

o g6 entao uma etapa de conversao do formato g6 para o formato esperado foi necessa-
ria. Existe um outro programa chamado showg, também criado pelo professor Brendan
McKay, capaz de converter grafos representados no formato g6 para diversos outros for-
matos. O formato esperado pelas versoes do algoritmo descritas anteriormente nao esta
na lista de formatos para o qual o programa consegue converter. O formato esperado pelo

algoritmo descrito nas secoes anteriores é o seguinte:

e a primeira linha deve conter dois valores inteiros N e M que representam a quanti-

dade de vértices e arestas, respectivamente;

e a proximas M linhas devem conter dois valores inteiros a e b indicando que existe

uma aresta e = ab.

Os vértices sao representados por valores entre 0 e N — 1. Para atender a essa formatacao,
o programa showg foi alterado e a conversao do formato g6 para o formato esperado foi

realizada.

Uma outra contribuicao deste trabalho foi a descoberta que a operacao de produto
interno nao preserva a propriedade de 4-fluxo criticalidade. Conforme descrito no Capi-
tulo 1, Silva e Lucchesi (SILVA; LUCCHESI, 2012) mostraram que todos os grafos da
familia flower-snarks sao 4-aresta-criticos. No entanto, sdo se sabia se o produto interno
de quaisquer dois snarks 4-aresta-criticos produziria um novo snark 4-aresta-critico. A

Figura 32 ilustra a construgao, utilizando a operagao de produto interno, de um snark
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nao 4-aresta-critico a partir de dois 4-aresta-criticos (grafo de Petersen e um dos snarks

de Blanusa).

Figura 32 — Exemplo de produto interno que gera um grafo nao 4-fluxo-critico

Fonte: Produzido pelos autores
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Conclusao

Um eventual contra-exemplo para a Conjectura dos 5-Fluxos deve ser um snark.
Silva e Lucchesi introduziram o conceito de grafos k-fluxo-criticos e mostraram que todo
grafo que apresenta tal propriedade admite (k + 1)-fluxo, logo todo snark 4-fluxo-critico
nao é um contra-exemplo para a Conjectura dos 5-Fluxos. Silva e Lucchesi também mos-
traram que todo snark possui como minor um snark 4-fluxo-critico. Essa observacao
permitiu uma nova maneira de abordar a Conjectura dos 5-Fluxos pois, se for possivel
mostrar como obter um 5-fluxo para snarks nao 4-vértice-criticos a partir do 5-fluxo de
seus respectivos minors entao a conjectura estaria provada. Com esse intuito, Silva e

Lucchesi identificaram quais snarks de até 28 vértices sao 4-fluxo-criticos.

Em 2013, Brinkmann et al. (BRINKMANN et al., 2013b), conseguiram gerar todos
os snarks de ordem até 36. Se o mesmo algoritmo, utilizado anteriormente por Silva e
Lucchesi, fosse utilizado para determinar quais snarks dessa nova base sao 4-fluxo-criticos,

o tempo estimado seria de aproxidamente seis meses, um tempo considerado muito alto.

A proposta deste projeto era criar um algoritmo mais eficiente, mesmo que utili-
zando computagao paralela, para conseguir processar a nova base de snarks em um tempo
consideravelmente menor. O resultado, além de outras contribuicoes, foi positivo. Foram
desenvolvidos dois algoritmos, um para determinar se um snark é 4-aresta-critico e outro
para determinar se um snark é 4-vértice critico. Ambas versoes apresentaram um desem-
penho razoavelmente melhor para realizar tais tarefas sem a necessidade de paralelismo;
levaram pouco menos de um dia. No entanto, observamos que para snarks maiores, com
ordem na casa das centenas, esses algoritmos ainda nao apresentavam um desempenho
satisfatério, nao chegando a resposta alguma para snarks como o de Blanche Descartes.

Algum estudo foi feito nesse sentido e conseguimos uma melhora perceptivel.

Trabalhos Futuros

A partir dessa nova base de snarks 4-fluxo-criticos, talvez seja possivel estudar suas
estruturas e identificar quais sao os minors 4-fluxo-criticos dos outros snarks nao 4-fluxo-
criticos. Com esse tipo de informacao talvez seja possivel determinar uma maneira de

obter um 5-fluxo para um snark nao 4-fluxo-critico a partir de seu minor 4-fluxo-critico.

Também, uma outra linha de pesquisa seria um aprofundamento no estudo das
estruturas de snarks maiores para melhorar os algoritmos aqui apresentados. Uma possi-
bilidade também seria estudar uma maneira de utilizar computacao paralela na busca por

um (u,v)-4-fluxo ou uma (u, v)-3-coloragao para um determinado par de vértices (u,v).
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Vale lembrar que ainda nao sabemos se had ou nao uma caracterizacdo dos snarks
4-fluxo-criticos que nos permita reconhecé-los em tempo polinomial. E inclusive uma in-
teressante questao de pesquisa; se o problema de determinar se um snark ¢ 4-fluxo-critico

¢ NP-Completo ou nao.

Publicacoes

Conforme descrito no capitulo anterior, o professor Brendan McKay esteve en-
volvido durante o desenvolvimento deste trabalho. Esse trabalho conjunto, além de nos
possibilitar a validacao dos resultados, resultou na publicacao do artigo intitulado A Fas-
ter Test for 4-Flow-Criticality in Snarks no VIII Latin-American Algorithms, Graphs and
Optimization Symposium (LAGOS 2015) (CARNEIRO; SILVA; MCKAY, 2015).
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APENDICE A - Snarks

A seguir, ilustramos alguns snarks mencionados no Capitulo 1. Outras ilustragoes

destes grafos podem ser encontradas em (CHETWYND; WILSON, 1981).

Figura 33 — Grafo de Petersen - 1898

Fonte: Produzido pelos autores
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Figura 34 — Blanusa snark 1 - 1946

Fonte: Produzido pelos autores

Figura 35 — Blanusa snark 2 - 1946

Fonte: Produzido pelos autores
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Figura 36 — Blanche Descartes snark - 1948

Fonte: Wikipedia
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Figura 38 — Flower-snark J5 - 1975

Fonte: Produzido pelos autores
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APENDICE A. Snarks

Figura 39 — Double-star snark - 1975
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Figura 40 — Celmins-Swart snark 1 - 1979

() ()

Fonte: Produzido pelos autores

Figura 41 — Celmins-Swart snark 2 - 1979

Fonte: Produzido pelos autores
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APENDICE A. Snarks

Figura 42 — Goldberg snark 5 - 1981

Fonte: Produzido pelos autores

A Figura 42 ilustra um dos snarks da familia infinita de Goldberg.






