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Resumo

Esta dissertacao apresenta dois métodos perturbativos para determinar a evolucao tem-
poral de sistemas quanticos cujas Hamiltonianas dependam explicitamente do tempo. Um
destes métodos ¢ a teoria de perturbacao dependente do tempo usualmente encontrada nos
livros textos de mecanica quantica. O outro método chama-se teoria de perturbacao adi-
abatica, cujas corregoes perturbativas sao obtidas a partir da aproximacao adiabatica. A
fim de comparar a eficiéncia desses métodos, vamos aplica-los na solugao de dois problemas
dependentes do tempo. Um deles sera o problema de Landau-Zener com dependéncia linear
no tempo, onde apresentamos trés possiveis solugoes analiticas entre tantas outras desen-
volvidas na literatura. O outro problema serd uma Hamiltoniana que varia ciclicamente
no tempo, cuja solucado numeérica sera usada para comparar com as teorias perturbativas.
Nossa comparacao consistiu em analisar os graficos da probabilidade de transicao e da
fidelidade, nos quais foram plotados as equacoes da teoria padrao juntamente com a teoria
adiabdtica e as solugbes numéricas/analiticas. Concluimos que a teoria de perturbagao
adiabdatica melhora significativamente a aproximacao adiabatica e é superior a teoria da
perturbacao temporal no caso da Hamiltoniana limitada e relativamente melhor também
no modelo de Landau-Zener.
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Abstract

This monograph shows two perturbative methods to determine the time evolution of
quantum systems described by time-depependent Hamiltonians. One method is the stan-
dard time-dependent perturbation theory usually found in text books of quantum mecha-
nics. The other method is the adiabatic perturbation theory, whose perturbative correc-
tions are obtained from the quantum adiabatic approximation. To compare the efficiency
of those methods we apply them to two time-dependent problems. One is the Landau-
Zener problem, whose time dependency is linear on time. We also show three analytical
solutions to this problem. The other problem is a Hamiltonian which has a cyclic pertur-
bation, whose numerical solution is employed to compare the efficacy of both perturbative
methods. The comparison between the two perturbation theories is based on the graphics
of transition probability and of the fidelity, where all quantities are computed using the
perturbative methods and the exact solutions to the problems. We conclude that the
adiabatic perturbation theory improves the adiabatic approximation, is better than the
standard theory when we deal with the limited Hamiltonian, and is relatively better than
the standard theory for the Landau-Zener model.
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Notacao e Convencao

()« wef)

Det [X] = Determinante da matriz X.

Cof [X]" = Matriz dos cofatores de X transposta.

*

x* = o conjugado de .

As matrizes de Pauli na base de o, utilizadas nesta dissertacao sao

1 0 0 1
o, = , Oy = .
0 —1 1 0

A integral eliptica de tipo um e dois respectivamente sao

¢ 1
Fglm) = /0 \/1—msin? (0) s
E (¢|m) = /0¢ /1 —msin? (9) d6.

A fung¢do gama sendo

I'(z) = /Oo e t*ldt.
0

O indice LZ refere-se a grandezas relacionadas a Hamiltoniana de Landau-Zener.

Os indices HL e [ referem-se a grandezas relacionadas a com a Hamiltoniana limitada.
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Capitulo 1
Introducao

A mecanica quantica é um dos pilares da fisica moderna, amplamente utilizada em
escalas microscopicas onde a mecanica classica deixa de fazer sentindo e a equagao de
Schrondiger comeca a reger a dinamica do sistema. Contudo, os sistemas quanticos sao
extremamente complexos para que se possa obter uma solucao analitica na maioria dos

Casos.

Essa dificuldade de se encontrar uma solucdo analitica deve-se em grande parte ao
elevado nimero de variaveis necessarias para se descrever o sistema que gostariamos de
estudar e/ou ao fato de termos muitas vezes sistemas cujas Hamiltonianas dependam ex-
plicitamente do tempo. Dessa forma, muitos métodos perturbativos foram desenvolvidos e
ainda o sao na tentativa de se obter uma solugao para estes problemas, como a aproximagao
adiabatica [1], as séries de Dyson [2], a aproximagao WKB [3], dentre outras que podem

ser vistas nos livros listados nas referéncias [3] e [4].

Nesta dissertacao nos concentraremos em sistemas descritos por poucas varidveis porém
com Hamiltonianas dependentes do tempo, ou seja, sistemas onde a energia nao se conserva.
Para essa classe de sistemas fisicos pelo menos dois métodos sdo utilizados para se obter
uma solucao aproximada do problema. O primeiro método é a teoria de perturbacao
dependente do tempo [5] dos livros textos, o qual foi desenvolvido para encontrar a evolugao
temporal de sistemas onde a parte da Hamiltoniana que depende do tempo contribua pouco
para a energia total do sistema se comparada com a parte ndo dependente do tempo. O
segundo método, conhecido como teoria de perturbacao adiabdtica [2], ndo supde que
seja possivel separar a Hamiltoniana em partes dependente e independente do tempo.
Este método utiliza a aproximagao adiabatica como ponto de partida (ordem zero) no seu

desenvolvimento e requer originalmente em seu desenvolvimento que as energias nao sejam
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degeneradas. Contudo, essa teoria foi posteriormente aperfeicoada, passando a considerar
também casos nos quais a energia seja degenerada [6]. A teoria da perturbacao adiabética
ja foi aplicada em diversos problemas [7-9], e também pode ser encontrada no livro listado
na referéncia [10].

Ambos os métodos apresentam caracteristicas Unicas em suas formulagoes e critérios
distintos de quando podem ser utilizados para se resolver perturbativamente determinados
problemas. Para podermos compara-los precisamos de um sistema que seja possivel obter
uma solugao analitica ou pelo menos uma solu¢ao numérica. Por isso escolhemos dois casos
que apresentam diferentes comportamentos temporais.

Os sistemas escolhidos possuem dois niveis de energia, sendo o primeiro sistema conside-
rado, uma hamiltoniana ciclica no tempo, isto é, apés um determinado tempo transcorrido
ela retorna a sua configuracao inicial.

O outro sistema é a Hamiltoniana de Landau-Zener, que possui dependéncia linear no
tempo e é amplamente conhecida por apresentar um cruzamento de niveis evitado. Em
outras palavras, por ser linear no tempo em t = 0 ocorreria uma degenerescéncia, mas
por ela possuir um termo extra o cruzamento nao ocorre. Por ser uma Hamiltoniana
amplamente estudada possui diversos solugoes analiticas em limites assintoticos e algumas
exatas que serdao discutidas no capitulo 5.

Nesta dissertagao, o capitulo 2 contem os fundamentos teéricos necessarios para com-
pararmos as teorias perturbativas, a descricao da teoria da perturbacao dependente do
tempo na secao 2.1 e a teoria da perturbacao adiabatica na se¢do 2.2. N6s comparamos as
teorias por meio de graficos de probabilidade de transicao 2.3.1 e dos graficos da fidelidade
2.3.2.

Os capitulos 3 e 5 sao referentes as Hamiltonianas que nos propomos a resolver. Cada
uma desses capitulos contem a possivel solucao analitica, a solugdo a partir da teoria
dependente do tempo, a solucao utilizando a teoria da perturbagao adiabéatica. Por fim, nos
capitulos 4 e 6 apresentamos os graficos comparativos das teorias. O capitulo 3 apresenta a
Hamiltoniana ciclica que chamamos de limitada e o capitulo 5 o modelo de Landau-Zener.

O capitulo 7 contém as conclusoes finais referentes as comparacoes realizadas entre as
teorias perturbativas e os apéndices contendo célculos importantes e/ou necessarios para

o compreendimento desta dissertacao.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Como vimos na introducao, a maioria das Hamiltonianas explicitamente dependentes
do tempo s6 nos permitem obter uma solucao aproximada do problema. Neste capitulo
apresentamos as duas teorias perturbativas que aplicamos para encontrar essas solucoes e
também os conceitos fisicos que usamos para averiguar qual teoria perturbativa mais se

aproxima da solucao exata.

A primeira teoria que mostraremos serd a teoria da perturbagdo dependente do tempo
também conhecida como teoria padrao de perturbacao, encontradas nos bons livros textos
de mecanica quantica. Noés usamos a teoria que foi apresentada no segundo volume do
livro de mecénica quantica de Cohen-Tannoudji et al. [5]. A teoria padrao usa como
ponto de partida a solucao da Hamiltoniana que nao depende do tempo e isso requer que
a Hamiltoniana temporal utilizada seja possivel de se separar em uma parte independente

do tempo e em outra explicitamente dependente do tempo: H(t) = Hy + H, (¢).

A outra teoria serd a teoria da perturbagao adiabatica [2], uma teoria relativamente nova
que foi desenvolvida em 2008. Essa teoria usa como ordem zero a aproximacao adiabatica

[1], ou seja, ela apresenta corregdes da aproximagao adiabdtica.

Por fim mostramos os conceitos de probabilidade de transicao e fidelidade que nos
permitirao comparar as teorias com a solucao exata e, assim, responder qual teoria da

melhores resultados em um regime no qual as duas teorias sejam validas.
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2.1 Teoria de Perturbacao Dependente do Tempo

Para apresentar a teoria da perturbacao dependente do tempo [5] consideramos um
sistema fisico tal que sua Hamiltoniana Hj seja independente do tempo com autovetores
|pn) e autovalores &, ndo degenerados sendo £y 0 menor nivel de energia.

Supondo que em ¢t > 0 esse sistema sofra uma pequena perturbacao temporal AV (t),
com V(t) Hermitiano de modo que o elemento AV,,,(t) < &y, ou seja, que os elementos
da matriz de perturbagdo sejam muito menores que o menor nivel de energia. Assim, a

Hamiltoniana para todo tempo fica

H, t<0,
H{t) = { Hy + \V(t), t>0. (2.1)

Lembrando que a validade da teoria nao abrange tempos muito grandes, isto ¢, devemos
considerar o tempo final ¢ < %
Vamos considerar que a equagao de Schrodinger dependente do tempo rege a dindmica

do sistema,

lﬁ* (W(t)) = H(t) [¥(1)) . (2.2)

Para obtermos a solu¢ao consideramos a func¢ao de onda |W¥(¢)) na base dos autovetores

de Hy, isto é, na base {|¢,)} completa e ortonormal,

Z Cn(t) [Pn)- (2.3)

Substituindo a equacdo (2.3) em (2.2) e definindo ¢, (¢) = é,(t) obtemos:

17120” ) |pn) = ch Yen |@n) +)\ch t) [dn)- (2.4)

Tomando o produto interno de (¢| com a equacao (2.4), definindo (¢x| V(1) |¢,) =
Vien(t) € notando que (¢y | d,) = Ogpn, onde Oy, é o delta de Kronecker, chegamos a

ihcy(t) = encn(t) + A zkj cr () Vor(1), (2.5)

onde renomeamos os indices mudos trocando os papéis entre n e k.
Note que a equacao (2.5) é exata e ainda nao foi realizada nenhuma aproximagao. Ela

consiste de um sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem acopladas caso
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V() nao seja diagonal. Caso contrario, se V(t) for diagonal na base de Hy, o problema
¢ trivialmente resolvido pois a Hamiltoniana do sistema sofrerd somente um deslocamento
dos niveis de energia.

Considerando inicialmente a perturbagao nula, V(¢) = 0 para todo ¢, a solu¢do da

equagao (2.5) é

C(t) = by e, (2.6)

sendo b, constantes que dependem das condigbes iniciais do sistema.

Para perturbagao nao nula e tal que A < 1, podemos dizer que a equagao (2.6) nos
da uma soluc¢do aproximada em ordem zero para a Hamiltoniana perturbada. Assim,
para A < 1, podemos considerar que a dependéncia temporal da perturbagdo nas ordens
superiores serd refletida nos coeficientes que multiplicam a exponencial, de tal modo que

definimos b,, — b, (t). Sendo assim podemos escrever ¢, (t) como:

Ca(t) = by(t) ek (2.7)

Substituindo a equagao (2.7) em (2.5) obtemos:
iRba(t) = A Z Vi (£) by (1) €lnet, (2.8)

onde wy, é a frequéncia angular de Bohr,

En — €k

Wnk A ( 9)

Para obter o conjunto de solugdo vamos expandir os b,(t) em série de poténcia em

termos de A,
b (t) = A0 (t) + AV = Z APBP) (¢ (2.10)

Substituindo a equagdo (2.10) na (2.8) e reindexando o lado direito da equagao de

p+ 1 — p encontramos:

in b0 (¢ +1h2)\pb” Z/\prp V() Vi (£) ens?. (2.11)

p=1

Igualando termos em AP do lado esquerdo com termos A’ do lado direito temos:
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b0ty =0 = () =D,
{ BB (2) = X5 B 1) Valt) e =
No conjunto solugdo obtido em (2.12), verificamos uma férmula de recorréncia e um
ponto de partida (b )) que depende das condicbes inicias do sistema. Com isso, podemos
encontrar os outros coeficientes b)(t) até a ordem p de interesse simplesmente resolvendo
uma equacao diferencial de primeira ordem.
@(t)>j, é encontrada substituindo os b{P)(¢) en-

contrados pela equacao (2.12) em (2.10), posteriormente em (2.7) e finalmente em (2.3),

A funcao de onda de ordem p = j,

obtendo assim:

-y [ BO(H) + A b (8) 4+ 4+ N bg)(t)} e—%gnt|¢n>, (2.13)

n

A continuidade da funcao de onda nos diz que em ¢ = 0 a funcao antes da perturbacao

deve ser igual apds a perturbacao:

W1<0(0)) = [T(0));, (2.14)
> balén) = Zb r¢n+zzwp )|én). (2.15)

Dessa forma, igualando termos de mesma ordem, verificamos as condigOes iniciais:

b
(2.16)
bP)(0) = 0, 1<p<y.
A equacdo de (2.12) nos induziu a concluir que b%)(t) = b, e por isso afirmamos que a

funcao de onda de ordem zero é igual a funcao de onda nao perturbada.

2.2 Teoria da Perturbacao Adiabatica

Para compreendermos a teoria da perturbagao adiabatica [2| devemos primeiramente
entender o que é a aproximacao adiabatica. Essa aproximacao nos diz que um sistema que
varia lentamente durante um tempo ¢ = T', sendo que no tempo t = 0 ele foi preparado em

um autoestado de H(t = 0), ird evoluir de tal forma a sempre se encontrar no autoestado
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instantaneo de H(¢) [1]. Em outras palavras, aproximacao adiabatica diz que nao haverd
transicao de niveis de energia se o sistema for preparado em um autoestado da Hamiltoniana
e esta variar lentamente. No entanto se a evolucao nao for suficientemente lenta devemos
aplicar corregoes a essa aproximacao e ¢ exatamente nesse caso que a teoria da perturbagao
adiabdtica nos mostra quais corregoes devem ser empregadas.

A teoria da perturbacgao adiabatica foi desenvolvida na base dos autoestados instan-
tdneos de H(t), isto é, para cada ¢ temos uma Hamiltoniana e também seus autoestados
e se t muda a Hamiltoniana muda e obviamente seus autoestados acompanharao essas
mudancas.

Inicialmente reescrevemos a equacao de Schrodinger (2.2) em termos de uma nova escala
de tempo, s = vt, onde v = 1/T e T é a duragao do processo que leva a Hamiltoniana de sua
configuragao inicial H(0) até sua configuragao final H(T'). Esse v serd o fator perturbativo
da teoria da perturbagao adiabatica. Entdo v — 0 quer dizer um tempo "infinito” para
a Hamiltoniana mudar sua configuracao e dessa forma a aproximacao adiabatica seria
considerada uma boa solucao do problema. Na nova escala de tempo temos a equagao de

Schrodinger torna-se

ihv(i |W(s)) = H(s) |[¥(s)). (2.17)

As corregoes perturbativas em v para a aproximacao adiabatica sao obtidas definindo

o ansatz [2]

(s)) = f: 2 [T0)(s)), (2.18)

onde |[U®)(s)) ¢ a funcdo de onda de ordem p definida como

(W0 (5)) = D7 e ven) e ) () [n(s)), (2.19)
n=0
€
b (s) = 3 eveonm(®) eminm(s) p() (). (2.20)
m=0

Aqui, impomos que |¥(%)(s)) seja a aproximacio adiabatica, v,(s) e w,(s) sdo as fases
geométrica e dindmica que serao definidas abaixo, wym(s) = w,(s) — wWn(S) € Yam(s) =
Tn(8) = Ym(s).

Na aproximacao adiabatica, em particular para uma evolucao ciclica de tempo t = T
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(H(0) = H(T)), temos que |¥©(T)) = €M |¥(©)(0)), onde os estados final e inicial diferem
apenas por uma fase global. Em geral a fase adiabatica (¢(7")) pode ser dividida em fase
geométrica ((T)) e fase dindmica (w(7)) [11]. Com isso em mente podemos incluir uma

fase dinAmica e uma geométrica em cada coeficiente de |¥(®(s)). Assim,

i

O(s)) = 32 95 B0 s) ), 2:21)
n=0

com b\"(s) coeficientes dependentes do tempo a serem determinados, n = 0 o nivel de

menor energia e |n(s)) autovetores instantaneos (snapshots) de H(s),

H(s)[n(s)) = En(s) [n(s)). (2.22)

As fases de Berry e dindmica associadas aos autovetores |n(s)) sao

Tn(s) =i /0 " My(s') ds, (2.23)
wn(s) = il/os E,(s")ds" = vw,(t), (2.24)
My (s) = (n(s)|m(s)), (2.25)

onde o ponto significa %.
Assim, substituindo (2.21) em (2.17), utilizando (2.22), multiplicando pela esquerda

por |m(s)), e reindexando n <> m temos:

bO) () + 3 e~ ww@mn(s) oimn(s) M,y (5) b9 (s) = 0. (2.26)
m=0
m#n

A equagao (2.26) é um conjunto de equagoes diferencias de primeira ordem acopladas

e a aproximagao adiabatica consiste em negligenciar esses acoplamentos. Isso é possivel

considerando M,,,,(s) < 1, isto é, (n(s)|m(s)) < 1 para todo s, cuja validade é discutida
em [12-17]. Esta escolha implica

b0 (s) = b9 (0) — aproximacao adiabatica. (2.27)

n

Essa equacao recobra o que foi dito no comeco da secao: a aproximacao adiabatica

(2.27) nos diz que se uma perturbacao for suficientemente lenta, o sistema ird continuar
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nos seus autoestados instantaneos e nao havera transicao entre niveis.
Considerando agora todos os termos de p, a fungdo de onda |¥(s)) pode ser definida

substituindo a equagao (2.20) em (2.19) e depois em (2.18). Assim,

W(s)) = 3 Do e m D) () n(s). (2.23)

m,n=0 p=0

A partir da continuidade da fungao de onda em ¢ = 0 temos [¥(0)) = >0 v? [U)(0)).
Logo, podemos afirmar que |[¥®79(0)) = 0 e [¥(0)) = 3,,_0 b2 (0)[2(0)) = [¥©(0)). Sendo

assim verificamos que

WP 0) =0 =P (0)=> P (0)=0, p#£0. (2.29)

Lembrando da imposi¢ao de que a ordem zero seja a aproximagao adiabatica definimos

as condigbes iniciais acrescida da aproximacao adiabética (2.27) como,

b (s) = b (0)
bP(0) = bu(0) = b (s) = DE(0) = b (0) Oy, (2.30)

om0 b (0) =0, p#0.

Substituindo (2.28) em (2.17), tomando o produto interno pela esquerda por (k(s)|,

notando que
> i i > i
pib(P) — 7()(0) pib(p-‘rl) 2.31
S ) = ) + S ) (2.31)
e que também através da equacao (2.23) 4y, (s) = iMym(s) encontramos
T3 P e tenle) gime
m=0 p=0

x (;Anm<s> b () + B0 (5) = M (3) b () + 3= Mok (s) béﬁ(@)
k=0

nm

+ ih S e g AL (s) B0 (s) =0, (2.32)
v m=0

para obtermos a equagao (2.32) como dada acima reindexamos n <> k e definimos E,(s) —
En(s) = Apm(s).
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Note que o termo proporcional a 1/v nao diverge quando v — 0 devido aos termos
A, (8) serem nulos para n = m. E mais, utilizando a aproximacao adiabética (2.27), que
diz que b (s) = b?(0), e as condigdes iniciais (2.30) b, (0) = b,,(0)6,m, podemos afirmar
que para n # m, b0 (s) = b (5)6,, = 0. Assim, este termo também se anula quando
n # m. Dessa forma, se o termo entre parénteses (segunda linha) da equagao (2.32) for

zero, conseguimos resolver a equac¢ao. Com isso obtemos a relagdo de recorréncia abaixo,

i

B (5) DT () B0 () + W (3) bE () + 3- Man(5) b (s) =0, (2.33)
kzn
onde Wy (s) = Mpn(s) — Mym(s). Este é o resultado mais importante da teoria da

perturbagao adiabatica. Com esta equagao podemos obter os termos de mais alta ordem
perturbativa (ordem p + 1) como fungdo dos termos de mais baixa ordem (ordem p).
Isto é, a equagdo (2.33) é uma relagao de recorréncia que juntamente com as condigoes
iniciais (2.30) nos d4 um modo iterativo de se obter sucessivamente as corre¢oes de ordens

superiores em v.

2.2.1 Determinando a primeira ordem

Para encontrarmos os coeficientes b{!) (s) devemos considerar duas situacoes: a primeira
com n # m e a segunda n = m. Assim, para p = 0 a equagao (2.33) torna-se
=B (8) B () + B0, () + W () B0 () 4+ 3- Mue(s) o () = 0. (2.34)
ke
Usando as condices iniciais (2.30) percebemos que b©) (s) = 0 e Win(s) b (s) =
Wim (8) b5, (0) 6 = 0 pois Wipn(s) = Myun(s) — Mun(s) = 0. Para n # m o coeficiente é

obtido trivialmente, ja que a somatoria é eliminada pelo g, presente em b,(c%(s),

M ()
Anm(s)

No caso de n = m a equagao (2.34) recai em uma identidade. Utilizando uma ordem

b\ (s) = ik bn(0),  n#m. (2.35)

acima, p = 1, a equagao (2.33) resulta em

DL (s) + 3 Maa(s) by (5) = 0. (2.36)

k=0
k#n
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Integrando (2.36) utilizando os coeficientes para n # m (2.35) juntamente com a relagao

My (s) = =M, (s) provada no apéndice C.1 e mudando os indices de k — m temos
=ih Z (s ) 4 01 (0), (2.37)
m;én
onde
| Mn(s)?
o = | ——————ds’. 2.
J /0 Ay s (2.38)

O termo b{)(0) pode ser encontrado substituindo a equagio (2.35) na somatéria da

equagao (2.29):

My (0)

bM(0) = —ih Y Ao (0) by (0). (2.39)
i
Juntando (2.39) com (2.37) temos
1Y T ()5 (0) — i8S ]X"még)) b (0). (2.40)

com J,n(s) dado pela equacao (2.38).
Agora que temos todos os coeficientes de primeira ordem, equagoes (2.35) e (2.40),

podemos escrever a fungao de onda de primeira ordem (2.19) substituindo (2.20):

(W () =ih Y7 e v (5) by (0) ()
n,m=0
m;én
M,
—|—lh Z e Uw (s) I’Ym(s) nm(S) bm(0)|n(s)>
n,m=0 ”””L(S)
m;én
My (0)
—if Y e @ e T (0)[n(s)).
Py B0
m;én

(2.41)

Repetindo esse mesmo esquema usado para encontrar os coeficientes de primeira or-

dem podemos encontrar a todas as ordens e com isso podemos definir a fun¢do de onda
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perturbativa considerando até a ordem p = j como:

(s)), = Z o [T0(s)). (2.42)

2.3 Metodologia

Neste capitulo apresentamos os conceitos dos dois métodos que utilizamos para compa-
rar qual teoria mais se assemelha com a solucao exata. O primeiro método a ser empregado
foi a probabilidade de transicao, a qual nos da a chance de o sistema ser encontrado em um
estado diferente do preparado. O método seguinte foi a fidelidade, que mede quao préximo

dois estados quanticos estao.

2.3.1 Probabilidade de Transicao

Devido a interpretagdo da mecanica quantica para a funcao de onda |¢)(t)) solugdo de
uma Hamiltoniana podemos calcular a probabilidade de transicdo, que nada mais ¢ do
que calcular qual a chance de um sistema que foi preparado em um determinado estado
ser encontrado em outro apés um certo tempo transcorrido. Para isso, devemos tomar o

moédulo ao quadrado do produto escalar entre |1)(t)) e o estado |k) de interesse

Pr(t) = |(klw(t)[*. (2.43)

Para as solugoes oriundas da teoria de perturbacao dessa dissertacao dadas pelas equa-
goes (2.13) e (2.42) a fungdo de onda nao esta normalizada. Logo, para que possamos falar
em probabilidades, a func¢ao de onda devera ser normalizada de modo que a soma de todas
as probabilidade seja 1, e para isso |((t)|¢(t))|* = 1.

Definindo |Wrp(t)); como a fungdo normalizada de ordem p = j da teoria da perturba-

¢ao dependente do tempo, isto é, da equagao (2.13), temos:

(Wrp(t)); = Ni[W(t);, (2.44)
com N; o fator de normalizacao igual a:

1
IN;| = . (2.45)

H(TOT());
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Note que N; = N;(t) e que N;(0) = 1, como deve ser, ja que em ¢t = 0 a funcdo
perturbada ¢é idéntica a nao perturbada, ja normalizada.
Analogo a isso ocorrerd na teoria de perturbacao adiabatica, onde a funcao de onda

normalizada de ordem j, |V 4pr(t));, é obtida através da normalizacao da fungio (2.42):

[Wapr(t)); = Nj[(t));, (2.46)

com N; o fator de normalizacao sendo:

Ny = ————. (2.47)
ST B(1)),

2.3.2 Fidelidade

A fidelidade é uma importante ferramenta proveniente da teoria da informagao quantica.
Ela é utilizada para comparar estados quanticos diferentes, mostrando o quanto esses
estados sao préximos. Sua expressao adaptada para os resultados obtidos nessa dissertacao

é

F= |<\11Ezata(t)|\IjAproximada(t)>|2- (248)

Sendo |V aprozimada(t)) as fungoes alcangadas pela teoria perturbativa dependente do
tempo e pela teoria da perturbacao adiabatica. A fidelidade tem a propriedade de variar
entre zero e um, de modo que quanto mais proximo de zero menos semelhantes sao os
estados quanticos e, no caso contrario, quanto mais préximo de um mais semelhantes sao
os estados. Portanto quando a fidelidade é unitaria temos estados idénticos a menos de
uma fase global, ja que a fidelidade apresenta o médulo quadrado na sua composicao.

Ela pode ser analisada como o produto interno entre dois vetores unitarios. Se o produto
interno é 0 os vetores sao ortogonais, logo o mais diferentes possiveis, e caso resultado do
produto entre eles seja 1, eles sao paralelos, portanto semelhantes.

Portanto, nos graficos de fidelidade, as curvas cujos valores sao proximos de 1 sdo as

que apresentam as melhores fidelidades.
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Capitulo 3

Hamiltoniana Limitada

Escolhemos a Hamiltoniana limitada na base {|¢g) , |¢1)} como dada abaixo:

H,(t) = (‘03 0) + A (g g) sin(wt). (3.1)

A Hamiltoniana (3.1) pode ser escrita na forma H;(t) = S0, + AQ2sin(wt)o, que nos

s

permite interpreté-la fisicamente como um campo eletromagnético, por exemplo, na direcao
x atuando em uma particula com spin na direcao z que possui um gap de energia de a.

Consideramos que inicialmente o sistema esteja no estado de menor nivel de energia de

2 (0)) = [do) (3.2)

A solucao exata desse sistema proposto ndo é trivial e por isso utilizamos uma solucao
numérica para compararmos com as teorias perturbativas usadas nesta dissertagdo. Essa

solugao foi obtida numericamente resolvendo-se o seguinte par de equagoes diferenciais

acopladas:
d inTa iTAnS )
£CO(5) = ﬂco(s) o c1(s) sin(nms), 33
i ()__imr)\Q () sin( )_imra () '
ci(s) = 5 Cols) sin(nrs Son C15):

As expressoes acima foram obtidas aplicando a Hamiltoniana limitada (3.1) na equagao

15
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de Schrodinger (2.2) onde consideramos t = "% e

3.1 Solucao da Hamiltoniana limitada pela teoria per-

turbacao dependente do tempo

Na secao 2.1 vimos que podemos utilizar a teoria usual de perturbacao dependente
do tempo em Hamiltonianas em que é possivel separar em uma parte temporal e outra
nao dependente explicitamente do tempo. A Hamiltoniana (3.1) nos permite fazer essa

separacao da seguinte forma,

(=5 0 B 0 Qsin(wt)
Ho = ( 0 g‘) © V= (Q sin(wt) 0 ) ’ (3:5)

com A o fator perturbativo pequeno.

3

Os estados |¢g) e |¢1) sdo autoestados de Hy com autoenergias —§

e § respectivamente

e com isso ja podemos definir os wyy, equacao (2.9)

woo = w1 = 0,

(%

Wor = — 7 (3.6)
(0%

W10 = ﬁ

Lembrando que a teoria da perturbagao dependente do tempo possui a ordem zero como
solucdo da Hamiltoniana nao perturbada, as condigdes iniciais (3.2) definem os coeficientes

de ordem zero,

L,
(3.7)

bV (t) = o.
A primeira ordem da perturbagao é determinada usando a equagao de recorréncia (2.12),
onde substitufmos wyy e b (t) pelas equagoes (5.41) e (5.42), e V() pelos elementos de
matriz da parte dependente do tempo (3.5): Voo(t) = Vii(t) = 0 e Vou(t) = Vie(t) =

(2sin(wt). Deste modo a equacao de recorréncia resulta em
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inbM () =0,

. iat (38)
in bV (t) = Qe'™ sin(wt).

Resolvendo a integral de 0 a t e simplificando temos os coeficientes de primeira ordem,

bsY (1) =0,
i (3.9)

Mgy —
bl (t) - oﬂ—w2h2

[wh + e (—whcos(wt) + ia sin(wt))} .

O coeficiente um de primeira ordem bgl)(t) diverge quando o = wh. Mas refazendo o

calculo com esse parametros que denominamos como condi¢ao de ressonancia, obtemos

b(l) 1Q (—int + eQi“t — 1)

1(a=wh) (t) = Awh ) (310)

que é o mesmo valor do limite de bgl)(t), equagdo (3.9) para @ — wh. Portanto, a fungao
de onda de primeira ordem para ressondncia é o limf E(t)>1 da equagao (3.11) abaixo.
a—wh

Com isso, a fungao de onda perturbativa de primeira ordem (j = 1) geral é

’E(t)>1 = |¢o) + [(121_)\22712 (wh+ et (—whcos(wt) + ia sin(wt)))] 1), (3.11)

onde aplicamos as equacdes (3.7), (3.9) em (2.13) e substituimos ¢y e €; por —§ e §

respectivamente.

3.1.1 Normalizacao
Utilizando a equagao (2.45) obtemos o fator que normaliza a funcdo de onda (3.11):

1

)
1 2202 a?+(w2h2—a?) Cos(2wt)—2wh((a+wh) cos(wt—%)—(a—wh) Cos(%—l-wt))—l-?)wzfﬁ
+ ( 2(a+wh)?

(3.12)

que expandida para A < 1 da
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\2(2
4(a — wh)?(o + wh)?

Nllzl_

X |a® + 3w?h® + (w2h2 - a2) cos(2wt)

— 2wh ((a + wh) cos (wt — O;;) — (o — wh) cos (O;: + wt))] . (3.13)

Mantendo termos até a ordem A obtemos a seguinte fun¢ao de onda:

|WUrp (t) = |po) + [ (wﬁ + et (—wheos(wt) + ia sin(wt)))] 1) (3.14)

a? — w?h?

Entretanto, se estamos préximos a ressonancia de tal forma que (wWh —a)? <A< 1a

normalizagao (3.13) simplificada torna-se

Q2 (—a2 + 2wh(a + wh) cos (@) - 3w2h2)
4(o + wh)? ’

Nu, ~1+ (3.15)

que ao multiplicar a fungao de onda (3.11) resulta em

Q2 (a2 — 2wh(a + wh) cos (@) + 3w2ﬁ2)
’\PTPlﬁ(t)> - [1 B 4(a + wh)? ] [0}

VAQ (aei%t sin(wt) + iwhe cos(wt) — iwh)
a+ wh

] |61) . (3.16)

Outro caso a ser considerado é na ressonancia. Usando o limite de a — wh da funcao

(3.11) e normalizando obtemos

1

Npg = . 3.17
e X222 (20242 —h(20tsin( 25 ) heos( 220 )) +12) (3.17)
1+ 8aZhi2
Mantendo termos até a ordem A e usando que o = wh temos
iIAQ (—2iwt + 2wt — 1
o () = o) + 2 D). (3.18)

4wh
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A subsecao 3.2 resolve perturbativamente a Hamiltoniana limitada (3.1) através da
teoria da perturbagiao adiabatica, considerando o tempo normalizado s, sendo ¢ = “Ts
com n real, que definird a escala do tempo. Quando compararmos as teorias é proveitoso
que estejam nas mesmas variaveis. Portanto, fazendo essa substitui¢ao nas fungoes (3.14),

(3.16) e (3.18) encontramos

inTsa

[Wrp(s)) = o) + [0421_)\22712 (wh + e wh (—whcos(nms) + ia sin(mrs)))] |p1)
(3.19)

Q2 (a2 — 2wh(a + wh) cos ("”ﬁs) + 3w2h2>
’\IITPZ\&(S)> - [1 B 4(a + wh)? : [90)
VAQ (emg% (asin(nms) + iwh cos(nms)) — iwh)
+ s 62, (3:20)

iINQ (—2inTs + e2n™s — 1)
dwh

(Wrp,(s)) = [do) + |01) - (3.21)

3.1.2 Probabilidade de Transicao

Na secao anterior encontramos trés fungoes de onda aproximadas pelo método pertur-
bativo. Uma quando (wh — ) > ), equagdo (3.19), isto é, fora da ressonincia, outra
funcdo préximo da ressonincia, ou seja, (wh — a)? = ), equagao (3.20), e por tltimo na
ressonancia, quando wh — a = 0, equagao (3.21).

Usando a definigdo de probabilidade de transigao (2.43) podemos calcular a proba-
bilidade de transicdo para as funcoes de ondas provenientes da teoria da perturbacao

dependente do tempo. Fora da ressonancia temos que a probabilidade de transicao é

202
(wh — a)?(a + wh)?

, . [nTsa nrsa
—4wh (a sin(nms) sm( = ) + wh cos(nms) cos ( = >>

+ a® + 3w*h? + (wh — a) (a + wh)) COS(QTL?TS)} . (3.22)

Prp(s) = 5

X
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Quando préximo da ressonancia a probabilidade de transi¢ao obtida é

Q2
Prevs®) = 5+ wnpe

x |a? + 3w?h? — 4wh (a sin(7ns) sin <7TSZS) + wh cos(mns) cos <7TSZS)>} . (3.23)

E finalmente para a ressonancia (wh = «) temos

A20)?

S8av?

Prp,(s) = (1 + 2n*7?s? — 2nmssin(2nms) — COS(Zmrs)) . (3.24)

3.1.3 Analise dos Resultados

Nessa secao resolvemos perturbativamente a Hamiltoniana limitada (3.1) aplicando
a teoria da perturbacdo dependente do tempo, subsecao 2.1. Com ela construimos trés
fungdes de onda aproximadas, equagoes (3.19),(3.20) e (3.21), que consideram diferentes
valores de wh — . Por meio delas obtemos as probabilidades de transi¢ao (3.22), (3.23) e
(3.24).

As probabilidades de transicao obtidas apresentam um comportamento interessante. De
fato, ao substituir wh — a por VA na equacio (3.22) e desprezando o termo proporcional

A2 obtemos

Q0?2
P(wh_azﬁ)TPl (s) ~ m

nmwsa

nwas
7 )—l—whcos(mrs)cos( wh ))},

que é o mesmo valor da probabilidade préximo da ressonancia, equacao (3.23).

x |a® + 3w’h® — dwh (a sin(nms) sin (

Se tomarmos o limite de w — ¢ da fungao fora da ressonancia encontramos

202
P(wh—)a)TPl (5) = 802

valor idéntico a probabilidade de transigdo na ressonancia, equagao (3.23).

(1 + 2n*1?s? — 2nmssin(2nms) — cos(2n7rs)> :

Portanto, se considerarmos somente a probabilidade de transicao feita inicialmente fora
da ressonéncia, equagao (3.22), envolvemos todas as outras probabilidades obtidas. Como

consideramos somente a probabilidade (3.22), consideramos também somente a fungao
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de onda que a originou, equagao (3.19), para comparar com os resultados da teoria de

perturbacgao adiabatica obtida no proximo capitulo.

3.2 Solucao da Hamiltoniana limitada pela teoria de

perturbacao adiabatica

A teoria da perturbacgao adiabatica contida na segao 2.2, diferentemente da teoria da
perturbacao dependente do tempo, nao requer que a Hamiltoniana seja dividida em parte
explicitamente dependente do tempo e parte nao dependente. Ela considera a Hamiltoniana
total e somente requer que seja possivel obter os autoestados e autoenergias instantaneas
da Hamiltoniana.

A teoria considera o tempo reescalado s = vt, onde v define a ordem de expansao da
funcao de onda na solucao perturbativa. Dessa forma, reescalando a Hamiltoniana limitada

para que possamos empregar a teoria da perturbagao adiabatica chegamos a

B —5  AQsin (2)
H(s) = (/\Qsin () . ) , (3.25)

que possui autoenergias e autoestados

Bofs) = =51+ Jo1,

) (3.26)
Eq(s) = 2% 1+ f(s)?,
_ L+4/14 f(s)? - — f(s) _
0(s)) = |0) — 1),
VR T+ F2 T TR VT fe T S
£(s) L+ /14 f(s)?
1(s)) = |60) + |61) -
_\/5\/1+f(5)2+\/1+f(5)2_ _\/5\/1+f(8)2+\/1+f(s)2_
(3.27)
aqui
fls) = 2;\9 sin <u;s> ) (3.28)

que sera usado nas equacoes daqui em diante para torna-las mais compactas.
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Agora que temos o suficiente para aplicar a teoria da perturbacao adiabatica vamos
obter as equacgoes necessarias para encontrar os coeficientes de ordem zero e ordem um,

veja equagao (2.33). A diferenca das autoenergias nos dd o A,

Ap1(s) = —ay/1+ f(s)?,

(3.29)
Aso(s) = /1 + f(s)?.
Aplicando os autoestados (3.27) na equagao (2.25) resulta em
Moo (s) = Mii(s) = 0,
AwS cos (%)
01(s) va (L + f(s)2 ) (3.30)

As fases dindmicas w,(s), equagao (2.24), as fases de Berry 7,(s), equacao (2.23), e os

Jmn(8), equacao (2.38), sao obtidas utilizando as equagoes (3.26) e (3.30):

s) =0,
Yo(s) (3.31)
71(3) =0,
v sw,  4N20?
wo(s) _EE <v| T2 ) 5
. (3.32)
w(s)—ﬂE %|—4/\Q
T o0n v az )’
onde a funcao E (%] — 4)\;7292> ¢ a integral eliptica do tipo dois.
Por fim,
w Sw Sw
Y (2’41 E( —A2) — (A2 41 F( —A2>
Jor(s) 12a (A2 +1)v ( * ) v | ( + ) v |

) Af(s) (202 4+ 1) f(5)? + 3A2 + 2) cos (s;)] (3.33)
(f(s)2+1)*? ’
Jio(s) = —Jn(s),
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com

2)Q2
A= —— (3.34)
«
eF (%\ — A2> a integral eliptica de tipo um.
As integrais elipticas do tipo um e dois sao definidas como
¢
E (¢|m) = / 1 — msin? (6) 6, (3.35)
0
¢ 1
F (¢|m) = / d6. (3.36)
0 /1 —msin®(6)
Temos que ]Xgll((j)) = ]Xllg((j)) o que nos permite definir u(s) = % como
(s) AwS cos (%) (3.37)
S) = — . .
s a?v (14 f(s)2)3/2

Quando s = 0 temos que |0(0)) = |¢o) e |1(0)) = |¢1). Supomos que a func¢do de onda
esta inicialmente no estado |¢g) equagao (3.2). Logo, na base dos autoestados de H;(s)

temos que [¢(0)) = |0(0)) e em consequéncia disso as condigoes iniciais sdo

b (0)
b\ (0)

I

1
(3.38)
0.

Para p = 0, substituindo (3.38), (3.31) e (3.27) na equagao (2.19) a fungao de onda de

ordem zero é obtida como

iwg (s)
e v

o \/5\/1+f(s)2+ 1+ f(s)?

() (14 VI+762) o) 1) 100 (3.39)

Para obtermos a funcao de onda de ordem p = 1 precisamos calcular primeiramente os
coeficientes bll) (s) através da férmula de recorréncia (2.12), ou usar diretamente a formula

geral para ‘\I/(l)>, equagao (2.41)
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O) = —ifdos(s)e™ 7 0(s)) + it~ () — p(0) ) [15)) . (340)

onde Jy1(s), wo(s) e pu(s) sao dados pelas equagoes (3.33), (3.32) e (3.37), e os autoestados
|0(s)) e |1(s)) pela equagao (3.27).

3.2.1 Normalizacao

A teoria da perturbacao adiabdtica possui como ponto de partida a aproximagao adia-
batica, que por definicao ja esta normalizada. Logo, seus coeficientes nao variam no tempo
e portanto a fungao de onda de ordem zero (3.39) nao requer normalizagao. Na base dos

autoestados da Hamiltoniana limitada, equagdo (3.27), e wy(s) dado por (3.32) temos

iwg(s)

’\y(m)o(s)> — o 0(s)) . (3.41)

«

J4 a funcdo de primeira ordem |¥(s) ’\I/ > +v ‘\I/(l)(s)>, equagao (2.42), neces-

sita ser normalizada. A partir de (2.47) obtemos a normalizacao exata

P S (3.42)

1+ <EN
N:A2(1+ cos2(85’)3_2(sos( )cos( ))
(f(s)>+1) (1+ f(s)2)*?
(20% + 1) E (2] — A2) — (A2 + 1) F (2] - A?)
2(A2+1)
(2A% +1) f(s)* + 3A? + 2) cos (%) ?
12 (A2 + 1) (1 + f(s5)2)*?

Cco1m

12(
A (s) (

(3.43)

e A sendo dado pela equagao (3.34).
Quando substitufmos v |[¥'M) na funcio de onda solugdo perturbada, equacio (2.19),
ela ndo depende mais de v porque a funcdo de onda |TV)) o % uma vez que as equacoes

Jom € 14(8) possuem esse termo.
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Essa é uma caracteristica tnica da teoria de perturbacao adiabatica, pois quando es-
crevemos a funcao de onda aproximada ela ndo possui mais a dependéncia explicita em
v, que é o termo que fizemos a expansao da funcdo de onda solucdo. Portanto, devemos
analisar com cuidado a fun¢do de onda perturbada de ordem 1 e verificar qual o termo
perturbativo efetivo da funcao.

Analisando a funcao e também a normalizacdo percebemos que o termo efetivo de
perturbagao na nossa funcao ¢é a razao %ﬁ

Se ¥ < 1 a normalizacao (3.42) pode ser expandida em

202 1ok

. 2ﬁ2 3h3
Ny~1-2 N+O<w ) (3.44)
Mantendo termos até ordem um e ordem dois em %ﬁ obtemos

N(Lh) =1,
W2h2 (3.45)
()~ 207

Considerando a expansao até primeira ordem para a normalizacdo a fun¢do de onda

N
perturbada de primeira ordem simplificada é

7iw0(s)

Wy (s)) = e 0(s)

wh v A 2iwg(s) _iwg(s)

—Ff%mﬂW$%4<wM$+2evyM$461’~@ﬂﬂ

«

Utilizando a normalizacao expandida até ordem dois e desprezando os termos de ordens
2
superiores temos que a fun¢ao de onda perturbada expandida até (%h) e normalizada vale

Vo A 2iwg (s) _iwg(s)

—aFf%wwm»—{wu@+2ev)u@ﬂev

e K; i)+ (206) + 2+ ) cos (2“’2@)] e Jo(s)).

202 w 4 w
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Como supomos 2% < 1 e v possui escala de frequéncia, definimos que v o w. Portanto

a
v=—), 3.48
e (3.48)
com n arbitrario, mas de tal forma a manter v < 1.

Com essa escolha definimos a duragao do experimento 1" = % durante o qual o sistema

evolui quase-adiabaticamente.

3.2.2 Probabilidade de Transicao

Na subse¢ao 3.2.2 encontramos a fungdo de onda perturbada de ordem zero, equagao
(3.39), e a fungdo de onda perturbada de primeira ordem com duas possiveis expansoes em
termos de ¢!, equagdes (3.46) e (3.47). Usando a relacdo (2.43) encontramos a probabili-
dade de transicao para estes casos como sendo respectivamente,

O S (3.49)

)0(8) == 9 - 2m7
B 1 wh [Af(s)sin (2202)
P >1<5>—2‘2,m+a( NOET! ) 20

(s) = o1 L wh (Af(S) sin (Qw(;(s)>)
) 2 zm o 2\/@
A2 cos (2“’0(5)

w?h? Y
N [pl C192(A2 1) (1+ f(3)2)5/2p2]' (3.51)

aqui

by — Af(s) cos (nms)
24 (A2 4 1) (1 + f(s)2)?
(6A" +4A% — 1) f(5)° + 2 (10A* + 8A2 — 1) f(s)" + (21A" + 14A2 — 6) f(s)?
20 (A2 +1) (1+ f(s)2)""?

[(28% + 1) E (nrs| — A%) — (A% + 1) F (nms| — A?)]

+

AQ
D

(3.52)
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po = 2 75) (14 £(5)" (202 + 1) E (mms| — A7) — (A% 4 1) F (nms| - A2))
+ 81+ f(5) (207 + 1) f(s)" + (3A% +2) f(5)” + 12 (A* + 1)) cos (n7s) . (3.53)

e f(s) é dado pela equacao (3.28), A por (3.34) e wy(s) por (3.32).

3.2.3 Analise dos Resultados

A teoria da perturbacao adiabatica nos proporcionou obter a funcao de onda perturbada
de ordem zero, equacao (3.41), e as fungoes de ordem um, equagoes (3.46) e (3.47), que
consideram expansao em primeira e segunda ordem do termo %ﬁ no fator de normalizacao.

Essas fungoes de ondas perturbativas nos possibilitaram calcular a probabilidade de se
encontrar o sistema no estado |¢;) para cada um dos casos.

Tanto as fungoes de onda obtidas quanto as equagoes de probabilidades apresentaram
um comportamento que podemos chamar de aditivo. Isto é, as ordens superiores sao dadas
pelo termo da ordem anterior mais uma correcao relativa a ordem atual.

Por exemplo, a probabilidade (3.51) pode ser escrita como

o «

2
h
Pranyr(s) = Prayi(s) + (=) Als),
() ()
2
onde A(s) é o termo que multiplica (%h) na equacao (3.51).
Foi comentado na subsecao 3.2.1 que realizando o produto v |\IJ(1)> o parametro v é

eliminado exceto quando acompanhado de s. No entanto, se analisarmos cuidadosamente

vemos que o termo pequeno que consideramos na expansao da normalizacdo é similar a 2%

.
Logo, na teoria da perturbacao adiabatica nao somente v deve ser pequeno, mas a razao

entre v e o gap de energia deve ser pequeno para que ela dé bons resultados.
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Capitulo 4

Comparacoes para Hamiltoniana

limitada

Nas secoes 3.1 e 3.2 encontramos as fungoes de ondas perturbativas e suas respectivas
probabilidades de transigao para a Hamiltoniana limitada (3.1) através de métodos pertur-
bativos. Neste capitulo comparamos essas grandezas com os resultados exatos. Faremos
isso através de uma andlise grafica.

Para plotar os graficos consideramos 2 =1, h=1en = 2.

As probabilidades de transicao obtidas via método perturbativos comparadas com a
solugao exata podem ser vista nos graficos 4.1, 4.3, 4.4 e 4.5. As fidelidades que foram

calculadas usando a equagao (2.48) estao nos graficos 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9.

4.1 Analise dos resultados

Antes de analisarmos os resultados devemos lembrar o que a palavra "expansao” signi-
fica aqui. Ela refere-se as expansoes da normalizacao, com exce¢ao da expansao de ordem
zero da teoria da perturbacio adiabatica, que se refere a aproximacao adiabatica. Deve-
mos ter sempre em mente que a primeira e segunda ordem de expansoes foram obtidas
considerando as fungoes perturbativas até ordem 1 em ambas as teorias.

A primeira conclusdo a se considerar advém da escolha do gap de energia ser o = 1
ao invés de qualquer outro valor. Podemos verificar pelos gréaficos 4.1 e 4.2 que o valor
de o somente altera a escala da probabilidade, pois quanto maior a distancia entre os
niveis de energia mais dificil de ocorrer a transicao. Assim escolhendo o gap sendo unitario

nao altera em nada a analise qualitativa dos resultados, além disso, como consideramos h

29
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Figura 4.1: Probabilidade de transicao. Graficos obtidos através da teoria de perturbacgao
dependente do tempo, equagao (3.22), da teoria da perturbagao adiabética, equagoes (3.49),
(3.50) e (3.51), e da solucdo exata numericamente obtida resolvendo-se (3.3) com « = 1,
w = 0.01, de modo que %ﬁ = 0.01, e A = 0.01. No grafico principal, as probabilidades
aproximadas estao indistinguiveis da probabilidade numérica exata, exceto a ordem zero.

P, .nyo(s) ndo acompanhas as flutuagoes da exata. No detalhe, em s = 0.5, somente

P(wj)z(s) e Prp/(s) estao de acordo com a exata. Aqui nao é possivel determinar qual

teoria oferece melhor resultado.

também unitario, o pequeno para teoria da perturbacgao adiabética recai somente sobre o

valor de w.

Com base nos graficos de probabilidades 4.1, 4.3, 4.4 e 4.5, a primeira coisa que podemos
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Figura 4.2: Probabilidade de transicao. Gréficos obtidos através da teoria de perturbacgao
dependente do tempo, equacao (3.22), da teoria da perturbacao adiabética, equagoes (3.49),
(3.50) e (3.51), e da solugdo exata numericamente obtida resolvendo-se (3.3) com a = 10,
w = 0.1, de modo que %ﬁ = 0.01, e A = 0.01. Este grafico apresenta comportamento igual
ao grafico 4.1, com a diferenca da escala da probabilidade de transi¢ao, pois aqui foi usado
o gap de energia 10 vezes maior.

perceber é que se A\ < (%h) a teoria da perturbacao dependente do tempo da melhores

resultados. No caso contrario, se A\ > (%), a teoria com melhores resultados é a da

perturbacgao adiabatica. Isso é o esperado ocorrer, pois a teoria padrao da melhor resultado

W

para A pequeno enquanto a teoria adiabética funciona apropriadamente quando v = 3= é
™

pequeno.
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Figura 4.3: Probabilidade de transicao. Gréficos obtidos através da teoria de perturbacgao
dependente do tempo, equagao (3.22), da teoria da perturbagao adiabética, equagoes (3.49),
(3.50) e (3.51), e da Solugéo exata numericamente obtida resolvendo-se (3.3) com a = 1,
w = 0.01, de modo que “* = 0.01, e A = 0.1. No grafico principal, podemos ver claramente
que a teoria da perturba(;ao adiabatica apresenta melhores resultados. Nos detalhes, em
s ~ 0.5, P<@ )2(3) ¢ indistinguivel da solu¢ao numérica exata. Em s ~ 1, as probabilidades

5% 2(s) ainda indistinguivel da exata e Prp,(s) melhor

o

«
tendem ao mesmo valor, com a 77(

aproximada do que a 73(%) 1(s) e ( r) o(5).

Em s = 0.5, tanto a ordem zero da teoria da perturbagao adiabatica quanto a primeira
ordem de expansao da normalizacdo nao oferecem boas aproximacoes. A probabilidade

Prp,(s) se aproxima da solugdo numérica apenas para A < 0.01. Contudo, expandindo
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Figura 4.4: Probabilidade de transi¢ao. Graficos obtidos através da teoria de perturbagao
dependente do tempo, equacao (3.22), da teoria da perturbacao adiabética, equagoes (3.49),
(3.50) e (3.51), e da solucao exata numericamente obtida resolvendo-se (3.3) com o = 1,
w = 0.1, de modo que %ﬁ = 0.1, e A = 0.01. No grafico principal podemos ver que a teoria
padrao apresenta melhor resultado, pois Prp,(s) é indistinguivel da solugao numérica exata.
Nos detalhes, podemos perceber que 77(@ )2(5) apresenta uma aproximacao muito boa em

of8) = 7(3% ) (s) === 7(3ﬂ )2(5) Numérica

relacdo a solugao exata, além de ser melhor aproximacao em relacao a P an)’ (s)e P(@)O (s).

A probabilidade padrao continua indistinguivel da probabilidade exata.

a normalizacao até a segunda ordem para a perturbagao adiabatica, obtemos um acordo
quase que perfeito entre a solu¢do numérica e a solucao perturbativa para todo o tempo,

principalmente no gréafico 4.5, que em s = 1 apresenta o resultado mais préximo da solucao
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Figura 4.5: Probabilidade de transicao. Gréficos obtidos através da teoria de perturbacao
dependente do tempo, equacao (3.22), da teoria da perturbacao adiabética, equagoes (3.49),
(3.50) e (3.51), e da soluc@o exata numericamente obtida resolvendo-se (3.3) com o =
1, w = 0.1, de modo que %ﬁ = 0.1, e A = 0.1. No gréfico principal, nao é possivel
determinar claramente qual teoria mais se aproxima do resultado numérico exato, pois
hora a P<@)z(s) estd melhor, hora Prp(s). Nos detalhes, em s ~ 0.5 a probabilidade

«

73( oh )2(8) é ligeiramente mais proxima da solugdo exata. Em s ~ 1 somente P, ,\2(s) esta

o

[e3
em acordo com a solu¢ao numérica exata. Portanto, concluimos que a teoria da perturbacgao
adiabdtica apresenta melhor aproximacao.

numérica exata.

No caso em que A\ = (%h) é dificil dizer qual teoria é mais eficiente se olharmos apenas
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Figura 4.6: Fidelidade. Gréaficos obtidos através da teoria de perturbacdo dependente
do tempo, equagao (3.19), da teoria da perturbagao adiabética, equagoes (3.41), (3.46) e
(3.47), e da fungao de onda numérica, equagao (3.4), com o = 1, w = 0.01, de modo que

%ﬁ = 0.01, e A = 0.01. No grafico principal, vemos claramente que a teoria da perturbacao

adiabatica possui fidelidade mais proxima a 1. No detalhe, | <1/)ex(s)|¢( W_ﬁ)z(s)) |> possui a

fidelidade mais proxima de 1 que as outras ordens da teoria adiabatica.

para o comportamento da probabilidade de transi¢cao. Desse modo, usaremos a fidelidade,
graficos 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9, para aferir qual teoria demonstra ser melhor aproximacao a
solucao exata.

Em todos os graficos a teoria da perturbagao adiabatica demonstra possuir fidelidade
mais préxima de 1. Podemos perceber também que o valor w influencia no nimero de
oscilagoes enquanto A influencia nas escalas, facilmente verificado nos graficos de mesmo
valor de (%) e graficos com mesmo valor de \.

De modo geral podemos afirmar que a teoria da perturbacao adiabatica é mais efi-
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Figura 4.7: Fidelidade. Graficos obtidos através da teoria de perturbagdo dependente
do tempo, equagao (3.19), da teoria da perturbagdo adiabética, equagoes (3.41), (3.46) e
(3.47), e da funcdo de onda numérica, equacao (3.4), com a = 1, w = 0.01, de modo que
%ﬁ = 0.01, e A = 0.1. No gréfico principal, vemos claramente que a teoria da perturbacao
adiabatica possui fidelidade mais proxima a 1. No detalhe, | <¢6z(s)|w( w_ﬁ)z(s)) |* possui a

fidelidade mais proxima de 1 que as outras ordens da teoria adiabatica.

ciente que a teoria da perturbacao dependente do tempo, em especial a com expansao

2
da normalizacao até (%h) , que apresentou resultados realmente favoraveis em todos os

graficos.
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4.1.
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Capitulo 5

Hamiltoniana de Landau-Zener

O problema de Landau-Zener

O modelo padrao de Landau-Zener consiste em um sistema ideal de dois niveis de
energia, cujos niveis se aproximam a uma velocidade constante v e sdo acoplados por
uma constante de tunelamento A. Apesar de ser um problema ideal ele foi amplamente
empregado e estudado em diversas areas como, por exemplo, no estudo de inversao de
spins por campo magnéticos [18], sistemas Opticos [19], controle de reagoes quimicas [20] e
outros exemplos citados em [21].

A Hamiltoniana do modelo de Landau-Zener pode ser representada da seguinte forma,

Hy, (1) = Lo, + 2o, (5.1)
2 2

Apesar de aparentemente ser um sistema simples sua solugao nao € trivial. As primeiras
solucoes foram obtidas por Landau [22], Zener [23], Stuckelberg [24] e Majorana [25]. Os
artigos de Landau e Zener encontraram independentemente a probabilidade de transi¢cao

no limite assintotico do tempo, sendo esta nomeada de probabilidade de Landau-Zener,

x A2

Pry=1—e2%w. (5.2)

Prz dé a probabilidade de se encontrar a particula no estado | }), considerando que a

particula no instante inicial seja preparada da seguinte forma

(W (0)) = 1) (5.3)

A Hamiltoniana de Landau-Zener é conhecida por evitar um cruzamento de niveis de

39
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energia para todo tempo t se A # 0. Nessa situacao poderd ocorrer transicdo entre os

z . . 3 ~ 7 . . A
niveis de energia ja que o estado | 1) ndo ¢ autoestado de (5.1). No limite quando |t| > =

A
2

se desprezivel. Em outras palavras, para que tenhamos uma transicao efetiva de nivel a

relacao ”Kt > 1 deve ser satisfeita, caso contrario o sistema ficara oscilando entre os dois

os autoestados da Hamiltoniana tendem aos estados | 1) e | |) j& que a parte S0, torna-

niveis.

O modelo de Landau-Zener apresenta intimeras solucoes publicadas além das quatro
inicialmente citadas. Nesta dissertacao escolhemos trés artigos para analisar e estudar
em detalhes. Primeiramente estudamos o artigo de Zener [23], que foi uns dos pioneiros
que obtiveram uma solucao da probabilidade de transi¢ao no limite assintético. O segundo
estudado foi o artigo de Ho e Chibotaru [26] que apresenta uma solugao elegante utilizando
integrais complexas para obter a probabilidade de transicao para tempos infinitos, método
baseado na solugao desenvolvida por Wittig [27]. Ambas solugoes podem ser vistas nos
apéndices A.1 e A.2, onde detalhamos todos os passos matematicos para encontrar tais
solugoes.

Nesta dissertacao optamos trabalhar mais intensamente com a solucao obtida por Vi-
tanov e Garraway [28], porque ele apresenta uma solucao analitica para o problema consi-
derando tempos finitos diferindo dos demais que se valem do limite assintético para obter
uma solugao.

Nossa necessidade de uma solucao analitica estd no fato de querer compara-la com a
solucao da Hamiltoniana de Landau-Zener obtida pela teoria da perturbagao dependente
do tempo, se¢ao 5.2, e com a solucao calculada através da teoria da perturbacao adiabatica,
secao 5.3, de tal forma a averiguar qual delas mais se aproxima da solugdo exata obtida na
segao 5.1 através das técnicas apresentadas por Vitanov e Garraway [28].

Além da solucgao exata apresentada também calculamos a solucao adiabatica na subse-

¢ao 5.1.1 de modo a compara-la com a ordem zero da teoria da perturbacao adiabética.

5.1 Solucgao analitica da Hamiltoniana de Landau-Zener

Para resolver analiticamente o problema de Landau-Zener escrevemos a Hamiltoniana
(5.1) na base que diagonaliza o, isto é, na base {|1),|])}. Desse modo a Hamiltoniana de

Landau-Zener pode ser representada na seguinte forma

H, (1) = ”;(| D=1 D) + §(| DA+ D). (5.4)
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A teoria da perturbacao padrao e a teoria da perturbagao adiabatica, apresentadas nas
subsecoes 2.1 e 2.2 respectivamente, foram desenvolvidas considerando o tempo ¢t > 0. J&
a Hamiltoniana de Landau-Zener Hyz(t) considera —oo < t < oo. Sendo assim, para
aplicarmos ambas teorias de perturbacao devemos transladar o tempo na Hamiltoniana de
Landa-Zener.

Considerando que o tempo ¢t de Hyz(t) varie de —7 a 7, para que a Hamiltoniana fique
no intervalo de tempo delimitado pelas teorias perturbativas, devemos definir t = ¢/ — 7
com t' € [0,27]. Com isso a reescala do tempo realizada na teoria da pertubagao adiabatica
na subsecao 2.2 serd s = vt’, onde v é o inverso do tempo necessario para a Hamiltoniana
ir de sua configuragao inicial a sua configuragao final, isto é, v = % Com essa escolha
s € [0,1], obtemos uma reescala do tempo com s adimensional, facilitando a solucao
analitica do problema de Landau-Zener proposta por Vitanov e Garraway em [28]. Dessa

forma ¢ = (2s — 1)7 e aplicando a reescala do tempo em (5.4) obtemos

vr(2s — 1 A
Hy(s) = (2>(| D= TDE) + (DG T+ D). (5.5)
A equacao de Schrodinger dependente do tempo reescalado é
ih d
5 1 | Yrz(s)) = Hiz(s) [Prz(s)) (5.6)
onde % = %%. A funcao de onda solucao da equacao (5.6) pode ser expandida também

na base de o,:

(Wrz(s)) = c+(s)[ 1) +cp(s)] ). (5.7)

Substituindo a funcdo de onda (5.7) na equacao de Schrodinger reescalada (5.6) encon-

tramos o sistema de equacoes diferenciais lineares acopladas

ién(s) = p(s) exls) +dey(s),

(5.8)
icy(s) =dcr(s) — p(s)ey(s).
Aqui o ponto significa (f—s e
2
ols) = 25— 1), (5.9)
s

§=", (5.10)
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com

= ZV?’ (5.11)
vT
=% (5.12)

Eliminamos o acoplamento derivando novamente em relagao a s a primeira linha da

equacgao (5.8) e substituindo as derivadas primeiras,

Er(s) + [p(s)> + 0% +ip(s)| ex(s) = 0. (5.13)

Substituindo (5.9) e (5.10) na equacao (5.13) encontramos a nova equagao diferencial

de segunda ordem:

ér(s) + 45 [ j + L MW] ct(s) = 0. (5.14)

e | 4e 2 4e

A equagao (5.14) pode ser reescrita como equacao de Weber [29, 30], discutida no
Apéndice B se realizarmos uma nova mudanca de variavel
i(—1 2 202
2 M1+ 275 (5.15)
€

tal que

z= i<_1+28)ﬁ\/§ (5.16)

Realizando a mudanca de variavel de s para z e tendo em mente que % = F20 \E % =
a2 4if? 42
ds?2 T e d2?

obtemos

(2) + l_‘; + ; - 'ﬂ c1(2) = 0. (5.17)

d2
a2
Agora, a funcao de Weber-Hermite, mais comumente conhecida por func¢oes parabdlicas

cilindricas, satisfaz a equacao diferencial

2

d? 1

dz22

5 4] Dj(z) = 0. (5.18)

Assim, podemos afirmar que ¢4(s) nada mais é que D_ i (+(1 — 23)6\/5).

4e
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As fungoes parabdlicas cilindricas possuem a propriedade de que se D;(w) é solucao,
D;(—w), D_;_4(iw) e D_;_1(—iw) também o s@o e podemos escrever D;(w) como combi-
nagao destas fungoes [29]. No nosso caso, a varidvel z pode ser escrita como uma fungao
positiva ou negativa de s. Portanto é plausivel supor que a solucao da nossa equagao dife-

rencial (5.14) é uma combinagao linear de +z e —z. Assim, escolhendo z = (2s — l)ﬁf/gT

podemos escrever que cy(s) é

cr(s)=aD_i(2)+bD_i(—=2), (5.19)

de 4e
e

z=(2s—1)—, 5.20

( ) e (5.20)

onde a e b sdo constantes que podem ser encontradas utilizando as condic¢oes iniciais do
sistema e para isso precisamos também conhecer o coeficiente ¢ ¢(5)- Esse coeficiente pode
ser encontrado substituindo (5.9) e (5.19) no conjunto de equagoes (5.8) e aplicar a relagao
B.6 na primeira linha do sistema. Os detalhes desses calculos estao na secao C.2. Assim,

os coeficientes sao

er(s) =aD_y () +bD_y (~2),

¢ (s) = 26\/5[& D i () =bD_s y(—2)], (5.21)
z= (25 — 1)56%

N

As constantes a e b, definidas através das condigoes iniciais ¢4+(0) e ¢;(0), sdo

(a):mﬂ;) D_ﬁ_l(ﬂfgi) 2D (Pof (CT(O))‘ (5.22)
o) VI D) Vet Dy (<5)) \al)

As contas que nos levaram a obter (5.22) estdo no apéndice C.3 e I'(z) é a fungado
gama. Com isso temos a solucdo analitica do problema de Landau-Zener apresentando por
Vitanov e Garraway no artigo [28] adaptada para nosso modelo de Hamiltoniana (5.1). E
no nosso caso vamos definir que no tempo s = 0 a funcdo de onda esta preparada no estado
| 1), isto é, |U1z(0)) = | 1). Portanto os coeficientes de |V z(s)) s@o
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5.1.1 Solucgao aproximada do modelo de Landau-Zener no regime

adiabatico

Estudamos essa solucao pois a teoria da perturbacao adiabatica considera a ordem zero
como a aproximagao adiabatica e queremos compara-la com a solugao adiabatica obtida

por Vitanov e Garraway [28].

A solucao adiabética consiste em transformar a Hamiltoniana de Landau-Zener (5.1)

por uma rotacao R(s) unitéria,

(W)) _ (eps(@(s)) —sin(@(s))) (xo<s>) | (5.35)
ci(s) sin(0(s))  cos(6(s)) z1(8)

A equacgao de Schrodinger 5.6 pode ser escrita na forma matricial:

(%C:T(s)) _ (p(s) J ) (CT(S)) (5.26)
i¢)(s) o —p(s))) \cu(s)

com p(s) e 0 dados por (5.9) e (5.10).

Substituindo a equagao (5.25) na equagdo de Schrodinger matricial (5.26) e multipli-

cando ambos os lados pela inversa da rotacao encontramos



5.1. SOLUCAO LZ ANALITICA 45

0 —if(s)\ [zo(s) [ Zo(s
(ié(s) 0 ) (xl(s)) " (x'l(s )
(

)
)
_ (58111(29(8)) + p(s) cos(20(s)) & cos(20(s)) — p(s) sin(26(s)) ) (xo(s)> 52
dcos(20(s)) — p(s)sin(20(s)) —osin(20(s)) — p(s) cos(20(s)) ) \z1(s
Nosso objetivo é escolher 6(s) de modo a eliminar o acoplamento entre as varidveis.
Para isso acontecer devemos zerar os elementos fora da diagonal da matriz do lado direito
da equagdo, isto é, definir ¢ cos(20(s)) — p(s)sin(260(s)) = 0. Dessa forma estabelecemos

trés relagoes importantes,

o(s)
sin(26(s)) = p(i) cos(26(s)), (5.28)
cos(20(s)) = L
e

Aplicando a relagao (5.28) em (5.27) obtemos

me):<aw&¢pwv 0s) )(%ﬁv (5.2)
&1(s) —0(s) 11/02 + p(s)2. ] \z1(s)

O teorema da evolugao adiabatica de um sistema diz que um sistema evoluiu adiabati-
camente se ele permanece no mesmo estado adiabético inicial [1] e isso pode ocorrer com
alta probabilidade se os elementos fora da diagonal forem muito menores em relagao aos
da diagonal principal, ou seja, se |0(s)| < [y/02 + p(s)?|. Substituindo (s), p(s) e d pelas
equagoes (5.28), (5.9) e (5.10) encontramos a condigdo para que a aproximacao adiabética

seja valida,

€

(1+(2s —1)25%)

;<1 (5.30)
2

Considerando que a condi¢ao anterior seja satisfeita e utilizando (5.9) podemos apro-

ximar (5.29) da seguinte forma,
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d0(s)) (VI (@5 -1 0 o(s)
($1(S)) b ( 0 jg\/l + (28 . 1)262) (1'1( )) ) (531)

que nada mais é que uma equagao diferencial linear de primeira ordem, cuja solucao pode

o(s) O 20(0)
(1‘1(8)) B ( 0 eiC(s)) <$1<O)) ’ (5.32)

com ((s) = [ g\/l + (25 — 1)2p2.

Podemos escrever a equagao (5.32) de volta em termo dos os coeficientes ¢(s) e ¢ (s)

»

ser escrita como

através da inversa de (5.25). Para isso consideramos as condigdes iniciais ¢+(0) = 1 e
¢;(0) = 0 e substituimos 6(s), p(s) e 0 pelas equagoes (5.28) e (5.9) obtendo os coeficientes

adiabaticos da Hamiltoniana de Landau-Zener,

Craai(s) = e cos 1ar(:tabn 1 cos 1aur(:tabn _
fadi 2 3 2 (2s —1)8
— @ gin B arctan <;>] sin B arctan (M)] , (5.33)

Cladi(s) = € sin 1arctan 1 cos 1arctan _
vadi 2 3 2 (2s —1)8
+e7¢() cos B arctan <;>1 sin B arctan (M)] , (5.34)

VI B+ (2s — 1)6\/1 + (25 — 1)24? + arcsinh(/3) + arcsinh((2s — 1))
a 4e

(5.'35)

Probabilidade de transicao adiabatica

Nosso sistema representado pela Hamiltoniana de Landau-Zener possui o estado inicial
| 1), isto ¢, a fungdo de onda para o tempo s = 0 é |¥(0)) = | 1). Lembrando que s = vt

pertence ao intervalo real de [0, 1], com v sendo o inverso do tempo total do experimento,
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calculamos na se¢do anterior a fungao de onda adiabatica para todo tempo s, de tal forma
que a partir dela podemos obter resultados interessantes como a probabilidade de transicao.

Como visto na subse¢ao 2.3.1, a probabilidade de encontrarmos o sistema em um de-
terminado estado ¢é calculado tomando o produto interno da fun¢ao de onda adiabatica
pelo estado de interesse. No nosso caso em especifico queremos a probabilidade de tran-
2

sicdo que é obtida através de [({ |Waai(s))|? = Cladi(s).uq:(5). Definindo Pogi(s) como a

probabilidade de transicao adiabatica no tempo s temos

Poi(s) = 1 N (2s —1)8 —cos(2¢ (s)) (5.36)

2 2yTH B2/1+ (25 — 122

A equagao (5.36) foi obtida empregando as relagoes da equagao (5.28). Outra aspecto

importante de se observar é a probabilidade de transicao para tempos muitos grandes, isto
é,em s =1 (1 — 00), que é a expansao que Landau e Zener apresentaram como solucao
da Hamiltoniana de Landau-Zener.

Expandir P,4(1) em 7 — 00 é 0 mesmo que expandir em 5 — 0o pois [ e T apresentam
dependéncia linear (veja a equagdo (5.12)). Outro fator a se considerar na expansio é o

. B+/ 14B2+arcsinh(3)
2e

cosseno ¢ limitada entre —1 e 1 podemos ignora-la ja que o denominador do cosseno na

argumento do cosseno, ((1) = , que depende de beta. Como a funcao

equacgao (5.36) leva o termo a zero quando beta tende a infinito. Portanto, expandindo a

probabilidade em série de Taylor e ignorando a expansao do cosseno obtemos

Ppaai(8) =1 — 3 [1+cos(2¢(1))] n S [1+cos(2¢(1))]

7 51 , com 3> 1. (5.37)

5.1.2 Analise dos Resultados

Com base no artigo [28] conseguimos resolver analiticamente o modelo de Landau-
Zener utilizando os parametros usados no nosso estudo, onde conseguimos reproduzir e
compreender todos os calculos necessarios para que alcangassemos a solugao da funcao de
onda analitica do problema usando os coeficientes (5.23) e (5.24). Também calculamos,
valendo-nos do artigo [28], a fungdo de onda adiabdtica que possui os coeficientes (5.34) e
(5.33) e a probabilidade de transigao adiabética (5.36).

Para que a aproximacao adiabatica seja uma boa aproximacgao do resultado exato a
condigao (5.30) deve ser satisfeita. Assim, para que ela seja valida e deve ser pequeno e/ou
B> 1.



48 CAPITULO 5. HAMILTONIANA DE LANDAU-ZENER

O artigo [28] supracitado também contém outras expansoes além da adiabética que,
diferentemente dessa, recobram a probabilidade de Landau-Zener (5.2), ji que a expansao
adiabatica para tempos muito grande, § — oo, tende a 1, como pode ser visto pela
equacgao (5.37). O uso dessa aproximagao é benéfica para explicar o que ocorre no limite
da probabilidade de transicao calculadas na secao 5.3 e podera ser melhor compreendido

na analise na subsec¢ao 5.3.3.

5.2 Solucao do modelo de Landau-Zener através da

teoria da perturbacao dependente do tempo

A Hamiltoniana de Landau-Zener (5.1) possui um termo dependente do tempo e um
independente, e isso atende ao principal pré-requisito para que teoria da pertubacao de-
pendente do tempo [5] apresentada na segao 2.1 possa ser aplicada. Podemos ver pela
equacgao (5.1) que a parte independente do tempo é a que multiplica o,. Logo, nosso con-
junto de solugdes sera expandido nessa base que definiremos como {|¢), |¢1) }, para ficar
em concordancia com a se¢ao 2.1.

Calculando os autoestados de o, encontramos

60) = %( 114, -
o) = 5 (1) = 140),
com autoenergias sendo
A
2 (5.39)
-

Na base de 0, a Hamiltoniana de Landau-Zener transladada para t — ¢t — 7 torna-se

A t=7 0
H,,(t) = ((2) A + v (2) | com t € [0, 27]. (5.40)

2 2

Podemos ver claramente que a Hamiltoniana (5.40) possui o mesmo padrao de (2.1).

Assim, definimos o termo sem dependéncia explicita do tempo como Hy, v o termo per-
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turbativo pequeno e V(t) a perturbagao temporal. Contudo, a parte temporal da Hamil-
toniana para v7 > A deixara de ser pequena.

As frequéncias angulares de Bohr (2.9) sao

A
h’ (5.41)

W10 = —Wo1-

Wo1 =

As condigdes inicias que estabelecemos para o problema (5.3) na base dos autoestados
de Hy nos permite obter os coeficientes de ordem zero da perturbagao dependente do

tempo, equagao (2.16), como

' (1) =
(5.42)

Hg\H
[\

b (t) = —=.

3

As demais ordens podem ser obtidas utilizando a relagdo de recorréncia (2.12), onde
substituimos wyy e b (t) pelas equagoes (5.41) e (5.42) e V,x(t) pelos elementos de matriz
da parte dependente do tempo: Voo(t) = Vi1(t) = 0 e Vi (t) = Vio(t) = 5. Dessa forma

temos

t—7)ei

inbi (t) = ( ,
ve - (5.43)
(t—T7)e " ‘

2v2

Integrando e simplificando a equacao acimas obtemos os coeficientes de primeira ordem,

in bV (t) =

iAt

ehn (At + (1 — e*mTt> (ih — AT))

bV (1) = -
0 ( ) 2\/§A2 )
i A (5.44)
b(l)(t) e (At— (1 —e ) (1h+A7')>
P 2v/2A2 '
Aplicando equagao (2.34), (2.35) e (5.39) em (2.13) até j = 1 verificamos que
3 1 ve'r (At—l— (—AT +ih) (1 —e_mTt)) A
t = | — — T 2R
| ())1 \/5 2\/§A2 € |¢0>
(5.45)

— +

V2 2V/2A2

) ( L e (A (A i) (<1 +ei%t>)) ],
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5.2.1 Normalizacao

Normalizando a funcao de onda (5.45), que é a solugao perturbativa até primeira ordem,

encontramos
1
N, = - - - . (5.46)
72 (1—cos( &t thsin( 4t 72427 (t—7) cos( 5t ) +(t—7)2
\/1+V2< ( 2A4(h))_ 2A(37’)+ ( 4Agﬁ) )

Expandindo a normalizagao para v < 1 obtemos

+ O(V?).
(5.47)

1, (h*sin’ (%) thsin (%) 72+ 27(t — 7) cos (%) +(t—7)?
M iy AT oA IA?

Como feito para a Hamiltoniana limitada, hd duas formas de considerarmos essa nor-
malizacao. Mantendo termos até a primeira e segunda ordem de v da expansao da norma-

lizacao temos

1 h? sin? (%) thsin (%) 72+ 27(t — T) cos (%) + (t—7)?
( AT oA IA?

(5.48)

Com as duas normalizacoes possiveis escrevemos duas fungoes de onda na base de
{I 1), )} normalizada , |WUrp,(t)) e |Yrp,2(t)). Para isso substituimos na equacao (2.44)

as equagoes (5.38, 2.19) juntamente com a normalizacdo (5.48). Com isso obtemos

iv(t — 27) sin (&t
|Wrp,(t)) = |cos (?};) — ( 2>A (25) 1)
(5.49)
v (2hsin (2L) — At cos (At
+ —isin (?;Z) + ( (2h)2A2 (25>)] |\L>
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e, para a funcdo expandida até ordem dois de v,

At i(t — 27)sin (%’Z) ) At
|Wrp,2(t)) = |cos (271) —v oA — v” cos (271) F@)| |1
(At (16hsin (%) — 8At cos (%)) . (At
+ |—isin <2h> +v [GA? + iv” sin <2h> F@) 1), (5.50)
onde

A272 4+ 2 (A27(t — 7) — h%) cos (&) + A%(t — 7)2 — 2Athsin (AL) + 2K2
F(t) = Atz =) (h§1x4 E=7) (%) . (551

A solugao exata da Hamiltoniana apresentada na secao 5.1 e na subsecao 5.1.1 foi feita

t
27

o mesmo padrao iremos reescrever as fungoes (5.49) e (5.50) em termos desses pardmetros:

nos parametros 3, equagao (5.12), €, equagao (5.11), e na variavel s = vt = Para manter

+¢@-Q$n(?>_5M% %ﬁhi% (5.52)
[Urpya(s)) = [Cog <5€5> —if(s — 1) sin (%) o (ﬁ:) Fg(s)] o -
+l&—0$n<3>_@%%<€j%4$nc?>%®ﬂle (5.53)
onde
@Q):i(QﬁQs—U—fﬂcw<%%>+6%%8—D8+1y—m%wm<%%>+g>
(5.54)

5.2.2 Probabilidade de Transicao

Nos temos duas fungoes de onda provenientes da teoria da perturbagao dependente do
tempo. Uma considera a expansdo da normalizagdo até v, equagao (5.49), e a seguinte
considera expansao até v, equacio (5.50).

Lembrando que € = % e 3 = %, a probabilidade de transi¢ao, equacao (2.43), obtida
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via equagao (5.49) é

'm@w:mﬂo?>+ow%. (5.55)

Agora, utilizando (5.50) temos

2 esin (282 s
P,2(s) = sin? (ﬂg) + P (—(E) + (25 — 1) cos (26> + 1)

€ 4
esin (222 s
X (—H + cos <25> + (25 — 1)) +O(*). (5.56)

5.2.3 Analise dos Resultados

Foi discutido no comeco da se¢ao 5.2 que para a perturbagdo dependente do tempo
funcionasse v < A, que é equivalente § < 1 (veja (5.12)). Logo, essa teoria sé pode ser

considerada uma boa aproximacao da soluc¢ao se  for muito pequeno.

Assim, para [ pequeno as probabilidades (5.55) e (5.56) sao validas e a probabilidade
considerando termos até O(r?) é uma corregao da probabilidade considerando termos até

O(v'). Note estas probabilidades podem ser escritas

Pat) = Po(t) + - B(s)

onde B(s) é o termo que multiplica %2 em (5.56).

Na secao 5 discutimos que para que possamos encontrar o sistema no estado | ), isto
é, para que ocorra uma transi¢ao entre os niveis de energia, J tem que ser muito maior que
um. No entanto, a teoria da perturbacao dependente do tempo nao é valida nesse regime e
portanto também nao podemos realizar a expansao feita na subsecao 5.1.1, que considera
[ — o0o. Sendo assim, pela teoria da perturbacao dependente do tempo nao é possivel se

obter a probabilidade de transicdo de Landau-Zener (5.2).
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5.3 Solucao do modelo de Landau-Zener pela teoria

de perturbacao adiabatica

A teoria da perturbagao adiabatica é uma expansao da funcao de onda em termos de v,
equagao (2.18), onde v é o inverso do tempo total para Hamiltoniana ir da sua configuracao
inicial a final. No nosso caso v = %, ja que fizemos uma reescala da Hamiltoniana de

Landau-Zener, onde t =t — 7 que, em termos de s vale, t = (2s — 1)7 (veja secao 5.1).

A teoria da perturbacao adiabética utiliza a equagdao de Schrodinger reescalada como
dindmica que rege o problema, equacao (5.6), e a Hamiltoniana reescrita usando os para-

metros [ e € definidos na secao 5.1:

vT

Hio(s) = 2 |@s = (D0 = 100 1)+ (100 T+ 106 1)] (5.57)
2 B

Para simplificar expressdes que surgirao daqui em diante definiremos a fungao h(s)

CcOo1mo

= /1+ (25 — 1)262. (5.58)

A partir da Hamiltoniana (5.57) escrevemos as autoenergias Fy(s) e Fi(s) e os autoes-

tados instantaneos normalizados |0(s)) e |1(s)):

(5.59)

(825 = 1) = ()11 +1 1),
\/_\/h \/h B(2s —1) (5.60)

VAT T +628_1)[(5<2s—1>+h<s>)|¢>+|¢>}

Com as equagoes dos autoestados (5.60) da Hamiltoniana de Landau-Zener podemos

determinar os M,,,(s) através da equacao (2.25):
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M00(8> = O,

MH(S) = O,

Moy (s) = _h(i)2, (5.61)
Miol®) = 5

Perceba que a equagao anterior satisfaz as propriedades bésicas de M,,,,(s), proprieda-
des que sao obtidas através da ortogonalidade dos autoestados. Derivando em relagao a
s o produto interno (n(s)|m(s)) = 6,m chegamos a M,,,(s) + M, (s) = 0, apéndice C.1.
Note que M,,(s) é puramente imaginario e como os autoestados sdo reais e derivadas de
nimeros reais também o sao, M, (s) deve obrigatoriamente ser nulo. Com as autoenergias
(5.59) encontramos Ay, (s) = En(s) — En(s),

Agi(s) = —Ah(s),

5.62
Aqo(s) = Ah(s). (5:62)

Em posse dos M,,,(s), equacao (5.61), e das autoenergias (5.59) podemos determinar

as fases dindmicas wy,($), equacao (2.24), e as fases de Berry v,(s), equacao (2.23),

wo(s) = —4% (sinh’l(ﬂ) +sinh ™" (B3(2s — 1)) + Bh(0) + Bh(s)(as — 1)) ,

(5.63)
wi(s) = 4% (sinh™'(8) + sinh ™" (B(2s — 1)) + Bh(0) + Bh(s)(as — 1)),
5) =0,
ol) (5.64)
Y1 (S) =0.
Com o intuito de simplificar a notagdo chamamos fi,;,(s) = % e como ]Xgll((j)) _
]Xllg((j)) definimos fi,m(s) = u(s), onde
: (5.65)

pls) = 20 hh(s)3

Para calcular os J,,(s), equagao (2.38), usamos as equagoes (5.61) e (5.62) e obtemos
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Tuls) =~ n(s) o(5), -
Jio(s) = gu(S) 9(s),
g(s) = (27 ;Lr(g)))f(s)?’ + (25— 1) (28%(25 — 1)* +3). (5.67)

As condigoes iniciais (5.3) escritas na base dos autoestados (5.60), cuja prova estd na

subsecao C.4, sao

bo(0) = _Lh(())
' V2, /h(0)
1
b1(0) = ) (5.68)
W v2,/h(0)\/8 + h(0)
b= 20

" h(0)  B+h(0)

Aqui foi inserido b,.(0) que é a razao entre o coeficiente de |0(0)) e o coeficiente de [1(0))

e escreveremos by (0) = b,(0) by(0) nas equagbes posteriores.

Agora temos todas as informagoes que sao necessarias para calcularmos as fungoes de
onda de ordem p, equagao (2.19), da funcao de onda via teoria da perturbacao adiabética.
Comecando pela ordem zero, utilizando a equacdo (2.30), temos que b (s5) = b,,(0)6m €

dessa forma a fungao de onda de ordem zero é

_iwg(s) 2iwg (s)

[Warro)o = bo(0)e™ 5 (0() + B (0)e ™ F 1) ) (5.69)
onde wy(s) é a equagdo (5.63), by(0) e b.(0) sdo dados por (5.68) e os autoestados por
(5.60).

A ordem zero (5.69) ja estd normalizada porque é a aproximagao adiabdtica, pois seus

coeficientes sao os coeficientes da condi¢ao inicial que ja sdo normalizados.

A determinacdo dos coeficientes de primeira ordem requer que usemos a expressao

(2.33), ou usemos diretamente (2.41):
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00(6) = om0 o [ ate) 4.,0) (- 0o% + %3 ) o)

iwg (s) h(S)S _ 2iwg(s)

F |G ) - o + e o} 5.0)

com by(0), b.(0), h(s), g(s) e wo(s) definidos nas paginas anteriores.

5.3.1 Normalizacao

A funcado de onda de ordem zero (5.69) ja estd normalizada. Para a perturbacao até

ordem um, |¥ pr); = [T (s)) +v|¥M(s)), a normalizacio exata é

— 1
N, = . (5.71)

36-+82g(s)? 72 cos 2w0(s)
1 36 + S v
L+ 10€ | aiop + aep — — —hOhGP

Como discutido anteriormente a funcdo |Vapr(s)); ndo possui dependéncia explicita
de v, nos levando analisar a funcao para definir o termo efetivo de perturbagdao. Com base

na funcao de onda e na normalizacdo podemos notar que o termo perturbativo efetivo é

hv
GZF.
1 v

Nos definimos a Hamiltoniana variando inicialmente de —7 a 7, logo temos v = 5- = A
conforme foi definido na secao 5.1. Perceba aqui que o termo perturbativo efetivo possui
a caracteristica de ser i multiplicado por uma frequéncia caracteristica do sistema, %,
dividido pelo gap minimo de energia, A.

Expandindo a normalizacdo para € < 1 encontramos

— e 1 36+ p(s)?  2cos(229) )
N1~1—8(h(0)6+ Shey Gy | o€ (5.72)

Nesse caso, analogo a subsec¢do 5.2.1, podemos considerar duas aproximagoes para a

normalizagao,

e 1 36k pg(s? 2c0s (*2) ; (5:73)
N€2_1_8<h(0)6 36h(s)6  h(0)3h(s)? +0().
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Com isso podemos escrever a primeira funcao de onda aproximada pela teoria da per-

turbacao adiabatica considerando a expansao da normalizagao até ordem de e:

|Wapre(s))1 = bo(O)e’w [1 + 2hi(68)3 (g (s) +0-(0)e = (}S()él)(j) )] 0(s))

iwg (s)

00 Jo0)+ 1 (¢ = Lol - 1o )| ). 671

Por sua vez, mantendo termos da expansao da normalizacao até ordem dois em e:

|V apre ()1 =
zmmewﬁly+%zp<§<>+bm>“””—“f£$>)—zcwﬂm@»
F0)E 10) + g (o = L 0a(e) - o) - 0G| 1)
(5.75)
2 2 cos [ 2wo(s)
Gls) = L, 30+ Fgls)* 2 () (5.76)

~ R(0)S 36h(s)6  h(0)3h(s)d

5.3.2 Probabilidade de Transicao

Para a teoria de perturbacao adiabatica temos trés fungoes de onda aproximadas para
analisar. A primeira delas é a ordem zero em v, que nada mais é do que a aproximagao
adiabatica. Para ordem um em v temos duas possibilidades, dependendo de qual expansao
em € usamos para a normalizacao.

Para a ordem zero em v temos a seguinte probabilidade de transicao,

Paprols) = 1 N 2b0(0)? b,(0) cos (2“0 ) + B (205(0)% — 1) (25 — 1).

: ) (5.77)

Apés transcorrido o experimento, isto é, quando s = 1, podemos calcular a probabili-
dade de transicao no limite para tempos muito grandes, como foi feito por Zener, apéndice

A.1. Assim, expandindo a probabilidade (5.77) para § — 0o encontramos



58 CAPITULO 5. HAMILTONIANA DE LANDAU-ZENER

1 + cos (2‘”0(1)) 1+ cos (2“0( )>
232 LAY TR

Analogamente a subsecao 5.1.1, aqui desconsideramos a expansao do argumento dos

Psapro(f) =1 — B> 1. (5.78)

200 (1 \/B2+41+sinh~! . ,
COSsenos, on() SRCAVEE - (5), pois para qualquer 5 o cosseno estard entre —1 e 1.

Esse mesmo raciocinio serd empregado para as expansoes das demais probabilidades.

Seguindo para a solugao aproximada até primeira ordem, inicialmente para a funcao de
onda (5.74), a probabilidade foi determinada desprezando termos €2 e ap6s simplificagoes

obtemos

1 2bp(0)2 b, (0) cos (221) 4 3 (209(0)2 — 1) (25 — 1)

Papre(s) = 5t 2h(s)
Bbo(0)?b,(0)(g(s) +6(1 —25))  2b9(0)2—1] . [2wo(s)
| Bh ()" S (25 6
cuja expansao para [ — oo da
1+ 2wo (1) + 2 i 2wo(1)
Pospre(F) = 1 - cos ( 2@ 368111( . )
1 2wo (1) 2wo (1)
N +cos( ) + - esm( o ) 51 (5.80)

2534 ’

A dltima probabilidade de transigdo é proveniente da fungdo de onda de ordem um

normalizada até €2, equacgdo (5.75):

Prom(s) = L4 200 br(0)cos (252) + 5 (200(0)* ~ 1) (25 — 1)

2 2h(s)
Bbo(0)2b,(0)(g(s) + 6(1 — 25))  2bo(0)2 — 1] . ( 2uwo(s) (5.81)
e 6h(s)! +2h(0)3h(8)]sm< v )
+ € R(s),

onde
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5 (3= hl0F) 25— 1) (0, (0)sin? (2202)

Rls) = 21(0)5h(s) N 21(0)3h(s)d
Bbo(0)%6, (0)g(s) (B(L — 25) — B3(2s — 1)) (3 = 0o(0)?) (B(2s — 1) — §Bg(s))
N 12h(0)%h(5)° * 2h(s)T
B2b0(0)%b,(0)g(s) (— 22 + 25— 1) (bo(0)2 = §) (B(2s — 1) — 5Pg(s))
12h(s)7 * 1(0)h(s)?
X COS < ?}(8)> . (5.82)
Sua expansao para § — oo da
14 cos (220)) 4 2¢gjp (20 _ 2.2 g (2000
Paarre(B) =1 — ! ( - )+3 2227) ) : ( - )
cos (2200 4 8 gin (20D 4 2.2 (1 _ 4 oo (2000)
+1+ ( v )+3 ( v )_'_3 (1 3 ( v )) B>>1‘ (583)

2734 ’

5.3.3 Analise dos Resultados

Podemos perceber que a diferenca entre as fungoes de onda (5.74) e (5.75) esta somente
no termo proporcional €2. Isso era de se esperar pois em (5.74) desprezamos o termo
proporcional a €2 enquanto em (5.75) o mantivemos. O mesmo ocorre com as probabilidades
(5.77), (5.79) e (5.81) e nos casos em que 3 — oo, como pode ser observado em (5.78),
(5.80) e (5.83). Vale ressaltar, do comportamento aditivo para as probabilidades, que a
teoria da perturbacao adiabatica oferece corre¢oes da aproximagao adiabatica.

As probabilidades de transi¢ao determinadas via teoria da perturbagdo nao recobram
a probabilidade de Landau-Zener (5.2) quando 8 — oo, pois elas tendem a 1, ao passo que
(5.2) nao. Isso ocorre porque para aplicarmos a teoria de perturbagao adiabatica além de
estabelecermos  muito grande, foi considerado ¢ < 1. Ou seja, existe uma hipdtese extra
na teoria da perturbagao adiabatica. Se aplicarmos essa mesma hipé6tese em (5.2) temos

A2

_m A% _rl
PLZ:]_—e Zhu:]_—e €

s
2

Com a hipdtese extra recobramos o mesmo que as probabilidades da teoria da pertur-
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bacao adiabatica preveem. Contudo, a hipdtese de que > 1 e € < 1 é a condicao para
aplicagao da solugao adiabatica (5.30) na se¢ao 5.1.1 e por isso utilizamos essa solugao para
compararmos com a ordem zero da teoria da perturbacao adiabatica.

Podemos afirmar que a probabilidade de transigao adiabatica (5.36) e a probabilidade de
transicdo de ordem zero da teoria da perturbagao adiabatica (5.77) sao idénticas, notando
que ((s) = WOT(S) Veja as equagoes (5.35) e (5.63). Para 5 — oo as probabilidades (5.37) e
(5.78) sao equivalentes.

Outro fato importante a ser considerado é que o termo considerado pequeno nas ex-
pansoes foi 0 € = %, equagao (5.11). Mas podemos escrever X = % = 2vf3, equagao
(5.12). Logo, € = %. Semelhantemente ao ocorrido na se¢ao 3.2, novamente temos que
o fator pequeno é a razao vh sobre o gap de energia, nos levando a conclusao que para que

a teoria da perturbacao adiabética seja melhor aplicada, nao somente v deve ser pequeno,

vk

mas também a razao entre %,

onde E é o gap minimo de energia.



Capitulo 6

Comparacao para Hamiltoniana de

Landau-Zener

Nas secoes 5.2 e 5.3 encontramos as fungoes de onda perturbativas e suas respectivas
probabilidades de transicao para a Hamiltoniana de Landau-Zener. Neste capitulo com-
paramos os resultados das duas teorias, almejando descobrir qual delas mais aproxima da

solugao exata.

Como ja vimos, a teoria padrao somente é valida para § < 1 e a teoria da perturbacao
adiabatica para ¢ < 1. Com isso em mente analisamos ambas teorias de perturbacgao
usando combinagoes de e = 0.01 e e = 0.1 com g =0.01 e 5 =0.1. Além disso, tomamos

h =1 em todas as andlises que se seguem.

Os graficos referentes a probabilidade de transicao sao as figuras de 6.1 a 6.4. As
fidelidades podem ser observadas nos graficos 6.5 a 6.8. Esses oito graficos citados nos
permitiram comparar as teorias de forma bastante clara e as conclusdes que chegamos

estao expostas na secao 6.1.

Comparamos também os resultados advindos da teoria de perturbacao adiabatica com
a solucao exata do problema de Landau-Zener, isto é, estudamos o cenario para o qual
£ > 1, onde a teoria padrao nao é valida. As andlises feitas para ¢ = 0.1 e § = 10 ou

£ = 30 podem ser vistas nas figuras 6.9 a 6.12.

Nos graficos seguintes, 6.13 a 6.15 plotamos as probabilidades no limite assintético

(8 — o0) comparadas com a solucao exata.

61
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Figura 6.1: Comparacao entre as probabilidades de transicao da teoria de perturbagao
dependente do tempo (5.55) e (5.56) e da teoria da perturbagao adiabatica (5.77), (5.79)
e (5.81), em relagio a solugao exata, |c;(s)]? (5.24). Aqui e = 0.01 e 8 = 0.01. No grafico
principal as curvas sao indistinguiveis entre si. No detalhe, podemos ver no conjunto
inferior de curvas a Pypra(s) em acordo com probabilidade exata e levemente acima a
P, (s) seguida por P,z(s). Concluindo, a teoria da perturbagao adiabatica apresenta melhor
aproximacao.

6.1 Analise dos resultados

Para analisar os resultados citamos diversas vezes a palavra “expansao”, que se refere
as expansoes da normalizacao. Devemos ter sempre em mente que a primeira e segunda
ordem de expansoes foram obtidas considerando as fungoes perturbativas até ordem 1 em
ambas as teorias.

Analisando os graficos 6.1 a 6.4 podemos perceber que S pequeno nao é favoravel
para a aproximagcao adiabatica, pois 8 pequeno equivale a uma mudanga muita rapida da
Hamiltoniana. Entretanto a teoria da perturbacao adiabatica apresenta corregoes para a

aproximacao adiabatica, as quais podem ser vistas nos detalhes dos graficos, melhorando
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1.0
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Figura 6.2: Comparacao entre as probabilidades de transicao da teoria de perturbacao
dependente do tempo (5.55) e (5.56) e da teoria da perturbagao adiabética (5.77), (5.79)
e (5.81) em relagao a solugao exata, |c;(s)|* (5.24). Aqui e = 0.01 e B = 0.1. No grafico
principal podemos perceber que as probabilidades da teoria padrao vao se distancia da
solugao exata a cada periodo. No detalhe, percebemos no conjunto superior de curvas temos
Papra(s) e Papre(s) em acordo com probabilidade exata, e a ordem zero apresentando
um pequeno desvio. A teoria da perturbacao adiabatica apresenta melhor aproximacao.

significativamente a solu¢ao aproximada.

As probabilidades Pypre(s), equacao (5.81), e P,2(s), equagao (5.56), que eram es-
peradas serem mais precisas que as probabilidades de primeira ordem de expansao da
normalizacao em v e €, nao demonstraram serem as melhores expansoes.

A possivel explicacao é nao termos considerados as fungoes perturbadas até ordem 2,
pois f < 1 é uma variacdo brusca da Hamiltoniana para aplicar a aproximacao adiabatica
exigindo mais ordens de perturbagdao. Contudo, # ~ 0.1 = v7 =~ 0.1A pode ser conside-
rado um alto valor para a teoria dependente do tempo e também requer mais ordens de
perturbagcao.

Analisando os grafico concluimos também que para a probabilidade de transicao, de
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Figura 6.3: Comparacao entre as probabilidades de transicao da teoria de perturbacgao
dependente do tempo (5.55) e (5.56) e da teoria da perturbagao adiabética (5.77), (5.79)
e (5.81) em relagao a solugdo exata, |c(s)|* (5.24). Aqui e = 0.1 e 8 = 0.01. No grafico
principal podemos visualizar a Papro(s) e Papre(s) desviando da probabilidade exata.
No detalhe, no conjunto inferior temos Pprei(s), P,(s) e P,2(s) em acordo com a solugao
exata. Ambas teorias apresentam bons resultados se considerarmos somente a expansao
da normalizagdo em primeira ordem de € na teoria adiabatica.

modo geral, a teoria de perturbacao adiabatica apresenta melhores resultados em relagao
a teoria de perturbacao dependente do tempo. Entretanto, se analisarmos somente as
expansoes da normalizacao de segunda ordem, a teoria da perturbagao dependente do
tempo apresenta melhores resultados.

Os graficos da fidelidade, figuras 6.5 a 6.8, nos mostram que as expansoes de segunda
ordem sao mais proximas da func¢ao de onda obtida analiticamente, E olhando nos detalhes
das imagens podemos concluir que a teoria da perturbacao dependente do tempo é a que
apresenta melhores resultados.

Podemos perceber também que a ordem zero da teoria de perturbacao adiabatica possui

melhor fidelidade que a de primeira ordem da expansao da normaliza¢do da mesma teoria.
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Figura 6.4: Comparacao entre as probabilidades de transicdo da teoria de perturbacao
dependente do tempo (5.55) e (5.56) e da teoria da perturbacao adiabatica (5.77), (5.79) e
(5.81) em relagdo a solugao exata, |c;(s)[* (5.24). Aquie =0.1e = 0.1. No grafico princi-
pal podemos visualizar a Papro(s) € Papre(s) com um pequeno desvio da probabilidade
exata. No detalhe, no conjunto inferior temos a solugdo exata, seguida pela Papre(s),
logo ap6s pela P,(s) e P,2(s). A teoria de perturbagao adiabética é ligeiramente melhor
que a teoria dependente do tempo.

Podemos entender o ocorrido do seguinte modo: 3 ser pequeno implica que a Hamiltoniana
evolui rapidamente até sua configuracao final. Assim, a expansao da normalizacao de
primeira ordem nao foi o suficiente para corrigi-la, de modo que, a aproximacao exigiu a
segunda ordem de expansao da normalizagao para apresentar resultados satisfatorios.

No regime assintético do modelo de Landau-Zener S > 1, onde consideramos somente
a teoria adiabdtica ja que a teoria padrao nao pode ser empregada, podemos perceber
pelos graficos 6.9 e 6.10 que as probabilidades Paproc(s), equagao (5.79), € Paproe(s),
equacao (5.81), possuem melhores resultados que a aproximagao adiabatica, mostrando
que a teoria da perturbacao adiabatica efetivamente apresenta correcoes a ordem zero.

Também podemos perceber o quao bem as probabilidade de transicao obtidas via teoria
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Figura 6.5: Fidelidade obtida usando as fungoes de onda (5.49), (5.50), (5.69), (5.74), (5.75)
e a fungdo exata |V gx(s)) dado por (5.24) e (5.23). Consideramos € = 0.01 e 5 = 0.01. No
grafico principal temos que as expansoes de ordem 2 da normalizacdo possuem fidelidades
mais proximas de 1. No detalhe podemos perceber um leve desvio de (¥e,($)|tapre2(s))
da fidelidade igual a 1. A teoria padrao é levemente superior a teoria adiabatica.

da perturbacao adiabética coincidem com a probabilidade obtida analiticamente.
Contudo, as curvas para as fidelidades, figuras 6.11 e 6.12, ilustram que ao utilizarmos

a solucao aproximada de ordem 1 com a normalizacao expandida até ordem e nao obtemos

bons resultados apds s = 0.5, tempo no qual temos o menor gap de energia. Ao expandirmos

2 obtivemos 6timos resultados, mesmo em torno de s = 0.5,

a normalizac¢ao até ordem e

onde vimos apenas pequenas flutuagoes em torno do valor da fidelidade igual a 1.
Analisando as expansoes de § — oo podemos ver claramente nas imagens (6.13), (6.14)

e (6.15) que as expansoes assintdticas da teoria de perturbagao adiabéatica tendem ao valor

da probabilidade de Landau-Zener.
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Figura 6.6: Fidelidade obtida usando as fungdes de onda (5.49), (5.50), (5.69), (5.74), (5.75)
e a fungao exata |Vgx(s)) dado por (5.24) e (5.23). Consideramos ¢ = 0.01 e 5 = 0.1.
No gréfico principal temos que as fidelidades das fungoes de ondas perturbativas da teoria
adiabatica possui melhor fidelidade. No detalhe, (. ()|t apre2(s)) possui a fidelidade
A teoria da perturbagao adiabatica

mais proxima de 1 seguido por (e, (s)|[apreo(s))

apresenta melhor fidelidade.
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Figura 6.7: Fidelidade obtida usando as fungoes de onda (5.49), (5.50), (5.69), (5.74), (5.75)
e a fungao exata |Vgx(s)) dado por (5.24) e (5.23). Consideramos ¢ = 0.1 e 5 = 0.01.
No gréﬁCO principal, <wex(8)w}APT62 (5»7 We:c(s)Wﬂ(S» € <wem(s)‘wul (S)> possuem fideli-
dades aproximadamente igual a 1. No detalhe, (1., (s)[1,2(s)) apresenta melhor fidelidade,
(Ver(8)[Waprez(s)) desvia da fidelidade 1. A teoria da perturbagdo dependente do tempo
possui melhor resultado.
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Figura 6.8: Fidelidade obtida usando as fung¢oes de onda (5.49), (5.50), (5.69), (5.74),
(5.75) e a fungao exata |V gx(s)) dado por (5.24) e (5.23). Consideramos ¢ = 0.1 e 5 = 0.1.
No gréfico principal, (e, ($)|[Vapre(s)) € (Yer(S)|th,2(s)) possuem fidelidades aproximada-
mente igual a 1. No detalhe, (e, (s)[1),2(s)) apresenta melhor fidelidade, (¥e,($) |t apre2(s))
desvia da fidelidade 1. A teoria da perturbacao dependente do tempo possui melhor resul-
tado.
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Figura 6.9: Probabilidade de transicdo comparando a teoria da perturbacao adiabéatica
através das equagoes de probabilidade (5.77), (5.79) e (5.81) com a probabilidade da solugao
exata, isto é, |c;(s)|* (5.24). Consideramos ¢ = 0.1 e 8 = 10. No gréfico principal as curvas
sao indistinguiveis. No detalhe, Paprci(s) € Papre(s) sao indistinguiveis entre si muito
préoximas a probabilidade exata.
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Figura 6.10: Probabilidade de transicdo comparando a teoria da perturbacao adiabéatica
através das equagoes de probabilidade (5.77), (5.79) e (5.81) com a probabilidade da solugao
exata, isto é, |c;(s)|* (5.24). Consideramos ¢ = 0.1 e 8 = 30. No gréfico principal as curvas
sao indistinguiveis. No detalhe, Psprea(s) € Papre(s) sdo indistinguiveis entre si e muito
préoximas a probabilidade exata.
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Figura 6.11: Fidelidade obtida usando as fungoes de onda perturbativas (5.69), (5.74),
(5.75) e a funcdo exata |VUgx(s)) dado por (5.24) e (5.23). Consideramos € = 0.1 e =
10. Nos gréficos podemos ver que (Ve (s)|tapre(s)) apresenta fidelidade 1, enquanto
(Ve ()| aprei(s)) perde a fidelidade enquanto se aproxima do menor gap de energia.
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Figura 6.12: Fidelidade obtida usando as fungdes de onda perturbativas (5.69), (5.74),
(5.75) e a funcao exata |Vgpx(s)) dado por (5.24) e (5.23). Consideramos € = 0.1 e § =
30. Nos graficos podemos ver que (¥.(s)|apre(s)) apresenta fidelidade 1, enquanto
(Ve ()| aprei(s)) perde a fidelidade enquanto se aproxima do menor gap de energia.
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Figura 6.13: Probabilidade de transicao considerando as expansoes para 3 > 1 e ¢ = 0.1.
Equagoes (5.78), (5.80) e (5.83) com a probabilidade de Landau-Zener, equagao (5.2). Note
que as curvas oscilam de 0.89 a 1.00, relativamente longe de P devido a 8 &~ 3 ainda nao
ser considerado o limite assintotico do tempo.
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Figura 6.14: Probabilidade de transicao considerando as expansoes para > 1 e e = 0.1.
Equacoes (5.78), (5.80) e (5.83) com a probabilidade de Landau-Zener, equacao (5.2). Note
que as curvas oscilam de 0.980 a 1.000, relativamente préximo de Ppz pois f ~ 8 ja pode
ser considerado o limite assintotico do tempo.
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Figura 6.15: Probabilidade de transicao considerando as expansoes para > 1 e e = 0.1.
Equagoes (5.78), (5.80) e (5.83) com a probabilidade de Landau-Zener, equacao (5.2).
Note que as curvas oscilam de 0.9988 a 1.0000, mais proximo de Prz. B ~ 30 pode ser
considerado o limite assintotico do tempo.



Capitulo 7
Conclusao

Poucos sao os sistemas fisicos com Hamiltonianas com dependéncia explicita no tempo
que possuem solucao analitica e é por isso que o uso de solugoes aproximadas tornou-
se uma ferramenta extremamente 1til para se poder entender a dindmica destes sistemas.
Nesta dissertagao nosso objetivo central foi estudar e comparar dois métodos perturbativos
para se encontrar a solucao de sistemas fisicos descritos por Hamiltonianas dependentes do
tempo. Em particular, estudamos Hamiltonianas que podem ser separadas em um termo
independente do tempo e outro dependente do tempo.

A teoria da perturbacgao dependente do tempo usualmente estudada nos livros textos
(veja secao 2.1) foi desenvolvida exatamente para esse tipo de Hamiltoniana. A teoria da
perturbagao adiabética (veja segdo 2.2), por sua vez, abre mao dessa hipdtese, e somente
exige que o célculo dos autoestados e autoenergias da Hamiltoniana instanténea (para
tempos fixos) seja analitica ou numericamente vidvel. Em outras palavras, a teoria de
perturbacao adiabatica transforma um problema dependente do tempo numa sequéncia de
problemas independentes do tempo. Aqui, nesta dissertacao, utilizamos as duas teorias de
perturbagao acima descritas para resolver dois tipos de Hamiltonianas. Uma delas limi-
tada/ciclica, equagao (3.1), e a outra relacionada ao problema de Landau-Zener, equagao
(5.1), que possui uma dependéncia linear no tempo e portanto nao limitada.

A Hamiltoniana limitada foi estudada na se¢ao 3.1 via a teoria de perturbagao usual,
onde calculamos as fungoes de onda perturbativas até ordem 1 bem como as respecti-
vas probabilidades de transi¢cao. Estudamos varios regimes, incluindo regimes perto e na
ressonancia. Verificamos que as probabilidades de transicao obtidas fora da ressonancia
tenderam exatamente aos valores obtidos impondo desde o inicio as condig¢oes que nos le-

vam aos regimes perto e na ressonancia, realcando a consisténcia de todos céalculos feitos

77
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até aquele ponto da dissertacao.

Posteriormente, na secao 3.2, determinamos a solucao aproximada para a Hamiltoniana
ciclica usando a teoria de perturbagao adiabatica. Fomos até ordem 1 e com as fung¢oes
de onda aproximadas calculamos as respectivas probabilidades de transi¢cdo. A teoria da
perturbacgao adiabatica, no entanto, nao nos permitiu analisar o que ocorre exatamente na
ressonancia, uma vez que a condicao de ressonancia faz com que o sistema esteja muito além
do regime adiabatico ou quase-adiabatico. Com isso, o parametro perturbativo associado a
teoria de perturbacgao adiabatica é maior do que um, inviabilizando um ataque perturbativo

na solucao do problema neste regime.

Finalizamos nosso estudo da Hamiltoniana ciclica no capitulo 4, onde comparamos
a probabilidade de transicdo calculada por meio das duas teorias de perturbacao com
a obtida através da solugdo exata do problema. Comparamos também a fidelidade dos
estados quanticos obtidos via teorias de perturbagao com o estado obtido via solugao
exata. Apds extensa andlise, concluimos que a teoria da perturbagao adiabatica apresentou
os melhores resultados, principalmente quando expandimos a normalizacao da funcao de
onda aproximada até segunda ordem. Acreditamos que se usarmos a normalizagdo exata

da funcao de onda perturbada até ordem 1 em v, os resultados serao ainda melhores.

Na secao 5 apresentamos a Hamiltoniana de Landau-Zener como originalmente se vé
na literatura cientifica atual. Em seguida reescrevemos a escala de tempo da Hamilto-
niana, para que o inicio da evolucao temporal acontecesse a partir do tempo zero. Com
essa reescala deixamos a Hamiltoniana de Landau-Zener pronta para ser resolvida via os
métodos perturbativos aqui apresentados. Conseguimos reproduzir em todos seus detalhes
matematicos as solugoes analiticas para esta Hamiltoniana por trés métodos distintos en-
contrados na literatura. Um deles nos da a solucao exata para tempos finitos e os outros
dois no limite assintético. Com a solucao exata para tempos finitos obtida na secao 5.1
pudemos comparar esta solucao com aquelas advindas das duas teorias de perturbacao e
calculadas nos capitulos seguintes. Vale a pena realcar que a solugao exata para tempos
finitos é fundamental para que possamos comparar com a solu¢ao aproximada obtida via
a teoria usual de perturbacao dependente do tempo. De fato, para tempos muito grandes,
lembrando que o problema de Landau-Zener é linear no tempo, nao teremos mais a parte
dependente do tempo da Hamiltoniana pequena se comparada a parte independente do

tempo, condi¢ao esta fundamental para se aplicar tal teoria de perturbagao.

Na secao 5.1 também mostramos que a aproximacao adiabatica do modelo de Landau-

Zener, que para ser uma boa aproximagao da solugao exata deve satisfazer a relagao (5.30),
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¢é idéntica a ordem zero proveniente da teoria da perturbacao adiabatica. Essa andlise
nos ajudou a compreender porque a probabilidade de transicdo assintotica da teoria de
perturbacao adiabéatica nao recupera exatamente a probabilidade de transicao assintética
de Landau-Zener, Eq. (5.2). De fato, para que a teoria de perturbagdo adiabética possa
ser empregada, devemos supor € < 1, uma das condig¢oes necessarias para a validade da
aproximacao adiabatica. Por outro lado, ao tomarmos o limite assintético (5 > 1) para a
probabilidade de transi¢ao obtida via teoria de perturbacao adiabatica, obtemos o valor 1
e nao aquele dado pela equagao (5.2). No entanto, ao incluirmos a hipétese de que € < 1
na equacao (5.2), obtemos o valor 1, mesmo resultado do limite assintético da teoria de
perturbacao adiabatica. Esse ¢ mais um exemplo que ilustra a consisténcia da teoria de

perturbacao adiabatica.

Na se¢ao 5.2 determinamos a fun¢ao de onda perturbada e sua respectiva probabilidade
de transi¢ao utilizando a teoria padrao para o modelo de Landau-Zener. Como ja disse-
mos, esse método perturbativo ndo permite calcular a transicao de Landau-Zener no limite
assintotico, porque ele s6 ¢é valido para tempo muito pequeno. Na secdo 5.3 encontramos
as funcoes de onda e as probabilidades de transicao usando a teoria de perturbacao adia-
batica. Verificamos, no capitulo 6, que as solu¢des aproximadas via teoria de perturbacao
adiabatica dao corre¢des importantes a aproximacao adiabatica que de fato sao necessarias
para se descrever bem a dinamica do sistema quando deixamos o regime de validade da

aproximacao adiabatica.

No capitulo 6 verificamos também o seguinte fato ao se estudar as probabilidades de
transicao no regime em que § < 1. Notamos que os melhores resultados perturbativos,
mais proximos da solucdo exata, nem sempre foram obtidos ao expandirmos a normali-
zacao das solugoes perturbadas até ordem dois, principalmente os casos provenientes da
teoria de perturbacao adiabatica, que apresentavam resultados iguais ou piores de quando
expandimos a normalizagao até primeira ordem. No entanto, para § > 1 as probabilidades
de transicao apresentaram o comportamento esperado, isto é, quanto mais termos inclui-
mos da expansao da normalizagdo, melhores os resultados. Vale lembrar que para g > 1
consideramos somente a teoria de perturbacao adiabatica, ja que a teoria padrao nao se
aplica nesse regime, como ja dissemos acima. Em contraposicao a andlise descrita acima
para as probabilidades de transicao, para a fidelidade os melhores resultados foram obtidos

expandindo-se a normalizacao até segunda ordem.

Os resultado descritos acima para a Hamiltoniana de Landau-Zener bem como aqueles

obtidos para a Hamiltoniana ciclica, mostram que ao lidarmos com o cédlculo da fidelidade
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entre o estado aproximado e o estado exato, devemos expandir a normalizacao da solugao
aproximada até ordem 2. Por outro lado, devemos expandir a normalizacao até primeira
ordem para obtermos os melhores resultados quando queremos lidar com a probabilidade
de transicao.

Comparando a eficicia de ambas teorias perturbativas em fornecer uma boa solucao
aproximada para as duas Hamiltonianas estudadas, podemos afirmar que na maioria dos
regimes estudados para a Hamiltoniana de Landau-Zener a teoria de perturbacao adiaba-
tica demonstrou excelentes resultados até mesmo quando foram utilizados parametros nao
necessariamente favoraveis a validade da aproximagao adiabatica. Para a Hamiltoniana
ciclica, a teoria de perturbacao adiabatica mostrou-se superior a teoria usual de perturba-
¢ao dependente do tempo em praticamente todos os regimes estudados, mesmo quando os
parametros utilizados favoreciam a teoria padrao.

Além disso, ao estudarmos a teoria de perturbacao adiabatica verificamos que o parame-
tro perturbativo efetivo sempre possui a propriedade de ser uma frequéncia caracteristica
do sistema multiplicada pela constante de Planck e dividido por uma poténcia do gap de
energia. De fato, temos %ﬁ para a Hamiltoniana limitada e Z—’Z para o modelo de Landau-
Zener. Note que estas observagoes foram feitas para sistemas com dois niveis de energia.
Seria interessante investigar se isso se mantém para sistemas com trés ou mais niveis de
energia.

Por fim, queremos listar algumas outras dividas que surgiram no decorrer da dissertacao
e que podem levar a novas linhas de investigacao. Sera que a expansao da normalizagao
até terceira ordem, ou até mesmo a normalizacao exata da solucao perturbada, melhora
ou piora os resultados para as probabilidades de transicao quando < 1 na Hamiltoniana
de Landau-Zener? O que aconteceria se considerarmos a func¢ao de onda perturbada até
ordem 2 em v? Outro ponto interessante que merece mais investigacao diz respeito ao
limite assintético da probabilidade de transicao para a Hamiltoniana de Landau-Zener.
De fato, mostramos que o limite assintético da probabilidade de transicao da teoria de
perturbacgao adiabatica até ordem 1 em v nao tende ao valor assintético da solugao exata
do problema de Landau-Zener. Como dissemos, isso ocorreu pois ha uma hipotese extra
(e < 1) ao aplicarmos a teoria de perturbacao adiabatica. Gostariamos, entdo, de saber
se a expansao das func¢oes parabolicas cilindricas, que dao as solugoes exatas do problema
de Landau-Zener, ao supormos ¢ < 1, além da hipdtese usual de que 5 > 1, tendem ao

resultado obtido via teoria de perturbacao adiabatica.



Apéndice A

Solucoes do modelo de Landau-Zener

A.1 Solucao apresentada por Clarence Zener

Nesta secao vamos reproduzir a solucao do problema de Landau-Zener resolvido por
Zener no artigo [23]|. Foram realizadas algumas alteragoes sobre o artigo original para que
se adapte as notacoes atuais.

Clarence Zener, para analisar o cruzamento de niveis de energia, propds uma molécula
que apresentava dois possiveis estados: polar e apolar, e que possuia duas autofuncoes,
sendo uma polar e outra apolar e elas invertiam suas caracteristicas apos o cruzamento de
nivel. Assim o estado final da molécula seria uma combinacao linear das autofuncgoes.

Além disso ele considerou que essas autofungoes formavam dois estados, |¢1) e [¢2), que
eram respectivamente puramente polar e apolar em todo o tempo, mas esses estados nao

eram autofung¢oes da Hamiltoniana, logo

H|p1) = e1|é1) + 12| 92),
H|¢s) = €12|¢1) + €2|h2).

Considerou que a regiao de transi¢ao era muito pequena de tal forma que £, — &5 era

(A1)

linear no tempo e nessa regiao €12 € os estados polar e apolar nao variavam no tempo,

portanto

€1 — &9 = —hut,
Erz = |p1) = |do) = 0.

Note que no artigo original Zener usou « ao invés de —v.

(A.2)

Considerando que a aproximacao entre os niveis de energia ocorrem a velocidade cons-
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tante, temos que as autoenergias da Hamiltoniana sdo hipérboles tendo €1 e &9 como

assintotas e a menor distancia entre esses niveis sendo 215, que definiremos como

A
€12 — 5 (A3)

Na base {|¢1),|¢2)} a Hamiltoniana é

H= (El(t) £12 ) . (A.4)

€12 52(t>

Se €15 = 0 a Hamiltoniana seria trivialmente resolvida através da equacado de Schro-
dinger com a solugao sendo uma constante vezes uma fase dado pela integral da energia.

Desse modo, pode-se supor como solucao da equacao de Schrodinger para a Hamiltoniana
(A.4)

() = Ci(t)e 7 1% gy) 4 Cy(t)e 7 S =2 gy). (A.5)

Essa fungao de onda difere por um sinal de menos na fase da fungao proposta por Zener
porque ele considerou a equagao de Schrodinger como sendo H |¢) = —ih% 1), ou seja, com
o sinal trocado em relagdo a forma tradicional da equacao de Schrodinger. Substituindo
(A.5) e (A.3) em (2.2) encontramos

ihCy(t) = %Cb(t)e*%f(szfa)dt’ o
ihCy(t) = 20y (t)e i [ et :
A condigdo inicial é que em t = —oo o sistema esteja no estado |¢p9). Com isso
[Cr(=e0)f" =0, (A7)
ool = 1 (A8)

onde a probabilidade de transigao é P = |C}(o0)|*.
Com intuito de encontrar os valores de C}(t) e Cy(t) eliminamos o acoplamento do
conjunto de equagoes (A.6) derivando a primeira linha em ¢ e utilizando a segunda linha:
) . A2
Ci(t) + vt Cy(t) + WOI (t) =0, (A.9)

onde utilizamos (A.2). Fazendo a mudanga de variavel
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Ci(t)=Ul(t)e” +, (A.10)
climinamos a primeira derivada e obtemos U(t) + [% -y ”th} U(t) = 0. Por fim
definindo

1 im
z=vite 4 (A.11)
resulta em
d? iAZ 1 2P

As fungdes parabdlicas cilindricas ou de Weber-Hermite, equacao (B.2), sdo a solugao
da equagao (A.12). Devemos agora impor a condicao inicial (A.7) para chegar a conclusao

do problema fisico que queremos resolver.

Para descobrirmos qual funcao parabdlica desaparece em t — —oo consideramos os

quatro possiveis valores de U(z). Para isso utilizamos a expansao assintética das fungoes

parabdlicas cilindricas (B.8). Inicialmente para U(z) = byD;,(£2), com n = ﬁ; real,
temos, usando (A.11)
22 (£2)° ;
Ci(z) =eT bye™ 1 (£2)"
= bi(iz)m,
[C1(2)[* = [bx]?|(F2)"
NI
— b P (e TP £ 0, (A.13)

A 1ltima equacgao acima nao se anula para t — —oo, pois o t" é um nimero real elevado

a um imaginario puro que possui norma igual a 1: [t"]|? = (¢)"(¢)7" = 1.

Considerando agora U(z) = a+D_;,_1(£iz) temos



84 APENDICE A. SOLUCOES DO MODELO DE LANDAU-ZENER

2 iz 2
01<Z) = eZT aie_(i :

22 (Fiz)™
— s iiz)

—tht (:I:\/_e 4)
+t\/velt
N
e

1 (A.14)

(:tiZ)_in_l

= a4¢€

wt

GO = |ax|* e

tm|2

|1f|2

Note que agora |C}(—o0)|* — 0. Portanto U(z) = a+ D_, s> _,(=Fiz) satisfaz a condigao
4vh?2

(A.7) e desse modo C(t) pode ser escrito de duas formas

Cilt) = e Fas D_, wo  (Fity/e ), (A.15)

vh2

Resta agora calcular o valor da constante a+ que pode ser feito a partir da condigao

inicial (A.8). Para determinar Cy(t) utilizamos a segunda linha de (A.6). Com isso

A il/t2

Cy(t) = 5 Cil) e (A.16)

No6s queremos somente Co(—00), portanto usaremos novamente a expansao assintotica
da fungao parabdlica cilindricas (B.8) na equacao (A.15),onde devemos levar em conta que
v > 0.

Analisando as duas possibilidades para C(t > 1), compativeis com v > 0, e lembrando

que 4Ah2 = n, obtemos as seguintes expressoes para (A.16) apds realizarmos a integragao
no tempo:
2a vh xA2 im — a2
Co(t = —o0) ~ —JFA\/_ <616§ﬁ2+34 (ﬁt) 4”h2> para a,
(A.17)
2a_+/vh ™ i a2
Co(t — —o0) ~ A\/_ (e et (ﬁt) 4”52> para a._.

Com condigao inicial (A.8) encontramos os valores das constantes ay. tomando o médulo

quadrado e simplificando,
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A2e™ 587;222
dvh?

AZe” E
4vh?

(A.18)

\a+|2 =

ja—|* =

(A.19)

Dessa forma, a fun¢do solu¢do do problema de Landau-Zener, equacao (A.15), estd

completa. Resta agora calcularmos a probabilidade de transi¢ao no limite assintético.

Para obtermos a probabilidade calculamos o médulo quadrado da equagao (A.15). Con-
tudo, podemos transformar as fungdes parabdlicas cilindricas através fungoes (B.10) e

(B.11), dependendo da fase do argumento da funcdo parabdlica cilindrica.

: —iZ 4T : —iZ 3
No caso, para +ity/ve 1 o argumento é 1 € para —it\/ve "1 temos —<p. Portanto

~ . . i
usaremos somente a transformagao (B.11) e consideramos apenas —ity/ve 1.

1

A probabilidade de transicado é tomada em t — oo, por isso usaremos novamente a

expansao das parabdlicas cilindricas, equacao (B.8). Desse modo obtemos

2 iA2

9 9 _mAZ 14,42 %

1o —1—dA (,Aﬂ(g,éﬁ),liyﬁ) V2me levr2 T4 vt)4vh

Ci(t) ~a_e 1" (ﬁt) Wi g\ 167\ wh? * + ‘AQ(\/—) ;
I (1+44%)
4uh?

(A.20)
calculando o lim |C1()|* obtemos
- 2
|G (00)? 2 o' (A.21)
1100 ~ - - . .
iA2 iA2
F(1-i0e) T ()
Usando que e +i:p)1F(lfi:Jc) = sinh(r2) o gubstituindo a_ por (A.19) encontramos
xA2
|C1(c0)? =1 — e 202, (A.22)

A equagdo (A.22) é a probabilidade de Landau-Zener (5.2) obtida por Zener através

das expansoes das fungoes parabolicas cilindricas.
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A.2 Solucgao apresentada por Le Tuan Anh Ho e Liviu
F. Chibotaru

A solugao para modelo de Landau-Zener apresentada por Ho e Chibotaru [26] é inspi-
rada pela elegante solugao apresentada por Wittig [27] corrigindo o comportamento assinto-
tico das autofungoes. Consideramos a Hamiltoniana de Landau-Zener (5.1) como proposto
na se¢ao 5, ou seja, ¥ e A maior que zero. Supondo que a solugdo das autofungdes possua

a forma

V() = ea(t) [1) + ca(t) 1) (A.23)

e substituindo na equagao de Schrodinger (2.2) temos

) = —yrer(t) — brealt), (A.24)
bolt) = —ﬁcl (0)+ ). (A.25)

Derivando em ¢ a equagao (A.24) e manipulando utilizando (A.25) encontramos
o A
— 4+ — t) = A2
1+<2h 4h2+4h2> 1) =0 (A.26)

Fisicamente falando para ¢t — oo o modulo de ¢; nao diverge, pois esta associado a
probabilidade de transi¢do. Portanto para tempos muito grande podemos escrever ¢ (t) =
c1|e™ ) que substituindo em (A.26) d4

- 2 242
(—1¢ »* + K 4A712 + V}Zj ) c1(t) = 0. (A.27)

Separando em partes real e imaginaria encontramos

— ii,/AQ + 122,
2h (A.28)

que pode ser reduzida para
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.t A2
= — 1 _
o=\ e (A.29)

Por causa de ¢ ser muito grande a fungao (A.29) pode ser aproximada para

il UM WL t— & (A.30)
N — —— | ==+ se : :
2\ T 2022) T 2 dh vt >
Agora, calculando a razao entre ¢;(t) e ¢;(t) temos
él (t) L . vt 1 A2
e =i (LAY A31
ad)],_, = e = <2h T Im (4.31)

a (t . . .
alt) & hem comportado no eixo dos reais, esta razao pode ser analiti-

Supondo que o) ¢
camente expandida para o dominio de integracao dos complexos e em especial que seja

analitica sobre o dominio definido pelo caminho fechado . Considerando o caminho v um

semicirculo com a base nos reais e usando o teorema integral de Cauchy temos

“(z) (A.32)

+o0 t
= / il —/ dz,
& c1(2)

ooClt

Q\
OO
=
N W

||

com o caminho C' do lado direito da equacao sendo o semicirculo centrado em z = 0 no
sentido anti-horario se considerarmos v contido no plano acima do eixo, ou no sentido
horario se estiver abaixo do eixo. A integral em relacdo a t pode ser facilmente resolvida:

/;OO 28 dt = In (2&23) . (A.33)

az) 4

Definimos por hipétese que - )

é analitica no dominio definido por ~. Portanto, como
= '(% + 47W7> temos ao definir o caminho C' : z = Re' com R — oo e

¢1(2) _
c1(?) |z| =00

dz = iRel?d0,
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¢1(2) / vz 1 A?

— dz = — +——]d A.34
/cl(z)z : <2h+4hl/z ‘ (A.34)
c c

o £ iy R2e20 A2
=i o T am (A.35)
. iwvR?* / L A?
A2
=¥ (A.37)

Note que o limite superior da integral em (A.35), 4, representa o caminho horario
(+) ou anti-horério (—).
Juntando os resultados de (A.33) e (A.37) obtemos

. 2
c1(+00) = ¢1(—o0)e™ i (A.38)
Tomando o médulo quadrado da equagao anterior obtemos a probabilidade de encon-
trarmos o estado |1) e, considerando que |c;(—o00)[? = 1, temos
. 2
le1(+00)[2 = eT B, (A.39)

A probabilidade deve sempre ser menor do que 1. Entao, para qualquer valor de A e
v > ( a solucao fisica correta é aquela onde temos o sinal negativo. Consequentemente o
a caminho C' a ser considerado devera ser o anti-horario.
2

A probabilidade de encontrarmos o estado |]) é 1—|c1(400)|?. Portanto, a probabilidade

de transicao de Landau-Zener é

nA2




Apeéndice B
Funcoes Parabdlicas Cilindricas

As fungoes parabolicas cilindricas [29-32] sao fungoes que satisfazem as equagoes dife-
renciais de Weber [30,33]. Essas equagdes sdo originadas pela separacao de varidveis da
equacao de Laplace em coordenas parabolicas cilindricas xy = &n, xy = ; — % e x3 = (,

resultando nas equagoes

d2u 2 d2V 2 d2W
d7§2—|—(>\+a£ U =0, d—nQ—()\—m] W=0 e a2 —(c+ f(O)U=0. (B.1)
Se tivermos A = —j — % e o = —%, e £ = iw ou n = —w encontramos que as duas
primeiras equagoes podem ser escritas como
d? o1 w?
s Di(w) [+ = | sy =0 (B2)

cujas solugoes D;(w) sao chamadas de fungoes parabdlicas cilindricas ou funcao de Weber-
Hermite.
As fungoes parabdlicas cilindricas podem ser expressas em termos do confluente da

funcao hipergeométrica quando arg(w) < %’r,

onde

39
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w 1 —k Laom—k)(2+m—k
My (w) = witme— % ptm w + (2 ) (2 )
’ 11(2m + 1) 21(2m +1)(2m + 2)

w2+---}. (B.4)

As funcoes D;(w) possuem a seguinte propriedade

e Dy(w)] = o' Dya(w), (B:5)
que origina
d w )
@Dj(w) + §Dj(w> = JjDj1(w). (B.6)
O Wronskiano vale
WD (w), Dy(—uw)} = D) W) _ 4B _ V2T

dw dw — T(—j)

D;(w) possui varias expansoes [30] mas a principal é feita por Whittakker e Watson
[29],

Dj<w>ze—@fwj{1_j<;;21>+j(j‘1);74;f>(j ‘3)}, () < 2. (BS)

Substituindo w — —w na equagao diferencial (B.2) nao acarreta alteragao, pois d(iiiuﬁ =
d2
dw?

d2

T = —% cuja substitui¢do na equagao diferencial (B.2) resulta em —;—;D,j,l(iiw)

+ ((—j -)+1i+ %2) D_;_4(£iw), recobrando a mesma equacao apés simplificagao.

e do mesmo modo se alterarmos w — Z4iw juntamente com j — —j — 1 temos

Consequentemente, se D;(w) é solucdo entdao D;(—w) também o é juntamente com
D_;_y(%iw). Portanto, podemos escrever uma em fungao das outras. Utilizando a funcao

parabdlica cilindrica (B.3) e observando as ordens de w podemos escrever as relagoes

Dj(w) = F(\j/_;::) (e‘iTﬁjD_j_l(—iw) + e%D_j_l(iw)) :

D 3
- Zﬂ <arg(z) < Zﬂ ou — Z < arg(w) < %, (B.9)
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Apéndice C

Prova dos Calculos

C.1 Prova de M,,,(s) = —M?* (s)

Os autoestados {|n(s))} sdo normalizados e completos,

(n(s)|m(s)) = nm. (C.1)

Derivando ambos os lados em relacao a s resulta em

(1n(s) [m(s)) + (n(s)|m(s))
(m(s)[n(s))" + (n(s)|1m(s))
M (s) + Mpym(s)

o~ o~

0,

0, (C.2)
0,

onde usamos a relacdo (2.25) para obtermos equacao acima.

C.2 Prova do coeficiente c(s)

Na subsecao 5.1 descobrimos ¢+(s), equagao (5.19). No entanto os coeficientes de
|Wrz(s)) satisfazem um conjunto de equagoes diferenciais acopladas (5.8). Logo, para
encontrarmos o coeficiente ¢ (s) nos valeremos da primeira linha desse conjunto de equa-

¢oes. Inicialmente vamos encontrar ¢(s) dependente das funcgoes parabdlicas cilindricas,

ou seja, iremos derivar em relacio a s a equacdo (5.19). Utilizando que & = &4 ¢

ds ds dz
d(=2) _ _ dz

. . 1 -
= = — ¢ ¢ para simplificar chamando —4- = j encontramos

er(s) = o D341 = b5 D=2 (©3)

93
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e, usando a relacao (B.6), chegamos a

. dz zdz
é1(8) = [aDy2(2) ~ DDy ()] 5~ laDy(2) 10D, (-2) ST (o
Reconhecendo que o termo que esta entre colchetes multiplicado pelo fator g% é exa-
tamente ¢+(s), equagao (5.19), multiplicando por i, reduzimos a equacao a
.. . dz zdz
i0(s) = 1[aDyr(2) ~ BDya(~2)] 5 T — ier()2 5 (€5)
Substituindo a equagdo anterior (C.5) em (5.8) encontramos
cy(s) = S[aDjo1(2) — bDja(=2)] jd [iE% +p(s)] Ser(s). (C.6)
6] / / ds 2ds 16

Substituindo p(s) e z(s), equagdes (5.9) e (5.20), respectivamente, e j = 7 encontramos

o coeficiente ¢|(s) da fun¢ao de onda,

[aD_i () =bD_1 ,(~2)]. (C.7)

4e

cy(s) = 26\;2

C.3 Prova das constantes a e b

Para provar os valores nas constantes escrevemos a func¢ao de onda solugao do problema
de Landau-Zener (5.7) na forma matricial, assim como a equagao dos coeficientes up e down,

equacgao (5.21), de modo que agrupando as duas em uma sé encontramos

Uials) = CT<S>):(MD—41(Z) P-+2) )() Cs
wen= (1) SNSRI ) L U R

Para simplificar representamos a segunda parte da igualdade como C(s) = M(z)A, Desse
modo podemos encontrar o valor das constantes multiplicando ambos lados da equagao
pelo inverso da matriz M. Desse modo verificamos que A = M~1(2)C(s), e para s = 0
podemos definir exatamente os valores das constantes. Definindo zy o valor de z para s = 0

temos

1

M (20) = 5ot v(a0)]

Cof [M(z)]" . (C.9)

Resolvendo primeiramente o determinante e definindo —;- = j temos
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NG {Dj(zo)Djl(—Zo) + Dj(—zo)Djl(Zo)] ,

in . (=z)? =
€4 Jje 4 je 4

= _2\/E{D](ZO) [ 202 Dj—l(_ZO) + Dj(—Z()) |:22 Dj—l(ZO)] },
je 4 jeTO

Z\/Zii;{Dj(ZO) [je 4 Djl(—zo)] +Dj(_20)[je4Dj1(ZO)]}.

(C.10)
Aplicando a relagao (B.5) na equagdo acima encontramos
e% d (—= )2 d z
Det [M(20)] = —————{ Dj(20) |~ e Dj(=20)| + Dj(=20) |—[e¥ Dj(20) | ¢-
9 . 2o dZO dZQ
Vejer
(C.11)

Abrindo a derivada dos produtos encontramos que o determinante pode ser escrito como
o Wronskiano (B.7) de D;(zy) e D;(—zp). Assim obtemos

Det [M(z0)] = ;\%{Dj(zo)(;[Dj(—zO)} - Dj(—zo>[£0 [D;(0)] }

QﬁjW[Dj(Zo)a Dj(—20)],

_ et Vo
2V (=)P(=g)
f Vor
2/el(1—j)

(C.12)

i

Para finalizar substituimos o valor de j = —-

para alcangarmos o valor do determi-

nante,

et V2
2/eT(1+ 1)

Det [M(z0)] = (C.13)

Para calcular a inversa da matriz M resta somente calcular o transposto da matriz dos
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cofatores. Para matrizes dois por dois temos que

Cof[X) = ((_1)1+1$22 (—1)1”9521) ’ (C.14)

(_1)2+1x12 (—1)2+2$11

no qual x;; ¢ o elemento ¢ j da matriz X. A transposta do cofator fica

CofX)T = [ ™2 " (C.15)
—T21 T11
e desse modo
_e% i - _D i -
COf[M(ZO)]T: 2§ 7@71( ZO) 71< ZO) ' (C.16)
—572D_ i 4(%)  D_i(2)

Como encontramos o determinante e a matriz dos cofatores transposta M(z,), equagdes
(C.13) e (C.16) respectivamente, basta aplica-los na equagao (C.9) para encontrarmos a

inversa de M(zp). Com isso encontramos os valores das constantes a e b a partir da relacao
A = M"(20)C(0),

ay L—l—ﬁ) D_%e_l(—ZO) Qﬁe_TmD_i(—Zo) CT(O)
(b) Ve (D_L_l(zo) —2\/EefD_41€(z0)) (Q(o))’ (C.17)

lembrando que z, é o valor de z para s = 0, ou seja, 2z = —2°

[Ny

N

C.4 Prova das condigées iniciais na base {|0(s)), |1(s))}

Os autoestados (5.60) podem ser escritos na forma matricial

(2s—1)B—h(s) 1
0(s)) [ vav/r@y/(29)8+h(s)  v2y/ns)y/(—29)8+h(s) | [ [1) (C.18)
|1(S)> - (2s—1)B4+h(s) 1 |\L> ' :

V2y/h(s) V2y/h(s)\/(25—1) B+h(s)

Logo, os coeficientes |1 (s)) e || (s)) podem ser escritos em fungao dos autoestados

multiplicando pelo inverso da matriz dos coeficientes, resultando em



C.4. PROVA DAS CONDICOES INICIAIS NA BASE {|0(S)), [1(S))} 97

A/ —2sB+B+h(s) 2s8—p+h(s)
H\> _ V2+/h(s) V2+/h(s) ’O(S>> (C 19)
H) ) v/ —28B+B+h(s)((25s—1)B+h(s))  (—2sB+B+h(s))+/258—B+h(s) |1(s)> ) '
V24/h(s) V2+/h(s)
Portanto

V/h(s) + B(1 — 2) Vh(s)+B(2s — 1)

= — O(s
) Vo) 0(s)) + Vo)

11(s)), (C.20)

h(s — 2s)(h(s 5 —
1y = YR HBA = 20)(he) + B2 1)

A condigao inicial (5.3) nos diz que queremos

[W(0)) = | 1) = o(0)]0(0)) + 6:(0) [1(0)) - (C.22)

Assim, usando (C.20) na equagao anterior obtemos

B+ h(0)

bo 0 - — 5
W V2,/h(0)

bi(0) = 1
S V2034 h(0)
Dividindo Z;Eg; encontramos
1
O = =5 i)

que sao as condigoes (5.68) da secao 5.3.
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