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Resumo

O objetivo principal desta dissertacao consiste em desenvolver um estudo detalhado
de métodos topologicos em combinatoéria e geometria visando apresentar uma prova da
versao topolodgica do teorema de Tverberg e de um teorema sobre a quantidade de partigoes

de Tverberg.

Palavras Chave: Complexos simpliciais, G-acoes, G-indices, joins, Teorema de

Tverberg, Teoremas do Tipo Borsuk-Ulam.



Abstract

In this work, we will use topological methods in combinatorics and geometry to
present a proof of the topological Tverberg theorem and a result about many Tverberg

partitions.

Keywords: Simplicial complexes, G-actions, G-index, joins, Tverberg theorem,

Borsuk-Ulam type theorems.
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Introducao

O Teorema de Tverberg é uma generalizacao do Teorema de Radon. Este ultimo,

afirma que um conjunto de d + 2 pontos em R pode ser particionado em dois subcon-
juntos que possuem envoltorias convexas nao disjuntas. Tais teoremas sao importantes e
interessantes teoremas da Geometria Discreta e, especificamente, afirmam que:
Teorema de Radon. Todo conjunto X constituido de d + 2 pontos em R? pode ser
dividido em dois subconjuntos disjuntos A1 e Ay de X com intersecao nao vazia de suas
envoltdrias convezxas, i.e., conv(A;) N conv(As) # 0, onde conv(A;) denota a envoltoria
conveza ou fecho convero de A;.
Teorema de Tverberg. Para qualquer d > 1 e r > 2, qualquer conjunto constituido
de (d+ 1)(r — 1) + 1 pontos em R? pode ser particionado em r subconjuntos disjuntos
Ay, Ay, ..o A, de tal maneira que conv(Aq) N---Neconv(A,) # 0. Tal particao € dita uma
particao de Tverberg.

A prova original do Teorema de Tverberg [22] apresentada em 1966 é considerada
bastante técnica e complicada. Alguns anos depois, Tverberg em [23] publicou uma prova
mais simples de seu teorema. Em 1992, Sarkaria em [I8] também apresenta uma prova
simples e elegante deste importante resultado.

Os teoremas de Radon e Tverberg podem ser reformulados em termos de aplicagoes
afins, da seguinte forma:

Uma formulagao equivalente do Teorema de Radon. Para toda aplicacao afim de

[ |lo?t| — RY, existem duas faces disjuntas Fy, Fy C 0% tais que

FUIE) O f(1EI]) # 0.
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Uma formulacao equivalente do Teorema de Tverberg. Para toda aplica¢ao afim

f o ||o V0| — RY existem v faces disjuntas Fy, Fy, ..., F, C o™ tais que

FAIEID A FAELD -0 f AL # 0.

Sabendo das equivaléncias anteriores, faz sentido questionar se a afirmacao conti-
nua valida ao exigir que f seja somente uma aplicacao continua ao invés de afim. Tal
formulacao da origem a famosa Conjectura de Tverberg, a saber
Conjectura de Tverberg. Sejam d > 1 er > 2 arbitrdrios e denote N := (d+1)(r—1).
Para cada aplicacao continua

felle™] — R

existem v faces disjuntas Fy, Fy, ..., F, C o™ tais que

FAEID A FAEID - f AL # 0.

Esta conjectura foi provada no caso r = 2 por Bajmoczy e Barany em 1979 [1] e
no caso em que r é um primo por Barany, Schlosman e Sziics em 1981 [2]. Estes dois
casos constituem nos principais resultados que apresentaremos neste trabalho, conhecidos
como versao topoloégica do teorema de Radon e versao topolégica do teorema
de Tverberg para r primo, respectivamente.

Versao topolégica do teorema de Radon. Seja f : ||o?|| — RY uma aplicagio

d+1

continua. Entao existem duas faces disjuntas Fy, Fy C o® tais que

FAIFALD N f (1) # 0.

Versao topolégica do teorema de Tverberg - Caso r = p primo. Sejam p um

primo, d > 1 arbitrdrios e denote N := (d+ 1)(p — 1). Para cada aplicag¢ao continua

folle™ll — R
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existem p faces disjuntas Fy, Fy, ..., F, C o¥ tais que

FUEAID A fAERID O fAEI) # 0.

Aqui, vamos fazer uma observacao interessante sobre estes teoremas: lembremos que
o Teorema classico de Borsuk-Ulam afirma, em particular, que uma aplicacao continua
de S™ em R™ nao pode ser injetiva. O Teorema topoélogico de Radon tem esta mesma

propriedade, como mostram as ilustracoes abaixo para d=1e d = 2:

| \
T ot ==
TEEETEY

Este fato nos diz que o Teorema topolégico de Radon esta fortemente relacionado
com os problemas famosos de nao existéncia de mergulhos topolégicos de um complexo
simplicial (grafos) sobre os espagos euclidianos, tal como o Teorema de Van-Kampen-
Flores entre outros.

Voltando a Conjetura de Tverberg, temos também que a mesma é valida para o caso
em que r € uma poténcia de primo e tal teorema foi provado de maneiras independentes
por Volovikov [24] e por Sarkaria [I9]. A demonstragdo deste caso, em ambas referén-
cias, requer o conhecimento de ferramentas avancadas de topologia algébrica, tais como
sequéncias espectrais de uma fibracao entre outras.

Desde 1996 quando foi provado por Volovikov [24] (e de 2000 quando foi provado
por Sarkaria [19]) até 2015, apesar de vérias tentativas que deram origem a novas técnicas
e conjecturas equivalentes, nao houve avangos para o caso em que r nao seja poténcia
de primo. Durante este periodo, a validade da Conjectura de Tverberg para tal caso foi
considerada um dos problemas mais desafiadores na area de topologia combinatorial e

geométrica. Em fevereiro de 2015, em um pré-print publicado por Florian Frick no arxiv,
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sob algumas condigoes sobre os parametros r e d, um contra-exemplo para a Conjectura
de Tverberg é apresentado, mostrando entao que a Conjectura de Tverberg nao é valida
para o caso geral.

Relatamos a seguir um outro problema interessante relacionado com o Teorema de
Tverberg. Sabendo que o teorema ¢ valido, podemos afirmar que existe pelo menos uma
partigdo de Tverberg. Porém quantas partigoes de Tverberg existem para (d 4+ 1)(r —
1) + 1 pontos em R?? Sierksma conjecturou que existem ((r — 1)!)¢ particoes, mas até
o momento tal afirmacao ainda nao pode ser provada. Entretanto, Vuéi¢ e Zivaljevié em
[25] estabeleceram um limitante inferior para o nimero de partigdes se r for primo (no
caso em que r é uma poténcia de primo, também existe uma estimativa similar [21]).
Teorema (Parti¢goes de Tverberg|25]).Seja p um primo. Para qualquer aplicagio
continua f : ||oV|| = RY, onde N = (d + 1)(p — 1), o nimero de p-uplas nao ordenadas
{F\, Fy,...,F,} de faces disjuntas de o™ com (._, f(||Fil]) # 0 € ao menos

1 (p)(d+1)(p1)/2
(p—1)! '

2

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma prova da versao topologica
do teorema de Tverberg (caso r primo) e um teorema sobre a quantidade de particoes
de Tverberg (caso r primo). Para isso sera feito uma estudo sobre G-a¢oes, Joins, E,G-
espacos e G-indice. Estas ferramentas nos propiciarao condi¢oes para demonstrar os
resultados citados. As principais referéncias para o desenvolvimento do trabalho foram
[12], [2] e |25].

Mais especificamente, no capitulo 1, sdo apresentados os conceitos preliminares para
a abordagem do tema, tais como, complexos simpliciais geométricos e abstratos, join de
espagos topologicos e espagos k-conexos.

No capitulo 2, é introduzido o conceito de um G-indice para G-espagos. Aqui vale
ressaltar que na literatura existem varias teorias de G-indice, como por exemplo o famoso
Zs-indice de Yang [26], no entanto, ndo faremos comparagoes do indice apresentado com
os demais indices conhecidos, desde que cada um deles possui uma forma peculiar de

definigdo. Na sequéncia, calculamos o indice de espagos especiais (p-produto deletado
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de R? e p-join deletado de R?, para p > 2 primo), os quais sao fundamentais para as
demonstragoes da versao topolégica do teorema de Radon e a da versao topologica do
teorema de Tverberg (caso r primo). Finalizamos o capitulo com uma aplicagdo do Z,-
indice em teoremas de BorsuK-Ulam para Z,-acoes livres.

No capitulo 3, usando algumas técnicas combinatoriais e também o Z,-indice, mos-
tramos um teorema sobre a quantidade de particoes de Tverberg (caso r primo) descrito
anteriormente.

No capitulo 4, finalizando o trabalho, damos um breve histérico da Conjectura de
Tverberg, apresentando os principais resultados que envolvem tal conjectura, dentre eles
alguns bem recentes (2015), mostrando a relevancia e importéacia atual deste tema na

literatura.



Introducao




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos preliminares para o desenvolvimento
do trabalho, tais como, complexos simpliciais geométricos e abstratos, join de espagos

topologicos e espagos k-conexos.

1.1 Complexos Simpliciais Geométricos

Definicao 1.1.1 Sejam vy, vy, ...,v; pontos em R%. Nos diremos que esses pontos sao

geometricamente dependentes se existem numeros reais o, Qo, . . ., g, nao todos nulos tal
k k . . .

que Y ;oo v; =0 e o; =0. Caso contrdrio vy, vy, ..., v sao chamados geometrica-

mente independentes.
Exemplo 1.1.2 Temos que:
e Dois pontos vy e v sao geometricamente independentes se vy # vs.

e Trés pontos vy, vy e vy sao geometricamente independentes se nao estao numa mesma

reta.

e Quatro pontos vy, v1, Vs € V3 sa0 geometricamente independentes se nao estao num

mesmo plano.

Lema 1.1.3 ([12], Lemma 1.3.2) As sequintes condi¢oes sao equivalentes aos pontos

Vo, V1, - - ., Up € RY serem geometricamente independentes:
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e (s vetores vy, — Vg, Vg — Vg, ...,V — Vg S0 linearmente independentes.
e Os vetores (d + 1)-dimensionais (1,vq), (1,v1),...,(1,v;) € R4 sdo linearmente
independentes.

Definicao 1.1.4 Um simplexo o € a envoltdria convexa de um conjunto finito A C R?
de pontos geometricamente independentes. Os pontos de A sao chamados de vértices de
o. A dimensao de o é dimo = |A| — 1. Assim cada k-simplexo(simplexo k-dimensional)

tem k + 1 vértices.

Exemplo 1.1.5 Sao exemplos de simplexos: um ponto, um segmento de reta, um tridan-

gqulo, um tetraedro:

Estes exemplos tem dimensao 0, 1, 2 e 3, respectivamente.

Definigao 1.1.6 A envoltdria convexa de um subconjunto arbitrdrio dos vértices de um
simplexo o € uma face de o. Assim cada face € um simplexo.
O interior relativo de um simplexo o € construido a partir de o pela remocgao de

todas as faces de dimensao menor que dimo.

Definicao 1.1.7 Uma familia nao vazia A de simplexos € um complexo simplicial se as

duas sequintes condicoes sao satisfeitas:

e Cada face de qualquer simplexo o € A € também um simplexo de A.

o A intersecao o1 N oy de quaisquer dois simplexos 01,09 € A € uma face de ambos

01 € 09.

A uniao de todos os simplexos de um complexo simplicial A € denominada poliedro de
A e € denotado por ||All.
A dimensao de um complexo simplicial é a maior dimensao dos simplexos que o

compoem: dim A := max{dimo € A}.
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O conjunto de vértices de A, denotado por V(A), é a unido dos conjuntos de

vértices de todos os simplexos de A.

Exemplo 1.1.8 Abaizo temos trés figuras, onde a da esquerda representa um complexo

simplicial e as outras duas nao representam complexos simpliciais:

Os interiores relativos de todos os simplexos de um complexo simplicial A formam
uma particdo do poliedro ||Al|, pois para cada x € ||A|| existe exatamente um simplexo
o € A tal que z estd em seu interior relativo. Este simplexo é denotado por supp(z) e

chamado de suporte do ponto z.
Lema 1.1.9 O conjunto de todas as faces de um simplexo € um complexo simplicial.

Demonstracao: Sejam V C R? um conjuto geometricamente independente e F,G C V.
Mostremos que

conv(F) N conv(G) = conv(F N G)

Temos que FNG C F, G, portanto conv(FNG) C conv(F) e conv(FNG) C conv(G),
ou seja, conv(F N G) C conv(F) Nconv(G). Por outro lado seja x € conv(F') N conv(G),

logo existem ntmeros reais nao negativos ay,, 3,, tais que

x:Zauu:Zﬁvv, com Zau:1:ZBU.

ueF veEG ueF veG

Assim temos que

O:Zauu—z&,v: Z QU — Z Byv + Z (Qy — Bu)w.

uel veG ueF\G vEG\F weFNG

Como F'U G é um conjunto geometricamente independente temos que

ay = Py = (ay, — ) = 0, para todo u € F\G,v € G\F ew € FNG.
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Portanto x = Zuepmg QU = ZveFﬂG Bov. =

Um complexo simplicial consistindo de todas as faces de um n-dimensional simplexo,

arbitréario, incluindo o préprio simplexo, sera denotado por o™.

Definigao 1.1.10 Um subcomplexo de um complexo simplicial A € um subconjunto de

A que também é um complexo simplicial.

Exemplo 1.1.11 Um exemplo de um subcomplexo € o k-esqueleto de um complexo sim-
plicial A. O k-esqueleto consiste de todos os simplexos de A que tem dimensdo no mdximo

k, e serd denotado por ASF,

1.2 Triangulacoes

Definicao 1.2.1 Seja X um espaco topoldgico. Se existir um complexo simplicial A tal

que X = ||A||, entao A é chamado de triangula¢ao de X.

Exemplo 1.2.2 Uma simples triangulacao da esfera S*~! € a fronteira de um n-simplexo,
que €, o subcomplexo de o™ obtido ao deletarmos apenas o n-dimensional simplexo de ™.
O homeomorfismo para o caso n = 2 ilustrado a sequir , € chamado de projegcao

central. O caso geral € obtido pelo mesmo tipo de projecao.

Definicao 1.2.3 O d-dimensional crosspolytope é a envoltéria convexa
conv{ey, —eq, ..., €4, —€4}

dos vetores da base candnica juntamente com 0s opostos:
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d

d:l d:2 (1:3

Também podemos definir como sendo a bola unitaria em relagao a norma

L:{zeR:|z|; <1}

1.3 Complexos Simpliciais Abstratos

O complexo simplicial abstrato é a versao combinatorial do complexo simplicial

geométrico, ou seja, duas descri¢oes diferentes para o mesmo objeto matematico.

Defini¢ao 1.3.1 Um complexo simplicial abstrato ¢ um par (V,K), onde V é um
conjunto e K C 2 € um sistema hereditdrio de subconjuntos de V', ou seja, sempre que
F e KeGCF tem-se que G € K. Em particular ) € K sempre que K # (. Os
elementos de K sao chamados simplexos. A dimensio de K € definida por dim(K) :=

maz{|F| —1: F € K}.

Usualmente sera assumido que V' = | J K, escrevendo somente K em vez de (V, K),
onde V' é entendido como sendo igual a | J K.

Cada complexo simplicial geométrico A determina um complexo simplicial abstrato.
Os pontos do complexo simplicial abstrato sao todos os vértices de simplexos de A, pondo
V :=V(A), e os conjuntos do complexo simplicial abstrato sdo justamente os conjuntos
de vértices dos simplexos de A. O sistema de conjuntos (V, K) obtido dessa maneira é

um complexo simplicial abstrato.

Exemplo 1.3.2 Para o complexo simplicial geométrico representado abaixo

12V denota o conjunto das parte de V.
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tem-se o complexo simplicial abstrato {0, {1},{2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{2,4},4{3,4},{1,2,3}}.

Nessa situacao dizemos que A é a realizagdao geométrica de K, e o poliedro de A é
também associado como poliedro de K.

Reciprocamente, qualquer complexo simplicial abstrato (V, K) com V finito tem
uma realizagdo geométrica. Seja n := |V| — 1 e identificamos V' com o conjunto de
vértices de um simplexo n-dimensional ¢”. Definindo um subcomplexo A de ¢" por
A := {conv(F) : F € K}. Este ¢ um complexo simplicial geométrico, e ¢ associado ao
complexo simplicial abstrato K. Assim todo complexo simplicial com n + 1 vértices pode

ser realizado em R".

Definicao 1.3.3 Sejam K e L dois complexos simpliciais abstratos. Uma aplicagao
simplicial de K em L é uma aplicagao f : V(K) — V(L) que leva simplexos em simple-

zos, isto €, f(F) € L sempre que F' € K.
Uma aplicacao simplicial bijetiva cuja inversa também ¢é aplicacao simplicial é cha-

mada um isomorfismo de complexos simpliciais abstratos. Se existe um isomorfismo

entre complexos simpliciais K e L, denotamos K = L.

Definicao 1.3.4 Sejam A; e Ay complexos simpliciais geométricos, Ky e Ko 0os comple-
zos simpliciais abstratos associados, e f : V(K;) — V(K3) uma aplica¢io simplicial de

K, em Ky. Definimos a aplicagao extensao afim de f,
I AL = ([ Azl

estendendo f linearmente nos interiores relativos dos simplexos de Ay, da sequinte ma-

neira: se o = supp(x) € Ay € o suporte de xz, os vértices de o sao vg,...,v5, € T =
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S i com ag, ..o >0 e SO a; =1, definimos || f]|(z) = 31, aif(v;). Observa-
mos que || f|| € bem definida, pois sendo f uma aplica¢io simplicial o conjunto de vértices

{f(vo), ..., f(ug)} € sempre o conjunto de vértices de um simplexo em As.

Lema 1.3.5 Uma aplicagio f : ||A1]| = X € continua se, e somente se, f|, € continua

para cada o € Ay.

Demonstragao: Se f é continua, entdo f|, ¢ continua desde que o é subespaco de A;.
Reciprocamente, supondo cada aplicacao f|, continua, tomemos C' um fechado de X, logo
fHC)YNne = (f],)*(C) é fechado em o, pois f|, é continua. Assim f~!(C) é fechado

em A, pois é intersecao finita de fechados. O

Proposig¢ao 1.3.6 Para toda aplicacao simplicial f como na definicao If|| € uma
aplicacao continua ||A1]] — ||Az||. Se f € injetiva, entao ||f]| € injetiva também, e se f é

um isomorfismo, entao ||f|| é um homeomorfismo.

Em particular, esta proposigao mostra que cada complexo simplicial abstrato (V, K') define

um 1nico espago topologico a menos de homeomorfismo.

Demonstragao: Temos que || f|| aplica o n-simplexo ¢ gerado por vy, vy, ..., v, conti-
nuamente sobre o simplexo 7 gerado pelo conjunto de vértices {f(vo), f(v1),..., f(va)}.
Pelo Lema Il f|| € continua. O

Cada sistema finito de conjuntos hereditarios pode ser considerado como um com-
plexo simplicial abstrato, definindo um espago topologico (o poliedro de uma realizagao
geométrica) a menos de homeomorfismo.

Por outro lado, se um espaco topologico admite triangulagao, ele pode ser descrito
de forma puramente combinatorial por um complexo simplicial abstrato(essa descrigao
nao é tnica).

Uma aplicacao continua, mesmo entre espacos triangularizaveis, geralmente nao

pode ser descrita por uma aplicagao simplicial.
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1.4 Dimensao de Realizacoes Geométricas

Teorema 1.4.1 (Teorema da Realizacdo Geométrica) Cada complexo simplicial fi-

nito d-dimensional K tem uma realizacao geométrica em R23+1,

Para d = 1, o teorema diz que qualquer grafo pode ser representado em R?, com
arestas sendo segmentos retos.

Para provar o teorema serao necessarias alguns resultados preliminares.

Lema 1.4.2 Se K é um complexo simplicial e f : V(K) — R? é uma aplicagio injetiva

tal que f(FUG) € geometricamente independente para todo F,G € K, entao a associa¢ao
F+— op = conv(f(F))
fornece uma realizacio geométrica de K em R?.

Demonstragao: Se f(F'UG) é geometricamente independente, entdo op e og sdo duas
faces do simplexo que tem f(F U G) como conjunto de vértices. Entao op Nog = opng,

desde que as faces do simplexo geométrico formam um complexo simplicial. U

Definigao 1.4.3 A curva {y : t € R} dada por v(t) := (t,1%,...,t%) é chamada curva

momento em RY.

Lema 1.4.4 Nenhum hiperplano intersecta a curva momento v em R® em mais de d pon-
tos. Consequentemente, cada conjunto com d+ 1 pontos distintos de v é geometricamente
independente. Além disso, se ~ intersecta um hiperplano h em d pontos distintos, em

cada intersegcao v atravessa para o outro lado de h.

Demonstracgao: Um hiperplano h é representado por uma equacao aix1 + asxs + - - - +
agrqg = b com (ay,...,aq) # 0). Se um ponto (t) esta em h, entdao temos ait + agt® +
-+« + aqt? = b. Isso significa que os valores de ¢ correspondentes a intersecao de v com
h sdo as rafzes reais do polindmio nao nulo p(t) = (30, a;t') — b de grau no méximo d.

Assim p(t) tem no méaximo d raizes, e entao existe no maximo d intersegoes.
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Se existe d distintas intersegdes, entao p(t) tem d distintas raizes, as quais s@o todas
simples. Portanto, p(t) muda de sinal em cada raiz, isso significa que - atravessa para o

outro lado de h em cada raiz. O

Demonstragao:(Prova do Teorema: Escolhendo uma aplicacao f : V(K) — R2d+!
tal que os vértices de K sdo associados a distintos pontos da curva momento em R24+!,
Entao para F,G € K nos temos |[FUG| < (d+ 1)+ (d+ 1) = 2d + 2, e assim pelo Lema
os correspondentes pontos em f(F UG) sdo geometricamente independentes. Logo,

o resultado segue do Lema [1.4.2] O

1.5 Complexos Simpliciais e conjuntos parcialmente or-
denados

Um conjunto parcialmente ordenado, ou abreviadamente poset, ¢ um par (P, <),
onde P é um conjunto e < é uma relacao bindria em P que é reflexiva, transitiva e
antissimétrica.

Como noés veremos, existe uma correspondéncia entre complexos simpliciais finitos

e posets finitos.

Defini¢ao 1.5.1 O complexo ordem de um poset P € o complezo simplicial A(P), cujos
vértices sao os elementos de P e cujos simplexos sao todas as cadeias (isto é, subconjuntos

ordenados, {x1, Ty, ..., T}, T1 < Tog < ... < x1) em P.

O poset face de um complexo simplicial K é o poset P(K), o qual é o conjunto de

todos os simplexos nao vazios de K ordenados por inclusao.

Exemplo 1.5.2 Abaizo temos um complexo simplicial e seu respectivo poset face:
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{1,2,3}

{3,4}

| o - 1 2) {3) {1

€ chamado de subdivisao baricéntrica de K.

Mais explicitamente, os vértices de sd(K) sao simplexos nao vazios de K, e os
simplexos de sd(K) sdo as cadeias dos simplexos de K ordenados por inclusdo.

Dada uma realizagdo geométrica de K, nés podemos colocar o vértice de sd(K),
correspondente ao simplexo ¢ no centro de gravidade (baricentro) de o. Assim, como é

sugestivo na figura, temos que ||sd(K)|| é sempre homeomorfo a ||K]||.

{4}

Sejam (P, =1) e (P, X3) posets. Uma aplicagao f : P, — P, é dita monotona se

x =1 y implica f(z) 22 f(y).

Proposicao 1.5.4 ([12], Proposition 1.7.3) Cada aplicagao mondtona f : P, — Ps
entre posets € também uma aplica¢io simplicial V(A(Py)) — V(A(F2)) entre os complexos

ordem.

Corolario 1.5.5 (J[12], Corollary 1.7.4) Sejam K, e Ky complexos simpliciais. Con-

sideramos uma aplicacao arbitraria f que associa cada simplexo F' € Ky a um simplexo
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f(K) € Ky, e suponha que se F' C F, entao também f(F') C f(F). Entdo f pode consi-
derada como uma aplicagao simplicial de sd(K,) em sd(Ks), e entdo induz uma aplicagio

continua | £+ | K| > | K.

Muitas vezes sd(K) pode ser denotado em outras bibliografias por K’ e é chamado
de derivado de K.
Ao iterarmos a subdivisao baricéntrica varias vezes, o didmetro de todos os simplexos

decresce. Essa é uma maneira simples de produzir triangulacoes finas.

1.6 Joins

O produto cartesiano de dois espacos topologicos X, Y é também um espaco topo-
logico, entretanto, se X e Y sao simplexos de dimensao ao menos 1, entao X X Y nao é
um simplexo.

Definiremos nesta se¢ao o join, que nos permitira operar complexos simpliciais e

obter um complexo simplicial.

Definicao 1.6.1 Sejam K e L dois complexos simpliciais. O join K x L € o complexo
simplicial com conjunto de vértices V(K)WV (L) := V(K) x {1} UV(L) x {2} e conjunto
de simplezos {FWG: F e K,G € L}.

Mais geralmente, podemos definir o n-join de um complexo simplicial K,

K" =KxKx---xK=2{FWhy---WF,:F,....F, € K}.

n-vezes

Exemplo 1.6.2 Seja Dy = {0,{1},{2}} o complexo simplicial correspondente ao espago
discreto com dois pontos. Como definido temos que ||Ds|| é homeomorfo a S°. Que tipo
de espaco € o n-join D" ?

Podemos identificar o conjunto dos vértices de D" com o conjunto [2] X [n]. Dessa
forma um subconjunto de [2] X [n] serd um simplexo se, e somente se, nao contém ambos
(1,4) e (2,i) com i € [n]. Assim, o complexo simplicial D" é isomorfo ao complexo

fronteira do n-dimensional crosspolytope. Portanto temos que ||D3"|| = S™ 1.
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Defini¢ao 1.6.3 (Join de espagos) Sejam X e Y espagos topoldgicos. O join X xY
€ o espago quociente X X Y x [0,1]/ =, onde a rela¢io de equivaléncia ~ €é dada por
(z,y,0) = (2/,y,0) para todo z,2" € X ey €Y e (z,y,1) = (z,vy',1) para todo z € X e
v,y €Y.

Exemplo 1.6.4 Quando X eY sao simplexos de dimensao 1.

'y /d
Al
T
A
/ Ve
X Y t=10 =1 XxY
X xY x[0,1]

Uma util interpretacao geométrica do join é dada pela seguinte proposicao (ver [12),

Proposition 4.2.4]).

Proposigao 1.6.5 (Interpretacao geométrica do join) Suponha que X, ..., X, sdo
subespagos de wm mesmo espago euclidiano, que X; C U;, onde Uy N---NU, =0 e que
a envoltoria afim de Uy U --- U U, tem dimensao dim(Uy) + --- + dim(U,) +p — 1. Além

disso suponnha Xy, ..., X, limitados. Entao, o espago
Z = {tll'l + - +tp£llp . tl € [0, 1],$z S X,L} C Rn,

€ homeomorfo a Xy * - - x X,,.
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Observagao 1.6.6 Com esta interpretagao geométrica, mostra-se a equivaléncia da de-
finicao do join de complexos simpliciais com a do join de espacos topoldgicos, no se-
guinte sentido, a realiza¢io geométrica do join de complexos simpliciais || K * L|| é home-
omorfa ao join das realizagoes geométricas dos complexos simpliciais || K|| = ||L||, ou seja,

||K * L|| = ||K|| * || L|| para quaisquer complexos simpliciais K e L (ver [12)]).

Podemos escrever um ponto de um join que é uma classe de equivaléncia [(x,y, )]
como tx @ (1 —t)y. Notemos que mesmo tendo X =Y e a,b € X,a # b essa soma nao é
comutativa, pois %a D %b + %b D %a.

De maneira analoga usaremos a notacao t;xy @ toxs & - - - & t,x, para um ponto de

X =X*xXx---xX,

n-vezes

Definicao 1.6.7 Dadas duas aplicagoes continuas f : X1 — Xo e g: Y7 — Ys, 0 join de

f e g denotado por f x g é a aplicagiao continua
f*g:Xl*}/i_)X2*§/é7
dada portzx ® (1 —t)y — tf(z)® (1 —1t)g(y).

Mais geralmente, dada a aplicacao continua f : X — Y, podemos definir a aplicacao

continua f* = f*x f*...x f: X" = Y™
—_—

Observacao 1.6.8 (Joins e produtos) O produto X XY pode ser mergulhado em X xY
por (z,y) — %x S %y Ou de maneira geral X™ mergulha em X*™ por (xq1,x2,...,T,) —

1 1 1
~T1 D -T2 D D Ty

1.7 Espacos k-conexos

Definicao 1.7.1 Seja k > —1. Um espacgo topoldgico X € k-conexo se para cada | =
—1,0,...,k, cada aplicacio continua f : S' — X pode ser estendida a uma aplicacdo

continua f : B — X. Ou seja, cada aplicacio f: S' — X é homotopicamente nula.

Consideremos S~! = () e B® um conjunto unitario.
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Exemplo 1.7.2 Abaizo temos dois subespagos de R?, onde o primeiro é (—1)-conezo e o

sequndo € 0-conexo:

SO ..

£=0 t=1

Teorema 1.7.3 (Teorema de Borsuk-Ulam) Para todo n > 0, nao existe aplicagio
continua f : B™ — S"! que ¢ antipodal na fronteira, ou seja que satisfaz f(x) = f(—x)

para todo v € S"t = OB".
Teorema 1.7.4 A n-esfera S™ é (n — 1)-coneza e nao é n-conexa.

Demonstragao: Para provar que S™ nao é n-conexa vamos tomar a aplicacao identidade
Id: S™ — S™ onde Id(r) = x para todo x € S™. Temos portanto que /d é uma aplicagao
antipodal uma vez que é continua e satisfaz Id(—z) = —v = —1d(z).

Assim se S™ fosse n-conexa existiria uma aplicacao continua f : B! — S™ que
estende Id. Ao estender Id temos que f é antipodal sobre a fronteira, o que contradiz o
Teorema [I.7.3] Logo, S™ néo é n-conexa.

Por outro lado, seja f : S¥ — S™ k < n uma aplicacao continua. Queremos que
f seja homotopicamente nula. Para tanto vamos definir uma aplicacao g : S* — S»
homotopicamente nula e tal que g seja homotopica a f.

Seja e > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < 1 se ||z —y|| < e. Sempre é possivel fazer a
escolha de tal € pois f é continua e tem dominio compacto, e portanto é uniformemente
continua. Tomemos uma triangulacio A de S* tal que cada simplexo o de A tenha
diametro menor que . Definimos g como sendo a extensao por linearidade de f com base
nos vértices de A.

Defina F : S* x [0,1] — S™, por:

oty N f () (1 —t) f(x)
F@. 0 = rsm S o) + =0 @
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onde vy, . .., vy, s80 os vértices de supp(z) ex = Y .-, \;jv;. Para que F esteja bem definida
e continua temos que ter ¢ > 1 N f(v;) + (1 —t) f(z) # 0 para todo x € S*. Notemos que
todos os f(v;) bem como f(x) estdo a uma distancia menor que 1 de f(v;) uma vez que
vy, ..., U, sao vértices de um simplexo de A e portanto cada v; dista menos que ¢ de v;.
Assim os pontos f(v1),..., f(vm), f(x) estdo contidos em uma bola de raio menor que 1
centrada em f(vy). Porser t> 7" Aif(v;) + (1 — ¢) f(x) um ponto da envoltéria convexa
dos pontos f(v1),..., f(vm), f(xz) € S™ e por esses pontos estarem numa bola que nao
contém 0 € S™, sua envoltéria também esta contida em tal bola, pois a bola é convexa, e
pomos concluir que ¢ty N f(v;) + (1 —t) f(z) # 0.

Tem-se que F(x,0) = f(x) e F(x,1) = g(z), portanto f e g sdo homotopicas. Como
S™ menos um de seus pontos é homeomorfa a R™ que é contratil, basta mostrarmos que
g nao é sobrejetora e teremos que g ¢ homotopicamente nula. Como k& < n temos que
dim(o) < n para todo o € A e portanto g(o) que esta contido em um simplexo de
dimensao menor que n e consequentemente esta contido em um hiperplano h, de R**!
que passa pela origem. Como I'm(g) C |J,ca ho € S™ nao pode estar contida em tal uniao,
temos que g nao pode ser sobrejetora.

Como f é homotopica a g, f ¢ homotopicamente nula e assim temos que S™ é (n—1)-

conexa como queriamos. O

O seguinte lema ¢ uma consequéncia do Teorema de Hurewicz([12], Theorem 4.4.1).

Lema 1.7.5 ([12], Proposition 4.4.3) Supondo X k-conexo e Y l-conexo, onde X e

Y sao triangularizdveis. Entao X xY ¢é (k + [+ 2)-conezo.
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Capitulo 2

Versao topologica do teorema de

Tverberg

Neste capitulo, introduzimos o conceito de um G-indice para G-espacos e calculamos
o indice de espacos especiais (p-produto deletado de R? e p-join deletado de R?, para p > 2
primo). Tais resultados sdo fundamentais para as demonstragoes da versao topologica do
teorema de Radon e a da versdo topologica do teorema de Tverberg (caso r primo).
Finalizamos o capitulo com uma aplicacao do Z,-indice em teoremas de Borsuk-Ulam

para Z,-agoes livres.

2.1 (G-espacgos e (G-aplicacoes

Definigao 2.1.1 (G-espagos e G-aplicagoes) Sejam G um grupo topoldgico e X um
espago topoldgico. Uma G-ag@o sobre X é uma cole¢io © = (¢,)gec: de homeomorfismos

¢g 1 X = X tal que,
e a associagdo (g,x) — ¢4(x) € uma aplicagio continua de G x X — X,
i (be =idx e

® ¢, 0 ¢ = @gn para todo g, h € G.
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Definicao 2.1.2 Sejam G um grupo topologico e X wm espacgo topoldgico, dada ¢ =
(9g)gec uma G-agao sobre X. O par (X, ®) € dito G-espago.

Definigao 2.1.3 Se (X, ®) e (Y, V) sao G-espagos, uma aplicagao continua f: X —Y

¢ uma G-aplicagao (ou aplicagdo equivariante) se f o ¢, =1, 0 f para todo g € G.

Para cada x € X, a orbita de x sobre a G-agdo ® é o conjunto {¢,(z) : g € G}.
Analogamente a oérbita de um subconjunto A C X ¢ (J,cq ¢4(A4). Um conjunto A C X ¢

invariante se ¢4,(A) = A para todo g € G.

Definigao 2.1.4 Um G-espago (X, @) € chamado livre se nenhum ¢4, g # e, tem pontos
fizos. Ou seja, para cada x € X, a aplicagao g — ¢4(x) € injetiva e portanto a orbita de

cada ponto € uma copia de G.

Exemplo 2.1.5 No plano complexo o circulo unitdrio S* consiste dos niimeros comple-
zos: {z € C: |z| = 1}. Assim S' pode ser dotado de uma estrutura de grupo com a
multiplicagdo complexa sendo a operacao de grupo. Entao S' é um S'-espago, onde o
homeomorfismo ¢, € dado pela multiplicagcao por z.

Geometricamente, a multiplicacio por z = € pode ser interpretada como uma

rotacao de S' com angulo oo. Portanto a acdo considerada € livre.

Exemplo 2.1.6 Generalizando o exemplo anterior temos que um grupo topoldgico G age

livremente sobre si mesmo pela multiplica¢io a esquerda, ¢4(h) = gh.

Exemplo 2.1.7 Um fato que usaremos a frente € que toda esfera de dimensao impar
admite uma estrutura de Zg-espago livre.

Seja S*~1 wista como a esfera unitdria em C", ou seja, o conjunto {(z1,...,2,) €
C": |21+ -+ + |z0|* = 1} e definimos a acao por (z1,...,2,) +— (w21,...,wz,), onde

27

w=-eda €uma q-ésima raiz da unidade.
. L G
Se existe uma G-aplicacao X — Y escreveremos X — Y ou X <; Y.

Definicao 2.1.8 Um G-complexo simplicial é um complexo simplicial dotado de uma

estrutura de G-espago, onde todos os homeomorfismos ¢, sao aplicagoes simpliciais.
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Defini¢ao 2.1.9 Sejam G um grupo finito, |G| > 1, e n > 0. Um E,G-espago é um
G-espago que é:

e um G-complexo simplicial finito,
e n-dimensional,

e (n— 1)-conexo,

o ¢ livre.

n+1) - Como espago

Exemplo 2.1.10 Um ezemplo de um E,G-espago € o (n+1)-join G*
topoldgico G*™D ¢ o (n + 1)-join de um espaco discreto de m pontos, onde m := |G].
Por exemplo para n—=1 temos que G*2 ¢ o grafo bipartido meﬂ Como o espago discreto

nt1) ¢ n-dimensional.

G tem dimensio 0 tem-se que G*(

Pelo Exemplo temos que G age sobre si mesmo através da multiplicacao a
esquerda, e entao G*™ D ¢ um G-complexo simplicial livre. Sendo assim falta provar
que tal espago € (n — 1)-conexo. Mostraremos por indu¢ao sobre n. Temos que G é
(—1)-conexo por se tratar de um espago discreto, logo pelo Lema G x G € 0-conexo.

Supondo G* (n — 2)-conezo, obtemos que G*™ x G = G*"*! ¢ (n — 1)-conexo pelo Lema

[1.7.3. Assim temos que G*"*V) ¢ um E,G-espago.

Exemplo 2.1.11 Vejamos que S** ! é um Es,_1G-espago. Jd vimos no Exemplo
que toda esfera de dimensao impar admite uma Zg-acao simplicial livre. Pelo Teorema

sabemos que S*"7' € (2n — 2)-coneza e portanto é um Es, G-espago.

Lema 2.1.12 Sejam X um G-espago (n—1)-conexo e K um G-complexo simplicial livre
finito de dimensao no mdximo n. Entao existe uma G-aplicagio de ||K|| em X.
Em particular, existe uma G-aplicagao de X em Y sempre que X e Y sao E,G-

espacos.

Demonstragao: Vamos definir por indugao f; : ||[K=Y|| — X,i = 0,...,n, uma familia

de G-aplicacoes. Seja ® = (¢,),ec a G-acao sobre X e U = (¢,)4ec @ G-agdo sobre K.

'Para mais detalhes ver [3]
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Para i = 0 vamos particionar V (K') segundo suas drbitas, seja Oy um conjunto que contém
exatamente um elemento de cada orbita, tomando fp : ||V (K)|| = X uma aplicagdo que
a cada elemento de k € Oy associa a um elemento z;, € X qualquer e se h € V(K)\Oy
temos que h = 9,(k) para algum g € G e algum k € Oy, definimos fy(h) = ¢4(zx). Como
definida fy ¢ uma G-aplicagao.

Suponha que tenhamos f; : ||[K</]| = X,0 < j < n — 1 uma G-aplicagao. Se K é
j-dimensional entao f; é a G-aplicacao procurada, caso K seja m-dimensional com m > j
entdo particionamos o conjunto dos simplexos (j + 1)-dimensionais segundo suas 6érbitas,
e consideremos O;4; o conjunto que contém exatamente um elemento de cada érbita.
Para cada A € O;4; tem-se que Fr(A) é formada por simplexos j-dimensionais e satisfaz
||Fr(A)]| = 57, portanto em Fr(A), f; estd bem definida e como X é (n — 1)-conexo
para cada A € Oj41, fj|pr(a) admite uma extensao f5, : A = X. Se ¥ € K\O;4; é um
simplexo de dimensao j+1, existem g € G e A € O, satisfazendo ¢,(A) = X e portanto
para cada y € ¥ existe d € A tal que ¢y(d) = y e definindo f;11(y) = ¢4(f73,(d)) em
cada simplexo j + 1-dimensional ¥ € K e f;41(d) = f;(d) para todo d € A € K=/ temos

que fij1: [|[K=*] — X é uma G-aplicagao. ]

2.2 O G-indice

Nesta secao, definiremos o G-indice associado a um G-espago. Esta sera a ferramenta

fundamental para a prova dos principais resultados do trabalho.
Definigao 2.2.1 (G-indice ) Para um G-espago X, define-se o G-indice de X por:
indg(X) := min{n : X <, E,G}.
Na sequéncia, apresentaremos as principais propriedades deste indice.

Proposicao 2.2.2 Seja G um grupo finito nao trivial.

(i) Se X 3 Y entio indg(X) < indg(Y).
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(i1) indg(E,G) = n qualquer que seja o espago E,G.

(117) indg(X *Y) <indg(X) 4+ indg(Y) + 1.

(iv) Se X € (n — 1)-conezo, entdo indg(X) > n.

(v) Se K é um G-complexo simplicial livre de dimensao n, entao indg(K) < n.
Demonstragao:

(i) Suponha que exista f : X — Y uma G-aplicagdo. Se indg(Y) = n entdo existe
h:Y — E,G uma G-aplicacao e portanto ho f : X — C' é uma G-aplica¢ao e assim
indg(X) <n.

(ii) Temos que a aplicacao identidade Id : E,,G — E,G é uma G-aplicagao, logo por de-
fini¢do, ind¢(E,G) < n. Segue do proximo resultado, Teorema|2.2.3] que indg(E,G)

¢ exatamente n.

(iii) Sejam n=indg(X) e m=indg(Y), assim X G @mtl e Y S @1 Portanto

XxY & GrorleGrmtl = Gntmt2 o seja, indg(X*Y) <indgG*"™™*2 = n+m+1.

(iv) Ao ser X (n—1)-conexo o Lema[2.1.12| garante que existe uma G-aplicagao de G*" !

em X. Por (ii) temos que indgG*™ ! = n e portanto, indg(X) > n.

(v) Analogo ao item anterior.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Borsuk-Ulam para G-espagos.) Nao existe uma G-

aplicacao de um espaco E,G em um espaco E, 1G.

Demonstracao: Do fato de G ser um grupo finito é sabido que GG possui um subgrupo
H de ordem p, com p primo, ou seja H = Z,. Portanto podemos restringir a G-agao em

E,G a uma Z,-acao, obtendo um espaco F,Z,.
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Deste modo, se existisse uma G-aplicacao de um espago E,G em um espaco F,,_1G,
existiria uma Z,-aplicagao de E,Z, em E,_1Z,. Vejamos que tal Z,-aplicacao nao pode
existir.

Sejam o E,Z, espago K = (Z,)*™*Y e o E, 17Z, espaco L := (Z,)*". Identificamos
L como subcomplexo de K correspondente aos n primeiros fatores no (n+1)-join tomando
i: V(L) — V(K) a aplicacdo inclusao.

Suponha por contradigdo que exista uma Z,-aplicagao f : ||K|| — ||L||. Pelo Teo-
rema da Aproximagao Simplicial Equivariante ([9], Teorema D.14) é possivel obter uma
subdivisao baricéntrica K de K e uma Z,-aplicagao simplicial f V(f( ) — V(L) que seja
homotoépica a f.

Considerando a Z,-aplicacao g := io JNC: V( K ) = V(K) temos que g induz a aplica-
¢80 gup : Cx(K) — Cy(K), onde Cx(K) = Cy(K,Q) ¢ a k-dimensional cadeia de grupos
com coeficientes racionais. O numero de Lefschetz sobre o nivel da cadeia de aplicagoes é

Ag) =D (=1)*tr(gun).

k>0

Por ser Q um corpo, podemos considerar para cada k, Ck(R' ) como um Q-espago
vetorial e gy, uma aplicacao linear. Assim o traco de ggr é o trago de uma aplicacao
linear no sentido usual.

Considerando a base usual para Ck([% ) formada por todas as cadeias e,, onde o é
um k-simplexo de K, e e, toma valor 1 sobre ¢ e 0 fora de o. Veremos que o traco, em
relacao a base usual, de cada gy, é divisivel por p e portanto teremos que A(g) também
serd um multiplo de p.

Para tanto mostremos que ao ser g uma Z,-aplicacao, um simplexo ¢ € K contribui
tanto para o trago quanto os outros p — 1 simplexos de sua Orbita.

Para cada k, seja fr = {€0,: €0y, .-+ €0, } a base usual para Cy(K) e fixemos esta

ordenacao para termos uma base ordenada. Considerando (a;;) a matriz de g em relacao

a base [ temos que tr(gur) = a11 + ag2 + -+ - + Q-
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Ao ser gur(es,) = €g4(s,) € sendo g uma Zy-aplicagao, temos que

1, seg(o;) =o0;
Qi = )
0, se Q(Uz‘) # 0;
assim se o0, estd na oOrbita de o0, ou seja 0; = ¢,(0;) para algum n € Z,, temos que
aj; = a;. Basta notarmos que se g(o;) = o; segue que ¢(0;) = g(Pn(0:)) = dn(g(0;)) =
¢n(0;) = o, fazendo com que aj; = a; = 1. Analogamente obtemos que ¢(o;) # 0o,
sempre que g(o;) # o; e portanto a;; = a;; = 0.

Como estamos considerando um FE,,G-espaco, a acao € livre, o que torna cada orbita
um conjunto de p elementos. Portanto tr(gxy) ¢ divisivel por p.

Por outro lado podemos considerar A(g) sobre o nivel de grupos de homologia. A
aplica¢do ¢ induz a aplica¢ao g. : Hi(K,Q) — Hy(K,Q) em homologia, e pela formula
de Hopf para o trago ([13], Teorema 2.3.9 ), o ntimero de Lefschetz é dado por

A(g) =Y (=1)*tr(gur)-
k>0

Como K é (n — 1)-conexo temos que Hi(K,Q) =0 para 1 < k <n — 1, e portanto
A(g) = tr(g«o) + (—1)"tr(gen), porém g., ¢ a aplicacdo nula por sua construgao e do fato
que H,(L,Q) = 0 uma vez que L é (n — 1)-dimensional. Logo A(g) = tr(g.«) = 1, e isso
¢ uma contradigao sendo A(g) divisivel por p > 1.

Assim concluimos que ndo pode existir uma Z,-aplicagao f : ||K|| — ||L]]. O

Defini¢ao 2.2.4 Sejam n > k > 2 inteiros. Uma n-upla (x1,z9,...,2,) € dita k-

distinta se quaisquer k elementos dentre os x; nao sao todos iguais.
Definicao 2.2.5 O n-produto k-deletado de um espaco X €

XZ(k) ={(x1,29,...,2,) € X" : (21,...,2,)k-distinta}.
Definicao 2.2.6 O n-join n-deletado de X ¢

1 1 1
XA ::X*"\{Eaf;@ﬁx®-~®ﬁx:a:EX}.
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Definigao 2.2.7 Para um complexo simplicial K, o n-join k-deletado de K ¢é
KRy ={Wkhy Wk, € K": (I, Fy,..., F,) € k-disjunta},

onde uma n-upla (Fy, Fy, ...  F,) de conjuntos € k-disjunta se cada k conjuntos dentre

os F; tem intersecao vazia.

Para k = n escrevemos XX para X}, e KX para K3,

Exemplo 2.2.8 Seja Dy = {0,{a},{b}} o complexo simplicial discreto de dois pontos.
Temos que (D3)% € a unido disjunta de dois segmentos. Abaizo temos trés figuras, onde

a primeira representa duas copias de Do, a sequnda o join e a terceira o join deletado.

b, 1
(.) (5,9 (b, 1) - (b,1) e

' -
: ~

(a,1) (a,2) (a,1)  (a,2) (a,1)  (a,2)

1

Exemplo 2.2.9 Seja o um simplexo de dimensao 1, ou seja, um segmento de reta com

vértices a e b. O join deletado (a')i2 ¢ a fronteira de um quadrado de lado o'. Como no
exemplo anterior temos abairo trés figuras, onde a primeira representa a uniao disjunta

de dois segmentos de reta, a sequnda um tetraedro que € o join o' x o' e a terceira o join

deletado (o).
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2.3 O caso particular G = Z,: Zs-indice e a versao to-
polégica do teorema de Radon

Nesta secao vamos analisar o caso particular, ou podemos dizer, caso especial G =
Zo. A maioria dos problemas envolvendo agoes de de grupos sao formuladas inicialmente
para o caso G = Zs e posteriormente generalizadas para casos mais gerais. Por exemplo, a
aplicacao antipodal sobre a esfera S™ pode ser identificada com uma acao livre de G = Zo
sobre S™ e, consequentemente o Teorema classico de Borsuk-Ulam é um teorema que
envolve Zo-agoes livres, aplicagoes Zo-equivariantes e técnicas especiais para este grupo.

Mostraremos nessa se¢ado que 0 mesmo ocorre para a prova da versao topologica do
teorema de Radon.

No caso G = Zs, temos que S™ é um E,G espago, dessa forma
indz, (X) :=min{n € {0,1,2.. .} : X 2% §"},

onde X é um Zsy-espaco.
A seguir, vamos dar uma estimativa para o Zs-indice do 2-produto deletado e do

2-join deletado, do espaco euclidiano R,
Lema 2.3.1 indz,((R})%) <d—1.

Demonstragao: Basta considerar a bem definida Z,-aplicagao

g: (RHL — S9! dada por

T — T2

g('rlaxQ) = Hxl . xQH .

Lema 2.3.2 (2-join deletado de R?Y) Eriste uma Zy-aplicagao g : (R?)32 — S¢, e con-

sequentemente indz, ((R4)R2) < d.
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Demonstracgao: Consideremos as aplicagoes 11, 1 : R — R24+2_ definidas por

() = (1, 21,...,24,0,0,...,0) e a(y) :==(0,0,...,0,1,91,Y2, -, Ya)-

Tomemos agora, U := 11 (R?) e Uy := 15(R?), que sdo subespacos afins disjuntos
de R?¥*2 nas condices da Proposicao [1.6.5. Consideremos a bola unitaria B em R, e
sendo B e R? homeomorfos, vamos limitar o Zo-indice de B32.

Seja h : BX2 — (R4T1)? definida por,

tr & (1 =y = ti(z) + (1 — )a(y).

Assim definida, h é uma Zs-aplicacio e aplica BX2 sobre (R41)% pois

(t,tay, ... teg) = (1 —t, (1 = t)ys, ..., (1 —t)ya)

implica que t = % e z = y. Mas esses pontos nao estao em B}Z.

Portanto, h é uma Zs-aplicagao e o resultado segue do Lema [2.3.1} 0

Agora, estamos em condigbes de provar o Teorema topoldgico de Radon. Antes
disso, lembramos que o Teorema de Radon, afirma que um conjunto X de d + 2 pontos
em R? pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos que possuem envoltoérias

convexas nao disjuntas. Uma formulacao equivalente do Teorema de Radon é a seguinte:

Teorema 2.3.3 (Teorema de Radon) Se f : [[c®"}]| — R? ¢ uma aplicagio linear

afim. Entdo existem duas faces disjuntas Fy, Fy do simplexo o™ tais que

FUEND N fE) # 0.

Sobre a equivaléncia: Para vermos que o Teorema [2.3.3| implica no Teorema de
Radon, basta definirmos uma aplicacao linear afim f que aplica os d+2 vertices do simpexo
nos d + 2 pontos em R? assim ao ser f linear afim temos que a imagem de uma certa
face é a envoltoria convexa da imagem dos vértices de tal face e portanto temos que vale
o Teorema de Radon. Por outro lado uma tal aplicacao linear afim fica completamente

determinada pela imagem dos vértices do simplexo e assumindo o Teorema de Radon
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temos que vale o Teorema [2.3.3] pois cada conjunto da partigao dada pelo Teorema de
Radon ¢ associado a uma face do simplexo cujos vértices sao a pré-imagem por f de tal
conjunto.

Demonstracao: Ja vimos que d + 2 pontos em RY sao geometricamente dependentes.
Portanto podemos fixar a, ..., azr2 € R nao todos nulos de tal forma que ayx; + ... +
QgioTgio =0e Zf:f a; = 0. Agora definimos [} := {i € [d+2] : a; = 0}, Iy := [d+ 2]\ ]
e S =D e, % = e, —y. Portanto o ponto x = 37, i =Y., w; pertence a

envoltoria convexa tanto de X, quanto de X5, onde X7 := {x; : i € I} e X5 := X\ X;.

Assim X e X5 formam a particao de X requerida. O

Se no Teorema de Radon ( Teorema [2.3.3)) substituirmos "aplicagao afim"por "apli-
cagao continua", obtemos a chamada versao topoldgica do teorema de Radon.

Note que a prova do Teorema de Radon é simples e usa apenas a estrutura de espago
vetorial de R? e nao esta relacionada com técnicas de topologia algébrica.

Com base nos resultados desenvolvidos na se¢ao provamos a seguir:

Teorema 2.3.4 (Versao topologica do teorema de Radon) Seja f : [|o?™!]| — R?

d+1

uma aplicagao continua. Entao existem duas faces disjuntas Fi, Fy de o tais que

FUELD O fCER]) # 0.
Lema 2.3.5 Sejam K e L complexos simpliciais. Entao
(K % L) 2y = KXy * L)

Demonstracao: Um simplexo de (K L)*AQ(Q) ¢ da forma (F) W Gh) W (Fy W Ge), onde
Fi,F, € K,eGy,Gy € Letemos que F1NF, = ) = G1NG5y. Tal simplexo corresponde ao
simplexo (F1WF,)W(G1WG,) € KZQ(Q)*L*Az(Q) com as mesmas condicoes sobre Fi, Fy, G1, Gs.

U

Corolario 2.3.6 Temos que indz, ((0™) %) = n-
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Demonstragao: Pelo Lema [2.3.5
(U”)*A2(2) = ((gU)*(n+1))*AZ(2) o~ ((00)22(2))*(n+1) ~ (DQ)*(nJrl)’

onde D, denota o complexo simplicial correspondente a um espacgo discreto de 2 pontos.

n+1)

Identificando Z, com Ds, concluimos que (Dj)*¢ é um Zo-espaco, e pela Proposicao

tem Zo-indice n. O

Demonstragao:(Prova do Teorema [2.3.4). Suponhamos que exista uma aplicagao conti-
nua f : ||o¢T|| — R< tal que nio existam faces disjuntas Fy, Fy com f(||Fy||)Nf (|| F2]|) #

(. Considere o 2-join f*? como uma aplicacao do 2-join 2-deletado :
2™ Rl — RHZ.

Um simplexo de (0%71)3,) é da forma F1 W Fy € (0%1)** : F1 N Fy = . Portanto
por hipotese temos que para x € (09*')%,), f(¥) ndo pertence a diagonal em (R?)* e
assim f estd bem definida. Sabemos ainda que f*? é uma Z,-aplicacio.

Pelo Lema temos que indz, ((R?)32) < d. Por outro lado, pelo Corolério [2.3.6]
0 Zy-indice de (¢ )y =d+1.

Portanto nao pode existir tal Zs-aplicagao f, pois se existisse implicaria que

d + 1=indg, ([[(¢*"1) ) |) < indz, (RY)Z < d.

2.4 Versao topolégica do teorema de Tverberg

Nessa secao, apresentaremos a prova do resultado principal deste trabalho, a versao
topologica do teorema de Tverberg.

Os resultados a seguir, serao de fundamental importancia para a demonstracao do
teorema, generalizando o caso G = Zy da se¢ao anterior, daremos uma estimativa para o

p-produto deletado e p-join deletado do espaco euclidiano R?, com p primo.
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Lema 2.4.1 (p-produto deletado de R?) . Sejam p primo e d > 1. Entdo
inds, (RY)2) < d(p—1) — 1

Demonstragio: Para essa prova serd construida uma Z,-aplicagao g : (R4} — S4r—1=1,

Vamos interpretar (R?)? como o espago das matrizes (a:z-j)‘f:l?:l

com d linhas e p
colunas e a Z,-acao serd a troca de colunas respeitando a ordem entre elas. Os elementos
de (R%)R sao todas as matrizes dessa forma exceto aquelas com todas as colunas iguais.
Por exemplo se d = 1 e p = 3 nés obtemos o espago euclidiano tridimensional com a
diagonal {1 = x5 = x3} removida.

Considerando a projecao ortogonal g; : (R)? — L, onde L é o (d — 1)-dimensional

subespaco perpendicular a diagonal, ou seja, L é o subespaco consistindo de todas as

p
matrizes d X p com a soma das linhas igual a 0 , ou seja, Z x;; = 0 Vi. De fato, se X € L
j=1

eY € A, entao X.Y* =0. Se

T11 T2 - - T (AT Y5 B V) |
To1 To2 . . Ty Y2 Y2 - - Y2

X = eY = ,
Tgr Ta2 - - Ty Yn Yn - - Yn

como X.Y! =0, temos

¢ r
Y11 + 212+ -+ 21) =0 T+ g+ + 2, =0
y2($21+x22+---+x2p)20 .1'21+$22+"'—|—£L’2p:()
—
\yd(xn1+xn2+"'+xnp):0 \xn1+l‘n2+"'+xnp:0

Assim, g; é a aplicagao que leva cada matriz X = (z;;) na matriz
1 p

(X)) = 17z‘j__zxik ;

p k=1 ij

ou seja, a média das colunas é retirada de cada coluna.
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Logo, temos que ¢1(X) é a matriz nula se, e somente se, cada coluna de X ¢é igual a
média de todas as colunas, ou seja, se todas as colunas de X sao iguais. Portanto podemos
obter a partir de g; uma Z,-aplicagdo (R?)X — L\{O}. Por exemplo, parad =1 e p = 3,
a aplicagao g, é a projecao ortogonal sobre o plano xy + x5 + x3 = 0.

Definindo g(X) := 2% temos que a imagem de g é a esfera unitéria S(L) em L

g (X1

que pode ser identificada com S4P—D-1,

3

T

Denotemos por ¢ a agdo livre padrao de Z, sobre (R%)X, a qual permuta as colunas
da matriz X = (z;;) e por 7 = 0|g(r) a restricao de o a S(L).

Mostremos que g é Z,-equivariante, ou seja, mostremos que go o = 70 g. Temos

i1 Tiz2 - - Tip T2 T13 - - T1p Tnl
Tg1 T2 . . Tgp Tag T2z . . T2p T21
X = , o(X)=
Tpl Tp2 - . Tpp Tp2 Tp3z - . Tpp Tpl
Z12 Z13 . - T1p Z11
T22 T23 . - Tp T21
g1(0(X)) = -M . -M —M -M |,
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$11+$12+"'+.’L’1p

$21+$22+"'+I2p

onde M =1
p

xn1+xn2+"'+xnp

Logo 0(¢1(X)) = g1(0(X)) e [lg1 (X)[| = [lg1(a(X))[] = [l (92 (X))]| e segue que

g1(o(X))
9 @)
o(g:(X))
el

a1 (
= ol

= U‘S(D)(Q(X))'

g9lo(X)) =

Logo, g ¢ uma Zy-aplicacao, o que completa a prova do lema. [l

Observagao 2.4.2 Note que para p = 2, o Lema[2.4.1 é uma generalizagao do Lema
[2.3.1. Aqui vale ressaltar que a prova do caso p = 2 é simples, no entanto a prova do

caso p primo € bem mais elaborada, a qual usa outra estratégia de demonstragao.

Lema 2.4.3 (p-join deletado de R?) Sejam p primo e d > 1. Entdo

indz, (R)X) < (d+1)(p—1) - 1.

Demonstragao: Vamos construir uma Z,-aplicagio h : (R?)F — (R¥1HE. Para isso
consideremos os mergulhos 91, ..., 1,, onde ¥;(z) tem (1,21, 2,,...,2q) na i-ésima coor-

denada e 0 nas demais. Assim a aplicagao h : (B%)¥ — (R*™)X dada por
1 D toxa @ - - - D tpx, — tihy(21) + totha(z2) + - + ()

¢ uma Zjy-aplicacao e o resultado segue do Lema [2.4.1
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Teorema 2.4.4 (Versao topologica do teorema de Tverberg) Sejam p um primo,

d > 1 arbitrdario e N := (d+ 1)(p — 1). Para cada aplicagcdo continua
felle™] — R
existem p faces disjuntas Fy, Fy, ..., F, C o¥ tais que

FAIEID OFAERID O -0 f ([ # 0.

Demonstragao: Suponhamos que exista uma aplicacdo continua f : [|oV]] — R tal
que nao existam faces disjuntas F, Fb, ..., F, com (_, f(||Fi||) # 0. Consideremos f**,

o p-join de f, como uma aplicacao do p-join 2-deletado :
FP oMl — RYT.

Um simplexo de (0V)y, ¢ da forma MW KW W F, € (6V)7 : FENF; =0
para todo 1 < 4,7 < p. Portanto por hipotese temos que para z € (O'N)ZP(Q), f(z) nao
pertence a diagonal em (R?)*? e assim f esta bem definida. Sabemos ainda que f*? ¢ uma
Z,-aplicagao.

Pelo Lema temos que indz, (RY)Y) < (d+ 1)(p — 1) — 1. Vejamos qual o

Z,-indice de (o Jx(2)-
Lema 2.4.5 Sejam K e L complexos simpliciais. Entao

P

(K * L) N9y = Koy * LK o)

(2) A(2)

Demonstragao: Um simplexo de (K * L), ¢ da forma (M WG1)W- W (F,WE,), onde
Fi,...,F,e K,eGy,...,G, € Letemos que F[;NF; =0 =G;NG;,Vi,j € [p] comi # j.

Tal simplexo corresponde ao simplexo (Fi W --- W F,) W (Gi W ---WG,) € Ki, « L

*p
(2) A(2)

com as mesmas condigoes sobre Fi,... F, Gy,...G).

O

Corolario 2.4.6 Temos que indz, ((0") 1) = n-



2.5. Aplicagoes: Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-acoes livres 39

Demonstracgao: Pelo Lema [2.4.5

I
I

(J”)ZP(Q) ((00)*(n+1))27(2) ((O_O)ZP(Q))*(H+1) ~ (Dp)*(”+1)7

onde D, denota o complexo simplicial correspondente a um espago discreto de p pontos.

Identificando Z, com D, concluimos que (Dp)*(”“) ¢ um E,Z,-espaco, e pela Proposicao

tem Z,-indice n. O

Portanto nao pode existir tal Z,-aplicacao f, pois se existisse implicaria que

N—inds, ([|(0¥) 2 |I) < indz, (R)Z = (d+ 1)(p—1) 1= N — 1.

Corolario 2.4.7 O Teorema topologico de Tverberg implica no teorema de Tverberg.

Demonstragao: Consideremos um simplexo A de dimensao (d + 1)(r — 1), e fixemos
(d+1)(r—1)+1 pontos em R% Seja f: V(A) — R? uma fungao que associa cada vértice
de A a um dos (d+ 1)(r — 1) + 1 fixados, de tal modo que dois vértices distintos sao
associados a pontos distintos. Deste modo a extensao afim de f é uma funcao continua de
A em R? e pela versao topologica do teorema de Tverberg, existem r faces disjuntas tais
que suas imagens se interseccionam. Porém a imagem de uma face por || f|| é justamente
a envoltoria convexa do conjunto de pontos atingidos pela imagem dos vértices de tal face.

Desta maneira conseguimos r subconjuntos disjuntos de pontos dentre os (d+1)(r —
1) + 1 pontos em R? fixados de tal maneira que suas envoltérias convexas se interseccio-

nam. [l

2.5 Aplicacoes: Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-acoes
livres

Nesta se¢ao, usaremos o Z,-indice definido anteriormente para mostrar um resultado

sobre Z,- coincidéncias, o qual ¢ uma generaliza¢ao do Teorema classico de Borsuk-Ulam
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para o caso de Zy,-acoes. Também, como no caso classico, discutiremos uma versao equi-

valente para tal generalizacao.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-ac¢oes livres) Seja (X, 7) um
Zy-espago tal que indz, (X) > d(p—1), onde p € um primo. Entao para qualquer aplicagio
continua f : X — R? existe v € X tal que f(x) = f(7(x)) = f(7%(x)) = - = f(7P7(x)).

Demonstragao: Suponnha que nao exista tal z € X. Entao a aplicagao

v (f(2), f(r(2)), ..., f(7" (@)

¢ uma Z, -aplicacdo de X no produto deletado (R?)X, e portanto temos que indz, (X) <

indz, (RY)%) < d(p— 1) — L. O

Agora, segue do exemplo [2.1.11] que para n impar, a esfera S™ é um FE,Z,-espago
e, da Proposigao 2.5.3(ii), concluimos que indg, (S™) = n. Dessa forma, temos a seguinte

consequéncia do resultado anterior.

Corolario 2.5.2 (Teorema classico de Borsuk-Ulam para Z,-agoes livres) Se

n > d(p — 1), n dmpar, para qualquer aplicagio continua f : S™ — RY eziste v € X
tal que f(z) = f(r(x)) = f(r%(x)) = --- = f(rP"Y(x)), onde T determina a agio padrao
de Z, sobre S™.

O teorema anterior aparece na literatura pela primeira vez no importante artigo de
Munkholm [14]. Note que, tomando p = 2 e n = d no teorema anterior, e neste caso n
pode ser considerado um inteiro qualquer, obtemos o Teorema classico de Borsuk-Ulam,

o qual possui as seguintes versoes equivalentes bem conhecidas:
1. Para toda funcio continua f : S — R existe um ponto x € S com f(x) = f(—x).
2. Nao existe aplicacio equivariante f : ST — S com relagdo a aplicacio antipoda.

Considerando X um Zs-espaco livre mais geral do que as esferas, temos as seguintes

versoes equivalentes do Teorema de Borsuk-Ulam:
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Proposicao 2.5.3 Seja (X, 7) um espago com uma a¢ao livre de Zo. Entao sao equiva-

lentes:

1. Para toda fungdo continua f : X — RY existe um ponto v € X tal que f(z) =

f(r(x));

2. Nao existe aplicacio Zs-equivariante f : X — S471,

Demonstragao: Se existe aplicacdo equivariante f : X — S?! C R? entao f(7(z)) =
—f(x) # f(z), para todo = € X e, portanto, o Teorema de Borsuk-Ulam nao é valido.

Reciprocamente, se o Teorema de Borsuk-Ulam nao for valido, entao esta bem defi-
nida a aplicacdo equivariante F : X — S9! dada por

@)~ f(r(@)
[F@) — F @)

F(x)

Mostraremos a seguir uma condicao equivalente ao Teorema de Borsuk-Ulam para
Zy-acoes livres, a qual estende a Proposicao Note que uma tentativa direta de
estender a demonstracao da Proposicao m para o caso de Zjy-acoes livres, p > 2 primo,
nao é possivel pois os argumentos usados na demonstragao dependem do fato de p ser
igual a 2. A seguir, usando o Lema [2.4.T], apresentamos uma prova de tal extensao. Tal

resultado foi provado no trabalho recente de Santos |17, Proposigao A.1.2].

Proposigao 2.5.4 Seja (X, 7) um espaco com uma agdo livre de Z,. Entdo sdo equiva-

lentes:

1. Para toda fungdo continua f : X — RY existe um ponto x € X tal que f(x) =

f(TJ(:L‘)) pamj = 17' LD 1;

2. Nio eziste aplicagio Z,-equivariante F : (X, 7) — (S™4"V=1 5) onde v € a agdo

padrao de Z, sobre Slp=1)-1,
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Demonstragao: Considere a inclusdo i : (S4P~D=1 v) — ((RY)%,0), a qual é a inversa
homotopica equivariante da aplica¢ao g definida no Lema [2.4.1] Suponha que exista uma
aplicacdo Z,-equivariante F : (X, 7) — (S4P=D=1 ~) C (R)R,0) e sejam f; : X — R?

dadas por f; = p; o F', onde p; é a proje¢ao na i-ésima coordenada ¢ = 1,...,p. Temos
F(riz)=d'F(z),Vz € X, Vj=1,....,p—1e F(z) = (fi(z), fa(z) ..., f,(z))

Assim, F(riz) = (fi(T7z),..., fp(T7z)) e 0V F(x) = (fi31(x), ..., fi—1(x)). Logo, fi(rz) =
fin(@),Vze X, Vj=1,....,p—1ecomo F(z) = (fi(z),..., fr(x)) € (RY)X concluimos
que o Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-a¢oes livres nao ¢ valido.

Reciprocamente, suponha que o Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-acoes livres nao
seja valido. Entdo existe uma funcdo continua f : X — R para a qual ndo existe um
ponto z € X tal que f(z) = f(77(z)),¥j = 1,...,p — 1. Assim, podemos definir a
aplicagdo G : X — (R%)A dada por

G(z) = (f(x), f(ra),.... f("" 2)).

Temos que GoT = 00oG, logo G ¢ Zy-equivariante. Usando a aplicacao equivariante

g dada pelo Lema temos que a composi¢ao
F=goG:(X,7) = (817" )

é uma aplicacao equivariante. ]
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Capitulo 3

Sobre a quantidade de particoes de

Tverberg

Neste capitulo, usando algumas técnicas combinatoriais e também o Z,-indice, mos-

tramos um teorema sobre a quantidade de particoes de Tverberg (caso r primo).

3.1 Uma estimativa inferior para o niimero de particoes

de Tverberg

Sabendo que o Teorema de Tverberg é vilido podemos afirmar que existe uma par-
tigdo de Tverberg. Porém quantas parti¢oes de Tverberg existem para (d+ 1)(r — 1) + 1
pontos em R%?

Sierksma conjecturou que existem ((r — 1)!)? particdes, mas até o momento tal afir-
macao ainda nao pode ser provada. Entretanto, Vuéi¢ e Zivaljevic’ em [25] estabeleceram

um limitante inferior para o ntimero de partigoes se r = p for primo.

Teorema 3.1.1 (partigoes de Tverberg [25]) Seja p um primo. Para qualquer apli-
cagio continua f : ||oN|| — R?, onde N = (d + 1)(p — 1), o nimero de p-uplas nao

ordenadas {F1, Fy, ..., F,} de faces disjuntas de o™ com (\_, f(||Fi||]) # 0 € ao menos

1 (p)(d+1)(p1)/2
(p—1)! \2 '
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Demonstragao: Seja K o complexo simplicial (o )*Ap@). Os simplexos maximais de
K sao da forma Fy W Fo W --- W F,, onde os [} sao dois a dois subconjuntos disjuntos
do conjunto de vértices [N + 1] de oV, [/ F; = [N + 1] e também podem ser vistas
como as arestas do hipergrafo completo (N + 1)—partidoE]. Como segue, se o conjunto
de vértices de K ¢é identificado com [N + 1] x [p|, entdo um tal simplexo maximal S
¢ {(1,11),(2,42),...,, (N + 1,in+1)},%1,...,in41 € [p]. Um tal S fornece uma partigao
ordenada (Fy, Fs,. .., F,) dada por F; = {j € [N + 1] : i; = i}. Por exemplo para d =2 e

p = 3 temos a seguinte ilustragao,

O O i W N -

Chamaremos S de ideal sempre que S nos providenciar uma particao de Tverberg,
ou seja sempre que (i—, f([|Fi||) # 0. Entao S ¢ ideal se, e somente se, tem um ponto que
¢ aplicado na diagonal de (R?)*? por f*. Notemos que se K tem ao menos M simplexos
maximais ideais, entdo existem ao menos M /p! partigoes de Tverberg.

Agora definimos £ a familia dos subcomplexos L C K tal que L é fechado sobre a
Zy-acao ciclica e que indz, (L) > N, assim f*? restrita a ||L|| aplica algum ponto sobre a
diagonal de (R?)*?. E portanto, cada L € £ contém um simplexo maximal ideal. Agora
basta estimarmos o nimero () de L C £ que contém um dado simplexo maximal ideal de
K e estimar M > p-|L]/Q.

Para o caso de p = 2 o teorema apenas afirma que existe uma particao de Tverberg,
porém este fato ja foi provado. Portanto nos interessa o caso de p ser maior que 2.

Seja p > 2 um primo, portanto p é impar e assim N = (d + 1)(p — 1) é par. Para

descrever um membro L da familia £, nés primeiro dividimos as N +1 linhas do hipergrafo

!Para mais detalhes ver [T1].
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em % pares e mais uma linha remanescente. Seja I o niimero de maneiras de realizar
essas escolhas.

Para cada par de linhas escolhemos um ciclo C' que seja invariante sobre a agao
ciclica que age nas colunas do hipergrafo e notemos que pelo fato de C' ser um ciclo
invariante sobre a agao basta definir as arestas que saem do primeiro vértice da primeira

linha. Por exemplo para p = 5:

p

2) escolhas para C. Escolhendo para cada par de linhas um tal

Assim existem (

ciclo, obtemos os ciclos invariantes C, (%, ..., Cy/. Para um pareamento fixo das linhas

P

N/2 . o
2) . 0s simplexos maximais

temos que o namero de escolhas para os C;, 1 <i < N/2 é (
do subcomplexo L constituidos de um certo pareamento e os correspondentes C; sao os

simplexos maximais de K que contém uma aresta de cada C;.
Ch
Cy

Cs
[ ] S.

p

2) e cada uma dessas escolhas é feita

Como o nimero de escolhas para os C; é (
para cada um dos /I pareamentos das linhas, temos que |£| = IT - (12’) N2 Por outro lado
fixado um simplexo maximal de K temos que uma das duas arestas que saem do primeiro
vértice da primeira linha ¢ atingida pelo simplexo maximal ou por uma agao numa aresta
do mesmo pareamento, assim para definir cada ciclo ja nao é mais preciso definir aonde

vai cada uma das duas arestas que saem do primeiro vértice da primeira linha de cada

par pois uma ja esta fixada, portanto resta definirmos a outra aresta que por sua vez nao
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pode atingir o mesmo vértice atingido pela aresta fixada na linha abaixo pois devemos ter
um ciclo e temos entao que as escolhas para dita aresta sao p — 1. Concluimos entao que
Q=1-(p—- 1"

Cada L pode ser interpretado como o join dos N/2 ciclos Cy,Cs, ... ,COny2 € 08 p

pontos remanescentes do pareamento. Assim topologicamente temos:
|IL|| = (S*)* ™2 « D, = SN« D,

portanto indz, (L) > N.

Agora basta calcularmos p - |£]/Q,

p-1L]/Q = p-

I
S

Como o nimero de parti¢oes de Tverberg é ao menos M/ple M > p-|L|/Q =p- (g)N/Q,

onde N = (d+ 1)(p — 1), temos que existem ao menos,

1 (p)(d+1)(p—1)/2
(p—1) \2

particoes de Tverberg. 0
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Capitulo 4

A conjectura de Tverberg

No capitulo anterior vimos que a versao topologica do teorema de Tverberg é valida
quando a dimensao do simplexo é N = (d + 1)(r — 1) + 1, com d > 1 e r um namero
primo. O objetivo deste capitulo é descrever brevemente o que ocorre para as outros
valores de r, e também analisar como se comporta o niimero de particoes de Tverberg
para estes casos. Mais precisamente, descrever os principais resultados que foram obtidos

nas tltimas décadas em torno da famosa Conjectura de Tverberg.

4.1 Um breve histoérico sobre a conjectura de Tverberg

A seguir, enunciamos a versao topoldgica mais geral do Teorema de Tverberg, co-

nhecida como Conjectura de Tverberg.

Teorema 4.1.1 (Conjectura de Tverberg) Sejam d > 1 e r > 2 arbitrdrios e denote

N :=(d+1)(r —1). Para cada aplicag¢io continua
felle™] — R
ewistem 1 faces disjuntas Fy, Fy, ..., F, C o tais que
FAIAID A fAIEID O -0 f(EAD # 0.

Esta conjectura foi provada no caso em que r é um primo (caso principal estudado

neste trabalho) por Barany, Schlosman e Sziics em 1981 [2]. A conjetura também ¢ valida
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para o caso em que r é uma poténcia de primo e tal teorema foi provado de maneiras
independentes por Volovikov [24] e por Sarkaria [19]. A demonstracdo deste caso, em
ambas referéncias, requer o conhecimento de ferramentas avangadas de topologia algébrica.

Desde 1996 quando foi provado por Volovikov [24] (e de 2000 quando foi provado
por Sarkaria [19]) até 2015, apesar de outras tentativas que deram origem a novas técnicas
e conjecturas equivalentes, nao houve avancos para o caso onde r nao seja poténcia de
primo. Durante este periodo, a validade da Conjectura de Tverberg para tal caso foi
considerada um dos problemas mais desafiadores na area de topologia combinatorial e
geométrica.

Em fevereiro de 2015, em um pré-print publicado por Florian Frick no arxiv, sob
algumas condigoes sobre os parametros r e d, um contra-exemplo para a Conjectura de
Tverberg é apresentado e, portanto, a Conjectura de Tverberg nao é valida para o caso
geral.

A seguir, descrevemos os passos usados por Frick, para obter o contra exemplo para
tal conjectura.

Denotemos por W, o espago o espago vetorial {(xy,...,z,) € R" | > x; = 0} com

a acao do grupo simétrico S, que permuta as coordenadas.

Teorema 4.1.2 Suponha r > 2, k > 3 e seja K um complexo simplicial de dimensao

(r — 1)k. Entao as sequintes afirmagées sao equivalentes:
(i) Existe uma Sy-aplicagdo K} ) — S(Werk).
(i) Eziste uma aplicacio continua f : K — R tal que para qualquer conjunto de r
faces o1, ... 0, de k temos f(oy)N---N f(o,) = 0.

Demonstragao: Ver em [10]. O

Lema 4.1.3 Sejam d > 3 e G um grupo finito. Se X um G-complexo simplicial d-
dimensional livre e Y um G-complexo simplicial (d — 2)-conexo. FEriste uma G-aplica¢do
X =Y se, e somente se, existe uma G,-aplicagao X — Y para todo p-subgrupo de Sylow,

com p primo.
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Demonstragao: Ver em [16]. O

Com os dois tltimos resultados Frick provou o seguinte teorema, o qual garante que

a Conjectura de Tverberg falha no caso geral.

Teorema 4.1.4 Sejam r > 6 um inteiro que nao seja poténcia de primo, e k > 3 um
inteiro. Pondo N = (r—1)(rk+2), entdo existe uma aplica¢io continua F : Ay — R™ 1

tal que para qualquer r faces disjuntas o, ..., 0, de Ay tenhamos F(o1)N---NF(o,.) = 0.

Demonstragao: Ver em [6]. O

Sabendo que a Conjectura de Tverberg nao é valida no caso geral, faz sentido questi-
onar em que condi¢oes podemos ter um resultado similar. Em outubro de 2015, Blagoje-
vic, Frick e Ziegler em [4] apresentaram um trabalho nesta dire¢ao, o qual descreveremos

brevemente a seguir.

Definigao 4.1.5 Seja N,.(d) o menor inteiro N tal que para qualquer aplica¢do continua

[ Ax — R? existem r faces disjuntas o1, ... 0, com f(o1)N---N f(o,) # 0.

Até agora sabemos que para r poténcia de primo N,.(d) = (r —1)(d + 1), e também
sabemos que quando r ndo é uma poténcia de primo e d é suficientemente grande, N,.(d) >
(r—1)(d+1).

Em [4], foi conjecturado o seguinte:

Conjectura 4.1.6 Sejam r > 2 ed > 1. Entao

N, (d) (r—1)(d+1) ser éuma poténcia de primo ou d <r
r(d+1)—1 caso contrdrio. ’

4.2 Comportamento das Particoes de Tverberg

Desde que a Conjectura de Tverberg é valida para o caso em que 7 é uma poténcia de

um primo, o numero de particoes de Tverberg ¢ maior ou igual 1 e, a questao de apresentar
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uma estimativa inferior para este nimero, como foi apresentada no capitulo anterior para
0 caso em que r = p é um primo, torna-se uma questao bastante interessante. Stephan

em [21I] deu uma resposta para tal problema, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Sejam r = p® uma poténcia de primo e d > 1. Para qualquer aplica¢ao
continua f : ||oN|| = R?, onde N = (d + 1)(r — 1), o nimero de r-uplas nao ordenadas

{F\,Fy,...,F.} de faces disjuntas de o™ com (;_, f(||Fi||) # 0 € ao menos

(7’—11)!'(8:—1)(

A seguir, apresentamos os principais resultados usados na demonstracao do teorema

m‘z

1

anterior.

Definigao 4.2.2 Seja (X, P®) um G-espago, dizemos que X € livre de pontos fizos se a
orbita de cada ponto € um conjunto nao unitdrio, ou seja nenhum elemento de X € fixado

por todos os elementos do grupo.

Lema 4.2.3 (Volovikov) Sejam G = (Z,)*, X eY G-espagos livres de pontos fizos tal
que Y € uma n-esfera de cohomologia sobre Z, de dimensao finita e ]:IZ-(X, Z,) = 0 para

todo v < n. Entao nao existe uma G-aplicacao de X a Y.

Demonstragao: Ver [24]. O

Lema 4.2.4 Seja XX o r-join r-deletado, onde o grupo simétrico S, age sobre XX per-

mutando as coordenadas. Entao XX € livre de pontos fixos.

Demonstracao: Seja x = t;x1+---+t,x, € X}, portanto por definigao de join deletado
existem indices ¢ e j tais que t; # t; ou x; # x;. Portanto basta considerar um elemento
g € (Z,)* que permute a coordenada i com a coordenada j. Obtemos assim que x # gz e

portanto |O,| > 1. O

Lema 4.2.5 Sejam r > 2 e d inteiros. Entdo temos que (R?)Y ~ SU@+Dr—1-1,
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Demonstragao: Ver [21], pagina 4. O

Como mencionado anteriormente, os resultados acima sao ferramentas auxiliares que
permitem a demonstra¢ao do Teorema [£.2.1] a qual pode ser encontrada com detalhes em

[21]. A ideia da prova é uma adaptagao da técnica usada para demonstrar o Teorema

81T
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