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Resumo

O objetivo principal desta dissertação consiste em desenvolver um estudo detalhado

de métodos topológicos em combinatória e geometria visando apresentar uma prova da

versão topológica do teorema de Tverberg e de um teorema sobre a quantidade de partições

de Tverberg.

Palavras Chave: Complexos simpliciais, G-ações, G-índices, joins, Teorema de

Tverberg, Teoremas do Tipo Borsuk-Ulam.



Abstract

In this work, we will use topological methods in combinatorics and geometry to

present a proof of the topological Tverberg theorem and a result about many Tverberg

partitions.

Keywords: Simplicial complexes, G-actions, G-index, joins, Tverberg theorem,

Borsuk-Ulam type theorems.
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Introdução

O Teorema de Tverberg é uma generalização do Teorema de Radon. Este último,

afirma que um conjunto de d + 2 pontos em Rd pode ser particionado em dois subcon-

juntos que possuem envoltórias convexas não disjuntas. Tais teoremas são importantes e

interessantes teoremas da Geometria Discreta e, especificamente, afirmam que:

Teorema de Radon. Todo conjunto X constituído de d + 2 pontos em Rd pode ser

dividido em dois subconjuntos disjuntos A1 e A2 de X com interseção não vazia de suas

envoltórias convexas, i.e., conv(A1) ∩ conv(A2) 6= ∅, onde conv(Ai) denota a envoltória

convexa ou fecho convexo de Ai.

Teorema de Tverberg. Para qualquer d ≥ 1 e r ≥ 2, qualquer conjunto constituído

de (d + 1)(r − 1) + 1 pontos em Rd pode ser particionado em r subconjuntos disjuntos

A1, A2, . . . , Ar de tal maneira que conv(A1) ∩ · · · ∩conv(Ar) 6= ∅. Tal partição é dita uma

partição de Tverberg.

A prova original do Teorema de Tverberg [22] apresentada em 1966 é considerada

bastante técnica e complicada. Alguns anos depois, Tverberg em [23] publicou uma prova

mais simples de seu teorema. Em 1992, Sarkaria em [18] também apresenta uma prova

simples e elegante deste importante resultado.

Os teoremas de Radon e Tverberg podem ser reformulados em termos de aplicações

afins, da seguinte forma:

Uma formulação equivalente do Teorema de Radon. Para toda aplicação afim de

f : ||σd+1|| → Rd, existem duas faces disjuntas F1, F2 ⊆ σd+1 tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) 6= ∅.
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Uma formulação equivalente do Teorema de Tverberg. Para toda aplicação afim

f : ||σ(d+1)(r−1)|| → Rd, existem r faces disjuntas F1, F2, . . . , Fr ⊆ σN tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ · · · ∩ f(||Fr||) 6= ∅.

Sabendo das equivalências anteriores, faz sentido questionar se a afirmação conti-

nua válida ao exigir que f seja somente uma aplicação contínua ao invés de afim. Tal

formulação dá origem a famosa Conjectura de Tverberg, a saber

Conjectura de Tverberg. Sejam d ≥ 1 e r ≥ 2 arbitrários e denote N := (d+1)(r−1).

Para cada aplicação contínua

f : ||σN || −→ Rd

existem r faces disjuntas F1, F2, . . . , Fr ⊆ σN tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ · · · ∩ f(||Fr||) 6= ∅.

Esta conjectura foi provada no caso r = 2 por Bajmóczy e Bárány em 1979 [1] e

no caso em que r é um primo por Bárány, Schlosman e Szücs em 1981 [2]. Estes dois

casos constituem nos principais resultados que apresentaremos neste trabalho, conhecidos

como versão topológica do teorema de Radon e versão topológica do teorema

de Tverberg para r primo, respectivamente.

Versão topológica do teorema de Radon. Seja f : ||σd+1|| −→ Rd uma aplicação

contínua. Então existem duas faces disjuntas F1, F2 ⊆ σd+1 tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) 6= ∅.

Versão topológica do teorema de Tverberg - Caso r = p primo. Sejam p um

primo, d ≥ 1 arbitrários e denote N := (d+ 1)(p− 1). Para cada aplicação contínua

f : ||σN || −→ Rd
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existem p faces disjuntas F1, F2, . . . , Fp ⊆ σN tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ · · · ∩ f(||Fp||) 6= ∅.

Aqui, vamos fazer uma observação interessante sobre estes teoremas: lembremos que

o Teorema clássico de Borsuk-Ulam afirma, em particular, que uma aplicação contínua

de Sn em Rn não pode ser injetiva. O Teorema topólogico de Radon tem esta mesma

propriedade, como mostram as ilustrações abaixo para d = 1 e d = 2:

Este fato nos diz que o Teorema topológico de Radon esta fortemente relacionado

com os problemas famosos de não existência de mergulhos topológicos de um complexo

simplicial (grafos) sobre os espaços euclidianos, tal como o Teorema de Van-Kampen-

Flores entre outros.

Voltando a Conjetura de Tverberg, temos também que a mesma é válida para o caso

em que r é uma potência de primo e tal teorema foi provado de maneiras independentes

por Volovikov [24] e por Sarkaria [19]. A demonstração deste caso, em ambas referên-

cias, requer o conhecimento de ferramentas avançadas de topologia algébrica, tais como

sequências espectrais de uma fibração entre outras.

Desde 1996 quando foi provado por Volovikov [24] (e de 2000 quando foi provado

por Sarkaria [19]) até 2015, apesar de várias tentativas que deram origem a novas técnicas

e conjecturas equivalentes, não houve avanços para o caso em que r não seja potência

de primo. Durante este período, a validade da Conjectura de Tverberg para tal caso foi

considerada um dos problemas mais desafiadores na área de topologia combinatorial e

geométrica. Em fevereiro de 2015, em um pré-print publicado por Florian Frick no arxiv,



Introdução 4

sob algumas condições sobre os parâmetros r e d, um contra-exemplo para a Conjectura

de Tverberg é apresentado, mostrando então que a Conjectura de Tverberg não é válida

para o caso geral.

Relatamos a seguir um outro problema interessante relacionado com o Teorema de

Tverberg. Sabendo que o teorema é válido, podemos afirmar que existe pelo menos uma

partição de Tverberg. Porém quantas partições de Tverberg existem para (d + 1)(r −

1) + 1 pontos em Rd? Sierksma conjecturou que existem ((r − 1)!)d partições, mas até

o momento tal afirmação ainda não pode ser provada. Entretanto, Vućić e Živaljević em

[25] estabeleceram um limitante inferior para o número de partições se r for primo (no

caso em que r é uma potência de primo, também existe uma estimativa similar [21]).

Teorema (Partições de Tverberg[25]).Seja p um primo. Para qualquer aplicação

contínua f : ||σN || → Rd, onde N = (d + 1)(p − 1), o número de p-uplas não ordenadas

{F1, F2, . . . , Fp} de faces disjuntas de σN com
⋂p
i=1 f(||Fi||) 6= ∅ é ao menos

1

(p− 1)!
·
(p

2

)(d+1)(p−1)/2

.

.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma prova da versão topológica

do teorema de Tverberg (caso r primo) e um teorema sobre a quantidade de particões

de Tverberg (caso r primo). Para isso será feito uma estudo sobre G-ações, Joins, EnG-

espaços e G-índice. Estas ferramentas nos propiciarão condições para demonstrar os

resultados citados. As principais referências para o desenvolvimento do trabalho foram

[12], [2] e [25].

Mais especificamente, no cápitulo 1, são apresentados os conceitos preliminares para

a abordagem do tema, tais como, complexos simpliciais geométricos e abstratos, join de

espaços topológicos e espaços k-conexos.

No capítulo 2, é introduzido o conceito de um G-índice para G-espaços. Aqui vale

ressaltar que na literatura existem várias teorias de G-índice, como por exemplo o famoso

Z2-índice de Yang [26], no entanto, não faremos comparações do índice apresentado com

os demais índices conhecidos, desde que cada um deles possui uma forma peculiar de

definição. Na sequência, calculamos o índice de espaços especiais (p-produto deletado
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de Rd e p-join deletado de Rd, para p ≥ 2 primo), os quais são fundamentais para as

demonstrações da versão topológica do teorema de Radon e a da versão topológica do

teorema de Tverberg (caso r primo). Finalizamos o capítulo com uma aplicação do Zp-

índice em teoremas de BorsuK-Ulam para Zp-ações livres.

No capítulo 3, usando algumas técnicas combinatoriais e também o Zp-índice, mos-

tramos um teorema sobre a quantidade de particões de Tverberg (caso r primo) descrito

anteriormente.

No capítulo 4, finalizando o trabalho, damos um breve histórico da Conjectura de

Tverberg, apresentando os principais resultados que envolvem tal conjectura, dentre eles

alguns bem recentes (2015), mostrando a relevância e importâcia atual deste tema na

literatura.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste cápitulo, apresentaremos os conceitos preliminares para o desenvolvimento

do trabalho, tais como, complexos simpliciais geométricos e abstratos, join de espaços

topológicos e espaços k-conexos.

1.1 Complexos Simpliciais Geométricos

Definição 1.1.1 Sejam v0, v1, . . . , vk pontos em Rd. Nós diremos que esses pontos são

geometricamente dependentes se existem números reais α1, α2, . . . , αk, não todos nulos tal

que
∑k

i=0 αivi = 0 e
∑k

i=0 αi = 0. Caso contrário v0, v1, . . . , vk são chamados geometrica-

mente independentes.

Exemplo 1.1.2 Temos que:

• Dois pontos v0 e v1 são geometricamente independentes se v1 6= v2.

• Três pontos v0, v1 e v2 são geometricamente independentes se não estão numa mesma

reta.

• Quatro pontos v0, v1, v2 e v3 são geometricamente independentes se não estão num

mesmo plano.

Lema 1.1.3 ([12], Lemma 1.3.2) As seguintes condições são equivalentes aos pontos

v0, v1, . . . , vk ∈ Rd serem geometricamente independentes:
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• Os vetores v1 − v0, v2 − v0, . . . , vk − v0 são linearmente independentes.

• Os vetores (d + 1)-dimensionais (1, v0), (1, v1), . . . , (1, vk) ∈ Rd+1 são linearmente

independentes.

Definição 1.1.4 Um simplexo σ é a envoltória convexa de um conjunto finito A ⊂ Rd

de pontos geometricamente independentes. Os pontos de A são chamados de vértices de

σ. A dimensão de σ é dimσ := |A| − 1. Assim cada k-simplexo(simplexo k-dimensional)

tem k + 1 vértices.

Exemplo 1.1.5 São exemplos de simplexos: um ponto, um segmento de reta, um triân-

gulo, um tetraedro:

Estes exemplos tem dimensão 0, 1, 2 e 3, respectivamente.

Definição 1.1.6 A envoltória convexa de um subconjunto arbitrário dos vértices de um

simplexo σ é uma face de σ. Assim cada face é um simplexo.

O interior relativo de um simplexo σ é construído a partir de σ pela remoção de

todas as faces de dimensão menor que dimσ.

Definição 1.1.7 Uma família não vazia ∆ de simplexos é um complexo simplicial se as

duas seguintes condições são satisfeitas:

• Cada face de qualquer simplexo σ ∈ ∆ é também um simplexo de ∆.

• A interseção σ1 ∩ σ2 de quaisquer dois simplexos σ1, σ2 ∈ ∆ é uma face de ambos

σ1 e σ2.

A união de todos os simplexos de um complexo simplicial ∆ é denominada poliedro de

∆ e é denotado por ||∆||.

A dimensão de um complexo simplicial é a maior dimensão dos simplexos que o

compõem: dim ∆ := max{dimσ ∈ ∆}.
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O conjunto de vértices de ∆, denotado por V (∆), é a união dos conjuntos de

vértices de todos os simplexos de ∆.

Exemplo 1.1.8 Abaixo temos três figuras, onde a da esquerda representa um complexo

simplicial e as outras duas não representam complexos simpliciais:

Os interiores relativos de todos os simplexos de um complexo simplicial ∆ formam

uma partição do poliedro ||∆||, pois para cada x ∈ ||∆|| existe exatamente um simplexo

σ ∈ ∆ tal que x está em seu interior relativo. Este simplexo é denotado por supp(x) e

chamado de suporte do ponto x.

Lema 1.1.9 O conjunto de todas as faces de um simplexo é um complexo simplicial.

Demonstração: Sejam V ⊂ Rd um conjuto geometricamente independente e F,G ⊂ V .

Mostremos que

conv(F ) ∩ conv(G) = conv(F ∩G)

.

Temos que F∩G ⊂ F,G, portanto conv(F∩G) ⊂ conv(F ) e conv(F∩G) ⊂ conv(G),

ou seja, conv(F ∩G) ⊂ conv(F ) ∩ conv(G). Por outro lado seja x ∈ conv(F ) ∩ conv(G),

logo existem números reais não negativos αu, βv, tais que

x =
∑
u∈F

αuu =
∑
v∈G

βvv, com
∑
u∈F

αu = 1 =
∑
v∈G

βv.

Assim temos que

0 =
∑
u∈F

αuu−
∑
v∈G

βvv =
∑
u∈F\G

αuu−
∑
v∈G\F

βvv +
∑

w∈F∩G

(αw − βw)w.

Como F ∪G é um conjunto geometricamente independente temos que

αu = βv = (αw − βw) = 0, para todo u ∈ F\G, v ∈ G\F e w ∈ F ∩G.
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Portanto x =
∑

u∈F∩G αuu =
∑

v∈F∩G βvv. �

Um complexo simplicial consistindo de todas as faces de um n-dimensional simplexo,

arbitrário, incluindo o próprio simplexo, será denotado por σn.

Definição 1.1.10 Um subcomplexo de um complexo simplicial ∆ é um subconjunto de

∆ que também é um complexo simplicial.

Exemplo 1.1.11 Um exemplo de um subcomplexo é o k-esqueleto de um complexo sim-

plicial ∆. O k-esqueleto consiste de todos os simplexos de ∆ que tem dimensão no máximo

k, e será denotado por ∆≤k.

1.2 Triangulações

Definição 1.2.1 Seja X um espaço topológico. Se existir um complexo simplicial ∆ tal

que X ∼= ‖∆‖, então ∆ é chamado de triangulação de X.

Exemplo 1.2.2 Uma simples triangulação da esfera Sn−1 é a fronteira de um n-simplexo,

que é, o subcomplexo de σn obtido ao deletarmos apenas o n-dimensional simplexo de σn.

O homeomorfismo para o caso n = 2 ilustrado a seguir , é chamado de projeção

central. O caso geral é obtido pelo mesmo tipo de projeção.

Definição 1.2.3 O d-dimensional crosspolytope é a envoltória convexa

conv{e1,−e1, ..., ed,−ed}

dos vetores da base canônica juntamente com os opostos:
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Também podemos definir como sendo a bola unitária em relação a norma

l1 : {x ∈ R : ‖x‖1 ≤ 1}.

1.3 Complexos Simpliciais Abstratos

O complexo simplicial abstrato é a versão combinatorial do complexo simplicial

geométrico, ou seja, duas descrições diferentes para o mesmo objeto matemático.

Definição 1.3.1 Um complexo simplicial abstrato é um par (V,K), onde V é um

conjunto e K ⊆ 2V 1 é um sistema hereditário de subconjuntos de V , ou seja, sempre que

F ∈ K e G ⊂ F tem-se que G ∈ K. Em particular ∅ ∈ K sempre que K 6= ∅. Os

elementos de K são chamados simplexos. A dimensão de K é definida por dim(K) :=

max{|F | − 1 : F ∈ K}.

Usualmente será assumido que V =
⋃
K, escrevendo somente K em vez de (V,K),

onde V é entendido como sendo igual a
⋃
K.

Cada complexo simplicial geométrico ∆ determina um complexo simplicial abstrato.

Os pontos do complexo simplicial abstrato são todos os vértices de simplexos de ∆, pondo

V := V (∆), e os conjuntos do complexo simplicial abstrato são justamente os conjuntos

de vértices dos simplexos de ∆. O sistema de conjuntos (V,K) obtido dessa maneira é

um complexo simplicial abstrato.

Exemplo 1.3.2 Para o complexo simplicial geométrico representado abaixo
12V denota o conjunto das parte de V .
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tem-se o complexo simplicial abstrato {∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},

{2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 3}}.

Nessa situação dizemos que ∆ é a realização geométrica de K, e o poliedro de ∆ é

também associado como poliedro de K.

Reciprocamente, qualquer complexo simplicial abstrato (V,K) com V finito tem

uma realização geométrica. Seja n := |V | − 1 e identificamos V com o conjunto de

vértices de um simplexo n-dimensional σn. Definindo um subcomplexo ∆ de σn por

∆ := {conv(F ) : F ∈ K}. Este é um complexo simplicial geométrico, e é associado ao

complexo simplicial abstrato K. Assim todo complexo simplicial com n+ 1 vértices pode

ser realizado em Rn.

Definição 1.3.3 Sejam K e L dois complexos simpliciais abstratos. Uma aplicação

simplicial de K em L é uma aplicação f : V (K)→ V (L) que leva simplexos em simple-

xos, isto é, f(F ) ∈ L sempre que F ∈ K.

Uma aplicação simplicial bijetiva cuja inversa também é aplicação simplicial é cha-

mada um isomorfismo de complexos simpliciais abstratos. Se existe um isomorfismo

entre complexos simpliciais K e L, denotamos K ∼= L.

Definição 1.3.4 Sejam ∆1 e ∆2 complexos simpliciais geométricos, K1 e K2 os comple-

xos simpliciais abstratos associados, e f : V (K1) → V (K2) uma aplicação simplicial de

K1 em K2. Definimos a aplicação extensão afim de f ,

‖f‖ : ‖∆1‖ → ‖∆2‖,

estendendo f linearmente nos interiores relativos dos simplexos de ∆1, da seguinte ma-

neira: se σ = supp(x) ∈ ∆1 é o suporte de x, os vértices de σ são v0, . . . , vk, e x =
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∑k
i=0 αivi com α0, . . . , αk ≥ 0 e

∑k
i=0 αi = 1, definimos ‖f‖(x) =

∑k
i=0 αif(vi). Observa-

mos que ‖f‖ é bem definida, pois sendo f uma aplicação simplicial o conjunto de vértices

{f(v0), . . . , f(vk)} é sempre o conjunto de vértices de um simplexo em ∆2.

Lema 1.3.5 Uma aplicação f : ||∆1|| → X é contínua se, e somente se, f |σ é contínua

para cada σ ∈ ∆1.

Demonstração: Se f é contínua, então f |σ é contínua desde que σ é subespaço de ∆1.

Reciprocamente, supondo cada aplicação f |σ contínua, tomemos C um fechado de X, logo

f−1(C) ∩ σ = (f |σ)−1(C) é fechado em σ, pois f |σ é contínua. Assim f−1(C) é fechado

em ∆1, pois é interseção finita de fechados. �

Proposição 1.3.6 Para toda aplicação simplicial f como na definição 1.3.4, ‖f‖ é uma

aplicação contínua ‖∆1‖ → ‖∆2‖. Se f é injetiva, então ‖f‖ é injetiva também, e se f é

um isomorfismo, então ‖f‖ é um homeomorfismo.

Em particular, esta proposição mostra que cada complexo simplicial abstrato (V,K) define

um único espaço topológico a menos de homeomorfismo.

Demonstração: Temos que ‖f‖ aplica o n-simplexo σ gerado por v0, v1, . . . , vn conti-

nuamente sobre o simplexo τ gerado pelo conjunto de vértices {f(v0), f(v1), . . . , f(vn)}.

Pelo Lema 1.3.5 ‖f‖ é contínua. �

Cada sistema finito de conjuntos hereditários pode ser considerado como um com-

plexo simplicial abstrato, definindo um espaço topológico (o poliedro de uma realização

geométrica) a menos de homeomorfismo.

Por outro lado, se um espaço topológico admite triangulação, ele pode ser descrito

de forma puramente combinatorial por um complexo simplicial abstrato(essa descrição

não é única).

Uma aplicação contínua, mesmo entre espaços triangularizáveis, geralmente não

pode ser descrita por uma aplicação simplicial.
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1.4 Dimensão de Realizações Geométricas

Teorema 1.4.1 (Teorema da Realização Geométrica) Cada complexo simplicial fi-

nito d-dimensional K tem uma realização geométrica em R2d+1.

Para d = 1, o teorema diz que qualquer grafo pode ser representado em R3, com

arestas sendo segmentos retos.

Para provar o teorema serão necessárias alguns resultados preliminares.

Lema 1.4.2 Se K é um complexo simplicial e f : V (K) → Rd é uma aplicação injetiva

tal que f(F ∪G) é geometricamente independente para todo F,G ∈ K, então a associação

F 7−→ σF := conv(f(F ))

fornece uma realização geométrica de K em Rd.

Demonstração: Se f(F ∪G) é geometricamente independente, então σF e σG são duas

faces do simplexo que tem f(F ∪G) como conjunto de vértices. Então σF ∩ σG = σF∩G,

desde que as faces do simplexo geométrico formam um complexo simplicial. �

Definição 1.4.3 A curva {γ : t ∈ R} dada por γ(t) := (t, t2, . . . , td) é chamada curva

momento em Rd.

Lema 1.4.4 Nenhum hiperplano intersecta a curva momento γ em Rd em mais de d pon-

tos. Consequentemente, cada conjunto com d+ 1 pontos distintos de γ é geometricamente

independente. Além disso, se γ intersecta um hiperplano h em d pontos distintos, em

cada interseção γ atravessa para o outro lado de h.

Demonstração: Um hiperplano h é representado por uma equação a1x1 + a2x2 + · · ·+

adxd = b com (a1, . . . , ad) 6= 0). Se um ponto γ(t) esta em h, então temos a1t + a2t
2 +

· · · + adt
d = b. Isso significa que os valores de t correspondentes a interseção de γ com

h são as raízes reais do polinômio não nulo p(t) = (
∑d

i=1 ait
i) − b de grau no máximo d.

Assim p(t) tem no máximo d raízes, e então existe no máximo d interseções.
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Se existe d distintas interseções, então p(t) tem d distintas raízes, as quais são todas

simples. Portanto, p(t) muda de sinal em cada raiz, isso significa que γ atravessa para o

outro lado de h em cada raiz. �

Demonstração:(Prova do Teorema 1.4.1): Escolhendo uma aplicação f : V (K)→ R2d+1

tal que os vértices de K são associados a distintos pontos da curva momento em R2d+1.

Então para F,G ∈ K nós temos |F ∪G| ≤ (d+ 1) + (d+ 1) = 2d+ 2, e assim pelo Lema

1.4.4 os correspondentes pontos em f(F ∪G) são geometricamente independentes. Logo,

o resultado segue do Lema 1.4.2. �

1.5 Complexos Simpliciais e conjuntos parcialmente or-

denados

Um conjunto parcialmente ordenado, ou abreviadamente poset, é um par (P,�),

onde P é um conjunto e � é uma relação binária em P que é reflexiva, transitiva e

antissimétrica.

Como nós veremos, existe uma correspondência entre complexos simpliciais finitos

e posets finitos.

Definição 1.5.1 O complexo ordem de um poset P é o complexo simplicial ∆(P ), cujos

vértices são os elementos de P e cujos simplexos são todas as cadeias (isto é, subconjuntos

ordenados, {x1, x2, . . . , xk}, x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xk) em P .

O poset face de um complexo simplicial K é o poset P (K), o qual é o conjunto de

todos os simplexos não vazios de K ordenados por inclusão.

Exemplo 1.5.2 Abaixo temos um complexo simplicial e seu respectivo poset face:
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Definição 1.5.3 Para um complexo simplicial K, o complexo simplicial

sd(K) := ∆(P (K))

é chamado de subdivisão baricêntrica de K.

Mais explicitamente, os vértices de sd(K) são simplexos não vazios de K, e os

simplexos de sd(K) são as cadeias dos simplexos de K ordenados por inclusão.

Dada uma realização geométrica de K, nós podemos colocar o vértice de sd(K),

correspondente ao simplexo σ no centro de gravidade (baricentro) de σ. Assim, como é

sugestivo na figura, temos que ‖sd(K)‖ é sempre homeomorfo a ‖K‖.

Sejam (P1,�1) e (P2,�2) posets. Uma aplicação f : P1 → P2 é dita monótona se

x �1 y implica f(x) �2 f(y).

Proposição 1.5.4 ([12], Proposition 1.7.3) Cada aplicação monótona f : P1 → P2

entre posets é também uma aplicação simplicial V (∆(P1))→ V (∆(P2)) entre os complexos

ordem.

Corolário 1.5.5 ([12], Corollary 1.7.4) Sejam K1 e K2 complexos simpliciais. Con-

sideramos uma aplicação arbitrária f que associa cada simplexo F ∈ K1 a um simplexo
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f(K) ∈ K2, e suponha que se F ′ ⊆ F , então também f(F ′) ⊆ f(F ). Então f pode consi-

derada como uma aplicação simplicial de sd(K1) em sd(K2), e então induz uma aplicação

contínua ‖f‖ : ‖K1‖ → ‖K2‖.

Muitas vezes sd(K) pode ser denotado em outras bibliografias por K ′ e é chamado

de derivado de K.

Ao iterarmos a subdivisão baricêntrica varias vezes, o diâmetro de todos os simplexos

decresce. Essa é uma maneira simples de produzir triangulações finas.

1.6 Joins

O produto cartesiano de dois espaços topológicos X, Y é também um espaço topo-

lógico, entretanto, se X e Y são simplexos de dimensão ao menos 1, então X × Y não é

um simplexo.

Definiremos nesta seção o join, que nos permitira operar complexos simpliciais e

obter um complexo simplicial.

Definição 1.6.1 Sejam K e L dois complexos simpliciais. O join K ∗ L é o complexo

simplicial com conjunto de vértices V (K)]V (L) := V (K)×{1}∪V (L)×{2} e conjunto

de simplexos {F ]G : F ∈ K,G ∈ L}.

Mais geralmente, podemos definir o n-join de um complexo simplicial K,

K∗n := K ∗K ∗ · · · ∗K︸ ︷︷ ︸
n-vezes

∼= {F1 ] F2 ] · · · ] Fn : F1, . . . , Fn ∈ K} .

Exemplo 1.6.2 Seja D2 = {∅, {1}, {2}} o complexo simplicial correspondente ao espaço

discreto com dois pontos. Como definido temos que ||D2|| é homeomorfo a S0. Que tipo

de espaço é o n-join D∗n2 ?

Podemos identificar o conjunto dos vértices de D∗n2 com o conjunto [2]× [n]. Dessa

forma um subconjunto de [2]× [n] será um simplexo se, e somente se, não contém ambos

(1, i) e (2, i) com i ∈ [n]. Assim, o complexo simplicial D∗n2 é isomorfo ao complexo

fronteira do n-dimensional crosspolytope. Portanto temos que ||D∗n2 || ∼= Sn−1.
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Definição 1.6.3 (Join de espaços) Sejam X e Y espaços topológicos. O join X ∗ Y

é o espaço quociente X × Y × [0, 1]/ ≈, onde a relação de equivalência ≈ é dada por

(x, y, 0) ≈ (x′, y, 0) para todo x, x′ ∈ X e y ∈ Y e (x, y, 1) ≈ (x, y′, 1) para todo x ∈ X e

y, y′ ∈ Y .

Exemplo 1.6.4 Quando X e Y são simplexos de dimensão 1.

Uma útil interpretação geométrica do join é dada pela seguinte proposição (ver [12,

Proposition 4.2.4]).

Proposição 1.6.5 (Interpretação geométrica do join) Suponha que X1, . . . , Xp são

subespaços de um mesmo espaço euclidiano, que Xi ⊆ Ui, onde U1 ∩ · · · ∩ Up = ∅ e que

a envoltória afim de U1 ∪ · · · ∪ Up tem dimensão dim(U1) + · · ·+ dim(Up) + p− 1. Além

disso suponnha X1, . . . , Xp limitados. Então, o espaço

Z := {t1x1 + · · ·+ tpxp : ti ∈ [0, 1], xi ∈ Xi} ⊂ Rn,

é homeomorfo a X1 ∗ · · · ∗Xp.
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Observação 1.6.6 Com esta interpretação geométrica, mostra-se a equivalência da de-

finição do join de complexos simpliciais com a do join de espaços topológicos, no se-

guinte sentido, a realização geométrica do join de complexos simpliciais ||K ∗L|| é home-

omorfa ao join das realizações geométricas dos complexos simpliciais ||K|| ∗ ||L||, ou seja,

||K ∗ L|| ∼= ||K|| ∗ ||L|| para quaisquer complexos simpliciais K e L (ver [12]).

Podemos escrever um ponto de um join que é uma classe de equivalência [(x, y, t)]

como tx⊕ (1− t)y. Notemos que mesmo tendo X = Y e a, b ∈ X, a 6= b essa soma não é

comutativa, pois 1
2
a⊕ 1

2
b 6= 1

2
b⊕ 1

2
a.

De maneira análoga usaremos a notação t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ · · · ⊕ tnxn para um ponto de

X∗n = X ∗X ∗ · · · ∗X︸ ︷︷ ︸
n-vezes

.

Definição 1.6.7 Dadas duas aplicações contínuas f : X1 → X2 e g : Y1 → Y2, o join de

f e g denotado por f ∗ g é a aplicação contínua

f ∗ g : X1 ∗ Y1 → X2 ∗ Y2,

dada por tx⊕ (1− t)y 7→ tf(x)⊕ (1− t)g(y).

Mais geralmente, dada a aplicação contínua f : X → Y , podemos definir a aplicação

contínua f ∗n = f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
n-vezes

: X∗n → Y ∗n.

Observação 1.6.8 (Joins e produtos) O produto X×Y pode ser mergulhado em X∗Y

por (x, y) 7→ 1
2
x⊕ 1

2
y. Ou de maneira geral Xn mergulha em X∗n por (x1, x2, . . . , xn) 7→

1
n
x1 ⊕ 1

n
x2 ⊕ · · · ⊕ 1

n
xn.

1.7 Espaços k-conexos

Definição 1.7.1 Seja k ≥ −1. Um espaço topológico X é k-conexo se para cada l =

−1, 0, . . . , k, cada aplicação contínua f : Sl → X pode ser estendida a uma aplicação

contínua f : Bl+1 → X. Ou seja, cada aplicação f : Sl → X é homotopicamente nula.

Consideremos S−1 = ∅ e B0 um conjunto unitário.
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Exemplo 1.7.2 Abaixo temos dois subespaços de R2, onde o primeiro é (−1)-conexo e o

segundo é 0-conexo:

Teorema 1.7.3 (Teorema de Borsuk-Ulam) Para todo n ≥ 0, não existe aplicação

contínua f : Bn → Sn−1 que é antipodal na fronteira, ou seja que satisfaz f(x) = f(−x)

para todo x ∈ Sn−1 = ∂Bn.

Teorema 1.7.4 A n-esfera Sn é (n− 1)-conexa e não é n-conexa.

Demonstração: Para provar que Sn não é n-conexa vamos tomar a aplicação identidade

Id : Sn → Sn onde Id(x) = x para todo x ∈ Sn. Temos portanto que Id é uma aplicação

antipodal uma vez que é contínua e satisfaz Id(−x) = −x = −Id(x).

Assim se Sn fosse n-conexa existiria uma aplicação contínua f : Bn+1 → Sn que

estende Id. Ao estender Id temos que f é antipodal sobre a fronteira, o que contradiz o

Teorema 1.7.3. Logo, Sn não é n-conexa.

Por outro lado, seja f : Sk → Sn, k < n uma aplicação contínua. Queremos que

f seja homotopicamente nula. Para tanto vamos definir uma aplicação g : Sk → Sn

homotopicamente nula e tal que g seja homotópica a f .

Seja ε > 0 tal que ||f(x) − f(y)|| < 1 se ||x − y|| < ε. Sempre é possível fazer a

escolha de tal ε pois f é contínua e tem domínio compacto, e portanto é uniformemente

contínua. Tomemos uma triangulação ∆ de Sk tal que cada simplexo σ de ∆ tenha

diâmetro menor que ε. Definimos g como sendo a extensão por linearidade de f com base

nos vértices de ∆.

Defina F : Sk × [0, 1]→ Sn, por:

F (x, t) =
t
∑m

i=1 λif(vi) + (1− t)f(x)

||t
∑m

i=1 λif(vi) + (1− t)f(x)||
,
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onde v1, . . . , vm são os vértices de supp(x) e x =
∑m

i=1 λivi. Para que F esteja bem definida

e contínua temos que ter t
∑m

i=1 λif(vi) + (1− t)f(x) 6= 0 para todo x ∈ Sk. Notemos que

todos os f(vi) bem como f(x) estão a uma distância menor que 1 de f(v1) uma vez que

v1, . . . , vm são vértices de um simplexo de ∆ e portanto cada vi dista menos que ε de v1.

Assim os pontos f(v1), . . . , f(vm), f(x) estão contidos em uma bola de raio menor que 1

centrada em f(v1). Por ser t
∑m

i=1 λif(vi) + (1− t)f(x) um ponto da envoltória convexa

dos pontos f(v1), . . . , f(vm), f(x) ∈ Sn e por esses pontos estarem numa bola que não

contém 0 ∈ Sn, sua envoltória também esta contida em tal bola, pois a bola é convexa, e

pomos concluir que t
∑m

i=1 λif(vi) + (1− t)f(x) 6= 0.

Tem-se que F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x), portanto f e g são homotópicas. Como

Sn menos um de seus pontos é homeomorfa a Rn que é contrátil, basta mostrarmos que

g não é sobrejetora e teremos que g é homotopicamente nula. Como k < n temos que

dim(σ) < n para todo σ ∈ ∆ e portanto g(σ) que esta contido em um simplexo de

dimensão menor que n e consequentemente esta contido em um hiperplano hσ de Rn+1

que passa pela origem. Como Im(g) ⊂
⋃
σ∈∆ hσ e Sn não pode estar contida em tal união,

temos que g não pode ser sobrejetora.

Como f é homotópica a g, f é homotopicamente nula e assim temos que Sn é (n−1)-

conexa como queríamos. �

O seguinte lema é uma consequência do Teorema de Hurewicz([12], Theorem 4.4.1).

Lema 1.7.5 ([12], Proposition 4.4.3) Supondo X k-conexo e Y l-conexo, onde X e

Y são triangularizáveis. Então X ∗ Y é (k + l + 2)-conexo.
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Capítulo 2

Versão topológica do teorema de

Tverberg

Neste capítulo, introduzimos o conceito de um G-índice para G-espaços e calculamos

o índice de espaços especiais (p-produto deletado de Rd e p-join deletado de Rd, para p ≥ 2

primo). Tais resultados são fundamentais para as demonstrações da versão topológica do

teorema de Radon e a da versão topológica do teorema de Tverberg (caso r primo).

Finalizamos o capítulo com uma aplicação do Zp-índice em teoremas de Borsuk-Ulam

para Zp-ações livres.

2.1 G-espaços e G-aplicações

Definição 2.1.1 (G-espaços e G-aplicações) Sejam G um grupo topológico e X um

espaço topológico. Uma G-ação sobre X é uma coleção Φ = (φg)g∈G de homeomorfismos

φg : X → X tal que,

• a associação (g, x) 7→ φg(x) é uma aplicação contínua de G×X → X,

• φe = idX e

• φg ◦ φh = φgh para todo g, h ∈ G.
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Definição 2.1.2 Sejam G um grupo topológico e X um espaço topológico, dada Φ =

(φg)g∈G uma G-ação sobre X. O par (X,Φ) é dito G-espaço.

Definição 2.1.3 Se (X,Φ) e (Y,Ψ) são G-espaços, uma aplicação contínua f : X → Y

é uma G-aplicação (ou aplicação equivariante) se f ◦ φg = ψg ◦ f para todo g ∈ G.

Para cada x ∈ X, a órbita de x sobre a G-ação Φ é o conjunto {φg(x) : g ∈ G}.

Analogamente a órbita de um subconjunto A ⊆ X é
⋃
g∈G φg(A). Um conjunto A ⊆ X é

invariante se φg(A) = A para todo g ∈ G.

Definição 2.1.4 Um G-espaço (X,Φ) é chamado livre se nenhum φg, g 6= e, tem pontos

fixos. Ou seja, para cada x ∈ X, a aplicação g 7→ φg(x) é injetiva e portanto a órbita de

cada ponto é uma cópia de G.

Exemplo 2.1.5 No plano complexo o circulo unitário S1 consiste dos números comple-

xos: {z ∈ C : |z| = 1}. Assim S1 pode ser dotado de uma estrutura de grupo com a

multiplicação complexa sendo a operação de grupo. Então S1 é um S1-espaço, onde o

homeomorfismo φz é dado pela multiplicação por z.

Geometricamente, a multiplicação por z = eiα pode ser interpretada como uma

rotação de S1 com ângulo α. Portanto a ação considerada é livre.

Exemplo 2.1.6 Generalizando o exemplo anterior temos que um grupo topológico G age

livremente sobre si mesmo pela multiplicação a esquerda, φg(h) = gh.

Exemplo 2.1.7 Um fato que usaremos a frente é que toda esfera de dimensão ímpar

admite uma estrutura de Zq-espaço livre.

Seja S2n−1 vista como a esfera unitária em Cn, ou seja, o conjunto {(z1, . . . , zn) ∈

Cn : |z1|2 + · · · + |zn|2 = 1} e definimos a ação por (z1, . . . , zn) 7→ (ωz1, . . . , ωzn), onde

ω = e
2πi
q é uma q-ésima raiz da unidade.

Se existe uma G-aplicação X → Y escreveremos X G−→ Y ou X ≤G Y .

Definição 2.1.8 Um G-complexo simplicial é um complexo simplicial dotado de uma

estrutura de G-espaço, onde todos os homeomorfismos φg são aplicações simpliciais.
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Definição 2.1.9 Sejam G um grupo finito, |G| > 1, e n ≥ 0. Um EnG-espaço é um

G-espaço que é:

• um G-complexo simplicial finito,

• n-dimensional,

• (n− 1)-conexo,

• e livre.

Exemplo 2.1.10 Um exemplo de um EnG-espaço é o (n+1)-join G∗(n+1). Como espaço

topológico G∗(n+1) é o (n + 1)-join de um espaço discreto de m pontos, onde m := |G|.

Por exemplo para n=1 temos que G∗2 é o grafo bipartido Km,m
1. Como o espaço discreto

G tem dimensão 0 tem-se que G∗(n+1) é n-dimensional.

Pelo Exemplo 2.1.6 temos que G age sobre si mesmo através da multiplicação à

esquerda, e então G∗(n+1) é um G-complexo simplicial livre. Sendo assim falta provar

que tal espaço é (n − 1)-conexo. Mostraremos por indução sobre n. Temos que G é

(−1)-conexo por se tratar de um espaço discreto, logo pelo Lema 1.7.5, G ∗G é 0-conexo.

Supondo G∗n (n − 2)-conexo, obtemos que G∗n ∗ G = G∗n+1 é (n − 1)-conexo pelo Lema

1.7.5. Assim temos que G∗(n+1) é um EnG-espaço.

Exemplo 2.1.11 Vejamos que S2n−1 é um E2n−1G-espaço. Já vimos no Exemplo 2.1.7

que toda esfera de dimensão ímpar admite uma Zq-ação simplicial livre. Pelo Teorema

1.7.4 sabemos que S2n−1 é (2n− 2)-conexa e portanto é um E2n−1G-espaço.

Lema 2.1.12 Sejam X um G-espaço (n− 1)-conexo e K um G-complexo simplicial livre

finito de dimensão no máximo n. Então existe uma G-aplicação de ||K|| em X.

Em particular, existe uma G-aplicação de X em Y sempre que X e Y são EnG-

espaços.

Demonstração: Vamos definir por indução fi : ||K≤i|| → X, i = 0, . . . , n, uma família

de G-aplicações. Seja Φ = (φg)g∈G a G-ação sobre X e Ψ = (ψg)g∈G a G-ação sobre K.
1Para mais detalhes ver [3]
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Para i = 0 vamos particionar V (K) segundo suas órbitas, seja O0 um conjunto que contém

exatamente um elemento de cada órbita, tomando f0 : ||V (K)|| → X uma aplicação que

a cada elemento de k ∈ O0 associa a um elemento xk ∈ X qualquer e se h ∈ V (K)\O0

temos que h = ψg(k) para algum g ∈ G e algum k ∈ O0, definimos f0(h) = φg(xk). Como

definida f0 é uma G-aplicação.

Suponha que tenhamos fj : ||K≤j|| → X, 0 ≤ j ≤ n − 1 uma G-aplicação. Se K é

j-dimensional então fj é a G-aplicação procurada, caso K seja m-dimensional com m > j

então particionamos o conjunto dos simplexos (j + 1)-dimensionais segundo suas órbitas,

e consideremos Oj+1 o conjunto que contém exatamente um elemento de cada órbita.

Para cada ∆ ∈ Oj+1 tem-se que Fr(∆) é formada por simplexos j-dimensionais e satisfaz

||Fr(∆)|| ∼= Sj, portanto em Fr(∆), fj está bem definida e como X é (n − 1)-conexo

para cada ∆ ∈ Oj+1, fj|Fr(∆) admite uma extensão f∆
j+1 : ∆→ X. Se Σ ∈ K\Oj+1 é um

simplexo de dimensão j+1, existem g ∈ G e ∆ ∈ Oj+1 satisfazendo ψg(∆) = Σ e portanto

para cada y ∈ Σ existe d ∈ ∆ tal que ψg(d) = y e definindo fj+1(y) = φg(f
∆
j+1(d)) em

cada simplexo j + 1-dimensional Σ ∈ K e fj+1(d) = fj(d) para todo d ∈ ∆ ∈ K≤j temos

que fj+1 : ||K≤j+1|| → X é uma G-aplicação. �

2.2 O G-índice

Nesta seção, definiremos oG-índice associado a umG-espaço. Esta será a ferramenta

fundamental para a prova dos principais resultados do trabalho.

Definição 2.2.1 (G-índice ) Para um G-espaço X, define-se o G-índice de X por:

indG(X) := min{n : X
G−→ EnG}.

Na sequência, apresentaremos as principais propriedades deste índice.

Proposição 2.2.2 Seja G um grupo finito não trivial.

(i) Se X G→ Y então indG(X) ≤ indG(Y ).
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(ii) indG(EnG) = n qualquer que seja o espaço EnG.

(iii) indG(X ∗ Y ) ≤ indG(X) + indG(Y ) + 1.

(iv) Se X é (n− 1)-conexo, então indG(X) ≥ n.

(v) Se K é um G-complexo simplicial livre de dimensão n, então indG(K) ≤ n.

Demonstração:

(i) Suponha que exista f : X → Y uma G-aplicação. Se indG(Y ) = n então existe

h : Y → EnG uma G-aplicação e portanto h◦f : X → C é uma G-aplicação e assim

indG(X) ≤ n.

(ii) Temos que a aplicação identidade Id : EnG→ EnG é uma G-aplicação, logo por de-

finição, indG(EnG) ≤ n. Segue do próximo resultado, Teorema 2.2.3, que indG(EnG)

é exatamente n.

(iii) Sejam n=indG(X) e m=indG(Y ), assim X
G→ G∗n+1 e Y G→ G∗m+1. Portanto

X∗Y G→ G∗n+1∗G∗m+1 = G∗n+m+2, ou seja, indG(X∗Y ) ≤ indGG
∗n+m+2 = n+m+1.

(iv) Ao ser X (n−1)-conexo o Lema 2.1.12 garante que existe uma G-aplicação de G∗n+1

em X. Por (ii) temos que indGG
∗n+1 = n e portanto, indG(X) ≥ n.

(v) Análogo ao item anterior.

�

Teorema 2.2.3 (Teorema de Borsuk-Ulam para G-espaços.) Não existe uma G-

aplicação de um espaço EnG em um espaço En−1G.

Demonstração: Do fato de G ser um grupo finito é sabido que G possui um subgrupo

H de ordem p, com p primo, ou seja H ∼= Zp. Portanto podemos restringir a G-ação em

EnG a uma Zp-ação, obtendo um espaço EnZp.
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Deste modo, se existisse uma G-aplicação de um espaço EnG em um espaço En−1G,

existiria uma Zp-aplicação de EnZp em En−1Zp. Vejamos que tal Zp-aplicação não pode

existir.

Sejam o EnZp espaço K := (Zp)∗(n+1) e o En−1Zp espaço L := (Zp)∗n. Identificamos

L como subcomplexo deK correspondente aos n primeiros fatores no (n+1)-join tomando

i : V (L)→ V (K) a aplicação inclusão.

Suponha por contradição que exista uma Zp-aplicação f : ||K|| → ||L||. Pelo Teo-

rema da Aproximação Simplicial Equivariante ([9], Teorema D.14) é possível obter uma

subdivisão baricêntrica K̃ de K e uma Zp-aplicação simplicial f̃ : V (K̃)→ V (L) que seja

homotópica a f .

Considerando a Zp-aplicação g := i◦
∼
f : V (

∼
K)→ V (K) temos que g induz a aplica-

ção g#k : Ck(K̃) → Ck(K̃), onde Ck(K̃) = Ck(K̃,Q) é a k-dimensional cadeia de grupos

com coeficientes racionais. O número de Lefschetz sobre o nível da cadeia de aplicações é

Λ(g) =
∑
k≥0

(−1)ktr(g#k).

Por ser Q um corpo, podemos considerar para cada k, Ck(K̃) como um Q-espaço

vetorial e g#k uma aplicação linear. Assim o traço de g#k é o traço de uma aplicação

linear no sentido usual.

Considerando a base usual para Ck(K̃) formada por todas as cadeias eσ, onde σ é

um k-simplexo de K̃, e eσ toma valor 1 sobre σ e 0 fora de σ. Veremos que o traço, em

relação a base usual, de cada g#k é divisível por p e portanto teremos que Λ(g) também

será um múltiplo de p.

Para tanto mostremos que ao ser g uma Zp-aplicação, um simplexo σ ∈ K contribui

tanto para o traço quanto os outros p− 1 simplexos de sua órbita.

Para cada k, seja βk = {eσ1 , eσ2 , . . . , eσm} a base usual para Ck(K̃) e fixemos esta

ordenação para termos uma base ordenada. Considerando (aij) a matriz de g#k em relação

a base β temos que tr(g#k) = a11 + a22 + · · ·+ amm.
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Ao ser g#k(eσi) = eg(σi) e sendo g uma Zp-aplicação, temos que

aii =

 1, se g(σi) = σi

0, se g(σi) 6= σi
,

assim se σj está na órbita de σi, ou seja σj = φn(σi) para algum n ∈ Zp, temos que

ajj = aii. Basta notarmos que se g(σi) = σi segue que g(σj) = g(φn(σi)) = φn(g(σi)) =

φn(σi) = σj fazendo com que ajj = aii = 1. Analogamente obtemos que g(σj) 6= σj

sempre que g(σi) 6= σi e portanto ajj = aii = 0.

Como estamos considerando um EnG-espaço, a ação é livre, o que torna cada órbita

um conjunto de p elementos. Portanto tr(g#k) é divisível por p.

Por outro lado podemos considerar Λ(g) sobre o nível de grupos de homologia. A

aplicação g induz a aplicação g∗k : Hk(K,Q) → Hk(K,Q) em homologia, e pela fórmula

de Hopf para o traço ([13], Teorema 2.3.9 ), o número de Lefschetz é dado por

Λ(g) =
∑
k≥0

(−1)ktr(g∗k).

Como K é (n− 1)-conexo temos que Hk(K,Q) = 0 para 1 ≤ k ≤ n− 1, e portanto

Λ(g) = tr(g∗0) + (−1)ntr(g∗n), porém g∗n é a aplicação nula por sua construção e do fato

que Hn(L,Q) = 0 uma vez que L é (n− 1)-dimensional. Logo Λ(g) = tr(g∗0) = 1, e isso

é uma contradição sendo Λ(g) divisível por p > 1.

Assim concluímos que não pode existir uma Zp-aplicação f : ||K|| → ||L||. �

Definição 2.2.4 Sejam n ≥ k ≥ 2 inteiros. Uma n-upla (x1, x2, . . . , xn) é dita k-

distinta se quaisquer k elementos dentre os xi não são todos iguais.

Definição 2.2.5 O n-produto k-deletado de um espaço X é

Xn
∆(k) := {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn : (x1, . . . , xn)k-distinta}.

Definição 2.2.6 O n-join n-deletado de X é

X∗n∆ := X∗n\{ 1

n
x⊕ 1

n
x⊕ · · · ⊕ 1

n
x : x ∈ X}.
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Definição 2.2.7 Para um complexo simplicial K, o n-join k-deletado de K é

Kn
∆(k) := {F1 ] F2 ] · · · ] Fn ∈ K∗n : (F1, F2, . . . , Fn) é k-disjunta},

onde uma n-upla (F1, F2, . . . , Fn) de conjuntos é k-disjunta se cada k conjuntos dentre

os Fi tem interseção vazia.

Para k = n escrevemos Xn
∆ para Xn

∆(n) e K
n
∆ para Kn

∆(n).

Exemplo 2.2.8 Seja D2 = {∅, {a}, {b}} o complexo simplicial discreto de dois pontos.

Temos que (D2)∗2∆ é a união disjunta de dois segmentos. Abaixo temos três figuras, onde

a primeira representa duas cópias de D2, a segunda o join e a terceira o join deletado.

Exemplo 2.2.9 Seja σ1 um simplexo de dimensão 1, ou seja, um segmento de reta com

vértices a e b. O join deletado (σ1)∗2∆ é a fronteira de um quadrado de lado σ1. Como no

exemplo anterior temos abaixo três figuras, onde a primeira representa a união disjunta

de dois segmentos de reta, a segunda um tetraedro que é o join σ1 ∗ σ1 e a terceira o join

deletado (σ1)
∗2
∆ .
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2.3 O caso particular G = Z2: Z2-índice e a versão to-

pológica do teorema de Radon

Nesta seção vamos analisar o caso particular, ou podemos dizer, caso especial G =

Z2. A maioria dos problemas envolvendo ações de de grupos são formuladas inicialmente

para o caso G = Z2 e posteriormente generalizadas para casos mais gerais. Por exemplo, a

aplicação antipodal sobre a esfera Sn pode ser identificada com uma ação livre de G = Z2

sobre Sn e, consequentemente o Teorema clássico de Borsuk-Ulam é um teorema que

envolve Z2-ações livres, aplicações Z2-equivariantes e técnicas especiais para este grupo.

Mostraremos nessa seção que o mesmo ocorre para a prova da versão topológica do

teorema de Radon.

No caso G = Z2, temos que Sn é um EnG espaço, dessa forma

indZ2(X) := min{n ∈ {0, 1, 2 . . .} : X
Z2−→ Sn},

onde X é um Z2-espaço.

A seguir, vamos dar uma estimativa para o Z2-índice do 2-produto deletado e do

2-join deletado, do espaço euclidiano Rd.

Lema 2.3.1 indZ2((Rd)2
∆) ≤ d− 1.

Demonstração: Basta considerar a bem definida Z2-aplicação

g : (Rd)2
∆ → Sd−1, dada por

g(x1, x2) =
x1 − x2

‖x1 − x2‖
.

�

Lema 2.3.2 (2-join deletado de Rd) Existe uma Z2-aplicação g : (Rd)∗2∆ → Sd, e con-

sequentemente indZ2((Rd)∗2∆ ) ≤ d.
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Demonstração: Consideremos as aplicações ψ1, ψ2 : Rd → R2d+2, definidas por

ψ1(x) := (1, x1, . . . , xd, 0, 0, . . . , 0) e ψ2(y) := (0, 0, . . . , 0, 1, y1, y2, . . . , yd).

Tomemos agora, U1 := ψ1(Rd) e U2 := ψ2(Rd), que são subespaços afins disjuntos

de R2d+2, nas condições da Proposição 1.6.5. Consideremos a bola unitária B em Rd, e

sendo B e Rd homeomorfos, vamos limitar o Z2-índice de B∗2∆ .

Seja h : B∗2∆ → (Rd+1)2 definida por,

tx⊕ (1− t)y 7→ tψ1(x) + (1− t)ψ2(y).

Assim definida, h é uma Z2-aplicação e aplica B∗2∆ sobre (Rd+1)2
∆ pois

(t, tx1, . . . , txd) = (1− t, (1− t)y1, . . . , (1− t)yd)

implica que t = 1
2
e x = y. Mas esses pontos não estão em B∗2∆ .

Portanto, h é uma Z2-aplicação e o resultado segue do Lema 2.3.1. �

Agora, estamos em condições de provar o Teorema topológico de Radon. Antes

disso, lembramos que o Teorema de Radon, afirma que um conjunto X de d + 2 pontos

em Rd pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos que possuem envoltórias

convexas não disjuntas. Uma formulação equivalente do Teorema de Radon é a seguinte:

Teorema 2.3.3 (Teorema de Radon) Se f : ‖σd+1‖ → Rd é uma aplicação linear

afim. Então existem duas faces disjuntas F1, F2 do simplexo σd+1 tais que

f(‖F1‖) ∩ f(‖F2‖) 6= ∅.

Sobre a equivalência: Para vermos que o Teorema 2.3.3 implica no Teorema de

Radon, basta definirmos uma aplicação linear afim f que aplica os d+2 vertíces do simpexo

nos d + 2 pontos em Rd, assim ao ser f linear afim temos que a imagem de uma certa

face é a envoltória convexa da imagem dos vértices de tal face e portanto temos que vale

o Teorema de Radon. Por outro lado uma tal aplicação linear afim fica completamente

determinada pela imagem dos vértices do simplexo e assumindo o Teorema de Radon
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temos que vale o Teorema 2.3.3, pois cada conjunto da partição dada pelo Teorema de

Radon é associado a uma face do simplexo cujos vértices são a pré-imagem por f de tal

conjunto.

Demonstração: Já vimos que d + 2 pontos em Rd são geometricamente dependentes.

Portanto podemos fixar α1, . . . , αd+2 ∈ R não todos nulos de tal forma que α1x1 + . . . +

αd+2xd+2 = 0 e
∑d+2

i=1 αi = 0. Agora definimos I1 := {i ∈ [d+ 2] : αi = 0}, I2 := [d+ 2]\I1

e S :=
∑

i∈I1 αi =
∑

j∈I2 −αj. Portanto o ponto x =
∑

i∈I1
αi
S
xi =

∑
j∈I2

αj
S
xj pertence a

envoltória convexa tanto de X1, quanto de X2, onde X1 := {xi : i ∈ I1} e X2 := X\X1.

Assim X1 e X2 formam a partição de X requerida. �

Se no Teorema de Radon ( Teorema 2.3.3) substituirmos "aplicação afim"por "apli-

cação contínua", obtemos a chamada versão topológica do teorema de Radon.

Note que a prova do Teorema de Radon é simples e usa apenas a estrutura de espaço

vetorial de Rd e não está relacionada com técnicas de topologia algébrica.

Com base nos resultados desenvolvidos na seção provamos a seguir:

Teorema 2.3.4 (Versão topológica do teorema de Radon) Seja f : ‖σd+1‖ → Rd

uma aplicação contínua. Então existem duas faces disjuntas F1, F2 de σd+1 tais que

f(‖F1‖) ∩ f(‖F2‖) 6= ∅.

Lema 2.3.5 Sejam K e L complexos simpliciais. Então

(K ∗ L)∗2∆(2)
∼= K∗2∆(2) ∗ L∗2∆(2).

Demonstração: Um simplexo de (K ∗ L)∗2∆(2) é da forma (F1 ] G1) ] (F2 ] G2), onde

F1, F2 ∈ K, e G1, G2 ∈ L e temos que F1∩F2 = ∅ = G1∩G2. Tal simplexo corresponde ao

simplexo (F1]F2)](G1]G2) ∈ K∗2∆(2)∗L∗2∆(2) com as mesmas condições sobre F1, F2, G1, G2.

�

Corolário 2.3.6 Temos que indZ2((σ
n)∗2∆(2)) = n.
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Demonstração: Pelo Lema 2.3.5

(σn)∗2∆(2)
∼= ((σ0)∗(n+1))∗2∆(2)

∼= ((σ0)∗2∆(2))
∗(n+1) ∼= (D2)∗(n+1),

onde D2 denota o complexo simplicial correspondente a um espaço discreto de 2 pontos.

Identificando Z2 com D2, concluímos que (D2)∗(n+1) é um Z2-espaço, e pela Proposição

2.2.2 tem Z2-índice n. �

Demonstração:(Prova do Teorema 2.3.4). Suponhamos que exista uma aplicação contí-

nua f : ||σd+1|| −→ Rd tal que não existam faces disjuntas F1, F2 com f(||F1||)∩f(||F2||) 6=

∅. Considere o 2-join f ∗2 como uma aplicação do 2-join 2-deletado :

f ∗2 : ||(σd+1)∗2∆(2)|| −→ (Rd)∗2∆ .

Um simplexo de (σd+1)∗2∆(2) é da forma F1 ] F2 ∈ (σd+1)∗2 : F1 ∩ F2 = ∅. Portanto

por hipótese temos que para x ∈ (σd+1)∗2∆(2), f(x) não pertence à diagonal em (Rd)∗2 e

assim f está bem definida. Sabemos ainda que f ∗2 é uma Z2-aplicação.

Pelo Lema 2.3.2 temos que indZ2((Rd)∗2∆ ) ≤ d. Por outro lado, pelo Corolário 2.3.6,

o Z2-índice de (σd+1)∗2∆(2) = d+ 1 .

Portanto não pode existir tal Z2-aplicação f , pois se existisse implicaria que

d+ 1=indZ2(||(σd+1)∗2∆(2)||) ≤ indZ2(Rd)∗2∆ ≤ d.

�

2.4 Versão topológica do teorema de Tverberg

Nessa seção, apresentaremos a prova do resultado principal deste trabalho, a versão

topológica do teorema de Tverberg.

Os resultados a seguir, serão de fundamental importância para a demonstração do

teorema, generalizando o caso G = Z2 da seção anterior, daremos uma estimativa para o

p-produto deletado e p-join deletado do espaço euclidiano Rd, com p primo.
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Lema 2.4.1 (p-produto deletado de Rd) . Sejam p primo e d ≥ 1. Então

indZp((Rd)p∆) ≤ d(p− 1)− 1

Demonstração: Para essa prova será construída uma Zp-aplicação g : (Rd)p∆ → Sd(p−1)−1.

Vamos interpretar (Rd)p como o espaço das matrizes (xij)
d
i=1

p

j=1 com d linhas e p

colunas e a Zp-ação será a troca de colunas respeitando a ordem entre elas. Os elementos

de (Rd)p∆ são todas as matrizes dessa forma exceto aquelas com todas as colunas iguais.

Por exemplo se d = 1 e p = 3 nós obtemos o espaço euclidiano tridimensional com a

diagonal {x1 = x2 = x3} removida.

Considerando a projeção ortogonal g1 : (Rd)p → L, onde L é o (d− 1)-dimensional

subespaço perpendicular à diagonal, ou seja, L é o subespaço consistindo de todas as

matrizes d×p com a soma das linhas igual a 0 , ou seja,
p∑
j=1

xij = 0 ∀i. De fato, se X ∈ L

e Y ∈ ∆, então X.Y t = 0. Se

X =



x11 x12 . . x1p

x21 x22 . . x2p

. . . . .

. . . . .

xd1 xd2 . . xnp


e Y =



y1 y1 . . y1

y2 y2 . . y2

. . . . .

. . . . .

yn yn . . yn


,

como X.Y t = 0, temos

y1(x11 + x12 + · · ·+ x1p) = 0

y2(x21 + x22 + · · ·+ x2p) = 0

.

.

yd(xn1 + xn2 + · · ·+ xnp) = 0

=⇒



x11 + x12 + · · ·+ x1p = 0

x21 + x22 + · · ·+ x2p = 0

.

.

xn1 + xn2 + · · ·+ xnp = 0

Assim, g1 é a aplicação que leva cada matriz X = (xij) na matriz

g1(X) =

(
xij −

1

p

p∑
k=1

xik

)
ij

,

ou seja, a média das colunas é retirada de cada coluna.
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Logo, temos que g1(X) é a matriz nula se, e somente se, cada coluna de X é igual a

média de todas as colunas, ou seja, se todas as colunas de X são iguais. Portanto podemos

obter a partir de g1 uma Zp-aplicação (Rd)p∆ → L\{O}. Por exemplo, para d = 1 e p = 3,

a aplicação g1 é a projeção ortogonal sobre o plano x1 + x2 + x3 = 0.

Definindo g(X) := g1(X)
||g1(X)|| , temos que a imagem de g é a esfera unitária S(L) em L

que pode ser identificada com Sd(p−1)−1.

Denotemos por σ a ação livre padrão de Zp sobre (Rd)p∆, a qual permuta as colunas

da matriz X = (xij) e por τ = σ|S(L) a restrição de σ a S(L).

Mostremos que g é Zp-equivariante, ou seja, mostremos que g ◦ σ = τ ◦ g. Temos

X =



x11 x12 . . x1p

x21 x22 . . x2p

. . . . .

. . . . .

xn1 xn2 . . xnp


, σ(X) =



x12 x13 . . x1p x11

x22 x23 . . x2p x21

. . . . . .

. . . . . .

xn2 xn3 . . xnp xn1



g1(σ(X)) =



x12 x13 . . x1p x11

x22 x23 . . x2p x21

. . −M . −M . . −M . −M

. . . . . .

xn2 xn3 . . xnp xn1


,
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onde M = 1
p



x11 + x12 + · · ·+ x1p

x21 + x22 + · · ·+ x2p

.

.

xn1 + xn2 + · · ·+ xnp


.

Logo σ(g1(X)) = g1(σ(X)) e ||g1(X)|| = ||g1(σ(X))|| = ||σ(g1(X))|| e segue que

g(σ(X)) =
g1(σ(X))

||g1(σ(X))||

=
σ(g1(X))

||g1(X)||

= σ|S(D)(
g1(X)

||g1(X)||
)

= σ|S(D)(g(X)).

Logo, g é uma Zp-aplicação, o que completa a prova do lema. �

Observação 2.4.2 Note que para p = 2, o Lema 2.4.1 é uma generalização do Lema

2.3.1. Aqui vale ressaltar que a prova do caso p = 2 é simples, no entanto a prova do

caso p primo é bem mais elaborada, a qual usa outra estratégia de demonstração.

Lema 2.4.3 (p-join deletado de Rd) Sejam p primo e d ≥ 1. Então

indZp((Rd)∗p∆ ) ≤ (d+ 1)(p− 1)− 1.

Demonstração: Vamos construir uma Zp-aplicação h : (Rd)∗p∆ → (Rd+1)p∆. Para isso

consideremos os mergulhos ψ1, . . . , ψp, onde ψi(x) tem (1, x1, x2, . . . , xd) na i-ésima coor-

denada e 0 nas demais. Assim a aplicação h : (Bd)∗p∆ → (Rd+1)p∆ dada por

t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ · · · ⊕ tpxp 7−→ t1ψ1(x1) + t2ψ2(x2) + · · ·+ tpψp(xp)

é uma Zp-aplicação e o resultado segue do Lema 2.4.1.

�
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Teorema 2.4.4 (Versão topológica do teorema de Tverberg) Sejam p um primo,

d ≥ 1 arbitrário e N := (d+ 1)(p− 1). Para cada aplicação contínua

f : ||σN || −→ Rd

existem p faces disjuntas F1, F2, . . . , Fp ⊆ σN tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ · · · ∩ f(||Fp||) 6= ∅.

Demonstração: Suponhamos que exista uma aplicação contínua f : ||σN || −→ Rd tal

que não existam faces disjuntas F1, F2, . . . , Fp com
⋂p
i=1 f(||Fi||) 6= ∅. Consideremos f ∗p,

o p-join de f , como uma aplicação do p-join 2-deletado :

f ∗p : ||(σN)∗p∆(2)|| −→ (Rd)∗p∆ .

Um simplexo de (σN)∗p∆(2) é da forma F1 ] F2 ] · · · ] Fp ∈ (σN)∗p : Fi ∩ Fj = ∅

para todo 1 ≤ i, j ≤ p. Portanto por hipótese temos que para x ∈ (σN)∗p∆(2), f(x) não

pertence a diagonal em (Rd)∗p e assim f esta bem definida. Sabemos ainda que f ∗p é uma

Zp-aplicação.

Pelo Lema 2.4.3 temos que indZp((Rd)∗p∆ ) ≤ (d + 1)(p − 1) − 1. Vejamos qual o

Zp-índice de (σN)∗p∆(2).

Lema 2.4.5 Sejam K e L complexos simpliciais. Então

(K ∗ L)∗p∆(2)
∼= K∗p∆(2) ∗ L

∗p
∆(2).

Demonstração: Um simplexo de (K ∗L)∗p∆(2) é da forma (F1]G1)]· · ·] (Fp]Gp), onde

F1, . . . , Fp ∈ K, e G1, . . . , Gp ∈ L e temos que Fi∩Fj = ∅ = Gi∩Gj,∀i, j ∈ [p] com i 6= j.

Tal simplexo corresponde ao simplexo (F1 ] · · · ] Fp) ] (G1 ] · · · ] Gp) ∈ K∗p∆(2) ∗ L
∗p
∆(2)

com as mesmas condições sobre F1, . . . , Fp, G1, . . . Gp.

�

Corolário 2.4.6 Temos que indZp((σ
n)∗p∆(2)) = n.
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Demonstração: Pelo Lema 2.4.5

(σn)∗p∆(2)
∼= ((σ0)∗(n+1))∗p∆(2)

∼= ((σ0)∗p∆(2))
∗(n+1) ∼= (Dp)

∗(n+1),

onde Dp denota o complexo simplicial correspondente a um espaço discreto de p pontos.

Identificando Zp com Dp, concluímos que (Dp)
∗(n+1) é um EnZp-espaço, e pela Proposição

2.2.2 tem Zp-índice n. �

Portanto não pode existir tal Zp-aplicação f , pois se existisse implicaria que

N=indZp(||(σN)∗p∆(2)||) ≤ indZp(Rd)∗p∆ = (d+ 1)(p− 1)− 1 = N − 1.

�

Corolário 2.4.7 O Teorema topológico de Tverberg implica no teorema de Tverberg.

Demonstração: Consideremos um simplexo ∆ de dimensão (d + 1)(r − 1), e fixemos

(d+1)(r−1)+1 pontos em Rd. Seja f : V (∆)→ Rd uma função que associa cada vértice

de ∆ a um dos (d + 1)(r − 1) + 1 fixados, de tal modo que dois vértices distintos são

associados a pontos distintos. Deste modo a extensão afim de f é uma função contínua de

∆ em Rd e pela versão topológica do teorema de Tverberg, existem r faces disjuntas tais

que suas imagens se interseccionam. Porém a imagem de uma face por ||f || é justamente

a envoltória convexa do conjunto de pontos atingidos pela imagem dos vértices de tal face.

Desta maneira conseguimos r subconjuntos disjuntos de pontos dentre os (d+1)(r−

1) + 1 pontos em Rd fixados de tal maneira que suas envoltórias convexas se interseccio-

nam. �

2.5 Aplicações: Teorema de Borsuk-Ulam para Zp-ações

livres

Nesta seção, usaremos o Zp-índice definido anteriormente para mostrar um resultado

sobre Zp- coincidências, o qual é uma generalização do Teorema clássico de Borsuk-Ulam
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para o caso de Zp-ações. Também, como no caso clássico, discutiremos uma versão equi-

valente para tal generalização.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Borsuk-Ulam para Zp-ações livres) Seja (X, τ) um

Zp-espaço tal que indZp(X) ≥ d(p−1), onde p é um primo. Então para qualquer aplicação

contínua f : X → Rd existe x ∈ X tal que f(x) = f(τ(x)) = f(τ 2(x)) = · · · = f(τ p−1(x)).

Demonstração: Suponnha que não exista tal x ∈ X. Então a aplicação

x 7−→ (f(x), f(τ(x)), . . . , f(τ p−1(x)))

é uma Zp -aplicação de X no produto deletado (Rd)p∆, e portanto temos que indZp(X) ≤

indZp((Rd)p∆) ≤ d(p− 1)− 1. �

Agora, segue do exemplo 2.1.11 que para n ímpar, a esfera Sn é um EnZp-espaço

e, da Proposição 2.5.3(ii), concluímos que indZp(S
n) = n. Dessa forma, temos a seguinte

consequência do resultado anterior.

Corolário 2.5.2 (Teorema clássico de Borsuk-Ulam para Zp-ações livres) Se

n ≥ d(p − 1), n ímpar, para qualquer aplicação contínua f : Sn → Rd existe x ∈ X

tal que f(x) = f(τ(x)) = f(τ 2(x)) = · · · = f(τ p−1(x)), onde τ determina a ação padrão

de Zp sobre Sn.

O teorema anterior aparece na literatura pela primeira vez no importante artigo de

Munkholm [14]. Note que, tomando p = 2 e n = d no teorema anterior, e neste caso n

pode ser considerado um inteiro qualquer, obtemos o Teorema clássico de Borsuk-Ulam,

o qual possui as seguintes versões equivalentes bem conhecidas:

1. Para toda função contínua f : Sd → Rd existe um ponto x ∈ Sd com f(x) = f(−x).

2. Não existe aplicação equivariante f : Sd → Sd−1 com relação a aplicação antípoda.

Considerando X um Z2-espaço livre mais geral do que as esferas, temos as seguintes

versões equivalentes do Teorema de Borsuk-Ulam:
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Proposição 2.5.3 Seja (X, τ) um espaço com uma ação livre de Z2. Então são equiva-

lentes:

1. Para toda função contínua f : X → Rd existe um ponto x ∈ X tal que f(x) =

f(τ(x));

2. Não existe aplicação Z2-equivariante f : X → Sd−1.

Demonstração: Se existe aplicação equivariante f : X → Sd−1 ⊂ Rd, então f(τ(x)) =

−f(x) 6= f(x), para todo x ∈ X e, portanto, o Teorema de Borsuk-Ulam não é válido.

Reciprocamente, se o Teorema de Borsuk-Ulam não for válido, então está bem defi-

nida a aplicação equivariante F : X → Sd−1, dada por

F (x) =
f(x)− f(τ(x))

‖f(x)− f(τ(x))‖
.

�

Mostraremos a seguir uma condição equivalente ao Teorema de Borsuk-Ulam para

Zp-ações livres, a qual estende a Proposição 2.5.3. Note que uma tentativa direta de

estender a demonstração da Proposição 2.5.3 para o caso de Zp-ações livres, p > 2 primo,

não é possível pois os argumentos usados na demonstração dependem do fato de p ser

igual a 2. A seguir, usando o Lema 2.4.1, apresentamos uma prova de tal extensão. Tal

resultado foi provado no trabalho recente de Santos [17, Proposição A.1.2].

Proposição 2.5.4 Seja (X, τ) um espaço com uma ação livre de Zp. Então são equiva-

lentes:

1. Para toda função contínua f : X → Rd existe um ponto x ∈ X tal que f(x) =

f(τ j(x)) para j = 1, · · · , p− 1;

2. Não existe aplicação Zp-equivariante F : (X, τ) → (Sn(d−1)−1, γ), onde γ é a ação

padrão de Zp sobre Sd(p−1)−1.
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Demonstração: Considere a inclusão i : (Sd(p−1)−1, γ) → ((Rd)p∆, σ), a qual é a inversa

homotópica equivariante da aplicação g definida no Lema 2.4.1. Suponha que exista uma

aplicação Zp-equivariante F : (X, τ) → (Sd(p−1)−1, γ) ⊂ ((Rd)p∆, σ) e sejam fi : X → Rd

dadas por fi = pi ◦ F , onde pi é a projeção na i-ésima coordenada i = 1, . . . , p. Temos

F (τ jx) = σjF (x),∀x ∈ X, ∀j = 1, . . . , p− 1 e F (x) = (f1(x), f2(x) . . . , fp(x))

Assim, F (τ jx) = (f1(τ jx), . . . , fp(τ
jx)) e σjF (x) = (fj+1(x), . . . , fj−1(x)). Logo, f1(τ jx) =

fj+1(x), ∀x ∈ X, ∀j = 1, . . . , p− 1 e como F (x) = (f1(x), . . . , fp(x)) ∈ (Rd)p∆ concluímos

que o Teorema de Borsuk-Ulam para Zp-ações livres não é válido.

Reciprocamente, suponha que o Teorema de Borsuk-Ulam para Zp-ações livres não

seja válido. Então existe uma função contínua f : X → Rd, para a qual não existe um

ponto x ∈ X tal que f(x) = f(τ j(x)),∀j = 1, . . . , p − 1. Assim, podemos definir a

aplicação G : X → (Rd)p∆ dada por

G(x) = (f(x), f(τx), . . . , f(τ p−1x)).

Temos que G◦ τ = σ ◦G, logo G é Zp-equivariante. Usando a aplicação equivariante

g dada pelo Lema 2.4.1 temos que a composição

F = g ◦G : (X, τ)→ (Sd(p−1)−1, γ)

é uma aplicação equivariante. �
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Capítulo 3

Sobre a quantidade de partições de

Tverberg

Neste capítulo, usando algumas técnicas combinatoriais e também o Zp-índice, mos-

tramos um teorema sobre a quantidade de particões de Tverberg (caso r primo).

3.1 Uma estimativa inferior para o número de partições

de Tverberg

Sabendo que o Teorema de Tverberg é válido podemos afirmar que existe uma par-

tição de Tverberg. Porém quantas partições de Tverberg existem para (d+ 1)(r − 1) + 1

pontos em Rd?

Sierksma conjecturou que existem ((r− 1)!)d partições, mas até o momento tal afir-

mação ainda não pode ser provada. Entretanto, Vućić e Živaljević em [25] estabeleceram

um limitante inferior para o número de partições se r = p for primo.

Teorema 3.1.1 (partições de Tverberg [25]) Seja p um primo. Para qualquer apli-

cação contínua f : ||σN || → Rd, onde N = (d + 1)(p − 1), o número de p-uplas não

ordenadas {F1, F2, . . . , Fp} de faces disjuntas de σN com
⋂p
i=1 f(||Fi||) 6= ∅ é ao menos

1

(p− 1)!
·
(p

2

)(d+1)(p−1)/2

.
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Demonstração: Seja K o complexo simplicial (σN)∗p∆(2). Os simplexos maximais de

K são da forma F1 ] F2 ] · · · ] Fp, onde os Fi são dois a dois subconjuntos disjuntos

do conjunto de vértices [N + 1] de σN ,
⋃p

1 Fi = [N + 1] e também podem ser vistas

como as arestas do hipergrafo completo (N + 1)-partido1. Como segue, se o conjunto

de vértices de K é identificado com [N + 1] × [p], então um tal simplexo maximal S

é {(1, i1), (2, i2), . . . , , (N + 1, iN+1)}, i1, . . . , iN+1 ∈ [p]. Um tal S fornece uma partição

ordenada (F1, F2, . . . , Fp) dada por Fi = {j ∈ [N + 1] : ij = i}. Por exemplo para d = 2 e

p = 3 temos a seguinte ilustração,

.

Chamaremos S de ideal sempre que S nos providenciar uma partição de Tverberg,

ou seja sempre que
⋂p
i=1 f(||Fi||) 6= ∅. Então S é ideal se, e somente se, tem um ponto que

é aplicado na diagonal de (Rd)∗p por f ∗p. Notemos que se K tem ao menos M simplexos

maximais ideais, então existem ao menos M/p! partições de Tverberg.

Agora definimos L a família dos subcomplexos L ⊆ K tal que L é fechado sobre a

Zp-ação cíclica e que indZp(L) ≥ N , assim f ∗p restrita a ||L|| aplica algum ponto sobre a

diagonal de (Rd)∗p. E portanto, cada L ∈ L contém um simplexo maximal ideal. Agora

basta estimarmos o número Q de L ⊆ L que contém um dado simplexo maximal ideal de

K e estimar M ≥ p · |L|/Q.

Para o caso de p = 2 o teorema apenas afirma que existe uma partição de Tverberg,

porém este fato já foi provado. Portanto nos interessa o caso de p ser maior que 2.

Seja p > 2 um primo, portanto p é ímpar e assim N = (d + 1)(p − 1) é par. Para

descrever um membro L da família L, nós primeiro dividimos as N+1 linhas do hipergrafo
1Para mais detalhes ver [11].
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em N
2

pares e mais uma linha remanescente. Seja Π o número de maneiras de realizar

essas escolhas.

Para cada par de linhas escolhemos um ciclo C que seja invariante sobre a ação

cíclica que age nas colunas do hipergrafo e notemos que pelo fato de C ser um ciclo

invariante sobre a ação basta definir as arestas que saem do primeiro vértice da primeira

linha. Por exemplo para p = 5:

Assim existem
(
p
2

)
escolhas para C. Escolhendo para cada par de linhas um tal

ciclo, obtemos os ciclos invariantes C1, C2, . . . , CN/2. Para um pareamento fixo das linhas

temos que o número de escolhas para os Ci, 1 ≤ i ≤ N/2 é
(
p
2

)N/2. Os simplexos maximais

do subcomplexo L constituídos de um certo pareamento e os correspondentes Ci são os

simplexos maximais de K que contém uma aresta de cada Ci.

Como o número de escolhas para os Ci é
(
p
2

)
e cada uma dessas escolhas é feita

para cada um dos Π pareamentos das linhas, temos que |L| = Π ·
(
p
2

)N/2. Por outro lado

fixado um simplexo maximal de K temos que uma das duas arestas que saem do primeiro

vértice da primeira linha é atingida pelo simplexo maximal ou por uma ação numa aresta

do mesmo pareamento, assim para definir cada ciclo já não é mais preciso definir aonde

vai cada uma das duas arestas que saem do primeiro vértice da primeira linha de cada

par pois uma já esta fixada, portanto resta definirmos a outra aresta que por sua vez não
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pode atingir o mesmo vértice atingido pela aresta fixada na linha abaixo pois devemos ter

um ciclo e temos então que as escolhas para dita aresta são p− 1. Concluímos então que

Q = Π · (p− 1)N/2.

Cada L pode ser interpretado como o join dos N/2 ciclos C1, C2, . . . , CN/2 e os p

pontos remanescentes do pareamento. Assim topologicamente temos:

||L|| ∼= (S1)∗(N/2) ∗Dp
∼= SN−1 ∗Dp,

portanto indZp(L) ≥ N .

Agora basta calcularmos p · |L|/Q,

p · |L|/Q = p ·
Π ·

(
p
2

)N/2
Π · (p− 1)N/2

= p ·

( (
p
2

)
(p− 1)

)N/2

= p ·

(
p!

2!·(p−2)!

(p− 1)

)N/2

= p ·
(

p!

2! · (p− 1)!

)N/2
= p ·

(p
2

)N/2

Como o número de partições de Tverberg é ao menos M/p! e M ≥ p · |L|/Q = p ·
(
p
2

)N/2,
onde N = (d+ 1)(p− 1), temos que existem ao menos,

1

(p− 1)!
·
(p

2

)(d+1)(p−1)/2

partições de Tverberg. �
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Capítulo 4

A conjectura de Tverberg

No capítulo anterior vimos que a versão topológica do teorema de Tverberg é válida

quando a dimensão do simplexo é N = (d + 1)(r − 1) + 1, com d ≥ 1 e r um número

primo. O objetivo deste capítulo é descrever brevemente o que ocorre para as outros

valores de r, e também analisar como se comporta o número de partições de Tverberg

para estes casos. Mais precisamente, descrever os principais resultados que foram obtidos

nas últimas décadas em torno da famosa Conjectura de Tverberg.

4.1 Um breve histórico sobre a conjectura de Tverberg

A seguir, enunciamos a versão topológica mais geral do Teorema de Tverberg, co-

nhecida como Conjectura de Tverberg.

Teorema 4.1.1 (Conjectura de Tverberg) Sejam d ≥ 1 e r ≥ 2 arbitrários e denote

N := (d+ 1)(r − 1). Para cada aplicação contínua

f : ||σN || −→ Rd

existem r faces disjuntas F1, F2, . . . , Fr ⊆ σN tais que

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ · · · ∩ f(||Fr||) 6= ∅.

Esta conjectura foi provada no caso em que r é um primo (caso principal estudado

neste trabalho) por Bárány, Schlosman e Szücs em 1981 [2]. A conjetura também é válida
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para o caso em que r é uma potência de primo e tal teorema foi provado de maneiras

independentes por Volovikov [24] e por Sarkaria [19]. A demonstração deste caso, em

ambas referências, requer o conhecimento de ferramentas avançadas de topologia algébrica.

Desde 1996 quando foi provado por Volovikov [24] (e de 2000 quando foi provado

por Sarkaria [19]) até 2015, apesar de outras tentativas que deram origem a novas técnicas

e conjecturas equivalentes, não houve avanços para o caso onde r não seja potência de

primo. Durante este período, a validade da Conjectura de Tverberg para tal caso foi

considerada um dos problemas mais desafiadores na área de topologia combinatorial e

geométrica.

Em fevereiro de 2015, em um pré-print publicado por Florian Frick no arxiv, sob

algumas condições sobre os parâmetros r e d, um contra-exemplo para a Conjectura de

Tverberg é apresentado e, portanto, a Conjectura de Tverberg não é válida para o caso

geral.

A seguir, descrevemos os passos usados por Frick, para obter o contra exemplo para

tal conjectura.

Denotemos por Wr o espaço o espaço vetorial {(x1, . . . , xr) ∈ Rr |
∑
xi = 0} com

a ação do grupo simétrico Sr que permuta as coordenadas.

Teorema 4.1.2 Suponha r ≥ 2, k ≥ 3 e seja K um complexo simplicial de dimensão

(r − 1)k. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Existe uma Sr-aplicação Kr
∆(2) → S(W⊕rk

r ).

(ii) Existe uma aplicação contínua f : K → Rrk tal que para qualquer conjunto de r

faces σ1, . . . , σr de k temos f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) = ∅.

Demonstração: Ver em [10]. �

Lema 4.1.3 Sejam d ≥ 3 e G um grupo finito. Se X um G-complexo simplicial d-

dimensional livre e Y um G-complexo simplicial (d− 2)-conexo. Existe uma G-aplicação

X → Y se, e somente se, existe uma Gp-aplicação X → Y para todo p-subgrupo de Sylow,

com p primo.
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Demonstração: Ver em [16]. �

Com os dois últimos resultados Frick provou o seguinte teorema, o qual garante que

a Conjectura de Tverberg falha no caso geral.

Teorema 4.1.4 Sejam r ≥ 6 um inteiro que não seja potência de primo, e k ≥ 3 um

inteiro. Pondo N = (r−1)(rk+2), então existe uma aplicação contínua F : ∆N → Rrk+1

tal que para qualquer r faces disjuntas σ1, . . . , σr de ∆N tenhamos F (σ1)∩· · ·∩F (σr) = ∅.

Demonstração: Ver em [6]. �

Sabendo que a Conjectura de Tverberg não é válida no caso geral, faz sentido questi-

onar em que condições podemos ter um resultado similar. Em outubro de 2015, Blagoje-

vic, Frick e Ziegler em [4] apresentaram um trabalho nesta direção, o qual descreveremos

brevemente a seguir.

Definição 4.1.5 Seja Nr(d) o menor inteiro N tal que para qualquer aplicação contínua

f : ∆N → Rd existem r faces disjuntas σ1, . . . , σr com f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Até agora sabemos que para r potência de primo Nr(d) = (r− 1)(d+ 1), e também

sabemos que quando r não é uma potência de primo e d é suficientemente grande, Nr(d) >

(r − 1)(d+ 1).

Em [4], foi conjecturado o seguinte:

Conjectura 4.1.6 Sejam r ≥ 2 e d ≥ 1. Então

Nr(d) =

 (r − 1)(d+ 1) se r é uma potência de primo ou d ≤ r

r(d+ 1)− 1 caso contrário.
,

4.2 Comportamento das Partições de Tverberg

Desde que a Conjectura de Tverberg é válida para o caso em que r é uma potência de

um primo, o número de partições de Tverberg é maior ou igual 1 e, a questão de apresentar
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uma estimativa inferior para este número, como foi apresentada no capítulo anterior para

o caso em que r = p é um primo, torna-se uma questão bastante interessante. Stephan

em [21] deu uma resposta para tal problema, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Sejam r = ps uma potência de primo e d ≥ 1. Para qualquer aplicação

contínua f : ||σN || → Rd, onde N = (d + 1)(r − 1), o número de r-uplas não ordenadas

{F1, F2, . . . , Fr} de faces disjuntas de σN com
⋂r
i=1 f(||Fi||) 6= ∅ é ao menos

1

(r − 1)!
·
(

r

s+ 1

)dN
2
e

.

A seguir, apresentamos os principais resultados usados na demonstração do teorema

anterior.

Definição 4.2.2 Seja (X,Φ) um G-espaço, dizemos que X é livre de pontos fixos se a

órbita de cada ponto é um conjunto não unitário, ou seja nenhum elemento de X é fixado

por todos os elementos do grupo.

Lema 4.2.3 (Volovikov) Sejam G = (Zp)s, X e Y G-espaços livres de pontos fixos tal

que Y é uma n-esfera de cohomologia sobre Zp de dimensão finita e H̃i(X,Zp) = 0 para

todo i ≤ n. Então não existe uma G-aplicação de X a Y .

Demonstração: Ver [24]. �

Lema 4.2.4 Seja X∗r∆ o r-join r-deletado, onde o grupo simétrico Sr age sobre X∗r∆ per-

mutando as coordenadas. Então X∗r∆ é livre de pontos fixos.

Demonstração: Seja x = t1x1 + · · ·+ trxr ∈ X∗r∆ , portanto por definição de join deletado

existem indices i e j tais que ti 6= tj ou xi 6= xj. Portanto basta considerar um elemento

g ∈ (Zp)s que permute a coordenada i com a coordenada j. Obtemos assim que x 6= gx e

portanto |Ox| > 1. �

Lema 4.2.5 Sejam r ≥ 2 e d inteiros. Então temos que (Rd)∗r∆ ' S(d+1)(r−1)−1.



4.2. Comportamento das Partições de Tverberg 51

Demonstração: Ver [21], página 4. �

Como mencionado anteriormente, os resultados acima são ferramentas auxiliares que

permitem a demonstração do Teorema 4.2.1, a qual pode ser encontrada com detalhes em

[21]. A ideia da prova é uma adaptação da técnica usada para demonstrar o Teorema

3.1.1.
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