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Resumo

O presente trabalho estuda operadores diferenciais parciais lineares complexos de
ordem um sem termos de ordem zero (campos de vetores complexos). Primeiramente
apresentando uma condicao necesséaria e suficiente para resolubilidade local de uma classe
de operadores que deixam de ser elipticos precisamente em uma subvariedade 1-dimensional
e por fim construindo solucoes para uma classe de operadores que satisfazem a condicao

(P) e que deixam de ser elipticos precisamente em um ponto.
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Abstract

This work study complex linear partial differential operators of order one without
having terms of zero order (complex vector fields). We have established a necessary and
sufficient condition for local solvability of a class of operators which are not elliptic precisely
in a 1-dimensional submanifold and we construct solutions for a class of operators satisfying

the condition (P) and which are not elliptic precisely in a point.
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Introducao

Um dos problemas mais bésicos da teoria de equacoes diferenciais parciais lineares é
decidir sobre a resolubilidade local de uma equagao diferencial parcial linear. Na segunda
metade da década de 50 surgiram dois trabalhos cruciais sobre o tema. O primeiro deles
apresenta o célebre exemplo de H. Lewy [14]. Em 1956 ele mostrou que o operador de
primeira ordem

0

.0 . .0
L = _8_1‘1 — 26_1'2 —+ 22(1'1 + 2[[‘2)8—1‘3

nao é resolivel em ponto algum de R3. Na realidade o resultado é ainda mais forte: existe
f € C*(R3) para a qual a equagdo Lu = f nao tem solugio em aberto algum (nao vazio)
de R3.

O segundo trabalho citado ¢ o de L. Hormander [10] e apresenta uma explicagao
para o exemplo de H. Lewy. Neste trabalho ele demonstra uma condigao necessaria para
a resolubilidade local de um operador diferencial parcial linear P, em um dado ponto xg,

envolvendo o comutador entre P e seu conjugado complexo P:
C —[P,P] = PP — PP.

Deve-se observar que, se P é de ordem m, entdao C é de ordem < 2m — 1. A condicao

necessaria mencionada é a seguinte:



Teorema 1. Se P ¢ resolivel em xg entao
0p(P)(20,€) =0, £€R"= 0,(C)(x0,§) =0.

A nao resolubilidade do operador de H. Lewy é uma consequéncia imediata deste teorema.

Uma condicao necessaria e suficiente para a resolubilidade de um operador diferencial
parcial linear (condicao (P)) foi enunciada por L. Nirenberg e F. Treves [18] no decorrer
da década seguinte e pode-se afirmar que ela tem sua origem na andlise por eles feita, dos
chamados operadores de Mizohata, que sao dados por

0 0
My=—+1 = .
¢ at—l—l(f—{— )t B /eN

Representamos aqui as variaveis em R? por (z,t). Para enfatizar o indice ¢ chamaremos o

operador M, de operador /-Mizohata. O simbolo principal de M, é a funcao em R*
op(Mg)(w,t,€,7) = T +i( + DI'E,

Observe que se t # 0 entao M, é eliptico em (x,t). Assim, os @inicos pontos que necessitam
de anélise quanto a resolubilidade sao os da forma (x,0).

Observe que, se £ = 1, podemos aplicar o Teorema 1 e concluir que M; nao é resolivel
na origem. Ja, se £ > 2 esse teorema nao fornece nenhuma informacao. Mas para esses
operadores mostra-se razoavelmente de maneira elementar, o seguinte resultado
Teorema 2. M, ¢ resolivel na origem se, e somente se, { ¢ par.

No comecgo da década de 80, F. Treves [20] e J. Sjostrand [21] consideraram uma
classe de operadores do tipo Mizohata em R2, que por definicdo sao campos de vetores L

suaves complexos definidos perto da origem (0, 0), tais que

(i) L(0,0), L(0,0) sdo linearmente dependentes, e



(ii) L(0,0), [(L(0,0),L(0,0)] sdo linearmente independentes.

Assumindo que este campo de vetores L é da forma

0 0
L=—+i =z
5 +z)\(33,t)ax,

com A definida perto da origem de R?, real e suave. Os seguintes resultados foram obtidos
por F. Treves e J. Sjostrand, respectivamente:

Teorema 3. Assuma que L satisfaca A(0,0) =0 e %(O, 0) # 0. L € localmente integravel
na origem se, e somente se, existe uma mudanca de coordenadas locais tal que L é um
multiplo, por uma funcao suave nao nula, do operador 1-Mizohata.

Teorema 4: Assuma que L satisfaga A(0,0) = 0 e %(0,0) # 0. Entao existem fungoes
suaves ut e u~ definidas em t > 0 e t < 0, respectivamente, tais que ui(x, 0) sdo reais,
%(m, 0) >0 e Lu* = 0. Além disso, L ¢ localmente integrdvel na origem se, e somente
se, a fungdao (ut) ™t ou=(x,0) € analitica real na origem.

Os resultados citados acima apresentam condicoes necessarias e suficientes para o
operador L ser localmente integravel. Ja na segunda metade da década de 80, N. Hanges em
[9] apresentou um resultado sobre a resolubilidade local dessa classe de operadores, a qual
ele chamou de operadores quase Mizohata. Em [9] ele apresentou uma condi¢ao para uma
funcao suave definida em uma vizinhanca da origem, estar na imagem desses operadores.
Isto é, dada uma funcao suave f, ele encontrou condicoes necessarias e suficientes para
existir uma solucao distribuicional u tal que Lu = f.

Uma extensao para essa classe de operadores foi apresentada por H. Ninomiya em
[17] no final da década de 90. Neste trabalho ele considerou uma classe de operadores que
contém o Operador (-Mizohata, no caso em que £ é impar, que por defini¢ao sao os campos

de vetores L suaves, complexos, definidos em uma vizinhanca da origem de R? satisfazendo:

(i) L(z,0) e C,(x,0) sao linearmente dependentes paran =0,1,...,0 —1, ¢

3



(ii) L(z,0) e Cy(x,0) sdo linearmente independentes,

onde Cy = L,Cy = [L,L],Co = [L,C4],...,Cp = [L,Crq],n = 1,2,-++ ,£. Em [17] foi
apresentada uma condigao necessaria e suficiente para integrabilidade local dessa classe de
operadores.

Na primeira parte do nosso trabalho, consideramos uma classe de operadores como
em [17]. Apresentamos uma extensdo do trabalho de N. Hanges. Chamamos esta classe
de operadores quase (-Mizohata em uma subvariedade . Consideramos a subvariedade
¥ = {t = 0} e nos restringimos ao caso que ¢ é impar.

No Capitulo 2 apresentamos uma integral primeira para este operador restrito aos
semiplanost > 0 et < 0 e uma forma normal para essa classe de operadores. Ja no Capitulo
3, obtemos uma condicdo necessaria e suficiente para uma funcao suave f pertencer a
imagem deste operador.

Observamos que para generalizar o resultado acima teriamos que lidar com operadores
do tipo L = & +iX(z,t)Z, com A(z,t) = 22 —t2, que ndo ¢ um campo localmente resoltvel
exatamente nas retas t = £x. No entanto, exceto pela origem, mas sobre estas retas ele
¢ 1-Mizohata, ja na origem ele é quase 2-Mizohata. Na busca de uma técnica apropriada
para abordar essa tal situacao consideramos o artigo de C. Campana, P. Dattori e A.
Meziani (ver [4]), que apesar de lidar com o caso de operadores localmente resolaveis, nos
pareceu apropriado tratar o caso em que A se anula exatamente num ponto. A saber em
[4] foi considerado representacao explicita de solugoes no caso em que A > 0 e se anula
identicamente em t = 0. Nosso segundo resultado, apresentado no Capitulo 4, vem de
encontro em estender o teorema apresentado em [4] quando A se anula apenas na origem.
Em particular, quando L tem a forma

o 0 ) 2 9
L= o +i(a® +)ho(z, )5, com X(0,0) # 0. (1)



Capitulo

1

Preliminares

Este capitulo sera destinado a apresentar definicoes e resultados que serao utilizados

ao longo do texto.

1.1 Topicos de variaveis complexas

Nesta secao apresentaremos alguns resultados e definicoes da teoria de funcoes de
variaveis complexas, apenas a titulo de referéncia. Os mesmos serao utilizados no Capitulo
3.

Seja U uma vizinhanca da origem de R2, definimos os conjuntos
U ={(z,t) eU:t<0} e

Ut ={(z,t)eU:t>0}.

Defini¢ao 1.1.1 (Holomorfa de crescimento lento). Uma func¢ao H é holomorfa de cres-
cimento lento no semiplano inferior se existem uma vizinhanca U da origem no plano
complexo, constante C' >0 e N € N tal que H é holomorfa em U™ e

C



Teorema 1.1.2. Sejam H uma funcao holomorfa de crescimento lento no semiplano in-
ferior e U = I, x Iy uma vizinhanca da origem em R? tal que I, e I, sdo intervalos abertos
em R. Entio H(-+it) tem limite Hy € 2N T1(1,) (N como da defini¢io anterior) quando
t— 0, que €

(Ho,¢) = lim [ H(z +it)¢(x)dx, ¢ € CNT(L).

t—0—

(Ver [11], pagina 63).
Teorema 1.1.3. Seja H uma funcao holomorfa em U™, onde U € uma vizinhanc¢a da
origem como no teorema anterior. Se %ir% H(- +it) existe em 2"V (1) entio
—

|H(z +it)| < r4iteU,

’t‘N+1’

2.0), sendo I, = (—6,6).

onde U ¢ o produto de um intervalo I, CC I, e do intervalo (-5,

Ou seja, H é uma funcao holomorfa de crescimento lento no semiplano inferior.

(Ver [11], pagina 66).

Os préximos resultados serao utilizados na Secao 2 do Capitulo 3.

Proposicdo 1.1.4 (Desigualdades de Cauchy). Seja f € C°°(I) para algum intervalo
aberto I. A funcao f € analitica real em I se, e somente se, para cada o € I, existe um
intervalo aberto J, com a € J C I e constantes C' > 0 e R > 0 tal que as derivadas de f
satisfazem

|f9(z)] < C%, Vo e J.
Proposicao 1.1.5. Dado aberto D C C", G(z,€) continua em D x R™, z — G(z,§)

holomorfa em D e |G(z,€)| < h(§) € L'. Entao,

P(z) = /G(z,f) d¢ € holomorfa em D.



Teorema 1.1.6 (Teorema de Montel). Sejam D C C aberto e F' uma familia de funcées
holomorfas em D. Suponha que F € localmente limitada. FEntao F € normal, isto €,
cada sequéncia de elementos de F' tem subsequéncia convergindo uniformemente em cada

subconjunto compacto de D.

1.2 Mudancas de variaveis no simbolo principal de um

operador

O objetivo principal desta secao é mostrar como o simbolo principal de um operador
diferencial parcial linear (ODPL) se transforma através de mudanca de variaveis. Esse
resultado sera util ao longo de todo texto quando realizarmos uma mudanca de variaveis
no operador.

Consideraremos nesta secao como um ODPL de ordem k£ € N em um aberto U C R"

uma aplicacao P : C°(U) — C*(U), definida da seguinte forma

P(z,D)=P = au(x)D",

|| <k

sendo D = (—4)l9% e a, € C(U),|al < k. Associamos a P os seguintes polinémios em
&
p(x,) =) aa(x)¢", z€UEER"

pr(z, &) = Z aq(r)*, z e U e R™

la|=k

Definimos o simbolo de P e o simbolo principal de P por

o(P)(z,§) = p(x, )



UP<P)(‘/E7€) = pk(i,f),

respectivamente. Temos os seguintes resultados a respeito do simbolo principal de um

operador diferencial P.
Lema 1.2.1. Sejam P um operador diferencial definido em U, x € U e & € R". Se
fyp € C(U) sao tais que f(x) =1 e dp(x) =&, entao

0p(P)(x.€) = lim e " P(c f) ().

Demonstracao. Segue da aplicacao da féormula de Leibniz.
Consideraremos agora um difeomorfismo h: U — U’, onde U’ & outro aberto de R™.

O difeomorfismo h induz as seguintes aplicacoes:

bt C=(U") = C>(U)
f=foh

h, : End(C=(U)) — End(C>®(U"))
Q— (h*) ' oQoh*;

T*h:U xR* = U x R*
(y,m) = (W~ (y), dh(h™"(y)) - m)

e T*h induz a aplicacao

(T*h)* : C=(U x R") = C=(U" x R")

o+ oo (T*h).

Com isso temos a seguinte



Proposicao 1.2.2. A aplicacio h, aplica um operador diferencial definido em U bijetiva-

mente em um operador diferencial definido em U . Além disso,
0p(hs(P)) = (T*h)*(0,(P)), em U x R".

Demonstracao. A prova da primeira aplicacao segue da regra da cadeia e da férmula de

Leibniz. J& para a segunda afirmagcao, fixamos (z,£) € U x R" e tomamos

(y.n) = (A(x),& - (dh(z))™")

e f,p € C=(U") tais que f(y) =1 e dp(y) = n. Com isso aplicando o lema anterior duas

vezes, concluimos o resultado. [ ]

Exemplo 1.2.3. Seja P um operador diferencial de ordem um definido em um subconjunto

aberto U de R%. Digamos que P tem a forma

9] 0
P:A(x,t)%—l—B(x,t)a. (1.1)

Entio apds mudanca de varidveis ¢ : U — U, p(x,t) = (y(x,t),s(x,t)) temos que o

operador P tem a forma

Demonstracao. De fato, note que

op(P)(w,t,6,m) = A(z, 1) + B(x,t)n, (x,t) €U, (&,n) € R™



Assim, pelo lema anterior temos

ap(P)(p(x,1),6,m) = (T*0)*(0,(P))(¢(, 1), &)
= 0p(P) o (T*h)*(p(z,1),€,m)
= op(P)(z,t,dp(z,t) - (& n))
= 0p(P)(@,t, Y0 + 152, EYr + 151)
= Az, 1)y + 1sa) + B, 1)(Sye + nse)
= (A(z,t)ys + Bz, )y)€ + (B2, t)s, + Bz, t)se)n
= Py)(z,t)§ + P(s)(z, t)n.

Logo P tem a forma (1.2). n

Exemplo 1.2.4. Seja L como em (1.1), com A ou B nao identicamente nulos. Entdo L

pode ser escrito como um maultiplo nao nulo de

a . 0

com \ real, suave e definida em uma vizinhanca da origem.

Demonstracao. De fato, apos translacao podemos assumir que L esta definido em uma
vizinhanca da origem. Podemos assumir também que B(0,0) # 0. Assim, existe uma

vizinhanga da origem tal que B(z,t) # 0. Logo, tomando C' = %, teremos

o Ao o .0
L_B(aﬁﬁ%) B(8t+08x)

Assim, vamos supor que L tem a forma

0 6

10



onde, C(z,t) = Cy(x,t) +iCy(x, t).
Logo queremos uma mudanca de variaveis da forma = = z(y, s) e t = s tal que

0 0 0
% = a + 01(33,25)%.

Assim, tomamos y(z,t) solugao do seguinte P.V.I

o qual possui Gnica solucao.
Note que (z,t) — (y, s) ¢ uma mudanca de variaveis em uma vizinhanca da origem.
Assim, pelo Exemplo 1.2.3 temos que L se transforma por mudanca de variaveis em um

operador da forma

L = <%+C(x,t>a—i) a% +%
= <a—i —I—Cl(x,t)a—i) a% +iCy ,t)gya% %
- 2 el
- 2o
com A real e suave.
Renomeando as variaveis temos que L tem a forma (1.3). [

1.3 Operadores parcialmente hipoelipticos

Em um trabalho de L. Garding e B. Malgrange em 1961 (ver [7]) foi apresentada pela

primeira vez a definicao de operador parcialmente hipoeliptico. Nesse trabalho, os autores

11



consideraram operadores com coeficientes constantes. No ano seguinte, S. Mizohata (ver
|16]) publicou um trabalho onde ele mostra como lidamos com esses resultados para o caso
de coeficientes variaveis.

Consideraremos nessa se¢ao, P(D) e P(x, D) operadores diferenciaveis com coefici-

entes constantes e coeficientes variaveis, respectivamente.
Definig¢ao 1.3.1 (Operador hipoeliptico). Um operador P(x, D) é dito ser hipoeliptico se,
e somente se, para cada conjunto aberto Q@ C R™ e u € Z'(Q) temos

SS(P(x,D)u) = SS(u).

Definigao 1.3.2 (Distribui¢do parcialmente regular). Seja Q2 um conjunto aberto de R™ x R"
e u(x,t) € 2'(Q). Dizemos que u € reqular em t se, para todo par de abertos V- C R™,

WCR", VxWCQetodapec CXYV), a distribuicao u, em W definida por

ug : ¢(t) — (ulz, 1), o(t)p(x))

¢ uma funcao suave de t.
Notacao: u € C*(W, 2'(V)).

Defini¢ao 1.3.3 (Operador parcialmente hipoeliptico). Seja L = L(x,t, D,, D;) um ope-
rador diferencial. L € dito ser hipoeliptico em t se, para cada f regular em t tem-se que a

distribuicao u tal que Lu = f € regular em t.

Para um operador com coeficientes constante, P(D,, D;), podemos dar a seguinte
condicao equivalente para hipoelipticidade parcial. Mas antes precisaremos da seguinte
definicao:

Defini¢ao 1.3.4 (Operador estritamente menos forte). Seja P um operador hipoeliptico.

12



Dizemos que um operador Q) € estritamente menos forte que P (escrevemos Q) << P),se
— 0 quando & — oo.

Teorema 1.3.5 (|7], pagina 9). Para que P = P(D,, D;) seja parcialmente hipoeliptico
em t € necessdrio e suficiente que as sequinte condi¢oes sejam equivalentes:

1. o(P)(&,n) =0, Re e n limitados = Im¢& limitado;

2. P pode ser escrito como uma soma finita da forma
a(P)(&n) = a(P)(n) + Y o(P)(ma(Q))(), j >0,

onde Py € hipoeliptico e P; << F.

J& para um operador com coeficientes variaveis, S. Mizohata, mostrou um resultado
equivalente. Para isso, consideramos P(z,t, D;) um operador com coeficientes variaveis e

tal que, em uma vizinhanca de (xg,ty), P se expressa por

P(z,t,D)) = > a;(z,t)M;(D;) (1.4)

onde,
1°) os coeficientes ajs sao suaves;
2°) M(D;) = > a;(xo,to)M;(D;) & hipoeliptico;

3°) os operadores M]{s sao hipoelipticos e equivalentes a M.

13



Teorema 1.3.6 ([16], pagina 423). Seja L(z,t, D, D;) um operador diferencial linear com

coeficientes suaves. Suponha que
L:P(ajat>Dt)+2Pj(x7t7Dt>Qj(Dx) (15)

verifica as condigoes:

(1) o operador P satisfaz (1.4);

(ii) cada operador P; € estritamente menos forte que o operador M;
(iii) os Q}s sdo operadores com coeficientes constantes.

Entao, L € hipoeliptico em t.

Exemplo 1.3.7. Consideramos um operador diferencial de ordem um da seguinte forma
L= D;+ Xz, t)D,,

onde é \ suave e definido no conjunto aberto Q0 de R?. Entdao L € hipoeliptico em t.

Demonstragao. Podemos escrever L da forma
L = P(Dy) + Fo(Dy)Qo(Ds),

onde P(D;) = Dy, Po(D;) = A(x,t) (operador de ordem zero) e Qo(D,) = D,. Temos que
L verifica as condi¢oes (i)-(iii). De fato, P satisfaz (1.4), pois P = D, é hipoeliptico, Qo é

um operador com coeficientes constante. Além disso,

S = O quandon 0
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ou seja, Py é estritamente menos forte que P. Portanto, L é hipoeliptico (parcialmente

hipoeliptico) em t. [

1.4 Campos de vetores complexos

Nesta secao apresentaremos definicoes e resultados necessarios que apareceram ao
longo deste trabalho. O contetido dessa se¢ao encontra-se no Capitulo 1 de [3].
Ao longo de toda esta secao, consideraremos 2 uma variedade diferenciavel de di-

mensao n.

Definigao 1.4.1. Um campo de vetores complezo (suave) sobre Q) é uma aplicagao C-linear
L:C*(Q) = C*(Q)
que satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = f(Lg) +g(Lf), f,g€C(Q).

Vamos denotar por X(£2) o conjunto de todos os campos de vetores complexos sobre

Q.

Exemplo 1.4.2. Um operador diferencial parcial linear de ordem um com coeficientes em

C* sem termo de ordem zero é um exemplo de um campo de vetor.

Proposicao 1.4.3. Se L € X(Q) e se f € constante entdo Lf = 0. Além disso,
S(Lf) C S(f), VfelC™(Q),LeX(Q).

Como consequéncia desse resultado podemos definir a restricao de um elemento L €

X(Q2) a um conjunto aberto W de ), da seguinte maneira, se p € W e f € C®(W),

15



definimos a aplicacao

onde fé qualquer elemento em C'*°(2) que coincide com f em uma vizinhan¢a de p. Cada

Ly define um elemento em X(W). Usualmente vamos escrever L ao invés de Lyy.

1.4.1 A estrutura algébrica de X((2)

Dado g € C*(Q) e L € X(Q2) podemos definir gL € X(2) por

(gL)(f) = g- L(f), feC=(Q).

Tal multiplicacdo externa da a X(€2) uma estrutura de C*°-modulo.
Uma operacao (interna) importante em X(Q2) é chamada de comutador (ou colchete

de Lie) entre dois campos de vetores. Dados L, M € X(2) definimos

(L, M](f) = L(M(f)) = M(L(f)), feC™().

Verifica-se que [L, M| € X(2). Esta operacao transforma X(2) em uma algebra de Lie
sobre C.
Seja (U,x) uma carta local em Q e seja também L € X(U). Fixemos p € U e

escrevemaos

X(Q) = (xl(Q)va(CD? e 7xn(‘]))’ q < U.

Agora, tomamos V' C U um conjunto aberto tal que x(V') é uma bola aberta centrada em
x(p) = a = (ay,...,a,). Dada f € C=(U), escreve f* = fox ' Se (x1,...,1,) € x(V),

pelo Teorema Fundamental do Calculo aplicado a fungao

t— (a1 +t(r1 —ar),...,a, + t(z, — ay,))
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segue que

f*(l‘l, N ,[L’n) = f*(CLl, N ,an) + Zhj(l’l, Ce ,ﬂfn)(l'j — aj),

onde h; € C*(x(V)) e h;(a) = (6f ) (a). Se definirmos g; = h; ox € C*°(U), obtemos

0 J
p) + Zgj(Q)(xj(q) —zi(p)), ¢€V

e consequentemente pela Regra de Leibniz

Z g;(p)(Lz;)(p
Definigao 1.4.4. A aplicacao C—linear C>*(U) — C*(U) dada por

of*

fHaI'j

oX

define um elemento em X(U), que € denotado por %.
J

Assim, podemos escrever

010) = hy(x(0) = G (s000) = () (),

Agora, substituindo (1.7) em (1.6) obtemos

L) = 3 (L)) (o) (83) ().

Jj=1

Como p € U é arbitrario, obtemos a representagao de L nas coordenadas locais (z1, . . .

por

L= Z (L) ax]

17
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Observacao 1.4.5. Fssa representacao mostra que um campo de vetor € um operador

diferencial parcial de ordem um com coeficientes em C*°, sem termo de ordem zero.

Além disso, em particular, essa representacao mostra que {i 9

6961,...,%} é uma base

de X(U). Observe também que se M € X(U) entao a representacao de [L, M] em coorde-

nadas locais (x1,...,z,) é dada por dada por

0

L, M] = Z {L(M;) — M(La;)} pr

1.4.2 Estruturas formalmente integraveis

Denote por %, o conjunto de todos os pares (V, f), onde V' é uma vizinhanca aberta

depe f e C®V). Em %, introduzimos a seguinte rela¢ao de equivaléncia:

o (W1, fi) ~ (Va, fo) se existe uma vizinhanca aberta V de p, V- C Vi NV, tal que f; e

fo coincidem em V.

Um germe de uma fun¢do C'*°(suave) em p é um elemento do espaco quociente
C™(p) = B/ ~ .

Observamos que C*(p) é também uma C-algebra. Dada uma funcdo f suave definida em
uma vizinhanga aberta de p, o germe em p definido por f serd denotado por f. Note que

existe um homeormorfismo natural C*°(p) — C definido por f — f(p).

Defini¢ao 1.4.6. Um vetor tangente complexo (em 1) em p é uma aplicagao C-linear

v:C%(p) = C
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satisfazendo

v(fg) = f(p)v(g) +g(p)v(f).

O conjunto de todos vetores tangentes complexos em p serd denotado por CT,€2,
tendo uma estrutura de espaco vetorial sobre C e serd chamado espaco tangente complexo
de Q em p.

Se L € X(Q) entdo L, : C*(p) — C definido por

Ly(f) = L(F)(p)

pertence a CT,(). Reciprocamente, suponha que para cada p € {2 um elemento v, € CT,Q
é dado tal que
p=up(f) € C7(Q), Vfel™(Q).

Entao existe L € X(Q2) tal que L, = v, para todo p € €.

O fibrado tangente complezificado de 2 é definido como a unidao disjunta

cra = | Jcr.

PEN

Vamos precisar também da notacao de um subfibrado vetorial complexo de CT2 de posto

n. Por esse, nos referimos a uniao disjunta

v=_JV,ccra

pEQ

satisfazendo as seguintes condicgoes:
(a) para cada p € ©Q, V, é um subespaco vetorial de CT,2 de dimensao n;

(b) dado py € Q existem um conjunto aberto Uy contendo pg e campos de vetores Ly, ..., L, €
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X(Uy) tais que Ly, ..., Ly, geram V, para cada p € Uj.

O espago vetorial V, ¢ chamado de fibra de V em p.
Dados um subfibrado vetorial complexo ¥V de CT(2 e um subconjunto aberto W de
2, uma se¢ao de V sobre W é um elemento L de X(W) tal que L, € V, para cadap € W.
Agora estamos prontos para definir o que vem a ser um dos conceitos mais importantes

dessa teoria.

Definicao 1.4.7. Uma estrutura formalmente integrdvel sobre € é um subfibrado vetorial

complexo V de CT) satisfazendo a condigcao involutiva:

o SeW C Q éaberto e L, M € X(W) sao segoes de V sobre W entao [L, M] é também

uma secao de V sobre W.

1.4.3 Formas diferenciais

Vamos denotar por 91(£2) o dual de X(2) e vamos nos referir aos seus elementos como
como formas diferenciais sobre 2 de grau um (ou 1-formas). Em outras palavras, uma

1-forma em 2 é uma aplicagdo C*°(Q2)-linear

w: X(Q) = C=(Q).

Se definirmos

CT;Q = dual de CT,(2,

para cada w € 9(2) podemos associar um elemento w, € CT;2 pela formula

wy(v) = w(L)(p),

onde L € X(Q2) ¢é tal que L, = v.
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Proposicao 1.4.8. CT;Q = {w, 1w € N(Q)}.

Defini¢ao 1.4.9. Dada f € C™(9) definimos d f € N(Q) pela formula
df(L) = L(f), LeXx(Q).

Podemos obter uma representacao em coordenadas locais dada por

al ) N oof
dfz%df(T%)dxj:;a—%dxj.

Agora introduzimos o fibrado cotangente complexificado de €2 como sendo a unido
disjunta

cra = JcTpa.

peN
Como anteriormente podemos definir a no¢ao de subfibrado vetorial complexo de CT*(2 de

posto m como sendo a uniao disjunta
W= W,
pEQ

onde cada W, ¢ um subespaco vetorial de CT;2 de dimensao m, satisfazendo a seguinte

propriedade:

e Dado py € Q existem um conjunto aberto U, contendo py e 1-formas wy,...,w,, €

MN(Uy) tais que wyp, . .., wn, geram W, para cada p € U,.
Como anteriormente vamos nos referir ao espago ¥V, como uma fibra de ¥V no ponto p.

Proposicao 1.4.10. Seja V = |J V, um subfibrado vetorial complexo de CT<) e seja, para
pEN
cada p € Q)

V, ={AeCT;Q:A=0emV,}.
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Entdo V*+ = | VpL € um subfibrado vetorial complexo de CT*().
PEN

Quando V é uma estrutura formalmente integravel sobre {2 de dimensao N vamos
denotar o subfibrado V*+ por T'. Vamos também denotar por n o posto de V e por m o
posto de 7. Em particular, n +m = N.

Vamos usar também as seguintes notacoes:
1,00 = {v e CT,Q2: v é real};

T = {€ e CI;Q: £ ¢ real};

Q= | T,
peEN

Q=150
peQ

Dado L € X(f) seu conjugado (complexo) é o campo de vetores L € X(€2) definido
por

L(f) = L(f), feC>Q).
Em particular, dizemos que L é um campo vetorial real se L = L.

Exemplo 1.4.11. Se L = A(:v,t)a% + B(z, t)%, onde A, B sao fungoes suaves complexas

definidas em um subconjunto aberto W de R? entdo

—_—8f

L) =A% + B

B—L.
TP

Do mesmo modo podemos definir o conjugado (complexo) de um elemento em CT,(2.

Dado um subespaco V,, C CT,() definimos

V,={v:veV,}.

22



E claro da definicio que se V & um subfibrado vetorial complexo de CT2 entio o mesmo é
verdade para V = | Vp. Vamos no referir a  como o conjugado (complexo) do subfibrado

peN
V. Analogamente defini¢oes e resultados podem ser introduzidos e obtidos para CT*() e

suas fibras CT;(). E importante também mencionar a igualdade

1 _—

Vo=Vt

a qual é valida para cada subfibrado vetorial complexo V de CT).

1.4.4 O conjunto caracteristico

Seja V C CT2 uma estrutura formalmente integravel sobre 2. O conjunto caracte-

ristico de )V é o subconjunto de T*(2 definido por
T° =T NT*Q.

Dado p € €2, vamos também escrever T 19 = T}; NT;Q. Recordamos que o simbolo de um

campo de vetor L € X(Q2) é uma func¢do o(L) : T*Q — C dada por

o(L)(&) = &(Ly), se & € T, Q.

Entao vemos que £ € T} se, e somente se o(L)(£) = 0, para cada secao L de V.

Seja (U,x), x = (z1,...,7y) uma carta local de 2. Tome p € U e { € T;. Se

N N
escrevermos § = Y &;day, (§€R)e L=)" a4 <%) entao
j=1 j=1 7

o(L)(©O) = Y a,(0)¢;

Jj=1
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N
. _ a ~ ~ . .
Assim, se L; = ]; Qjk (3—m> sa0 n se¢oes linearmente independentes de V sobre U podemos

descrever T° N T*U pelo sistema de equacoes

N
S aulp) =0, pelU&eR, j=1,...,n
k=1

1.4.5 Estruturas localmente integraveis

Um subfibrado vetorial complexo V de CT(2, de posto n, define uma estrutura local-
mente integravel se dado um ponto arbitrario py € €1, existem uma vizinhanca aberta U,

de pg e fungoes 71, ..., Z,, € C*(Uy), com m = N — n, tais que
spam {dZp, ..., d%pp} = VPL, Vp € Up.

Se observarmos que a diferencial de uma funcao suave g é uma secao de V= se, e somente
se, Lg = 0 para cada segao de V), segue claramente que toda estrutura localmente integravel
define uma estrutura formalmente integravel.

Temos:

e A estrutura formalmente integravel V é localmente integravel se, e somente se, dados
po € €2 e campos de vetores Ly, ..., L,, os quais geram ) em uma vizinhanca aberta
Uy de po, existem uma vizinhanca aberta Vi C Uy de pg e fungoes suaves 21, ..., 72, €
C*>(Vp) tais que:

dZy A ...dZ,, # 0 em V;

L;Zy=0, j=1,...,n,k=1,...,m.

As funcoes 721, ..., Z,, sao chamadas de integrais primeiras de V.

Definigao 1.4.12. Seja V uma estrutura formalmente integrdvel sobre Q). Dizemos que V
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€ uma estrutura eliptica se T]E =0, para todo p € Q).
Teorema 1.4.13 ([6], pagina 9). Toda estrutura eliptica é localmente integrdvel.

1.4.6 Geradores locais

Vamos aqui apresentar resultados bastante tuteis que garantem a existéncia de co-
ordenadas locais e geradores locais do subfibrado 7" quando a estrutura V é localmente

integravel.

Teorema 1.4.14. Seja V uma estrutura localmente integrdvel definida em uma variedade
Q. Sejap e eda dimensao real de Tz?' Entao existe um sistema de coordenadas que se

anulam em p,

{T1, .., Z0, Y1, Yy S15 oo, Sas by ooyt }

e funcgoes reais, suaves ¢1,...,¢q definidas em uma vizinhanca da origem e satisfazendo
¢e(0) =0, dgp(0)=0, k=1,---.d,

tais que a diferencial das funcoes
Zi(x,y) =z =x;+iy;, j=1,...,v;

W('ruyv‘S?t):Sk"i_i(bk(rz,s,t), ]{?:1,...,(1,

/ .. . - /
geram T" em uma vizinhanc¢a da origem. Em particular, temosv+d=m, v+n =n e

também

Tz? = span {ds; |o,...,dsalo} -

Corolario 1.4.15. Com as mesmas hipdteses do teorema anterior. Entdo existe um sis-
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tema de coordenadas que se anulam em p,

{$17-~-7xm7t17---7tn}

e fungoes reais, suaves ¢1, ..., ¢, definidas em uma vizinhanca da origem e satisfazendo

¢r(0,0) = 0,d, ¢(0,0) =0, k=1,...,m,

tais que a diferencial das funcoes

Zp(x,t) = 2 +ige(z,t), k=1,...,m,

/ . . .
geram 1" em uma vizinhanc¢a da origem.
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Capitulo

2

Operadores quase ¢-Mizohata

2.1 Uma classe de operadores

Nosso primeiro objetivo nesse trabalho serda de estabelecer o conjunto imagem em

C* dos Operadores ¢-Mizohata

0 0
M, = — +i(0+ 1)tr=— eN
Y 1 )t ox’ ¢ ’

no caso em que ¢ é impar. Motivados pela classe de operadores definida nos artigos de
F. Treves [20] e J. Sjotrand [21] a qual contém o Operador de Mizohata M; e pela classe
de operadores definida por H. Ninomiya [17] a qual contém operador M;, consideramos a

seguinte classe de operadores.

Definigao 2.1.1 (Operador quase ¢(-Mizohata). Dados L um campo de vetores complezo,
suave, definido em um subconjunto aberto Q de R? e ¢ um inteiro, { > 1. Dizemos que L

¢ um operador quase {-Mizohata em uma subvariedade Y de €2, se:

(i) L e C, sao linearmente dependentes paran =0,1,...,0 —1 em ¥;

(ii) L e Cy sao linearmente independentes em 3,

onde Cy = L,Cy = [L,f] ,Cy=1[L,C4],...,C,=[L,Cpq],n=1,2,--- L.
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Observacao 2.1.2. O conjunto onde L e L sdo linearmente dependentes ¢ igual ao con-

junto onde L deiza de ser eliptico, logo a subvariedade Y. estda contida nesse conjunto.

Observacao 2.1.3. A classe dos operadores quase (-Mizohata € invariante por mudanca

de varidveis e por multiplicagcao por funcgoes suaves que nao se anulam.

Demonstragao. Vamos analisar o caso particular em que

0 0

com \ suave, complexa, definida em um subconjunto aberto Qde R? e ¥ = {(z,t) € Q,t = 0}.
Suponhamos que L é um operador quase ¢-Mizohata em > e vamos calcular os comutadores

C,,paran=1,... /1.

1°) L e L serem linearmente dependentes em Y significa que, existe o € R tal que L = oL

em X, entao
0 0 0 —0
Assim,
a=1

A=al=A=)\emt=0.
Logo, Ali—o € real.
2°) Vamos agora calcular o comutador Cy

0 0o 0 <0
Ci=|[L L] = [EJFA%,aJFAa—J

_ @_Q Q-F A@_X@ 3
N ot ot ) ox oxr or ) Ox
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Agora, como A|;—g é real o mesmo vale para % li=o. Entao,

) o\ O
Cy = —2iIm (3_) Ep em t = 0.

Assim, se existem «, 5 € R tais que
OéL‘i‘ﬁCl =0emt=0.

Entao

a=0
a/\—ZBiIm(%)—Oem :>Im( )—Oemt—O

Logo, L e C] sao linearmente dependentes se, e somente se, %? é real em t = 0.

3°) Vamos agora calcular o comutador Cy. Utilizando que A e 22 sdo reais em ¢ = 0 temos

que 0 mesmo vale para 2 e W' Assim, mostra-se que
0 o (OX OX\ O oN  —O\\ 0O
LI = |22 (22 L (A
Co=[L,[L, L] {al+>\8x’(8t 8t)6x+()\8m Aax)a]
NN
= —2zIm(a2)8—emt—O

Logo, como anteriormente, L e C5 sao linearmente dependentes se, e somente se,

Im(%) =0em ¢t =0. Ou seja, dtQ 2 ¢ real em t = 0.

Procedendo de maneira analoga mostra-se que L e C), sao linearmente dependentes

em ¢t = 0 se, e somente se,
a"\
otn

é real em ¢t = 0.

Dado p € ¥, consideramos
v:U — ¢(U)
(z,1) = (y, s)
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uma mudanca de varidveis em uma vizinhanca U de p. Pelo Exemplo 1.2.3 ap6s mudanca

de variaveis L tem a forma

. 0 0

_ 0 B 0
= Lyoyp 1(y,S)a—y+Lsoso 1(?/,8)%

~ 0 - 0
- A<y7 S)a_y + B<y7 8)%

Supondo que B # 0 em ¢(U) podemos escrever

assim, L é um multiplo do operador

0 ~ 0
+ C(y7 S)_

L:& dy

(continuamos denotando por E) Queremos mostrar que L é um operador quase /-Mizohata

em ¢(X). Para isso vamos mostrar que

onC
osn

=0 em ¢(X).

Mas isso segue das propriedades sobre a fungao A. De fato, dado (z,t) € ¥ temos que

A yt(x,0)+)\(x,0)y$(x,t)

C ,0)) = eR,
(¢(z,0) s¢(z,0) + Az, 0)s,(x,0)
pois A é real em t = 0 e as funcoes y e s sao reais.
Analogamente para as derivadas de C. |

Observacao 2.1.4. O operador (-Mizohata pertence a classe dos operadores quase (-
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Mizohata em ¥ = {(z,t) € Q;t = 0}, para cada ¢ € N.

Demonstracao. Primeiramente vamos obter uma expressao para os comutadores C,,

n > 0, no caso em que L = M,. Para n = 0 segue que

— 0 . 0
Co = M[ = a —Z(g—l- 1)25(%

Ja para 1 < n < ¢ podemos mostrar por inducao sobre n que

Cp =My, Cpq] = =2i(0+ 1)()(¢ = 1) ...(£ — (n — 1))#"%. (2.1)

De fato, para n = 1 temos

_ N (90 . [ 19
Cy = M, M, = {& +i(0+ 1)t 90 Bl i(0+ 1)t (%} = —2i(0+ 1)t o

Agora supondo que vale (2.1) para n vamos calcular o comutador

Cosi = [Mi,C]
= {% il + 1)#%, —2i(0+ 1)l (£ — (n — 1))#"%
= 20+ 1)l (0~ (n—1))(( - m#nl%.

O que mostra (2.1).

Note que

a (% +i(f+ 1)#%) +3 (_2““ DOE=1)... (6= (n- 1)>tM%) -

sa=0eall+1)t" =20+ —-1)...(—(n—1))t""=0.
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Mas
204+ DO —1)...—(n—1))t"" 40 l=n

pois, estamos analisando nos pontos da forma (z,0).

Portanto, M, e C,, sao linearmente independentes em X se, e somente se, n =/¢. =®

Observacao 2.1.5. De fato, temos mais ainda, se My, ¢ um operador quase {-Mizohata

em uma subvariedade 1-dimensional X entdao
Y ={(x,t) € Ut =0}. (2.2)

Com isso, a partir de agora, consideraremos L um operador quase {-Mizohata em X, com

Y. dada por (2.2).

2.2 Forma normal - Parte 1

Nosso objetivo nessa e na proxima secao sera obter uma representacao para a forma
normal da classe dos operadores quase /-Mizohata em .

Nesta secao apresentaremos alguns lemas que serao necessarios para construgao dessa
forma normal. Assumiremos que L é um campo de vetores complexo, suave, definido em
um subconjunto aberto € de R2.

O proximo lema da uma caracterizacao em coordenadas, em uma vizinhanca da

origem, para as propriedades (i) e (ii) da Definigao 2.1.1.

Lema 2.2.1. Se L € um operador quase (-Mizohata em . Entao existe uma vizinhanca

da origem U tal que L tem a sequinte forma

a 0

com A real, suave e verificando em U N{t = 0}:
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(i) gt::O, sen=0,1,...,0—1;

N2
(11) W §é 0.

Demonstragao. Pelo Exemplo 1.2.4, ap6s mudanca de varidveis, temos que existe
uma vizinhanga da origem U tal que L tem a forma (2.3) em U. Além disso, pela Obser-

vacao 2.1.3, L dado por (2.3) é um operador quase ¢-Mizohata em

S ={(z.t) €Ust =0} =UN{t=0}.

Logo resta mostrar que A verifica (i) e (ii) em 5. Para isso, fixado (z,0) € %. Como a
funcao A é real entao a funcao i\ é complexa. Assim, pelo que foi mostrado na Observacao
2.1.3 se L e C,, sao linearmente dependentes em (z0,0), n =0,...,¢ — 1, entdo

9" (i\)
ot

(20, 0) ser real.

O que equivale a dizer que

I"\
otn

(20,0) =0, n=0,...,0—1.

Do mesmo modo, se L e Cy sao linearmente independentes entao

9\
W(xo, 0) # 0.

Portanto, como (z0,0) € U é qualquer segue (i) e (ii). ]

Lema 2.2.2. Se L ¢ um operador quase (-Mizohata em X, entao existe uma vizinhanca
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da origem U tal que L tema a forma

0 , )
L= o +i(l+ DA, )5 (2.4)

com X suave, real e A\(0,0) # 0.
Demonstragao. Pelo lema 2.2.1 podemos supor que L esta definido em uma vizi-
nhanca da origem U e tem a forma

g o)
L= E + Z)\(.%,t)%,

"\ D)
com W(I’O) =0,0<n</l—-1e W(x,O) # 0, para todo (z,0) € U, em particular, na
origem (0, 0).

Consideramos aqui a seguinte aplicacao

e U= )
(x,t) = (y,5),
onde
s = s(w,t) = G (a,t)
y=1y(zx,t) =5+
Note que
dy Oy 212 \" o o-12\ " atr
_ | 9z ot | _ (€+1) (atH) grorT T 1 ((+1) <8t‘5*1> it
det Jp = =
9s  Os AN '\
ox Ot Oxott—1 ott

entdo det Jp(0,0) = g%((),O) # 0, pois %(0,0) = 0. Portanto, diminuindo U, se

necessario, temos que ¢ ¢ uma mudanga de variaveis em U.
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Agora note que,

) ) I\

L5(0,0) = Z7(0,0) +iA(0,0) 5=55(0,0) = =7(0,0) # 0.

Assim, pelo Exemplo 1.2.3, diminuindo U novamente, se necessario, nas novas coordenadas

o operador L tem a forma

7 0  Ly(z,t)

Os * Ls(z,t)

9
B
Mas,

Ly(z,t) = ({+ 1)sé% +iX(x,t) ((5 +1)s % + 1) = (04 1)s"Ls(x,t) 4+ iX(x, t).

Assim,
~ 8 (€~|— 1)s gLs(x t) +iX(z,t) O

aqui, A(y,s) = A(z,t) e E;(y, s) = Ls(z,t).

Agora note que, como A se anula de ordem ¢ — 1, em todos os pontos da forma
(x,0) € U, entao X se anula de ondem £ — 1 na imagem pela ¢ destes pontos. Assim, pela
formula de Taylor de X em torno de s = 0 teremos que

~

a—S/Z(y, 0)s* + O(s*1).

Ay, s) =
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Com isso,

~ [N ) 1 0
L = o+ (L+1)s" +1 (@(Q,O)s’z +O(s" )) m] oy
= —+i(l+1)s" =i+ L(y 0) + O(s) 1N 9
0 ast ™ (0+1)Ls(y,s) | %y

com

O 1
b(y,s) = —i+ <@(y, 0) + O(s)) (T D5

Note que b é suave e b(0,0) # 0, mas nao necessariamente real. Assim, escrevemos b(y, s) =

b1(y, s) + iba(y, s), com isso

~ 9 ' , o 0 . ' s, , 9]
L P +i(0+1)s" (b1 (y, s) +iba(y, s))ay s +i(l+1)s bl(y,s)ay (0+1)s"ba(y S)ay

Como no Exemplo 1.2.4, queremos uma mudanga de variaveis da forma g(y, s) e § = s tal

que
0 0 0
— = — 1)s‘D —.
Para isso, tomamos (v, s) solu¢ao do PVI
9y ’ 9y
= —(l+1)sD = =
88 ( + )S 2(y7 S) ay 0
g‘s:() =Y,

o qual possui tnica solu¢ao. Com isso, (y,s) — (¥, S) é uma mudanca de varidveis em uma
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vizinhanca da origem, assim pelo Exemplo 1.2.3 temos que L tem a forma

~ 0 - 0
L = Ly(y,S)a—ngLS(y,S)

5
9 . ¢ oy 0 | 0
= (=2 1 A I
(83 + (04 1)s"b(y, 8)8y) 8y’j+ 7%
g 0
— ¢ 4 =
= i(l+1)s"bi(y, S)8§+ 55

Assim, tomando A(y,s) = bi(y, s) e renomeando as variaveis, obtemos a forma desejada

para o operador L, note que b1(0,0) # 0 pois %(O, 0) # 0.

Antes de enunciar o proximo lema, vamos precisar da seguinte

Definicao 2.2.3. Uma funcio f : R? = R € flat em t = 0 se ela e todas suas derivadas

sao nulas em t = 0.

Lema 2.2.4. Seja L um operador quase (-Mizohata em . FEntao eriste uma vizinhanca

da origem U, tal que L tem a forma

I — 9 +i(0 4+ D)t (1 + p(z, 1)) 0

— 2.
ot ox’ (2:5)

onde p € suave, real e flat em {t = 0}.

Demonstracao. Pelos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 podemos assumir que L esta definido em

uma vizinhanca da origem de R? e tem a forma
0 0
L=—+i(l+ )t'\wz,t)=—

ot oz

com A real, suave e A(0,0) > 0.
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Primeiramente vamos resolver formalmente o seguinte P.V.I.

Lv=0

V=0 = .

Para isso consideramos a expansao formal em série de Taylor de A\ e de v com relacao a t

em t = 0, isto é,

Mz, t) =~ Z Nt e v(x,t)~ Z’Uj ()t
=0 =0
aqui
DN v
M) = F2,0) e ue) = 2 0(,0)

Como queremos determinar v; de modo que v|,—g = = entdo devemos tomar vy(z) = x.

Agora resolvendo formalmente a equagao Lv = 0 temos

v ’ ov
n +i(0 4+ 1)t"\(z, t)—a =0,
entao

iuj gt~ 1+z£+1#ZA (i%@;)tﬂ'):o.

Jj=0 Jj=0 Jj=0

Comparando o grau dos polinémios

vi(z) =0
u(z) =0
|+ Dvepa(z) = —i(f+1)ho(z) G2 (2).
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Ou seja,

vj(x) =0, se 1 <j<lI
ver1(x) = —iA(z,0).

Note que recorrentemente podemos obter os demais v;, pela formula

7j—1

—i({+1) 81} (k+1 )
Ve (x) = E E:)‘k = +)(95), ji=1,2,....
k=0

Com isso definimos

ulet) =2 — N+ 3 @)ty (61) ,

j=0+2 J

onde os €;’s convergindo para zero sao determinados de modo que a série seja convergente

em C™ e x € CX(R) é tal que

1, se [t <1

0, se [t/>2

(Ver [11], pg 16). Como encontramos formalmente v para que Lv = 0 entao pela contrugio
da u temos que Lu ¢ flat em {t = 0}.

Note que

u(z,t) = x+ j:%;r2(Re v;) (@)t x (%) +1 (—)\(z, 0)¢'+! +j:;+2(1m v;)(2)t X (é))
= 2+ O0@"?) +i (=A(z, 0)t" + O(t*?))

= Reu(z,t) + idmu(x,t).
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Facamos agora a mudanca de variaveis (z,t) % (y, s), onde

y = Reu
—Imu o
s=t tET .

1 1
. ~ . . 1 1,
Estamos usando aqui a funcao raiz definida por z7+1 = e7+1 8~

,onde log z = log |z|+i arg z,

0 <argz < 2.
Afirmagao 2.2.5. ((+ 1)s‘Ls = —L(Imu).

De fato,

s
— ; ¢
Ls = s i(0+ 1)t Nz, t) o

1

1 s
il + 1)te+u(x,t)a% [(%) ]

, ¢ t —Imu\™" 0 (Imu
—Z(E + ].)t )\(l’,t)g_i_—l tf-i-l % té+1
1 —£
—Imu\ &1 t —Imu)~ 1 Olmu . ’ Olmu
- (F) " - (G e (T i v T

t —Imu w1 {+1
+ +1 041 mu +0+2
Entao,

1

—¢
~(—Imu\ 7T 1 —Imu 71 (0 + 1D)Imu
o= () () (s =)
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e
im, como s* = = m
Assim, como s* = t¢ t?ﬁ“ 1 temos

L. — tg(—lmu) 1 (L(Imu)_(e+1)1mu>

) 0+ 1 t
~ —Imu  L(Imu) Imu
Tt U+l t
L(Imw)
A

Logo, ({ + 1)s*Ls = —L(Imu).

Assim, utilizando novamente o Exemplo 1.2.3, temos que o operador L tem a forma

~ 0 Ly o
0 | L(Reu) 9

83+ Ls 0y
0  s'L(Reu) 0

0s stLs Oy
0 ({+1)s'L(Reu) 0

Os L(Imu) dy
0 (44 1)s*(Lu — iL(Imu)) 0
~ 0Os L(Imu) dy
o . ¢ iLu 0
= %4—2(6—1-1)3 (1+L(Imu))8_y
0 0
= — +i(l+1)s'(1 —.
s i+ DS ply.5) 5
Aqui usamos que Lu = L(Reu) + iL(Imu) e consideramos p = L(ilﬁu).

Como Lu é suave e flat em {¢ = 0} temos que p também ¢. Mas nao necessariamente
real. Porém utilizando novamente calculos analogos ao do Exemplo 1.2.4, podemos supor

que p é real.
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2.3 Forma Normal - Parte 2

A partir desta secao, vamos nos restringir apenas ao caso, £ impar. Lembre-se que
para os demais casos de ¢, pela condigao (P) de resolubilidade, o operador L é globalmente
resoluvel.

Na proxima proposicdo, vamos construir uma funcio suave em U—, onde U é uma
vizinhanca da origem, verificando algumas propriedades. De certa forma essa funcao re-

presenta uma integral primeira do operador L, s6 que em U~.

Proposicao 2.3.1. Seja L um operador tendo a forma (2.5). Entao eziste uma vizinhanga

da origem U e Z € C>°(U~), satifazendo:
1. LZ=0em U~;
7 N
2. 8_ #0emU-;
ox
3.ImZ<0emnU-;

4. Z|i—o € real.

Demonstracao. Comecamos considerando a seguinte mudanca de varidveis

y=x
=
Note que, como £ + 1 é par, (z,t) 2 (y,s) é uma mundanca de varidveis de U~ em
©(U™) C {(y,s) € R* s < 0}. Além disso,

0s

Ls(x,t) = a(x,t) +i(0+ D)t + p(m,t))%(x, t) = —(+ )t*
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Ly(x,t) = %(x, t) 4 (0 + 1)1 + p(x,t))%(x,t) = i(0 + D1 + p(a,t)).

Assim, nas novas variaveis o operador L tem a forma

3, 0 0 3,
Ls— + Ly— = — D= 4+ (1 —
888+ yay 0+ 1)t 8S+z(£+ )t( +p(x,t))ay
0 0
_ L . -
= —(l+1)t (as z(1+p(93,t))ay>

a2 (0 . - 0
= ()= (i ey ).
Aquia ﬁ(yv‘S) = p(l’,t), ou Seja7 ﬁ: po 90_1' EIltgLO7
L=—((+1)(—s)™E,

onde

0 - 0
E=—2 _i1 =
Ep i( +p(y,s))ay,

definido em ¢(U™).
Consideramos . = [F] a estrutura formalmente integravel gerada pelo campo E.

Temos que .Z & uma estrutura eliptica para s < 0 pequeno. De fato,

ou(y,s,&n) =n—i(1+ply,s))E =0

se, e somente se,
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Mas, como p é flat em {t = 0} segue que

p(y,0) = poy~(y,0) = p(y,0) = 0.

Logo, para s suficientemente pequeno, temos que |p(y, )| é pequeno. Entao, p(y, s) # —1.

Assim, (§,7) = (0,0). Portanto, . é uma estrutura eliptica.
Afirmacao 2.3.2. p € suave até {s =0} e flat ai.

De fato, provaremos essa afirmagao utilizando um corolario de [11] (pagina 6). Temos

que

~ 1

ply.s) =po ' (y,s) = ply, (—s)77).

Como p é suave, precisaremos apenas analisar as derivadas em relacdo a s de p em s = 0.

Temos que p(y,s) = 0 e p ¢é diferenciavel fora do conjunto fechado F' = {s =0}. Além

disso,
- dp . J(poyp™)
lim 2P oy 2Pev )
Jim 25w:s) = lm === —(y,5)
= l —_— _ ( — £2+1
e (a2 >>€+1( )
1. 0Op 0
— lim 2F
riam @t
1 9?p
— 1 t t—@—l—l
i e @)
1 op
= lim — -1
i1 am (@t
0+ 1t>0- t
1 a€+1p
= T1a @0
= 0.

Pois p é flat em {t = 0}.
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Logo, pelo corolario citado anteriormente, temos %g(y,O) existe e é igual a zero.
Assim, % ¢ continua até {s = 0}. Analogamente mostra-se que %E ¢ continua até {s = 0},
qualquer que seja k € N. Ou seja, p é suave até {s = 0} e além disso, flat em {s = 0}. O

que prova a afirmacao.

Agora definimos b por

0, se s>0

Py,s), se s<0

-9 B
E=—_—i1 =,
P i( +b(y78))ay

Pelas observacoes anteriores, temos que E é uma estrutura eliptica em uma vizinhanca da
origem e tem coeficientes suaves. Assim, pelo Teorema 1.4.13, como toda estrutura eliptica
é localmemte integravel, existe uma funcao suave w definida em uma vizinhanca da origem
U tal que

~ ow

EFw=0 e —#Oemﬁ.
ox

Consideramos uma vizinhanca da origem V de modo que, o(V) C U e o(V=) C UNp(U")
e definimos em V'

w(z,t) = w(x, —t).

Para (z,t) € V"~ temos

w(z,t) = wo p(z,t).

Assim, dado (z,t) € V~ temos que

Lw(z,t) = Lw(e™ ' (y,s)) = L(w o ) (¢~ (y, 5)) = Lw(y,s) =
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1~

= (U + 1) (=8)FT By, s) = —(€ + 1)(—s) =1 By, s) =

Logo Lw =0 em V. Além disso, definindo

w(z,0) = tl_if(])“, w(zx, —t") = w(z,0)

temos que w é continua em V~. E usando novamente o corolirio citado anteriormente,

temos que w € C*®(V-). Ainda, dado (z,t) € V~

ow ow ’
—(z,t) = —(x, —t""1) #£0.
o) = S () £
Entao, % 40em V.
Agora, escreva w = a + bi onde a e b sao funcoes reais. Como g—z # 0, podemos

assumir que % > 0. Assumiremos também que w(0,0) = 0. Assim, definimos
bo(z) = b(x,0) e ap(z) = a(z,0).

Como % > 0 entdo pelo Teorema da Fungdo Inversa existe a;' inversa local de ag. Para t

proximo de zero existe também inversa local de a¢(x) = a(z,t). Agora defina,
F(z) = bo(a; ' (z))]i=o-

De Lw =0 em V~ temos

%(m, t) = (¢ + )t"(1 + p(a, t))%(% ),

%(m) = —(0+ (1 + p(x,t))%(% t).

Assim da segunda igualdade, como p(x,t) é pequeno em uma vizinhanca de ¢ = 0, pois
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p(x,0)=0e % > () segue que % > 0 em V™. Ou seja, b é crescente na variavel t. Logo,
F(a(z,t)) = F(ai()) = bo(a; ' (ar()))]i=o = bo(z) = b(x, 0) = b(z, ?).
Portanto temos que
w:V- = {y+is€C;s< F(y)} =0.

Agora, como O é simplesmente conexo, para V suficientemente pequeno, pelo Teorema da

Aplicagao de Riemann, existe uma funcao H satisfazendo:
1. H é holomorfa no int0;

2. H ésuave até {s = F(y)};

3. H(int0) = {u+iv € C; [u? +v* < 1,v < 0};

4. H ¢é conforme no int@, isto ¢, H (z) # 0, se z € int0;
5. H aplica a curva {s = F(y)} no eixo real.

A partir disso defina
Z(x,t) = H(w(x,t)).

Afirmacao 2.3.3. Z tem as propriedades desejadas.
De fato,
1. Z € C®(V~), pois é a composta de funcdes suaves em V —.

2. Usando que Lw =0 em V~ e H é holomorfa em int& vemos que LZ =0 em V™.

3. Como g—f #0em V- e H (2) #0, para z € int0 segue que g—f +em V-
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4. Agora se (z,t) € V- temos que
Im (Z(x,t)) = Im (H(w(z, 1)) = v < 0
eset=0
Im (Z(x,0)) = Im (H(W(z,0))) = Im (H (y + iF(y))) =0,

pois h aplica a reta {s = F(y)} no eixo real. Dessa mesma propriedade de H segue

que

5. Z|i—o € real.
[

Observacao 2.3.4. Note que analogamente ao feito na proposicao anterior, podemos cons-
truir uma funcao suave em U™, verificando as mesmas propriedades dadas na proposicao

56 que em U™, a qual serd utilizada no prozimo capitulo.

Agora estamos prontos para demonstrarmos a proposicao que caracteriza a forma

normal da classe dos operadores quase ¢-Mizohata.

Proposicao 2.3.5. Seja L um operador quase {-Mizohata em Y. Entdo existe uma vizi-
nhanca da origem U, tal que L tem a forma

L:%H(Hl)tf(wp(x,t))(% (2.6)

onde p € suave, real e p =0 em U™.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.4 temos que existe uma vizinhanca U da origem tal

que L tem a forma

0 ’ 0
L= 5 +i(l+ 1)t (1 —I—p(m,t))%,
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onde p & suave, real e flat em {t = 0}. Consideramos a fungio Z : U~ — C dada pela
Proposicao 2.3.1. Escreva Z = a + bi, onde a e b sao fungoes reais e suponha que % #0e
Z(0,0) = 0.

Consideramos agora a férmula de Taylor de ordem ¢+ 1 de b em t = 0, isto é,

82—1-1 b
até—i-l

b 0%
b(xz,t) =b(z,0) + —(z,0)t + ...+ e

o (z,0)t" + O(t). (2.7)

(z,0)t" +

Como Z|;—¢ é real entdo b(x,0) = 0. Além disso, de LZ =0 em U, temos

0b

da

JE— _ — Z —_— -
(0 1) = —(+ D+ pla, 1)) 5, 0) em U
Assim,
ob . b
70 = Jin 500) =0
Analogamente, temos que
&b
%(LO) 0, sej<lI

J&a para 7 = [+ 1 temos

oty Oa '@

%(x,()) =—(+1)(1 +p(x,0))%(a:,()) =—(l+1) (‘3x<x’0) # 0.

Assim, de (2.7) segue que

a€+1b

b(z,t) = (2,0t + Ot = —t+! (_(‘)@Hb

8t€+1

= =7 (x,0) — O(t)) = —t"ly(a,t).

Portanto,

b(z,t) = —t"o(z,t) em U-.

Com isso, observe que v(z,t) > 0 em U-. De fato, como Im Z < 0 em U~ entdo b(z,t) < 0
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em U-, assim v(x,t) > 0 em U™, pois £ + 1 é par. Além disso,

Logo, como v é suave, existe uma vizinhanga de ¢t = 0 tal que v(z,t) # 0. Entao, v(x,t) >0
nesta vizinhanca.
Agora, definimos
t(v(z,—t))=1, se t>0

to(z,£)71, se t<0

a(x,—t), se t>0
y =
a(x,t), se t<0.

Consideramos a aplicacio (z,t) % (y, s). Note que

da da
9a(0,0) 20,0
det Jp(0,0) = 2:(0.0) i (0.0) £ 0.

0 (0(0,0))7
Afirmacao 2.3.6. ¢ é uma aplicagao suave.

De fato, para ver isso é suficiente mostrar que as derivadas de ordem impar de y e de

s sao nulas em t = 0, pois

aja(
iy Ot
a0 0= o

%(x, 0), sej é par.

x,0), se j éimpar,

Como v(z,t) > 0 em uma vizinhanca de t = 0, segue analogo para a coordenada s.

Observe que, como y é uma fungao par na variavel ¢ entao todas derivadas em relacao
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a t de ordem impar de y se anulam em ¢ = 0, isto é

My _ Dda
a0 00 = g

x,0) =0, se j é impar.

Dai, segue que a coordenada y é suave em uma vizinhanca da origem. Para a coordenada
s segue também pela paridade desta funcao.
Note que

1

L(t(v(z, ) 57)| 0.0y = (v(0,0))7 £ 0.

Entao em uma vizinhanca da origem L(¢(v(z, t))t’%l) # 0.

Agora aplicando esta mudanga de varidveis no operador L temos que L tem a forma

Tomamos

Assim,

0 0

Vamos agora analisar A(z,t) parat < 0e t > 0.

Caso 1: t <0

Lsw,t) = (o(a, )7 412 ((v(x,t))m)+z‘(€+1)tf+1(1+p(m,t))%((U(a:,t))eil)

= (v(x, )" + (v(, 1)) 1 Lo(z, t)

+
—_
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Entao,
Ly(w,t) _ La(z,t)(C+ 1)(v(x, 1)
Ls(z,t) (0 + 1D)v(z,t) + tLo(z,

£

t)
La(z,t)(0 4+ 1)t*(v(z, t)) =T
(04 Dttv(z,t) + t' 1 Lo(x, t)
La(z,t)(0 + 1)s*
L(t** 1) (x,t)
iL(t ) (z, 1) (€ + 1)s*
L(t"* ) (x,t)

= i(0+1)s".

Na peniltima igualdade usamos que La = —iLb = iL(t""v).

Logo, se t < 0, L tem a seguinte forma

0 0
L=—+il+1)s"=
ou seja, L tem a forma de um operador ¢-Mizohata.

Caso 2: t > 0
Neste caso, definimos a seguinte funcao suave em U
. Z(x,—t), t>0

Z(x,t) =
Z(z,1), t<O0.

Note que Z é suave pois %(w,O) =0,para j=0,1,2,.... Assim,de LZ =0em U,
segue que LZ=0em U-.

Temos que Z nas novas coordenadas se escreve como

Z(y,s) =y —is"*.
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Além disso,

LZ(y,s) = —i(0+1)s' + A(x,1).

Entao
Az, t) =i(0 + 1)s' + LZ(y, s)
e ~ o~
~ 0 . ~~ 0 J . LZ(y,s) \ 0O
Lz—(élZLZ,>—:—€1el—’—.
8s+ i(l+1)s"+ LZ(y,s) o 88—1—2( +1)s +z’(€+1)sf a9y
Logo devemos tomar, -
_ ~ LZ(y,s)
ply,s) = W+ Dst para s > 0.
Assim, vamos considerar
LZ
_ %, se s>0
ply,s) =4 ill+1)s
0, se s<0.
Afirmacao 2.3.7. p ¢ suave.
De fato, temos que
. Ay, s)
1 =—1+ lim ————.
5—1>I(I)1ﬂL p<y7 8) + si}(l)1Jr Z(f + 1)8€
Logo, vamos mostrar que
lim Sy
s—0t 1(0 4+ 1)s*
Mas,
L —t L t L —t
/\(y’ S) o ((I(ZE, ))1 — (a(m7 ))1 — —(ﬁ + 1)86 (CL($7
L(t(v(z, —t)71)  L(=b(z, —t)71) L(b(z, 1))
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Entao,

M) 1La(r.0)
s—0+ (0 +1)st i L(b(x,0))

=1
A dltima igualdade segue do fato que LZ = 0 em U-.

O que prova que p é continua. Para provar que é suave, usamos o fato de L7 ser
suave.

Note que p nao é necessariamente real, para obtermos p real, utilizamos novamente

a técnica do Exemplo 1.2.4. [ ]
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Capitulo

3

Caracterizacao do conjunto imagem

Seja L um operador quase /-Mizohata, ¢ impar, definido em uma vizinhanca da origem
U tendo a forma (2.6).
Nosso objetivo neste capitulo é caracterizar todas funcoes suaves f definidas perto

da origem para as quais existe uma distribuicao u definida perto da origem satisfazendo
Lu = f. (3.1)

Pela Observacao 2.3.4 podemos obter uma funcao suave em U+, a qual continuaremos

denotando por Z, satisfazendo:
1. LZ=0em UT;

2. g—i £0em Ut;

3. ImZ <0 em F;

4. Zli—o é real.

Em adicao, iremos assumir que

5. 92(0,0) = 1.
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Ao longo deste capitulo usaremos a seguinte férmula de inversao apresentada por M.

Baouendi, C. Chang e F. Treves em [1].

Teorema 3.0.1 (Férmula de Inversiao de Fourier Generalizada). Seja g € C°(V), onde V.
€ um aberto e R? e suponha que Z : V — C é um difeomorfismo (de classe C*) de V em

Z(V) e que satisfaz
[T (Z (2, 1) = Z(y,1))] < % [Re (Z(x,1) = Z(y,1))] (3.2)
para (x,t), (y,t) € V. Entdo temos

+oo +oo
g(z,1) = lim — / / AN () 1) A7y, 1) de, (3.3)

onde dZ(y,t) € a forma Z,(y,t)dy e a convergéncia € vdlida em C*®(V).
Para demonstracao e mais detalhes deste resultado ver [1] pagina 344.

Observacao 3.0.2. Note que a funcao Z obtida como na Proporsicao 2.3.1 é um difeor-

morfismo local, pois det JZ # 0 em U™T.

3.1 Estabelecimento da condicao crucial

Suponha f suave, definida em uma vizinhanga da origem e seja x € C°(U) tal que
x = 1 perto da origem, com suporte de y contido em uma vizinhanca onde f esta definida.

Introduzimos,

2T e—0+

WP(3,1) = —— lim / / / (E-ZE Qe )y, 5) AZ(y, 5) ds. (3.4)

Temos a seguinte afirmacao sobre u?%:

Afirmacao 3.1.1. Se U ¢ escolhido suficientemente pequeno entio u*> € C=(UT).
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Demonstracao. A demonstragao desta afirmacao é bastante trabalhosa e levara algumas
etapas para ser demonstrada.
Etapa 1: Escrevendo Z = a+ bi, com a e b funcgoes reais, para U suficientemente pequeno,

valem as seguintes estimativas para a parte real e imaginaria de Z:

b(z,t) —b(x,s) > Cy (s — ), (x,1), (x,5) € UT. (3.5)

la(z,t) — a(z, s)| < Cy [t = s (z,t), (z,8) € UT. (3.6)
e, 6) — by, ] < Sla — ], (1), (y,0) € TF. (3.7
a(z,t) —a(y,t) =2 —y+ Az, y,t), (z,t),(y,t) € UT, (3.8)

onde A é tal que|A(z,y,t)] < iz —yl.

Demonstracao Etapa 1. Como LZ =0 em U* temos que

da ob
5 (04 1)1 + p)a—x, (3.9)
ob oa
5 —(0+ 1)t (1 + p)a—x (3.10)

Além disso, de g—f(0,0) = 1 segue que g—;(0,0) =1le %(0,0) = 0. Assim, se U é suficien-

0 - : ab ‘o
temente pequeno, 5%(z,t) fica proxima de 1, assim como 52 (,t) fica proxima de 0 e como

p(0,0) = 0 entdo (1 + p(0,0)) fica proximo de 1. Logo, existe uma constante C; > 1 tal

que (1+ p(x,t)) < /Ch, g—i(x,t) <VCie|L(z t)| <& para (z,t) em U*.
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Dai, integrando (3.10) com respeito a t obtemos

Oa

b,t) b6 = [+ DL+ plas) et ) .

Entao,
da

bart) b s) = (04 1) [0+ pla ) ey

t
> —(e+1)/ y'\/Civ/Cr dy
_ —Cl<t£+1—86+1)
Ly (st gy,

Portanto, segue (3.5).

Agora integrando (3.9) em relagao a ¢ temos

ja(z,t) — al(z, s)| =

! b
[0 o) ) @
Agora usando que |2 (z,t)| < § </} temos

(04 Dy (L + (. 9) L e, y>\ dy

la(z,t) —a(z,s)| < /s Ox

¢
< (E—I—l)Cl/yEdy

— Cl (tZ—Fl o Sé—i-l)

= Cl |t€+1 - SZ—H‘ .

Portanto, segue (3.6).
Note que (3.7) é uma consequéncia do Teorema do Valor Médio.

Finalmente, para t fixado, consideramos a féormula de Taylor de a, na varidvel x em
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torno do ponto (y,t), isto é,

Oa 0%a )

a(z,t) = aly,t) + 5y, O)(z —y) + 55, 1) (@ —y)".

Como %(y, t) fica proximo de 1 para (y,t) suficientemente pequeno, dado £ > 0 temos

@
ox

(y,t)—l’ <e.

Assim,

a(z,t) —aly,t) =z —y+ <%(y,t) - 1) (x—y)+ %(yi)(l‘ —y)? =z —y+ Az,y,t),

onde A(z,y,t) é tal que

C w0 —)

lz —y|.

4.0 < | (52000~ 1) 1o )]+

Logo, para U suficientemente pequeno, tomando ¢ apropriado, temos que vale (3.8).
Etapa 2: Como precisaremos majorar o termo exponencial da integral em (3.4), sera

necessario realizar uma mudanga de caminho de integragao. Dado R > 0, consideramos

f(6) = eilZ(@,t) = Z(y,5)]g—e€?

sz/ORf@)ds.

Tomamos a seguinte complexificacao de &

CZC(R)=R<1+3x_y>. (3.11)



A figura 3.1 mostra os caminhos de integragao para o caso que é:z' =1.

Figura 3.1: Complexificagao do dominio de integragao

Logo, queremos passar a integral do caminho ~; para o caminho 73. Aplicando o

Teorema de Cauchy a funcao f, a qual é holomorfa em C, temos

0 — /Af(z)dz:Llf(z)dz+[y2f(z)dz—/w3f(z)dz
= [l o (re gz oy [ (er ey

Vamos mostrar que

R

1 . _
/f(Z)dZ:/f<R+£Rx y)\)—d/\—>0quand0R—>+oo.
Y2 0 2 |IE—y| 2

Assim, podemos escrever

/wa(ﬁ)dsz/ooof(C(é))di.

Para provar a afirmacao acima, consideramos

2= (Z(x,t) = Z(y,s)) ((R) +i(¢(R))?,
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entao

iz =i(Z(x,t) = Z(y.5)) ((R) — e({(R))*.

Vamos mostrar que Im (z) > 0 assim como Im (z) = —Re (iz) temos que Re (iz) < 0.

Dados (z,t), (y,s) € UT, supondo que 0 <t < s e usando (3.5)-(3.8) temos

Im(z) =

v

v

>

Consequentemente,

Im [(Z(x,t) = Z(y,s)) ¢ +ie¢?]

Im [(a(z,t) +ib(x,t) — a(y, s) — ib(y, s)) ¢ + ieC?]

(a(z,t) —a(x,s)) %é:z' + (a(z,s) —a(y, s)) g‘%ﬂ

SO = B (1 Ay, 1)) B

+C(s" =t R — Lz — y|R + €3 R?

Ci(s™ =" E |z — y|B + 3 R?

0.

Re (iz) < —Cy (s — t”l)E — |z — y|§ - 52}22 <0

2
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Além disso, considerando um paramétro A € [0, 1], analogamente mostra-se que

Im

2|1L°—y|

Com isso,

(Z(x,t) — Z(y, s))R (1 to— Y ) +ieR? (1 + 3ux)1 > 0.

2|z — vyl

dA

po ) e R (s =) }d)\

2 sup {eRo{z( (,6)=Z(y,8)) R(1+5 (=2 )—sR2(1+;|§_gA)2}}

1 : _
[ < § [ (regri=0a)
2 ‘ _y‘
_ _/ z(Z(xt Z(y,s))R <1+2\i y\)‘> ERQ(H_%ﬁ)‘f
_ R / Re{i(Z(e.t)~ Z(n.) R(1+} =
<
A€[0,1]
— 0

quando R — oc.

Portanto, podemos mudar o caminho de integracao. Mas antes disso, precisaremos

introduzir um novo operador, que sera bastante 1til.

Etapa 3: Consideramos o operador

1 0
Lo=—— 3.13
0 Z, 0x ( )
e seu transposto formal L, a saber Ly(v) = 2 (%v)
Temos que os operadores Ly e L comutam, isto é, [Lg, L] = 0. Além disso, por

inducao mostra-se que para qualquer inteiro N > 0 temos

(i) (1= Lo)™(e™) = (1 +ig)N (e™#);

(ii) (1 — L)V (Zww) = Z.(1 + Lo)Nv, para qualquer v suave.
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De fato, primeiramente vamos mostrar (i). Temos

, . 1 ) ) 1
(1 o LO><€71Z£) — eszg o Z_ax(eszq — eszg o

x x

e (—i€Z,) = (1 +i€)e .
Agora assumindo que vale (i) para N vamos mostrar que vale para N + 1

(1= Lo)"* (7)) = (1= Lo)(1 — Lo)V(e™*)

(1= Lo)((1 +1d&)Ne "#¢)
(1 +i)Ne™?8 — Lo((1 +i&)Ne %)

= (1+i&)Ne 78 — 20,((1 +i&)Ne )
(1+i)Ne 78 — (1 +i§)N(=iZ,€E)e 7
(1+i€)
(1 + i)

1+d6)Ne 28 4 i€(1 +i&)Nemi2¢

Assim (i) estd provado. Vamos provar agora (ii). Temos

(1 — Lo)(Zyv) = Zyv — (—am (Zixzwu)) Zyv + 00 = (v + Ziv> = Z,(1 + Lo)v.

Agora assumindo que vale (ii) para N vamos mostrar que vale para N + 1
(1 — LNt (Zw) =

(1—
= (1= Lo)(Z(1+ Lo)Nv)
Z.(1+ LO) v — Lo(Zs(1 + Lo)Nv)

)(1 - LE))N(ZODU)

(
(
= Z.((1 4 Lo)Nv + Lo((1 + Lo)"v))
(
(
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Assim (ii) estd provado.

Afirmacao 3.1.2. Podemos escrever u*? da sequinte maneira:

5 15(3/ / / M2 @0=2w e (1 4 i)™V dg(1 + Lo)™ (xf)(y, s) dZ(y, s) ds.
(3.14)

Demonstracao. Counsiderando Ly = ZL%’ utilizando (i), (ii) e o Teorema de Fubini,
Yy

temos

e [0 [ [T agy g, az
27 e—0+

——gim [ e i Y 0= L)Y () () ) d€ a2
——gdim [ [ Y [ e i ()02, ) gy s
——-dm [ [T [Ca-no ZZys”*af?(mw}<xf><y,s>zy<y,s>dydgds
g dim [ [ R i N L)Y (051205 dy g s
——gdim [ [ e i 2, 1,5) 1+ L) (1) ) dy s

:_%515&/ / / UZ=2E==€* (1 1 436) "N de(1 + Lo)N (xf)(y, s) dZds .

Observacao 3.1.3. A necessidade de introduzir tal operador vem do fato que quando
derivamos a exponencial na integral, ficamos com poténcias de 1€ e tais poténcias terao
crescimeto controlado, quando utilizamos o operador Lgo. Além disso, jd para mostrar
a continuidade, hd a necessidade dessa introducao, para podermos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada. Isto ficard claro a sequir.

Etapa 4: Pela etapa 3, temos que u*?> é dada por (3.14). Utilizando a etapa 2,
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sabemos que podemos mudar o caminho de integracao em ¢ para (, onde ¢ ¢ dado por

(3.11). Assim, consideramos

h‘E(C) = ei[Z(CCJ)—Z(y,S)]C—ECQ(l + ZC)_N

e
1 o0 [o¢]
Pty == [ [ [ hQ o+ L (). 5) 42,9 s
2 t —00 J 3
Note que
ho(¢) — eZ@O=2:3)¢(1 4 i()"N=p(¢) quando e — 0F.
Além disso,

|he(C)| = ei[Z(%t)—Z(y78)]C—6C2(1_i_Z'O—N

eRe{i[ch,t)—Z(y,snc—ec?}(1 Fic)N

< C(l+i)Nel

A desigualdade segue de (3.12).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos
22 Vi 0,22
u?(z,t) = E_I}éu& (x,t)
1 oo o0
= o [ ][ MO L e ) a2 ) ds.
2 t —oo J3
Assim, como f é suave em uma vizinhanca da origem e Z é continua em UT segue que
u* € C(UT).
Como podemos escolher N tal grande quanto quisermos, derivando sob o sinal de

integracao, usando o fato de Z ser suave em U™ e aplicando o Teorema da Convergéncia

Dominada concluimos que u?? € C=(U+). n
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Usando argumentos similares definimos também

e = et [ [ [ o et

2T e—0+

para (z,t) € U,

u'(z,1) = o lim / / / el < g () £ (y, ) dy ds

2T e—0t

para (z,t) € U™,

o=t [ [ [ gy

2T e—0+

para (x,t) € U-.
Analogamente mostra-se que u*' € C=(U*) e u't,u'? € C=(U~).

Agora seja H a funcao de Heaviside, isto é

1, se t>0
H(t) =
0, se t<O.

Defina u da seguinte maneira
u(z,t) = H(t)(u* (z,t) + u?(z,t)) + H(=t)(u" (2, 8) + u"*(z,1)).

Afirmacao 3.1.4. Z verifica (3.2).

Demonstragao. De fato, utilizando (3.7) e (3.8), temos que

o (Z(2,1) = 205, 0)] = b, 1) — by, )] < glo—y
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[Re (Z(2,t) = Z(y,y))| = | —y| = Az, y,8)| = i!x =yl = 2[lm (Z(2,t) = Z(y,1)].

n
Assim, a Formula de Inversao de Fourier Generalizada (3.3) é valida e aplicando-a a

xf € Cx(U) temos

Afirmacao 3.1.5.
(Lu)(z,t) = (xf)(2,t) = (Kf)(z) ©6(1), (3.19)

para (x,t) € U, onde definimos K = KT + K~

(K fle) = 5 dim [ [ 7 ctte0- 2002 ag(y ), a2, s
e
K D@ =5 Ji%i/ | [ a v as.

Demonstragao. Para obtermos a expressao (3.19), primeiramente note que pela defini¢ao

da u temos
Lu = L(H)(u* +u**) + HL(u*' +u*) + L(H)(u" +u'?) + HL(u" +u'?),  (3.20)

onde H(t) = H(—t). Dada ¢ € C®(U) queremos obter (Lu, $). Para isso, vamos separar
em duas etapas:

Etapa 1: Dada ¢ € C>°(U)

(£(,6) = (g + i+ 00+ 05 ) o) = (50) = 6.0
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Entdo, L(H) = § em U. Analogamente, L(H) = —¢ em U. Assim,
((u? +u*)L(H) + (u" +u?)L(H), ¢) = (5, (u® +u*®)¢) — (5, (u" + u'?)¢)

= <(u21(x, 0) + u?*(z,0) — u(z,0) — u'?(x,0))6(t), qb> =—(Kf)®9,0e).

A 1ltima igualdade segue do seguinte fato

u?(2,0) +u™(2,0) —u'(2,0) — u?(2,0) = —(K*f)(z) — (K~ f)(2) = —(Kf)(@).

Portanto,
(' +u)L(H) + (u'' +u'?)L(H), ¢) = = (Kf) ®6,¢) . (3.21)

Etapa 2: Agora vamos calcular Lu?*?, Lu?', Lu*!, Lu'?. Para u?? temos

pit = —n ([T [ e susagtny) azto. ) ds)
= e ([ [ e [T ek 92,0.5) asdcay
_%/t /_OO/O ¢(£+1)tf(1+p)a%(e“m’“‘z(y’s”g) (X)), 8)Zy(y, s) dE dy ds
- ( | g ey [T emk )z <,s>dsdsdy)
b [ [ e 2 )2, 000) e dy
rr

_iﬂ ; / /0 i+ V(1 + p)(i€) Z, (¢P7798) (X )y, 5) Zy (y ) d€ dy ds
= _i oo oo o0 . i12(t)— 2 (,5)E
27 /t /_OO /0 () LZ(x, t)e (xf)(y,s)Z,(y,s)dEdy ds

1 oo poo -
+%/ / eZ[Z(x,t) Z(y,t)]f(xf)(yjt)zy(y’t) d¢ dy
0

—0o0

o0
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Usando que LZ = 0 em U+ temos que

1 [e.e] oo )
Li(at) = oo [ [ 200 )y, 0 a€ a2y, )
T J—00Jo

em Ut.

Analogamente para u?! temos

1 [e's) 0 ]
La*! (w,1) = / / P2 WOR(x £)(y, t) A€ dZ(y, 1),
T J-oJ-co

em UT.

J4 para u'! e u!'? temos

fe’e) 0
Lt (a.1) = - /oo /m eVE(x f) (g, 1) dE dy

In(a,1) = 5~ / } / e (3 )y, 1) dE dy

em U-.

Portanto,

L )t = 5o [ [ 2y g0 dgaziy ) = (), (322

2m [e9) e
em F [§]
L ) (1) = o / / eI F) (g, 1) dE dy = (xf) (@, 1), (3.23)
em T

Observagao 3.1.6. (a) Os cdlculos foram feitos aqui jd pensando na mudanca de con-

69



torno e na utilizacao do Teorema da Convergéncia Dominada para poder passar o

limite para dentro do integrando.

e u?? pensamos com a formula de inversiao de Fourier aplicado a

(b) Quando usamos u
w(z,t) = x — it"" ao invés de Z. Lembre-se que w tem as mesmas propriedades de

Z, s0 que em U™.

Logo, dada ¢ € C°(U) por (3.20)-(3.23) temos

(Lu,¢) = —((Kf)@0,¢) + (H(t)(xS)(2,t) + H(=t)(xf)(2,1), 9)
= (=(Kf)®@d+(xf),¢)-

O que prova(3.19).
Note que u dada em (3.18) ainda nao satisfaz (3.1), pois temos a mais o termo
(Kf)®0. Assim, antes de defirnirmos uma nova distribui¢ao para contornar esse problema

vamos enunciar a seguinte condi¢ao crucial, que denotaremos por (C).

(C): Ezistem duas fungées holomorfas, A e B, de crescimento lento no semiplano inferior
tal que
(Kf)(z) = lim A(Z(x,t)) + lim B(x —it"""), (3.24)

t—0+ t—0—

onde os limites sao tomados no sentido das distribuicoes.

3.2 Teorema Principal

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que a condi¢do (C) enunciada na secdo anterior é
necessaria e suficiente para uma dada fun¢ao suave f pertencer a imagem do operador L.

Precisamente, temos o seguinte

Teorema 3.2.1 (Caracterizacao do conjunto imagem). Seja L um operador quase (-

Mizohata em X = {t = 0}, ¢ impar, tendo a forma (2.6) em uma vizinhan¢a da origem U.
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Suponha que f € C*(U). Entao existe uma distribuicao u tal que Lu = f perto da origem

se, se somente se, [ satisfaz a condi¢io (C).

Demonstraremos esse teorema em duas etapas, primeiramente mostrando que a con-
di¢ao (C) ¢ suficiente e apés mostrando que a condi¢ao (C) é necesséaria. Na segunda etapa
precisaremos dividir em dois casos, primeiro o caso particular em que u é de classe e

depois o caso geral em que v é uma distribuicao.

3.2.1 A condicdo é suficiente

Se assumirmos que f satisfaca (C), podemos definir a distribuicao
v(z,t) = Ht)A(Z(x,t)) — H(—t)B(x — it"™) (3.25)

e concluir que

(Lv)(z,t) = (K f)(z) ©0(t).

De fato, novamente vamos considerar w(x,t) = x — it‘*1, assim
Lv=L(H)AoZ)+ HL(AoZ) — L(H)(Bow) — HL(Bow).
Assim, dada ¢ € C®(U), segue que
(Lv,¢) = (L(H)(A 0 Z),¢) + (HL(A o Z),¢) — (L(H)(B ow),¢) — (HL(B o w), )

o segundo e o quarto termos do lado direito da equagao acima sao zero, pois Z e w sao

solucoes homogeéneas de L em U™ e U™, respectivamente, e A e B sao fungoes holomorfas.
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Logo,
(Lv,¢) = (0(t)(Ao Z)(x,t),d) + (6(t)(B ow)(x,1), §)

= <5(t) [lim (Ao Z)(x,t) + lim (B ow)(x, t)] ,¢>
t—0t+ t—0—
= (Kf®6,9).
Os limites acima existem e sao distribuicoes pelo Teorema 1.1.2, pois A e B sao de cresci-

mento lento.

Portanto, segue que
L(u+v) = Lu+Lv= (xf) = (Kf) @0+ (Kf)®d = (xf) = f,
em uma vizinhanca da origem onde y = 1.

Portanto a condicao (C) é suficiente para resolver o problema.

3.2.2 A condicdo é necessaria

Suponhamos agora que Lu = f para alguma f suave. Para provarmos que a condi¢ao
(C) é necessaria, vamos separar em dois casos:
Caso 1: v é uma funcao de classe C'!

Considere

Kipe) =5 [ [ e e g azp g ds (320

onde x € C>°(R?), x = 1 perto da origem e o suporte de y esta contido em uma vizinhanga

da origem onde ambas u e f sao definidas.

Afirmacao 3.2.2. Usando que Lu = f e LZ =0 em U" temos que
KIf=1"f+J'f, (3.27)
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onde definimos

LD =5 [ [ o I ag(n) g, syt s) () ds (329

() / / 1020 4e \(y O)u(y,0)dZ(y,0).  (3.29)

Demonstragao. Usando que Lu = f podemos escrever K f da seguinte maneira

(K f)(x) = / / / 2 (@0~ Z(y,5))g—e€? Lixu)(y, 5)Z,(y, 5) dé dy ds
/ / / 20~ 20 9= ([ (g, $)Z, (y, s) d€ dy ds

= A+ (I )@)

onde

/// O =2N=<E [ (vu) (7, 5) Z, (y, 5) dE dy ds.

Vamos mostrar que A = (JIf). De fato, aplicando o operador L em xu e usando o

Teorema de Fubini temos que

1 0 o0 OO _ 2 a(Xu)
1 iZ(2,0)~Z(y.5)l6—€€” 17 —= 2 dsdéd
N g e

L[ e
_'__7]'/ / / e’L[Z(CE,O)*Z(y:S)Kfﬁééi(6 + 1)82(1 + p(y, S))Zy(y, 3) 8(@);&) dy dé_ dS
0 0 —0

Integrando por partes a primeira integral em relacao a s e a segunda em relacao a y obtemos
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que

1 > > i Z(x,0)— —eg?
4= L / 020N\ (y 0)Z, (y, 0) dy d
0

1t£x/ /ﬂ @026 () [(=i€)(LZ) Zy + (LZ,) + (0 + 1)s'p, Z,] ds dy d¢
][ 02Oy, 0) 2, (y, 0) dy dé

0

= (JI)().

o

A pentltima igualdade segue do fato que LZ =0em U™ e

o (07 oz
LZ = —— +i 1 =0= L(Z,) +i(l + 1)s'p,Z, = 0.
0= ay(as+z(£+ 1)s*( +p>8y) 0= L(Z,))+i(l+1)s"p,Z, =0

[

Vamos analisar I e JI. Primeiramente analisaremos 1. A ideia é mostrar que I

se estende como uma funcao holomorfa, tal que o limite quando ¢ tende a 0" existe e ¢ uma
funcao holomorfa. Para isso, precisaremos novamente fazer uma deformagao do caminho de
integral, consideraremos a mesma deformacao feita anteriormente, ou seja, consideraremos

¢ dado por (3.11). Assim temos,

L) = 5 [ [ o2l e 1) . )ty ) 42l 5) s

Por (3.12) temos que

ey B3
o3
Iy

R2
4 )

Re {i{Z(x,0) ~ Z(y, 9)IC(€) — =(C(€))} < ~Cus1 5 —

onde C'; > 1 é uma constante. Como y = 1 em uma vizinhanca da origem, entao Ly = 0

nesta vizinhanca. Logo precisamos estimar o termo exponencial apenas fora desta vizi-
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nhanca. Supondo que esta vizinhanca seja um retangulo, a integral com respeito a s e a y
sera calculada fora deste retangulo. Se (y, s) ndo pertence a este retangulo, existem cons-
tantes Cy e Cj tais que |s| > Cy ou |y| > C3. Consequentemente, para « suficientemente

pequeno, temos

Z 057

Cr o1 |z — y|
— >Cyo0
g 0 =Ty

com, (Cj)?ZQ constantes positivas, nao dependendo de s,y e x. Assim, para x suficiente-

mente pequeno, existe uma constante C' > 0 nao dependendo de s,y e x tal que

Re {ilZ(z,0) ~ Z(y 9)C(6) ~ £(¢(€))’} < ~CR~ eR®

pois acontece uma das duas desigualdades

. R 3
Re {i[Z(z,0) = Z(y,9)IC(§) = £(¢(€)*} < ~Chs™ 5 — e R?
ou
Re {i[2(2,0) ~ Z(y, 9)C(€) — (¢(€)*} < ~lx — yly — 3B~
Em ambos os casos segue a desigualdade para C'.
Com isso,
|ei[Z(w,O)fZ(y,S)]C(&)fs(C(ﬁ))Q’ — Re{ilZ(2.0)~Z(y.9))¢(6)~<(¢(9)* } < o017, (3.30)

Para x suficientemente pequeno, vamos olhar Z(z,0) como uma varidvel complexa. E

consideramos

G:(Z(x,0),y,s,&) = /2 @0)-Z(9ICE)—=((©)? (Lx)(y, s)uly, 8)Zy(y, s).
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Assim, de (3.30) temos
|Go(Z(x,0),y,5,6)| < e 1 (L) (y, s)uly, 5)Z,(y, )| < Ce €15 € L1 (3.31)

Como G, é continua e Z(z,0) — G.(Z(x,0),y,s,£) ¢ holomorfa em uma vizinhanca da
origem do plano complexo, pois a exponencial é holomorfa. Assim, de (3.31) e utilizando
a Proposicao 1.1.5 temos que, I f ¢ uma funcdo holomorfa da variavel Z(z,0), para x
suficientemente pequeno.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que existe lim IFf(z). Além disso,
e—07t

|(IFf)(z)] < —/ / / e CE5e? d¢dyds =

ou seja, {IF f}.., € localmente limitada. Entdo, pelo Teorema de Montel 1.1.6, segue que
hm+ IF f(x) & uma fun¢do holomorfa da variavel Z(x,0). Logo, existe uma fun¢ao A"
e—0

holomorfa perto da origem em C tal que

lim (I f)(z) = A*(Z(,0)). (3.32)

e—0t+

Além disso, utilizando a Proposicao 1.1.4 mostra-se que A" ¢é analitica real da variavel
Z(x,0).
Agora vamos analisar JI f. Para isso comegamos aplicando a Formula de Inversao

de Fourier Generalizada para xyu € C}(R?), entao

) 1 +oo +oo .
xuly,0) = lim o [ [ 0200 4y, 0) d2(y, 0)
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Assim, para x pequeno vemos que

+o0 +o0
li + = — lim — eZ(x,0)=2(y,0)]¢— e€? d dZ(v. 0
lim J* (x) = / / ¢ xu(y, 0) dZ(y, 0)
+o0
— i Z(2,0)=2(y,0)]¢—=¢?
T / / a¢ xu(y, 0) dZ(y, 0)
+o0
~ vl 0+ Jim 5o [ / 20202 ¢ y oy (y,0) dZ(y, 0)
e—0+ 27
= —u(y,0)+ hm F.(z)
onde

1 +oo 0 ) ~ e
Fo) =5 [ [ et 020 agyuy,0) dz(y.0)

Considere a seguinte vizinhanca da origem do plano complexo
V={2€C;ze Z(U)}

€ escreva

1 +o00 0 . e
) = [ O dg vty 0) a2 (y.0).

Afirmacao 3.2.3. Valem as seguintes afirmacoes sobre f.:
1. f. € holomorfa em V—;

2. dlim f., em V7,

e—0t

3. lim f. € uma funcdo holomorfa em V—;
e—0t

4. existem K >0 e um inteiro N > 0 tal que | lim fe(2) em V.
e—0

’ < L
[Im 2|V

De fato, note que dado z € V'~ temos

Re {i[z — Z(y,0)]¢ — e&*} = —(Im z)§ — e&* <0,
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pois Imz < 0 em V~. Observe que neste caso, nao precisamos aplicar a deformacao
do caminho de integracao. Assim, como anteriormente, pela Proposi¢ao 1.1.5 concluimos
que f. é holomorfa em V'~ e pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que existe
lim f.(z), para z € V~. O que prova (1) e (2).
e—0t

Além disso, {f:}.., ¢ uma familia de funcoes holomorfas em V'~ e localmente limi-
tadas. Assim, novamente pelo Teorema de Montel 1.1.6 segue (3).

Digamos que lim+ f-(z) = B™(z) e por fim observe que

e—0

1 00 0 L
Bl = o [ [ ey, 0) 2.0

1 oo 0 ]
< 2— / / eRe{z[sz(y,O)K} |Xu(y, O)Zy(:% O)’ d¢ dy
) o) o

1 = 0 —(im=z
- %/ / e~ yu(y, 0) Z, (y, 0)] A€ dy

0
< K/ e—(Imz)f d£
K

[Tm 2|’

onde K ¢ uma constante. O que prova (4).
Assim, BT é uma funcao holomorfa de crescimento lento no semiplano inferior. Dai,

podemos tomar o limite de fronteira (ver [11], pg. 66) e obtemos

lim B*(Z(z,t)) = BT (Z(z,0)) = lim f.(Z(z,0)) = lim F.(x).

t—0t e—0t+ e—0t
Entao,
lim JFf(x) = —u(z,0) + lim BY(Z(x,t)). (3.33)
e—0t t—0t

Entao de (3.27), (3.32) e (3.33) e utilizando o Teorema 1.1.3 vemos que existe uma
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funcao A holomorfa de crescimento lento no semiplano inferior tal que

K" f(z) = —u(z,0) + lim A(Z(x,t)). (3.34)

t—0t

Usando argumentos similares também mostra-se que existe uma fungao B holomorfa
de crescimento lento no semiplano inferior tal que

K™ f(z) = u(z,0) + lim B(z —it"""). (3.35)

t—0—

Observacao 3.2.4. O sinal positivo da u em (3.35), vem do fato que quando integramos

por partes em relacao a s o termo que fica sem a integral em s € positivo.

Combinando (3.34) e (3.35) vemos que

Kf(x) = lim A(Z(z,t)) + lim B(x —it""").

t—0t+ t—0—

Ou seja, (C) é necessaria pra resolver (3.1), assumindo u € C*.
Caso 2: u é uma distribuicao
Tomamos a vizinhanca da origem U e [; e I, intervalos abertos em R contendo a
origem, tal que I; x I C U. Consideramos novamente o operador Ly dado por (3.13).
Vamos utilizar aqui o seguinte teorema, o qual ¢ um caso particular de um teorema

devido a Baouendi e Treves (Ver [2], pg 250).

Teorema 3.2.5. Suponha que L tem a forma (2.6) em U e sejamu € Z'(U) e f € C*(U)
satisfazendo Lu = f em U. Entao existe um inteiro N > 0 e uma fung¢ao continua v em
I, x I tal que

u= L.
Demonstracao. (Esbogo) Pelo Exemplo 1.3.7 temos que o operador L é parcialmente

79



hipoeliptico em ¢, ou seja, u é suave na variavel ¢ e assume valores nas distribui¢oes em
x, u € C®(1y, Z'(I1)). Assim, pelo Teorema da Estrutura Local das Distribuigoes, existe

uma funcdo continua v; em I; x I, e um inteiro N > 0 tal que

o N
U = (8_$> V1 em ]1 X ]2. (336)

I[sso implica na seguinte

Afirmacao 3.2.6. Eziste v, € C°(I; x I5) tal que
u=LYvy em I, x L. (3.37)

A prova segue por inducao e aplicacao da formula de Leibniz transposta. [ ]

Observacao 3.2.7. Podemos obter v € C! no teorema anterior, para isso tomamos uma
primitiva em x de vy (onde vg € CY é a funcao dada pelo teorema). Assim, v € C, jd que

v j3d € suave em t, pois L € parcialmente hipoeliptico em t.

Além disso, como L e Ly comutam temos
L(LYv) = LY (Lv).
Assim, substituindo L{v por u em (3.26) obtemos

Pl =5 [ [ et 2ol ag) g L (L) 5) 2l 5) s

Dai integrando por partes em relacao a y podemos proceder de maneira anéloga.

Portanto, concluimos a demonstracao do Teorema Principal. [ |

Observacao 3.2.8. A condicdo (C) independe da fun¢ao corte x.
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Capitulo

4

Determinacao de solucoes para uma classe de

operadores localmente resoltveis

Em [4] C. Campana, P. Dattori e A. Meziani caracterizaram e apresentaram propri-
edades de solucoes para uma classe de operadores localmente resoliveis e que deixam de
ser elipticos precisamente em uma variedade 1-dimensional.

Neste capitulo, definiremos uma classe de operadores localmente resoliveis e que
deixam de ser elipticos apenas na origem. Como em [4] caracterizaremos uma solugao para
essa classe de operadores, mostrando algumas propriedades dessa solucao.

A ultima secao serd destinada a apresentar um exemplo de um operador que satisfaz
as hipoteses dadas na primeira secao, bem como, um método para determinar sua integral
primeira.

Consideramos um campo de vetores complexo, suave, da forma

0 0

definido em um subconjunto aberto Q € R2. O conjunto onde L deixa de ser eliptico é

dado por
¥ ={peIm(AB)(p) =0},
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o qual é igual ao conjunto dos p €  onde L(p) e L(p) sdo linearmente dependentes. A

partir de agora, vamos nos referir a > como o conjunto caracteristico de L.

4.1 Hipdteses sobre o operador

Definicao 4.1.1. O campo de vetores L é dito hipocomplexo em €2 se L satisfaz a condi¢ao

(P) e suas integrais primeiras sao homeomorfismos.

Dado p € 2 sejam U uma vizinhanca de p e Z : U — C uma integral primeira de L,
pelo Teorema 1.4.14 sabemos que podemos escrever Z da forma

Z(a,t) = &+ i(x, 1), (4.2)

com ¢ real, suave e satisfazendo ¢(0,0) = 0 e d¢(0,0) = 0.

Vamos assumir que L satisfaca as seguintes condigoes:
(i) L é hipocomplexo em €;
(ii) o conjunto caracteristico de L é apenas a origem;

(iii) L satisfaz a condigao

|0(x,1)]7 < Clon(, 1)),

para alguma constante C' > 0 e o € (0,1). Isto &, L satisfaz uma condi¢ao do tipo

de Lojasiewicz.

A condicao de Lojasiewicz foi formulada em [15].

4.2 Lema técnico

Nesse capitulo precisaremos de um lema técnico, o qual foi demonstrado em [4] (ver

pagina 4). Vamos nessa se¢ao enuncid-lo e apresentar uma ideia de sua demonstracao.
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Lema 4.2.1. Sejam R >0,0< o <1,v€R el <o <2—7. Entao existe uma constante

M(q,0) > 0 tal que

drdf -
[_/ / |y + 7rsin@|ora—t < M(q,0)R a

Demonstracao. Para provar o lema é suficiente considerar v > 0. Se v = 0, entao

27 R 2—0—q 27 do 2—0—q
[ / / ‘ drde _ R / ‘ — C(o) R |
o Jo |sin@lerotel  2—0g—¢q J, |sinf|” 2—0—¢q

onde

21
C(a):/ v
0

| sin 6|°

pelo Teorema dos Residuos.

Agora suponha que v > 0. Seja r = py, temos

dpd@ - 2—0—q
_ - o ) 4.3
//|1+psine|apq-1 T (43)

Para estimar J consideramos dois casos: 0 < v < Re vy > R. Assuma que 0 < 7 < R.

Podemos escrever

R R
5 dpdé oy dpdé
J:// P _+/ / L N
o Jo [L+psinglopr=t = S Jo [1+psind|7pe!

Para 0 € [0, 7] temos sin# > 0 e consequentemente psinf + 1 > psiné, p € |0, g] Assim,

20—q
s < / / _dpdd (R Clo)
[psind]7pr= = \ 5 2—0—¢q
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Agora, para estimar J,, seja 7 < 0y < 3 5 tal que —sinfy = ;5. Podemos escrever,

o /90/’3 dpdo +/ /? dpdd
e Jo tpsindprt T fy Sy [T+ psinglopet

. /%—90 /’3 dpdf N /% /? dpdf
8 o [L+psind7pi=t  Jsr g Jo |1+ psind|7pi!

= Jo1+ Jao+ Joz+ Jou.

Seja, ¢ = —0 4 3w. Temos

/ / dpdyp _/32”/? dpdy .
0o 11+ psin(3r — ¢)|7pst 0 Jo 1+ psinp|opr—t 22

J _/Go/f dpde g
2,4 = - o1 = J21
« Jo 1+ psing|7p?

Vamos assim, estimar J,;. Note que

0< —sinf < , para 0 € [m,6).

l\DIr—t

.
2R
Consequentemente, para 6 € [m,60p] e 0 < p < %, temos

R 1
p|sinf| < —%% =5< 1+ psind.

L /90 /’3 dpdd  _ (R 770 O(o)
S Jo et singlr T\ 42-0-q

Assim,
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Agora, para Js9, seja ¢ =0 e t = psinf 4 1 temos

sin ¢

< /2| 77 / ST
sin
= Ja ’ — & [t = 1]t 7
vy

3

1 R\? 771
< [Fanprtaoy (1)
0o 2—0—q\~

< o (2

/1 a1 R\
_eftolt—=1]9t T 2—0—q \ v '
Y

Assim, pelos calculos anteriores, podemos encontrar uma constante M (g, o) > 0 tal que

7511150—&—1
J272 = / / 7= ldtdgﬂ
6o SlnSOHU(t 1>

usamos aqui que

J < My(q,0) (g)zqa. (4.4)

Suponha agora que v > R. Neste caso, existe uma constante My(q, o) tal que

L dpde dpde R\* ¢
:/ / d - _/ / e - < My(q,0) (—) . (4.5)
o Jo |psin®+1|7pr- 11— plopet v

Portanto, de (4.3), (4.4) e (4.5) existe uma constante M (g, o) > 0 tal que

I < M(q,o)R*71,
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4.3 Operador integral

Sejam L como em (4.1), p € Q, U vizinhanga de p e Z como em (4.2). Suponha que
L satisfaga as condigdes (i), (ii) e (iii). Sabemos que L é um multiplo do hamiltoniano de

7, de fato, podemos assumir que em U, L tem a forma

0 0

Nestas coordenadas o conjunto caracteristico de L se escreve como

Y = {(x,t) € U Tm (— Zy(x, 1) Zo (2, 1)) :o}
= {(z,t) € U;Im (=i (, t)(1 + ¢.(z,1))) = 0}
= {(v,t) € U; dy(x,t) = 0} .

Logo a propriedade (ii) implica que g—f(m, t) # 0 se (z,t) #0.

Dada f € L'(U) defina o operador integral

1 f(&n)
T7f(z,t) _z_m/UZ(g,n)—Z<x,t) dédn. (4.6)

Temos os seguintes resultados a respeito do operador 1':

1
Teorema 4.3.1. Seja f € LP(U), com p > 1+ . Entao, existe uma constante

—0
M(p,U) > 0 tal que o operador Ty satisfaz

[Tz f(x, )] < M(p, U)[[fll,, V(1) €U
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Demonstragao. Note que

1 £(6.1)
Tt < 5 [ eme g deds

Z(x,y)|
[Bal 1 ‘
p ded
= 27 (/U|Z(§,77)—Z($,y)|q 5 77)
1fll, s
- 2 e

onde,

1
J = dédn.
/U\Z<s,n>—z<x,y>|q ~dn

Queremos estimar .J. Para isso, seja ¢ > 0 tal que B, C U, onde B. = B(0,¢) e defina

U. = U\B.. Consideramos a seguinte aplicac¢ao

e  U.— Z(U,)
(&,n) — (s,1) = (ReZ(&,m),Im Z(&,n)) = (& 9(&,m))-

Temos pela propriedade (ii) que,

9¢

| det(J) (€. m)] = ]%m)\ £ 0em U

E como pela propriedade (i), Z ¢ um homeomorfismo, segue que ¢ é uma mudanga de

variaveis. Além disso, pela propriedade (iii) segue que

0
det(79)(6)] = | 3206 )| 2 glotenl = gl

1
Z(&m) — Z(x,y)|

Com isso, aplicando essa mudanca de varidveis em J. = / d¢ dn,
Ue
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obtemos

1
J. < C’/ : dsdt
Z(Ue) ’S + 1t — Z’q’t|a

1
< C’/ : dsdt,
p(z,R) |8+ it — Z||t]°

onde R >0 é tal que Z(U.) C D(Z,R) e Z(z,t) = Z.

Agora, por coordenadas polares consideramos s = rcos + ReZ et = rsinf +Im Z,

assim

27 R 27 R
I < C/ / | Td'rdQ 20/ / qrde < M(q)R>°~1,
o Jo |re?|e|rsin+Im Z|° o Jo reYrsin+ImZ|°

A 1ltima desigualdade segue do Lema 4.2.1, observe que podemos aplicar o lema, pois

1 _ 2—0: :
p>1+ 1— = =Z implica que
1— 1 1 1-— 1 1
T im0ty T <2 622-0-g¢>0.
2—0 ¢ q 2—0 q 2—0

Para obtermos a estimativa para J, fazemos ¢ tender a zero e aplicamos o Teorema da
Convergéncia Dominada. [ |

A partir de agora os proximos resultados seguem analogos aos demonstrados em [4].
Proposigdo 4.3.2. Se f € LY(U) entio Ty € LY(U) para qualquer 1 < q <2 — o.

Demonstragao. Seja f € L'(U) e seja g € LP(U), com p > 1+ ﬁ Escreva

_ l9(&,m)|
ai(et) = / ZGEn) - 2@ S

Temos

q

n(a,t) < Lo, S dcan)

1
/U|Z(§,n)—Z(l’»t)|

Analogamente ao feito no Teorema 4.3.1, segue que g; ¢ limitada, assim f - g, € LY(U).
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Agora observe que,

/U|f(x,t)||g(x,t)|dxdt = /|f:vt </ IZSU 5’772)‘( ’t)|d€d?7) dxdt
= [t ([ iz Gy o)

_ /U 9(E,m) 11 (6,m) dE dny,

onde

Ifxy N
fil&m) = /\Z Em XY

Assim, como f - g; € L'(U) segue que g - L'(U). Como g € LP(U) ¢ arbitraria segue da

desigualdade de Holder inversa que f; € LY(U), onde ¢ = zﬁ' Assim, como |T'f| < fi,

temos que T'f € L1(U), para todo 1 < ¢ <2 —o0. [

O préximo lema é consequéncia do Teorema de Green.

Lema 4.3.3. Seja w € C(U)NCYU). Entdo

/Lwdxdt——/ wdZ(zx,t).
U ouU

Aqui a forma dZ(z,t) = Z, dx +Z; dt.

Demonstragao. Temos

wdZ(z,t) = w(Z, dx+Z; dt) = wZ, dx+wZ; dt .
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Pelo Teorema de Green segue que

/de(x,t) _ / 2.) dx +(wZ,) dt
oUu oU
— /(3 (wZ,) — wZ))dth
U Ox ot
_ / <8_th vz, - Mg wat> dx dt
U T ot
ow
_ /U<Zta$ )dxdt
= /Lwdxdt
U

Proposicao 4.3.4. Seja w € C(U) N CY(U). Entdo, para todo (z,t) € U, temos

1 w(a, f) Lw(a, B)
v =5 [ ey 2w D~ [ s gy

Demonstragao. Seja (xg,tg) € U fixo. Escrevemos zg = Z(xo,to) e seja € > 0 tal que

B. C Z(U) onde B. = B(zy,¢).

Defina K. = Z7Y(B.) e U. = U — K.. Seja,

w(z,t)

J,t) = Z(x,t) — 20

Temos que f € C(U.) N CY(U,), pois w € C(U) N CY(U). Além disso,
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t/)lj(xj)dxdt _

€

E(@ 1) — a()%@@)@&

|
e < R )
[

dX dt

Assim, aplicando o Lema 4.3.3 & f obtemos
L t t
/ Lw(t) o - _/ _ W@ G
Ue Z(xat>_ZO oU. Z(:Evt)_zo
w(z,t) / w(z,t)
= — ———=—dZ(x,t) + ——dZ(x,t
/avUZ(ﬂ%t)—Zo (@1) or. Z(,t) — 20 (@.1)

Dai,
I = -1+ I, (4.7)

onde

Lw(x,t) / w(z,t) / w(x,t)
L= =200 Y gkae, L= | =Y a7, L= | =2 4z,
: /Ue Z(x,t) — 2 P Jov Z(x,t) — 7 @), I oK. Z(x,t) — 2 (&.1)

Vamos agora analisar separadamente cada integral. Considerando ( = Z(x,t) temos

ls = K fle.t) dalz, £) = /Z(aK )(f ° 270 = /a(B ) Cw—(o

onde w =wo Z 1.

Agora por coordenadas polares, considerando ¢ = ge'? + 2z, 0 € [0, 27, temos

/ Lac - / OG0+ ie0 49 s 2 (za) — 2miv o 271 (z0) = 2w (oo, ),
BS)C_ZO cer
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quando £ — 0, esta convergéncia segue do Teorema da Convergéncia Dominada. Logo,

I3 — 2miw(zo, ty), quando € — 0. (4.8)

Agora, vamos analisar I;. Da prova do Teorema 4.3.1, temos

(1.0) — ——— € LU € L'D).

Z([E, t) — 20
Assim,
L t L t
I — / L@t g0 / L@t g, (4.9)
v. Z(x,t) — 2 v Z(x,t) — 2o

quando € — 0 (novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada).

Portanto, fazendo ¢ — 0 em (4.7) e aplicando (4.8) e (4.9) segue o resultado. n
Teorema 4.3.5. Se f € LY(U) entao Tz f satisfaz L(Tzf) = f em U.

Demonstragio. Seja f € L'(U). Pela Proposigao 4.3.2, Ty f € LY(U), paral < ¢ < 2—o.

Assim, pela Proposigao 4.3.4 temos, para ¢ € C°(U) (no sentido das distribuicoes), que

(L(T21),0) = <(Z% - Za%) (T2f). ¢>

= (1) 2.6 ) = { oo(T21). 220

- _ <Tzf, %(Zm¢)> + <Tzf, (%(Ztsb)>

= —(Izf, Zoy + Zsd — Z100 — Z1z)
= —(Izf,L¢)
- —/ Tyf(x,t)Lo(x,t)dxdt

U

_ f(&m) 1) do
2w Jy (/U Z(Em) — Z(z,1) dédn) Lo(z,t) dxdt
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Entao,

B 1 Lo(z,t)
Wtz = [ en (o [ g dxde) deds

_ RV T
= [rtem (e o [ 5ot BT dnw ) agan

_ /U £(& m)dlE,m) A€ dnp = (f. 6).

Portanto, L(Tzf) = f em U. [

4.4 Operadores satisfazendo as hipéteses (i), (ii) e (iii)
da Secao 1

4.4.1 Exemplo 1

Consideramos o seguinte campo de vetores complexo, suave, definido em uma vizi-
nhanca da origem ) de R?
0 0
L=—+i(z®+t*)—. 4.10
5 T i(z” +t7) o (4.10)
O operador L satisfaz as seguinte proriedades:
(i) L satisfaz a condicao (P);

(ii) o conjunto caracteristico de L ¢ ¥ = {(0,0)}.

Para verificar se L satisfaz a condicao (iii) dada na Se¢do 1, precisamos encontrar uma
integral primeira para este operador.

Supondo que essa integral primeira é da forma

Z(x,t) = Zaj(x)tj, (4.11)
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com Z definida em uma vizinhanca U da origem. Queremos determinar os coeficientes a;s.

Resolvendo formalmente LZ = 0 obtemos que

g (Z a;(z ) +i(x +t2)88x (Zaj(a:)tj> = 0.

Assim,

L2 = ng,

ox
L
0 — 8x’

assumindo que ag(z) = = e comparando o grau do polinémio em ¢, temos que

ag =

a; = —ils(ap)

2a9 = —iLy(ay)

3az = —ils(ag) —iLo(ag)

jaj = —iLy(a;_1) —iLo(aj-3), j >3
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Considerando agora b; = jla; temos

(

bo = ag
bl - —ZLQ(bQ)
bg = —iLg(bl)

bg = —ZLQ(bg) - 22L0(b0)

bj = —iLa(bj—1) —i(j — 1)(j — 2)Lo(bj—3), j =3

Afirmacao 4.4.1. Por inducdo sobre j mostra-se que

LoL(bo) = (j + 1)5 L3 " (bo),

onde by = x.

Utilizando a Afirmacao 4.4.1 verifica-se para j = 1,...,8 que

(L2)

(L)

(L2)

>(Lg)%bo + (—1)3(3-2-2-1+4-3-3-2)Lybg
(Ly) 3.2:2.144-3-3-245-4-4-3)(Ly)%b
(L2)

(L)

3.2.2.14...7-6-6-5)(La)"bo+

by = (—1i)Labg
by = (—i)*(L2)?bo
by = (—1)%(Lg)3by — 2i
by = (—i)*(L2)*bo + (—4)?3 -2 -2 - 1bg
bs = (—1) (—=2)*(
b = (—)°(L2)%o + (—1)*(
br = (—1)"(L2)"bo + (—4)°(
bs = (—1)%(L2)%bo + (—1)%(
| +(7-6)(3-2-2-14+4-3-3-2)(2.1)b.

(4.13)

3.2:2-14...46-5-5-4)(L)%bo+i(6-5)-(3-2-2-1)

(4.14)



Definimos as seguintes constantes, para k > 1e 7 >0

;

0, se  j <4k —2
-1 - 2)01?:31, se j=4k—1
k __ J
=3 . e, . . (4.15)
=D -2)C550G -4k +2)(j — 4k + 1), se j =4k
-0 =2C;5( —4k+2)(j -4k + 1)+ CF,, se  j >4k

\

e para k =0 e j > 0 definimos

0 =1.

J

Afirmacao 4.4.2. Mostra-se por indug¢ao maodulo 4 sobre j que

]
by = (=i > (=DFCF(Ly)*(bo), (4.16)
k=0
onde 0s CJ’-“ sao dados por (4.15). Estamos considerando aqui, por convengao, (La) '(by) = 1.
Consequentemente,
[
(—3) k ik j—4k
4= 3 (L) o). (1.17)
I =0
Demonstracgao.
Primeiro passo: Calcularemos by, bs, ..., bs.

j=1. Por (4.14) sabemos que by = —iLsby, por outro lado de (4.16) temos
)
by = (—i) Y (—=1)FCF(La)' " (bo) = —i(—1)°C{(L2)" (bo) = —iLsbo.
k=0
j=2. Por (4.14) sabemos que by = —(Ly)?by, ja por (4.16) temos

by = (—i)* > (=1)*C5(La)* *(bo) = —i(La)*bo.
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j:?) Por (414) temos bg = i(L2)3b0 — 2

by = (=) 3 (~DFCHLI (o) = (=%((=1)°CH(L)bo + (~1)CH(La) by

= i(Ly)%by — 2i.

j=4. Por (4.14) temos by = (L3)*by — 3 -2 -2 1by, ja por (4.16) temos

[4£]
Z kckz 4 41<;(b0):(1;2)4_3.2.2.1()07

ol

pois para C} temos 4k = 4 = j (k = 1 e j = 4) entao por 4.15 segue que C} = 3-2-2-1.
j=5.

5+1

T
0> ) (=1)FCE(L2)> ™ (bo) = —i(L2)°bo +i(4-3-3-2+3-2- 2 1) Lyby,

=0

o

pois para C3 temos 4k = 4 < j = 5, assim por (4.15) segue que C3 = 4-3-3-2+3-2-2-1.

O qual coincide com (4.14).

bs = (—i)° > (=1)*C§(L2)**(bo) = —(L2)°bo + (C§)(L2)*bo,

para C} temos 4k =4 < j = 6, , assim por (4.15) segue que C§ =5-4-4-3+4-3-
3:-243-2-2-1. O que coincide com (4.14).

7+1

—i)" Y " (=1)FCF(La)"*(bo) = i(L2)"bo — i(Cy)(L2)?bo + iC3,

k=0

para C} temos 4k = 4 < j = 7, assim por (4.15) segue que C3 =6-5-5-4+5-4-
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4-3+4+4-3-3-24+3-2-2-1e C? temos 4k — 1 = 7 = j entdo por (4.15) segue que
C2=6-5(3-2-2-1). O que coincide com (4.14).

[8+1
4

]
bs = (—i)® (—1)*FC% (La2)***(bo) = (L2)%bo — (C5)(L2)*bo + C3,
k=

[e=]

para C} temos 4k = 4 < j = 8, assim por (4.15) segue que C4 =7-6-6-5+6-5-5-
445-4-4-3+4-3-3-2+3-2-2-1e C? temos 4k = 8 = j entao por (4.15) segue

que C2=7-6(4-3-3-2+3-2-2-1)(2-1). O que coincide com (4.14).

Segundo passo: Suponhamos que vale a afirmacao para j e vamos mostrar para
j + 1. Temos 4 casos, onde [ > 1 é um inteiro:

Caso 1: j+ 1 =4l+ 4. Note que de (4.13) temos

b4l+4 - _iLQ(b4l+3> — Z(4l + 3) (4l + 2)L0(b4[+1)

e ainda,

{j+1+1] B {4l+5

—l41
e el s RO

j+1 AL+ 4
SRR B R e
=

][5

Com isso, utilizando a hipotese de indugao para calcular by, 3 € byy1, e a Afirmagao 4.4.1,
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obtemos

+1
b4l+4 _ —’iLQ (_Z-)4l+3Z(_l)kcicl+3<L2>4l+34k(bo)]
k=0
l
i+ 3)(4l +2) Lo[— )Y (1) Chy 4l+1_4k(bo)]
k=0
+1
= (_i)4l+42( )C4l+3( )4l+4_4k(bo>
k=0

l
(=) AL 3) (4 +2) Y (— 1) iy (4142 = 4R) (4L + 1 — 4k) (La) " (bo)
k=0

= (=)™ (1RO (La) " (by)
k=0
I+1
(=)L 4 3) (41 4+ 2) > (—1)FTICE (41 4 6 — k) (41 + 5 — k) (L)~ (b)
k=1
+1
_ 4l+4 Z Cfl+3 4l+474k(b0>
+1

4”42 D" (Clieg = Clia) (L2) " (b0)

Assim,
I+1
b4l+4 — 4l+4z kciql+4 L2 4l+4— 4k(b )_'_ (—i)4l+4021+3(L2)4l+4b0

I+1

= ()" (-1 Ol (L) (bo)
k=0
[4z+44+1]

= (=)™ D (FD) Ch (L) (k)

k=0

22 |

= (=" ) (=DRCTA (L) (by).
k=0
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Os demais casos (j+1=4l+3, j+1=41+2, j+1 = 4l + 1) seguem analogos,
utilizando as mesmas ideias nas demonstragoes. [ |

Agora utilizando que
(Ly)*(ap) = kla*™ k €N, ag =z,

/ . .
podemos escrever os a;s da seguinte maneira

5
—7\J .
a; = ( f) (—1)FCF(j — 4k)la? 44 (4.18)
J k=0
e com isso,
= | (i) |
Z(x,t)=> (—1)FCH(j — dk)la? 1| ¢, (4.19)

1

o

Assim, temos a seguinte

Proposicao 4.4.3. Se L ¢ dado por (4.10) entao Z dada por (4.19), com os coeficientes

ass dados por (4.18), € uma integral primeira de L.

Demonstracgio. I suficiente mostrar que a série formal dada por (4.19) converge. Tal con-
vergéncia segue do fato do campo ser real analitico e a variedade {t = 0} nao-caracteristica,
logo a demonstracao do teorema de Cauchy-Kowalevski, nos permite concluir que a série de
poténcias 14 obtida converge absolutamente. Consequentemente, como a;’s sao polinémios

segue a convergéncia para a Z. |

Observagao 4.4.4. O fato da Z obtida nesta subsegao satisfazer a propriedade (iii) serd

Justificado na prozima subsecao.

Na busca para uma forma normal, do ponto de vista operacional seria interessante

termos uma expressao fechada para Z, na proxima subsecao apresentaremos um exemplo
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nestas condigoes.

4.4.2 Exemplo 2

Em (4.19) obtemos uma integral primeira do operador dado em (4.10) que tem a

seguinte expressao
2 3.2, .43 1.3
Z(x,t) = o —iz“t — z°t* 4 izt _§Zt +...
Consideramos a fungao suave,
5 ) 1 3 .
Z(x,t) =z —i(z"t + §t ) = —ip(x,1), (4.20)

onde ¢(xz,t) = z*t + %t?’, a qual foi obtida de Z, retirando todos os termos de ordem maior
ou igual a 4. Temos que, em uma vizinhanca U da origem Z é uma integral primeira do
operador hamiltoniano

L=217,

0 5 0
o5~ Lo (4.21)

Observagiao 4.4.5. Z ¢ um homeomorfismo de U em Z(U).

Demonstracdo. De fato, sejam (21,1;) e (23, 12) em U tais que Z(x1,t,) = Z(x,t5) assim

1 1
xy —i(xt + gti’) = 29 — i(23ty + 55’2’)

entao

1 1
T =29 € Tt + gtf = x5ty + gt;’,

assim

1 1
ti(z} + gt%) = to(2] + 5@-

Como z? > 0 temos que a equagao do terceiro grau acima possui tnica solugao, ou seja,
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tl :tQ. |

Podemos verificar que Leé miltiplo do operador

o Z; 0 0 igy O

o Zor 0t 1-igor
d (a4t 0

ot 11— 2ixt Oz
9 i + ) (1 + 2ixt) O

ot 1+ 4x2¢2 ox

S +i(2® + ) \(, 1)

ot oz’

onde \(z,t) = 228 ¢ \(0,0) # 0.

14+-422t2

Isso mostra que o operador L dado em (4.21) verifica propriedades anélogas as do
operador L dado em (4.10). Isto é, satisfaz a condi¢ao (P), pois ReA > 0 e o conjunto

caracteristico é apenas a origem. De fato,

Y ={(z,t) e U;Im (-2 Z,) =0} = {(z,t) € U;Im (ige(1 + i¢,))(z, ) = 0}
= {(z,t) € U; ¢u(z,t) = 0}
= {(z,t) € U;2* +t* = 0}.

Além disso, sua integral primeira Z ¢é explicita o suficiente para verificarmos a condicao

(iii). Ou seja, podemos mostrar a seguinte observagao sobre a parte imaginaria de 7
Observagio 4.4.6. A funcio ¢ € tal que |¢(z,t)|3 < |¢y(z, t)|.

Demonstracao. De fato, mostraremos essa afirmacao por coordenadas polares. Considere

x =rcosf et=rsinf, assim,

¢y(rcos @, rsinf) = r?
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1 2
@(r cos 0, rsin ) = r* cos? Or sin O + 57“3 sin® @ = r3sin (1 ~3 sin? 9) :
Entao,

2
3

win

2
|p(r,0)]3 = |r®sin(1 — 581112(9 =7’

sin(1 — gsin2 6)’ <r? = |py(r,0)].

Observacao 4.4.7. Consequentemente a integral primeira Z obtida na subsecao passada
verifica também condicao (i), pois estamos analisando em uma vizinhanc¢a suficientemente

pequena da origem.
Portanto, temos que o operador L dado em (4.21) verifica as seguintes trés afirmagoes:

(i) L é hipocomplexo;
(ii) o conjunto caracteristico de L é apenas a origem;

(iii) L satisfaz a condigio

|¢($’t)|a S C|¢t($vt>|a

comaz%e()’:l.

Assim, como o operador L satisfaz as hipoteses (i), (ii) e (iii) dadas na secdo 1, temos
pela Segao 3 que dada f € L'(U), a fungao

_ 1 S)

onde Z(x,t) = x — i(2?t + 1t*) ¢ tal que T, f € L9(U), com 1 < ¢ <2 — 0 = 3 e satisfaz

L(T.f) = f em U.
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