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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao € estudar o comportamento assintético de equagdes de evolugao
abstratas. A primeira parte do trabalho apresenta e compara, quando possivel, a teoria de atracao para
problemas autbnomos e ndo autdnomos univocos e problemas autobnomos multivocos. Apds apresentados
os resultados, analisamos a existéncia dos atratores apropriados para uma equacgdo de reacao-difusdo
(autonoma e com unicidade de solu¢do), uma variacao da equagdo anterior (fazendo com que o problema
nao tenha mais unicidade de solu¢do) e uma equacgdo diferencial com retardo (ndo autdbnoma). Nos dois

ultimos, investigamos também a semicontinuidade superior para as familias de atratores correspondentes.

Palavras-chave: Atrator global, atrator pullback, atrator de trajetérias, semicontinuidade superior,
Faedo-Galerkin.
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Abstract

The mainly purpose of this paper is to study the asymptotic behaviour of abstract evolution equati-
ons. The first part of this work is dedicated to the attraction theory for univoque autonomous and non-
autonomous problems and for multivoque autonomous problems. After that, we analyse the existence of
the appropriate type of attractor for a reaction-diffusion equation (autonomous and with uniqueness pro-
perty), a variation of the previous equation (which makes it no longer possible to ensure the uniqueness
property) and a delayed differential equation (non-autonomous). For the two lasting equations, we also

investigate the upper-semicontinuity of the families of the corresponding attractors.

Key-words: Global attractor, pullback attractor, trajectory attractor, upper semi-continuity, Faedo-
Galerkin.
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Introducao

Consideremos o problema de evolugao abstrato

Opu(t) = f(t, u(t))

u(s) =us € X, 2

onde s € R, ¢ > s, X é um espaco de Banache f : R x X — X. Uma questdo interessante no estudo
dessas equacdes € a investigagdo do comportamento assint6tico das solugdes, quando estas existem.

Com algumas hipéteses sobre f, podemos garantir existéncia e unicidade de solucdo para todo ¢ > s.

No caso em que o problema ¢ autébnomo, isto é, f = f(u), podemos sempre assumir s = 0
como tempo inicial. Neste caso, podemos definir um operador 7'(t) : X — X associado a solugdo do
problema. Esses operadores {7'(t)};>o constituem um semigrupo. Em algumas situagdes, a dindmica
assintdtica das solugdes ocorre em um subconjunto compacto A do espago de fase X, chamado atrator
global.

No caso em que o problema (I]) é ndo autbnomo, as solugdes definem uma familia de operadores
{S(t,s) }+>s dependente tanto do tempo ¢t quanto do tempo inicial s. Tal familia recebe o nome de
processo. Para o caso nao autdbnomo estamos interessados na dinamica assintotica das solugdes quando
o tempo inicial s — —oo e, em algumas situacoes, uma familia de compactos em X (familia dependente
do tempo t) fornece essa dinamica assintética das solucdes. Tal familia de compactos recebe o nome de
atrator pullback.

Também € interessante estudar o comportamento assintdtico das solu¢des para problemas sem unici-
dade. Neste caso, o objeto que captura a dinamica das solucdes recebe o nome de atrator de trajetorias.

O presente trabalho estd estruturado da seguinte forma:

O Capitulo 1 apresenta uma coletanea de resultados e pré-requisitos que serdo necessarios ao longo
da dissertacao.

O Capitulo 2 aborda condi¢cdes que garantem a existéncia dos atratores globais para problemas
autdbnomos, propriedades e caracterizagdes desses objetos e, por fim, a semicontinuidade de familias
de atratores globais.

No Capitulo 3 tratamos de problemas ndo autdonomos. Serdo apresentados resultados de existéncia
dos atratores pullback, propriedades e caracterizagdes desses objetos, comparacdo com o atrator global

no caso em que o problema é autbnomo e, por fim, a semicontinuidade de familias de atratores pullback.



O Capitulo 4 apresenta problemas autdbnomos sem unicidade de solucdo. Definiremos os atratores
de trajetdrias para estes problemas, o qual € o atrator global para um semigrupo de translagdo definido
sobre o conjunto das solucdes do problema em considera¢do. Podemos entdo aplicar a teoria de atratores
globais estudadas no Capitulo 2 para atratores de trajetérias. O Capitulo 4 ainda aborda a caracterizacio
dos atratores de trajetdrias, comparacao com o atrator global no caso em que ha unicidade de solucdo
para o problema e semicontinuidade de familias de atratores de trajetorias.

Os Capitulos 5, 6 e 7 destinam-se a aplicagc@o dos resultados abstratos obtidos nos capitulos anteriores
em problemas especificos e a comparagdo entre as abordagens distintas.

No Capitulo 5 estudamos o problema de reacdo-difusao

{ Ohu = dAu — f(u) +g(x), (t,x) € (0,00) x Q2 2)

ulr =0, (t,z) € (0,00) x I,
onde 2 C R™ é um dominio limitado com fronteira suaval' = 9Q, d > 1, f € C*(R,R)eg: Q — R,
com g € L*(Q2). Além disso, suporemos que existem constantes positivas ¢;, ¢z, c3 € ¢y tais que f satisfaz
as seguintes condicdes: para todo v € R,

fl(v) = —cy, (3)
fv)v > e vf — ¢, 4)
|f(0)]* < ea(|vfP + 1), (5)

onde 2 < p <

n .
7 e ¢ € o expoente conjugado de p.

Provaremos através do Método de Faedo-Galerkin que tal problema possui solu¢do em um espaco de
fase adequado e tal solugdo € unica. Usaremos entdo os resultado discutidos no Capitulo 2 para garantir
a existéncia de atrator global para esse problema.

No Capitulo 6 estudamos o problema de reacdo-difusao

(6)

Ou = dAu — f(u) + |u|*tu, (t,2) € (0,00) x Q
ulr =0, (t,x) € (0,00) x T,

onde Q) C R" é um dominio limitado com fronteira suave I' = 9Q, d > 1, a € (0,1) e f € C'(R,R).
Além disso, suporemos que existem constantes positivas c;, ca, c3 € ¢y tais que f satisfaz as seguintes

condigdes: para todo v € R,
f/(U) 2 _Cf7 (7)

f(w)v > ei|vfP — cs, (8)



[f(@)|* < eal(ol” + 1), ©)

onde 2 < p <

n .
— e q € o expoente conjugado de p.

O termo |u|*lu acrescentado ao problema faz com que ndo possamos garantir a unicidade de
solucdo. Logo, a abordagem a ser utilizada € a de atratores de trajetorias.

Provaremos através do Método de Faedo-Galerkin que tal problema possui solu¢ao em um espago de
fase adequado. Usaremos entao os resultado discutidos no Capitulo 4 para garantir a existéncia de atrator
de trajetdria para esse problema.

Obteremos também a semicontinuidade superior de uma familia de atratores de trajetoria {U; } .o,

para o seguinte problema (sob as mesmas hipdteses anteriores) envolvendo um parametro € pequeno:

O = dAu — f(u) + elu|*tu, (t,z) € (0,00) x Q (10)
ulp = 0, (t,2) € (0,00) x T,
No Capitulo 7 estudamos o problema nio autbnomo
2(t) = F(z(t = p(t)) (11
z(s) =z, = € CZ,

onde p : R — [0, h] € uma fungéo continua, CZ = C([—h,0],R") e F : R® — R" satisfaz as seguintes
hipéteses: existem K, L, > 0e [ > 0 tais que

|F(z)] < K, (12)
|F(z) — F(y)|| < Lz —yll, (13)
(F(z),z) < —allz|?+ 8. (14)

Provaremos a existéncia de atrator pullback para essa equagdo e obteremos a semicontinuidade superior
da familia de atratores pullback { A.(t)}.c[o,¢,] associados aos problemas

a'(t) = F(a(t — pe(1))
{ x(s) =z, =1 € CZ, (1)

onde p. : R — [0, ¢] e o problema limite é o problema autdbnomo

{ '(t) = F(x(t)) (16)

8
—~
V)
~—
I

xs =1 € CL.






Capitulo 1

Preliminares

Consideremos o problema de Cauchy

{ v = ft.7) (1.1)

l’(to) = Xy,
ondex: I CR—R"ef:IxQ —R" sendo ) C R"el C R abertos.
O teorema a seguir garante a existéncia de solug@o local para o problema (I.1). Sua demonstragio

pode ser encontrada em [15], Teorema 1.13, p. 19.

Teorema 1.0.1. Suponha f continua em 1, X By, onde I, = {t € R; |t — to| < a}, B, = {z €
R”; ||z — xo|| < b}. Da continuidade da f, existe M > 0 tal que |f| < M em I, x By e o problema
b

(L.1)) tem pelo menos uma solugdo em 1, = {t € R; |t — to| < a}, onde &« = min < «, M}

Seja u : (Tmin, Tmaz) — R™ solug@o de (I.1)) definida em seu intervalo maximal.
O resultado a seguir ([15)], Teorema 1.17, p. 21) afirma que solu¢des limitadas em intervalos finitos

podem ser estendidas a todo semi-eixo positivo, isto €, T,,q, = 0.

Teorema 1.0.2. Seja f continua em um aberto U de R xR". Se ¢ é uma solucdo definida em seu intervalo
maximal (Tpin, Timaz ), €ntdo a aplicagdo g(t) = (t, ¢(t)) tende a OU quando t — Typay (0U Typin)- Isto é,

para cada compacto K C U existe uma vizinhangca V' de Ty, (0U Tinin) tal que g(t) ¢ K parat € V.

Observacao: Segue do Teorema que se Tmar < 00, entdo necessariamente ¢(t) — oo quando
t — Trmaz-
As quatro desigualdades que exibiremos a seguir sdo usadas com frequéncia ao longo dos capitulos.

Suas demonstracoes podem ser encontradas em [[1].

Lema 1.0.3 (Desigualdade de Young). Sejam p > 1 e q o expoente conjugado de p. Se a,b € R, entdo
a? b

ab < — + —.
p q

5



6 1 Preliminares

(ep)t?

Em particular, para todo € > 0, existe C, = tal que

ab < ea®? + C.b1.

Lema 1.0.4 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < oo e q 0 expoente conjugado de p. Se f € LP()
eqge L), entdo fg € L'(Q) e

/ ol <1171, lall, -
Q

Lema 1.0.5 (Desigualdade de Gronwall). Sejam y,a : [to,t1] — R funcdes ndo negativas tais que

a,y € L'([to, t1]). Suponha que exista uma constante C satisfazendo

v <0t [ yoals)is

to

010 < e / (5)is)

Lema 1.0.6 (Desigualdade diferencial). Seja y(-) € C'([to,t1]), y > 0 e suponha que a seguinte desi-

entdo

parat € [to,t;].
gualdade seja vdlida

y'(t) < at)y(t) + h(t),
onde a, h € C([to,t1]), a > 0, h > 0. Entdo,

y(t) < ylto)exp ( /; a(T)dT) + /t: h(s)exp ( / t a(T)dT) ds
e, consequentemente, - (y(m ) /t: h(5>d8) » (/t: a(s)d8> |

y'(t) +yy(t) < h(t)

Se a desigualdade

vale para v > 0, entdo
¢
y(t) < y(O)e”t—l—/ e 79D (s)ds.
0
Em particular, se h(t) = C, entdo

y(t) < y(0)e ™" +Cy (1 —e) < y(0)e " +Cy 7

O préximo teorema fornece uma forma de identificar imersdes entre os espagos de Sobolev. Sua

demonstracao pode ser encontrada em Triebel, H. [[17]], Teorema 4.6.2, p. 328.



1 Preliminares 7

Teorema 1.0.7. Sejam ) um dominio limitado do R"™, 11,1y € Z, e 1 < p1,ps < 00.

l 1 l 1
1. Sely > 1, ps >pre N > 1 = entdo Whp2(Q) — WhrL(Q),
nop2 n p
l2 1 ll 1 - l c 1 . . 1 .
2. 8ely > 1y, pp >pre——— > —— — entdo W?P(Q) — WP (Q), isto é W?P2(Q) estd
n. p2 nop

imerso compactamente em W'P1(Q).

A demonstracdo do lema a seguir pode ser encontrada em Lions, J.L. [10], Capitulo 1, Lema 1.2, p.
7.

Lema 1.0.8. Sejam E um espaco de Banache 1 < p < cc. Seu € LP(0,T,E) eu’ € L*(0,T, E), entdo

apds no mdximo uma modificacdo em um conjunto de medida nula de [0,T), u : [0,T] — X € continua.

O proximo teorema estd demonstrado em Lions, J.L. e Magenes, E. [11], Capitulo 8, Lema 8.1, p.
275.

Teorema 1.0.9. Sejam E, Eq espagos de Banach e suponha que E — Ey. Se u € L>(0,T, F), u(t) €
Eo, ¥t € [0,T] e (u(t), p) é uma funcdo continua em t para todo ¢ € E|, isto é, u : [0,T] — Ey é

fracamente continua, entdo
u(t) € Ee [lu)| g < llull p= o1, , 7t € [0, T]
ew:[0,T] — E é fracamente continua.

O problema de autovalor do Laplaciano fornece um conjunto de autofuncdes que constituem uma
base para o L*(2). A demonstragio deste fato pode ser encontrada em Jost, J. [9]], Capitulo 9, Teorema
9.5.2, p. 260.

Teorema 1.0.10. Se 2 C R"™ é um subconjunto aberto, limitado e de classe C*, entdo o problema de

autovalor

{ —Aw = wem Q, we WH2(Q) (1.2)

w|aQ = O

possui uma quantidade enumerdvel de autovalores

tais que \; — oo e as autofungdes satisfazem wjlsq = 0 e formam um sistema ortonormal completo

para L*(Q), isto é,

v=p (v,wj)w;,

M

1

J
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para todo v € L*(Q). Em particular,

[ee]
2
HUHH Z v, w;)?
7j=1

As autofungdes do Laplaciano sdo elementos de C*°(2). Isto sera de extrema importincia em resul-
tados futuros. A demonstragcdo deste resultado pode ser encontrado em Robinson, J.C. [13]], capitulo 6,
Corolério 6.14, p. 175.

Corolario 1.0.11. As autofungées do Laplaciano com condi¢des de Dirichlet sdo elementos de C*(§2) N
Hi(Q).

O proximo teorema fornece as desigualdades de Poincaré. Sua demonstracdo pode ser encontrada em
Smoller, J. [14], capitulo 11, Teorema 11.11, p. 112.

Teorema 1.0.12. Sejam Q C R" um dominio limitado e com fronteira suave 0Q e u € H'(Q). Se A\; é 0

menor autovalor positivo de —\, entdo

1. HVuHLQ >\ ||uHL2 quando u = 0 sobre Of).

2. seu € H*(Q),

) =M ||Vu||L2 quando u = 0 sobre 0.

Definicao 1.0.13. Seja D C R™™! um subconjunto aberto. Dizemos que F' : D — R" satisfaz as
condig¢des de Carathéodory em D quando

o F(t,x) é mensurdvel em t, para cada x fixo.
e F(t,x) é mensurdvel em x, para cada t fixo.

e Se C C D é um compacto, entdo existe uma funcdo real integrdvel mq(t) tal que |F(t,x)| <

mc(t), V(t, I) c C.

Sejam a,b > 0e R = {(t,z) e R"™; |t —ty| < a, ||z — x| <0} C D.
As demonstragdes dos dois proximos teoremas que enunciaremos podem ser encontradas em Cod-

dington, E.A. e Levinson, N [6], Capitulo 2, Teorema 11 e Teorema 13, respectivamente.

Teorema 1.0.14. (Teorema de Carathéodory:) Se F' : D — R" satisfaz as condicdes de Carathéodory

em R, entdo existe 3 > 0 e uma funcdo x : [ty — 3, to + ] — R™ absolutamente continua satisfazendo
1. (t,z(t)) € R, Vt € [to — B,to + B].
2. 2'(t) = F(t,x), Vt € [to — B,to + 5], exceto em um conjunto de medida nula

3. J](t()) = Xop-
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Teorema 1.0.15. Sejam b > 0,0 < T < 400, B = {x € R"; ||z|/g. < b}, [|zollgn < be0 < M < b
Consideremos D = [0, T|xBe F : D — R" nas condi¢des de Carathéodory. Se x : [to— 3, to+ 3] — R™
é uma solucdo no sentido do Teorema elz(t)] < M, Vt € [ty — B,to + B, entdo x(t) tem um
prolongamento em [0, T.

Ambos os resultados a seguir podem ter suas demonstragdes encontradas em Robinson, J.C. [[13]],
Capitulo 4, Teorema 4.18 e Corolario 4.19, respectivamente.

Teorema 1.0.16. (Banach-Alaoglu:) Seja 2 um espago de Banach separdvel. Se w,, é uma sequéncia

limitada em FE', entdo u,, tem subsequéncia convergente na topologia fraca *.

Corolario 1.0.17. Seja E um espaco de Banach reflexivo. Se u.,, é uma sequéncia limitada em E, entdo

Uy, tem uma subsequéncia que converge fracamente em E.

Sejam py,po > 1 e Ey, E; sdo espacos de Banach satisfazendo F; — Ej. Consideremos
Wpl:po (07 T7 E17 EU) = {w : w S (07 T7 El)a W € LPO(O’ T7 EU>}7

munido da norma
1l s = 191 0,7, + 118l oo (0, T Ed).

Nestas condi¢des, temos o seguinte resultado, cuja demonstracdo pode ser encontrada em Chepyzhov,
V.V. e Vishik, M.I. [4]], Apéndice A, p. 345.

Teorema 1.0.18. (Teorema da compacidade de Aubin-Lions:) Se 1 < py,pg < oo, T' > 0, Ey, F, Ey
Banach. Se Ey < E < Ey, entdo W, ,, < L"(0,T, E).

Observacao: Em decorréncia do Teorema da compacidade de Aubin-Lions, segue que se {ty, fnen
¢ uma sequéncia limitada em LP'(0,7, F) e {u!, }men € uma sequéncia limitada em L (0,7, Ey),
entdo {u,,} é limitada em W), ,, (0,7, Ey, Ey). Assim, da imersdo compacta, existe uma subsequéncia
{tm;}jen tal que u,,; — u fortemente em LP*(0, T, Ey).

A demonstracio do proximo lema pode ser encontrada em Robinson, J.C. [[13]], Capitulo 1, Corolério
1.12, p. 27.

Lema 1.0.19. Se u,, — uem LP(Q), 1 < p < oo, entdo existe subsequéncia de {u,,} que converge

pontualmente para u em qtp §.

O préximo lema pode ter sua demonstracdo encontrada em Lions, J.L. [[10], Capitulo 1, Lema 1.3, p.
12.

Lema 1.0.20. Sejam O um dominio limitado em R X R" e 1 < ¢ < 00. Se {gm tmen € g sd@o funcdes em
L9(O) tais que
19l Loy < C € gm — g em qtp O,

entao g,, — q em L1(2).
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A demonstracdo do lema a seguir pode ser encontrada em Robinson, J.C. [13], Capitulo 11, Lema
11.2, p.288.

Lema 1.0.21. Seja V <> H. Suponha que {un} seja uniformemente limitada em L>(0,T, V'), isto ¢,

ess sup ||un(s)|l, < C, (1.3)
s€[0,T7
e que u,, — uwem L*(0,T,V). Entdo
ess sup |lu(s)|, < C. (1.4)
s€[0,7

Além do mais, se v € C([0,T), H), entdo
sup |[u(s)|y < C. (1.5)
s€[0,T7]
A demonstracdo do lema a seguir pode ser encontrada em Robinson, J.C. [[13], Capitulo 7, Lema 7.5,

p. 199.

Lema 1.0.22. Consideremos p > 2 e Q0 C R" um dominio suave. Se E = L*(Q), H'(Q) ou LP(Q) e
P, é o operador projecdo ortogonal sobre o subespaco de I gerado pelas m primeiras autofuncéoes do

Laplaciano com condi¢do de Dirichlet, entdo || Pyu| p < ||ul|z € Pru —
O lema a seguir pode ser encontrado em Chepyzhov, V.V. e Vishik, M.I. [4]], Teorema 1.8, p. 33.

Lema 1.0.23. Sejam p > 1, ¢ > 1 expoentes conjugados. Suponhamos que H é um espaco de Hilbert e
V, E, X sdo espacos de Banach satisfazendo

Vo H=H -V < X

E—sH=H —-F X

onde V' e E' denotam os duais de V e E, respectivamente. Se u € L*(0,T,V) N LF(0,T,E) e a
distribui¢do Oyu pode ser representada como dyu(s) = w(s) + h(s), onde w € L*(0,T,V') e h €
L0, T, E"), entdo

1. wec(o,T), H).

2. A fungao ||u(-)||%, € absolutamente continua em [0, T) e, além disso,

d

7 ()7 = 20u(t), w' (1)) = 2(u(t), w(t)) + 2(u(t), h(t)),

em qtp [0, T).



Capitulo 2
Atratores globais para problemas autonomos

Consideremos o problema auténomo

{ u=f(u) t>0 @.1)

u(0) =uy € X,
onde f : U C X — X, X é um espaco de Banach e f ndo depende diretamente do tempo.
Sob determinadas hipéteses sobre a func¢do f, dado vy, € X, existe uma tnica fungdo continua
u : [0,00) — X que satisfaz (2.1). Além disso, tal solugéo depende continuamente das condi¢des
iniciais. Denotamos esta soluc@o por u(t) = wu(t,0,ug) = u(t, up), o que significa que no tempo ¢ = 0, a
func¢ado assume o valor inicial .
As solugdes de definem uma familia de aplica¢des solugdes {7'(t),t > 0}, que resgata as

solugdes do problema da seguinte forma
T(t)ug = u(t, ug).
A familia {T'(-)} é um semigrupo se possui as seguintes propriedades:
1. T(0) = Id
2.THT(s)=T(t)oT(s)=T(t+ s)
Além disso, se {T'(-)} satisfaz
3. (t,up) — T(t)up é continua,

entdo dizemos que {7°(-)} € um Cy-semigrupo.

Estamos interessados em estudar propriedades de atracdo para as solugdes desse problema de Cauchy.
Podemos considerar o semigrupo {7'(-)} associado a essas solucdes e estudar a atracdo para essa familia.
Mais do que isso, podemos estudar as propriedades gerais de atratores para a familia abstrata {7'(¢)} sem

que nenhuma equacao esteja associada a priori.

11
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2 Atratores globais para problemas autonomos
2.1 Caracterizacao dos atratores globais

Atratores s30 objetos no espaco de fase X que ditam a dindmica das solu¢des de (2.1]) para tempos
grandes. Apresentaremos a seguir alguns conceitos necessarios para a definicdo de atrator global.

Definicao 2.1.1. Sejam (X, d) um espaco métrico e A, B C X. A semidistancia de Hausdorff entre A e
B é dada por

dist(A, B) = sup inf d(a,b).

acA beEB
A semidistancia de Hausdorff mede o quanto o conjunto A fica fora de B. Além disso, se A e B sio
fechados, entdo dist(A, B) = 0 = A C B. De fato, suponhamos que A SZ B, entdo existe a € A\ B tal

que d(a,b) > 0,Vb € B, uma vez que d(a, B) > 0. Logo, sup,¢ 4 infrep d(a, b) > 0.
Definicao 2.1.2.

1. Sejam A, B C X. A absorve B sob a acdo do semigrupo {T'(t)} se existe ty € R tal que

dist(T(H)B, A) =0, VYt > t,.

2. Sejam A, B C X. A atrai B sobre a agdo de {T'(t)} se

tlgg() dist(T'(t)B, A) = 0.

3. v € X é um ponto de equilibrio de T'(-) se T'(t)v = v, Vt > 0.

Um equilibrio para um semigrupo é uma solugdo de equilibrio para a equa¢do associada.

4. Um conjunto A é invariante por {T'(-)} se T(t)A = A, ¥Vt > 0.
Observagdo: Quando estiver bem explicito qual é o semigrupo {T'(t)}, serd dito apenas A absorve
B, A atrai B e A é invariante.

Para um problema do tipo (2.1)), uma solugdo u(t) é global se satisfaz v'(t) = f(u(t)), V¢ € R.
Fazendo a analogia com o problema, temos 7T'(t)u(7) = T(¢)T(1)ug = T(t + 7)ug = u(t + 7), uma vez
que temos unicidade de solucdo do problema em questao.

Logo, temos a seguinte defini¢cdo:

Defini¢ao 2.1.3. Uma fungdo continua x(-) : R — X ¢ solucdo global de T'(-) se para todo 7 € R,
t >0, tem-se

T(t)x(T) =z(t+ 7).
Neste caso, a 6rbita da solugdo global é o conjunto

D) = J o),

teR
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Proposicao 2.1.4. Um conjunto A é invariante se, e somente se, consiste de uma colecdo de orbitas de

solucoes globais.

Demonstragdo.

(<) Suponhamos que A seja uma cole¢do de 6rbitas de solugdes globais. Dado uy € A, existe uma
solug@o global u tal que u estd na 6rbita dessa solug@o, isto é, u(7) = wug, para algum 7 > 0.

Logo, T'(t)up = T(t)u(1) = u(t + 7) € A, pois a 6rbita estiem A e T(t)A C A, paratodo t > 0.

Por outro lado, uyp = u(7) = T(t)u(t — t) , uma vez que u(-) é global. Portanto, A C T'(t)A, para
todot > 0.

(=) Suponhamos agora que A seja invariante. Dado uy € A, segue da invaridncia que 7' (t)ug € A,
Vt > 0. Tome u e u(t) = T'(t)ug, para todo ¢ > 0.

Ainda da invaridncia de A, temos 7'(1)A = A. Portanto, existe u_; € A tal que T'(1)u_y = ug =
u(0). Definamos u(t) = T'(t + 1)u_y para —1 < ¢t < 0.

Da mesma forma, existe u_o € A tal que T'(1)u_y = u_y. Definamos u(t) = T'(t + 2)u_» para
—2<t< -1,

Procedendo dessa forma é possivel definir u(-) : R — X solugdo global e que satisfaz I'(u(-)) C A,
dada por

u@:{T@w, set € [0,00) 02
T(t+n)u_,, sete€[—n,—n+1].

Definicao 2.1.5.

1. Dado ug € X, a semi-Orbita positiva iniciando em v é dada por

v (uo) = [ T(t)uo.

t>0

2. A semi-Orbita positiva gerada por um conjunto B C X (também chamada feixe de semi-Orbitas) é
o conjunto vy (B) = U T(t)B.

t>0

3. O conjunto w-limite de um ponto uy € X é dado por

w(uo) = m UT(t)uo = {v e X |3t, — oo tal que T(t,)ug "= v}.

s>0t>s
4. Se B C X, definimos

w(B) = ﬂ UT(t)B ={ve X |3t, = cce{v,} C B tal que T(t,)v, "= v}.

s>0t>s
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Os atratores para semigrupos podem entdo ser definidos.
Defini¢cao 2.1.6. Um conjunto A C X é um atrator global para o semigrupo {T'(t)} se

1. A é compacto.
2. A é invariante.

3. A atrai conjuntos limitados de X, isto é, se B C X é limitado, entdo dist(T(t)B,.A) — 0 quando
t — oo.

Segue desta defini¢do a seguinte caracterizacdo para atratores de um semigrupo.
Proposicao 2.1.7. Seja A um atrator de um semigrupo T'(-). Entdo:

1. A é o conjunto minimal compacto que atrai limitados.

2. A é o conjunto maximal fechado, limitado e invariante.
Demonstragdo.

1. Suponhamos que B C X seja um compacto que atrai limitados. Sendo A compacto, entdo A é
limitado e B atrai A. Logo,
lim dist(T'(t).A, B) = 0.

t—00
Uma vez que A é invariante, dist(A, B) = tlim dist(T'(t)A,B) =0= A C B.
—00

Portanto, .4 é o minimal compacto que atrai limitados.

2. Seja B C X fechado, limitado e invariante.
dist(B, A) = dist(T(t)B, A), Vt > 0 = dist(B, A) = 1tlim dist(T(t)B,A) = 0.
—00

Portanto, B C A e A é o maximal fechado, limitado e invariante.
O]

Segue da proposi¢do anterior que o atrator para um semigrupo € unico (€ o minimal compacto que
atrai limitados).

Uma outra caracterizac¢ao de atrator pode ser dada em termos das solucdes globais e limitadas. Seja
¢ aunido das 6rbitas de solugdes globais limitadas, isto é,

£ = U {z(t)|z : R — X & solugdo global e limitada} .
teR

E imediato que se T(-) tem atrator global A, entdo A C &, uma vez que A é invariante e entdo a
Proposicao [2.1.4] garante que tal afirmacdo € verdadeira. A proposicao a seguir mostra que a inclusao
contraria também € valida. Usaremos na proposicao a seguir, € em todo o restante do texto, a nota¢do

N (B, ¢) para denotar a e-vizinhanga de um conjunto B C X.
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Proposicao 2.1.8. Se T'(-) tem atrator global, entdo & C A. Consequentemente, A = &.
Demonstracdo. Seja vy = U x(t), onde z(-) é uma solug@o global limitada de 7'(-). Suponhamos que

teR
v ¢ A. Entio, existem ¢ > 0 e zy € 7 tais que g ¢ N (A, ¢).

fffff

Como A atrai limitados, segue que A atrai -y, ou seja, existe ¢ > 0 tal que

dist(T(t)y,A) < e, ou ainda, d(T'(t)z, A) <e Vz €.

Ora, como 1 € 7, existe & € v tal que o = T'(t)Z. Entdo d(x, A) = d(T(t)z, A) < &, 0 que é uma
contradicao.
0

O préximo lema, apesar de simples, serd muito usado em resultados futuros.

Lema 2.1.9. Sejam K um subconjunto compacto de um espaco métrico X e {x,} C X tal que
d(x,, K) = 0 quando n — oc.
Entdo, existe subsequéncia de {x, } que converge para um ponto de K.

. Logo, existe y, € K tal

i

Demonstracdo. Para cada k € N, tomemos =, € {z,} tal que d(z,, K) <

1
que d(xnka yk’) S E
Como K é compacto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que ¥, — ¥o.
Portanto, segue que =, — Yo. [

Seja A o atrator de um Cj semigrupo {7°(¢)} dado por T'(t)ug = u(t, up), up € X.
O resultado a seguir mostra que qualquer solugdo u(t, ug) pode ser aproximada, em tempos grandes,

por uma solug@o v(t, vg) contida no atrator.

Proposicao 2.1.10. Seja u(t) = T'(t)uy uma trajetéria em um espaco de fase X e A o atrator global
do Cy-semigrupo {T'(t)}. Entdo, dados ¢ > 0 e T > 0, existem 7 = 7(¢,T) > 0 e uma trajetéria

v(t) = T'(t)vy contida no atrator, tais que

lu(t+7)—v(@)|| <e VO<t<T.
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Un

Figura 2.1: Dindmica das solu¢des em tempo grande.

Demonstracdo. Observemos primeiramente que U A é compacto. De fato, se tomarmos

>0
uma subsequéncia em .4, certamente existe subsequéncia convergente, e se tomarmos sequéncia em

U T(t)ug, o Lema [2.1.9| garante a existéncia de subsequéncia convergente. Como (t,2) — T(t)z é
>0
continua em relag@o as condigdes iniciais, seque que esta aplicagio é uniformemente continua em [0, 7] x

U7 (t)uo

Logo, dados e e T' > 0, € possivel obter 6 = (e, T’) tal que

U A.

|z —w|| <o=||Tt)z —THw|| <e, VO<t<T.

Como A ¢ atrator, existe 7 = 7(g,T) tal que u(7) = T'(7)up estd numa J-vizinhanca de A, isto é,
Juy € Atal que
[u(T) — ol < 0.

ult+71) =) = IT)u(r) = T(t)v|| <e, V0 <t <Teuv(t)=T(t)vy estd contida no
atrator. O]

Logo,

2.2 Existéncia do atrator global

Nesta se¢d@o forneceremos condi¢des suficientes para que um Cy-semigrupo 7'(-) possua atrator glo-
bal. Ao final da secdo, serd apresentado um teorema reunindo todas os casos em que ¢ garantida a

existéncia do atrator.

2.2.1 Dissipatividade e compacidade assintética

Definicao 2.2.1. Dizemos que um semigrupo T'(-) é:
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1. ponto dissipativo se existe um limitado B C X que atrai cada ponto de X;
2. limitado dissipativo se existe um limitado B C X que atrai todo subconjunto limitado de X ;

3. assintoticamente compacto se, dado qualquer conjunto fechado, limitado e ndo vazio VW, positi-

vamente invariante (isto é, T'(t)/W C W), entdo existe um compacto ndo vazio C' C W que atrai

W.

Proposicao 2.2.2. Se T'(-) possui atrator global, entdo T(-) € limitado dissipativo e assintoticamente

compacto.

Demonstragdo. O fato de T'(+) ser limitado dissipativo é imediato, uma vez que A atrai todos os limitados
de X.

Seja agora VYW C X ndo vazio, fechado, limitado e tal que 7'(t))V C W, Vt > 0. Sabemos que A é
compacto e, sendo W fechado, .A N W também é compacto.

Como T'(t)WW € W e d(T(t)W, A) — 0, entdio W N A # (. De fato, se W N A = (), sendo esses
dois conjuntos fechados, existiriam vizinhancas Ny, e N4 tais que W C Ny, A C Nye Ny NN 4 = 0.
Como T(t)WW C W C Ny = T(t)W € N4Vt > 0, o que seria um absurdo. Logo, ANW # 0.

Afirmamos que A N W atrai . De fato,

dist(T(t)W, W) = 0 e dist(T(t)W, A) — 0 quando t — oo.
Logo,
dist(T(t)W, ANW) — 0 quando t — 0.
[

O objetivo nos proximos resultados € caracterizar o atrator para um Cy-semigrupo em termos de
conjuntos w-limite.

Proposicao 2.2.3. Seja T'(-) um Cy-semigrupo assintoticamente compacto. Se B C X ¢é limitado e existe
75 > 0 tal que

U 7(s)B

$>TB

é limitado, entdo w(B) € ndo vazio, compacto e invariante. Além disso, w(B) atrai B.

Demonstracdo. Temos,

7(t) | |J T(s)B| c |J T(s+t)BC | T(s)B

S>TB i $>TB $>TB
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w(B)
Figura 2.2: Orbita de um conjunto B a partir de um tempo .

Como U T(s)B é fechado, limitado e ndo vazio, além de ser positivamente invariante, segue da

compacidade assintética de T'(-) que existe C' C U T'(s)B compacto e ndo vazio tal que C' atrai

s>Tp

U T(s)B.

$>Tp

Logo, dado qualquer vizinhanga N¢ de C, existe N/, vizinhanga de C e 7, > 0 tais que

U 7(s)B c M c N

S2TN

o que implica w(B) C N¢. Como N foi tomado de forma arbitréria, segue que w(B) C C. De fato, se
w(B) ¢ C, uma vez que ambos sdo fechados, deve existir y € w(B) \ C tal que d(y, C) > 0. Tomando

N(C,e),come = w, temos w(B) € N(C,¢), o que é um absurdo.

Logo, w(B) C C e entio w(B) é compacto.

Consideremos sequéncias t,, /* oo e {v,} C B. Como, para n suficientemente grande, 7'(¢,,)v,, —
C, o qual é compacto, segue que podemos extrair uma subsequéncia convergente 7' (t,x ), — Yo de
modo que 3y € w(B) e w(B) é ndo vazio.

Mostremos agora que 7'(t)w(B) = w(B).

Seja y € w(B). Existem sequéncias ¢, ,* oo e {v,} C B tais que 7'(t,)v, — y. Entlo,
T(t)T (tn)v, — T(t)y = T(t, +t)v, = T(t)y = T(t)y € w(B). Portanto, T'(t)w(B) C w(B).

Por outo lado, seja y € w(B). Existem ¢, ,/* oo e {v,} C B tal que T'(¢,)v,, — y. Procuramos por
um wy € w(B) tal que T'(t)wy = y.

Como t,, /* 0o, para n suficientemente grande, t,, > t. Logo, T'(t,)v, = T'(t)T(t,, — t)v,.

Ora, para cada k € N, considere a vizinhanca N/ (C', %) de C'. Para cada k, existe ny, tal que

1
T(tn, —t)v,, € N <C’, E) = d(T(tn, — t)vn,,C) — 0 quando k — oo.
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Pelo Lema [2.1.9,passando a uma subsequéncia, se necessario, 7'(t,, — t)v,, — wy e wy € w(B).

Logo,
T(tp, — t)v,, — wp

e T(t)T (tn, —t)vn, — -
Portanto, da continuidade de T'(¢), temos T(t)wy = y. Assim, w(B) C T(H)w(B) e w(B) =

T(t)w(B).
Precisamos agora mostrar que

dist(T(t)B,w(B)) — 0 quando t — oo.
Suponha que isto ndo ocorra, ou seja, que existam ¢ > 0, t,, /oo e {v,} C B tais que
d(T(tp)vn,w(B)) > €.

Mas {7T'(t,)v,} — C, o que implica que 7'(¢,,)v,, possui subsequéncia convergente para um ponto de

w(B), o que € uma contradi¢io.
U

O préximo coroldrio caracteriza o atrator global em termos dos conjuntos w-limite, o que reforga a

relevancia dessa definicao.

Corolario 2.2.4. Seja T(-) um Cy-semigrupo com atrator global A. Entdo
1. A é a unido dos conjuntos w-limites de todos os subconjuntos limitados de X, isto é,

A= U{w(B)\ B C X é limitado}.

2. A é a unido dos conjuntos w-limites de todos os subconjuntos compactos de X, isto é,

A= U{W(K)| K C X é compacto}.
Demonstra¢do. Uma vez que T'(-) tem atrator global, segue que 7°(+) € assintoticamente compacto.

1. Seja B C X limitado. Como A atrai limitados, existe 75 > 0 tal que

T(t)B C N(A,e), Vt> 5.

Logo,
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Portanto, U T(t)B é limitado e, pela Proposicao [2.2.3] w(B) é ndo vazio, compacto, invariante e
t>Tp
atrai B. Além disso,

w(B) C A,

pois se y € w(B), entdo existem ¢, oo e {v,} C B tais que T'(¢t,)v, — y. Como A atrai B,
d(T(tp)vn, A) — 0. O Lema garante que podemos extrair subsequéncias {t,, }, {v,, } tal que
T(tn, )vn, = yo € A. Logo, y = yo e w(B) C A.

Como A ¢ limitado, temos em particular que w(.A) C A. Além disso, A C w(A). De fato, seja
Yo € A. Pela Proposicao existe uma Grbita completa que passa por .

Tome y_; tal que 7'(1)y_1 = yo, y_o tal que T'(2)y_o = yo, € assim sucessivamente.

Considere t,, = n, {y_,} C A. Temos T'(t,)y_n = Yo — Yo- L0go, yo € w(A).

Portanto, w(A) = A.

Logo, fica claro que A = | J{w(B)| B C X é limitado}.

2. Segue do item anterior.
O]

Defini¢ao 2.2.5. Um semigrupo T'(-) é limitado se dado qualquer conjunto limitado B C X, sua drbita
~(B) também é limitada.

O teorema a seguir fornece condicdes suficientes para que um Cy-semigrupo possua atrator.

Teorema 2.2.6. Seja {T(-)} um Cy-semigrupo ponto dissipativo, assintoticamente compacto e limitado.

Entdo T'(-) tem um atrator em X.

Demonstragdo.

Primeiro passo: Inicialmente construiremos um conjunto {2 com a propriedade de que, dado qualquer
compacto C' C X, existe uma vizinhan¢a N de C que € absorvida por €.

Como 7'(+) é ponto dissipativo, existe um conjunto limitado W, que atrai todos os pontos de X .

Seja Ny, uma vizinhanga limitada qualquer de W,. Dado qualquer v € X, segue do fato de W,
atrair v e da continuidade de 7'(t) que existem ¢,, 7, > 0 tais que

T(t)B(v,e,) C Ny, YVt > 7.

Como a orbita de qualquer limitado € limitada, consideremos 7y, tal que

Q= U T(t)NWO

t27ay,

seja limitado. Temos as seguintes propriedades para ).

e () ¢é positivamente invariante.
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e (2 absorve os pontos de X.

De fato, dado v € X, existe T, tal que

Vi > 1, = T(t)v - NWO = T(TNWO)T(t)U - T(TNWO)NWO C
=Tt CQ Vt'>1y, +7

e Vve X,de, >0er, >0 tais que

T(t)B(v,e,) C Ny, ViE=>m,
(TNWO)T<t)B< v) - T<TNWO)NW0 CQ
T(t")B(v,e,) CQ Vit > T, T To

Seja entdo C' C X um compacto. Temos C' C U B(v,e,) = Jvy, ..., v, € X tais que
veX

C C B(v1,ey,) U ... UB(uvg, &, ) == N.

Logo, tomando 7* = 7x;,, + max{7,,, ..., Ty}, onde 7,, > 0 € o valor para qual T'(t) B(vi,€,,) C
Ny, YVt > 7,,, temos

T(t)C C T(t)Ne = T(t) LU (v, €4, ] UJ7®)B(;,z.,)

7j=1
cQ VvVi>T1*

(2 é o conjunto com a propriedade desejada.

Segundo passo: Construiremos o conjunto .A compacto, invariante e que atrai limitados.

Seja B C X limitado. Por hipétese, a 6rbita de B € limitada. Segue da Proposi¢ao que w(B) é
compacto, invariante e atrai .

Seja N,(p) a vizinhanga de w(B) que € absorvida por €2 (primeiro passo). Definimos A = w(f2).
Como () é limitado, segue que A é compacto, invariante, ndo vazio e atrai ).

Existe 7, ,, > 0 tal que

T(t)B C Nw(B) vVt > TN(5)»

e existe 7 > 0 tal que

T(m)T(t)B C T(TB)NW(B) cQ
TH)BCQ Yt'>1y,, +7s,

isto é, B € absorvido por €.
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Como A = w(2) atrai (2, dada qualquer vizinhanga V(o) de w(2), existe 7, tal que
T(t)2 C Nw(Q) YVt > 1q.

Dai,
T(t")B C Ny Vt"> TN, + TB T Ta.

Logo, A = w(f) atrai B. O
Portanto, temos as seguintes condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de atrator global.

Corolario 2.2.7. Seja T(-) um Cy-semigrupo limitado. T(-) possui atrator global se, e somente se, é

ponto dissipativo e assintoticamente compacto.

Um resultado importante € apresentado a seguir, onde caracterizamos semigrupos assintoticamente

compactos em termos de sequéncias.

Proposicao 2.2.8. Um semigrupo limitado T(-) é assintoticamente compacto se, e somente se, para

quaisquer sequéncias t,, /* oo e {x,} limitada, {T(t,)x,} admite subsequéncia convergente.

Demonstragdo.

(=) Suponha T'(-) assintoticamente compacto. Seja B C X limitado. Segue entdo que 7" (B) é
limitada.

A Proposi¢ao garante que w(B) é compacto, invariante, ndo vazio e atrai B.

Logo, dist(T'(t,)B,w(B)) — 0, quando n — oo = dist(T'(t,)v,,w(B)) — 0 quando n — oc.
Como w(B) é compacto, podemos extrair subsequéncia convergente pelo Lemam

(<) Seja B nio vazio, fechado, limitado e positivamente invariante. Logo, V¢ > 0, T'(t)B C B =
U T(t)BC Be U T'(t)B ¢ entdo limitado.
>0 >0

Procuramos um conjunto C' C B compacto, ndo vazio e que atrai B. Veremos que tal conjunto ¢é

w(B).
1. Observe que T'(t)B C B = UT(t)B C B=B=w(B)CB.
>0
2. w(B) ¢é invariante.

A demonstragéo de que T'(t)w(B) C w(B) é andloga a feita na Proposi¢do Para ver
que w(B) C T(t)w(B), tomemos y € w(B). Existe sequéncias t,, oo, {v,} C B tal que
T(t,)v, — y. Dado t > 0, existe ng € N tal que ¢,, > t, para todo n > ng. Temos

T(t)v, = y=THT(t, —t)v, >y (2.3)
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Como t,,—t — oo, {v,} C B, existe, por hipétese, subsequéncia T'(t,, —t)v,y — wew € w(B).
Voltando a (2.3
T (tw —t)vy —yeT(H)T (ty —t)vy — T(t)w,

o que implicay = T'(t)w € T(t)w(B).

3. w(B) é compacto.

Sabemos que, para todo ¢t > 0 T(t)w(B) = w(B) e w(B) é limitado (w(B) C B). Seja
{y,} C w(B) e tome t,, = n. Para cada n existe z,, € w(B) tal que y,, = T(t,,)x,.

Por hipétese, existe subsequéncia 7T'(t, )z,  convergente = {y, } é convergente = w(B) é

compacto.
4. w(B) atrai B.

Segue de forma analoga ao que foi feito na demonstragdo da Proposi¢ao[2.2.3]

Segue dos itens anteriores que {7'(¢)} é assintoticamente compacto. [l

2.2.2 Existéncia de um compacto que atrai

A existéncia de um conjunto compacto que atrai limitados garante a existéncia de atrator global para

0 semigrupo, como demonstra o teorema a seguir.

Teorema 2.2.9. O Cy-semigrupo T(-) possui atrator global se, e somente se, existe um compacto K C X
que atrai limitados de X. Neste caso, A = w(K).

Demonstragdo.

(=) Imediato.

(«<) Tome A = | J{w(B); B C X e B ¢limitado}.

Seja B C X limitado. Uma vez que K atrai B, existe 75 > 0 tal que U T'(t)B é limitado. Segue
t>7B

da Proposi¢do [2.2.3|que w(B) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai B. Veja que na Proposi¢do [2.2.3]
¢ necessario que 7'(-) seja assintoticamente compacto. Isto é garantido pela existéncia do compacto que
atrai (basta replicar a Proposicao usando o compacto K ao invés do atrator).

Do Lemal2.1.9, w(B) C K.

1. A é compacto, pois A C K e A € fechado.

2. A atrai limitados, pois dado qualquer B C X limitado, B ¢ atraido por w(B) e, consequentemente,

por A.
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3. A é invariante.

Seja o € w(B) para algum B limitado = T'(t)zy € w(B), pois w(B) é invariante. Logo,
U{w )] B C X élimitado} C U{w )] B C X élimitado}, o que implica

U{w )] B C X élimitado} C U{w )| B C X élimitado},

ou seja, T'(t)A C A.
Seja xy € w(B). Como w(B) é invariante, existe ¢ tal que T'(t)yo = xo, yo € w(B) C A. Logo,

A C T(t).A (passando pelos mesmos argumentos feitos acima).

Resta apenas mostrar que A = w(K).

Ora, w(K) é compacto e invariante. Como A atrai w(K), segue da invaridncia de w(K) que w(K) C

A.
Por outro lado, seja B C X limitado. Do Lema[2.1.9, w(B) C K. Como K é atraido por w(K), segue
que w(B) é atraido por w(K). Mas w(B) é invariante. Logo, w(B) C w(K) e assim A C w(K). O

O teorema anterior pode ser aplicado a problemas praticos. Muitas vezes € possivel mostrar a
existéncia de um conjunto compacto no plano de fases que absorve limitados e entdo a existéncia de
atrator global € garantida.

Reunindo os resultados de existéncia de atrator global para semigrupos apresentado anteriormente,

temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.10. Seja T'(-) um Cy-semigrupo limitado. Sdo equivalentes as seguintes afirmagées:

1. T(-) possui atrator global.
2. T(+) é assintoticamente compacto e ponto dissipativo.
3. T(-) é assintoticamente compacto e limitado dissipativo.

4. T(-) possui um compacto que atrai limitados.

2.3 Continuidade da familia de atratores globais

Estamos interessados em estudar as semicontinuidades dos atratores para determinarmos sob quais
condi¢des pequenas perturbagdes em um Cy-semigrupo 7y(-) com atrator A, gerard semigrupos 75, (-)
com atratores A,, de alguma forma préximos de A,.

A semicontinuidade superior da familia de atratores ird implicar que pequenas alteragdes no semi-
grupo ndo causem uma explosao do atrator, enquanto a semicontinuidade inferior ird implicar que peque-

nas alteracdes no semigrupo ndo causem a implosao do atrator.
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Definicao 2.3.1. Seja By um conjunto em um espago de Banach X e { B,,} uma familia de subconjuntos
em X, n € [0,n].

1. Dizemos que { B, } ¢ semicontinua superiormente em ) = 0 se dist(B,,, By) — 0 quando n — 0.
2. Dizemos que { B, } é semicontinua inferiormente em 1 = 0 se dist(By, B,)) — 0 quando n — 0.

3. Dizemos que {B,} é continua em 1) = 0 se é semicontinua inferior e superiormente.

2.3.1 Semicontinuidade superior da familia de atratores globais

As hipdteses que garantem a semicontinuidade superior dos atratores sdo mais fracas do que as que

serdo exigidas para garantir a semicontinuidade inferior.

Teorema 2.3.2. Suponhamos que a cada n € [0, esteja associado um Cy-semigrupo {T,(t)} que

possui atrator global A,. Além disso, suponhamos que exista B C X limitado tal que

U A, cB, (2.4)

0<n<no
e que T, convirja para Ty no sentido que, para cada t > 0, T, (t)ug — To(t)uo, uniformemente em
limitados Y C X, isto é,

sup ||T;,(t)uo — To(t)uol| — 0 quando n — 0. (2.5)
up€Y

Entdo dist(A,, Ay) — 0 quando n — 0.

Demonstra¢do. Devemos mostrar que dado € > 0, existe 0 < () < 1 tal que

n<n(e) = A, € N(Ay,e)

Como B é limitado e A, € o atrator de Ty(-), segue que existe 7 > 0 tal que To(t)B C N (.Ao, g),
Yt > T.
Uma vez que 7,, — T; quando  — 0 e B ¢ limitado, existe 7)(c) € (0, 1,) tal que
£
sup || T, (T)uo — To(T)uoll < 5, Y <n(e).
ug€EB 2
Temos entdo T,,(7) B C N (Ag, €), pois To(1)B C N (Ao, §) e || T,,(1)B — To(1)B|| <
Ora,

£
5

‘AT] = TT)(T)Aﬁ - Tﬁ(T>B - N(*AOv 6)7 VU S 77(8)7

isto &, { A, } é semicontinua superiormente em 7 = 0. O



26 2 Atratores globais para problemas autonomos

2.3.2 Semicontinuidade inferior da familia de atratores globais

O teorema que garante a semicontinuidade inferior dos atratores serd vdlido para um tipo particular
de atrator, chamado “gradient-like”. Ele recebe esse nome pois apresenta uma estrutura semelhante a dos

atratores que aparecem na classe de problemas gradientes.

Defini¢cao 2.3.3. u* € X ¢ um ponto de equilibrio de (2.1) se f(u*) = 0. Neste caso, u* é uma solu¢do

constante para o problema.

Definicao 2.3.4. Seja u* um ponto de equilibrio de (2.1)).
1. A variedade instével de u* é o conjunto

W (u*) =4{n € X; wu(t,n) estd definitdo para todo t € R e

u(t,n) = u* quandot — —oo}

2. Dado 6 > 0, a §-variedade instavel local de u* é

Wi (") = {w e W*(u); [Jw—u"|| <6}

Teorema 2.3.5. Suponhamos vdlidas as hipdteses do Teorema|2.3.2) e, além disso, suponhamos que

Ao = JWH(2),
F1SI3
onde £ é o conjunto de equilibrios e contém apenas uma quantidade finita de pontos.
Suponhamos ainda que as variedades instdveis locais se comportem de forma continua quando n —
0, no sentido de que se zy € W' (ugy), existam u, equilibrio para T,(-), suficientemente proximo de ug, e
zy € Wf(uj‘]) suficientemente proximo de zy, quando 1 e ¢ sdo suficientemente pequenos.
Entdo, dist( Ay, A,;) — 0 quando n — 0 e familia { A, } é continua em 1 = 0.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que dado ¢ > 0, In(e) € (0,1),) tal que
Ao CN(Ap,), Y <ne),

ou, equivalentemente, que dado u € Ay, existe u, € A,, paran < 7(e), que dista no maximo ¢ de uy.
Como A, é compacto, dado a cobertura

up€Ap

N
de Ay, existem {z; }2_, C Ay tais que Ay C U B (mk, Z)

k=1
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W) S TR

ye = To(te)

Uma vez que Ay = U Wu(z), segue que para cada k € {1,2,..., N}, existe y, € W*(u*), para
F1S13
algum u* € &, tal que

A~ ™

e — yill <

Precisamos que os pontos da variedade instavel estejam suficientemente préximos do equilibrio para
entdo podermos usar a continuidade. Mas como y;, € W*(u*), da definicdo de variedade instdvel, existe

2, € W"(u*) suficientemente proximo de u* tal que
ye = To(tk)zk, tx > 0.
Além disso, como u — Tp(t)u é continua, existe § > 0 tal que
lu— 2| < & = | To(te)ze — Tolte)ul| < g Vk=1,2,..,N 2.6)

Usando a continuidade do semigrupo e o fato de N (Ao, 9) ser limitado, segue que existe 1; € (0, 7o)

tal que
1T, (t)u — To(tn)ul] < % Vu € N(Aop,8) Vk=1,2,...Nene (0,m). 2.7)

Segue da continuidade das variedades instdveis que existe 2] € Wy'(u;) C A, tal que
2] — zk]| < d ez € N(Ap,0).

Segue de (2.6) e (2.7)

1T (t) 2 — il < Ty (t) 2 — To(t) 21l + [ To(t) 2 — To(t) 2l + [y — 24l
<S8, 8¢
8 8 4 2
comg, =T,(ty)z] € A,.
Entdo, Vo € Ay, Jz; € {1}, e Is/ € A, tal que

lz = &l < Hlw = 2ill + [l = 'l < e,
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ou seja, dist(Ay, A,) — 0 quando n — 0.
Além disso, pelo Teorema [2.3.2] {A,} é semicontinua superiormente em 7 = 0. Logo, {A,} é

continuaemn = 0 O



Capitulo 3

Atratores Pullback para problemas nao
autonomos

Até entdo consideramos apenas problemas do tipo

{ W(t) = flult))

u(s) = us t> s,

que independe do tempo inicial, mas apenas do tempo decorrido (¢ —s). De fato, tomando w(t) = u(t+s)

e entdo o problema anterior pode ser escrito como

{ w'(t) = flw(t))

w(0) = us t > 0.

O problema acima esta associado ao semigrupo u(t, s, us) = T(t — s)us e avaliar a dindmica quando

t — oo equivale a avaliar a dindmica quando s — —o0.
Consideremos entao o caso nao autdnomo

(3.1)

Para este caso, ndo podemos proceder como anteriormente, pois a solu¢do depende tanto de ¢ quanto
da condig¢do inicial.

Portanto, as solugdes de (3.1) ndo geram um semigrupo, mas uma familia de operadores, a qual
chamaremos de processo (ou semiprocesso). Diferentemente do caso autbnomo, as dinamicas t — oo
e s — —oo ndo estdo necessariamente relacionadas. A dinimica em que t — oo damos o nome de

dinamica “forward”. A dindmica em que s — —oo chamamos de “pullback”.

29
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3.1 Caracterizacao dos atratores pullback
Definicao 3.1.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de aplicacées continuas
{S(t,s): X = X, t > s}
€ um processo se satisfaz, paratodot,s € R,t > seus € X:
1. S(t,t) = Id.
2. S(t,7)S(1,s) = S(t,7) 0o S(1,5) = S(t,s)
3. (t,s,us) — S(t, s)us € continua.
Algumas observagdes referentes a definicdo acima devem ser feitas:

1. Denotaremos o processo por {S(t, s)} ou S(-,-).

2. O processo, se associado a uma equagdo diferencial, retorna a solug@o se fizermos ¢ — S(¢, s)us,
t € [s,00),isto é,
u(t, s,us) = S(t, s)us.

3. Da mesma forma, solugdes de um problema nio auténomo definidas em [s, 0o) geram um processo,
dado por S(t, s)us = u(t, s, us).

4. Dado um semigrupo 7'(-), podemos obter um processo através da identificacao
Sp(t,s)r =T(t —s)x

e tal processo é chamado de processo associado ao semigrupo T(-). Neste caso, os sistemas

autdbnomos formam um subconjunto dos sistemas nao auténomos.

Definicao 3.1.2. Uma familia de conjuntos dependente do tempo é uma colegcdo {Z(t) C X, t € R}.

Por simplicidade, denotaremos tal familia por Z -).

Definicao 3.1.3. Uma familia A(-) de conjuntos dependente do tempo ¢ invariante pelo processo S(-,-)
se
S(t,s)A(s) = A(t) Vt,seR, t >s.

Observacao: vamos nos referir a tal familia como “conjunto invariante”, a fim de tornar mais simples
a escrita.

Interpretacao geométrica da invariancia
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t1 ta t3 ta

S{f., | 1.1‘;};4{?5:3 = J’-l{fr'. 1), 1=1,2.3

Figura 3.1: Invariincia para uma familia A(-)

Defini¢cao 3.1.4. Uma funcdo continua & : R — X é uma solugio global de S(-,-) se Vt,s e R, t > s

S(t,5)€(s) = &£(1)-

Veja que tal definicdo € uma extensao da defini¢ao de solug@o global para o caso autdonomo, pois se
¢ : R — X é solugdo global de T'(+), entdo

Sr(t;5)E(s) = T(t = 5)&(s) = &((t = 5) +5) = (D).

Proposicao 3.1.5. Uma familia A(-) é invariante se, e somente se, é uma colecdo de solugcdes globais.

Neste caso, cada A(t) é o conjunto formado por todas as solu¢des avaliadas em t.

Demonstragdo.

(=) Suponha que A(-) seja invariante considere us € A(s). Mostraremos que existe u : R — X tal
que u(s) = us e u(t) € A(t) vt € R.

Defina & : [s,00) — X dada por &y(t) = S(t, s)us. Claramente, £y(s) = us e &y(t) € A(t) Vt > s,
pois A(-) é invariante.

Construiremos uma solucdo global indutivamente. Como S(s,s — 1)A(s — 1) = A(s), existe algum
us—1 € A(s — 1) tal que S(s,s — 1)us_1 = us.

Seja&_1(t) = S(t,s — Dus_1,s —1 <t <s.

Da mesma forma, tome us_o € A(s — 2) tal que S(s — 1,5 — 2)us_o = us_; e defina {_o(t) =
S(t,s —2ug_9,s —2<t<s—1.
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Procedendo desta forma, encontraremos a solugdo global que em s vale ug e estd contida em A(+),
dada por

£(t>—{ &(t),  sete[s,00) 52

En(t), setels—n,s—n+1].

(<) Suponhamos que A(-) seja uma colecdo de solugdes globais.

Dados t,s € R, t > s, tomando y € A(s), temos y = u(s), onde u(-) é uma solugdo global em A(-).
Logo, S(t,s)y = S(t, s)u(s) = u(t) € A(t). Ou seja, S(t,s)A(s) C A(t).

Seja agora y € A(t). Existe u(-) solugdo global tal que y = u(t). Tome ys = u(s) € A(s). Temos
y(t) = u(t) = S(t, s)u(s) = S(t, s)ys e entdo, A(t) C S(t,s)A(s). O

Distin¢ao da invariancia nos casos autonomo e nao autonomo

Considere o problema

P

{t1}=A(t) {2} A(ta)

h ta

Figura 3.2: Gréfico da solugdo z(t) = e .

A Oorbita completa Y = U e~' é um conjunto invariante para o problema acima segundo o que foi

teR
definido no Capitulo 2.

Porém, para um problema ndo auténomo, a érbita completa é uma familia invariante e entdo A(t) =
{e7'}, parat € R.

Proposicao 3.1.6. Seja St () o processo associado ao semigrupo T(-) e denotemos por I'(E(-)), onde

E(-) é um conjunto invariante, a unido das drbitas de todas as solugcdes de E(-).
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1. Se E(-) é uma familia invariante para um semigrupo St(-,-), entdo I'(E(+)) é invariante para T (-).

2. Se E(t) = E paratodo t € R, entdo E ¢é invariante para T(-) se, e somente se, E(-) é invariante

para St(-,-).
Demonstragdo.
1. Devemos mostrar que 7'(t)['(E(-)) = I'(E(+)). Sabemos que Sr(t,s)E(s) = E(t). Logo,
T(t—s)E(s)=E(t) = T(t)E0) = E(t).
Dado y € I'(E(+)), existe u : R — X tal que u(s) = y. Tome u™ : R — X dada por

ut5(0) = u(s) = y. Claramente, I'(u™) = I'(u) = T'(u™*) C T(E(-)). Logo, y € E(0) =
T(tyy € E(t) CT(E()) = TOU(E()) C T(E()).

Com a mesma argumentagado, vemos que ['(E(+)) C T(t)['(E()).

2. Se E(t) = E paratodo t € R, e a familia ¢ invariante, entdo pelo item acima, I'(E(-)) = E é

invariante por 7°(-).

Por outro lado, se £ € invariante por 7°(+), entdo Sy(t,s)E(s) =T (t — s)E = E = E(t).
]

Vimos, na Proposi¢io[2.1.8] que se A é o atrator de um semigrupo 7'(-), entdo A é o conjunto formado

pela unido de todas as solugdes globais limitadas, isto €,

A={x(t), t e R: x(-) é solugdo global e limitada}
= {yo € X : existe solucdo global e limitada y : R — X tal que y(0) = yo}.

Vamos generalizar o conceito de atrator para a dinamica “pullback”, de forma a obter um resultado

similar ao apresentado acima.
Definicao 3.1.7. Seja S(-,-) um processo.
1. Dizemos que um conjunto K C X pullback atrai B C X sob o processo S(, -) no tempo ¢t € R se

dist(S(t,s)B, K) — 0 quando s — —o0, s < t.

2. Dizemos que uma familia K (-) pullback atrai B C X sob o processo S(-, ) se, paracadat € R,

dist(S(t,s)B, K(t)) — 0 quando s — —o0, s < t.
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3. Dizemos que uma familia K (-) pullback atrai limitados de X se para cada B C X limitado,
dist(S(t,s)B, K(t)) — 0 quando s — —o0, s < t.
Iremos omitir o processo S(-,-) quando formos falar de pullback atracio sempre que este estiver

subentendido. Definimos entdo o atrator pullback para um processo.

Definicao 3.1.8. O atrator pullback de um processo S(-,-) é uma familia {A(t) C X|t € R} satisfa-

zendo:

1. A(t) é compacto para todo t € R.

2. A familia A(-) é invariante.

3. A(:) pullback atrai limitados de X pelo processo S(-,-).

4. A(-) é a familia minimal de fechados que satisfaz o item (3).
Observacoes:

1. O atrator pullback é uma familia dependente do tempo, ndo necessariamente um conjunto fixado

em X.

2. A propriedade (4) nao segue de forma natural como na defini¢do de atrator para semigrupos. Isto
ocorre pois no caso de sistemas autdnomos o atrator “atrai a si mesmo”’, mas no caso pullback, o
atrator atrai limitados independente do tempo ¢ € R, sendo que ele mesmo ndo se encaixa nesta

categoria. O exemplo a seguir ilustra a necessidade de (4) aparecer na defini¢do.

Exemplo 3.1.9. Considere o semigrupo T(t) = e, o processo associado St (t,s) = e~=%) e a familia

{A(t) = [-e™" 7]}
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s

JFﬁ

Figura 3.3: Familia { A(t)} = [—e~%, e7].

e A(t) é compacto para todo t € R.
o A(-) é invariante, pois é uma colegdo de drbitas de solugdes globais.

e Se B C X é limitado, entdo B C [—xq, 1) e, para s — —o0, e~#75) — 0 e

[—e= g, e o] C [—e, e para s < s.
Logo,
dist(Sr(t,s)B, A(t)) — 0 quando s — —oc.
e Tul familia com essas propriedades ndo é minimal, uma vez que A(-), dada por A(t) = {0},

Vt € R, satisfaz (3) da Definigdo e é compacta e invariante, sendo assim .[l() € o atrator

pullback do processo.
Definicao 3.1.10.

1. Dizemos que uma solucdo global £(-) : R — X de um processo S(-,-) é limitada no passado
(respectivamente, limitada no futuro) se existe 7 € R tal que {£(t)|t < 7} ({£()|t > 7}) é

limitado em X.

2. Dizemos que uma familia de conjuntos dependente do tempo B(-) é limitada no passado (respec-
tivamente, limitada no futuro) se existe 7 € R e B C X limitado tal que B(t) C B, Vt < 7
(B(t) C B,Vt> ).

Proposicao 3.1.11. Seja S(-,-) um processo com atrator pullback A(-). Se &(-) é uma solugdo global
limitada no passado, entdo £(t) € A(t), Vit € R.
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Demonstracdo. Existe 7 € R tal que {£(¢)| ¢t < 7} € limitado. Como ¢ € solugdo global, temos que
Vi, s € Rt > s, S(t,5)E(s) = £(t).

Como &(s) € {&(t)|t < 7} para s suficientemente pequeno, segue que d(S(t, s)¢(s), A(t)) — 0
quando s — —o0, o que equivale a d({(t),.A(t)) — 0 quando s — —oo = d({(t), A(t)) =0,Vt e R =
£(t) € A(t), vVt € R. O

Pela proposicdo anterior, se U(t) = {£(t)] £(+) : R — X é solugdo global limitada no passado} e
A(t), t € R, é o atrator pullback do processo S(-, -), entdo

Ut) C A(t), ¥t € R.

Para conseguirmos caracterizar o atrator pulback como fizemos para o atrator global, precisamos
exigir hipdteses mais fortes sobre o atrator pullback.

No teorema a seguir, sob a hip6tese de que o atrator pullback seja limitado no passado, vamos carac-
terizé-lo em termos das solugdes globais limitadas no passado.

Teorema 3.1.12. Suponha que o atrator pullback A(-) de S(-,-) seja limitado no passado. Entdo
At) =U(t) = {£1)] €(-) : R — X € solugdo global limitada no pasado}.

Demonstracdo. Basta provar que A(t) C U(t). Dado = € A(t), existe solugdo global £(-) C A(-) tal
que x = &(t) € A(t), uma vez que A(-) é invariante.

Como A(-) é limitado no passado, segue que £(+) é limitada no passado. Logo, x € U(t) e A(t) C
U(t), paratodo t € R. O

Corolario 3.1.13. Seja A(-) o atrator pullback de um processo S(-,-). Se A(-) € limitado, entdo
A(t) = ¢(t) = {&(t)] () : R — X é solugdo global limitada},
como na caracterizagdo de atratores globais para semigrupos.

Demonstra¢do. Como toda solugdo de ((¢) € limitada no passado, segue que ((t) C .A(t), para todo
teR.

Dado = € A(t), existe solucdo global £(-) C A(-) tal que £(¢) = z. Uma vez que .A(-) é limitado,
&(+) é globalmente limitada e A(t) C (). O

3.2 Comparacao entre os atratores pullback e global para proble-

mas autonomos

Nesta secao relacionaremos o atrator global para um semigrupo 7'(-) com o atrator pullback para o

processo associado Sy (-, -).
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Proposicao 3.2.1. Sejam T'(-) um semigrupo e Sy(t,s) = T(t — s) o processo associado. Entdo T'(-)
possui atrator global A se, e somente se, St(-,-) possui atrator pullback A(-). Além disso, A(t) = A,
para todot € R.

Demonstragdo.
(=) Suponhamos que 7'() tenha atrator global A e definamos a familia dependente do tempo A(t) =
A, para todo ¢ € R. Entio:

e A(t) é compacto para todo ¢t € R.

e A(-) é invariante, pois St (t,s)A(s) =T(t — s)A = A = A(t).

e A(-) pullback atrai limitados de X, uma vez que A(t) = A e A atrai limitados.

e Seja C'(t) uma familia de fechados que atrai limitados. Como A(s) = A € limitado, segue que

dist(Sr(t,s)A(s),C(t)) — 0, quando s — —oo
=dist(Sr(t,s)A,C(t)) — 0, quando s — —o0
=dist(A,C(t)) — 0, quando s — —o0
=ACC(t)
=A(t) C C(t).

Logo, A(-) é o atrator pullback de Sz (-, ).

(<) Suponhamos que Sy (-, -) tenha atrator pullback A(-). Para ¢t = 0, A(0) é compacto e pullback
atrai limitados de X no instante 0. Logo, para qualquer D C X limitado,
dist(T(—s)D, A(0)) = dist(Sr(0,5)D, A(0)) * 570,
isto é, A(0) é um compacto que atrai limitados de X sob o semigrupo 7°(-). Portanto, 7°(-) possui atrator

global A e segue da implicacgdo anterior que A(t) = A, paratodo ¢t € R.
[

3.3 Existéncia do atrator pullback

Para obter a existéncia de atratores pullback para processos, estenderemos as defini¢des apresentadas
para semigrupos de forma a obtermos resultados andlogos aos de existéncia obtidos no Teorema [2.2.10
Provaremos as equivaléncias (1) < (3) e (1) < (4) do Teorema[2.2.10]

Inicialmente definiremos os conjuntos pullback w-limite. Com um certo abuso de notagdes, denota-
remos {s;} < t para indicar que Vk € N, s < t, {s,} \, —oo para indicar que {s;} € uma sequéncia

decrescente que tende a —oo, e {s;} C X para indicar que Vk € N, s, € X.
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Definicao 3.3.1. O conjunto pullback w-limite de um conjunto B em t é definido por
w(B,t) ={y € X|Hsn} <t, {50} \\ —00 e {x,} C B tais que S(t,s,)x, "= y},
ou, equivalentemente,

w(B,t) =St s)B.

o<t s<o

Observacao: No caso de processos autdnomos, w(B) = w(B, t), para todo t € R.
De fato, suponha = € w(B,t) = s} \ —00, {z} C B tais que

S(t,sp)xr = x = T(t — sp)xr = x € W(B).
Por outro lado, se © € w(B), I{tx} \y —oo, {xx} C B tais que

T(t —ty)xr — = S(t, sp)xr = = x € w(B,1).

Os proximos resultados fornecerdo condigdes suficientes para garantir a invariancia e a compacidade
de w(B, t), assim como a pullback atragdo que esse conjunto exerce em B no tempo ¢. O primeiro destes

resultados € referente a invariancia do conjunto.
Lema 3.3.2. Sejam S(-,-) um processo e B C X um subconjunto qualquer. Entdo
1. w(B,-) é positivamente invariante, isto é,
S(t,s)w(B,s) Cw(B,t) Vt>s.
2. Se w(B, s) é compacto e pullback atrai B no instante s, entdo S(t, s)w(B, s) = w(B, ).
Demonstragdo.
1. Sejax € w(B,s). Entdo existem {s;} < s, {sx} \, —00, {xx} C B tal que

S(s, sk)xr — x quando k — oo.

Neste caso,

S(t,s)S(s,sk)rr — S(t,s)x = S(t, sk)xr — S(t,s)z = S(t,s)x € w(B,1).

Logo, S(t, s)w(B,s) C w(B,t),Vt > s.

Veja que supusemos w(B, s) # ). O caso em que w(B, s) = ) é trivial.
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2. mostraremos que w(B,t) C S(t, s)w(B, s), com a hipétese adicional de que w(B, s) € compacto e

pullback atrai B no instante s.

Sejay € w(B,t). Existe {s;} <t, {sp} \ —ooe{x,} C B tais que

S(t, sk)rr, — y quando k — co.

Como {s;} \( —0o0, existe k > k tal que s, < s. Entao,

S(t, sg)xr = S(t,s)S(s, sg)xr — y.

Uma vez que w(B, s) pullback atrai B no instante s, segue que

d(S(t, sk)xk, w(B,s)) — 0 quando k — oo.

Pelo Lema |2.1.9] existe subsequéncia S(t, sy;)zr; — Yo € w(B, s). Entdo,

S(t,s)S(s,skj)re; — S(t,s)yo =y.

Logo, y € S(t, s)w(B,s) e S(t,s)w(B,s) = w(B,1).
[

No lema a seguir, iremos fornecer condi¢des sobre B para garantir que w(B,t) seja compacto e
pullback atraia B no instante t. Seguird do Lema [3.3.2] item (2), que S(7,t)w(B,t) = w(B,T), para
T > 1.

Lema 3.3.3. Sejam S(-,-) um processo e B C X um limitado, ndo vazio. Suponha que exista um
compacto K C X que pullback atraia B no instante t. Entdo w(B,t) é ndo vazio, compacto, pullback
atrai B no instante t e S(7,t)w(B,t) = w(B, T), para todo T > t.

Demonstragdo. Seja {s,} <t,{s,} \y —occe{x,} C B. Como K pullback atrai B no instante ¢, segue
que
d(S(t, sp)xn, K) — 0 quando n — co.

Pelo Lema[2.1.9] {S(t, s,,)x, } possui subsequéncia que converge a um ponto de K. Entdo, w(B,t) é
ndo vazio.

Afirmamos que w(B,t) C K, pois se g € w(B,1), existem {s,} < t, {s,} \, —oc e {x,} C B
tais que S(¢, s,)2, — xo. Por outro lado, d(S(t, s,)zn, K) — 0 e, pelo Lema[2.1.9] existe subsequéncia
convergindo a um ponto de K. Da unicidade do limite, tal ponto € z, e entdo zy € K.

Como w(B,t) é fechado, segue que w(B, t) é compacto.

Além disso, w(B, t) pullback atrai B no instante ¢ e a demonstragao é analoga a feita na Proposi¢do
O
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Observacao: O lema anterior sera de maior utilidade quando obtivermos uma familia de compactos

K (+) que pullback atrai B em cada instante t.

Uma outra forma de garantir a pullback atragdo que os conjuntos w-limites exercem serad fornecida a

seguir.

Definicao 3.3.4. Dizemos que um processo S(-,-) € pullback assintoticamente compacto se para cada
t € R {sp} <t {sn} \y —00 e {x,} sequéncia limitada de X, {S(t, s,)x,} admite subsequéncia

convergente.

7z

Observacao: Tal definicdo coincide com a defini¢do apresentada no caso autdénomo, isto é, Sy (-, -) é
pullback assintoticamente compacto se, e somente se, 7'(+) € assintoticamente compacto. De fato,
(=) Se {t,} \y —oc e {x,} é limitado, entdo

{T(0 = tp)x,} = {Sr(0,tn)zn},

o qual admite subsequéncia convergente.
(<) Por outro lado, se {s,} <t, {s,} \y —oce {z,} C B, entdo

S(t, sp)xn =T(t — sp)Tn,
o qual admite subsequéncia convergente.

Lema 3.3.5. Sejam S(-,-) um processo e K(-) uma familia de compactos que pullback atrai limitados

de X. Entdo S(-,-) é pullback assintoticamente compacto.
Demonstragdo. Segue do Lema[2.1.9 0

Segue do lema anterior que se S(-, -) possui atrator pullback, entdo S(-, -) é pullback assintoticamente
compacto.
O resultado a seguir fornece condigdes mais fracas para garantir que w(B, ) seja ndo vazio, compacto,

atraia B no sentido pullback no instante ¢ e seja invariante.

Lema 3.3.6. Seja S(-,-) um processo pullback assintoticamente compacto. Entdo, dado B C X limi-

tado e ndo vazio, para cada t € R, w(B,t) é ndo vazio, compacto, pullback atrai B no instante t e
S(r,t)w(B,t) =w(B,T), V1 > t.

Demonstracdo. Fixemos t € R e seja {s,} < t, {s,} \ —oc e {z,} C B. Como S(-,-) é pullback
assintoticamente compacto, temos que {S(¢, s, )z, } possui subsequéncia convergente. Logo, w(B,t) é
ndo vazio.
Com argumento andlogo ao da Proposi¢ao segue que w(B, t) pullback atrai B no instante ¢.
Por dltimo, mostremos a compacidade de w(B,t). Seja {yx} C w(B,1).
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Para cada k € N, existem x, € B e s, < —k tais que d(S(t, sg) Tk, Yr) < % Como S(, -) € pullback
assintoticamente compacto, {S(t, si)zx} possui subsequéncia convergente S(t, sy;)zr; — To. Logo,
Ykj — o € w(B,1).

Portanto, w(B, t) é compacto.

A igualdade S(7,t)w(B,t) = w(B, ) segue do Lema[3.3.2] O

3.3.1 Existéncia de uma familia de compactos que atrai

Generalizaremos agora o Teorema [2.2.9| para processos, isto €, mostraremos que Se um processo

possui uma familia de compactos que pullback atrai, entdo tal processo possui atrator pullback.

Teorema 3.3.7. Seja S(-,-) um processo. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. S(-,-) possui atrator pullback A(-).
2. Existe uma familia de compactos K () que pullback atrai limitados de X.

Em ambos os casos, o atrator é dado por

A(t) = U{w(B,t); B C X e B é limitado}
e tal familia é a minimal que atrai limitados.

Demonstragdo.
(1) = (2) Imediato.

(2) = (1) Seja A(t) = U{w(B,t); B C X e B élimitado}. Cada B C X limitado é pullback
atraido no instante ¢ pelo compacto K (¢). Mas B também é pullback atraido por w(B,t) no instante ¢.
Logo, w(B,t) C K(t), A(t) C K(t) e, sendo A(t) fechado, A(t) é compacto.

Pelo Lema w(B,t) é ndo vazio, compacto, pullback atrai B no instante ¢ e ainda

S(t,t)w(B,t) = w(B, 1), Y7 > t.
Temos também as seguintes propriedades para a familia A(-).
e A(t) atrai limitados no sentido pullback no instante .

e A(-) é invariante.
Seja zy € A(s). Queremos mostrar que S(t, s)zo € A(t), parat > s.
Como zy € A(s), existe z, € w(By,s), B, C X limitado, tal que z,, — zo. Dado t > s,
S(t,s)x, € w(By,t) (pois S(t, s)w(By, s) = w(By,t)). Logo

w(Bn,t) 2 S(t, s)x, — S(t,s)xg = S(t, s)xe € A(t).
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Portanto, S(t, s).A(s) C A(t).

Seja agora yo € A(t). Existe y,, € w(By,t) tal que y,, — yo. Como S(t, s)w(B,, s) = w(By, 1),
existe x,, € w(B,, s) tal que
S(t, )T, = Yn.

Logo, S(t,s)x, — yo, com z,, € w(B,,s) C K(s). Como K(s) é compacto, {x,} admite
subsequéncia convergente z,,; — zo € A(s) e

S(t,s)xn; — S(t,8)xo = yo = yo € S(t,5)A(s).

Portanto, A(t) C S(t, s).A(s).

Segue entdo a invariancia.

e Minimalidade
Suponhamos que fl() seja uma familia de fechados que pullback atrai limitados de X. Dado
B C X limitado, dist(S(t,s)B, A(t)) — 0, quando s — —oo. Seja entdo zy € w(B,t). Existe
{sn} <t,{sn} \y —o0e{x,} C Btaisque S(t, s,)x, — xo e
d(S(t, $p)Tn, A(t)) = 0 quando n — co = x4 € A(t),
ou seja, w(B,t) C A(t) = A(t) C A(1).
[

Observacao: Em alguns problemas praticos pode-se obter uma familia de compactos que pullback
absorvem limitados. Nestes casos, segue imediatamente do teorema anterior que existe atrator pullback.
A existéncia de uma familia de compactos que atrai e familia de compactos que absorvem sé € equi-

valente em espacos com dimensao finita.

Formalizemos a definicdo de absor¢@o para processos.

Definicao 3.3.8. Seja S(-,-) um processo. Dizemos que um conjunto B C X pullback absorve limitados

no instante t se dado qualquer D C X limitado, existe sy = so(t, D) tal que

S(t,s)D C B, Vs < sy.

3.3.2 Processos pullback limitado dissipativos e pullback assintoticamente com-
pactos

O objetivo nesta se¢do é generalizar a equivaléncia (1) < (3) do Teorema[2.2.10, Precisaremos de
algumas hipoteses adicionais para garantir tal generalizagao.
Para isso, iremos tratar processos que sao pullback assintoticamente compactos e pullback limitado

dissipativos, como definiremos a seguir.
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Definicao 3.3.9. Dizemos que um processo S(-,-) € pullback limitado dissipativo se existe uma familia
B(t) de limitados de X que pullback atrai limitados em X para cada instante t, isto é, se D C X é
limitado, entdo

dist(S(t,s)D, B(t)) — 0, quando s — —oc.

Teorema 3.3.10. Seja S(-, ) um processo pullback assintoticamente compacto. Entdo a familia

A(t) = U{w(B,t); B C X e B é limitado}

é fechada, ndo vazia e pullback atrai limitados de X .
Além disso, A(-) € a familia minimal de fechados que pullback atrai limitados de X e, se S(-,-) é
pullback limitado dissipativo, entdo A(t) é limitado para cada t € R.

Observagdo: Veja que ndo foi possivel extrair a compacidade de A(t), bem como a invaridncia. Uma

outra hipotese adicional serd necessdria para garantir tais fatos.

Demonstracdo. Segue do Lema que para cada B C X limitado e t € R, w(B,t) é compacto, ndo
vazio, invariante e pullback atrai B no instante ¢.

Logo, A(t) é fechado, ndo vazio e pullback atrai limitados no instante ¢.

Quanto a minimalidade, seja C'(-) uma familia de fechados que pullback atrai limitados de X. Se
ro € w(B,t), entdo existem sequéncias {s,} < t, s, \, —oo e {z,} C B tais que S(t, s,)x, — Zo.
Mas S(t, s,)x, — C(t), o que implica que xy € C(t). Consequentemente, A(t) C C(t).

Suponhamos S(-, -) limitado dissipativo. Existe familia D(-) de limitados que pullback atrai limitados

em X. Neste caso, D(-) ¢ uma familia de fechados que pullback atrai limitados e, pelo que vimos acima,

A(t) € D(-) = A(t) é limitado. O

Processos fortemente pullback limitados dissipativos e pullback assintoticamente compactos

Para garantir a existéncia do atrator pullback, devemos requerer uniformidade na propriedade de

dissipatividade, no seguinte sentido:

Definicao 3.3.11. Dizemos que um processo S(-,-) é fortemente pullback limitado dissipativo se existe
uma familia de limitados B(t) C X que pullback atrai limitados de X em qualquer instante T < t, isto
é, dado D C X limitado,

lim dist(S(r,s)D,B(t)) = 0.

S§—>—00

Observagao: A unido U B(s) ndo precisa ser limitada, mas podemos escolher os conjuntos B(-) de
t<s
forma a obter essa limitacao (€ suficiente tomar conjuntos encaixantes).
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O préximo teorema apresentard condi¢des suficientes para a existéncia de um atrator pullback limi-

tado no passado, isto €, um atrator .A(-) tal que, para todo t € R,
UJAGs)
s<t
¢ limitado.
Teorema 3.3.12. Seja S(-,-) um processo fortemente pullback limitado dissipativo e pullback assintoti-
camente compacto.
Seja ainda B(-) uma familia de limitados tal que, para cada t € R, B(t) pullback atrai limitados

para todo instante T < t.
Entdo, S(-,-) possui atrator pullback A(t) dado por A(t) = w(B(t),t) e A(+) é limitado no passado.

Demonstracdo. Consideremos

A(t) = | J{w(D.t); D C X e D é limitado}.

Precisamos apenas mostrar que .A(t) é compacto e a familia A(-) é invariante, uma vez que pelo
Teorema A(t) é fechado, limitado e A(-) € a familia minimal de fechados que pullback atrai
limitados de X.

Seja D C X limitado, provaremos que w(D,t) C w(B(t),t) = A(t) C w(B(t),1).

Fixado 7 < t, w(D,7) C B(t). De fato, se 1y € w(D,7), ento existe {s,} < 7, 5, \, —00 e
{z,} C D tais que

S(7, $p)xn — To.

Mas como B(t) atrai D em qualquer instante 7 < ¢, segue que

nhjEO d(S(7, $p)xn, B(t)) = 0
ﬁd(l‘o,%) =0

=19 € B(t).

Portanto, w(D, 7) C B(t). Logo,

w(D,t) = S(t,7)w(D, 1) C S(t,7)B(t)

e entio,

w(D,t) c (| St s)B(t) = w(B(),1).
o<t s<o
Portanto, A(t) C w(B(t),t), o que implica que .A(t) é compacto. Além disso, é imediato que

w(B(t),t) C A(t). Portanto, A(t) = w(B(t),t).
A invariancia de A(-) é verificada da mesma forma que foi feito na demonstragio do Teorema
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Vimos que para cada 7 < t, w(D,7) C B(t) = A(r) C B(t). Logo, UA(s) C B(t) e o atrator
s<t
pullback € limitado no passado.

]

Se supusermos que um processo S(-, ) possui atrator pullback, entdo o processo é claramente pull-
back limitado dissipativo e pullback assintoticamente compacto.

Se ainda supusermos que o atrator pullback € limitado no passado, entdo o processo é fortemente
pullback limitado dissipativo, pois basta tomar B(t) = U A(s).

s<t
Portanto, as condi¢des de fortemente pullback limitado dissipativo e pullback assintoticamente com-

pacto sdo necessdrias e suficientes para a existéncia de um atrator pullback limitado no passado.

Corolario 3.3.13. Um processo S(-,-) possui atrator pullback limitado no passado se, e somente se, é

fortemente pullback limitado dissipativo e pullback assintoticamente compacto.

Para processos associados a semigrupos, as propriedades de fortemente pullback limitado dissipativo
e pullback limitado dissipativo coincidem. Logo, um semigrupo possui atrator global se, e somente se, é

limitado dissipativo e assintoticamente compacto, conforme ja foi verificado.

3.4 Continuidade da familia de atratores pullback

Seja A um espago métrico. Consideremos uma familia de processos {S\(+, -) }xea € suponhamos que
Sx(+, ) convirjaa Sy, (-, -) quando A — X, em algum sentido que especificaremos adiante. Supondo que
cada S, (-, -) possua atrator pullback A, (-), desejamos saber sobre quais condi¢des a familia {.A,(-)} de
atratores € continua em ).

O lema a seguir apresenta uma caracteriza¢ao de semicontinuidades superior e inferior para conjuntos

compactos.

Lema 3.4.1. Seja { A\ }rca uma familia de subconjuntos compactos de um espago métrico X e suponha-

mos A — \o.

1. {Ax}xen € semicontinua superiormente em \g se, e somente se, sempre que \, — \g quando
n — oo, toda sequéncia {z,}, x, € A,,, admite uma subsequéncia convergente cujo limite estd

em Ay,.

2. {Ax}aen € semicontinua inferiormente em Ao se, e somente se, sempre que \, — X\g quando

n — o0 e para cada xy € Ay, existe {x,} sequéncia, cada z,, € A,,, tal que x, — x.

Demonstragdo.
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1. (=) Suponha que {.A,} ca seja semicontinua superiormente em Ag. Seja A, — Age {x,} C A, .

Segue que
0 < d(z,, Ay,) < dist(Ay,, Ax,)

e, uma vez que {A)} ca é semicontinua superiormente em \g, temos

dist(AAn,.A)\O) — 0= d(l’m A>\0> — 0.

Pelo Lema {z,} admite subsequéncia convergente cujo limite estd em A, .

(<) Suponhamos que {.A)},ca ndo seja semicontinua superiormente em \g. Entdo existem uma

sequéncia A, — Ao e € > 0 tais que

dist(Any,, Ayr,) > €.

Para cada n € N, tomemos z,, € A,, tal que d(z,, A,,) > ¢. Esta sequéncia {z, } ndo admite

subsequéncia convergente com limite em A, .

2. (=) Sejam xy € A,,, A, — Ao e suponhamos que dist(Ay,, A, ) 29 (0. Para cadan € N, existe
z, € A,, tal que
d(:EO’ xn) < d(-AAo» ’A)\n)'

Logo, z,, — xp.

(<) Suponhamos que {.A, },ca nd0 seja semicontinua inferiormente em \,. Entdo existem \,, —

Ao € € > 0 tal que
dist(Ax,, Ay,) > €.

Para cadan € N, tome y,, € A, tal que

d(yn, .A,\n) > €.

Como A,, é compacto, podemos assumir y, — zo € A,,, € entdo d(zo,.Ay,) > ¢ para todo
n € N, ou seja, ndo existe sequéncia z,, € A, tal que x,, — xg.

O]

Investigaremos a continuidade da familia de atratores pullback {.A,(-)}, onde cada A,(-) estd asso-
ciado ao processo Sy (-, -). Para isso, denotaremos N = N U {co} e diremos que a familia {A,,(-)}, .5 €

semicontinua superiormente quando n — oo se, para todo ¢ € R,

lim dist(An(t), Aw(t)) = 0.

n—oo

Da mesma forma, definimos semicontinuidade inferior.
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Lema 3.4.2. Seja { A, (-)} uma familia semicontinua superiormente quando n — oo. Entdo, para cada
teR,

U Aut)

neN

é compacto.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que toda sequéncia de U A, (t) admite subsequéncia convergente.
neN
Seja {z;} uma sequéncia em U A, (t). Suponhamos inicialmente que exista uma quantidade infinita

neN
de termos dessa sequéncia em um certo .4, (t). Neste caso, como A, (t) é compacto, podemos entdo

extrair subsequéncia convergente de {x;}.
Se nao ocorrer o caso anterior, entdo existe subsequéncia {ZEnj,} com cada T, € An]_,, n; — 00. Do

Lema[2.1.9] é possivel extrair uma subsequéncia que converge a um elemente de A (t). O

O lema anterior fornece uma condi¢do necessdria para que uma familia de atratores pullback seja
semicontinua superiormente quando n — oo.

Consideremos as seguintes hipdteses:

Hipoétese 3.4.3. Dada a familia {S,,(-, ) }nen de processos, assumimos que

1. S,(+,") = Sx(+, ) quando n — oo, no sentido que, ¥t € R, VK C X compactoe T > 0,

sup sup d(S,(t,t — 1)z, Se(t,t — 7)x) — 0
7€[0,T] zeK

quando n — o0.

2. se A,(-), n €N, € o atrator pullback de S,,(-,-), entdo

U A

neN

€ compacto para cada t € R.

3. os atratores pullback sdo limitados no passado, isto é,

UUA)

neN s<t

é limitado, para cadat € R.
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3.4.1 Semicontinuidade superior da familia de atratores pullback

A semicontinuidade superior segue do seguinte lema técnico.

Lema 3.4.4. Seja {S,.(-, ") },cxx uma familia de processos que satisfaz o item (1) das Hipdteses m
Sejam ainda {a,}, {b,} sequéncias de niimeros reais positivos tais que a,,,b, — oo, J, = [—a,,b,] e
&n o — X solugdes de S, (-, -) satisfazendo

U &n(t) € pré-compacto para todo t € R (3.3)
neN
e
== | &(Jn) é limitado. (3.4)
neN

Entdo existe uma sequéncia ny, tal que &, — &~ uniformemente em subintervalos compactos de R,

onde & : R — X € uma solugao global limitada de S (-, -).

Demonstragdo. Uma vez que U &,(0) é pré-compacto, existe subsequéncia ng j tal que &,,,, — 20 € X.

neN
Consideremos ¢, : [0,00) — X dado por s, = S (t,0)z0. Veja que

Eoo(t) = Soo(t,0)z0 = Sx(t, 0) klim &no. (0)
= k:lggo SOO(ta 0)§n0,k (0)
- khm Sn(),k(t7 0)§n0k (0)
= k:lggo fno,k (t)

(a terceira igualdade segue do item (1) das HipGteses [3.4.3).

Esta convergéncia é uniforme sobre intervalos compactos de [0, 00), devido ao item (1) das Hipdteses
B.4.3)e £.0([0,00)) C = por (B-4).

Suponha agora que obtivemos uma rede encaixante de subsequéncias n;5, 0 < 7 < m — 1, satis-
fazendo {n; 14, k € N} C {njx, k¥ € N} e & 1 [=(m —1),00) = X étal que &, (t) = {olt)
uniformemente sobre compactos de [—j, 00).

Como U &n(—m) é pré-compacta, existe subsequéncia n,, x de n,,_1 x tal que {nm,k(—m) — Zm €
neN
X quando k — oo. Defina ento {..(s) = S (s, —m)z,, para s € [-m, —(m — 1)]. Temos

Eoo(—(m = 1)) = Suo(—(m = 1), =m)zy, = lim S, (~(m — 1), =m)&s,, . (~m)

= lm &, (~(m 1))
= a(~(m 1)),

(a primeira igualdade segue do item (1) das Hipdteses [3.4.3).
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Redefinimos £ : [—m,00) = X como &l—(m-1)00) = &0 € &ool[=m,—(m-1)] = éoo Temos
Enm i (t) = Eso(t) uniformemente sobre compactos de [—m, 00) € & ([—m, 00)) C E.
Procedendo dessa forma e tomando a subsequéncia ny ;. de 7y, 1, temos que &,, , (-) possui as propri-

edades desejadas, e . (+) € limitada pois estd em =. O

Corolario 3.4.5. Seja {S,(-,")},ex uma familia de processos com atratores pullback {A,(-)} satisfa-
zendo todos os itens da Hipdtese Entdo, dada qualquer sequéncia {£, ()} de solugcdes globais de
Sn(,*) tais que para cadan € N, §,(-) C A,(-), existe subsequéncia {&,, (-) }ren que converge unifor-
memente em intervalos limitados de R a uma solucdo global & (+) de Soo(+, +) limitada no passado. Em
particular, £o.(t) € Ax(t), Vt € R.

Demonstragdo.

o U &a(t) C U A, (t) e, sendo U A, (t) compacto, segue que U &, (t) também o é.

neN neN neN neN

= U &n((—00,t]) C U U.An(s) ¢ limitado.

neN neN s<t

[ )
[1]

Segue do lema anterior que existe subsequéncia {,,, (-) }xen que converge a uma solucao global ()
limitada no passado, e a convergéncia € uniforme em compactos de R.

Além disso, () C Awx(+), uma vez que toda solugdo limitada no passado estd contida no atrator
pullback. [

Podemos entdo garantir a semicontinuidade superior da familia de atratores pullback.

Teorema 3.4.6. Sejam {S,,(-, -)},,cxy uma familia de processos, A, (-) atrator pullback de S, (-,-), n € N,
e suponhamos que todos os itens da Hipdtese estejam satisfeitos. Entdo {A,(-)} é semicontinua

superiormente quando n — 0.

Demonstragdo. Pelo Lema[3.4.1] é suficiente mostrar que toda sequéncia {x,,}, com z,, € A, (t), admite
subsequéncia convergente para um ponto de A ().

Para cada z,, € A,(t), segue da invaridncia de \A,,(t) que existe uma solugdo global &, () C A, ()
tal que &,(t) = x,.

Do Corolério existe subsequéncia {,, (-)} que converge uniformemente sobre compactos a

uma solugdo £ (+) de Suo(+, -) contida em A (+). Logo,
Ty, = &, (1) = €ao(t) € Axo(t).

Portanto, { A, (-)} é semicontinua superiormente quando n — oo. O
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3.4.2 Semicontinuidade inferior da familia de atratores pullback

No Teorema [2.3.5] foi provada a semicontinuidade inferior de uma familia de atratores {A,, } en
associados aos semigrupos 7),(-) sob certas condi¢des. Uma das hipdteses é que o atrator A, possua

uma estrutura da forma

A = JWH(2), (3.5)

z€€
chamada de estrutura gradiente-like.

Nesta secdo vamos generalizar este resultado para processos ndo autdbnomos.

Definicao 3.4.7. Seja £*(-) uma solucdo global de um processo S(-,-). A variedade instdvel de £* é o
subconjunto de R x X dado por

W(&) ={(r,y) € R x X : Jsolucdo global £ : R — X de S(-,-) tal que
(1) =yed(&(t),&"(t)) — 0 quando t — —o0}.

A variedade instavel de £* no instante 7 ¢ o subconjunto de X dado por
WH(E)(r) ={y: (Ty) e WH(E)}-
A variedade instavel local de £* no instante 7 é um subconjunto de X dado por

WHEN () = {y € X : Fsolugdo global £ : R — X de S(-, )

tal que £(7) = y, d(&(s),£7(s)) = 0
quando s — —oo e d(£(s),£"(s)) < 9, Vs < 7}

ey

We(er) R

Figura 3.4: Variedades instdveis
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Observacoes:

1. A familia {W"(£*)(t); t € R} € invariante, isto &, S(t, s)W"(&*)(s) = W*(£*)(¢), Vt > s.
De fato, seja y € W*(£*)(s) = 3 solugdo global ¢ : R — X tal que

&(s) =yed(&(r),&" (1)) = quando 7 — —o0.

Ora, S(t,5)&(s) = &(t) e d(&(1),&*(T7)) — 0 quando 7 — —oo = &(t) € W*(£*)(¢). Logo,
S(t, s)WH(£)(s) € W(E)().

Tome agora y € W"(£*)(t). Existe solugdo global £ : R — X tal que
) =yed(&(r),£4(1)) — 0 quando 7 — —oo0.

Como £ € solugio global, temos que £(s) = x, estd bem definido e d(£(7),£*(7)) — 0 quando
T — —o00. Com isso, xg € W"(£*)(s) e

y = S(t,s)&(s) = S(t, s)ro = y € S(t, )W (£7)(s).

Logo, WH(£7)(t) € S(t, s)W*(£7)(s).

2. Suponhamos £* soluc@o global limitada no passado. Segue entdo que toda solugdo global &(-) tal
que &(t) € W*(£*)(t) é limitada no passado. Além disso, se S(-,-) possui atrator pullback, entdo

W (£*)(t) C A(t) (Proposi¢do[3.1.11)

Notemos que se duas solugdes &7, &5 - R — X de S(+,-) s@o tais que d(&f(s),&5(s)) — 0 quando
s — —00, entao
WH(Er) = W(&).

Neste caso, é necessdria a seguinte definicao:

Defini¢cao 3.4.8. Dizemos que duas solugoes globais £5,&5 - R — X de S(-, ) sdo separadas no passado

se

limsup d(&] (s),&5(s)) > 0.

S——00
Segue que, para encontrar as variedades instdveis das solucdes globais de um processo nao autonomo,

€ suficiente tomar um conjunto maximal de solu¢des separadas no passado (tal conjunto existe pelo Lema

de Zorn, mas certamente nao € Uinico).

Teorema 3.4.9. Sejam {S,,(-,-), n € N} uma familia de processos e { A,,(+)},.ox seus atratores pullback.

Suponhamos que as trés hipoteses de|3.4.3| estejam satisfeitas e
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1. exista uma sequéncia {£; : R — X} de solugdes globais de S (-,-) limitadas e separadas no

passado tal que

As(t) = U W(E)(t). (3.6)

2. as variedades instdveis locais se comportem de maneira continua, isto é, dado 2y € W' (£7)(t;),
existe £;,,(+) solugdo global limitada de S,(-,-) e z, € W3(&;,,)(t;) suficientemente proximo de
20, para 6 > 0 suficientemente pequeno e t; € R.

Entdo, a familia {A,,(-)} é continua quando n — oc.

Demonstragdo. Para a semicontinuidade inferior é suficiente mostrar que, dado € > 0, existe n(¢) € N
tal que
A(t) CN(A,(t),e), Vn>nle),

isto é, para cada z € A (t), existe x,, € A,(t) que dista no maximo ¢ de .

Como x € O WH(&F)(1), existe x. € G W™ (&7)(t) tal que

J=1 J=1

9
d . —.

Fixemos j € N tal que z. € W*"({7)(t). Neste caso, existe uma solugio global {; : R — X de
Seo(+,+) tal que
§i(t) =2 e d(§(s),£(s)) — quando s — —o0,

ou seja, §; também € limitada no passado.

|
Wi (&)t - 7)

Seja 0; > 0 tal que as variedades instdveis locais se comportem de forma continua. Uma vez que
d(&;(s),&5(s)) — 0 quando s — —oo, existe 7 > 0 tal que &;(t — 7) € Wi (&) (¢ — 7).

Denotemos zy = &; (t — 7). Da continuidade das variedades instdveis locais, para n > n*, existe
2, € W&, (t — 7)) tal que ||z, — 20| < 71, onde tal 7 é tomado de forma que

|M—%H<n%”&@i—ﬂx—&@j—ﬂ%”<%
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Além disso, segue da convergéncia de S,,(+,-) — Soo(+, ) que, paran > n**,

A(Sy(t,t — T)20, Seo(t, t — T)20) < %

Veja que z. = £;(t) = Seo(t,t —7)&(t — T) = Suo(t, t — T)zp e que x* = S, (t,t — 7)z, € A1),
uma vez que a solugdo &, € limitada no passado.
Logo,

d(z*,z) <

d
d t
< d(Sp(t,t —T)zn — Sp(t,t — 7)20) + d(Sn(t, t — 7)20, Seo(t, t — T)20) + d(x., x)
5
3

paran > n(e) = max{n*,n™}.
Portanto, a familia {.A,,(-)},, . é semicontinua inferiormente quando n — oo e, portanto, continua.
[
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Capitulo 4

Atratores de trajetorias para problemas
autonomos

Este capitulo tratard de problemas do tipo

4.1

{ u=f(u) t>0
u(0) = g

onde ndo exigimos sobre f hipdteses que garantam a unicidade de solucdo, apenas existéncia.

Estamos interessados no comportamento das solu¢cdes em tempos grandes. Porém, o objeto que
estudaremos e definiremos como atrator de trajetdrias nao existird mais no espago de fase da equacdo,
mas sim em um espaco cujos elementos sdo solu¢des da equacdo em questdo, o chamado espago de
trajetérias K.

O semigrupo de translagdo T'(¢) : KT — K, (T'(t)u)(s) = T(t)u(s) = u(t + s) estard bem definido
e o atrator global para esse semigrupo, com K™ munido de uma topologia adequada, serd o atrator de
trajetdrias.

A fim de melhor entender tal objeto, comecaremos com o estudo de um problema especifico no espacgo

de fase R", para, em seguida, tratarmos o caso abstrato.

4.1 Atrator de trajetorias para uma equacao em R”

Consideremos o problema autonomo

W(t) = —F(u(t)), t>0, 4.2)
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onde u = (u',u?, ....,u") € R" e F(u) = (F'(u), F*(u), ..., F"(u)) € R™ é uma fung¢do continua que

satisfaz a seguinte condi¢@o de dissipatividade: Existem constantes C', § > 0 tais que

v-F) =) o'F'(v) > =C+d|o*, YweR" (4.3)

i=1
O Teorema de Peano m garante que, para qualquer uy € R", o problema {#.2) com u(0) = wg
admite solugdo h : [0, Tnee) — R™, onde [0, T,nq.) € 0 intervalo maximo de existéncia dessa solug@o.

Porém, ndo conseguimos garantir a unicidade dessa solugdo.

Teorema 4.1.1. Consideremos o problema .2)), a condicdo {.3) e seja uy € R". Entdo existe funcdo
u: RT — R™ de classe C' satisfazendo @2) e u(0) = uy.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Peano, existe a0 menos uma solug@o u(t) definida em seu intervalo
maximal u : [0, Tye,) — R™
Mostraremos que a hipétese de dissipatividade ird implicar que u(t) é sempre limitada em [0, 7,0z ).

Temos

i (% llu<t>||2) = (u(t),w' (1)) = (ult), = F(u(®))

— —(u(t), F(u(t))) < C =& [lu(t)].

Portanto, p
= u@IP + 28 u(o)]* < 20 ¥e>o0.

Tomando v = 26 e C' = 2C, segue do Lema

C C
luI* < lu(0)” e + % = Ju(0)|* e + =

YVt > 0. 4.4
20 5’ = (4.4)
Segue de (4.4) que
C
lu(@)]* < [lu(0)]* + = V>0
Logo, u € limitada e o Teorema garante que u estd definida para todo R™. O

Seja entdo KT o subconjunto de C! (R, , R™) dado por
Kt = {u € C'(R;,R"); u é solugio de [#2)}.

O Teorema anterior garante que K™ é ndo vazio e que para cada uy € R”, existe pelo menos uma
solugdo u(-,up) € K. Definamos o semigrupo de translagdo 7'(¢) : C'(R,,R™) — C*(R,R") por

(T(t)u)(s) =T (t)u(s) =u(t+s) Vs, t>0.

Proposicio 4.1.2. K ¢ positivamente invariante por T (t), isto é, T(t)KT C K, Vt > 0.
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Demonstracdo. Seja u € K*. E imediato que T(t)u € CYR,,R"), por se tratar apenas de uma

translagdo. Precisamos apenas verificar que 7'(¢)u é solugdo de (4.2)).

LT (tu)(s) = ST (Ouls) = St + ) = ~Flult +5)) = ~F(T(0u)(s).

Portanto, 7'(t) T C K. O

Podemos entdo considerar a agdo de {T'(t)} em K, isto é, T'(t) : K+ — K.

4.1.1 A topologia em "

Definiremos a seguir uma topologia em C*(R, , R™), induziremos tal topologia em X e mostraremos

que X munido desta topologia é um espaco de Banach.

Consideremos em C*(R,,[R") a topologia da convergéncia uniforme local 67, dada por: {y,} C
C'(R,,R"™) converge paray € C*(R,R") se para todo T > 0

(s) — ! — — 0 quando n — oo.
Sgl[%lly (s) y(8)||+sgl[3>7§]||yn(8) y'(s)]l q n — 00

Observacoes:

1. A topologia 07, é metrizdvel e o espago métrico correspondente é completo (Veja [4], p.98).

2. KT, munido da topologia induzida 67, recebe 0 nome de espago de trajetorias.
Defini¢ao 4.1.3. Seja K C CY(R,,R"™). Definimos como a restri¢io de K a [0, T] o conjunto

H[O,T]K = {U|[0’T] U € K}
={¢:[0,T) = R, ¢ € C'([0,T),R")); Ju € K tal que ¢ = u|p1}-

O teorema a seguir estabelece uma equivaléncia para o critério de compacidade para 67 .

Teorema 4.1.4. Seja K C C'(R.,R™). K ¢é compacto em 0} se, e somente se, g\ K é compacto
em C*([0,T),R™), para todo T > 0.

Demonstragdo.
(=) Suponhamos K compacto em 67 ,.. Seja T > 0 qualquer e {¢,} uma sequéncia em o K.

Logo, existe sequéncia {u, } C K tal que

(bn = Unp ’ [0,7]-

2z . A . + . P
Como K é compacto, {u, } admite subsequéncia convergente u,; — w em 6}, isto &,
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Jnax Uy (s) — u(s)| + Jnax |t,;(s) —u'(s)| — 0 quando j — oo

:>SI§35T< [Pnj(s) — &(s)| + m[??TC]W (s) — ¢(s)] — 0 quando j — oo

= [|énj = dller .1, — 0 quando j — oo.

Portanto, {¢,,} admite subsequéncia convergente e I1jy 71/ é compacto, V1" > 0.

(<) Suponhamos agora que para todo 7' > 0, IIjg 7K seja compacto em C'([0,7],R"). Dada
{u,} C K, procuramos por uma subsequéncia convergente na topologia 67 .

Para isso, consideremos uma sequéncia {7,} C R, 7, /* co. Temos que Il ,,ju, é uma sequéncia
em Il ) K. Sendo este compacto, € possivel extrair uma subsequéncia {H[O,ﬁ]unl}, nl € Ny C N
convergente.

Considere agora {u,; } subsequéncia de {u,}. Tome {Ilj ,,jun1} C I -, /. Da compacidade deste
espago, segue que existe subsequéncia convergente {IIjo -,jun2}, n2 € Ny € Ny C N.

Procedendo dessa forma, {IIj )t (x—1)} admite subsequéncia convergente {I1j ,,jtnr } em Ijg -1 K
e {Uni } € subsequéncia de {nk—1)}-

Tomemos entdo a subsequéncia diagonal {u,,,, m € N}. Dado qualquer 7" > 0, tome k € N tal que
7 > T. Logo, a sequéncia {u,,,, m > k} converge em [0,7] C [0, 7;]. Como T foi tomado de forma
arbitrdria, segue que {u,,,, } converge para um limite em K.

Logo, K é compacto em 0 ;.

Proposicio 4.1.5. O espago de trajetérias KT é fechado em C* (R, R™) na topologia 07 5.

Demonstragdo. Seja{u,} C K+ comu, — uem 0} ,,. Logo, dado T > 0, u,, — u uniformemente em
C([0,T],R"), com u € C}(R,,R"). Precisamos apenas verificar que u satisfaz (#.2).
Temos que Vn € N, VI' > 0,

d
Eun(t) = —F(u,(t)) em][0,T].
Da convergéncia uniforme, segue que %u(t) = —F(u(t)) parat € [0, T]. Como T > 0 é arbitrario,
segue que u € K. O

A partir desta proposi¢do, concluimos que It é um espago métrico completo. Logo, faz sentido

falarmos no semigrupo
Tt): Kt — K", t>0.

Proposi¢io 4.1.6. O semigrupo T(t) : C}(R,R") — C*(R,R") é continuo, ¥Vt > 0, quando conside-

ramos C' (R, R™) munido da topologia 07 ;.
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Demonstragdo. Suponhamos y,, — y em (C'(R,R"),67,,) . Entdo, para todo " > 0, y, — y
uniformemente em C*([0, T], R")

Em particular, y,, — y uniformemente em C'([0, T + ], R") e, consequentemente, a convergéncia é
uniforme em C!([t, T + t], R™). Entdo, para todo T' > 0,

yn(-) = y(-)  uniformemente em [¢t, T + ¢]
Yn(-+1t) = y(-+t) uniformemente em [0, 7]
T(t)yn(-) = T(t)y(-) uniformemente em [0, T

Portanto, T'(t)y, — T'(t)y em (C'(Ry,R"™), 07 ,,) e T(t) é continua.
O

Temos também que o semigrupo {7°(-)} satisfaz ||7(¢t)u — u|| 29" 0em 0foc- Logo, {T'(-)} é um

Cp-semigrupo.

Caracterizemos agora os limitados B C K.

Consideremos o espago das fungdes limitadas C} (R, R") munido da norma

— /
g . vy = max ()] + max [ 5)]].

Este espago € completo com tal norma, a qual é chamada norma da convergéncia uniforme global.
Teorema 4.1.7. K™ C C} (R, ,R"™).

Demonstracdo. Sejau € KT. Sabemos de (4.4) que

()P < )P e + 5 < ()P + 5 = 1 v >0

Resta entdo limitar ||u/(t)||. Como F' : R™ — R™ é continua, existe uma fungdo crescente C :
[0,00) — R tal que
|F(v)|| < Ci(R), YveB(0,R)CR"

C
Logo, como ||u(t)||* < [Ju(0)|* + 5 temos

WOl = o) < ¢ (luolF +5 ) =

Entao
max [[u(s)|| + max [/ (s) | < M + My = M < o0

eu € CLR,,R). O
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Proposicao 4.1.8. Um subconjunto B C KT ¢é limitado em 0], se, e somente se, é limitado em

C (R, R™) munido da topologia da convergéncia uniforme global.

Demonstragdo.
(=) Suponha B C K" limitado em 6} . Entdo, Vu € B e todo t > 0,

Ju(t) P < @) +

IW®W§Q(M®W+%)

Como B é limitado, 3V > 0 tal que ||u(0)|| < M, Vu € B. Logo, para todo t > 0,

Ju()P < 22+ &
o/ ()| < Cy <M2 + %) .

/ C C
Portanto, Hu‘|Cg(R+,R") <3/ M2+ 5 + \/01 (M2 + E)’ Yu € B.

(<) Imediato.
]

Os préximos resultados caminham no sentido de construir em (K*,60;,,) um conjunto que seja

compacto e absorvente.
Proposicao 4.1.9. O subconjunto By C KT dado por

b= {ueGar) Wl < 5 e ol s¢ (%) werfars @

é absorvente para T(t) : KT — KT.

Demonstragdo. Sejau € B, B limitado em (KT, 0/ ,). Temos

_ C
[u@®I < )" ™" + =

@l <& (e + ).

Existe M > 0 tal que ||u(0)|| < M, Vu € B.

Tomando h suficientemente grande tal que ||7(h)u(t)||* = ||lu(t + h)|* < M2e200¢+h) 4
Yt > 0, concluimos que T'(h)B C By e T(s)B C By, Vs > h. Logo, By é absorvente. O

> Q

X
)

Proposi¢io 4.1.10. O conjunto By C K definido em [&3)) é compacto na topologia 07 ;.
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Demonstragcdo. Segue da Proposi¢cao @] que € suficiente mostrar que IIjo 7718y € compacto, para qual-
quer 7" > 0.
Seja {um} C iy 71B0. Entdo

2C’ 2C’
max l|tm ()] + max ul (s)]] <
s€[0,T €[0,T]

isto é, {u,,} € uniformemente limitada em C'([0, 7], R™). Além disso, segue da Desigualdade do Valor
Médio que
[um(s) = um (@) < sup Ju, (05 + (1 = 0)1)[[ |s — |
0€l0,1]
< M|s—t| VYmeN,

uma vez que {u,, } € uniformemente limitada em C*([0, 7], R").
Logo, {u,,} é equicontinua e uniformemente limitada. Do Teorema de Arzeli-Ascoli, seque que

{u,,} admite subsequéncia convergente
Upmj — Ug €M C([O, T], ]Rn>

Precisamos mostrar que uo € C*([0, 7], R™). Ja sabemos que

d
i (1) = —F(uny (1)), Yt € [0,T],

Como u,,; — up uniformemente em [0, 77, entdo —F'(u,,;(t)) — —F(uo(t)), Vt € [0,T]. Logo,

d
{Eum]} é convergente em [0, T'].

d d
Seja g = ]li)m o —Up;. COMO u,,; — up uniformemente em [0, 7], segue que g = %uo

Portanto, uy € C'([0,T],R"). Logo, IIj 1By é pré-compacto, isto &, Il 1By é compacto em
C'([0,77,R™), VT > 0. Resta mostrar que IIjy 178, é fechado em C'([0, 7], R™).

Dada uma sequéncia {u,, } C Iy 71 By tal que u, — uo em C'([0, T, R™), temos que u satisfaz

W) = ~Flo), Tl <2, 0P <c (). wep.

Procuramos por vy € By tal que u = Il 7jv9. Uma vez que {u, } C Iy By, existe {v,} C By tal
que

Up = H[O,T]Un~

Tomemos uma sequéncia {7} C Ry, 7, " oo. Fixemos 7, e consideremos a sequéncia {u. }, onde

1 _
Uy, = Vp|[0,74m)-
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Com argumentos andlogos aos apresentados no inicio desta demonstragio, temos {u’} uniforme-

mente limitada e equicontinua. Portanto, existe subsequéncia convergente
u711,1 — U1 em Cl([O, T+ 7'1], Rn>

Além disso, u | [0,7] = Uo, pela unicidade do limite, e u; satisfaz as limita¢Oes

, 2C
la )P < =2 @) < ¢ (7) vt € (0,7 + 7).

Considerando {v,, ; } agora restrita a [0, T + 72|, podemos extrair subsequéncia {v,, o } tal que
u?%? = H[[)’TJrTﬂfUn,z — Ug em Cl([O, T + 7'2], Rn),

com uy satisfazendo as mesmas limitagdes acima, porém no intervalo [0, T + 73] € us [0,7] = Uo-

Procedendo dessa forma e tomando a sequéncia diagonal vy, j,

[0,7+7;]» Obteremos uma convergéncia

Uk — Vo € By, e vy € tal que UO‘[O,T] = Ug. ]
Segue dos resultados anteriores que
T(t): (K", 070c) = (K. 070c)

possui um subconjunto compacto e absorvente e, sendo It um espago métrico completo e {7°(¢)} um
Co-semigrupo limitado, o Teorema [2.2.10| garante que 7'(+) tem atrator global em (K, 67,).

4.1.2 Construcao e caracterizacao do atrator de trajetorias

Definicao 4.1.11. Um subconjunto U C KT é um atrator de trajetorias para a equagdo (@.2) se:

1. U é compacto em 07 ;.
2. U é invariante pelo semigrupo de translagdo T'(-).

3. U atrai limitados de (K, 0} ), isto é, se B C KT ¢ limitado, entdo

t—o00

der (o) (T(#)B,U) "=5° 0, VT > 0.

Observacao:

der oy (T(t)B,U) = sup inf d(v,u)
veT(t)B 4&U

= Ssup inf | max |v(s) — u(s + max U/S —UIS
veT(t) B ueU se[O,T]| () = u(s)l se[o,T]| (s) (s)]
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Teorema 4.1.12. Se F' satisfaz a condi¢do de dissipatividade (.3), entdo (@.2)) admite atrator de tra-

Jjetorias U.

Demonstragdo. J4 foi provado que T'(t) : (K™, 07 ,0) — (KT,07 ) tem atrator global i C K.
Tal atrator global satisfaz todos os itens da Definicdo 4.1.11} Logo, ¢/ € o atrator de trajetorias de

@2). O

Convém ressaltar que U/ C By, uma vez que {/ atrai limitados e B, absorve limitados.

O atrator de trajetérias assim definido pode ser caracterizado em termos de solucdes globais limitadas

para (4.2)).
Definicao 4.1.13. Consideremos o problema
u'(t) = —F(u(t)), teR. (4.6)
1. Uma fungédo u € C'(R,R"™) que satisfaz @.6)) é chamada trajetéria completa.
2. Dizemos que uma trajetéria completa u € C*(R,R") ¢ limitada se existe C,, € R tal que
lu@ < Cu; [l ()] < Cu,  VEER, (4.7)
isto é, u € C}(R,R").

3. O conjunto de todas as trajetérias completas e limitadas de {.6) é chamado de nicleo e é dado
por
K ={u(-) € C{(R,R") : u(-) é trajetéria completa de [#.6)}.

Observagao: Veja que I1.K C KT, mas KT pode ser estritamente maior do que I1 K, pois pode

existir v € K tal que néo existe u € K onde v = u|[g o).

Podemos munir o espago C' (R, R™) com a topologia f.0¢, a qual é definida da mesma forma que a

topologia 0 ,, mas neste caso as convergéncias tém que ocorrer nos compactos [—7', 7], T > 0.
Teorema 4.1.14. Sob as hipoteses do Teorema temos

u=I.xK.
Além disso, K é limitado em C} (R, R™) e compacto na topologia 01,0

Demonstragdo. Inicialmente mostremos que 1. /C C U.
Seja u € K. Segue da defini¢do de K que [T, u € K. Ora, Vh € R, [T, u(- + h) € K*.
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Consideremos entao o conjunto

Por consistir apenas de transla¢oes de u, segue que B é limitado (Vi € R, [Tl u(-+h)|| < Cy e
| /(- + h)|| < C,). Portanto,
THB' U em b/,
Mas T'(t)B = B e, portanto, B € U em 92’00. Neste caso, B C U, pois U € fechado em GZOC e
Miu(-+0) =1 u e U.
Logo, I, IC C U.
Por outro lado, seja uy € U. Segue da invariincia de U que existe u_;(-) € U tal que

T(Du_1(s) = uo(s) = u_1(s+1) =up(s), s=>0.

Denotemos entdo u(s) = u_1(s + 1), o qual estd definido para todo s > —1. Segue que u satisfaz

e @), paratodo s > —1 (poisu_y €U C Kt)e
I, a(s) = up(s).
Novamente pela invariincia, existe u_o(-) € U tal que

T(Du_s(s) =u_q(s), s>-1

T(2)u_s(s) = up(s), s>0.
Redefinimos entdo u(s) = u_s(s + 2), s > —2. Também segue que u satisfaz (4.06) e (4.7), Vs > —2

I, a(s) = up(s).

Ao continuarmos este processo, obtemos uma fungio u(-) € C} (R, R") tal que u(-) € trajetéria com-
pleta e limitada, isto é,u € K e I, u = uy.
Logo, U C II K.

Provemos agora que K € limitado em C} (R, R").
Sejau € K. Temos T, u(-) € U e, paratodo h € R, IT u(h + -) € U (pois o problema é autbnomo)

= U|[,h7oo) eU.

2C
Dado s € R, tomemos h suficientemente grande tal que s € [—h,c0). Logo, |lu(s)|| < — e

)
el < (%)

Finalmente, resta mostrar que K € compacto em 0c, 0 que equivale a mostrar que IIj_. 1K €
compacto em C!([—7, 7], R™) para todo T > 0.
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Como I K = U compacto em 6, entdo IIjy 5,k é compacto em C*([0, 27], R") e, sendo T'(—7)
continua,
T(—T)H[0727-]IC = H[,T’T]IC
é compacto em C*([—7, 7], R™).

Logo, K é compacto em 0o¢. ]

Corolario 4.1.15. Dado u € K, as seguintes estimativas sdo vdlidas:
C C
ol < 5 Wi < (5). wer @)
Demonstragcdo. Qualquer conjunto da forma

B. = {u € Cy(Ry,R™); Jlu(t)]|* < % +ee W@ < (% + a> } nkt

é absorvente para T'(t) : KT — KT (veja a demonstragdo da Proposic¢do 4.1.9).
Logo, usando o mesmo argumento apresentado no teorema anterior para provar que K é limitado,

segue que

C C
Hu(s)H2 < 5 +&; Hu’(s)H2 <y (3 —I—a) , VseR. (4.9)

Da arbitrariedade de ¢, segue o resultado desejado.
O]

Suponhamos que F' satisfaga (4.3) e seja i/ C KT o atrator de trajetérias de (@.2). Dado qualquer
¢ > 0 arbitrariamente pequeno ¢ 7' > 0 arbitrariamente grande, temos que Iljp i/ € compacto em
C'([0, T],R") e existem fungdes

ur(s), ua(s), ..., ur(s) €U, k =k(e,T), s € [0,T]

tais que as e-vizinhangas das fung¢des u; cobrem todo o Il 7jf. Como U = 11K, sabemos que tais
fungdes podem ser estendidas a trajetdrias completas limitadas.
Seja entdo v : Ry — R™ uma solucdo de (4.2), a qual ja provamos ser limitada pela condi¢do de

dissipatividade. Temos
T(t)u(-) =u(-+t) U quandot — oo, no intervalo [0, 7.

Logo, existe n; = ny(g,T) tal que Vn > ny, t > mT = u(s +t) € N(U,¢), Vs € [0, T]. E possivel
escolher k,, € {1, ..., k} tal que

u(t + s) — up, (s)|| <& ||u/(t+s) —u, (s)|| <&, Vse€0,T],

ou ainda
[u(nt + s) — ug, (s)|| <& ||u'(nt+s) =, (s)|| <e, Vse[0,T].
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Veja que se s > T, escrevemos s = p1' + r (algoritmo da divisdo Euclidiana) e entdo, nT + s =
(n+p)T +r,r €[0,T]. Entdo uy,,, , serd a nova fungdo tomada.

Portanto, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.1.16. Se F' satisfaz a condi¢do de dissipatividade, dada qualquer solucdo {u(s), s > 0}
s> 0.

de [@.2)), existe um niimero finito de solucdes de (4.2)) que moram no atrator e que aproxima u(s),

4.1.3 Comparacio entre os atratores de trajetorias e global

Consideremos o problema (4.2)), em que F’ satisfaz a condi¢do de dissipatividade (@.3)) e é localmente
Lipschitz. Dado qualquer uy € R”, o problema (4.2]) somado a condigdo inicial u(0) = u, admite solucdo
Unica, o que define o semigrupo

S(t)ug = u(t,0,up).

Sabemos que

C
@I < (@) e + .
. . o 20 , .

Segue entdo que o conjunto P = S v € R"| |jv]|” < — ( ¢um compacto absorvente para o semi-
grupo S().

Logo, (4.2)) admite atrator global A C R™ e atrator de trajetérias i C K. Além disso, sabemos que

U =TI, K. Denotamos por /C(t) a seguinte secdo do niicleo
K(t) = {u(t); u() € K).

Teorema 4.1.17. Suponhamos que F satisfaca (@.3)) e seja localmente Lipschitz. Se A € o atrator global
e U o atrator de trajetorias de [.2)), entdo

A = K(0) = U(0).

Demonstragdo. Sejay € K. Como v € C}(R,R") e é solugdo de (#.2), segue que o conjunto B =
{7(s); s € R} é limitado e invariante por S(-).

Logo, B = S(t)B — A quando t — oo = B C A. Logo, 7(0) € Ae K(0) C A.

Seja agora x € A. Da invariancia de .4 podemos construir uma solugdo u : R — R™ tal que u(0) = x
e u é limitada, pois .4 é compacto.

Logo, z = u(0) e u(0) € K(0). O

Observacoes:
1. Veja que K(0) = K(t), Vt € R.
2. Entdo A = U I'(u(-)), o que coincide com a descri¢@o anterior do atrator global (unido das orbitas

uelkl
das solucdes globais e limitadas).
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Exemplo 4.1.18. Consideremos o sistema de primeira ordem

Owu=—Lu— f(u)+g, t>0, (4.10)

2

onde L é uma matriz n X n com coeficientes reais e positivos, L > 6gl, 690 > 0, g e R" e f : R" - R" ¢

uma funcdo continua (ndo necessariamente Lipschitz) tal que existe Cy > 0 satisfazendo
n
fv)-v= Zf’(v)vZ > —Cy, YveR"™
i=1

Escrevemos F(u) = Lu+ f(u) — g. Entdo, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young

com algum € € (0, 0g), temos

Flu)-u=Lu-u+ f(u)-u—g-u
> L|ul|* = Co—g-u
> 8o [[ull* = Co — llg]| llull

2
2 2 HQH
Z%MH—%—EMH—Z;

2
= (0p — €) ||uH2 — (C’o + %) )

Portanto, segue do Teoremald.1.12|que (4.10) tem atrator de trajetoriad = 11, K.

Se supusermos adicionalmente que f é localmente Lipschitz, entdo F ¢é localmente Lipschitz e (4.10)
gera um semigrupo de solugdes {S(-)} que possui atrator global A C R™.
Pelo Teorema temos

4.1.4 Dependéncia do atrator de trajetorias com relacao a um parametro

Trataremos agora da semicontinuidade superior do atrator de trajetorias em relagdo a um parametro
e € R pequeno.
Consideremos o problema
u'(t) = —F(u(t),e), t>0, (4.11)

onde ¢ € [0,¢&¢], F' : R™ x [0,e09] — R" € continua e satisfaz a condi¢do de dissiptividade
F(u,e)-u= ZF’(U, e)-ut > —C+6|ul®, YueR" (4.12)

=1

onde C' > 0 e ¢ > 0 sdo independentes de ¢.
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Seja Ko espago de trajetorias de (#.11)), o qual depende de ¢ e estd contido em C} (R, , R™).
Pelos Teoremas 4.1.12] e 4.1.14} a equacdo (4.11]) munida da condi¢do (4.12) possui atrator de tra-
jetdrias

us - H—i-lCE?

onde K. = {u(-) € CL(R,R"); u(-) é trajetéria completa de @.11)}.
Avaliemos agora o comportamento de /. e . quando € — 0.

Teorema 4.1.19. Sob as condi¢oes @.11) e @.12), temos K. — Ko quando ¢ — 0% na topologia 010¢,
isto é,NT > 0,
der (111,80 (Ke, Ko) — 0, quando ¢ — 07

Demonstragdo. Inicialmente, observemos que K. é uniformemente limitado em C}(R,R") para ¢ €
[0, €0]. Isto segue do Corolario 4.1.15|e do fato de C' e § independerem de ¢.
Suponhamos K, - Ky quando ¢ — 0". Entdo existem 7} > 0, @ > 0, uma sequéncia ¢,,, — 0" e

{un}, com u,, € K.,,, tais que
dcé([—TlvTﬂ»R”)(umy Ko) > a>0.

Ora, a sequéncia {u,,} é uniformemente limitada e equicontinua (os argumentos sao 0s mesmos
que foram dados na demonstracao do Teorema 4.1.10). Logo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe
subsequéncia (a qual continuaremos a denotar por u,,) tal que

U, — up em C([=T,T],R"™), VT > 0.

Logo, é imediato que uy € Cy(R, R"), uma vez que a limitagdo

C C
len®ll < 5 e L@l < (5). wer
também & valida para uy.

Além disso, Vm € N,
d

dt
Como F' é continua em ambas as variaveis, temos

U = —F(up,e) VteR.

U, — ug em C([=T, T],R") = F(upm,em) — F(ug,0) quando m — oo.
d , - d , -
Logo, U ( € convergente. Segue entdo que - Um — g € entdo

uy = —F(up,0) teR,

ou seja, ug € Ky.
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Portanto,
dcl([,Tth]’Rn)(um, ]Co) < dcl([,Tl’TlLRn)(um, uo) — 0 quando m — 00,

o que é uma contradi¢do.
Logo, K. — Ky quando ¢ — 0. [

Corolario 4.1.20. Suponhamos vdlidos ¢.11)) e (4.12). Entdo a familia {U., ¢ € [0,e¢|} é semicontinua
superiormente em ¢ = 0 na topologia 0 5, isto ¢,

der (0,1, r) (U=, Uy) — 0 quando € — 0,
vT > 0.
Demonstragdo. Segue do Teorema[d.1.19]e do fato que
U =11, K..
[

Corolario 4.1.21. Suponhamos que, além das condi¢oes @ 11) e @12), F satisfaz uma condi¢do de
Lipschitz local para a primeira varidvel. Entdo para cada ¢ € |0, go|, @.11) admite atrator global A., e

afamilia {A., € € [0,&0]} é semicontinua superiormente em £ = 0, isto é,
dgn(A., Ag) — 0 quando ¢ — 0.
Demonstragdo. Segue do Teorema[.1.19]e do fato que
A. = K(0) = U:(0).
0

Exemplo 4.1.22. Consideremos novamente o sistema [A.10), agora com uma perturbagdo no termo ndo
linear
u=—Lu— f(u)—efi(u)+g, t>0, (4.13)

onde fi : R" — R" é continua, fi(u) -u > —Cy,Yv € R" e L, g e f satisfazem as mesmas condi¢cdes

apresentadas no Exemplo
Logo, a condicdo de dissipatividade (4.12) se verifica.

2
(Lu+ f(u) +efi(u) —g) - u> b |Jul* = Co — eCh — & [Ju]* - Hﬂ

2
> (09 — €) HuH2 — (C’o +eCy + %) ,

para algum e € (0, dp).
Pelo Teorema a equacdo (@.13) tem atrator de trajetorias U, € € [0,e0] e U — Uy em 02“00
quando € — Q.
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4.2 Atratores de trajetorias para uma equacao autonoma abstrata

Alguns conceitos basicos sobre distribuicdes podem ser encontrados no Apéndice [A]

Consideremos o problema de evolugdo autdbnomo
Ou = A(u(t)), t>0, (4.14)

onde A(-) : By — Ep é um operador diferencidvel ndo linear e F;, Fy sdo espagos de Banach com
E, C Ey.

Seja E' um espaco de Banach intermedidrio, £y, C E C E,. Denotamos por Fr = F(0,7T, EF),
T > 0, o conjunto de fungdes u : [0,7] — E.

Hipotese 4.2.1. Se u € F(0,T, E,), entdo, A(u(t)) € F(0,T, Ey) e F(0,T,E) C F(0,T, Ep).
Além disso, assumiremos a seguinte hipotese;
Hipotese 4.2.2. A derivada O,u é no sentido distribucional com valores em Ej e
F(0,T,Ey) C D'((0,T), Ep).

A hipétese acima é bem razodvel, uma vez que trabalharemos em espacos onde as funcdes sempre

serdo derivaveis no sentido distribucional.

Exemplo 4.2.3.

1. Seja F(0,T,E) = C([0,T],E) = {u : [0,T] — R; ué continua}. Temos que este espaco é
Banach com a norma

”fHC([O,T],E) = sup [|f(s)llg
s€[0,7T

e C([0,T), E) C LY(0,T, E) = L} ,.(0, T, E) € D'((0,T), E).
T
2. Seja F(0,T,F) = L*(0,T,F) = {u :10,T] - E: / I f(s)|[% ds < oo} Tal espago é Banach
0

com a norma
T »
1 lors = [ / mp}

e LP(0,T,E) C L} ,(0,T, E) C D'((0,T), E).

=

Defini¢io 4.2.4. Uma funcdo u € F(0,T, E) é uma solugéo fraca de @F14) em [0, T se satisfaz @.14)
no sentido distribucional em D'((0,T), Ey).

Consideremos entdo o conjunto

Ft={u:R, = E|VT >0, Npmu € F(0,T, E)}.
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Definicdo 4.2.5. Uma fun¢do v € F* é uma solugao fraca global de (4.14) se para todo T > 0, Ijp rju €
F(0,T, E) é uma solugdo fraca de @.14) em [0, T.

Denotaremos por It o subconjunto de F* formado pelas soluc¢des fracas globais de (#.14). Os
elementos de Kt sdo denominados trajetorias.

K* ={ue F"; uésolugio de @.14)}.
Definimos entdo o semigrupo de translacao

Tt): Ft — F*
u— T(t)u(s) =u(t+s) Vs, t>0.

Podemos considerar 7'(¢) restrito a Fp, VT >t > 0. Neste caso,
T(t) : Fr — Fry.
Hipoétese 4.2.6.
1. A aplicacdo T'(t) : Fr — Fr_; é continua para todo T >t > 0.
2. TWullg, , <llullg,, Yue€Fr, VT >t>0.
3. T(HKT c K+, vt >o0.

Observacao: Veja que as hipéteses sdo bem naturais. (2) € satisfeita para os Exemplos en-

quanto (3) € usualmente encontrado em problemas de evolug¢ao autdnomos.

4.2.1 A topologia em F*

Introduziremos uma topologia em F* a fim de estudar as propriedades de atracdo que o semigrupo
de translacdo {7'(t)} exerce sobre subconjuntos de .

Para isso, consideraremos as topologias de F(0, 7T, E), para T" > 0, e a topologia em F* serd dada
de forma indutiva por essas topologias locais.

Alguns conceitos e resultados de Topologia que usaremos nesta se¢ao pode ser encontrados no
Apéndice[B]

Hipétese 4.2.7. Suponhamos que Fr esteja munido de uma topologia Or, de forma que (Fr,0r) seja
Hausdorff, E5 e Fréchet-Urysohn.

Como exemplos de topologias 6 em Fr podemos citar a topologia forte, fraca e fraca *.
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Definicao 4.2.8. Definimos a topologia 0}, em F* da seguinte forma: uma sequéncia { f,, }men C F+

convergea f € Ft em onc se, e somente se,
o 71frm — Hpor) f em Op, VT > 0.
Observacao: (F,07,,) é Hausdorff, £ e Fréchet-Urysohn (Veja [4] , p. 221).
Teorema 4.2.9. T'(t) : (F,0;0) = (F*,0{50) € continua, ¥t > 0.

Demonstragdo. Uma vez que (F*+,07,,) é Fréchet-Urysohn, é suficiente mostrar que u, — u em
(F*,0f,c) entdo T(t)u,, — T(t)u em (F*,0F,,) (Ver Teorema[B.0.11|no Apéndice).
Seja entdo u, — u em (F*,607,.). Entdo, paratodo T > 0,

Mo r4qun(-) = o rpqu(-) em Opgy.
Por hipétese, T'(t) : (Fris, Or41) — (Fr, 07) é continua. Logo,
() rrgun(-) = T rqu(-) em by

H[07T]T(t)un() — H[()’T]T(t)lb() em QT

VT > 0. Logo,
T(t)un(-) = T(t)u(-) em 6],

Apresentamos agora uma caracteriza¢do para os compactos de (F*, 07 ,.).

Teorema 4.2.10. Um subconjunto C C F* é compacto na topologia 0}, se, e somente se, I r1C' é
compacto em (Fr, 0r), VT > 0.

Demonstragdo. Como 07 e 0f . sdo Hausdorff e Fy, a compacidade e a compacidade sequencial sdo
equivalentes (ver Teorema[B.0.13)), de modo que a demonstragio deste teorema ¢ analoga & demonstragio
do Teoremald.1.4] O

Consideremos o seguinte espago

Ff = {ue F |[fll < oo,

onde
1fll 2 = sup o, (B4 )| 20,15y - (4.15)

Proposicdo 4.2.11. (7", [||| +) € um espago de Banach.
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Demonstragdo. Seja {f,} C F," tal que f, — f na topologia gerada por ||| 7+ Precisamos mostrar
que f € F,'. Suponha por contradi¢do que || f|| FF = 0. Logo, para cada M > 0, existe hy; > 0 tal que

HH[O,l}f(hM + -)”]rl > M +e,
onde F; = F(0,1, E). Como f,, — f, existe ny € N (ng = ny(e)) tal que Vh > 0,
HH[O,llf(h + ) — jo 1) fno (P + -)||f1 <e.
Em particular, para h = hy,

o1 £ (har + )| 7, = (Mo fo (s + )| 7, < €
= Mo,y fro (hns + ) ||, = M
= ”fno”]—';r > M.

Logo, como M foi tomado de forma arbitrdria, segue que || f,, | £+ = 00 (absurdo). O
Hipotese 4.2.12. Suponhamos que o espaco de trajetérias K+ de (4.14) satisfaca
Kt#£0eK" CcF-cF,
isto é, se u(-) é solugdo de (4.14)), entdo u é limitada na norma de (4.13).

O espago F;" serd usado para definir os limitados que serdo atraidos por T'(t).

Como veremos adiante, o atrator de trajetérias ird atuar em (K*, 607 ,.), mas ird atrair B C K+t
. . +
limitado em (F;", H||f;r)
Exemplo 4.2.13.

1. FT=CR.,E), 7, =C,(R4, E) e anorma Hf||fb+ é dada por

1l = sup [L£ ()l -

2. Fr =LY o(Ry, E), F = LV(Ry, R), onde

LS

ht1
Ly(Ry, E) = {U € Loo(Ry, E); iglo) [/h £ ()% ds}

<oo}.
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4.2.2 Construcao e caracterizacao do atrator de trajetorias

As ideias apresentadas nesta se¢do estdo baseadas no Apéndice [C] o qual apresenta o conceito de
atrator para semigrupos definidos em espacos de Hausdorff.

Definicao 4.2.14. Um subconjunto P C K é um conjunto atrator de limitados se para qualquer B C K™
limitado em F,

T(t)B — P na topologia 0} ,, quando t — oc.
Defini¢do 4.2.15. Um subconjunto Y C KT ¢é o atrator de trajetérias para a equagdo (@.14)) se
1. U é compacto na topologia 07 e limitado em (F;", H||;b+)
2. T(U = U, Yt > 0.
3. U é o minimal compacto em (K, 0] ,.) que atrai todo B C K, com B limitado em F".

Observacao: Podemos usar a mesma nomenclatura que foi apresentada no Apéndice |C} isto €, po-

deriamos ter chamado de

(KT 112+ ), (KT, 0F o)) -atrator de limitados

na Defini¢do e

(KT 1174 ), (KT, 0 50))-atrator de trajetdrias

na Defini¢do Esta notagdo auxilia na compreensao de qual topologia define os limitados e qual

topologia exerce a atragdo. Nao iremos usd-la o tempo todo, a fim de simplificar notacao.

Escreveremos B(K™T, HHf;) para indicar o conjunto de todos os subconjuntos B C K*, com B
limitado em (™, ||-[| £+)-

Teorema 4.2.16. Suponhamos que (K™, 07 ) seja fechado em (F*,0] ). Suponha ainda que exista
um subconjunto P C K™, compacto na topologia 0} 5, e limitado em F,", tal que P é um conjunto
atrator de limitados de B(K™, H”f,jr)

Entdo a equacdo (4.14) admite atrator de trajetériasUd C P C K+,

Demonstragdo. Notemos que T'(t) : (K,0/,-) — (KT,0f,,) é continua (Teorema 4.2.9) e que P é
um ((KF, |-l ), (KT 07 oc))-atrator de limitados, compacto em 6}, e limitado na norma ||| -

Portanto, pelo Teorema C.0.18, {7'(¢)} admite ((CT, HHF;), (K*,0f,0))-atrator U, comU C Pe
ainda

1. U é compacto em 67, e limitado em F;".

2. T(HU = U, Vt > 0.
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3. U é o minimal compacto em 6, que atrai B(K", ||- ||fb+),
ou seja, U € o atrator de trajetorias para (.14). O

Caracterizaremos os atratores de trajetorias em termos das trajetorias completas. Para isso, conside-
remos o problema
Ou = A(u(t)), teR. (4.16)

Definicao 4.2.17. Uma funcdo v : R — E é uma trajetéria completa de (4.16) se para todo T > 0,
7 mu é solugdo fraca de (@.16) no intervalo [T, T).

Definimos, para cada 7' > 0, o espago F(—7', T, E') que é um espago de fun¢des u : [-1,T] — E e
¢ munido de uma topologia 0|7 ) Hausdorff, £, e Fréchet-Urysohn. Consideremos entdo

F = {U R — E, H[_T’T}U € .F(—T, T, E), VT > O},

e, além disso,
Fy={u € F; |ullz < oo},

onde

||U”fb = ilelg HH[OJ}“(}L + ')”f(o,l,E) :

Da mesma forma que foi feito anteriormente, prova-se que (75, ||| ) € um espago Banach e F ¢
munida da topologia indutiva 0 o¢, isto é, u,, — uwem (F,0.0¢) se, e somente se, H_rmun — H_7mu
em 9[—T,T], VT > 0.

Analogamente, tem-se que (F, 0,0¢) é Hausdorff, F5 e Fréchet-Urysohn.

Consideremos entéo o conjunto K niicleo de (4.16)),
K = {u € F; u é trajetéria completa de (4.16)}.

Teorema 4.2.18. Sob as condi¢cdes do Teorema que garantem a existéncia do atrator de tra-

jetorias U para (4.14)), segue que
Uu=IxK.

Além disso, K é compacto em (F,00c¢) e limitado em (Fy, |||| £, )-

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema segue as mesmas ideias da demonstracdo do Teorema
Alguns pontos, nos quais ha diferencas na demonstracdo, devem ser destacados.

Para mostrar que II, K C U, tomamos o mesmo conjunto B do Teorema 4.1.14 e da mesma forma
concluimos que B — U quando ¢ — oo, na topologia 0} ,,. Porém, aqui devemos tomar um certo
cuidado ao afirmar que B C U.

Suponhamos por contradi¢do que B ¢ U. Logo, existe ug € B tal que ug ¢ U.
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Como (K, 0/ ,) é Hausdorff, para cada v € U, existem vizinhangas V,” e V,, tais que

ug € V!

up?

veEV,, VNV, =0

Podemos cobrir &/ com
ucl v

e da compacidade de U, segue que Y C V,,, UV,, U...UV, = V. Essa vizinhanca ' de U/ € tal que
up ¢ V = d(B,U) > 0, o que é uma contradicao. Logo, B C U.
Continuamos a demonstragao de forma andloga ao Teorema|4.1.14|para concluir que [1,. X = U.

Mostremos agora que K € compacto na topologia f0¢.
Precisamos mostrar que V7 > 0, II_; 1K € compacto em 0|_. ;. Sabemos que II,U/ € compacto em
6} ,c- Logo,
o2 U = Ijg 2K é compacto em 0 o).

Como T'(—7) : (F(0,27, E),0j0,2:) = (F(—7,7,E),0,_.-) é continua, segue que
T(—T)H[QQT]]C = H[—T,T]IC

¢ compacto em 0|_,

Resta entdo mostrar que K € limitado em (F5, [|-[| £, )-
Sabemos que I1. K = U e que U € limitado. Entdo existe M > 0 tal que ||ul| Fr < M para todo
uecU.
Seja entdo u € K. Neste caso, [I,.u € U e, sendo o problema auténomo, [T, u(h + -) € U para todo
h € R. Logo, u|[—pe) €U = H““*hm)Hflj < M.
Portanto,
sup [T qu(h+-)|| < M = lu]l 5 < M,

e concluimos que K ¢ limitado.



Capitulo 5

Atrator global para um problema de
reacao-difusao

Neste capitulo e nos dois seguintes vamos considerar alguns problemas de Cauchy e aplicaremos a
teoria discutida até entdo nestes diferentes casos.
Iniciaremos com um problema de reacao-difusao com condi¢@o de Dirichlet. Estudaremos a existéncia

e unicidade de solucdo para esse problema, bem como a existéncia do atrator global.

5.1 Um problema de reacao-difusao com condicao de Dirichlet

Seja €2 C R™ um dominio limitado e com fronteira suave I'. Consideremos o problema de reagio-

difusao

(5.1)

Owu = dAu — f(u) + g(z), (t,z) € (0,00) x Q
ulr =0, (t,x) € (0,00) x T,

onded > 1, f € C'(R,R)eg: Q — R, comg € L*(2). Além disso, suporemos que existem constantes
positivas ci, ¢, c3 € ¢y tais que f satisfaz as seguintes condi¢Oes: para todo v € R,

f'(w) = —cy, (5.2)
fv = alvf — e, (5.3)
|f()|* < ea(|v]” + 1), (5.4)
onde 2 < p < n 1 e g € o expoente conjugado de p.
n —

77
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Observacio: Em H}(Q) = W, *(Q), podemos considerar a norma
HUHH3(9) = Vull o), Vue Hy(9),

a qual € equivalente a norma usual.

Consideremos o operador

A:Hi(Q) — H Q)
u— Au: Hy(Q) — R,

onde, para cada ¢ € Hj (),
(p, Au) = —/ VuVedz. (5.5)
Q

Proposicao 5.1.1. O operador A acima definido é continuo e linear.

Demonstragdo. A linearidade € imediata. Para a continuidade, observemos que

[Au| -1y = sup  [{p,Au)[ = sup /Vquodx
”‘P”Hé(g)zl ||SDHH6(Q):1 Q
1 1
2 2
< s ([war) ([ o)
”90”]{3((2):1 Q Q
= ”uHHé(Q)'

]

Ao longo deste capitulo e do seguinte trabalharemos com fungdes u(t,z), onde t € [1,T] e x € ,
mas frequentemente olharemos estas fun¢des como aplicacdes de [7, 7] que tomam valores em um espago

de Banach F/, cujos elementos sao fungdes definidas em 2. Por exemplo,
o CH([1,T],E) ={u:[r,T] = E; DiuécontinuaVl < j < k}e

uller = sup {||D7u(t)| 5t € [, T}
1<5<k

« 21T, E) = {u [, T] = E; /TT lu()|[2, dt < oo} e

T , :
ol ooy = ( / |ru<t>||Edt)
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Proposicao 5.1.2. Seja T > 0.
1. Sew € L*(0,T, LP(R2)), entdo f(u(-,-)) € L1(0,T, LI(Q2)).
2. Sew e L*0,T, HY(Q)), entdo Au € L*(0,T, H1(Q)).
Demonstragdo.

1. Segue de (5.4) que
J1stords < ([ i +101) = o (Jute. e+ 190)
Q Q
T T
= [ [ < o ([ ute g e+ i)
0 0

= ooy < & (el oineyy + TIO) < 00
Portanto, f(u) € L(0,T, LI(2)).
2. Da demonstragdo da Proposigao [5.1.1] concluimos

2 2
[Aull5-1(q) < [lult, )

T ) T 9
;‘/ | A1) < / it Mg
0 0

2 2
= || Aul(t, ')HL2(0,T,H—1(Q)) < HU”L2(0,T,H3(Q)) < 00.

Além disso, g € L?(0,T, L*(Q)) < L0, T, L%(€2)). De fato, uma vez que g € L*(Q),

T T
/ / g(0)Pda = / 19112210 d < T 191220 < 0.
0 0

Proposicdo 5.1.3. Seu € LP(0, T, LP(2)) N L*(0,T, H}(QY)), entdo

O € L*(0,T, H1(Q)) + L0, T, LY(Q)) — L0, T, H (%)),

onder:max{l,n<1—1>}.
q 2

Demonstragdo. Segue do Teorema que
L*0, T, H *(Q)) — LY0,T, H () e L0, T, LY(Q)) — L0, T, H"(Q)).

Concluimos que
L*(0,T, H1(Q)) + L10,T, LY(Q)) < L0, T, H"()).
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Definicao 5.1.4. Uma funcdo u(t, x), t > 0, x € € é uma solugao fraca global de (5.1)) se, para todo T >
0, u e L*0,T, Hy(Q))NLP(0,T, LP(Q)) e u satisfaz (5.1)) no sentido distribucional em D'(0, T, L*(2)N
H} (), isto é, para todo ¢ € LP(Q) N HL(Q),

) o Dey = = [ Vutt.a)Vpta)ds = [ Futt.a)p(o)ds + (90O oo

Observacoes:

1. A expressdo (u, ) 2(q) na defini¢do acima é o produto interno em L?(€2). Por outro lado, uma vez
que g € L*(Q) — H~'(Q2), a expressio (g, ¥) g-1(a),mi (@) € 0 produto de dualidade de H~'(Q2)
por H'(€2). Omitiremos os sub-indices sempre que ndo houver risco de confusgo.

2. Se u € uma solugdo fraca de (5.1), entdo dyu € L0, T, H"(f2)) e

u € L*(0,T, Hy(Q)) — L*(0,T, H *(Q)) < LU0, T, H "(Q)).

Pelo Lema|1.0.8) u € C([0, 7], H™"(2)).

3. Seu € L>(0,T, L*(9)), temos

H"(Q) = H'(Q) — L*(Q) — H Q) — H"(Q).

Tomando E = L*(Q), Ey = H (), temos que u : [0,T] — Ej € fracamente continua (pois é
fortemente continua). Segue entdo do Teorema queu € C,([0,T], L*(Q)), isto é, u : [0,T] —
L*(Q) é fracamente continua.

5.2 O método de Faedo-Galerkin: existéncia e unicidade de solucao

No préximo teorema, aplicamos o método de Faedo-Galerkin para provar a existéncia de solugao
fraca global para o Problema (j5.1).

Teorema 5.2.1. Se f satisfaz as condi¢ées (5.2), (5.3) e (5.4), entd@o o problema com condi¢do de Diri-
chlet
Ou = dAu — f(u) + g(x), (t,z) € (0,00) x Q
ulr =0, (t,x) € (0,00) x T (5.6)
u(0,+) = ug(-), ug € L*(2),

admite solugdo fraca global

we L®0,T,L*(Q) N LP(0,T, LF(Q)) N L*(0,T, H (), VT > 0.
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Demonstracdo. O método de Faedo-Galerkin consiste nas etapas a seguir:

1. Aplicar o método das solu¢des aproximadas, onde projetamos o problema em espacos de dimensao

finita e garantimos a existéncia de solu¢ao local fraca através do Teorema de Caratheodory.

2. Encontrar estimativas e limitantes para as solugdes aproximadas e utilizar o Teorema [I.0.15] para
garantir a extensdo da solugdo local para o intervalo [0, 7).

3. Mostrar que as solugdes aproximadas convergem para uma solucdo do problema original.

4. Verificar que a solugdo obtida satisfaz os dados iniciais.

Passemos entdo pelas etapas acima para encontrar uma solucgao fraca global.

Etapa 1: Segue do Teorema|1.0.10|que as autofunc¢des {w;, } jen do problema de autovalor

—Aw = Q
{ w = \w em 5.7)

’LU’F =0
constituem uma base para L?(£2). Além disso, pelo Teorema de Imersdo (Teorema[1.0.7)) e da hipétese
n2, segue que H}(Q) < LP(), e do Corolério[1.0.11} temos {w; }jen C H ().

n —_—
Mostremos agora que {w,}jcny forma uma base para H; (). Para isso, precisamos mostrar que se

que 2 < p<

((u,w;)) = 0 para todo j € N, entdo u = 0, onde ((-,-)) representa o produto interno em H;(2) e é
dado por ((u,v)) = / VuVudz.
Q
Ora,

((u,w;)) =0= / VuVw;dx =0 = —(u, Aw;) =0
0

= \j(u, w;) 2 = 0

= <U,U)j>L2(Q) =0, \V/] e N.

Como {wj },en € base do L*(2), segue que u = 0 e, portanto, {w;};cn é base de Hj (). Logo,
{w;};en é base de Hy(Q) N LP(Q).
Para cada m € N, consideremos o espago de dimensio finita H,, = [wy, ws, ..., wy,] € seja

U (t, ) = Z g (t)w; (). (5.8)

Queremos provar que existem coeficientes a;,, de forma que tal fungao u,, satisfaca, paral < j < m,

(5.9

Um(O) = Uom,

{ (O (L, ), w;(-)) = (dAum (L, ), w; (-)) + (= f (um(t; ), wi () + (g(-), w; ()
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m
onde ug,, = E (uo, wj)w; — ug quando m — oo.
Jj=1
Observe que a primeira equagdo em (5.9) é equivalente a

d
G Gt () =~ [

Q

Vi (t, ) Ve, (-)dr + /Q —f(um(t, ))w;(-)dz + (g(-), w;(-))

e entdo, podemos reescrever o problema como

d
S ain(t) = Fy(t ain(t), 02 (0), (), 1< < m

(5.10)
<w@=@@%wﬂ=éw@%wm

As condig¢des da Defini¢ao|1.0.13|s3o verificadas. Logo, (5.10) possui solugdo local ajy, : [0,t;,,) —
R,j=1,2,...m.

Tomando t,,, = min{ty,,, tom, .., tmm } SEgUE que
U, @ [0, ) = Hp

é solugdo de (5.9).
Etapa 2: Uma vez que existe u,, : [0,t,) — R solugéo local do Problema (5.1]), mostraremos que
tal soluc@o pode ser prolongada a todo intervalo [0, 7], 7" > 0.

De (5.9) segue que, Vv € H,,,

(a0} = (@) + (= ), ) + (9.0 s
U (0) = gy — up em L?(Q) quando m — oo. '
Tomando v = u,,, temos
(O, Un) = (dAUp, Um) + (= f(Um), Um) + (g, Unm)- (5.12)

Além disso, do fato de u,, ser da forma (5.8) e cada a;,, ser solugdo de (5.10), segue que w,, é

. ~ 2 , q- ., . .
suficientemente regular e entdo ||u,,||” é diferencidvel, implicando

1d

<8tuma um) = 5% <Um, um> .
Logo, (5.12) pode ser reescrito como
1d 9 9
—— | |um|?de = —=d | |Vup|*de — | f(un)umdz + (g, un). (5.13)

Usando que d > 1, (5.3)) e denotando u,, = u, a fim de simplificar a escrita, obtemos



5 Atrator global para um problema de reacao-difusao 83

1d 1d
52 Mz + IVt )y < 55 It ey + A1Vt oo

— d
< /Qf<u)u z+(g,u)
< —01/ ulPdx + c3[2 + (g, w).

Notando que ||Vul| o) = [|u ;1 (o) € usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young para

(g,u), obtemos
1d
2dt

Portanto,

1 1
2 2 2 2
Ju(t, M2y + [[ult, )50 + /Q lulfPde < cs| + B 1911510y + B [l 0 -

d
7t )52y + e ) + 261 /Q ufPdz < Ky, (5.14)

onde Ko = 2¢5|Q| + ||gll%, -
Integrandode O a t, t € [0,,,), obtemos

t t
ey = Oy + [ Nl gy ds 260 [ [ fuPdeds < Kot < Ko, VT > 1y,
0 0

t t
ooy + [ Wolo) gy s+ 200 [ [ puptods < i 5.15)

2 2
onde K1 = [[u(0) |72y + KoT = [|u(0)|[72(g) + 23| + llgll77-10) T-
Logo, voltando para a notagao uy,,

/ [t (t, ) |Pde < Ky = sup / [um (s, )|?dr < K, (5.16)
s€[0,t] JQ
t
K
/ / [t [P s < =+, (5.17)
0 Ja 2¢:
' 2
/ ||um(8)||H%(Q) ds < K. (5.18)
0

Pelo Teorema|l.0.15} podemos estender a solugao wu,, (t) ao intervalo [0, 7).

Etapa 3: Mostremos agora que as solu¢gdes aproximadas convergem para uma solug¢ao do problema
original.

Veja que as limita¢oes a independem de ¢,,, e de m. Logo, sdo vélidas paratodo ¢ € [0, T]
e Vm € N. Portanto,
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1. {u,,} é uniformemente limitada em L>°(0, T, L*(€2)) (segue de (5.16)).
2. {uy,} é uniformemente limitada em L?(0, T, LP(2)) (segue de (5.17)).

3. {u,,} é uniformemente limitada em L*(0, T, H}(Q)) (segue de (5.18)).

Além disso,

4. {Au,,} é uniformemente limitado em L*(0, T, H ().

De fato, segue da demonstrag¢io da Proposi¢do|5.1.1|que || Au,, ||2L2(07T, 1) < llum 175 0.7,H1 ()

5. {f(um)} é uniformemente limitado em L%(0, T, L4(€2)).
Segue da desigualdade obtida na demonstragdo da Proposi¢ao[5.1.2]

Definimos o operador projegdo P, : Hi(Q2) N L*(Q)) — H,, dado por P,,(h) = Z(h, w;)w;. Para
j=1
cada j € {1,2,...,m}, as equacdes a seguir sdo satisfeitas

<atuma wj) = d<Aum7w]> - <f(um>a wj) + (g, wj)-
Uma vez que u,, = Z amjw;, as equagdes acima equivalem a
j=1
d .
Eamj + d/\jamj = _<f(um)a wj> + <ga wj>7 J € {17 27 ceey m}
Multiplicando a j-€ésima equag@o por w; e em seguida somando as m equagdes obtidas, segue que

m m

D Oamgws] +d Y Namw; = = (flum), wi)w; + > (g, w;)w;.
j=1 j=1 j=1 j=1

m

a15um - dAum - = Z<f(um)= wj>wj + Z<gv wj>wj‘
Jj=1 Jj=1

m m

Denotemos P, f (1) = Z(f(um), wj)w; e Png = Z(g, wj)w; (veja que isto é apenas uma
j=1 j=1
notagio € ndo significa a projegio P, aplicada em f(u,,) ou g, uma vez que P, esta definidaem HJ ()N

LP(Q)).
Entdo, a equagdo anterior pode ser reescrita como

Oyt = dAUy, — P (f (tm)) + Pr(g) (5.19)

Dizer que u,, € uma solugdo fraca para (3.19) em D'(0, T, LP(Q) N HJ (L)) significa que, para todo
p € LP(Q) N Hy(Q),

(Ot 0) = A (B, 0) = = (Puf (). 0) + ( Pugs0)
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S

Precisamos deixar claro o que significa <Pm flum), g0> e { Py, g0>. Ora,

S
S’Uz
\/

Il I
MS T~
Q T MS
\_/ Q

3

5 bg
&
= g
ug 3

\/
/\

- Z i)Wy, @)
= <f<um)7 Pm§0>'

7 907 w] >
7j=1
Analogamente, (P,,g, 0) = (g, Pnip).
Observe que paracada j = 1,...,m, (f(un), w;)w; € L(0,T, L(S2)), pois

T T
| Wt sl = [ 1)) s e
T
< sl [ 15 5 gy

T
= 1l s ey 17yt < o0

Portanto, Py, f (u,) = Z(f(um), wj)w; pertence a L(0, T, L9(€2)).
=1
Além disso, (g, w;)w; € L(2), pois (g, w;) € Rew; € LI(Q2). Como (g, w;)w; independe de ¢,

segue o desejado.

m

Portanto, P,,g = Z(g, wj)w; pertence a L4(0, T, L1(2)).
j=1
Segue entdo de (5.19) que
Ot € L*(0, T, HH(Q)) + L4(0,T, L(Q)) — L0, T, H"(Q)).

e, uma vez que o lado direiro de (5.19) é uniformemente limitado, segue que {0;u,,} € uniformemente
limitado em L%(0, T, H"(Q2)).
Podemos entdo extrair subsequéncias (as quais continuaremos a chamar de u,,) tais que

1. Uy — uy em L2(0, T, H'(2)) (pela reflexividade de L2(0, T, H'(2)) e Corolario [1.0.17)).
2. Uy — ug em LP(0, 7T, LP(2)) (mesmo motivo apresentado no item anterior).

3. Uy — uzem L®(0, T, L(1)).

Veja que L>=(0,T, L*(Q)) = [L'(0,T,L*(2))]’ e, uma vez que {u,,} uniformemente limitada
em L>(0,T, L*(Q)), segue do Teorema [1.0.16( que {u,,} admite subsequéncia convergente na
topologia fraca estrela.
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Provemos que u; = us = us. Temos
HY(Q) = W2(Q) — L*(Q) e LP(Q) — L*(Q).
Da desigualdade (5.14),
{up} € L=(0,T, L*(2)), {un} € L0, T, H(Q)) e {u,,} € L=(0,T, LP())

e Uy, — up em L=(0,T, H(Q)) < L>(0,T, L*(Q)). Por outro lado, u,, — uz em L>(0,T, L*(Q)).
Logo, u; = us.

Analogamente, u,, — us em L>®(0,T, LP(Q)) — L>(0,T, L*(£2)). Mas por outro lado, u,, — us
em L>(0,T, L*(2)). Logo, us = us.

Portanto, u; = us = us.

4. Au,, — Auem L*(0,T, H1(Q)) (pela continuidade de A).

5. {0y, } € uniformemente limitada em L9(0,7, H " (Q2)) = Ou,, — hem L0, 7, H "(R)).
Provemos que h = O;u.

Seja By = H(Q) < L*(Q) — Ey = H"(Q) e
Wa,y = Wa (0, T, HY(Q), H"(Q) = {¢: ¢ € L*(0,T, H(Q)); ¢’ € LY0,T, H"(Q)).

Segue do Teorema|1.0.18|que Wy, — L*(0,T, H"(2)).

Uma vez que {u,,} C L*(0,T, H*(Q)), {Oum} C L0, T, H"(2)) e Wa,, é reflexivo, temos
Uy, — o em Wa . Segue que u,, — aem L*(0,T, H'(Q)) € Qyu,, — o em LI(0, T, H"(Q)) =

o = u e o, — ou = h = Ou.
6. f(uy,) — wem L0, T, L1(2)) (segue da reflexividade de L%(0, T, L%(€2)) e do Corolario|1.0.17).

Mostraremos a seguir que P, f(u,,) — w em L(0,T,LY(Q)) e P,g — g em L%(0,T, LI(Q)).
Primeiramente, observemos que dada uma fungdo ¢ € L9(0, T, L(2)), temos P,,¢ — ¢, pois

<pm¢> U> - <¢,U> = <¢7va> - <¢,’U>
= <¢7 va - U)
< HﬁbH%q(Q) HPmU - UHZJ(Q) , Yo € LP(Q).

Como P, é a projecdo em LP((2), segue que P,,uv — v quando m — oo. Logo,
(P, v) — (¢,v)| = 0= Pno — ¢em LU0, T, LU(Q)).

Logo, P,g — gem L9(0,T, LI(Q)).
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Para P, f (u,,), observemos que

(B f (), 0) = (w0, 0)] < (P f (i), v) = {f (), 0)] + [{f (1), 0) = (w, v}
= [{f(um), Bno = 0)| + |[(f (um) — w, v)].

Uma vez que v € L*(Q), P,v — v. Além disso, f(u,,) — w. Logo, (P f(um),v) — (w,v)| — 0e

P f(uy,) — w.
Portanto, fazendo m — oo em (5.19)), obtemos

ou=dAu—w+g (5.20)

no sentido distribucional em D'(0, T, LP(Q) N H}(Q)).

Resta mostrar que w = f(u).

Da observagdo que segue o Teoremall.0.18] podemos obter subsequéncia u,,, — uwem L?(0, T, L*(Q2)).
Pelo Lema|[I.0.19] existe subsequéncia (que ainda continuaremos a denotar por u,,) que converge para u

em qtp [0, 7] x Q. Da continuidade de f, segue

fum(t,z)) — f(u(t,x)) emqtp [0, 7] x €.

Agora, da limitagdo de { f(u.,)} em L(0,T, L(S2)), podemos aplicar o Lema de Lions |1.0.20| para
concluir que f(u,,) — f(u).
Portanto w = f(u).

Etapa 4: Verificacdo de que a solucdo obtida satisfaz os dados iniciais.
Tomemos ¢ € C'([0,T], H*(Q2) N LP(Q)), com ¢(T) = 0. Temos

o € L*(0,T, H'(2)) N LP(0, T, LP()).

Fazendo o produto das equagdes (5.19) e (5.20) por ¢(t), obtemos

(O, ), 0(t)) — d{Au(t,-), (1)) + (f(u) — g,9(t)) = 0 (5.21)

(O (L, -), o(t)) — d{Aup(t,-), o (t)) + (Bn(f (um) — g), ¢(t)) = 0 (5.22)
Integrando por partes com relacio a ¢ em (5.21]), obtemos

Gult), p(®)[ + / =i, ') — d(Aw, ) + (F(u) — g, )]ds = 0.

/0 ) — A, )+ (F(u) — g, ds = {(u(0), 2(0)). (5.23)
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Analogamente, para (5.22))

/0 [ (U, ') = d{ D, 0) + (P (f(um) — 9),0)]ds = (u(0), (0)). (5.24)

Fazendo m — oo em (5.24)), concluimos que

/0 [~ (. ') — d(Au, @) + (F(1x) — g, @)ds = (g, 9(0)),

pois u,(0) = Pphug — ug quando m — oo, pelo Lema|1.0.22] Logo, u(0) = uy. O

5.3 Existéncia do atrator global

Nesta secdo mostraremos que o problema (5.1) possui solucdo tnica e que existe um compacto
em L?(Q2) que absorve limitados sob o semigrupo das solugdes S(t)ug = u(t,up). Como S(t) é um
Cp-semigrupo, conforme mostraremos, a existéncia deste compacto absorvente implicard na existéncia
do atrator global.

Segue do Lema|1.0.23] tomando V = H'(Q), E = L?(Q) e H = L*(Q), o seguinte resultado:
Proposicao 5.3.1. Seu € L*(0,T, H}(Q)) N LP(0,T, L*(Y)) é uma solucdo fraca de (5.1)), entdo

1. w e C([0,T], L*()).

2. A funcdo ||u()||iQ(Q) é absolutamente continua em [0, T e, além disso,

2 Dl + AT, Vult)) + (F () — g, ) = (5.25)
vt € [0, 7).

Corolario 5.3.2. Sejau € L*(0,T, Hy(Q)) N LP(0, T, LP(Q)) uma solugdo fraca de (5.1)). Entdo, para
todot > 0,

1.
[u(t)] 720 < Nu(0)]72q) €™ + RS, (5.26)

onde R? = 2c3|Q| + ||9||i171(§2) (1+ A71) e A = )y (primeiro autovalor positivo do Laplaciano).

2. Além disso,

t+1 t+1
2 2
| g ds 20 [ ) e ds < Ol + B 520

onde R% = 2¢3|Q| + ”9”?[—1(9)-
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3. Por ultimo, .
[ gy s < (1 30 a0+ 2R, (5.28)
Demonstragao. 1. De (5.14) e da Desigualdade de Poincaré segue que
d
— a2y + 1) 70y < 26319 + 191710
dt
d
= () gy + M () oy < 2612+ s
Pela desigualdade diferencial (Lema([I.0.6)), temos
2 2 —
() 1720y < u(0) 1720y € + (2e3]Q + gl -1 ) (1 + AT
2. Integrando (5.14) detat + 1,
) ) t+1 ) t+1
Jult + Dy = Ny + [ gy ds+260 [ (o) e
t t
2
< 2¢3[Q + [lglli-1(q) -
Segue entdo a desigualdade procurada com R3 = 2¢3|| + ||g\|§{,1(9).
3. Multiplicando (5.26) por Ae* e integrando de 0 a t,
t
A /O () 2oy €5 < A [[6(0) 2oy + FEEM. (5.29)

Além disso, a desigualdade (5.14) implica

d
E[”“@)Hiz(m M+ ||U(t)||§{3(ﬂ) e

d 2 2 2
<e¥ {a )y + 1) gy + 21 0O | + A 1t 120

2 2
< e |21 + g1y | + A ul®)]F20)
Integrando a expressdo acima de 0 a ¢ e usando (5.29), obtemos
2
u(®) 720y € = (0720 / () 1773 0y €**ls

< M3l + glG )N + A / & lu(s) 22

< e [203|Q| + ”9”2*1(9)} (T+AT1+ Xt ||U(0)||i2(9) + Rie™.
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Portanto,

t
/0 ()12 gy €25 < (14 X&) [1(0) 2o gy + 226N,

Logo, o problema

u(0) = ug € L*(Q)
admite solugdo fraca global u € L>(0,7T, L*(2)) N Lr(0,T, L*(Q2)) N L*(0,T, H(Q)), VT > 0. A
seguir, mostramos a unicidade dessa solugao.

Teorema 5.3.3. Suponha g € L*(Q) — H~1(Q) e f € C'(R, R) satisfazendo as condi¢oes (5.2), (53.3) e
(5.4). O problema de Cauchy

{ O = dAu — f(u) + g(x)

Opu = dAu — f(u) + g(x)
u(0) = ug € L*(9),
admite uma tinica solugdo fraca global u € L*(0,T, LP(Q2)) N L2(0,T, H}(Q)), VT > 0.

(5.30)

Demonstracdo. Suponhamos que u, uy sejam solugdes fracas globais do problema (5.30). Entao w(t) =
uy(t) — us(t) satisfaz

{ Oiw = dAw — (f(ur) = f(us)) (5.31)

w(0) =0
comw € LP(0,T,LP(Q)) N L*(0, T, H} (), VT > 0 e dyw € LU0, T, H"()), isto é, w € solugdo
fraca do problema (5.31)). Fazendo o produto da primeira equagdo em (3.31)) por w(t) € LP(2) N Hy (),
temos

5 7 w22y + I Vwllzg) = —(F(ur) = f(u2),w)
< ef lwlza)

onde na dltima passagem foi usado o Teorema do Valor Médio e a desigualdade (5.2). Portanto

d
i Hw(t)Hi?(Q) < 2¢y ||w(t)||i2(9) : (5.32)
Usando a desigualdade (5.32), obtemos

d —2c d —2c —2c
(o) = (G 10O ) e = 2ese uOl

2 —2c —zc 2
< 2t [lw(®) 2y 72" = 2cpe7 7 [lw(t) 2y = 0.
Integrando de O a ¢,
2 2 cy
o)) < 1w (0)l[72i0) € =0, vt =0.

Logo, w =0 = u; = us. [
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Provada a existéncia e unicidade de solugo, consideremos o semigrupo {S(¢) : L*(Q) — L*(Q) }i>o
dado por

S(t)ug = u(t, ug). (5.33)
Teorema 5.3.4. O semigrupo {S(t)} é continuo.

Demonstragdo. Sejam u = u(t,up) e v = v(t,vg) solugdes fracas globais do problema (5.1). Defina
w(t) = u(t) — v(t). Tal fungdo é uma solugdo fraca global de

w(0) = ug — v

{ Ow = dAw — (f(u) — f(v))

Tomando o produto da primeira equagio por w(t) e procedendo como no Teorema|5.3.3| temos

2 2 c
lw(®)[|720) < w(0)[72q) €

= [Ju(t) — U(t)||i2(9) < Jlu(0) - U(O)Hi?(m eer!

e o semigrupo € continuo. 0

5.3.1 Existéncia de um conjunto compacto absorvente em L*(())

A estratégia para mostrar a existéncia de atrator global para o problema (5.1]) consiste em mostrar a
existéncia de um conjunto compacto absorvente em L?({2) para o semigrupo {S(t)}. Para isso, iremos
mostrar que

1. O semigrupo S(t) possui um conjunto limitado absorvente em L?(Q).
2. O semigrupo S(t) possui um conjunto limitado absorvente em H{ (£2).
3. Como H((Q) < L2(12), segue que o semigrupo S(t) possui um compacto absorvente em L(£2).

Proposi¢io 5.3.5. O semigrupo dado pelas solucoes de (5.1) tem um conjunto absorvente em L*(X), isto

é, existem constante pr2 e um tempo to = t <HU(O)H%2(Q)> tal que a solucdo u(t) = S(t)ug satisfaz
w72y < pr2s V> to.

Além disso, existe uma constante py tal que

t+1
[ 1 gy ds < sy 210
t
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Demonstracdo. Segue de (5.26) que Hu(t)||i2(m < ||u(0)||ig(9) e M + R?. Tomando t tal que
Hu(O)HiQ(Q) e ™ < R? paratodot > to,
basta considerar p?, = 2R3.
De (5.27)), temos

t+1
| o) ey ds < O+ B < 2R + B, e =t
t

e entdo basta tomar p7, , = 2R} + R3.

0(®)
]

Consideremos a equagdo dyu = dAu — f(u) + g(x) e tomemos o produto desta equagdo por —Au.
Observe que isto pode ser feito desde que u seja suficientemente regular, o que garantiremos adiante.

Prosseguiremos, por hora, com os calculos de maneira informal. Temos a equacao

(Oru, —Au) + d || Aull2 ) = (f (w), Au) — (g(x), Au) (5.34)

Analisemos cada um dos termos acima:

(Opu, —Au) = —(0pu, Au> = (V(0wu), Vu) = (0;(Vu), Vu)

2
~odl HUHHg(m ?

(o). 20) = [ glopsude =" [ (§|g<:c>y2 ; %muﬁ) "

1 2 1 2
<3 [Aullz2 () + 5 19[5-1(q)

<f(u),Au>=/Qf(u)< %) dx:Z/Qf(u)%dx

=1 g
n

3 [ [ 200

n

* 8u 2 , 9 9
N _Z/gf ) (axi) b= _/Qf W IVullza@) < er el

Observaciao: Em (*) assumimos que f|r = 0. Se este ndo fosse o caso, bastaria tomar f (u) =
f(u) = £(0), g(z) = g(x) — £(0) e o problema ficaria dyu = dAu — f(u) + j(z), com f e § satisfazendo
condi¢Oes iguais as apresentadas no inicio da secao, mas com constantes diferentes.
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Portanto, de (5.34), do item 2 do Teorema|[I.0.12]e do fato que d > 1, obtemos

d
7 ||U(t)||iz(9) +A ||U(t)||?qg(g) < 2¢y ||U(t)||§{3(ﬂ) + ||9||§{—1(Q) ; (5.35)

e se multiplicarmos a desigualdade acima por te,

d
(55 IO ) 024 e a0y < 2t L) + 0 gl (536)
Veja que

d > d >
(86X 10 gy ) = € ) gy oy + A sy + 26 5 )
Logo, somando e** ||u(t) HIQLI(%(Q) a ambos os lados de (5.36), temos

d

& (1 )3y ) ) < gt + DN [ult) oy + e gl (537)

Integrandode O a ¢

t t
2 2 s 2 s
te)\t ||u(t)||Hé(Q) S (20ft+ 1)/0 ”u(S)HHé(Q) e>‘ ds +t||g||H1(Q)/ @A ds
0

(2 (2cst + D[(1+ At [w(0)]72(q) + 2R7M] + tllgll 71 () €A

< (25t + 2ceM7 4+ 14 M) |u(0)][72 () +(2¢5 + 1)(2Rf6”) +(1+1) gl ) €N
< (L4t +)eq [[u(0) |2 + (1 +B)es2RE + [lgll 1) A e

= (L4t + )y [u(0)] 72 + (1 + 1) R3e™,

onde, ¢y = max{2c; + A, 1,2¢; A}, ¢5 = max{1,2cs}, RS = ¢52R7 + HgHiI_l(Q) A~! e em (*) usamos
(5.28).

Segue que, para ¢ suficientemente grande, ||u(t)l|| @) < 2R2 = M?*. Portanto, B[0, M] é um
fechado absorvente em H; (€2).

Precisamos entao mostrar que u € suficientemente regular para justificar as passagens feitas acima.

A proposicao a seguir pode ser encontrada em Robinson, J.C [13], Capitulo 7, Corolério 7.3, p. 193.
Proposi¢io 5.3.6. Se uw € L?(0, T, H}(Q2) N H2()) e dyu € L*(0,T, L*(Q)), entdo
—||[Vul)3. @ = (V(Ow), Vu) = — (O, Au). (5.38)

A proposic@o anterior, que permite que fagamos o produto interno de dyu = dAu — f(u) + g(x)
por —Au, requer u € L*(0,T, H} () N H2(R)) e dyu € L*(0,T, L*(£2)), o que ndo é garantido para as
solugdes fracas.
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Porém, da unicidade de solugdo, segue que toda solucdo fraca € limite de solucdes de Galerkin.
Mostraremos que estas solugdes de Galerkin possuem a regularidade necesséria.

Segue do Corolario que cada autofungdo do Laplaciano wj, j € N, pertence a C*>(Q) N H ().
Temos entdo w; € H*(2) N Hg (), uma vez que (2 ¢ limitado.

Como u,, é da forma u,,(t, ) Z ajm(t)w;(x), entdo u,,(t,-) € H*(Q) N Hy(Q). Além disso,

cada a;,,(t) é solu¢do da EDO (5.10), logo é continua em ¢. Portanto, a;,, € L*(0,7),Vj € {1,2,...,m}.
Entdo, u,, € L*(0, T, H}(Q) N H3(Q2)) e

atum = Aum - me(um) + ng(l‘)

= Zajm Aw] — P f (tn) + Prg()
eL2(Q)
e Zajm )Aw;(x) € L*0,T, L*()), P f (), Png € LI(0, T, LU(Q)) < L*(0,T, L*(52)).
Logo as aproximagoes de Galerkin satisfazem as hipéteses da Proposi¢ao

Teorema 5.3.7. A equacdo de reacdo difusdo (5.1)) admite um conjunto limitado absorvente em H} (),
isto é, existe M > 0 tal que
)y < M.

para todot > t,.
Demonstragdo. Seja u solugdo fraca da equacao
Owu = dAu — f(u) + g(x).
Consideremos as aproximacdes de Galerkin da func¢ao u,
u, € L*(0,T, Hy(2) N H*(Q)), com du,, € L*(0,T, L*(Q)), VT > 0,

que satisfazem

A Proposi¢ao justifica tomarmos o produto interno desta equagdo por —Au,,

—(Ortun, Aun) +d HAUNHL2(Q <]5n(f( n)), Auyp) — (pn(g), Auy,)
= (f(un), P.Aun) — (g, PaAu,)
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Procedendo como anteriormente, temos
2 _ 2 _ _
[ )2y < 1+ 1+ )en [Jun(0) |20y e + (71 + 1) RS,

onde ¢, e R3 independem de n.
Logo, tomando M = 2R?, existe t,, > 0 tal que

2
[t () 73.0) < MEt >,

HunHLw(tu,T,Hé(Q)) < M, Vn € N.

Como u,, — uem L3(t,, T, H}(Q)), o Lema|1.0.21) com V = H}(Q) e H = L?*(f2), garante que

HUHLoo(tu,T,Hg(Q)) <M
e, uma vez que u € C([t,, T], L*(€2)), segue que

S [uOlgey < M = [y < M,V € [0, T
€ltu,

Como T’ € arbitrario,
gy < M. Vet

Teorema 5.3.8. A equacdo de reacdo difusdo
Opu = dAu — f(u) + g(x),

com f € C*(R,R) satisfazendo (5.2), 53) e (5-4), g € L*(2) e d > 1 possui atrator global.

Demonstragdo. Basta notar que By (o) [0, M], com M obtido no Teorema/5.3.7, € um fechado absorvente
em HJ(Q) e, consequentemente, um compacto absorvente quando imerso em L?((2). O
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Capitulo 6

Atrator de trajetorias para um problema de

reacao-difusao

Neste capitulo vamos considerar um problema de Cauchy autonomo sem garantia de unicidade de
solugc@o. Aplicaremos a teoria apresentada no Capitulo 4 e estudaremos a existéncia do atrator de tra-

jetdrias, bem como sua semicontinuidade superior.

6.1 Um problema de reacao-difusao com condicao de Dirichlet: abor-

dagem multivoca

Seja €2 C R™ um dominio limitado e com fronteira suave I'. Consideremos o problema
O = dAu — f(u) + |[u|*tu, (t,z) € (0,00) x Q 6.1)
ulp =0, (t,x) € (0,00) x I, '

onde d > 1,a € (0,1) e f : R — R é uma fungdo de classe C' satisfazendo as seguintes condigdes:

existem constantes positivas ¢, ¢z, c3 € ¢y tais que, para todo v € R,

f'w) = =y, 6.2)
f)-v > el —c, (6.3)
[f()|* < ea(|v]” + 1), (6.4)
onde 2 < p < e ¢ é o expoente conjugado de p.
n R

97
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Observe que a abordagem deste problema ndo pode ser por atrator global pois a funcao
u s |u|*

nao € localmente Lipschitz, ndo havendo garantia de unicidade de solugao.

Vamos considerar em H'(() a seguinte norma
iy = [ (1l + V) do, ©5)
a qual é equivalente a norma usual HuH?{l(Q) = HuHiz(Q) + HVuHiQ(Q). De fato, basta notar que
[ell ey < Nl gr) < dllull g -

Denotaremos por H}(Q) o espago H'(2) munido da norma (6.3).

Consideremos o operador

A:HY(Q) — H Q)
ur Au: Hy(Q) — R,

onde, para cada p € H} (),
(p, Au) = —/ VuVedv. (6.6)
Q

Proposicao 6.1.1. O operador A definido acima é continuo e linear.

Demonstragdo. A demonstragdo ¢ andloga a demonstragdo da Proposi¢do [5.1.1] porém a desigualdade

1 3
Ay < = (/Q |Vu|2dx> 6.7)

obtida neste caso é

e entao,

1
[Au]| 1) < P [ll 73 -

Proposicao 6.1.2. Seja T > 0 e q o expoente conjugado de p. Entdo
1. Seu e LP(0,T, LP(Q)), entdo f(u) € LI(0,T, LI(2)).

2. Seuw e L*0,T, H)(Q)), entdo Au € L*(0, T, H*(Q)) e |u|*tu € LI(0, T, LY(Q)).
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Demonstragdo. A prova é exatamente andloga ao que foi feito na Proposi¢ao[5.1.2] Precisamos apenas
mostrar que se u € L?(0, T, H}(Q)), entdo |u|* tu € L1(0,T, L4(Q)). Ora,
T
a—1 q . a—1 q
[ P A [ TR

T
- / / ult, 2)|* ult, 2)| 0 ddt
0 Q

T
_ / / fu(t, 2)[9dadt
0 Q
Holder T 9 g
< / (/ yu|2czx) Q5 dt
0 Q
Young [T
< / (ﬁ/ lu|2dz + (1—%) ym) dt
o \ 2 Jo 2
oq r aq
g (/ |u|2dx> at+ (1-20) i)
2 Jo Q 2

T
aq 2 2 aq
< — R —
A (/Q |u| 4+ d|Vul dx) dt + (1 5 ) T

aq aq
= Sl ey + (1= %) 710 < oc.

IN

Proposi¢io 6.1.3. Se w € LP(0,T, L*(Q)) N L*(0, T, H}(RY)), entdo

du € L*(0, T, H1(Q)) + L0, T, LY(2)) — LU0,T, H " (Q)),

e (i-2))
onder =max<l,n|-——= .
q 2

Definicao 6.1.4. Uma fungdo u(t,x), t > 0, x € Q € solugdo fraca global de (6.1)) se, para todo T > 0,
u e L*(0,T, Hy(2)) N LP(0, T, LP(Q)) e u satisfaz (6.1) no sentido distribucional em D'(0, T, LP(2) N
H}()), isto é, para todo ¢ € LP(Q) N H}(Q),

Gt () = =d [ Vut.a)Vpta)de + [ [=futt,n) + e ult, o)) de

Observacoes:
1. Se u é uma solugdo fraca de (6.1)), entdo dyu € L4(0, T, H"(2)) e

w € L*(0,T, H}(Q)) — L*(0,T, H*(Q)) < LU0, T, H"(Q)).

Pelo Lema[1.0.8] u € C([0, T], H"(2)).
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2. Seu € L>(0,T, L*(9)), temos

H™(Q) — H}(Q) — L*(Q) — H Q) — H"(Q).

Tomando E = L*(Q), Ey = H"(2), temos que u : [0,T] — E, € fracamente continua (pois é
fortemente continua). Segue entdo do Teorema que u € Cy([0,T], L3(2)),isto é, u : [0,T] —

L*(Q2) é fracamente continua.

6.2 Existéncia de solucao via método de Faedo-Galerkin

No préximo teorema aplicaremos o método de Faedo-Galerkin para provar a existéncia de solugdo
fraca global para o Problema (6.1). Uma vez que a demonstragio ¢ muito similar a demonstra¢do do
Teorema [5.2.1] destacaremos apenas os pontos onde ha particularidades e diferengas.

Teorema 6.2.1. Se [ satisfaz as condigées (6.3), (6.4) e ug € L*(Q), entdo existe solugdo fraca global

de (6.1)), sujeito a condigdo inicial u(0) = uy, satisfazendo
we L®(0,T,L*(Q) N LP(0,T, LF(Q)) N L*(0,T, H}()), VT > 0.

Demonstracdo. Assim como na demonstracao do Teorema esta estd estruturada em 4 etapas. As
etapas 1, 3 e 4 sdo exatamente iguais as apresentadas na demonstragdo do Teorema [5.2.1] Destacaremos
a etapa 2, onde ha diferencas nas limitagdes que obtemos para as solugdes locais.

Pela etapa 1, existe solugdo local w,, : [0,t,) — R para o problema (6.I). Mostraremos que tal
soluc@o pode ser prolongada ao intervalo [0, 7], 7" > 0. Temos, Vv € H,,,

(Ot 0) = (@Dt 0} + (= o) + |, ) .
U (0) = ugm — uo em L2(Q)) quando m — oo. ’
Tomando v = u,,, temos
(O, ) = (AU, W) A (= F (W) F |t |* i, Uy (6.9)

Além disso, segue do fato de u,, ser solucio que tal funcio é suficientemente regular e entao ||u,||”

¢ diferencidvel, implicando
<atuma um) = 3

Logo, (6.9) pode ser reescrito como

1d
——/ ]um|2dx:—d/ ]Vum|2da:—/f(um)umdm+/ |ty |“ T d. (6.10)
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2
Somando |[u||}2 (g, a ambos os lados de (6.10) e denotando u,, = u, temos

2dt/‘u| d:c—i—d/ |Vul d:c—i—/\u]de—/ ]u\o‘“d:ﬂ—l—/|u| dm—/f - udx
§/|u|a+1dx+/|u| dx—cl/|u]pdx—|—03|ﬂ|.
Q Q Q

Entao,

2dt/|u| o+ ol +r [ fupde
303|Q|+/ |u|°‘+1d93+/ |u|?dx
Q Q

Youn e ﬁp—(a—}—l) Ep % p—2

< c3|Q|+e/ |u|Pd:c+( b ) <—) |Q|—|—5/|u|pdx—|— (—) E (—> 0

(+1) % Q 2 p

al _atl

=7 C1 c1ip (a+)—p p—(a+1) c/ c1p p—2

< Q+— Pdy+ (— — 0 Pd < > — 19

e+ [ o (2 D) 08 e+ ()7 (22

Logo,

d
E/Q|u’2dx+2 HuHHcll(Q) +C1/Q|u]pdx < K,

cp T fp— (a+1) ap\ = (p—2
Cg+(4(&+1)> ( p >+(?> ( p )] e

Integrando de O a ¢, t € [0, t,,), obtemos

t t
/ lu(t, z)Pdx — / lu(0, z)|*dx + 2/ ||u(s)||12qé(9) ds + cl/ / |u(s, z)[Pdeds < Kyt < KiT
Q Q 0 0 Jo

onde

Ky = 2|9

t t
/ lu(t, z)Pdz + 2/ Hu(s)H%(m ds + 01/ / lu(s, z)[Pdrds < Ko, (6.12)
Q 0 0 Jo

onde Ky — K\T + / (0, 7) [2dz.
Q

Voltando para a notacao u,,, temos as seguintes limitacoes

/ [t (t, 2)|Pdz < Ky = sup / [t (5, 2)|Pdx < K, (6.13)
s€l0,t] JQ
/ 1t ()10 ds < 22 (6.14)
t K2
/ /|um|pdxds < —. (6.15)
0 Ja €1

Pelo Teorema|1.0.15| podemos prolongar a solu¢@o w,,(t) ao intervalo [0, 7']. Com isso, a etapa 2 estd
demonstrada.
[
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Segue do Lema[1.0.23| tomando V = H}(Q), £ = LP(Q) e H = L*(2), o seguinte resultado:
Proposicdo 6.2.2. Seu € L*(0,T, H}(Q)) N L*(0,T, L*(Y)) é uma solucdo fraca de (6.1)), entdo
1. uw € C([0,T], L*(Q)).

2. A fungdo Hu()HiQ(Q) é absolutamente continua em [0, T e, além disso,

5= () 172(0) + d(Vult), Vult)) + (f(u) = [u]* u,u) =0, (6.16)
vVt e [0,T).

Corolario 6.2.3. Seja K, o miimero positivo dado em (6.11). Se w € L*(0,T, Hy(2)) N L*(0,T, LP(Q2))
é uma solugdo fraca de (6.1)) entdo, para todo t > 0,

1.
K
2 2 - 1
()20 < NuO0)l12) e + 5 (6.17)
2.
t+1 , t+1 , L, 3K
2 [ g ds e [ Ny ds < [ul0) gy + 255 618)
t t
Demonstracdo. Segue da Proposigio que
1d ) o
5 w20y + d(Vult), Vu(t)) + (f(u) = |ul*"u,u) =0
2dt
e, da mesma forma que foi feito em (6.10)), obtemos
d
7 Iu®llz20) + 2 [u®y0) + o1 [u®)llzo) < Kr. (6.19)
Em particular,
d
7 ()72 + 2 [u(®) 72y < Ki-
Pelo Lemal|l.0.6, segue que
K
2 2 - 1
[u() 720y < Nu(0)ll12) e + TR
provando o primeiro item.
Integrando agora (6.19) de ¢ a ¢t + 1, obtemos
, , t+1 , t+1
Jult + DIy~ DOl +2 [ el gy ds-tex [ u(s) gy ds < K
t t
Entao,
t+1 , t+1 )
2 [ e ds e [ T ds < Ki o Juld)
t t
3K
2 - 1
< [Ju(0)[ 20y e + —

Observacdo: Segue de (6.17) que v € L>(0,T,L*(2)). Portanto, se u € LP(0,T,LP(2)) N
L*(0,T, H}(S2)) é solugdo fraca de (6.1)), entdo u € L>(0,T, L*(2)).
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6.3 Construcao do atrator de trajetorias
Consideremos o espaco de funcdes

Fi=A{u: ue Lipo(Ry, L)) N LY oo (Ry, LP(Q)) N LT oo (R, Hy(2))

€ atu S L%OC(R+7 H_T(Q>)}a
{ (1 1)}
onde r =max<1l,n|-— = .
q 2

Sejam p > 1, E um espaco de Banach e consideremos o espaco de Banach
Ly Ry, B) = {u € Lioc(R+, B)| [lull gy < oo},
onde
t+1
follg = sup [ o)l ds. (6.20)

teRy Jt

Veja que H'”L?(Hh.,E) = |"HL°°(R+,E)’ pois
HU|’L50(R+,E) = sup sup |v(t+s)||p
teRy s€[0,1]

= sup ||v(t = ||V]| 70
teRIiH Ollg = vl Lo, .5

Com a norma dada em (6.20), definimos
Fhi={ue Ffi fluly, < oo},
onde
||U||f;d = [lull poo g, 12(0)) T ||U||L5(R+,LP(Q)) + ||U||L3(R+,H;(Q)) + HﬁtuHLZ(RJﬂH*T(Q)) :

Definimos entdo a topologia 0}, , em F;: {u,} C F, converge a u na topologia 6}, se, e

somente se, u, — u em O 7),4, Ou seja, para todo [0, 7] C R,
1. Uy = wem L>®(0,T, L*(Q)).
2. Uy — uwem LP(0,T, LP(Q)).
3. Uy —uwem L2(0,T, HY(Q)).
4. Oytty, — Opuem L4(0, T, H"(2)).

Proposicio 6.3.1. (F;, 0] ¢ ) é Es, Fréchet-Urysohn e Hausdorff.
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Demonstragdo. Seja

Forya = {ul we L0, T, L*()) N LP(0,T,LF(Q)) N L*(0, T, Hy(R))
e du € LU0, T, H"(Q))}.

Denotemos por O 17,4 a topologia neste espaco, induzida pelas métricas de
L¥(0, T, L*(%)), LP(0, T, LP(%)), L*(0,T, Hy(Q)) e L(0, T, H™"(Q)),
isto €,
||u||]-'[0’T]7d = ||U||Loo(o,T,L2(Q)) + ||u||LP(0,T7LP(Q)) + ||u||L2(07T,H(1l(Q)) + ”atU’HLQ(O?T,H*T(Q)) .

Mostraremos que (Fjo, 77,4, Ojo,7),a) € E2, Hausdorff e Fréchet-Urysohn. Logo, (]:b+ 5 onc, ;) também
¢ Iy, Hausdorft e Fréchet-Urysohn.

Uma vez que (Fjo7)d: Ofo,11,a) € métrico (||-[| 7
espaco ¢ Hausdorff e Fréchet-Urysohn. Resta apenas mostrar que este espago possui base enumeravel.

Suponhamos que {A;, i € I}, {f;, j € J}. {I'k, k € K} e{, | € L} sejam bases enumerdveis de
L>(0,T,L*(Q)), LP(0,T, LP(2)), L*(0,T, H}(2)) e L1(0, T, H"()).

Consideremos todos os conjuntos da forma

define uma norma), segue de imediato que tal

Fijkg = A UB; UL UL,

podendo algum desses conjuntos da unido ser vazio. Afirmamos que {F; j ., (i,7,k,1) € IxJx K xL}
forma uma base para Oy 1) 4

De fato, dados u € Fj,1),4 € um aberto U tais que u € U, existe € > 0 satisfazendo

B”'”f[o,T],d (0, 8) cU.

Tomando A; = By, 11200 (u,%), B; = By [P (u,2), Ty = B||'\|L2<0,T,Hé<n>> (u, ) e
Oyu, £),segue que u € F; j iy C By, T (0,e) CU.

Da mesma forma mostramos que se u € U; N Uy, onde Z/{l e U5 sdo abertos basicos, entdo existe Us
aberto bésico tal que u € Us C Uy N Us.

Resta apenas mostrar que cada um dos espagos L>(0, T, L*(Q2)), L*(0, T, L*(R2)), L*(0, T, H}())
e L0, T, H"(Q)) é Es.

Ora, LP(0,T, L*(92)), L*(0, T, H}(Q)) e L%(0,T, H~"(2)) sdo separdveis e, portanto, possuem base
enumerdvel. Além disso, L>=(0, 7T, L*(Q)) < L*(0,T, L*(f2)). Logo, possui base enumeravel. O

Sl BH ||Lq(0TH () (

O espago de trajetdrias da equacdo (6.1) é dado por
K+ = {u € F,| ué solugdo fraca global de (6.1)}.

Pelo Teorema segue que K # ().
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Proposicao 6.3.2. K é um subconjunto fechado de F; na topologia 9{007 &
Demonstragdo. Seja{u,} C K tal que u,, — u em onc,d- Temos u € F e, VT > 0,
1. u, = wuem L®(0,T, L*(Q)).
2. u, —~uem LP(0,T, LP(Q2)).
3. u, = uwem L*(0,T, H}(Q)).
4. Oy, — Owuwem L0, T, H"(Q)).

Precisamos verificar que u € solugdo fraca global de (6.T)).

Das convergéncias acima, segue que
{u,} é limitada em L>°(0, T, L*(2)), L (0, T, L*(2)), L*(0, T, H}(2))

e {Oyu,, } € limitadaem L9(0, T, H;"(©2)).
Portanto, {—f(u,) + |u,|* 'u,} é uma sequéncia limitada e, pelo Corolario [1.0.17, admite sub-
sequéncia fracamente convergentes em L9(0, 7, L9(f2)), digamos,

fun) — |un|*  u, — wem LU0, T, L9()).
Como u,, é solugdo fraca de (6.1)), fazendo n — oo, temos
ou = dAu — w,

no sentido distribucional em D'((0,T), L?(Q2) N H}(Q)).
Com o mesmo argumento apresentado ao final da etapa 3 da demonstra¢do do Teorema[5.2.1] prova-
mos que

w = f(u) = |ul*""u.

Logo, u € K.
Definimos a aplicacao

T): Ff = F/
ur (T(t)u)(s) = u(t + s)
e o semigrupo de translagdo {7'(t) }+>o.

Do fato do problema ser autdbnomo, segue que T'(t)K} C K. Logo, podemos considerar o
semigrupo restrito a K.
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Proposicio 6.3.3. T'(t) : (F;, 0 0cq) = (Fo»010c,q) € continua.

Demonstragdo. A demonstragio ¢ idéntica a demonstragdo feita no Teorema 4.2.9] Basta observar que

T(t) : Flo.r+4.4 = Flo,1),q € continua, uma vez que

IT®ullzy,,, =€+ Dllzg 4, < MOz .-

Teorema 6.3.4. Existem constantes positivas M, e M, tais que, Yu € K,
2 _
IT@)ull 7, < M [[u(O) 120y €™ + Mo.
Demonstragcdo. Temos
1T (E)utl| s = T @)l oo e 2oy HIT Otellp e, o @ HIT @l @y o) IO T (D ullpa e, r-r(q)) -

e Para limitar ||T'(t)ul| g, r2(q))» DOte que, do Coroldrio item (1), temos

_ K,

1T @)u(s)l[ 720 < 11u(0) 720y ™™ + =5

_ K

sup ([ 7(t)u(s)|[ 720y < u(O)ll720) €™ + =

$€R+
K
2 9 B 1
1T (0l e, oy < MO gy e + 5

Segue entdo que

1

K
[ 2 _ 2 _ 1
T @)l oy 200y < [Hu(O)HLQ(Q)e = 5 +1} < [u(0)][720) € B 5

+ 1. (6.21)
e Para limitarmos ||T(t)u||Lg(R+’L,,(Q)) e ||T(t)“||L2+b(R+,H;(Q))’ observe que a desigualdade (6.18])
continua vdlida se integrarmos de ¢ a t + 7', para qualquer 7' > 0. Logo,

t+T , t+T ) , . 3K
2 [u($) 10 ds + 1 ()20 ds < u(0)[2q) ™ + —=
t t

T T
_or , 3K,
2 [Ty ds oo [ IT@U 0y s < 00y e ™ + 25
0

_ 3K,
2| T(t)ull7 oy« T T Ol 10) < ||U(0)||12(Q) e 2 =
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o que implica

N

1 _ 3K1 1 _ 3[(1
IOz < |5 1O e+ 2 41| < SO e+ 2 41 622
1
1 s e 3K, 1P 1 sy 3K
1T (E)ull Lo 01,0y < lc—l [w(O)][ L2y e + 9 T I < o [w(O)[ L2y e + 5 L (6.23)

e Para limitar \|8ST(t)u|]L%OC(R+’H,,.(Q)), note que

T 7 t+T o
10T Oy = ([ 10+ ) ts) < ([ 10y )
t

t+T t+T t+T %
< ( / JdAully o ds + / LF ()% ds + / e ds)
t t t

Q=

t+T

t+T t+T
o / | Aulll g ds +4 / () [ 2 g s+ / el e ds |
t t t

N
—~ —~ —~

() (1) (I11)

IN

onde ki, ko e k3 sdo constantes de imersao.

Segue do Coroldrio as seguintes limitagdes para as integrais destacadas acima:

t+T t+T 1 q 1 t+1
0 [ 1sulds < [ [ 19l ds = 2 [ 1T

1 2 _ 3[(1
5 IOy e+ 22

1<g<2 ]

= dd

onde foi usada a desigualdade obtida na demonstragio da Proposi¢ao[6.1.1]
Temos ainda

) [V eyts = [ [ irpasas < [T [ e + s

t+T
<o [ Ul + 190)ds < ex(IT Ol oz, + 19
t
1 _ 3K,
< (o [y e+ 232+ 102).

Finalmente,
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t+T t+T
(m)/ T Q)dS—/ /]u\o‘quds
t
Youn t+T
g/ /{\ 2 ( aq +2(2 g )]da:ds
t+T 2
/ [—wwﬂm@+( 1) o]
t

2 _ 3K, 2—aq
< % 1Oy + 252 7+

QT
2

3aq K, 2 —
T QlT.
4 + 2 ’ |

aq 2 -
=5 [w(0)] 72y Te™ +
Portanto, aplicando a Desigualdade de Minkowski e as limitagdes obtidas anteriormente, temos

1 1
1 . 3Ki]¢ L L, 3K, .
10T Ol < by | 1O e+ 2| kch B (10 e+ 25 410

aq _ 3aqK 2—aq
by | S IOy T + 2507 1 2 0y

[u(O) |72y e 3K
( T ALt

d>1¢€e 1«1
q 1 3K
= h {5 [u(0)[)? e 24+

1
1|+ kocy
> 1 + }+ 2Co o 2,

b [ SOy Te 4 22 4 25 iy 1]
<K, HU(O)HL2(Q) e + Ky,
onde .
K :];1+kif2 +¥T

- 3K 113K aq3K 2 —«
Ko=ly |2 1] 4 hocd |22 +1Q + 1] + by | 2220 V1T + 1.
4 4C1 4 2
Temos entao

10sT (t)tellp a0 7,1+ (0)) < K, ||U(0)||i2(9) e+ K. (6.24)

Segue de (6.21), (6.22)), (6.23) e (6.24) a estimativa desejada.

Observacio: Segue do Teorema que K C F,7,. Basta notar que se u € K, entdo

Tl 2+, < Mo [[u(0)f2) + Mo, ¥t >0,
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Proposicao 6.3.5. Se o problema (6.1)) satisfaz (6.3)) e (6.4), entdo (6.1)) possui atrator de trajetérias U,

e existe constante K > 0 tal que
~ + ~
Us C{u e Kyl [|all gy, < K}
Demonstragdo. Do Teorema [0.3.4] segue que
IT@)ull 7 < My [[u(0)|[ oy e + M, VE>0.

Logo, o conjunto P; = {a € K| |la] m, S 2M,} é absorvente para o semigrupo de translacao
T): K = K.

Mostraremos que P; é compacto na topologia 67 . 4. Seja {uy } C Py, entdo [[u,,|| 7 < 2M,, Vn €
N. Tomemos uma sequéncia de nimeros positivos 7, ,/* co. Fixado 7, > 0, {u,,} é uniformemente
limitada em L>°(0, 7y, L*(Q2)), LP(0, 7y, LP(Q)), L*(0, 7, H}(Q)) e {Osu,} é uniformemente limitada
em L0, 7, H"(Q)). Logo, com os mesmos argumentos apresentados na etapa (3) das demonstragdes
dos Teoremas [5.2.1)e[6.2.1] segue que existe subsequéncia {u,, } que satisfaz

U — up em L®(0, 7y, L*(€2))

U1 — uy em LP(0, 7, LP(Q))

Up1 — uy em L2(0, 7y, H}(Q))
Optly 1 — Opuq em L9(0, 7, H™"(£2))

Ftm1) = [uma]® g = f(ur) = Jug|* uy em L0, 71, LU(Q))

Ovuy = dAuy — fluy) + |w|*'uy  em [0, 7],
no sentido distribucional em D'(0, 71, LP(Q) N H}()).
Fixe agora 7, > 71. Entdo existe subsequéncia {u,, 2} de {u,, 1} tal que
U — ug em L®(0, 75, L*(£2))
U2 — ug em LP(0, 79, LP(Q))
U — Uy em L2(0, 7, H}(Q))
Ortlm 2 — Opug em L9(0, 7o, H"(£2))

f(umg) — ’Um,2|a_lum72 — f(UQ) |U2| ’LL2 cm Lq(O T2, LQ(Q))

8tu2 = dAUQ - f(U2> + ‘Ug’ail’l@ c€m [O, 7'2],
no sentido distribucional em D’(0, 75, LP(Q) N H}(2)).

Observe que da unicidade do limite, us| 0,71] = U1.
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Procedendo dessa forma, podemos extrair a sequéncia diagonal {u,,,}, a qual é convergente. De
fato, VI' > 0, tome 7, > T. A sequéncia {u,,,,; m > k} converge em [0, 7] e, consequentemente,
converge em [0, 7.

Seu = ﬂll_rgo U, m» €NLAO Hqu;d < 2M5 e u é solugdo de (6.1).

Portanto, P; € um compacto na topologia 02“00’ 4 € absorvente. Logo, possui atrator de trajetorias
Uy C Py O

Veja que

Uy C Py={ueK]; ||11|]de < 2Ms}, (6.25)

e a constante 2/, independe de d.

6.4 Caracterizacao do atrator de trajetorias
Consideremos
Ou = dAu — f(u) + [ul*Tu  (t,2) ER x Q. (6.26)

Defini¢ao 6.4.1. Dizemos que uma func¢do u é uma solugdo fraca completa de (6.26) se VI' > 0, u €
L*(=T,T, HY(Q)NLP (=T, T, L*()) e u satisfaz no sentido distribucional em D'(—=T, T, LP(£2)N
Hi(€)).

Da mesma forma que foi feito antes, segue que dyu € LI(=T,T, H "(2)), VT > 0 e consideramos

o espago de Banach L? (R, E') munido da norma

t+1
ol =510 [ ()] ds
t
Definimos os espacos
Fa={u| u € LiHo(R, L*(Q)) N L o0 (R, LP(2)) N LEoc (R, Hy () e diu € Lipa(R, H ()},
Kq = {u € F4| u é solugio fraca completa de (6.26)},
Fra={u € Fd| [Jull5 , < oo},
onde
lull 5, , = lull oo @ r2(y) + HU“Lg(R,Lp(Q)) + HU“Lg(R,H;(Q)) + HatuHLg(R,H—"(Q)) :

A topologia ©r0cq em F; é construida de forma andloga a Gzroa 4 sendo que as convergéncias

deverdo ser em intervalos da forma [T, T|, para T > 0.

A demonstra¢do do teorema a seguir € andloga a demonstracdo do Teorema4.2.18
Teorema 6.4.2. Se U, ¢ o atrator de trajetorias de (6.1) e K4 € o niicleo de (6.1)), entdo
Z/{d — H+]Cd.

Além disso, Kq C Fyq € limitado na norma ||-|| z, . e compacto na topologia © 1,oc,a.
k) b, k)
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6.5 Semicontinuidade superior de uma familia de atratores de tra-
jetorias
Consideremos agora o problema

Ou = dAu — f(u) + elu|*tu, (¢, z) € (0,00) x Q
ulp =0, (t,x) € (0,00) x T’ (6.27)
u(0, z) = up(x) ug € L*(Q),
onde €2 é um dominio limitado e com fronteira suave I', d > 1, a € (0,1), ¢ € [0,&0] C [0,1) e
f : R — R é uma fungdo de classe C' satisfazendo as condigdes (6.2), (6-3) € (6.9).

Queremos mostrar que para cada ¢ € [0, gq], possui atrator de trajetdrias U., e que a familia
{U:, e €]0,60]} és.cseme = 0.

Sem significativas modificagdes, podemos replicar o Teorema [6.2.1] para a equagio a fim de
provar a existéncia de pelo menos uma solucao fraca global para o problema com dado inicial vy €
L*(Q).

Consideremos os espagos F* = F, F," = F,", e atopologia 0}, = 0] ¢ 4 isto é, abandonaremos
o subindice d uma vez que ele esta fixo. Nao € dificil notar que tais espagos e a topologia independem de
E.

Jd 0 espaco de trajetérias varia conforme e varia e, para € € [0, &g,
K+ = {u € F'| ué solugio fraca global de (6.27)}.
Proposicao 6.5.1. O problema (6.277) com € = 0 admite um conjunto compacto absorvente
Py ={i € F| iz < Mo}
e, consequentemente, possui atrator de trajetorias Uy C F,.

Demonstracdo. Se u € K , isto é, u é solugdo fraca global de (6.27) com € = 0, entdo

1d
——/ ]u\%lxz—d/\Vu\de—/f(u)udx

e, procedendo conforme feito em (6.10),

d
GOy + 20Tl + 2l < 2 [ JuPdo -+ 2i9+ 2 [ JuPda
Q Q

2

d 2 2 Young 4\ (p=2
e 2 [lu(t 2 Pdz < 263|Q fdet2{ = )
= (11720 +2 u(®) @)+ 01/Q]u| v < 20 |+c1/ﬂ|u| o+ (Clp) ( o)
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Portanto,

d
GOl 2 [0y +er [ fuPdz <2/
Q

4N\7? (p—2 _
c1p p

Entdo o Corolério e o Teorema podem ser replicados neste caso. Logo, Py = {u €
FH all Fr < 2M,} (a constante M, difere da constante M, obtida anteriormente) é absorvente sob a
acdo do semigrupo T'(t) : K¢ — K.

Procedendo como na Proposi¢ao vemos que possui atrator de trajetorias Uy C Fy. [

Proposicao 6.5.2. O problema (6.27), com ¢ € (0, go|, possui atrator de trajetrias
U c P={ueF| il <M,
onde M independe de c.

Demonstragdo. Sejau € K. Procedendo conforme feito em (6.10), temos

2dt/|u|2dm——d/|Vu| dx — /f ud:v—i—s/ lu|**dx,

/|u|2dx+ </ ]u|2dx—|—d/|Vu|2dx> _g/ |u\°‘+1dx—|—/ |u\2dx—/f(u)udx
2dt 0 Q Q Q Q
§5/ ]u\o‘“dx—ir/ ]u\zd:c—cl/\u]pdx+cg\m.
0 0 0

Aplicando a desigualdade de Young e usando o fato que € < ¢, temos

d 2 2
IOy + 20y + 200 [ e

<2 [5/ |u\°‘+1dx—i—/ ]u|2dx} + 2¢3|9
Q Q

a+1
2 1)\ p=(atD) — 1
< 2650 + 0150/ ulPdz + 2eq (M> (w) Ie]
Q cip p

4\72 (p—2
+e /\u!”+2( ) (p—) 9.
c1p p

Portanto,
o O ey + 2 WOy + 1 —0) [ e <
onde 2
R =209 s+ o (2(a+1))a+1> (p—(a+1)) . (i)ﬂ (p;g)] |
ap j% c1p D
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Veja que K 1 independe de . Podemos entdo replicar o Corolario
obtermos
IT(@)ull gy < My [[u(0)[z2q) €™ + M,

6.2.3

e o Teorema

6.3.4

para

com M, M, independentes de ¢ (para isso, substituimos ¢ pelo seu limitante superior £y sempre que for

necessério tal majoragdo), e isto vale para todo u € K, Ve € (0, ¢0].

Logo, o conjunto P = {u € F, | HﬂHf; < 2M,} é absorvente para o semigrupo T'(t) : K — K7,

Ve € (0, gp], além de ser compacto.

Portanto, possui atrator de trajetrias Y. C P = {u € F, | ||7:L||]_—b+ < M}, onde M =

2 M.

Tomando agora

P ={i€ F| illy < max{Mo,M}},

temos que P* é um compacto absorvente para os semigrupos 7'(¢) : KT — KI, Ve € [0, &¢].

]

Teorema 6.5.3. Sejam U., ¢ € [0, g, os atratores de trajetérias para o problema (6.27) com ¢ € [0, &¢).

Entdo a familia {U., € € [0,&¢]} € s.c.s. em e = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que a familia ndo seja semicontinua superiormente em € = 0. Entdo exis-

tem uma vizinhanga N (Uy) de Uy, € uma sequéncia €, — 07 tais que

U, & N(Up) = N(ILKy)

Tomemos entdo uma sequéncia 7,, * co. Da invaridncia do atrator de trajetrias, segue que

T<7_m)uam /(Z N(HJJCO)
Logo, podemos exibir u,, € Ue.,,, Uy, : [0,00) — R, tal que
U = T (T U, & N (11, Kp)

€ U (t) = U (t + 7o), eNAO Uy, : [—Tpn, 00) — R.

Fixe 77 > 0. Consideremos entdo a sequéncia {u,,, m > 1}. Tal sequéncia satisfaz

Ham(')||Fb(—T17OO) S ma’X{M()? M}’

uma vez que Uy, (T, + ) € U, , onde

||ﬂm||]-'b(—71,oo) - Hﬂm||L°°(—T1,OO,L2(Q))+||{L”’L||L§(—T1,OO,LP(Q))+||ﬂm||L§(—Tl,oo,Hé(Q))+Hatam||LZ(—7—1,<>0,H*T(Q)) :
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Portanto, podemos extrair subsequéncia {a,, 1 } de {,,} tal que
am,l = ~1 cm LOO(_TIJ T1, L2(Q))
{LmJ — ’111 cm Lp(—Tl,Tl, LP(Q))
U — Uy em L (=71, 71, Hy(Q))
atﬂ/?’n,l — atal cm Lp(_7—17 T1, H_T(Q))
Além de que
Aﬂm,l — Aﬂl em L2(—7'1, 71, H_l(Q))
f(am,l) - gm,lyﬁm,”a_lﬂm,l - f(al) cm Lq(_Tb T1, LQ(Q)%

e as convergéncias acima seguem pelos mesmos argumentos apresentados na etapa (3) da demonstragdo
do Teorema
Logo, w@; € solugdo de (6.27) com & = 0 no intervalo [—71, 1] €

||ﬂ1 ”.7'—(—7'1,7'1) S ma’X{M07 M}

Fixando agora 7, e procedendo da mesma forma, obtemos uma subsequéncia {2} C {1} tal

que Uy, 2 — Uy em O[—Ty, T2 € Uy € solugdo de (6.27) com € = 0 no intervalo [—72, 7], com
[l sy rpy < max{Mo, M}

€ Us|[—r ,»] = U pela unicidade do limite.

Procedendo desta forma, podemos tomar a sequéncia diagonal {,, ,,} a qual converge para . Ob-
serve que u € solucdo de com ¢ = 0, pois para qualquer 7' > 0, basta tomar 7, > T e
Ui, | [~ 7] — Um @ qual é solugdo em [—7, T'|. Além disso,

||12||_Fb+ < max{ My, M }.

Portanto, u € Ky e

L4 G, — 110 em 67 .

Como I u € 11, Ky = Uy, segue que 11, Uy, ,,, € N (Up), para m suficientemente grande, mas isso é
uma contradi¢do com o que foi suposto inicialmente. [

Segue da demonstracao do teorema anterior o seguinte corolario:

Coroldrio 6.5.4. A familia {K.; € € [0,5¢]} é s.c.s. eme = 0.



Capitulo 7

Atrator pullback para uma equacao
diferencial com retardo

Muitos fendmenos fisicos nao dependem apenas do estado sendo analisado, mas de estados anteriores
a andlise. E neste contexto que as equagdes diferenciais com retardo sao importantes.

Por exemplo, consideremos o problema

{ 2/ (t) = F(t,z(t), z(t — p(t))) (7.1)
xs =1 € CL,

onde p : R — [0,h], h > 0, é uma fun¢do continua e CZ = C(|—h,0],R"). A equagdo diferencial
depende ndo apenas do valor que = assume no instante ¢, como também de seu valor no tempo ¢ — p(t).

Se z € C([—h,T],R"), entdo denotamos por z a fungdo em C(|—h, 0], R™) dada por
zs(0) = x(s +6), (7.2)

para s fixo em [0, 7).

Trataremos inicialmente esta equagdo nao-autdnoma em um contexto mais geral, em que ndo esta

explicito o retardo, isto é, trataremos o problema da forma

P = (6, .
xs =1 € CL. '

Suporemos f : R x CZ — R" continua e que f é uma aplicacdo limitada, isto é, leva limitados em
limitados.

Segue de [7]] que, para cada (s,1) € R x CZ, o problema possui uma tnica solugdo local
x(-, s,1) definida em [s — h,ay,), onde o > s. Suporemos que oy, = 00, V(s,9) € R x CZ.

115
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Podemos entdo definir o processo

S(t,s):CL —CI, t>s
Y S(t,s)Y: [—h,0] - R"
0 — S(t,s)(0) = x(0,s,1).

7.1 Existéncia do atrator pullback

O Teorema a seguir fornece condicdes suficientes para garantir a existéncia do atrator pullback.

Teorema 7.1.1. Suponhamos que S(t, s) seja uma aplicagdo limitada, t > s, e que exista uma familia
de limitados { B(t) }+cr que pullback absorve limitados pelo processo S(-,-). Entao (1.3) possui atrator
pullback.

Demonstracdo. Seja D C CZ um conjunto limitado. Como B(t) pullback absorve limitados no instante

t, existe um instante T, = T (D, t) tal que
S(t,s)D C B(t), Vs <Tpy.
Consideremos entdo os conjuntos da forma
K(t)=S(t,t —h)B(t — h).
1. K(t) é limitado, pois S(¢,t — h) é uma aplicacdo limitada.

2. K(t) absorve limitados através do processo S(t, s). De fato, seja D C CZ limitado. Entdo, para
s <min{t — h,Tpsn},

S(t,s)D = S(t,t — h)S(t — h,s)D C S(t,t — h)B(t — h) = K(¢).

3. K(t) é compacto: seja{t,} uma sequéncia em K (t). Como K(t) = S(t,t — h)B(t — h), existe
{,} € B(t — h) tal que 1, = S(t,t — h)t,. Veja que

d 5
H@xt<07 t— h7 77Z)TL)

= ||+ 0,30t = )|

d d ~
5500 = st - w0,
= ia:(1t+0 t—h,p

- d& I )y n
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et+0 € [t—ht+h], ||ze(-t —h, )| = HS(t+9,t — W)U || < M, umavez que S(t+6,t—h) é
uma aplicagdo limitada. Como f também é uma aplicac@o limitada, segue que f([t —h,t+h], Bez[0, M])

€ limitado. Assim,

d ~

Tn¥n 0 < Ma

) <

o que implica que a sequéncia {¢,} é equicontinua. Uma vez que K (¢) é limitado, segue que {¢,}
também ¢é uniformemente limitada. Portanto, segue do Teorema de Arzerli-Ascoli que {7} admite

subsequéncia convergente. [

Assumiremos a partir daqui uma condi¢@o de dissipatividade para o termo ndo linear f(-,-), a qual
implicara na existéncia de uma familia B(-) de conjuntos limitados que pullback absorve limitados sob o
processo S(-, -). Neste caso, o Teorema garantird a existéncia do atrator pullback.

A condicdo de dissipatividade que exigiremos pode ndo parecer natural inicialmente, mas veremos

um caso onde ela € satisfeita.

Hipdtese 7.1.2. A funcdo f satisfaz a seguinte condigdo de dissipatividade: 3o > 0 e 5 > 0 tais que

(f(t,4),4(0)) < —al(0)]* + 8, V¥ € ¢(h)CT,
onde

&(h)CT ={yp € CZ|» = S(t + h,t)x, paraalgumt € R, y € CL},

isto é, p(h)CZ é o conjunto de todas as funcées que se realizam como solugcdo de (1.3) apds um tempo h
decorrido.

Teorema 7.1.3. Suponha que a Hipdtese seja satisfeita. Entdo existe uma familia { B(t)};cr de
conjuntos limitados absorventes para ((7.3).

Além disso, S(t, s) é uma aplicagdo limitada. Portanto, S(-, -) possui atrator pullback.

Demonstragdo. Seja D C CZ limitado, 3d > 0 tal que ||| < d, Vi € D.
Tome i) € D e considere
1S(t,t = s)pll = sup [S(t,t—s)Y(0)] = sup |zy(0,t— s,9)|
0e[—h,0] 0e[—h,0]

= sup |z(t+0,t—s¢)[= sup |z(r,t—s,¢)
0e[—h,0] TE[t—h,t]

Veja que z(+,t — s,) estd definido em [t — s — h, 00), com s > 0. Logo, [t — h,t] C [t — s — h, 00).

Tomando o produto interno da primeira equagdo em (7.3)) por z(7), temos

(@'(1),2(7)) = (f(7,27), 2(7))

1d 2 _

5 gl = (f (7, 20), 27(0))
%|x(7’)|2 < 2[—alz.(0)* + 5]
d
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Pelo Lema[1.0.6
|ZL‘(T)|2 < |ZE(t . S>|2e—2a(7——t+s) + é[l . 6—2(T—t+s)]
«
S |Z)§'(t o S)|26—2a(7'—t+5) + é
«
S ||¢||2 6—20496—2&5 + é
«
S d2€2ah6—2as + é
«
Portanto,
lz(t + 0)]* < d?e*hem2% 4 p = sup |z(t+0)] < dPe*hem 4 B
«Q 0€[—h,0] o

B

= ||S(t,t —s)¥|* <1+ =

para s suficientemente grande.

Tomemos entdo B(t) = Ber {O, 1+ é] , Vt € R. Tal familia de fechados € pullback absorvente
o

para o processo S(-, -), conforme queriamos.
Precisamos mostrar que S(¢, s) € uma aplicagdo limitada. Seja B(s) um limitado. Logo, Vi) € B(s),

[l < d.
Veja que S(t,s)B(s) = S(t,t — §)B(t — §), § =t — s. Logo,

1S s)ll = ISt t =8¢l = sup |z(t+0,t=354¢)| = sup |o(r,t—54)[.
0ec[—h,0] TE[t—h,t]

Procedendo da mesma forma que fizemos na primeira parte desta demonstracao, temos

sup |z(t + 0)]> < d®e**e 4+ b_ K,

0€[—h,0] «

onde K independe de 1, apenas de s. Logo, S(t, s)B(s) é limitado.
O

Suponhamos agora que f(t,z;) = F(x(t—p(t)) e que F' : R™ — R" satisfaca as seguintes condi¢des:
Hipotese 7.1.4. 1. F é globalmente limitada, isto é, existe K > 0 tal que |F(z)| < K, Vx € R™

2. F é uniformemente continua, isto é, existe funcdo w : RT™ — R crescente, com w(0) = 0, tal que

|[F(z) — F(y)| <w(]z —yl).

3. F satisfaz a seguinte condigdo de dissipatividade: existem constantes oy > 0 e 5y > 0 tais que

(F(z),z) < —ag|z|* + By, Vo cR™
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Proposicao 7.1.5. Se f(t,x;) = F(x(t — p(t))) e F satisfaz a Hipdtese entdo f(-,-) satisfaz a
Hipdotese e, consequentemente, o problema

{ #'(t) = F(a(t — p(1))) 74
=y elCl
possui atrator pullback.
Demonstragdo. Vejamos inicialmente que
(F(x(t = p(t))), x(t)) < (F(a(t = p(t)) — F(x(t), () + (F(x(t)), z(t))
< |F(x(t = p(t) — Fla®)llz(t)] + (—ao)|lz(t)|* + o
< w(jz(t = p(t)) — 2(t)])]x(t)] + (—ao)|z(®)[* + Bo
L w O OD )] + (o0l + By
< w(hk)|z(t)] — aolz(t)|* + Bo
"L Caw(hk)? + e () — aolz (1) + o
< —afz(t)]* + 8,
onde o = ag — ¢, f = By + C.w(hk)? e € > 0 é tomado de forma que o > 0.
Logo, temos
(F(t,4),9(0)) = (f(t,h), ¥(0)) = (F((0 = p())), ¥(0))
< —alp(0)* + 5
Portanto, a Hipétese[7.1.2] estd satisfeita e o problema (7.4) possui atrator pullback. [

Convém ressaltar que o problema ([/.4)) ndo é necessariamente autonomo. Um problema auténomo é
da forma

{ () = flult), t>s

u(s) = ug

e ele ndo depende diretamente do tempo inicial s, mas apenas do tempo transcorrido ¢ —s. Uma mudanca

w(t) = u(t + s) transforma o problema anterior em

Ja para o problema ([7.4)) ndo € possivel fazer essa translacao.
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7.2 Semicontinuidade superior de uma familia de atratores pull-
back

Consideremos uma familia de equacdes diferenciais com retardo, parametrizada por ¢:

{ 2/ (t) = F(x(t — p-(1))) (1.5)
r, =1 € CL,,

onde p. : R — [0,¢] é uma func@o continua e CZ. = C([—¢, 0], R™). Suponhamos ainda que F’ satisfaga

as seguintes condicoes:
Hipoétese 7.2.1.
1. Existe K > 0 tal que |F(z)| < K, Vx € R™

2. Existe L > 0 tal que |F(z) — F(y)| < Lz —y

, Ve, y € R™
3. Existem o > 0, f > 0 tais que
(F(z),7) < —alz]* + B, VzeR™

Portanto, pela Proposi¢ao(7.1.5] a equacdo em ([7.3)) admite atrator pullback A.(-), com A.(t) C CZ.,
paratodo t € R.

Consideremos agora o problema autdnomo

{ 7'(t) = F(x(t)) (7.6)

z(s) = xs € R™
Podemos pensar neste problema como sendo o problema limite de (7.5]) quando ¢ — 0.
Proposicao 7.2.2. A equagdo x'(t) = F(x(t)) possui atrator global em R".

Demonstrag¢do. Tomando o produto interno da equagdo por z(t), temos

<l‘/,$> = <F(J]),ZE> < _O‘|x|2 +0

d
Sl @OF < —2alz(0)] +28.
Pela Desigualdade de Gronwall, temos
¢ 2 < 2 _—2at é <1 é
(@) < Ja(s)Fe™ + = < 14—,

para t suficientemente grande.
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Logo, a bola Bgn {O, 1+ é] € um compacto absorvente.
o)

Portanto, o semigrupo

S(t): R" - R"

o — S(t).f()
associado as solugdes de ((7.6), possui atrator global A. ]

Queremos avaliar a semicontinuidade superior dos atratores quando ¢ — 0", mas temos um pro-
blema: nenhum dos atratores encontra-se no mesmo espago. Para cadae > 0, A. C CZ. e A C R".
Vamos inicialmente considerar a equagdo z'(t) = F(z(t — p-(t))) em CZ., = C(|—¢o, 0], R™) para

um dado gy > € > 0, isto é,

{ 2 (t) = F(x(t — p(1))) (1.7)

xs =1 € CL,,,

pois consideramos p. : R — [0,¢] C [0,&¢]. As solugdes de (7.7) estdo definidas em [s — g, 00), logo
podemos tomar o processo

S.(t,s): CT., — CL.,
ZD — Se(tv S)¢(0) = $t<07 Saw)v 0 e [_507 0]

Agora, todos os A, podem ser vistos como subconjuntos de CZ.,,.
Para A C R"™ atrator global, temos a seguinte caracteriza¢ao

A = {up € R" : I solugio global limitada 2z : R — R", z(0) = ug}.

Definimos entdo

A = {x|[_c,,0; « é solugdo global limitada}. (7.8)
Da unicidade de solugao, a caracterizacdo acima dada para A equivale a
A={zeCZ.,; x(t) =x(t,up), t € [—&0,0], ugp € A}.
Definimos também o semigrupo

L(t):CT., — CIL.,
b= [L(6)P)(0) = S()v(0).

Teorema 7.2.3. Suponhamos que F' satisfaca a Hipotese Entdo, para cada 0 < ¢ < ¢, existe
atrator pullback A.(-) para (1.7) no espago CI., e x'(t) = F(x(t)) tem um atrator global A em CZ_, no

sentido de (7.8).
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Além do mais, para cada s € R, t € [0, 00), temos
Se(t+s,8) E_)—O; L(t),

uniformemente para 1) em conjuntos limitados de CL., e existe um compacto K C CZ., tal que, para

cadat € R,
lim dist(A(t), K) = 0.

e—0t

Consequentemente, para cadat € R,

lim dist(A:(t),A) =0.

e—0t

Demonstragcdo. A existéncia dos atratores pullback e global ji foi discutidas. Pelo Teorema [3.4.6, é

suficiente mostrar que
1. Vt e R,VK C X compactoel" > 0,

sup supd(S-(t,t — )z, L(T))x) =0 .

T€[0,T) zeK

UA

e€[0,¢]

€ compacto para cada t € R.

3. os atratores pullback sao limitados no passado, isto &,

U UA®)

e€0,€] s<t¢

€ limitado, para cada t € R.

Definimos L(t) : CZ., — CZ., como [L(t)y](0#) = S(t)1(0) associado ao problema ' = F(x)
e comparamos com a solugdo de y/(t) = F(y(t — p.(t))), ambos sujeitos a condi¢do inicial z; = 1,
[l < M.

Temos
%[:p(t) —y(t)] = F(z(t)) — F(y(t — p(1))).

Tomando o produto interno da equagdo acima por (z(t) — y(t)), segue

S le(t) =y = (%(fb‘(t) —y(t)), z(t) = y(t))
= (F(z(t)) = F(y(@)), z(t) —y(@)) + (F(y(t)) = Fy(t — pe(1))), x(t) — y(t))
< Lla(t) — y(0)* + Lly(t) — y(t — p=(t))]2(t) — y(?)]

Young

£ Lla(t) — yP + Zlylt) — ot — pe ()P + Flalt) (0
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Entao,

%\x(t) —y(O)]* < 3LJx(t) —y(0)* + LIy (0)]]pe(t)] < 3L|x(t) — y(t)| + LK,

onde 0 € [t — p.(t),t]. Aplicando a Desigualdade diferencial a desigualdade acima, obtemos

lz(t) — y(t)|* < LKete3
— C(e,t) =% 0.

Portanto, sup ||S(t + s, s) — L(t)Y|| oz, 2% () uniformemente para a condi¢@o inicial e o pri-

seR
meiro item se verifica.

Note agora que o raio do conjunto absorvente B obtido no Teorema depende apenas de « e
f3, isto €, é uniforme para todo ¢ € (0,&(]. Desta forma, para cada ¢ € (0, ], a familia de conjuntos
{Se(t,t — £9) B}ter € uma familia de compactos pullback absorventes.

Se denotarmos K. (t) = S.(t,t —e9)B e K = L(g¢) B, segue do que foi provado anteriormente que

e—=0t+

dist(K.(t), K) =% 0.

Logo, A.(t) =0 K , pois A.(t) C K.(t), uma vez que o atrator pullback é a familia minimal de

fechados que atrai.

: 0F <
Logo, dist(A.(t), K) = 0 e, com os mesmos argumentos usados na demonstracio do Teorema

7.1.1] segue que K é compacto.
Os itens 2 e 3 necessarios para garantir a semicontinuidade superior da familia de atratores pullback

seguem do fato de A.(t) N e , para todo ¢t € R.

Portanto, dist(A.(t),.A) =20 0 e a familia {A=(-)}ec(0,09) U {A} € semicontinua superiormente em

e=0. ]
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Apéndice A
Conceitos basicos sobre distribuicoes

Os resultados apresentados neste apéndice podem ser encontrados em Hounie, J. [8]], e em Teles, R.S.
[16].

A.1 Distribuicoes escalares
Sejam 2 um aberto do R" e x = (x1, 3, ..., z,,) € §2. Denotamos por C(£2) o conjunto

C(Q2) ={p:Q — C; pécontinua}.

n
Notacao multi indice: Seja o = (g, as, ..., ;) € N™ e denotemos || = Z a;. A derivada multi
i=1
indice de uma func¢do v € dada por
ooty
u = ,
0%1x10%x,...0% %,

(A.1)

quando a derivada da direita existe. O valor || é chamado de ordem do multi indice. Quando || = 0,

escrevemos Du = u.

Definicao A.1.1. Para cada k € N, definimos
CH(Q) = {p: Q = C; D% existe e é continua, ¥|a| < k}.

Além disso,

c>(Q) = (k)
keN
e escrevemos

CE(Q) = {p € C*(Q); ¢ tem suporte compacto em Q},

onde suppp = {z € Q;p(x) # 0}.
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Observacao: O conjunto CX’(2) é chamado de espago das fungdes teste, e seus elementos sdo as

fungdes teste.

Tratemos agora da convergéncia em CX’(€2) e da continuidade de funcionais lineares definidos em
C& ().

Defini¢io A.1.2. Dizemos que uma sequéncia (¢;) C C&¥(2) converge para p em CX(S2) se existe um
compacto K C Q tal que (¢;) C CX(K) e p; — ¢ em CF(K).

Observe que neste caso, D*p; — D®p uniformemente em K para todo c.

Definicdo A.1.3. Um funcional linear A : CX(Q2) — C ¢ continuo se, para todo K compacto em ),
existe M € N*, M = M(K),e C >0, C = C(K), tal que

AP <C Y sup{|D%(x)], z € K} Vi € CF(Q).

la<M

Definicdo A.1.4. Uma distribuigdo é um funcional linear continuo A : C¥(§2) — C. Denotamos por
D'(2) o espago das distribuicdes:

D'(Q2) ={A: CZ () — C| A é funcional linear continuo}.

Vamos considerar em D’((2) a topologia fraca *, o*((CX(€2))',C&(2)). Entdo A; — A em D'() se,
e somente se, (A, p) = (A, @), Vp € CF(Q).

Exemplo A.1.5. Seja xy € Q). A aplicacdo
0z : CH(Q2) —» C
© = (00, ) = p(z0)
é uma distribuigdo.
Exemplo A.1.6. (Distribuicées representadas por fungoes L} ,(2)): Seja f € L} ,o(Q). O funcional
Ap:C(Q) —»C
o [ F@yplaa
€ uma distribuicdo.

A aplicagdo f — Ay é injetora, 0 que permite concluir que Lj,(Q2) < D'(2). Porém, convém
ressaltar que ndo hd igualdade entre esses espacos, isto é, existe distribuicdo A € D'()) que ndo é da
forma A;.
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Queremos de certa forma estender um operador linear continuo 7" : C¥(€2) — C¥(£2) a um operador
linear continuo 1" : D'(Q) — D'(1).
Veja que C(€2) precisa estar identificado como subconjunto de D’(€2) para que faga sentido falarmos

em extensdo. O Exemplo ilustra como fazer isso, uma vez que C¥(Q) C L} - (9).
Suponhamos que exista um operador linear continuo 7% : C&(Q2) — C& () satisfazendo

(T, 0) = (0, T*p)
/ (Ty)p = / B(TXg) Vg € CH(Q).
Q Q

Estendemos 7" a aplicacdo T
T:D'(Q) = D(Q)
A= TA:CF(Q) = C,
onde (TA, ¢) = (A, TXp), VA € D'(Q) e p € CX(Q).

Nao € dificil verificar que 7' € linear e continuo.

Operador diferencia¢io D* : D'(Q) — D'(2): Como motivagio, sejam f,g € C4((a,b)). Inte-

grando por parte, obtemos

[ @ = [ r@to = 12 [ s

Consideremos o operador D : CZ(2) — CZ(2). Da integragdo por partes, D satisfaz

/ Do u(z)p(x) p)le / u(z de, Ve e CE(Q).
Q Q
Em notac¢do de produto interno,
<Daua 90> = (_1)\a|<u7 Da90> = <u7 <_1)|Q‘Da¢>'

Tome (D)X = (—1)I*ID. Podemos entio estender D a D’(2) como

Do :D'(Q) — D'(Q)

A= (DA, ) = (A, (=1)1" D).

Observacoes:

1. Para func¢des suficientemente regulares, as derivadas no sentido usual e as derivadas distribucionais

coincidem.
2. VA € D'(Q2) possui derivadas de todas as ordens.

3. Lioe = D'(Q) possuem derivadas distribucionais de todas as ordens, mas podem ndo ser de-

rivaveis no sentido usual ou no sentido de Sobolev.



128 A Conceitos basicos sobre distribuicoes

A.2 Distribuicoes vetoriais

Definicio A.2.1. Uma distribui¢do vetorial sobre [0,T] com valores em X, onde X é um espago de

Banach, é um operador linear continuo
A:CZ((0,7),R) — X.
Ao conjunto dessas distribui¢oes denotamos D'((0,T), X).

Dado qualquer u € L} (0, T, X), consideremos a distribui¢o vetorial

Ay C((0,T),R) = X
o (o, A) = / u(t)p(t)dt,

onde a integral anterior é calculada no sentido de Bochner em X . Nio é dificil notar que A,, € D’'((0,7"), X)

e a aplicagdo u — A, € injetora.
Proposi¢iao A.2.2. [7(0,7,X) C L} ,-(0,T,X) <= D'((0,T), X).

Definicao A.2.3. Suponhamos u,v € LP(0,T, X), onde X é um espaco de Banach. Dizemos que v é a
derivada de u no sentido D'(0,T, E) se

/o u(t)Opp(t)dt = —/0 v(t)p(t)dt, Ve e CF((0,T),R).

A integral é tomada em E e denotamos v = Ou.



Apéndice B
Alguns resultados de Topologia

Os resultados apresentados neste apéndice podem ser encontrados em Munkres, J [[12].

Definicao B.0.4. Uma colecdo O de subconjuntos abertos de um espago topolégico (X, 1) é uma base

para a topologia T se cada aberto de (X, T) pode ser escrito como unido dos elementos de O.
Teorema B.0.5. O é uma base para a topologia (X, T) se

1. Vx € X, existe G € O tal que x € G.

2. Sex € Gy NGy, com Gy,Gy € O, existe G3 € O tal que x € G3 C G1 N Ga.

Defini¢ao B.0.6. Um espaco topolégico (X, 1) satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade (ou é E,)
se ele possui uma base enumerdvel para a topologia.

Teorema B.0.7. Se (X, 7) é Es, entdo (X, T) é separdvel, isto é, (X, T) possui um subconjunto denso e

enumerdvel em X.

Teorema B.0.8. Seja (X, 7) um espago topolégico Es. Entdo toda cobertura por abertos de um conjunto

M C X admite subcobertura enumerdvel.

Definicao B.0.9. Dizemos que uma sequéncia {x,} converge a x em um espago topolégico (X, 1) se

para toda vizinhanga YV de x, existe ng = ng(W) tal que x,, € W, ¥n > ny,.

Em um espaco métrico X, v € M C X <> existe uma sequéncia {z,} C M que converge a x. Em

espagos topoldgicos gerais, essa propriedade ndo é necessariamente verdadeira.

Definicao B.0.10. Um espaco topoldgico X é Fréchet-Urysohn se para cada x € M, M C X, existe
sequéncia {x,} C M tal que x,, — x em (X, T).

Teorema B.0.11. Seja (X, 7) um espaco topolégico Fréchet-Urysohn. Uma fungéo f : (X, 7) — (Y, 0)
é continuaem xy € X < YV, » xem (X,7), f(x,) = f(xg) em (Y,0).
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Defini¢ao B.0.12. Dizemos que um espago topolégico (X, 1) é Hausdorff se dados quaisquer x,y € X,

existem vizinhangas V,, V, de x e y, respectivamente, tais que
€V, yeV,eV,NV,=10.

Teorema B.0.13. Se (X, 7) é Hausdorff e Es, entdo um conjunto K C X é compacto se, e somente se,

K é sequencialmente compacto.



Apéndice C
Atratores em espacos de Hausdorff

Seja X um conjunto e consideremos em X uma topologia 7 e uma métrica u, que geram 0s espagos
topoldgico e métrico 7 = (X, 7) e M = (X, ), sendo que a topologia gerada por x pode néo coincidir
com 7.

No que faremos, {S(¢) }+>0 € um semigrupo em 7, isto &,
S(t): (X, 1) = (X, 7).
Notacdo: B(M) = {B C X; B é limitado na métrica y}.

Defini¢do C.0.14. Dizemos que um conjunto P C X é um conjunto (M, T )-atrator de limitados se,
paratodo B € B(M),
S(t)B — P na topologia T, quando t — oc.

Definicao C.0.15. Dizemos que um conjunto U C X é o (M, T )-atrator do semigrupo {S(t)} se:
1. U é um compacto na topologia T e limitado na métrica yu.
2. S(HU = U, it > 0.
3. U é o minimal compacto em (X, 1) que (M, T)-atrai limitados.

Definicao C.0.16. Dizemos que uma curva v : R — X ¢é uma trajetéria completa para o semigrupo

{S(t)} se
St)y(S)=~(s+1t), Vse R, t > 0.

Dizemos a trajetdria é completa e limitada se o conjunto B, = {7(s); s € R} é limitado em M, isto

é, B, € BM).

Definicao C.0.17. O nicleo K do semigrupo {S(t)} € a unido de todas as trajetérias completas e limi-

tadas (em M). A secdo do nicleo em t é dada por
K(t) = {~(t); v € K}
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O teorema a seguir pode ser encontrado em [4], p. 218, Teorema 3.1.

Teorema C.0.18. Suponhamos que {S(t)} seja um semigrupo continuo atuando em um espago de Haus-
dorff T = (X, 7).

Suponhamos ainda que exista um subconjunto K C X, compacto na topologia T e limitado em M,
(M, T)-atrator de limitados.

Entdo {S(t)} possui (M, T )-atrator A C K.

Além do mais,

A = K(0),

onde K é o niicleo do semigrupo {S(t)}.
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