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Resumo

Neste trabalho, vamos apresentar uma importante ferramenta da andlise nao
linear, que tem grande aplicabilidade em equacoes diferenciais parciais: a teoria do
grau topoldégico. Construiremos o grau topologico em dimensoes finita e infinita e
apresentaremos suas principais propriedades. Através dessa teoria, vamos provar a
existéncia de solugoes de dois problemas elipticos nao lineares com condicao de fronteira
de Dirichlet, os quais foram estudados em [§]. Para que a técnica do grau topoldgico
torne-se aplicavel a tais problemas, sera de grande importancia a obtencao de estimativas
a priori para as possiveis solugoes destes problemas. Para tanto, usaremos desigualdades

do tipo Hardy-Sobolev.



Abstract

In this work, we will show an important tool of nonlinear analysis, which has great
applicability in partial differential equations: the topological degree theory. We will
construct the topological degree in finite and infinite dimensions and show its main
properties. Through this theory we will prove existence of solutions for two nonlinear
elliptic problems with Dirichlet’s boundary conditions, which were studied in [8]. To
make topological degree be applicable to such problems, it will be of great importance
obtain a-priori estimatives for possible solutions of these problems. To this end, we’ll use

inequalities of Hardy-Sobolev’s type.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao de mestrado é construir a teoria do grau topolégico em
dimensao finita e infinita e apresentar uma aplicacao dessa teoria no estudo de equagoes
diferenciais parciais. Para a construcao do grau, vamos utilizar como referéncia principal
[14] e para a aplicagao, utilizaremos [§].

Essencialmente, a teoria do grau topoldgico é uma técnica que nos oferece informacoes
sobre a existéncia de solugoes de equagoes da forma ¢(x) = y, em que ¢ : X — X é
uma aplicacao dada, X é um espaco vetorial normado e y € X é um ponto dado. E as
solucoes sao procuradas em um conjunto D C X. A partir destes trés objetos, isto é, a
aplicagao ¢, o conjunto D e o ponto y, podemos formar ternas do tipo (¢, D, y) e estudar
o comportamento dessas ternas. O grau topologico é uma fungao que associa a cada terna
(¢, D,y) um nimero inteiro e, em geral, é denotada por deg. Para construirmos o grau
topoldgico, tanto em dimensao finita, quanto em dimensao infinita, vamos precisar impor
que D seja um conjunto aberto, limitado e que y ¢ ¢(9D). Isso ficard claro, no decorrer

do texto, quando apresentarmos os detalhes da construcao do grau.

Vamos apresentar uma série de propriedades do grau topoldgico, entre elas a
propriedade de existéncia de solugdo, a qual nos diz que se deg(¢, D,y) # 0, entao a
equagdo ¢(x) = y possui solucdo em D. Outra propriedade, ndo menos importante, é
a propriedade de invariancia homotopica, que nos permite, através de uma deformacao
continua, transferir informagoes de aplicagoes cujo grau é conhecido para aplicagoes cujo

grau ¢ desconhecido.

A partir das informagoes acima, podemos notar que a teoria do grau topoldgico pode
ser uma importante ferramenta para constatarmos a existéncia de solugoes, por exemplo,
de equacoes diferenciais parciais. Transformando o problema de encontrar solugoes de
uma equacao diferencial parcial para o problema de encontrar ponto fixo de um operador
T, teremos pela propriedade de existéncia de solugoes que basta provar que deg(I—T, D, 0)

é nao nulo.

Por meio dessa estratégia, podemos estudar, por exemplo, a existéncia de solugoes de

equagoes elipticas nao lineares da forma

{—Au = g(x,u), em Q, )

u = 0, sobre 0f2.

Problemas desse tipo podem ser classificados de acordo com o comportamento de @,
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no infinito. Mais precisamente, considerando

g'(F00) = lim M a = min{g'(—c0), ¢'(+00)} e b= max{g'(—0), ¢ (+00)},
podemos classificar o problema (1)) como nao ressonante, quando o(—A)N[a, b] = 0 e como
ressonante, quando o(—A) N [a,b] # 0, sendo o(—A) o espectro do operador Laplaciano
em H}(Q).

Em particular, o caso em que vamos tratar neste trabalho é quando:
(i) g(x,0) # 0 (a solugao é nao trivial);
(ii) o problema é ressonante;
(iii) o problema é superlinear, isto é, quando b = occ.

Mais especificamente, vamos estudar a existéncia de solugoes do seguinte problema
eliptico ressonante superlinear:

Problema 1:

—Au = Mu+ (uh)P+ f(z), emQ,
u = 0, sobre 0f2,

sendo )\; o primeiro autovalor do (—A, H}(€2)). Neste problema, vamos assumir que
Q Cc RY, N > 3, ¢ um dominio suave e limitado, que 1 < p < % e que f € L"(Q2), para
algum r > N, satisfaz fQ fe1dr < 0, sendo p; a autofuncao associada a ;.
Também, vamos estudar a existéncia de solugoes de um sistema de equagoes elipticas,

com caracteristicas semelhantes:
Problema 2:

—Au = Mu+ (vhP+ f(x), em Q,

—Av = Mou+ (u)?+g(x), em Q,

u = v=0_0, sobre 0f2.

Neste problema, assumimos que 2 C R, N > 3, 6 um dominio suave e limitado, p,q > 1

satisfazem
1 N-1 1 N -1

>
p+1+N—|—1q+1 N+1’
1 N—-1 1 N -1

+ >
g+1 N+1p+1~ N+1

e que f,g € L"(Q), para algum r > N, séo tais que [, fo1dz, [, gp1dz <0.
Por teoria de regularidade para equacoes elipticas, qualquer solucao do Problema 1,

pertence a C}(Q2). Tendo isso em vista, vamos associar ao Problema 1, um operador
Ty : CHQ) — CL(Q), definido por
Ty(u) = (=8) " (Mu+ (")’ + f).

Dessa forma, encontrar solugao para o Problema 1, equivale a encontrar ponto fixo para
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o operador Ty. Com essa formulacao, devido a propriedade de existéncia de solugao, ¢
suficiente mostrar que deg(l — Ty, D,0) # 0, para algum conjunto D a ser determinado.

Como ja mencionamos, uma das condicoes basicas que D deve satisfazer, para
que o grau esteja bem definido, é ser um conjunto aberto, limitado, de modo que
0 ¢ (I —Tf)(0D). Neste sentido, é de extrema importancia obtermos estimativas a
priori, na norma de C¢ (), para as possiveis solugoes do Problema 1, pois tais estimativas
garantem, por exemplo, que todas as possiveis solucoes do Problema 1, estao contidas
em uma bola aberta Bog @)(0, R), para R > 0 suficientemente grande, garantindo dessa
forma que deg(I — T, Beyg)(0, R), 0) estd bem definido. Tais estimativas também serao
importantes para assegurar que se |f|l, ¢ “pequena”, entdo a norma das solugbes do
Problema 1 também sdo “pequenas” em C¢ (), sendo que esse fato sers fortemente usado
na prova de que deg(I — T¥, Bcol@((), R),0) # 0.

Uma formulacao de ponto fixo, analoga a formulagao feita para o Problema 1, pode
ser feita para o Problema 2, de modo que a teoria do grau torne-se aplicavel também para
o Problema 2.

No capitulo 1 deste trabalho, faremos a construgao do grau topolégico em dimensao
finita que, neste caso, é também chamado grau topolégico de Brouwer. Um resultado
contendo varias propriedades do grau de Brouwer sera enunciado e demonstrado. Neste
capitulo, introduziremos a nocao de indice de uma solucao isolada, em dimensao finita,
que pode ser uma excelente ferramenta para o célculo do grau de Brouwer.

No capitulo 2, vamos construir a teoria do grau topoldgico em espacos de Banach de
dimensao infinita, também conhecida por teoria do grau topolégico de Leray-Schauder.
A maior parte das propriedades do grau de Brouwer, apresentadas no capitulo 1, serao
generalizadas para o grau de Leray-Schauder. Ainda, neste capitulo, introduziremos a
nocao de indice de uma solucao isolada, em dimensao infinita. A relagdo do indice em
dimensao infinita com o grau de Leray-Schauder, facilitara a aplicacao da teoria do grau
topoldgico nos problemas 1 e 2.

No capitulo 3, vamos estudar a existéncia de solugoes do Problema 1, fazendo uso da
teoria do grau de Leray-Schauder. Todo o trabalho a ser desenvolvido nesse capitulo tera
como finalidade garantir que deg(/ — 17, Bog @(O, R),0) # 0, para R > 0 suficientemente
grande. Nesse percurso, estimativas a priori serao obtidas, através de desigualdades do
tipo Hardy-Sobolev.

No capitulo 4, vamos estudar a existéncia de solucoes para o Problema 2, também
utilizando o grau de Leray-Schauder. A estratégia para aplicar a teoria do grau, neste
capitulo, é a mesma que utilizamos no capitulo 3, porém a obtencao das estimativas a
priori, neste caso, ¢ um pouco mais “trabalhosa”.

E importante ressaltar que as aplicagoes do grau topoldgico que vamos apresentar,
sao concernentes apenas ao grau de Leray-Schauder e nao ao grau de Brouwer. Porém,
pelo fato de que o grau de Leray-Schauder é construido a partir do grau de Brouwer,

apresentaremos também os detalhes da construgao do grau de Brouwer.



Capitulo

1

Grau topologico de Brouwer

Neste capitulo, vamos construir a teoria do grau topolégico em dimensao finita,
conhecida como teoria do grau topoldgico de Brouwer. A construgao sera realizada
primeiramente em RY, depois serd generalizada para espacos vetoriais reais normados
de dimensao finita, através de isomorfismos.

Para que possamos definir o grau de Brouwer, precisamos impor algumas restri¢oes
sobre as ternas (¢, D,y), mencionadas na introducao deste trabalho. Por isso, vamos

destacar a seguinte definicao.

Definicao 1.1. Seja D C RY um conjunto aberto e limitado. Se ¢ € C(D,RY) e
y € RN\ ¢(0D), entdo (¢, D,y) é uma terna admissivel para o grau topolégico de Brouwer.

A construgao do grau de Brouwer de ternas admissiveis (¢, D,y) serd concebida em
trés etapas. Primeiro, vamos assumir que ¢ é de classe C' e que y é valor regular de ¢
(ver Definigao . Em seguida, ainda assumindo que ¢ é de classe C!, a definicao sera
generalizada, permitindo que y seja valor critico de ¢. Por tltimo, vamos definir o grau

de uma terna admissivel (¢, D, y), assumindo que ¢ é apenas continua.

1.1 Construcao do grau para aplicacoes de classe C'* e para valores

regulares

Esta sec@o serd dedicada a defini¢ao do grau de Brouwer de uma terna (¢, D, y), sendo
¢ uma aplicacao de classe C! e y um valor regular de ¢. Algumas propriedades do grau,
neste caso especial, também serao apresentadas.

O seguinte lema embasard a nossa primeira definicao do grau de Brouwer.

Lema 1.2. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € C*(D,RY). Sey € valor regular
de ¢, entio ¢~ *(y) N D € um conjunto finito.

Demonstragao:  Suponha que ¢~ '(y) N D # (. Desde que y é valor regular de ¢,
¢~ (y) N D contém apenas pontos regulares, isto é, ¢'(z) é sobrejetor e, portanto, um
isomorfismo em RY, para todo z € ¢~ 1(y) N D.

Pelo Teorema da Aplicagao Inversa (confira Teorema , para cada x € ¢~ (y) N D,

existe uma vizinhanga V, de x tal que ¢ é um difeomorfismo de V, em ¢(V,), assim,

13
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(0" y) N D)NV, = {x}. Logo ¢~'(y) N D é discreto. Vejamos que, na verdade, tal
conjunto é finito.

Suponhamos que ¢~'(y) N D é infinito. Como D é compacto e ¢~'(y) N D C D,
temos que ¢ !(y) N D tem ponto de acumulagio xo € D. Desde que ¢ é continua,
¢~ *(y) é fechado. Agora, como zy € ¢~L(y) N D C ¢p=(y) N D = ¢~ (y) N D, segue que
é(xo) =y. Como y ¢ ¢p(0D), xo deve pertencer a D. Desta forma, encontramos um ponto

To € ¢~ (y) N D que nao é isolado, gerando assim uma contradi¢ao. Logo, ¢~!(y) N D é
um conjunto finito. O
Agora, vamos & definicao do grau no caso especifico em que ¢ é de classe C e y ¢é

valor regular de ¢.

Definicao 1.3. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel tal que ¢ € C'(D,R") e y é um valor

regular de ¢. Definimos o grau de Brouwer da terna (¢, D, y) por

degp(d, D,y) = > sgn(Jy()),

z€¢~(y)ND

em que sgn(Jy(z)) é o sinal do determinante da matriz jacobiana de ¢ no ponto z. Se
¢~(y) N D = 0, definimos degg(¢, D,y) = 0.

Observacao 1.4. Observe que a soma, na Definicao [1.3| estda bem definida, pois o Lema
m garante que ¢~ (y) N D é um conjunto finito.

A funcao que acabamos de definir, possui algumas propriedades, que serao importantes

para prosseguirmos a nossa construcao.
Proposicao 1.5. As sequintes propriedades sao vdlidas:

(i) Sejam I : RY — RY q aplicagdo identidade do RN e D um subconjunto aberto e
limitado de RY, entdo
degB([7Day) = 17 vy € D;

(ii) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € CY(D,RN) e y valor regular de ¢.

Entao (¢ —y, D,0) é uma terna admissivel, 0 € valor reqular de ¢ —y e
deg3(¢7 D7 y) - degB(gb - Y, Da O)a

(iii) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € C*(D,RY) ey valor reqular de ¢. Se
K C D € um conjunto compacto tal que y ¢ ¢(K), entdo

degp(¢, D,y) = degg(¢, D\ K, y).

Demonstragao:

(i) Paracaday € D, I"'(y) = {y}. Portanto, deggz(I, D,y) = sgn(J;(y)) = sgn(1) = 1.
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(ii) Se ¥ = ¢ — y, entdo ¢(r) = y se, e somente se, Y(x) = 0 e para todo = € D,
¢'(z) = ' (x). Assim ¢~ !(y) = 1 71(0) e, por definicao,

degp(o, D,y) = Y. sen(Jo(x))

z€¢~1(y)ND

= > sen(Jy())

z€y—1(0)ND
= degg(y, D,0)
= degB(¢_yaD70)

(iii) Desde que y ¢ ¢(K), temos que ¢~*(y) N D = ¢ (y) N (D \ K). Assim

degp(d, D,y) = Y sgn(Je(x))

z€p~1(y)ND

= Y. sen(ds(@)

€4~ (y)N(D\K)

= degB((va \ K7 y)

O

1.2 Construcao do grau para aplicacoes de classe C'! e para valores

criticos

Nesta etapa do texto, vamos construir resultados que permitem a generalizacao da
definicao do grau de Brouwer para ternas admissiveis (¢, D,y) com ¢ ainda de classe C*,

mas com y valor critico de ¢.

Proposicao 1.6. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € C'(D,RN) e y wvalor
reqular de ¢. Entdo existe 6 > 0 tal que se » € CY(D,RY) e ||¢p —1||cr < 0, tem-se que

(¥, D,y) € uma terna admissivel, y é um valor regular de v e

degp(¢, D,y) = degp(, D, y).

Demonstracao: Pelo Lema , sabemos que ¢~!(y) N D é finito. Tendo isso em vista,
vamos separar a demonstracao em casos.
Caso 1: ¢~(y)N D = 0.

Neste caso, tome d = 2p(y,¢(D)) > 0, entdo para toda 1» € C'(D,RY) tal que
¢ — Y|l < 6, temos que |p(z) — ¥(2)|e < & < p(y, ¢(x)), para todo x € D. Assim
V() # y, paratodo x € D, isto é, ¥~ (y)ND = ). Logo (¥, D,y) é uma terna admissivel,

y € um valor regular de ¢ e

degB(¢7 D’y) =0= deg3(¢7 D7y)
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Caso 2: ¢~ (y) N D = {ay, ..., ax}.
Mostraremos que existem R,§ > 0 tais que para toda ¢ € C*(D,RY), satisfazendo
|p—1|lor < 6, tem-se que ¢ (y)NB,(a;, R) contém apenas um elemento, parai = 1,..., k.

Com efeito, denote por Z4 o conjunto dos pontos criticos de ¢ e fixe Ry > 0 tal que

R0<min{w;1§i,j§k,i7ﬁj}

p(a;, 0D U Zy)
3

Observe que p(a;, 0D U Z,) > 0, i = 1,...,k, pois D e Z; = del(O) sao fechados e
a; ¢ (0DUZy),i=1,..,k.

Sejam

R0<min{ ;1§i§k}.

B(R) = B,(a1, R) U ... U B,(ax, R)

c=min{|Jy(a;)]; i =1,....k}.

Como a; é ponto regular de ¢, temos que ¢ > 0. Desde que J, ¢ continua em De
|Js(a;)] > 2c,i=1,...k , existe 0 < Ry < Ry tal que

()| > gc, Vx € B(R)). (1.1)

Uma vez que a funcao determinante é continua no espaco das tranformacoes lineares
de RN em R, denotado por L(RY), existe d; > 0 tal que |det T — det L| < %¢, sempre
que ||T' — Ll gwny < 01. Agora, se |[¢ — 9|1 < 01, temos

¢/ (z) — ' (@)|l ey < (@) = V(2)|oo + |0/ () — &' (@) crr)
< g =Ylloo + 19" = ¥l
= |l¢ —t|ler <1, Vx €D,

Consequentemente,
1
sup | Jy(x) — Jy ()| = sup | det ¢'(x) — det ()] < 3¢, (1.2)
z€D z€D 3

sempre que || — ¥||c1 < 0.

Ainda, assumindo que ||¢ — [|c1 < 01, tem-se
1
[ Jula)] = |y(2)| > ~3e, Vo € B(Ry),

logo
(@) > [o(@)] — 2e > 2e— 2o = Lo va e B(Ry)
el = 10 3"=3 3 3" b
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Portanto 1
mf |Jw( )| > 3© (1.3)

z€B(R

garantindo que ¢/(z) é invertivel, para todo z € B(R;).

Agora, fixado ¢ = 1, ..., k, nosso objetivo é resolver a equacdo ¢ (z) =y em B,(a;, Ry).

Para simplificar a notacao, ponha

a=a; h=d(a)—v(@), V=>"()"

Definimos 7', S : B,(0, Ry) — R por

T(z):=v(a+2)—Y(a) —Y'(a).z, S(z):=V(h—T(2)).

Note que

Yla+z) =y, z € B,(0,Ry)

=
IS

+
&

= ¢(a), z € B,(0, Ry)
d(a) — ¥(a) —¢'(a).z, z € B,(0, Ry)
w’(a) z, z € B,(0, Ry)
T(z), z € B,(0, Ry)
( ), z € B,(0, Ry)
z € B,(0,Ry),

=

I
S~— S~—
[
b‘

~
o

KRR R R T
N
IIE\

N
S
N
N—
| |

donde concluimos que a equacao t(x) = y tem unica solucdo em B,(a;, Ry) se, e somente

se, S tem tnico ponto fixo em B,(0, Ry).

Afirmagio 1: A equacdo S(z) = z admite tnica solu¢do em B,(0, R), para algum
0 < R < Ry, quando [|¢ — ¢||cr < 6, para algum 0 < § < d;.

De fato, mostraremos que S é uma contracao na bola fechada Ep(O, R). Para tanto,

vamos estimar a componente (7'(z) — T'(w)),;, para z,w € B,(0, R).
(T'(z) =T(w)) = thla+z)—di(a) = (¥ (a).2) — ia+w) + i(a) + (' (a).w)
= dila+2) = dia+w) — (¥(a).(z —w))
_ /0 d%wlm 402+ (1= 0)w) db — ((a). (= — w))s.
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Se denotarmos & = a + 0z + (1 — 6)w, obtemos

(1) - T = /w £) - 5 (e5) df — Zgjfj — )
B / awl wj)dg_/o ;gif( a)(z; — w;) df
-/ Z( ) {g—g@-g—w @
_ i( — ) [ [54e0 - S0 + S0 - o+

I¢1 O
+ou (@ = 5, (@ )] db.

Assim, temos

0 0
masx |(T(:) - Tw)| < 15%\% il { [ |5 @) - S e ao+
Oy Oy 0Py 0Py
+/0 200 - S| o+ [ |50 - S| a0}

' 9y olo)

Gt )~ 5ok(o)| o

IN

S {/ 2016 — pllrdd +
O O
< Nl|z —w|s(26 + ¢(R)),

em que € : [0, R;] — R é definido como

¢(R) = sup { /0

Portanto

[ oo
o1, () — a—%( a)

dG;z,wEFP(O,R),i,jzl,...,N}.

IT(2) — T(w)]oo < N|2z — w|e (26 + €(R)).

Vejamos que limg o €(R) = 0. De fato, dado n > 0, desde que % ¢ uniformemente
J

continua em [0, 1], existe d;; > 0 tal que se z,w € B,(0,d;;), entao

Tome §, = min{d;;;1 <1, j < N}. Dessa forma, se R < ds, entao

o

Logo €(R) < n, sempre que R < dy. Isso prova que limg .o €(R) = 0.

Py
Oz,

99y

5o (e~ 5

<.

—(a )'d@ z,w€ B (O,R),i,jzl,...,N}g

N3
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Portanto,
15(2) = S(w)lee = |[V(h=T(2)) = V(h—T(w))|s
= [V(T'(2)) = V(T(w))]
< Vlle@myT(2) — T(w)]oo
< Nz = wloo| |Vl 2y (20 + €(R))
e, também

IN

15(2) |00 [5(0)]oo + [5(2) = 5(0)]oo

< WVl z@vylhloo +15(2) = S(0)]co-
Uma vez que limg o €(R) = 0, podemos tomar R < R; tal que
1
Ne(RIV cm < .
Defina [(R) = min{|¢(7) — y|eo; # € D\ B(R)}. Tome 0 < § < §; tal que

e 5<1iR).

R
SV cmmy < 5 2NG||V | vy < 5

|~

Assuma que ||¢p — 1||c1 < § e observe que, neste caso, |hl, < d. Assim, se |z]o < R,

entao
19(2)le < IVl @™y |hloo + N|zlool| V[ vy (20 + €(R))
< O|Vlg@yy + NG|V z@ny) R+ RNe(R) ||V || £y
< B RERE
- 6 6 6 2 '
Além disso,
19(2) = S(W)|oe < Nz = wl|ool| VI £mn) (26 + €(R))
<z = Wl (N |V 2@yy20 + NV || zwvye(R))
2 — ool + 3)
= |z — o= _
Wleellg T 6

1 —
5]2 — Wle, V2z,w e B,(0,R).

Portanto S : B,(0,R) — B,(0,R) é uma contragdo. Pelo Teorema do Ponto Fixo
de Banach (confira Teorma , segue que S possui Unico ponto fixo em Ep(O, R). Isso
conclui a prova da afirmacao 1.

Afirmagao 2: v~ (y) N D C B(R).
De fato, se existisse z € D \ B(R) tal que ¢(z) = y, como ||¢ — ¢||cr < §, terfamos
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que
0(2) = (@)oo = |9(2) = Yloo 2 U(R) =20 > |¢(x) — (7)o,
que seria um absurdo. Portanto vale a afirmagao 2.

Podemos supor entao que ¢! (y) N D = {by,...,by} com b; € B,(a;,R), i =1... k.
Usando a afirmacao 2 e o fato de que B(R) N 9D = (), concluimos que y ¢ 1(9D). Logo
(¢, D,y) é uma terna admissivel e pela desigualdade ([1.3), y é um valor regular de 1.

Pela Defini¢ao [1.3] temos que

M:r

degg (o, D,y) sgn(Jy(a;)) (1.4)
=1
e
degg (1, D, y) ngn Jy (b (1.5)
Para cada i = 1,...,k, J, é continua e ndo se anula em B,(a;, R). Assim, J, nao

muda de sinal em B,(a;, R). Portanto sgn(Jy(a;)) = sgn(Js(b;)), i =1,.... k.

Finalmente, vejamos que sgn(Js(b;)) = sgn(Jy(b;)). De fato, se para algum ¢, tivermos
sgn(Jy(b;)) # sgn(JMb)), , entao |Ju(b;) — Jyu(bi)| = [Ju(bi)] + [Jy(b;)]. Usando as
desigualdades (1.1} e (1.3), segue que

c=2c+1csu¢<bi>r+u¢<bi>r=u¢<b> Jo(by)| <

c
3 3 3’

donde temos um absurdo.

Das igualdades (|1.4]) e (|1.5)), deduzimos que

degp(¢, D,y) = degp(, D, y).

O

Queremos apresentar uma caracterizacao do grau de Brouwer de uma terna (¢, D, y),

quando ¢ é de classe C! e y é valor regular de ¢. Para tanto, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.7. Sejam f € CHRY), K =supp f e D CRY aberto. Seja~:[0,1] — RY uma
curva tal que
A={k+~(s); ke K,se[0,1]} C D. (1.6)

Entao eziste v € CH(D,RY) tal que
div v(z) = f(z = ~(0)) = f(z —~(1)). (1.7)

Demonstragao: Vamos provar o lema em duas etapas, primeiro faremos a prova para

um caso particular, depois faremos o caso geral, usando o caso particular.
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Caso 1: Suponhamos que v(s) = sZ, para algum 7 € R e consideremos
1
Flz) = / Fo—08)d0 e o(z)=3F().
0

Por hipétese, f € C'(D), assim F € C'(D) e, portanto, v é de classe C*.
Afirmagdo 1: supp(F) C A CC D.

De fato, se x € RY é tal que F(x) # 0, entao existe 6 € [0, 1] tal que f(z — 67) # 0.
Assim 2 — 07 € K e, portanto, © € K + 62 C A. Dessa forma supp F C A = A, o que
prova a afirmacao 1.

Pelo fato de v ser de classe C! e pela afirmacao 1, segue que v € C}(D,RY). Mais

ainda,

divo(z) = Zg;:(x)

1d R
= —/0 @f(x—H:U)dH
= flz—-0)— flz—7)
= flz=~(0)) = f(z —~(1)).

Caso 2: Para o caso geral, suponha que v é uma curva satisfazendo ((1.6)) e considere R

a relagao definida em [0, 1] por
tRs < Jv € CHD,RY); divo(z) = flz —(s)) — f(z —y(t)).

Afirmagdo 2: R é uma relagao de equivaléncia em [0,1].
a) tRt, pois 0 € CHD,RY) e 0 =div0 = f(x—~(t))— f(z—~(t)). Portanto R ¢é reflexiva.
b) Se tRs, entdo existe v € CH(D,RY) tal que

dive(r) = fla—(s) — Fla— (D).
Assim, —v € C}(D,RY) e
div(—v(z)) = —dive(z) = f(z — (1)) — fz —(s)),

logo sRt e R é simétrica.
c) Se tRs e sRs', entdo existem v,w € C}(D,RY), tais que

divo(z) = f(x —v(s)) — flx — (1))
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divw(z) = f(z = y(s) = f(z —(s)).

Assim v +w € CH(D,RY) e vale a igualdade

div(v +w)(z) = f(z —(s)) — f(z —(¢)),

garantindo que tRs’, logo R é transitiva.

Por a), b) e ¢) concluimos que R é uma relagao de equivaléncia em [0, 1] e, portanto,
R define uma parti¢ao de [0, 1].
Afirmagao 3: Cada classe de equivaléncia definida por R é um aberto de [0, 1].

De fato, seja s € [0, 1] e seja C; a classe de equivaléncia de s. Mostraremos que Cy é
um aberto de [0, 1], isto é, veremos que existe € > 0 tal que {t € [0,1]; |t — s| < e} C Cs.

Sejam x; = y(t) — v(s), t € [0,1] e fs(x) = f(z — v(s)). Observe que se fs(z) # 0,
entdo x — y(s) € K, assim x € K +v(s) C A. Portanto K, :=suppf, C A= A C D.
Logo K, N D¢ = ().

Defina = $p(K,, D) > 0. Pela continuidade de v, existe € > 0 tal que |z]e < 7,

sempre que |t — s| < €. Fixe t tal que |t — s| < € e ponha
Ag ={k+0x;k € K, 0 € [0,1]}.

Vamos verificar que A; C D. De fato, se para algum 6 € [0, 1] e para algum k € Kj,
tivermos que © = k + 0z, € D¢, entdo |x — k|o = 0]2¢|oo < On < 1m, consequentemente,
p(k, D) < |z — k| < n = 1p(K,, D), que é uma contradi¢ao. Logo A; C D.

Agora, usando o caso 1, existe v € C1(D,RY) tal que

divo(z) = fulw) = fule —a0) = flz —(s)) — flz —~(1)).

Logo tRs, isto é, t € C§, donde concluimos que Cy é aberto em [0,1]. Isso prova a
afirmagao 3.

Uma vez que [0,1] é conexo, sua tUnica cisdo ¢ a trivial e, como cada classe de
equivaléncia definida por R ¢ um aberto de [0, 1] (R particiona [0, 1] em conjuntos abertos
nao vazios), segue que a unica classe de equivaléncia deve ser o préprio [0, 1]. Logo O0R1
e o lema esta provado.

O

Vamos apresentar agora uma importante caracterizacao da teoria do grau de Brouwer.

Proposicao 1.8. Seja (¢, D, y) uma terna admissivel com ¢ € C(D,RY), y valor reqular
de ¢ e considere f. € CH(RY) tal que Jan fe(@)dz =1 e supp fe C B,(0,¢€) (ver Coroldrio

[A.9). Entao existe e(y) tal que

deg (9, D,y) = /D F(6(x) — y)Jg(x) d, ¥ O < € < €(y).
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Demonstragao: Desde que y é valor regular de ¢, usando o Lema [1.2] podemos supor
que ¢~ (y) N D =0oup ' (y)ND = {a,...,a}.
Caso 1: ¢~ (y)N D = 0.

Pela Definicao , degg(é, D,y) = 0. Tome €(y) := p(y,#(D)) > 0, dessa forma,
temos que |¢(z) — y|oo > €(y) > €, para todo x € D e para todo 0 < ¢ < €(y). Portanto
fo(é(x) —y) =0, para todo x € D e assim

/D £(6(x) — ) Jo(w) d = 0 = deg (6, D, y).

Caso 2: ¢~ (y) N D = {ay,...,ax}.

Tome R > 0 tal que B,(a;,R) C D, i =1,...,k, B,(a;, R) N B,(a;,R) =0, i # j
e Js(z) # 0, para todo z € U¥_, B,(a;, R) (pois Jy é continua). Dessa forma, Jy(z) nao
muda de sinal em B,(a;, R),i=1...k.

Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existe 0 < R; < R tal que

¢|Bp(aiyR1): Bp(aia Rl) — ¢<Bp(az‘7 Rl))

é um difeomorfismo, para cada i = 1,...,k. Assim V = Nf_ ¢(B,(a;, R1)) é aberto

contendo y e, portanto, existe ¢; > 0 tal que

B,(y.e1) CV C ¢(By(a, R)), Vi=1,... k. (1.8)

Afirmagio: Existe €3 > 0 tal que |¢(z) — y|oo < €2, © € D, implica que x € U, B,(a;, R).

De fato, uma vez que D\UY_, B,(a;, R) é um compacto, ¢(D\U~_, B,(a;, R)) é também
compacto, como y ¢ ¢(D \ UF_| B,(a;, R)), podemos tomar

2 = 5ply, (D \ UL, By(ai, 7)) > 0.

Dessa forma, |¢(z) — ylew < €, x € D, implica que z € U¥  B,(a;, R), pois, se
z € D\ UYL, B(a;, R), temos

26 = p(y, o(D \ ULy B,(ai, R))) < [(2) =yl < €2,

que é uma contradicao. Portanto vale a afirmacao.

Agora, considere € < min{ey, e2}. Usando a afirmagao anterior e a inclusao (|1.8)),

respectivamente, podemos concluir que

{2 € D;16(2) — yloo < €} = (U, By(ar, R)) N6~ (By(y, ) = B (19)

Qb(Bp(ai’ R)) N Bp(% 6) = Bp(% 5)- (1-10)
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Por fim,

| 16w = nauwde = / . |<fe(¢( 2) = y)|Jolx) sgn(Jo(x)) do
_ / J(6(w) — )| Jo(@)| sgn(Ju(a)) da (1.11)

/ £(6() — )| o) | sen(Jy(a:)) da
By(a;,R)N$~ (B, (y,¢))

i=1

— ngn(J¢(a¢))/ fz—y)dz (1.12)

?(Bp(ai, R))NBy(ys€)

= ngn<J¢(az’>)/ felz —y)dz (1.13)

Bp(y.€)

k
= sl [ fie)d:

BP(Ore)

= ZSgH<J¢<CZi>> = degB((b; D>y)

Observe que em (1.1 usamos (1.9), em (1.12) usamos mudanca de varidveis e em

(1.13]) usamos (|1.10). O

A préxima proposicao sera fundamental para generalizarmos a definicao do grau de

Brouwer para valores criticos.

Proposicao 1.9. Sejam ¢ € C*(D,RY), C uma componente conexa de RN \ ¢(0D) e
Y1, Y2 € C valores requlares de ¢. Entao

degB(gba Da yl) = degB(¢7 D7 yQ)

Demonstracao: Lembremos que se C C RY é aberto, entao C ¢é conexo se, e somente
se, é conexo por caminhos. Suponha, inicialmente, que ¢ € C?(D,R"). Considere um
caminho v : [0, 1] — C tal que v(0) =y e (1) = yo.

Pelo Corolério , podemos considerar f. € C}(RY) tal que K, = supp f. C B,(0,¢)
e f]RN fe(z)dz = 1. Pela Proposigao , existe €y > 0 tal que para todo 0 < € < ¢, tem-se

degs(0, D) = [ F.6(0) — ) o) do, i = 1.2
D
Tome €, := 3 min{eo, p(7([0,1]),C)} e considere A = {k 4+ ~(s);k € K.,,s € [0,1]}.
Vejamos que A C C. De fato, se existem k € K, e s € [0, 1] tais que z = k + v(s) ¢ C,

entdo |k|o = p(7(s),x) > 2€1 > € e, assim, k ¢ K, que é uma contradigao.
Pelo Lema [1.7} existe v € C}(C,RY) tal que

divu(z) = fo(x — 1) — fo,(x — y2)



25

supp(v) N ¢(dD) C CN ¢(dD) = .

Portanto, pela Proposicao existe u € CH(D,RY) tal que

div(u(z)) = [divo(o(x))]Js(x)
= [fa(@(@) —y1) = fa (0(x) — y2)] Js(2).

Escolha R > 0 tal que D C By4(0, R). Pelo Teorema da Divergéncia (ver Teorema

A.2)), concluimos que

degp(¢, D,y1) — degp(p, D,y2) = / [fe (9(x) —y1) — fe (d(z) — y2)]Jy(z) do

sendo v(z) o vetor normal exterior a 0B4(0,R) em x e do a medida de superficie de

0B4(0, R).

Agora, suponha ¢ € C(D,R") e, como no primeiro caso, considere ~ : [0,1] — C com

7(0) = y1 e (1) = yo. Pela Proposi¢ao [1.6] existe 6(y;) > 0 tal que se [|¢ — ¥||cr < d(y;),
entao y; é valor regular de v, y; ¢ ¥(0D) e

degB(¢JD7yi) = degB(l/}wD?yi), 1= 1,2

Seja
§ = S min{3(n). 5(s2), o2 ([0, 1), 60D}

Afirmagao: Se ||¢ — ¥]lcr < 0, entdo y; e y, estdo na mesma componente conexa de
RN\ ¥(0D).
De fato, se z € 9D, s € [0, 1], entao

() = b@e = 11(s) = 9(2) + 9(2) — ()
> 11(5) = (0)]e — [6(2) — (@)l
> p(y(s),¢(0D)) — 6
> plr(s), 6(0D)) ~ 5p(+(10,1]), 6(0D))

v

p(7([0,1]), 9(0D)) > 0.



26

Portanto (s) € RN \ 4(0D), para todo s € [0,1]. Como 7 liga y; e yo, temos que y; e yo
estdo na mesma componente conexa de RY \ 1(9D).

Agora, pela Proposicao , podemos encontrar uma aplicacdo ¢ € C%(D,RY) tal que
|l — ¥||cr < d. Dessa forma,

degB(¢7 D7 Z/l) = degB<w7 D7 3/1) = degB(w7 D7 ZJ2> = degB<¢7 D7 y2)

O
A partir dos resultados acima demonstrados, podemos generalizar a definicao do grau

de Brouwer para valores criticos.

Definicao 1.10. Seja (¢, D, y) uma terna admissivel com ¢ € C*(D,RY) e y valor critico
de ¢ em D. Definimos o grau de Brouwer de (¢, D,y) por

degB(QSu D7 y) - degB(¢7 D7 /y\)a

sendo y qualquer valor regular de ¢ em D, satisfazendo |y — 7] < p(y, #(0D)).

Justificativa para a Defini¢ao [I.10

Primeiramente, observe que p(y, ¢(0D)) > 0. De fato, desde que 9D é compacto,
temos que ¢(0D) é compacto e como (¢, D,y) é admissivel, y ¢ ¢(0D), donde segue que
oly, 6(0D)) > 0.

Pelo Teorema de Sard (confira Teorema , o conjunto dos valores regulares de ¢ ¢é
denso em RY | entdo existe § valor regular de ¢ satisfazendo |y — 7] < p(y, #(0D)). Note
que y ¢ ¢(0D), pois se existisse x € 9D tal que ¥ = ¢(x), entao

p(y, d(x)) = |y — ¢(7)]ee < ply, 9(OD)),

que é uma contradicao.

Agora, suponha que ¥; e ¥, sao valores regulares de ¢ satisfazendo

|y — Uiloo < p(y,0(0D)), i = 1,2,

entao gi € B,(y,p(y, #(0D))) C R¥ \ ¢(9D), i = 1,2. Desde que B,(y, p(y, $(9D)))
é conexo, deve estar contido numa componente conexa de RY \ ¢(0D). Portanto, 7;
e J» estdo na mesma componente conexa de RN \ ¢(dD), pela Proposigao (1.9, temos
que degg(o, D, 1) = degg(¢, D,ys). Portanto, a definigao do grau da terna (¢, D, y)
independe da escolha do valor regular .

Vejamos a seguir as definicdes de homotopia e homotopia C*.

Definigao 1.11. Uma aplicacdo H : D x [0,1] — RY é uma homotopia entre aplicaces
¢, € C(D,RY), se H é continua em D x [0,1], H(z,0) = ¢(x) e H(z,1) = (x),
Vo eD.
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Definigao 1.12. Sejam ¢, € CY(D,RY) e H : D x [0,1] — RY. Dizemos que H é uma
homotopia C entre ¢ e 1 se

(i) H, € C*(D,RM),vt € [0,1];
(ii) limy s ||Hy — Hgl|lcr =0, Vs € [0,1];
(iii) Ho(z) = ¢(x), Hi(z) = ¥ (x), Vo € D, em que Hy(x) = H(x,t), v € D, t € [0,1].

O seguinte resultado auxilia a construcao do grau de Brouwer para aplicagoes

continuas, que serd efetivada na préoxima secao.
Proposicao 1.13. Seja ¢ € C*(D,RY). Entdo as sequintes afirmacées sio vdlidas:
(i) degg(o, D,.) € constante em cada componente conexa de RN \ ¢(0D);

(i) Se (¢, D,y) € uma terna admissivel, entao existe € > 0 tal que ||p—1)||cr < € implica

que (¥, D,y) € uma terna admissivel e

degg(o, D,y) = degp(¥, D, y);

(iii) Se H : D x [0,1] = RY ¢ uma homotopia C* entre ¢ e 1 e (Hy, D,y) é uma terna

admissivel, para todo t € [0, 1], entao
degB<¢7 D7 y) = degB(wv D7 y)

Demonstragao:

(i) Seja C uma componente conexa de RY \ ¢(0D), contendo y; e y;. Pelo Teorema
de Sard, podemos escolher 7; valor regular de ¢ tal que |y — ¥1|oo < p(y1, (0D)).
Dessa forma, 71 € C, pois §1 € B = B,(y1, p(y1,9(0D))) C RN \ ¢(dD) e desde
que B é um conexo que contém yi, temos que y; B C C. Similarmente, escolhemos
Y2 valor regular de ¢, satisfazendo |ys — Pa]oo < p(y2, #(0D)), de modo que 7 € C.
Pela Defini¢ao [I.10] e pela Proposicao [1.9] segue que

degB(¢> D, 3/1) = degB(Q D,ﬂl) = deg3(¢>, D7§2) = degB(¢, D, y2)-

(ii) Pelo Teorema de Sard, existe y valor regular de ¢, satisfazendo

[y~ Tl < 5ol 6(0D)),

dessa forma y, 7 € B,(y, 3p(y, »(D))) C RV \ ¢(0D). Portanto, y e § pertencem &
mesma componente conexa de RY \ ¢(0D) e, pela Proposigio existe 0 < €y <
p(y, »(0D)) de modo que (¢, D,y) é uma terna admissivel, y é um valor regular de
Y e

degp(¢, D,y) = degg(v, D, y), (1.14)
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(iii)

1.3

sempre que ¢ € CH(D,RY) e [|¢p — 1]|cr < €.

Para cada x € 0D, temos que

D)~ gl = [0(2) = 6() = (v~ 62
> [(a) — 60l — 6(2) — vl
> ply. 9(0D)) - 5p(y. (OD))

$7(y.6(0D),

portanto

[y = Uloo < %p(y, $(0D)) < p(y,¥(9D))

e, dessa forma, y,y € B,(y, p(y,¥(9D))) C RN\ (9D), garantindo que y e 7 estao

na mesma componente conexa de RY \ ¢(dD). Usando o item (i) e a igualdade

(1.14), concluimos que

degB(wv Da y) = degB(w7 D7 Z//\) = degB(¢7 Da /y\> = degB((ba D> y)

Definimos w : [0,1] — Z por u(t) = degg(H;, D,y) e vejamos que u é continua.
Fixe t € [0,1]. Pelo item (ii), existe ¢ > 0 tal que ||[H; — H||cx < e implica
que deggz(Hy, D,y) = degg(H,, D,y). Por definicao de homotopia C!, temos que
limgy; [|[Hy — Hgl|cr = 0, entdo existe § > 0 tal que [t — s| < J implica que
|Hy — Hsllor < €, assim degg(Hy, D,y) = degg(Hs, D, y), sempre que |t — s| < 0 e,
portanto, u é continua no conexo [0,1]. Desde que u(t) € Z, para todo t € [0, 1],

segue que u é constante em [0, 1]. Consequentemente, u(0) = u(1), isto é,

degB<¢7 D7 y) = denga D7 y)

Construcao do grau para aplicacoes continuas

Nesta segao, vamos generalizar a definicao do grau de Brouwer para qualquer terna

admissivel (¢, D,y). Para tanto, vamos aproximar ¢ por aplicacoes de classe C! e utilizar

os resultados construidos na se¢ao anterior. Comegaremos com a seguinte proposicao:

Proposicao 1.14. Seja (¢, D, y) wma terna admissivel. Se 11,1, € CY(D,RY) sdo tais

que

entao

deg3<w1a D> y) = degB(w% Da y)
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Demonstracao: Considere a homotopia C*! definida por
H(z,t) ==ty (x) + (1 — t)he(z), €D, te]0,1],

a qual liga 11 e 1. Precisamos mostrar que deggz(Ho, D,y) = deggz(Hy, D, vy).

Para = € D, temos que

|H (2,t) = ¢(2) |

L1 (z) — o(z)) + (1 — ) (Y2(z) — ¢(2))|s
tr (@) — o(z)]eo + (1 = ) [tha(x) — B(2) ]
tp(y, 9(0D)) + (1 — t)p(y. $(9D))

p(y, 9(0D)),

JANVAN

assim, se existirem = € 9D e t € [0, 1] tais que Hy(x) =y, entdo

[y — o(7)|ee < p(y, 9(0D)) < p(y, ¢(7)),

donde terfamos uma contradi¢ao. Isso prova que y ¢ Hy(0D), para todo t € [0,1].
Aplicando o item (iii) da Proposi¢ao obtemos degg(Hy, D,y) = deggz(Hy, D,vy).
Logo a proposicao esta provada. O

Agora, vamos a definicao mais geral do grau de Brouwer:

Definigao 1.15. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel. Definimos o grau de Brouwer de

(¢, D,y) por
degB((b? D? y) = degB(wa D7 y)a

sendo 1) qualquer aplicagdo em C'(D,RY), satisfazendo ||¢ — V|« < p(y, ¢(OD)).

Justificativa para a Definigcao |1.15:

Pela Proposicao , é sempre possivel encontrar uma aplicacdo ¢ € C'(D,R") tal
que 6 — ¥l < ply, H(OD)).

Observe que y ¢ ¥ (9D), pois se existir x € 9D tal que ¥(x) = y, entao

|6(2) = yloo = |0(x) — (@) < ply, 9(OD)) < ply, ¢(x)),

que é uma contradigao. Portanto, (¢, D,y) é uma terna admissivel.

Além disso, pela Proposicao a Definicao|l.15{nao depende da escolha da aplicacao
.

A proposicao seguinte, garante que é possivel tomar a aplicacao 1) na Defini¢ao de
modo que y seja valor regular de . Esse fato sera util na demonstracao das propriedades

do grau de Brouwer, que apresentaremos na proxima secao.

Proposicao 1.16. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel. Entdo existe ¢ € C'(D,RY),
satisfazendo || — Y|l < p(y, #(0OD)), de modo que y é valor regular de 1.
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Demonstracao: Pela Proposicao podemos considerar y € C'(D,R"Y), tal que

1
16 = Xlloo < 3p(y, 6(0D)).

Pelo Teorema de Sard, podemos escolher i € RY valor regular de x tal que

lp(y, $(9D)).

|y_?7|oo<4

Ponha () := x(z) +y — 7. Entdo ¢ € C*(D,R") e para todo x € D,

[$(2) = d(2)ee < [X(2) = D(2)]oo + |y — Yl
1

< ép(y, ¢(0D)),

garantindo que |1 — @l < p(y, 6(OD)).
Ainda, ¥(z) = y se, e somente se, x(r) = 7 e para todo x € D, tem-se Jy(z) = Jy(z).
Desde que ¥ é valor regular de y, segue que y é valor regular de .
OJ

1.4 Propriedades do grau de Brouwer

A seguir, vamos apresentar algumas propriedades importantes do grau de Brouwer,
entre elas, as propriedades de existéncia de solugao e de invariancia homotdpica,
mencionadas na introdugao deste trabalho.

Teorema 1.17. As sequintes propriedades sao vdlidas:

(P;) (Normalizagao) Sejam I : RY — RY a aplicagdo identidade do RN e D um

subconjunto aberto e limitado do RY, entdo

degB(]7Day) :]-7 VyGD,

(P.) (Translagao) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel. Entdao (¢p—y, D,0) € uma terna
admissivel e

degp(¢, D,y) = degp(¢ —y, D, 0);

(P;) (Existéncia de solugao) Se (¢, D,y) é uma terna admissivel e degg(¢, D,y) # 0,
entao existe x € D tal que ¢(x) = y;

(P,) (Decomposigao) Sejam (¢, D,y) uma terna admissivel e D' C D tal que D' =
U2, D; com D; abertos mutuamente disjuntos, de modo que y ¢ ¢(D\ D'). Entdo

degp(9, D, y) = Z degp(o, Di, y);
i=1
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(Ps) (Excisao) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel e seja K C D um conjunto compacto
tal que y ¢ ¢(K), entdo

degp(é, D,y) = degp(¢, D\ K, y);

(Ps) (Continuidade em ¢) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel. Entdo, para toda
Y € C(D,RY) tal que || — ¢|loo < p(y, #(OD)), tem-se que (v, D,y) é uma terna
admissivel e

degB(¢7 D7 y) = degB(wa D> y)7

(P;) (Invariancia local) Se ¢ € C(D,RY), entdo degg(¢, D,.) é constante em cada
componente conexa de RN \ ¢(0D);

(Ps) (Invaridncia homotépica) Seja H : D x [0,1] — RY wma homotopia e seja
t €[0,1] = y; € RY uma curva tal que y; ¢ Hy(OD), para todo t € [0,1]. Entdo
degy(Hy, D, y;) independe de t € [0, 1];

(Py) (Propriedade do bordo) Sejam (¢, D,y) e (1, D,y) ternas admissiveis. Se ¢ e

Y coincidem em 0D, entdo

degg(é, D,y) = degp(¥, D, y);

(P1o) (Mudanga de varidveis) Sejam (¢, D,y) uma terna admissivel, ® : RY — RN
um difeomorfismo de classe C* ¢ D' C RN aberto, limitado tal que D = ®(D’). Se
Y= (I)_l(y) e = d 1o ¢ o, entao

deg3(¢7 D> y) = degB(wa D/> Z/J)

Demonstragao:
(Py) J4 provamos na Proposicao [L.5] item (i).

(P2) Primeiramente, observe que 0 ¢ (¢(0D) — y), pois ¢(z) —y = 0 se, e somente se,
¢(r) =y, assim, (¢ —y, D,0) é uma terna admissivel. Pela Proposigao existe
Y € CHD,RY) tal que

1@ =) = (@ =Yl = [0 = Yl < ply, 9(OD)) = p(0, $(ID) — ),

de modo que (¢, D,y) é uma terna admissivel e y é um valor regular de .

Usando a Definicao temos que

degB(¢’Day) - degB(l/}wD)y) € degB(¢ - Y, D70) - degB(¢ - y7D70>
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(P5)

(Py)

Desde que 1 € C1(D,RY) e y é valor regular de 1, podemos usar a Proposi¢ao

item (ii) e concluir que
degB(w7 Da y) = degB(w - Y, D7 O)

Portanto, degy (¢, D,y) = degp(¢ — v, D, 0).

Suponha que a equagdo ¢(x) = y nao possui solucao em D, isto é, y ¢ ¢(D). Uma
vez que y & $(0D), temos que y ¢ (D) e como ¢(D) é compacto, segue que
p(y, (D)) > 0. Pela Proposicio [1.16} é possivel escolher ¢ € C'(D,RY) tal que

¢ — ¥l < p(y, d(D)) < ply, p(OD)),

de modo que y é valor regular de ¢. Dessa forma, y ¢ ¥ (D), pois se existisse z € D
tal que ¥(z) =y, entdo

|6(2) = Yloo = [6(2) — U(2)|e < ply, 6(D)),

que seria uma contradicao. Agora, usando a Definicao [1.15] e a Definicao [1.3]

obtemos
degB<¢7 D7 y) = degB(wv D7 y) = Oa

contrariando a hipdtese. Portanto, a equacao 1(x) = y tem solucao em D.

Tendo em vista que os abertos D; sao mutuamente disjuntos, segue que
OD; = D;\ D; C (UienD) \ (UienDi) € D'\ D' = 9D".

Portanto, para cada i € N, a terna (¢, D;,y) é admissivel. Pela Proposigao m,
podemos considerar ¢ € C1(D,RY) tal que ||¢ — 9|l < p(y, #(D \ D)), de modo
que y é valor regular de 9. Desde que p(y, ¢(D\ D')) < p(y, #(0D")) < p(y, p(0D;)),
temos que ||¢ — ¥l < p(y, p(0D;)), para todo i € N. Ainda,

(¢ = ¥)

D;
e, assim, pela Defini¢ao tem-se

deg3(¢7 Dl7y) = degB(w%Di;y), VZ S N.

Observe que y ¢ ¥(D \ D'), pois se existisse z € D \ D’ tal que ¢(z) = y, terfamos
16(2) — yloo < p(y,d(D\ D')), que é uma contradicao.

Desde que y é valor regular de v, ¥~!(y) ¢ finito e como os conjuntos D; sdo
mutuamente disjuntos, pela propriedade (P3), deve existir apenas um nimero finito

de indices i tais que degg(w, D;,y) # 0. Reindexando, se necessario, podemos
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assumir que deggz (v, D;,y) # 0, para i = 1,...,k e que degz (¥, D;,y) = 0, sempre
que i > k. Desse modo, usando as defini¢oes e obtemos

deg3<¢7 Da y) = degB<w7 Da y)
= Y sen(Jy(a)

zeyp—1(y)ND

= > sea(y(@)

zeyp=1(y)nD’

= > sgn(Ju(2))

zeU2, (v=1(y)ND;)

= > Y sen(Jy(e)

=1 zey~1(y)ND;

k

= ) degy(eh, D;,y)
=1

= ) degy(eh, D;,y)
i=1

= > degp(¢, Di,y).

i=1
(P5) Pela Proposicao m, podemos considerar ¢ € C*(D,RY) satisfazendo

16 = ¥lle < ply, ¢(K UOD)) < ply, $(9D)),

com y valor regular de ¢). Ainda, através de uma simples verificagao, conclui-se que
y ¢ Y (K). Pela Proposicao [L.5] item (iii), segue que

degp(¥, D,y) = degp (v, D\ K, y).
Usando a Definigao temos que
degp(9, D,y) = degp (4, D, y).
Observe que 9(D \ K) C 9D U K. Entao

1@ = V)lipviy oo < p(y, $(K UID)) < p(y, $(O(D \ K))).
Usando, novamente, a Definicao [1.15] segue que
deg3(¢7 D \ K? y) = degB(’l/Ju D \ K7 y)

Portanto
degB(¢7 D7 y) - degB(¢7 D \ Ku y)



34

(Ps) Seja € C(D,RY) satisfazendo ||¢ — ¥||o < p(y, #(OD)). Uma vez que a diferenca

(Pr)

p(y, d(OD)) — ||¢ — 1||s é positiva, podemos considerar x € C*(D,RY) tal que
1
1Y = Xlloo < 5(p(y, $(0D)) = |6 = ¥ lo0)-

Entao
19— Xlloo < [l¢ =Pl + [ = Xlloo < p(y, #(OD)).

Usando a Definicao obtemos

degB(gbu Da y) - degB(X7 Da y)

Agora, para todo x € 0D, temos

(%) =yloo 2 [0(2) = Yloo = [0(2) =¥ () |00 > p(y, (D)) = ||t = Bllc = 2/ = X[l o0,

donde concluimos que [ — x|l < p(y,%(0D)). Novamente, pela Definigao [1.15]
temos que

degp (), D,y) = degp(x, D, y)

e, portanto,
degB(¢7 D7 y) = degB(wa D7 y)

Sejam y1,yo € RN \ ¢(0D) e denote por C a componente conexa de RN \ ¢(dD)
que contém y; e . Uma vez que C é conexo por caminhos, podemos considerar
um caminho 7 : [0,1] — C ligando y; e yo. Ainda, desde que p(7([0,1]),C¢) > 0, é
possivel encontrar ) € C'(D,RY) tal que ||¢ — || < p(7([0,1]),C°).

Como y; € C e ¢(0D) C C°, obtemos

16 = ¥llse < p(3([0,1]),C%) < p(yi, $(9D))

e usando a Definicao [1.15] concluimos que

degB(¢7 Dayl) = degB(¢7 D7yi)7 L= 172 (]‘]‘5)

Resta mostrar que deggz (1, D,y1) = degg(¢, D,ys). Para s € [0,1] e x € 9D, temos

[7(8) = 0(2)o = |7(8) = B(2)]oc = [D(2) = ¥(2)]oo
> p(v([0,1]),C%) = |6 = Y|,

dessa forma

p(1([0,1]),(9D)) = p(([0,1]),€%) = [l¢ = Pl > 0,
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(Ps)

(Py)

(Pro)

consequentemente, Y([0,1]) C RY \ ¢(0D) e assim y; e y» estio na mesma
componente conexa de RY \ ¢(9D). Pelo item (i) da Proposigao [1.13] deduzimos
que

degp(v, D, y1) = degp(v, D, ). (1.16)

Das igualdades (1.15]) e ([1.16]), concluimos que

degB(¢a D7 ?/1) = degB(d)) D7 y2)

Seja F(x,t) := H(x,t) —y;, t €[0,1], x € D. Entdo y, ¢ H,(0D) se, e somente se,
0 ¢ Fi(OD). Pela propriedade (P3), segue que para t € [0, 1],

degB(Ft> D? 0) = degB(Ht> Da yt)‘

Considere agora u(t) = degg(F;, D, 0) e vejamos que u é continua em [0,1]. Fixe s €
[0, 1], pela propriedade (Pg), existe € > 0 tal que degg(Fy, D,0) = degy(Fs, D,0),
sempre que ||F; — Fy|looc < €. Como F' é uniformemente continua, existe § > 0 tal
que |t —s| = |(2,t) — (7,5)|c < ¢ implica que |Fy(z) — Fy(2)|s < §, para todo
x € D. Dessa forma |t — s| < § implica que || F; — F||oo < € €, portanto, implica que
degp(Fi, D,0) = degp(Fs, D,0). Logo u é continua no conexo [0, 1] e como u(t) € Z,

para todo t € [0, 1], temos que u deve ser constante em [0, 1].

Portanto deggz(Hy, D, y;) independe de ¢ € [0, 1].
Considere a homotopia
H(z,t) =tp(x) + (1 —thp(x), » € D, t €10,1].

Entao H(0D) = ¢(0D) = ¥(9D). Logo y ¢ H,(OD), para todo t € [0,1]. Pela
propriedade (Pg), segue que deggz(Hy, D,y) nao depende de ¢ € [0, 1] e assim

degB(¢7 D> y) = deg(wa D> y)

Desde que ® é um difeomorfismo, ® é uma aplicacdo aberta, logo ®(D’) é um

conjunto aberto. Como ®(D') C D e D C ®(D’) = &(D’), temos que ®(D') = D,
portanto, ®(0D’) = D. Assim

JEVOD) & 27 (y) € 27 0o @(OD') & y € ¢(P(AD") = ¢(9D),

logo y ¢ ¥ (0D"), provando que (1, D, y) é terna admissivel.

Passo 1: Primeiramente, vamos assumir que ¢ € C'(D,RY) e que y é valor regular
de ¢. Neste caso, ¥ € C*(D,RY). Além disso,

V(W) = (27 (6(2(w))) o ¢ (B(w)) o ¥ (w). (1.17)
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Ainda, ¥(w) =y, w € D’ se, e somente se, ¢(P(w)) =y, w € D'. Desde que y é
valor regular de ¢ e ®'(w), (®71) (¢(®(w))) sdo isomorfismos, por (1.17)) temos que
y é valor regular de ¢. Uma vez que det ®'( - ) ndo muda de sinal em D’ temos que

degp(v, D', 3) = Y sen(Ju(y)
Y(w)=y
= > seu[det(@7)(¢(®(w))) det ¢ (P(w)) det(P'(w))]
P(w)=2~1(y)
_ Z sgndet ¢’ (P(w)) sgn det (P’ (w))
sgndet (@1 o ¢ o P)(w))

- deg3(¢7 D, y)

Passo 2: Assuma que ¢ € C'(D,RY) e que y é valor critico de ¢. Usando o Teorema
de Sard, existe uma sequéncia (y,) de valores regulares de ¢ que converge para y.
Assim, (7;) := (®7!(y;)) é uma sequéncia de valores regulares de ¢ que converge
para y. Tome j, suficientemente grande, de modo que yj,,y;, estejam na mesma
componente conexa de y em RY \ ¢(9D) e de § em RN \ 4(0D’), respectivamente.
Pela propriedade (P7) e pelo passo 1, segue que

degp(¢, D,y) = degp(9, D, yj,) = degg(¥, D', ;,) = degp (v, D', 7).

Passo 3: Assuma que ¢ € C(D,RY). Pela proposicio , podemos encontrar

uma sequeéncia (¢;) C CY(D,RY) que converge uniformemente para ¢. Considere
Yj = ® o @p;0®, entdo (1;) C CH(D,RY) e 1b; converge para 1), uniformemente.
Escolhendo j, € N tal que

1650 — Dl < Py, 2(OD)) e |lthjy = Pllec < p(¥, ¥ (OD"))

e usando a propriedade (Pg), juntamente com o passo 2, obtemos

degp(p, D,y) = degp(dj,, D,y) = degp(vj,, D', ) = degp (1), D', 7).

Isso conclui a prova do teorema.
O

Observagao 1.18 (Unicidade do grau de Brouwer). E possivel mostrar que existe
apenas uma funcdo d : {(¢, D,y); D é aberto, limitado, ¢ : D — RY ¢ continua,
y € RV \ ¢(0D)} — Z satisfazendo as propriedades de normalizagio, decomposicio

(com apenas dois abertos) e invariancia homotépica. A demonstragao desse fato pode ser



37

encontrada no capitulo 1 de [10]. Dai concluimos que o grau de Brouwer é tnico.

1.5 Generalizacao do grau de Brouwer para espagos vetoriais reais

normados de dimensao finita

Nosso objetivo, nesta secao, é apresentar a estratégia utilizada para generalizar a teoria
do grau desenvolvida em RY para qualquer espaco vetorial real normado de dimensao
finita.

Comecamos com as definicoes de terna admissivel e de grau topoldgico para aplicagoes

de classe C'! e para valores regulares.

Definicao 1.19. Seja V um espaco vetorial real normado de dimensao finitae D C V um
conjunto aberto e limitado. Se ¢ : U — V é uma aplicagdo continua em D ey € V\$(dD),

entao (¢, D,y) é uma terna adissivel para o grau de Brouwer.

Definicao 1.20. Scja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € C'(D,V) e y um valor

regular de ¢. Definimos o grau de Brouwer de (¢, D,y) como

degp(¢, D,y) = > sendetd(x),

z€p—1(y)ND

sendo sgndet ¢'(x) o sinal do determinante da matriz que representa ¢'(x) em qualquer
base de V fixada.

Observagao 1.21. Sejam B; e By bases de V, Ap,, A, matrizes que representam ¢'(x)
nas bases By e Bs, respectivamente. Podemos observar que se M é a matriz mudanca de
bases de By para By, entao Ag, = M1 Ag, M, assim det Ag, = (det M)~' det M det A, =
det Ag,. Portanto sgndet¢’(x) nao depende da base escolhida. Ainda, o Lema
permanece valido para espagos vetoriais normados de dimensao finita, garantindo que
a soma na Definigao [I.19] é finita.

Vamos apresentar a seguir uma proposi¢ao que mostra a invariancia do grau topoldgico

por isomorfismos de um espaco V em RV,

Proposicao 1.22. Sejam (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € C*(D, V), y um valor
reqular de ¢ em D e ® : V. — RN um isomorfismo. Se D' = ®(D), 7 = ®(y) e
h=®o¢od ! entao

degp(¢, D,y) = degp(¢, D', ).

Demonstragao: Primeiramente, como na demonstragdo da propriedade (Pjp) no
Teorema m, podemos observar que ¢ : D' € RY — RY ¢ tal que (¢, D',7) é uma

terna admissivel e i é valor regular de 1) em D’. Pela Definicao [1.3] segue que

degp(v, D', 9) = > sgndet(y/(w)).

Y~ (wey)nD’
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Como @ é linear, ¢/(w) = ® o ¢/ (P~ (w)) o d~1. Assim,
det ¢/ (w) = det ®(det ®)~* det ¢ (& (w)) = det ¢/ ((w)).
Portanto

degp(yh, D7) = ) sgndet(¢/(®(w)))
(w)=y

= Y sandet(¢/(x)

(g(2))=y

= ) sgndet(¢/(z))

#(z)=y

= Y smdet(d(a))

z€p~(y)ND

= degB(‘b? D7 y)

O

A Proposigao [1.22| nos permite generalizar a definicao do grau de Brouwer para
uma terna admissivel (¢, D,y) em um espago vetorial real normado de dimensao finita.
Além disso, todas as propriedades demonstradas na Secao continuam validas
se substituirmos RY por espacos vetoriais reais normados de dimensdo finita. Os
procedimentos para constituir tal generalizacao consiste em considerar um isomorfismo
entre V e RY e usar argumentos analogos aos apresentados nas Secoes e para
a aplicacao v : D' — R¥ introduzida na Proposicao m

Observacao 1.23. No decorrer do texto, faremos referéncia as propriedades do grau de
Brouwer, mencionadas no Teorema [1.17], mesmo que o espago vetorial em questao nao

seja o RY, mas um espaco vetorial real normado de dimenséo finita.

A seguinte proposicao desempenhard um papel importante na construgao do grau

topoldégico em dimensao infinita.

Proposicao 1.24. Sejam V espaco vetorial real de dimensao N e W subespaco de V', de
dimensdo Ny. Seja D C V um conjunto aberto e limitado. Considere T : D — W
uma aplicagio continua e defina ¢ : D — V por ¢(x) = x — T(x). Considere
Ol 5aw: DNW — W ey € W\ ¢(dD). Entdo

degp(é, D, y) = degp(dlpaw, DN W, y).

Demonstracao:  Escrevemos ¢ = ¢|p,- Primeiro provemos que vale a igualdade
o (y)ND = ¢ Yy) N D. E claro que ¢~(y) N D C ¢~(y) N D. Vejamos que vale a
inclusao contrdria. De fato, se z € ¢! (y)N D, entdo ¢(x) = y, ou seja, x = y+T(x) € W.
Logo = € ¥~ !(y) N D. Portanto, ¢~ (y) N D C v~ (y) N D.
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Agora, se v (y) N (DNW) =0, entao ¢~*(y) N D = @, portanto
degp(¢, D,y) = degp(¥, DN W, y) = 0.

Suponha que ¥~ (y) N (D NW) # () e divida a demonstraciao em dois passos:

Passo 1: Suponha que T € CY(D,V) e que y é valor regular de v. Considere a
decomposicao V =W & W', em que W’ é um complemento direto de W.

Sejam B; e By bases de W e W', respectivamente, e ponha B = B; U By, base de V.

Para x € D N W, podemos representar o operador ¢'(x) na base B pela matriz

M, P,
Q= ;
O(N—Nl)XNl -[N—Nl

sendo M, a matriz de ¢'(z) na base B; e

oT; oT}
_alel+1 (ZU) _ﬁ($)

TN TN
_—aleJlrl (x) - — ale (x)

em que g—g denota a derivada da j-ésima coordenada da aplicacao T em relacao a i-ésima
coordenada de z. Dessa forma, como det ) = det M, det Iy_y, = det M,, temos que para
r e DNW, sgndet /' (x) = sgndet ¢'(z).

Desde que y é valor regular de v e ¥~ (y) N D = ¢~ (y) N D, temos que y é também

valor regular de ¢, assim

degp(d, Dyy) = ) sgndetd(x)

z€p~1(y)ND

= Z sgndet ¢’ (z)
z€y~1(y)ND

= deg3(¢> Dn W7 y)

Passo 2: Suponha que T é apenas continua em D. Pela Proposicao , existe
T e CY(D,W) tal que

T(x) — T(x)|v < ply, $(0D)), Vo € D, (1.18)

sendo | - |y a norma de V.
Defina a(:v) = x—f(x) e 12 = 5\50‘4,. Pelo Teorema de Sard, podemos escolher i € W,

valor regular de 12, tal que

o~

7 —ylv < p(y,¥(0D)).

Por (T.18), temos |p(z) — ¢(z)|v < p(y, (OD)), para todo = € D e pela Definicao
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[I.15] segue que
degp (. D,y) = degy(é, D.y) e degy(, DN W,y) = degy(, DN W.y).

Usando a Definigao [1.10] segue que
degp(0, D, y) = degp(6,D.7) e degp(th, DNW,y) = degp(t), D N W.5).

Pelo Passo 1, temos que degB(gg,D,g’]) = degB(@Z,D,@\). Juntando as igualdades,

obtemos

degp(p, D,y) = degg(v, DN W, y).

Isso conclui a prova da proposicao. O

1.6 Indice de uma solucao isolada em dimensao finita

Nas secoes anteriores, provamos uma série de propriedades do grau, porém, mesmo
dispondo de tais propriedades, as vezes o calculo do grau pode ser uma tarefa bastante
complicada. Dessa forma, quanto mais ferramentas tivermos para calcular o grau, mais
viavel torna-se a teoria. Neste sentido, vamos introduzir nesta segao o conceito de indice
de uma solugao isolada, em dimensao finita, o qual pode ser um importante instrumento
para o calculo do grau de Brouwer. No préximo capitulo, vamos generalizar o conceito

de indice para dimensao infinita.

Definigao 1.25. Seja (¢, D, y) uma terna admissivel, dizemos que zo € D é uma solu¢do
isolada da equagao ¢(x) = y se xq satisfaz tal equagao e existe R > 0 tal que ¢(x) # y,
para todo z € B,(zo, R) \ {zo}-

A propriedade de excisao nos permite definir o indice de uma solucao isolada xy de
¢(z) = y. De fato, usando a propriedade de excisdo, com K = B,(xg, R) \ B,(70,s),
s € (0,R), e D = B,(x¢, R), temos

degB(QS) Bp(x07 8)7 y) = degB(¢7 Bp(an R)7 y)u \V/S € (07 R)

Definigao 1.26. Seja (¢, D, y) uma terna admissivel. Definimos o indice de ¢ com relagao

a uma solugao isolada xy de ¢(x) =1y, por
Z<¢7 ZL'()) = }911}(1) degB(gba Bp(x()) S)a y)

A préxima proposigao expressa o grau de uma terna (¢, D,y) em termos dos indices

das solugoes da equagao ¢(x) =y em D.

Proposigao 1.27. Se (¢, D,y) é uma terna admissivel tal que ¢~ (y) N D = {x1, ..., 21},
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entao

Mw

degp(¢, D,y) =

z
Jj=1

Demonstracao: Tome s > 0 tal que B,(x;,s) N By(xj,s) = 0, I # j. Considere
Do = By(x1,5) U ... U By(x, s), usando a propriedade (P4) do Teorema [1.17], obtemos

degB(gva7y) = degB(gb DOa )

= ZdegB ¢7 xja )7 )

= ZZ(¢,$])

O
Apresentaremos agora o tultimo resultado deste capitulo. Tal resultado sera utilizado

na construcao do indice de uma solucao isolada em dimensao infinita.

Lema 1.28. Sejam (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ € C1(D,RY) e zy € D tal que
y = ¢(xo) € valor reqular de ¢. Entao

Z(¢, 33'0) = <_1)ﬁ7

sendo B a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de ¢'(zy).

Demonstragao: Desde que y é valor regular de ¢, ¢~'(y) é finito, assim xy é uma
solugao isolada de ¢(z) = y, isto é, existe R > 0 tal que a tnica solugao de ¢(z) = y em
B,(xo, R) é xo. Entao i(¢, o) = degg(¢, B,(zo, R),y) = sgn(Js(xo)).

Usando a forma canonica de Jordan, temos que o determinante jacobiano Jy(xg) é

dado por
Jo(xo) = T s

em que os \; sao os autovalores de ¢'(zg) repetidos de acordo com a multiplicidade
algébrica de A;.

Observe que cada A; é nao nulo, pois ¢'(zg) é invertivel. Além disso, se um autovalor
é complexo, digamos a + bi, entdo seu conjugado a — bi também é autovalor de ¢'(xg)
e o produto deles é a® +b? > 0. Assim, sgn(Jy(zg)) = (—1)?, em que 8 é a soma das
multiplicidades algébricas dos autovalores negativos de ¢'(z). Portanto, i(¢, zo) = (—1)7.

O



Capitulo

2
Grau topologico de Leray-Schauder

Neste capitulo vamos trabalhar a teoria do grau topoldgico em dimensao infinita, mais
conhecida como teoria do grau de Leray-Schauder.

Considere E um espago de Banach e I" o conjunto das ternas (¢, D, y) tais que D C E
é um conjunto aberto, limitado, ¢ : D — E é uma aplicacdo continua e y € E\ ¢(9D).

Nosso intuito é definir uma funcao deg : I' — Z, esperando que
(i) deg(I,D,y) =1, para todo y € D, em que [ é a aplicagao identidade de E;
(ii) deg(o, D,y) # 0 implique que y € ¢(D);

(iii) deg(Hy, D,y) independa de t, se H : D x [0,1] — E é uma homotopia tal que
y ¢ H,(0D), para todo t € [0, 1].

Quando F é de dimensao finita vimos que existe uma funcao deg, satisfazendo as
propriedades (i) — (iii), com ¢ apenas continua. No caso em que E é de dimensao infinita,
um exemplo dado por Leray, mostra que nao basta ¢ ser apenas continua, para garantir

a existéncia de uma funcdo deg satisfazendo (i)-(iii):
Exemplo 2.1. Seja E o espago das fungoes continuas z : [0,1] = R e para x € E, seja

2|l = max |2(s)]-

Considere xy € E, dada por xo(s) = 3, para todo s € [0,1] e seja D C E, dado por
1
D= {z € Billz—zlls < 5.
Entdo erxiste y € E, tal que qualquer fungao deg(-, D,y) : C(D, E) — Z ndo satisfaz pelo

menos uma das propriedades (i) — (iii), sendo C(D, E) o espago das aplicagdes continuas
de D em E.

Para verificarmos que isso é valido, suponhamos o contrario, isto é, que existe

uma funcio deg(-,D,y) : C(D,E) — Z verificando (i) — (iii). Considere a curva

42
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v :[0,1] — [0, 1], dada por

S, Ogsgé,
v(s) =4 1—s, %gsgg,
g(s—l)—l—l, ggsgl

e defina ¢ : D — E por ¢(x) = yox. Uma vez que ¥([0, 1]) = [0, 1], temos que ¢(D) C D.
Considere a homotopia H;(x) ==tz + (1 —t)¢(z), 0 <t <1,z € D e como D é convexo,
temos que H,(x) € D, isto &,

1
() = zolle < 5.

Afirmagao 1: H,(OD) C 0D, para todo ¢ € [0, 1].

De fato, fixe t € [0,1] e considere x € 0D. Entao |z — 2o||g = max,cpq|z(s)] =
assim

fe(s) — o(s)] < 5,5 € 0,1]

e para algum sq € [0, 1],

50) — (5] = 5
Assim, x(sg) € {0, 1}, consequentemente H;(z)(so) € {0,1}. Logo
i) (s0) = salon)] = | o)) = 5| = 5

Agora, ||Hy(z) — zo|lg > |Hi(2)(s0) — zo(s0)| = 3, por outro lado, ||Hy(z) — zo|lp < 3
assim ||Hy(z) — zo||g = 3. Logo Hy(z) € dD, concluindo a prova da afirmacao.

Seja y € E, definida por y(s) = i + %s, entao

1 1
—+-s——| =

Iy = wolls = sup |7+ 55— 3

s€[0,1]

1 1
47
portanto, y ¢ dD. Pela afirmacao 1, temos que y ¢ H;(0D), para todo ¢ € [0,1], assim
deg(H;, D,y) estd bem definido. Usando (i) e (iii), deduzimos que
deg(¢, D,y) = deg(I, D,y) = 1.

Pela propriedade (ii), existe x € D tal que yox = ¢(z) = y.

Afirmagao 2: A equagao x(s) = % admite exatamente uma solugao em [0, 1].
De fato,

}L:y(O)é}l:'yox(O)#z(O)zl
S —y) =S =yoa() > ()= o

Desde que #(0) = § < 3 < 5 = x(1) e = é continua, a equagdo x(s) = 3 tem solugao.
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Além disso,
1 1 1 1

z(s) = B = y(z(s)) = 7(5) = y(s) = BY = 8§ = 5

Portanto s = % é a unica solucao de x(s) = % Isto prova a afirmacao 2.

Pela afirmagao 2 e pela continuidade de z, concluimos que z(s) > %, para todo

s € (3,1] ou z(s) < 3, para todo s € (3,1]. Se a segunda possibilidade ocorresse,

isto é, z(s) < %, para todo s € (%, 1], entao

1 1
m(s)<§ = 'yox(s)<§
1
= <=
y(s) 5
1 1 1
e | -
= 5+;=ul) <3

que é uma contradigdo. Logo, vale a primeira possibilidade, isto é, z(s) < %, para todo
5 € (%, 1]. Agora, desde que x(%) = %, por continuidade, existe € > 0 tal que para todo
s€[5,5+¢6, x(s) €[5, 3]. Uma vez que em [3, 2], 7(s) = 1 — s, para todo s € [3, 5 + €,

temos que
(5) = vou(s) € |23
s) = - =.
Y Y 3’9

Como y é crescente, temos uma contradicao, pois y(% +e) < % = y(%) Logo, pelo menos
uma das propriedades (i), (ii) ou (iii) nao é verificada por deg(-, D, y).

O exemplo mostra que nao é possivel definirmos o grau topolégico, em dimensao
infinita, para aplicagoes apenas continuas, como o fizemos em dimensao finita. Porém,
se nos restringirmos a perturbacoes compactas da identidade, isto €, aplicagoes do tipo

I — T com T compacta, o grau topoldgico podera ser estendido para dimensao infinita.

2.1 Construcao do grau de Leray-Schauder

Primeiramente, vamos fixar algumas notagoes que serao utilizadas no decorrer deste
capitulo. Se F é um espaco de Banach real, denotaremos por || - || a norma de E, a qual
associamos a métrica p, dada por p(x,y) := ||t —y||g, z,y € E. Ainda,se AC Fex € E,
entao

p(z, A) := inf p(z,w).

weA
A seguir, apresentaremos algumas defini¢cGes pertinentes ao desenvolvimento do grau

de Leray-Schauder.

Definicao 2.2. Sejam F, I’ espagos de Banach. Dizemos que T': M C F — F é uma

aplicacao compacta se

(i) T é continua;

(ii) T(A) é compacto para todo A C M, limitado.
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Definicao 2.3. Sejam E, F' espacos de Banach. Dizemos que ¢ : E — F' é uma aplicacao
prépria em M C E se ¢~ (K)NM é compacto em E, para todo K, subconjunto compacto
de F'.

Definicao 2.4. Sejam F, F' espagos de Banach. Dizemos que T': M C F — F é uma
aplicagao de posto finito, se T é continua e T (M) esta contido num subespago de F' de

dimensao finita.

Definicao 2.5. Seja D um subconjunto aberto e limitado de um espaco de Banach F.
Se ¢ : D — E ¢ dada por ¢(r) = 2 — T(x), sendo T : D — E uma aplicacio compacta
ey € E\ ¢(OD), entao dizemos que (¢, D,y) é uma terna admissivel para o grau de
Leray-Schauder.

O proximo resultado permite aproximarmos uma aplicagao compacta por aplicagoes
de posto finito. Essas aproximacoes serao fundamentais para a construcao do grau de

Leray-Schauder, que sera concebida a partir do grau de Brouwer.

Lema 2.6. Sejam E, F espagos de Banach munidos, respectivamente, das normas || - || g,
|- |p. Assuma que M C E €é um conjunto limitado e T : M — F € uma aplicagao
compacta. Entdo, para cada € > 0, existe uma aplicacao T, : M — F de posto finito tal
que ||T(z) — To(x)||F < €, para todo x € M.

Demonstragao: Desde que T' é uma aplicagdo compacta, segue que T'(M) é compacto.
Fixado € > 0, desde que

existem z1,...,zx € T(M), tais que

Definamos, para cada 1 <1i < k, m; : M — F por m;(x) := max{0,e — | T(x) — 2|}

e consideremos
m;(r)

-
Zj:l m;(z)
Afirmagao: 0; : M — R estd bem definida e é continua, para todo i € {1,...,k}.

De fato, dado = € M, existe j € {1,...,k} tal que T(z) € B,(zj,€). Dessa forma

|T(z) — zj||F < €, consequentemente m;(x) > 0. Logo

Zml(m) >0

e, para cada 7, 6; esta bem definida.
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Desde que

€~ IIT(x) —zillr | |e—IT(z) — zillr|

max {0,e — || T(x) — z||r} = 5 5 ,

segue que m; é continua, consequentemente ; é continua, para todo i € {1,...,k}. Isto
prova a afirmacao.

Definamos agora
e observemos que

Assim,

Logo,
|17 (x) = Te(z)|lr < Ze T () = zllp < e

O

Para prosseguirmos a construgao do grau de Leray-Schauder de uma terna admissivel
(¢, D,y), vamos precisar que p(y,(0D)) > 0. Para tanto, serd necessario o seguinte

resultado:

Lema 2.7. Sejam E um espaco de Banach, D C E um conjunto aberto, limitado e

T : D — E uma aplicacdo compacta. Defina ¢(x) = x — T(z). Entdo:
(i) ¢ € uma aplicacio propria em D;
(ii) ¢ € uma aplicacao fechada.

Demonstracgao:

(i) Sejam K C E compacto, mostraremos que ¢ *(K) N D é compacto. Suponhamos
que ¢~ H(K) N D # 0 e consideremos uma sequéncia () C ¢~1(K) N D. Como K
¢ compacto e (¢(z,)) C K, existe subsequéncia (z,,,) C (x,) tal que

lim ¢(x,, )==z2¢€ K.

m— 00

Agora, como T é compacta, T'(D ) é Compacto e desde que (T'(z,,,)) C T(D), existe
tal

subsequéncia (zy,, ) de (zy,,)

lim T'(z,, ) =w € E.

=00
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Sendo ¢ = I — T, segue que
lim x,, = lim ¢(x,,, )+ lim T'(z,, )=z +w.
l—o0 L l—o0 ! l—o0 !
Da continuidade de ¢, tem-se
o(z+w)=0¢ (lim T, ) = lim ¢(z,,, ) =z € K,
l—o0 ! l—0o0 !

logo z4w € ¢~'(K). Além disso, como (z,,, ) C D, temos que z+w € D. Portanto,
z4+w € ¢ L (K)N D. Logo ¢~ (K) N D é compacto.

(ii) Fixe um fechado F' C D. Mostremos que ¢(F) é fechado. Considere (y,) C ¢(F)

uma sequéncia que converge para y € E. Seja K = {y,;n € N} U {y}, o qual é
compacto, como ¢ é prépria, ¢~ 1(K) é compacto, assim ¢ *(K) N F é compacto,
pois F' é fechado.
Para cada n € N, ponha y, = ¢(z,), z, € F, entdo (z,) C ¢"'(K) N F. Pela
compacidade de ¢~'(K) N F, segue que existe subsequéncia (z,, ) de (z,) que
converge para algum z € ¢~ '(K) N F. Como ¢ é continua, ¢(z,, ) — ¢(z), quando
m — oo. Pela unicidade do limite, ¢(z) = y. Como z € F, y € ¢(F'). Logo ¢(F) é
fechado.

O

Observacgao 2.8. Observe que se (¢, D, y) for uma terna admissivel para o grau de Leray-
Schauder, entao p(y, $(0D)) > 0, pois y ¢ ¢(0D) e pelo item (ii) do Lema , »(0D) é
um conjunto fechado.

O lema seguinte sera fundamental para construirmos o grau de Leray-Schauder de
uma terna admissivel (I — T, D,y), pois garante que se aproximarmos T por aplicagoes

de posto finito, o grau de (I — T, D,y) podera ser definido a partir do grau de Brouwer.

Lema 2.9. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ = I —T. Para cada 0 < € <
p(y, (OD)) = R, ewiste uma aplicacio T, : D — E de posto finito, satisfazendo
|T(x) — T.(z)||g < €, para todo x € D. Se definirmos S. = [T.(D) U{y}], De.=DnNS. e
¢c a restricio de I —T. a D, entio degg(de, De,y) estd bem definido e independe de ¢.

Demonstracao: A primeira parte deste lema segue diretamente do Lema [2.6]
Mostraremos entao que degg(¢., D, y) estd bem definido e independe de e.

Note que D, é um subconjunto aberto, limitado de S, com ¢.(D,) C S. e se d.D,
denota a fronteira de D, em S, entdo d.D. C 0D. Além disso, y ¢ ¢.(0.D.), pois se
existisse x € 0. D, tal que ¢.(x) =y, entao

ly — o)z = ll¢e(x) — o(@)l[p = |Tc(x) = T(2)||le < R,

o que seria uma contradigdo. Portanto degg(¢e, D.,y) estd bem definido, para todo
0<e<R.
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Vejamos agora que degp (¢, De,y) ndo depende da escolha de € € (0, R). De fato,
considere 0 <n < Re T, : D — E uma aplicacio de posto finito, também satisfazendo
|T(z) — T,,(z)||g < n, para todo z € D. Ponha S = S, + S, D=DnSe ggj a restrigao

de I —Tj a ZAD, para j = €, n. Pela Proposicao [1.24] temos que

degp (¢, D,y) = degp(de, Do y) e

degB(am 57 y) = degB(¢777 Dm y)

Seja H : D x [0,1] — S uma homotopia, definida por H(z,t) = taﬁ(x) + (1 - t)an(a:)

Observe que

1H (@ t) = o)z < tloc(x) = d@)lls + (1= 1)llog(x) = d()]le
< te+(1—-t)n<R.

Assim,
1H (2, t) = ylle > |l6(x) = ylle — [|H(2,t) = d(x)]|z > R— R=0,Y x € 9D,

Portanto H(z,t) # y, para todo z € &D e para todo ¢ € [0,1]. Pela propriedade (Ps)
do Teorema , segue que degB(Zb\E, ﬁ,y) = degB(;b\n, D, y). Logo

degg(¢c, De,y) = degp(dy, Dy, y).

O

Observagao 2.10. No Lema[2.9] podemos observar que se D, = ), para algum 0 < ¢ < R,
entdo degg(¢e, De,y) = 0, e por invariancia homotépica degg(¢y,, Dy, y) = 0, para todo
0<n<R.

Apresentemos agora a definicao do grau topologico de Leray-Schauder.

Defini¢ao 2.11. Sejam (¢, D, y) uma terna admissivel com ¢ =1 —T e T:D — E uma
aplicacao de posto finito, tal que para todo x € D,

IT (@) = T()lls < p(y, $(OD)).

Seja S um subespago de dimensao finita de E, contendo T (D) e y. Entao definimos o

grau de Leray-Schauder de (¢, D,y) por

degLS(¢7 Da y) = degB(gb\a ﬁa y)v
sendo ¢ = (I—f)|§ eD=DnNS&.

Justificativa para a Defini¢ao [2.11; Essa definicao é justificada automaticamente pelo

Lema 2.0
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2.2 Propriedades do grau de Leray-Schauder

Vamos apresentar, nesta secao, algumas propriedades do grau de Leray-Schauder.

Porém, antes disso, apresentaremos a definicao de homotopia de aplicacoes compactas.

Definigao 2.12. Seja M C E e H : M x [0,1] — E. Dizemos que H é uma homotopia

de aplicagoes compactas em M se
(i) H(.,t) é compacto em M, para todo t € [0, 1];
(ii) para todo € > 0 e para todo subconjunto B de M, limitado, existe 6 > 0 tal que
|H(z,t) — H(z,s)||g < €, sempre que x € B e |t — s| <.
Teorema 2.13. As sequintes propriedades sao validas:

(P1) (Normalizagao) Seja [ : E — E a aplicacdo identidade de E e D C E um

congunto aberto e limitado, entao

degLS(IvD7y):17 vyEDu

(P.) (Translagao) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel. Entdao (¢p—y, D,0) € uma terna
admissivel e

degrs(¢, D,y) = deg5(¢ —y, D,0);

(P;) (Existéncia de solugao) Seja (¢, D, y) uma terna admissivel. Se deg;¢(¢, D,y) #
0, entdo existe x € D tal que ¢(z) = y;

(Py) (Decomposicao) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel, D' C D tal que D' =
U2, Dy, com D; abertos em E mutuamente disjuntos, de modo que y ¢ ¢(D \ D').
Entao

degLS<¢7 D7 y) = Z degLS<¢7 Dia y)?
i=1

(Ps) (Excisao) Se (¢, D,y) ¢ uma terna admissivel e K C D é um conjunto compacto
tal que y ¢ ¢(K), entdo

degB(¢7Day> = deg3(¢a D \ Ka y)a

(Ps) (Invaridncia homotépica) Suponha que H : D x [0,1] — E ¢é uma homotopia de
aplicacoes compactas em D. Seja ¢, := I — H(.,t), para t € [0,1] e assuma que
y & ¢:(0D), para todo t € [0,1]. Entdo deg;q(¢r, D,y) independe de t.

(P;) (Continuidade em T) Seja (¢, D,y) uma terna admissivel. Se T = I — ¢,
entio existe € > 0 tal que, para toda aplicacio compacta P : D — E, com
sup,.p |P(z) — T(x)||g <€, a terna (I — P,D,y) é admissivel e

degLS([ - PaDay) = degLS(¢7 D>y)>
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(Ps) (Invariancia local) Se T ¢ uma aplicacao compacta e ¢ := I — T, entdo

deg; (¢, D,.) é constante em cada componente conexa de E \ ¢(OD);

(Py) (Propriedade do bordo) Sejam (¢, D,y) e (¥, D,y) ternas admissiveis. Se ¢ e

Y coincidem em 0D, entao

degLS(¢7 D7 y) = degLS(wa D7 y)

Demonstracgao:

(P1) Suponha y # 0 e considere S = [v], D=DNS,T=0eco= 1]
2.10] temos

. Pela Definicao

degps(I, D,y) = degy (9, D, y).

Uma vez que y € D, temos que y € 13, pela Propriedade (P;) do Teorema m,

tem-se

degrs(l, D,y) = degp(¢, D, y) = 1.
Se y = 0, considere S = {0}, assim D = DNS = {0} ¢ a terna (I, D, 0) ¢ admissivel,

pois oD = 0{0} = (), onde a fronteira é relativa ao espago nulo. Daf concluimos que
degLS([7D70> = degB(I7ﬁ70> =1

(Py) Desde que T(z) = 2 — ¢(x) é compacta, T(z) = z — (¢(x) —y) também ¢ compacta.

Se z € 0D, por hipétese, ¢(x) # y, ou seja, ¢(x) —y # 0, portanto, a terna
(¢ —y,D,0) é admissivel.

Considere 7 : D — E uma aplicacdo de posto finito tal que para todo x € D,

1T (x) = T(x) ||z < p(y, $(OD)).

Ponha S = [T(D) U {y}] ¢ D = DN S. Usando a Definicao [2.11] temos que

deg;5(¢, D,y) = degp((I — T)|=, D, y).

Agora, para todo x € D,

(T +9)(@) = (T +y)(@)|e = |T(x) = T(x)lle < ply, #(0D)) = p(0, (¢ — y)(@D)),

e a imagem da aplicagao I — (f + y) tem dimensao finita. Usando novamente a
Definicao [2.11], temos

degLS(d) - y)D70> - degB((] - f_ y)lgu 370)
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(P5)

(Ps)

Pela propriedade (P3) do Teorema [1.17], segue que

degp((I —T)|=, D,0) = degz((I — T — y)|=, D, 0).

)|
)

Portanto,
degLS(¢7 D7 y) - degLS(gZS - Y, D7 0)

Ponha T' = I — ¢. Para todo n > m, existe fn : D — E de posto finito,

satisfazendo .
ITo(@) = T(@)|e < ~. VaeD.

Considere S, = [T;,(D) U {y}] ¢ D,, = DN S,.. Pela Defini¢ao [2.11]

A~

degLS(¢7 D, y) - degB(([ - Tn)|gn> Bn? y) (21)

Por hipétese degg((1 — T\n)\g ,D,,,y) # 0, pela Propriedade (P3) do Teorema |1.17]

existe x,, € lA)n tal que

A~

Como T é uma aplicagao compacta, T'(D) é compacto e desde que (z,,) C D, (T(z,))

possui subsequéncia T'(z,, ) convergente, digamos para z € E. Da desigualdade

1T (@) = 2lle < [Ty (20) = Tl + 1T (20) = =],

A~

concluimos que 7),, (z,, ) converge para z, quando k — oco. Assim z,,, = T, (x;,)+y

converge para z +y € D, quando k — oo. Da continuidade de ¢, obtemos
Oz +y) = Jim §(rs,) = Jim (2, — T(wn,) = .
—00 k—o00

Desde que y ¢ ¢(90D), z+y € D. Desta forma, a equagdo ¢(x) = y tem solugao em
D.

Escreva ¢ = [ — T, com T compacta. Temos que 0D; C 0D', assim y ¢ ¢(0D;),
para todo j € N. Como T é compacta em Ej, segue que as ternas (¢, Dj,y) sdo

admissiveis, para todo j € N.

Considere 7 : D — E uma aplicagao de posto finito tal que

IT(z) = T(2) ||z < p(y.#(D \ D)) < ply, $(9D;), ¥z € D, ¥j € N.

Sejam S = [T(D), {y}], D = DN &, D' =D'nSe ZA)j = D]ﬂ:S’\. Usando a Defini¢ao
[2.T1], temos que

degps(0, D,y) = degg((I — T)|=, D, y) (2.2)

=)
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(Ps)

(Fs)

degps(¢, Dj,y) = degp((I — T)|= , Dj,y).

5»\

(2.3)

Uma vez que y ¢ ¢((D\ D') N S) = gb(g\ Z)\’), pela propriedade (P,) do Teorema

segue que
17, segue q

degp((I = T)I5.D.y) = Y degs((I = T)5,. Dy ).

Jj=1

ST

Consequentemente, por (2.2) e (2.3)), concluimos que

deg;5(¢, D, y) ZdegLS ¢, Dj,y).

Observe que 9(D\ K) C 0DUK. Comoy ¢ ¢(0DUK), temos que y ¢ ¢(0(D\ K)),
consequentemente (¢, D\ K, y) é uma terna admissivel. Considere T:D — E uma

aplicacao de posto finito tal que

IT(@) = T(@) s < ply, $(9D)), ¥z € D,

em que T =1 — ¢. Sejam S = [T(D)U{y}], D=DnNS e Dg=(D\K)NS. Pela

Definicao [2.11], temos que

deg (¢, D,y) = degp(( — T)|5, D, y)

degs(¢, D\ K,y) = deg((I - T)|5 ., Dy, y).

K

Pela propriedade (P5) do Teorema [1.17], segue que

degy((I —T)|, D,y) = deg((I — T)|5, D\ (K N S),y).

S
»
X
—
=
»
2
I
-)
—
=
»
W)
o+
@D
=
o
wn

e}
o
(@)

Como Dx = (D\ K)N & =
deg((I = T)|5 , Di,y) = degp((I = T)|5, D\ (K N S),y).

Por (2.4), (2.5), (2.6) e (2.7), temos

deg;s(¢, D,y) = degs(¢, D\ K, y).

Primeiramente, vejamos que vale a seguinte:

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Afirmagao: Existe R > 0 tal que ||y — ¢:(z)||g > R, para todo x € 0D, t € [0, 1].
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Suponha o contrério, entdo existe (t,) C [0,1] e (z,,) C dD tal que

lim [ly — b, ()] = 0.
n—oo

Passando a uma subsequéncia, podemos assumir que t,, — to € [0, 1]. Como H (., o)
é compacta e (z,) é limitada, também passando a uma subsequéncia, temos que
H(zp,ty) — w € E. Agora, usando o item (ii) da Defini¢ao [2.12} temos que

Yy = 7}1_)]:2'0 gbtn (In)
= lim (z,) — H(xp, to) + Um (H(xp, to) — H(zp, tn))
n—00 n—00
= e w)

Portanto, y + w = lim,,_,o, , € D. Como H(.,ty) é continua, temos que

y=+w) —w = (y+w)= lim H(z, )
= (y+w)— H(y+w,to)
= ¢to(y+w)a

que é uma contradigao, pois y & ¢, (0D). Isso prova a afirmagcao.

Considere R a relagao definida em [0, 1] por

tRS = degLs<¢t, D, y) - degLS(¢S7 D7 y)

Claramente, R é uma relagao de equivaléncia em [0, 1]. De forma anédloga ao Lema
1.7, vamos mostrar que cada classe de equivaléncia definida por R é um aberto em
[0,1]. Da conexidade de [0, 1], seguird que R define uma tnica classe e, portanto,

deg; ¢(¢t, D,y) sera constante em [0, 1].

Fixe s € [0,1] e considere Cy a classe de equivaléncia de s com relagao a R. Ponha
R := p(y, ¢s(0D)) > 0 e fixe € € (0, £). Pelo Lema [2.6] existe h. : D — E de posto
finito tal que

|he(z) — H(x,5)||g <€, Vo € D. (2.8)

Pela Definigao existe § > 0 tal que |t — s| < 0 implica que

|H(z,t) — H(z,s)||g <€, Vo € D. (2.9)

Seja S, = [h (D) U{y}] e D. = DN S.. Usando (2.8)) e a Definicio segue que

degLS(¢Sa Dvy) = degB<<I - h€>|567D67y>‘
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(Pr)

(Fs)

Ainda, por (2.9), temos que para |t — s| < d,

[he(z) = H(z, )|z < [|he(z) = H(z,s)||g + [ H(z,s) — H(z,t)| 5
< 2¢ < ply,¢s(0D)), Vx € D.

Dessa forma, pela Definigao [2.11}

degrs(¢t, D,y) = degp((I — he)‘ﬂa De,y) = deg (s, D, y).

Dai concluimos que se |t — s| < 4, entdo tRs, isto é, t € (5. Portanto Cy é aberto

em [0,1] e o resultado estd provado.

Ponha R := p(y,¢(dD)) > 0 e fixe P : D — E uma aplicacdo compacta,
satisfazendo
SUB”P(JI) —T(x)||g < R.

zeD

Denote por ¢ := I — P e considere H : D x [0, 1] — E uma homotopia de aplicacdes
compactas definida por H(z,t) := tT(z) + (1 — t)P(x). Considere ainda

oi(x) =2 — H(z,t) = to(x) + (1 — t)y(x), x € D, t € [0,1].
Observe que para todo x € 9D e para todo t € [0, 1], temos

ly = ¢e(@)le = llyv—9oz) — (1 -1)(¥(x) — o))l
> |ly—o@)le — (1 =)[v(x) — o(2)|e
> R—(1—t)R=tR>0.

Portanto y ¢ ¢:(0D), para todo t € [0, 1]. Pela propriedade (Pg), segue que

degLS(¢7 D7 y) = degLS(¢7 D7 y)

Ponha ¢(z) = I — T(z), sendo uma T aplicacio compacta em D. Considere C uma
componente conexa de E \ ¢(0D). Defina u : C — Z como u(y) := deg; (¢, D, y).
Basta mostrar que u é continua no conexo C, pois, desde que u(C) C Z, teremos que

u serd constante em C.

Fixado y € C e R := p(y, $(0D)) > 0, temos que B,(y, R) C C. Para cada w € C
defina a aplicacio ¢, : D — E por

Pu(®) = o(x) — (W —y).

Observe que ¢,, pode ser escrito como ¢, = [ —T,, em que T, = T+ (w — y) é uma
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aplicacio compacta em D. Pela propriedade (P3), temos que

degLS(¢7 D7 U)) = degLS(¢ - w, D7 0)
= degLS(¢_(w_y)_y7DaO>
= degLS(¢_ (w_y)aDvy) :degLS((bwaD’y)'

Se [[y—wllp < R, entéo ||T(z) —Ty(z)|[p = |T(2) = T(z) = (w=y)|l& < ply, 9(0D)),
para todo 2 € D. Pela propriedade (P;), temos que

degLS(wa, Dv y) = degLS(¢7 D7 y)

Consequentemente,
degLS(¢7 D7 y) - degLS(¢7 D, U))

Portanto u : C — Z é continua. Logo u é constante.

(Py) Sejam T : D — E e S : D — E aplicagdes compactas, tais que ¢ = [ — T e
b=1-28.

Considere a homotopia de aplicacdes compactas H : D x [0,1] — E, definida por
H(x,t) = tT(z) + (1 —t)S(x) e ponha ¢,(z) := z — H(x,t). Para x € D e para
t € [0, 1], temos

H(z,t) =tT(x)+ (1 —t)S(x) =T(z) = S(z)

Portanto, ¢:(z) = ¢(x) # y, para todo x € 9D e para todo t € [0,1]. Pela
propriedade (Pg), segue que

degLS(¢7 D7 y) = degLS(wa D7 y)

2.3 Indice de uma solucao isolada em dimensao infinita

Nesta secao, vamos generalizar o conceito de indice de uma solucao isolada,
apresentado na secgao [1.6, para dimensao infinita.

Ao longo dessa secao, C1(D, E) denotara o espaco das aplicacdes T : D — E que
tém extensdo T’ para um aberto D(T), contendo D, que é Fréchet diferencidvel (confira
Definigao e T’ ¢ continua em D(T).

Seja kg € D uma solucdo isolada da equagao ¢(x) = y, em D, com (¢, D,y) terna
admissivel. Considere Br = B,(x¢, R) tal que z( é a tnica solucao da equagio ¢(z) =y
em Bp. Para 0 < s < R, temos que y ¢ ¢(Br \ Bs). Pela propriedade (P,) do Teorema
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2.13] concluimos que deg; (¢, Br,y) = deg; (¢, Bs,y). Esta conclusdo, nos permite

apresentar a seguinte:

Definigao 2.14. Sejam (¢, D,y) uma terna admissivel e xy € D uma solugao isolada da

equagao ¢(x) = y. Definimos o indice de ¢ com relagao a xo por

Z(¢7 l’o) = ll_{% degLS<¢7 BP('rOa 8)7 y)
Destacaremos agora a definicao de valor caracteristico de um operador linear.

Definigao 2.15. Seja L : E — FE um operador linear. Dizemos que pu # 0 é wvalor

caracteristico de L se p~1 é autovalor de L.

Pelo fato de estarmos interessados em calcular o indice de uma solugao isolada de
o(x) = y, precisamos saber que condigoes a aplicagao ¢ deve satisfazer para que ¢(z) =y

possua apenas solucoes isoladas. O proximo lema estabelece tais condigoes.

Lema 2.16. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ = [=T, T € CY(D, E) e considere

rg € D tal que 1 ndo € valor caracteristico de T'(xg). Entao ¢'(xo) = I — T'(xo) €

vertivel.

Demonstracao: Uma vez que 1 nao é valor caracteristico de 7"(x), 1 também nao
deve ser autovalor de T”(z¢). Pela Proposicao [B.10] temos que 7"(xo) é compacto e da
Proposi¢ao [B.4] segue que o espectro de T"(z) contém apenas autovalores, com excessao
do 0. Assim 1 nao pertence ao espectro de T"(xg) e, portanto, ¢'(zg) = [ — T'(xg) é
invertivel, como queriamos. U

Com base no Lema , se (¢, D,y) é uma terna admissivel com T'= [ —¢ € C1(D, E)
e 1 nao é valor caracteristico de T"(z), para todo x € D, podemos deduzir que toda solugao
de ¢(x) = y em D é isolada. De fato, se xy € D é uma solucao de ¢(z) = y, pelo Lema
¢'(xg) é invertivel. Usando o Teorema da Aplicacao Inversa, temos que ¢ é um
difeomorfismo em alguma vizinhanca de zy. Logo, em alguma vizinhanca de xq a equacao
¢(z) = y tem apenas xy como solugao.

No decorrer desta secao vamos trabalhar para expressar o indice de uma aplicacao
¢ = I —T, com T compacta de classe C!, numa solucao isolada xy, em termos das
multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de T"(xg). Iniciaremos esse trabalho

com o seguinte:

Lema 2.17. Sejam zy € E, R > 0 tais que a terna (¢, B,(xo, R),y) € admissivel. Entdo

degLS<¢7 Bp(x07 R)? y) = degLS(¢( ' +I‘0), BP(07 R)J y)

Demonstragao: Se ®(z) = z + x¢, entao ® ¢ um difeomorfismo, com ®~!(w) = w — wg.
Ainda, se 1) = "1 oo ®, entdo podemos escrever ) = — P, em que P =® 10T od é

uma aplicacdo compacta em B,(0, R).
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Considere T : Fp(xg,R) — F uma aplicacao de posto finito tal que para todo
x € B,(zo, R), tem-se

IT (@) = T(2)||le < min{p(y, (B, (w0, R))), ply — x0, (9B, (0, R)))}.
Denotando por P=0"10To d, temos
IP(2) = P(x)|lp = T+ w0) = T(x +x0)|[ e < ply — 20, (9B, (0, R))), Vo € B,(0, R).

Considere S = [T(B,(x0, R)) U P(B,(0,R)) U {y} U {x0}], D1 = B,(z0,R) N S ¢
Dy = B,(0,R)N S. Usando a Definicao , temos que

deg5(9, By(wo, R),y) = deg((I = T)|5,, D1.y) (2.10)

deg (1, By(0, R),y — o) = degg((I = P)|55,, Da,y — o). (2.11)

Podemos considerar a restricio ® : S — S e notar que o (B,(0, R)ﬂg) = B,(zo, R)ﬂg.
Dessa forma, aplicando a propriedade (P19) do Teorema obtemos

degp((I = T)lz, D1,y) = degg((I = P)I5,, Do,y — o).
Usando e , concluimos que
degps(@, By(zo, R),y) = degrs(¢(- +x0) — x0, B,(0, R), y — o).
Por fim, usando a propriedade (P3) do Teorema , deduzimos que
degr (¢, By(wo, R), y) = degrg(d( - +x0), B,(0, R), y).

0

Vejamos, agora, um resultado que relaciona o indice de uma aplicacao ¢ de classe C!

com o grau de sua derivada.

Lema 2.18. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ =1 —T, em que T € C*(D, E)
¢ uma aplicagao compacta. Suponha que xo € D € tal que ¢p(xg) =y e que 1 nao € valor

caracteristico de T'(xg). Entao
Z<¢7 ZE()) = degLS(¢/(x0)7 BP(Ou R>7 0)7 R < 1.
Demonstragao: Por defini¢ao de diferenciabilidade, temos

O(x + x0) — () = ¢’ (wg). & + x(x) = [x — T'(x0)x + x(2),
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em que
oy X@)
Iz 2—0 ||z||

Considere H(z,s) = T'(xq).x — sx(x), pata x € D e s € [0,1]. Pela Proposicao
temos que T"(xy) é compacto, consequentemente y = T"(xg) — T'(- +x¢) — ¢(z0) é
compacto, portanto H é uma homotopia de aplicacoes compactas.

Seja ¢s := I — H(-,s). Vejamos que existe R > 0, suficientemente pequeno tal que
0 ¢ ¢5(0B,(0,R)), para todo s € [0,1]. De fato, suponha o contrario, entdo existe
sequéncia (x,,s,) C D x [0,1], com z, — 0 e s, € [0,1] tal que ¢; (x,) = 0, para todo
n. Dessa forma,

xn — T (x0). Ty + Spx(20) = 0.

Seja z, = ”;ﬁ, entao z, satisfaz

X ()
|znl e

2n =T (x0). 2n — Sn (2.12)

snX(Tn)
lzn |l 2

segue por (2.12)) que (z,) tem subsequéncia convergente. Reindexando, podemos supor

Agora, sabemos que lim,,_,,

= 0. Como (z,) ¢é limitada e T"(xg) é compacto

Zn — 2, com ||z]|g = 1.

Dessa forma, existe z # 0 tal que 7"(xp). z = 2, donde concluimos que p = 1 é valor
caracteristico de 7T"(x(), contrariando a hipétese. Logo 0 ¢ ¢4(0B,(0, R)), para todo
s € [0,1].

Aplicando o Lema[2.17] e as propriedades (P) e (Pg) do Teorema[2.13] deduzimos que

i(p,m0) = degrg(e Bp<3707R)73/)

= degpg(d(- +0), By(0, R),y)
= degygs(d(- +0) — d(20), B,(0, R),0)
= deg;g ¢1,BP(O,R),O>

O
O préximo lema expressa o grau de uma aplicacao do tipo I — L, sendo L um operador

linear compacto, em termos das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de
L.

Lema 2.19. Seja L : E — E um operador linear compacto e suponha que 1 nao € valor

caracteristico de L. Entao
degLS(I - Lu BP(O7R)70) = (_1)57 R > 07

sendo 3 a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de L em (0,1).
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Demonstracao: Para cada valor caracteristico p; de L, considere

N; = | ker(f — )™

m=1

Desde que ker(I — u;L) C ker(I — p; L)? C -+ -, temos que N; é espago vetorial, para
todo 4. Pela Proposicao [B.3] dimker(I — y;L)™ < oo, para todo m e pelo Lema [B.11] a
sequéncia é estacionaria. Logo dim N; < oco. Ainda, a multiplicidade algébrica de p; é
dada por ¢; = dim NV,.

Pelo Lema[B.2] temos que existe apenas um nimero finito de valores caracteristicos de

L no intervalo (0,1). Denote por u;, 1 <i < k os valores caracteristicos de L no intervalo
(0,1), dois a dois distintos.

Afirmagao 1: N; N (32, N;) = {0}

De fato, para cada j, considere m; o menor inteiro tal que
ker(I — p; L)™ = ker(I — p; L)™", ¥n > 1.
Pelo item (iii) do Corolario [B.12] temos que

> N; CIm(I — pL)™.
J#i

Pelo item (i) do Corolario [B.12 segue que ker(l — u; L)™ NIm({ — pu; L)™ = {0}. Logo,

J#1
Portanto a afirmacao 1 esta provada.

Agora considere V' = @le N;. Entao dimV = ¢, + ...+ qx = [ (se L nao possui
valores caracteristicos em (0, 1), tome V' = {0}, neste caso, 5 =0 ).

Considere, ainda, para cada ¢ = 1,...,k os espagos R; = (.o_; Im(/ — p,L)™ e ponha

Afirmacao 2: E=V & W.

Primeiro, vejamos que VNW = {0}. De fato, se z € VN, entao x = Zle T, com
r;eENjex e R, j=1,... k.

Pelo item (iii) do Corolério |B.12| temos que @fZQ N; C Ry, assim Z?:z rj € Ry e,

portanto, 1 = x — Z?:g z; € Ry N N; = {0}. Logo z; = 0. De modo similar, conclui-se

que 9 = ... = 13 = 0, donde concluimos que x = 0.

Agora, dado = € E, pelo item (i) do Corolério [B.12] podemos escrever = = x; + yj,
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com z; € N; e y; € R;. Pelo item (iii) do Corolério W, temos que P, N; C I, assim

k
x—ij:x—xl—ij:yj—ijERl, l=1,...k,
j=1

i#l i#l

k
CL’jEV@Z:JZ—Z T; €

portanto z — Z?Zl zj € W. Assim, z =y + 2z, comy = SoF =1

=1
W. Portanto £ =V @& W e a afirmacao 2 esta provada. ’
Observe que o item (ii) do Corolario garante que V' e IV sao invariantes por L.
Denote por P e () as projegoes sobre V' e W, respectivamente e considere a homotopia
H:E x[0,1] — E definida por

H(z,s) = L(P(x)) + sL(Q(x)).

Desde que a composicao de um operador linear compacto com um operador linear
continuo resulta em um operador compacto, segue que L) e L P sao operadores compactos,
assim H é uma homotopia de operadores compactos.

Seja ¢s := 1 — H(+,s) e vejamos que para todo R > 0 e para todo s € [0,1], tem-se
que 0 ¢ ¢5(0B,(0,R)). De fato, suponha que existe R > 0 e (z,s) € 0B,(0,R) x [0,1],

tais que ¢4(x) = 0 e escreva © = xy +xy com zy € V e xy € W. Entao vale a igualdade
zy — L(P(x)) = sL(Q(z)) — zw,
que pode ser escrita como
P(x) = L(P(z)) = sL(Q(x)) — Q(x).

Da invariancia de V e W por L, segue que P(z)—L(P(z)) € Ve sL(Q(z))—Q(z) € W.
Como V NW = {0}, temos que P(x) = L(P(x)) e Q(z) = sL(Q(x)).

Desde que 1 nao é valor caracteristico de L, temos que xy = P(x) = 0. Assim
Q(z) = xw = x, consequentemente, x = sL(x). Como z # 0, temos que s # 0 e s # 1,
portanto 0 < s < 1.

Dessa forma, temos que s é valor caracteristico de L em (0,1). Entao s = pu;, para
algum i. Logo = € ker(l — u;L) C V. Isso contradiz o fato de que x = Q(x) € W.
Portanto 0 ¢ ¢5(0B,(0, R)), para todo R > 0 e para todo s € [0, 1].

Usando a propriedade (Pg) do Teorema obtemos

degLs(I — L, BP(O, R), O) - degLs<[ — LP, BP(O, R), 0) (213)
Como LP(E) = L(V) C V, podemos usar a Defini¢ao e concluir que
deg;s(I — LP,B,(0,R),0) =degg(({ — LP)|v,V N B,(0, R),0) (2.14)

Observe que p € (0,1) é valor caracteristico de L se, e somente se, A\ = ;%1 é autovalor
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negativo de I — L. Dessa forma, § é também a soma das multiplicidades algébricas dos
autovalores negativos de (I — L) (0) =1 — L em V.
Note ainda que I — L é injetor, pois 1 nao é valor caracteristico de L. Assim
(I = L)|y: V — V é sobrejetor, portanto 0 é valor regular de [ — L em V.
Agora, desde que (I — LP)|y= (I — L)|y, usando a Proposigao e o Lema [1.28]
segue que
deg((I — LP)|y, V 11 B,(0, ), 0) = (~1)".

Segue de (2.13)) e de (2.14) que
degLS([ - LaBP<07 R>70) = (_1)/8'

Isso conclui a prova do teorema.
O
Com base nos ultimos resultados, vamos expressar o indice de uma aplicacao ¢ = I —T,
com T compacta de classe C!, numa solucao isolada z(, em termos das multiplicidades

algébricas dos valores caracteristicos de T"(zy).

Teorema 2.20. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ = I—T, em que T € C*(D, E)
¢ uma aplicagio compacta tal que 1 nao € valor caracteristico de T'(xq), para algum

xo € D. Suponha que ¢(xo) =y. Entdo xo € uma solugdo isolada de ¢(z) =y e
i((b,i[fo) = <_1)I87

sendo B a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de T'(zy)
em (0,1).

Demonstragao: Pelos lemas e[2.19, para R < 1, obtemos

i(¢,$0) = degLS(¢,<x0)’BP(O7R)vO)
= degLS(I - T/<,T}0),BP<O,R),O)
= (1)~

O
Vamos apresentar, agora, o ultimo resultado desta secao, o qual sera fortemente
utilizado nos capitulos [3] e

Teorema 2.21. Seja (¢, D,y) uma terna admissivel com ¢ = I —T, sendo T € C*(D, E)
uma aplicagao compacta. Suponha que ¢~ *(y) N D # 0 e que 1 ndo € valor caracteristico
do operador T'(x), para todo x € ¢~ (y) N D. Entio ¢~ (y) N D € um conjunto finito,
digamos ¢~ 1 (y) N D = {zy,..., 21} €

k

deg 56, D,y) = Y (~1)%,

i=1
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em que B; é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de T (x;) no

intervalo (0,1).

Demonstragao: Para simplificar a notacao, ponha A := ¢~!(y) N D. Pela Proposicao
temos que T"(x) é um operador linear compacto, para todo = € A. Desde que
1 nao é valor caracteristico de T'(z), para todo z € A, segue da Proposigao que
1 ¢ o(T'(x)), para todo = € A. Logo o operador I — T"(z) é um isomorfismo, para todo
x € A. Do Teorema da Aplicacao Inversa, decorre que o conjunto A é discreto.

Vejamos que A ¢é finito. De fato, suponha que A é infinito, entao existe uma sequéncia
(x,) C A com z,, # x,, para m # n, tal que T(z,) = z, —y. Como T é compacta,
passando a uma subsequéncia, temos que T'(x,,) — w € F, consequentemente, x, — w+y,
logo w +y € D. Por continuidade, concluimos que ¢(w +y) = y e desde que y ¢ ¢(0D),
segue que w+y € D. Assim w+y € A e, portanto, A contém um ponto de acumulacao.
Isso contradiz o fato de que A é discreto. Logo A deve ser finito.

Escrevendo A = {z1, ..., x;}, podemos considerar bolas abertas B,(x;, €) tais que para
i # J, By(x;,€) N By(xj,€) = 0. Pela propriedade (P4) do Teorema e pelo Teorema

2.20] segue que

k
degLS(¢7 D7 y) = Z degLS(qba Bp(xia 6)7 y)
=1

k

= Z Z((b? ml)

i=1

i=1

em que (3; é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de 7"(x;) no
intervalo (0, 1). O



Capitulo

3

Existencia de solucoes para uma equacao

eliptica ressonante superlinear

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solugoes de uma equagao eliptica
ressonante superlinear, usando as ferramentas topoldgicas construidas no capitulo[2] Mais

especificamente, vamos considerar o seguinte problema:

(3.1)

—Au = Mu+ (ut)P+ f(z), emQ,

{ U 0, sobre 02,

em que

(H1) 2 é um dominio aberto, limitado e suave do RY, N > 3;

(H2) 1 <p < £,

(H3) f € L"(2), para algum r > N e [, fo1 < 0, em que ¢; é a autofungdo positiva,

normalizada em L?({2), associada ao primeiro autovalor \; do operador (—A, H}(Q)).
Podemos observar que a hip6tese (H3) é uma condi¢ao necessaria para que as possiveis

solugoes de tenham parte positiva nao trivial. De fato, se u é uma solucao de (3.1)),

usando ¢; como funcao teste, temos que

/Vu-Vgpldx = /(—Au)cpldx
Q Q

= /Algpludx+/(u+)pgo1dx+/fgoldx
0 Q Q

= /—Agpludl’—l—/(qu)p(pldI—F/f(PldI
Q Q 0

= /Vgol-Vudm+/(u+)pg01dm+/fg01dm.
Q Q Q

Consequentemente, para que a solucao u tenha parte positiva nao trivial devemos ter que

/Q fordr = — /Q (u™ )21 da < 0. (3.2)

Essa condicao ¢ satisfeita pela hipotese (H3).

Nosso objetivo, neste capitulo, é demonstrar o seguinte teorema:

63
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Teorema 3.1. Suponha (H1), (H2) e (H3). Entao o problema (3.1) possui ao menos
uma solugao em W2 (Q) N HY(Q).

E de grande importancia, no estudo de equacgoes diferenciais, obter informagoes sobre
a regularidade de uma solucao fraca de um determinado problema de valor de fronteira.
Argumentos do tipo “bootstrap” podem ser utilizados nessa tarefa. Neste contexto, vamos

apresentar o seguinte resultado, sobre regularidade:

Lema 3.2. Toda solugdo fraca u € Hy () de (B.1)), pertence a W2"(Q). Em particular,
u € CL(Q) e vale a desigualdade

lull e < Orlllwll + 1711, (3:3)

em que 0y : RT — RT € continua, crescente tal que 61(0) = 0.

Demonstracao: Seja u € H() uma solugao fraca de (3.1). Mostremos que
u € W?"(Q)). Para tanto, vamos usar um argumento “bootstrap”, que é um processo
iterativo feito por meio de imersdes de Sobolev do tipo W?5(Q) < L!(Q).

Considere F(z,u) = Mju+ (u)? + f e note que

/|F(m,u)|2:dx§0(/ |u|2;dx+/|u
Q Q Q

Pelo item (i) do Teorema , temos que H(Q) < L? (), entdo u € L? (). Dessa

forma podemos iniciar o processo com t; = 2.

p
o N =23.

Neste caso temos que 2* =6 e p < % =2, entao t; = % > 3 = N. Se considerarmos
s = min{r, ¢ }, teremos que F € L*(Q), dessa forma, usando o Teorema[C.9 e (3.4), segue

que u € W5(Q) e

2 dm+/ﬂ|f|2: d:zc) . (3.4)

[ullzs <ClIF[ls < Cllulls + [Jullg + 171l

< Clllulle + ullz- + 1£1)-

Pela imersao H}(Q) < L? (Q2), vale a desigualdade

[ullz,s < C(lull + ull” + [1f]l)-

o N >4

Vejamos que f € L'"(Q). De fato, observe que t; < r, pois, se t; = % >r > N, entao
P < 55 <1, que é falso. Logo f € L"(Q) e, assim, F € L"(Q). Usando o Teorema
e , segue que u c W2,t1 (Q) e

20 < Cl[ull + u

lul o LA lle)-
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Pela imersao H}(Q) < L? (Q), segue que
[ullz.e, < C(llull + llull” + 1 £1e)- (3.5)

Temos as seguintes possibilidades para ¢;:
Caso 1: 2t; > N.
Pelo item (iii) do Teorema|C.5] temos que W21 (Q) < COA(Q), para algum 0 < A < 1,

Dessa forma, u € C%*(Q) e, portanto,

/|F(.r,u)|’"dx§0(/ ]u|rdas+/|u|prdm~l—/|f\rdm) < 00.
0 0 Q Q

Pelo Teorema [C.9] concluimos que

[ullzr < CIEN < Cllully + ully + [1£])-

Uma vez que pr > r > %, aplicando o item (ii) do Teorema , temos que vale a

imersio W22 (Q) — L(Q). Entao
lullzr < CQllullo,z + llully x +11£1l-)-

Portanto
[uller < C(llullze + [lullf,, + £

Usando ((3.5)), concluimos que

2
[ullzr < CQlull + ull” + ful™ + A7 + [1£]l)-

Caso 2: 2t; = N.
Aplicando o item (ii) do Teorema [C.5] conclufmos que W2 (2) < L*(Q), para todo

t1 < s < oo. Como rp > N > ty, podemos aplicar tal imersao para s = rp e concluir que
u € L™(9), logo

F "d C "d P d "d 3.6
[ 1Fl < (/Qru\ ot [ s [ 1 x)<oo, (3.6)

portanto F' € L"(Q2). Do Teorema , segue que u € W27(Q) e vale a desigualdade
[ull2r < CIE,

e por ([3.6)), temos que

lullzr < Clully + ullZ, + 171
Clllulla.gy + [lullae +[1£11)-

IN
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Pela desigualdade (3.5)), deduzimos que

2
[l < CQlull + ull” + ful + 1Al + [LFIF)-

Caso 8: 2t; < N.

Neste caso, podemos aplicar o item (i) do Teorema , para garantir a existéncia da

imersao W2 (Q) < L*(Q), com s; = N]XtZItl' Observe que

/|F(:p,u)|sp1dm§0(/ |u|spldat+/|u|81dx—|—/|f|spldx>.
Q Q Q Q

Dali, o processo pode ser repetido com t, = %1. Em geral, temos

y Sm Nt,,
mil = —, emque S, = ——.
+1 D q N —2t,

Vejamos que o nimero de iteragoes ¢é finito, isto é, existe m tal que 2t,, > N, de modo

a reincidir no caso 1. De fato, como p < % < 2* — 1, temos que

tgisli N > N —1
tp 2* Np—22*~ N(2*—1)—22¢

Portanto 2 =4, § > 1. Ainda

t3_82_t2N—2t1 t2

Szl T 2
12 S1 th_2t2 t1

Logo t3 > to0 = t162. Prosseguindo o argumento concluimos que t,,,.; > t;6™. Portanto,

é possivel encontrar m tal que 2t,, > N e com isso reincidimos no caso 1.

Independentemente dos casos considerados anteriormente, é possivel encontrar uma
fun¢ao continua, crescente #; : R* — R™ com 6;(0) = 0 tal que para algum s > N, vale

a estimativa
[wll2,s < Ou(llull + [|f]]:)-

Pelo item (iii) do Teorema|C.5] temos que W25(Q2) < CTA(Q), para algum 0 < A < 1.
Ainda, pelo Teorema , temos que C*(Q) < C(Q), daf segue que qualquer solucio
fraca de (3.1]) pertence a C}(Q) e vale a estimativa

lullgy@y < Cllullzs < Ou(llull + [1£11),

em que ; : Rt — RT é uma fungdo continua, crescente tal que 6;(0) = 0. O
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3.1 Estimativas a priori para as possiveis solucoes da equacao
3.1

Nesta etapa do texto, vamos nos concentrar na obtencao de estimativas a priori para as
possiveis solugoes da equagao (3.1)). Veremos na préxima se¢ao que tais estimativas serao
de extrema importancia para aplicarmos a teoria do grau. Para provarmos a existéncia

destas estimativas, vamos precisar de desigualdades do tipo Hardy-Sobolev:

Lema 3.3 (Desigualdade de Hardy-Sobolev). Suponha (H1) e considere v € H}(Q).

Entao vale a sequinte desigualdade

v
— || <Clvl;
1l

para todo T € [0,1] tal que } =1 — 7.

Demonstragao: A prova deste resultado é uma aplicacao do Lema 2.1 de [5]. O

Como consequéncia da desigualdade de Hardy-Sobolev, temos o seguinte lema:

Lema 3.4. Suponha (H1) e considere 1 < p < % Entao existe uma constante

C =C(p,Q) tal que, para quaisquer u,v € H} (), com |u| < |v|, q.t.p., vale

[luptas < ¢ ( [uroas) ([ 1verac),
Q Q Q

sendo
N
=1 0,1
« sraN - (v —2)p < 0D
N
§=1+ b € (1,27].

242N — (N —=2)p
Se, além disso, p < ¥4, entdo a € (0,1) e § € (1,2).

Demonstracao: Para a € (0,1), usando a desigualdade de Holder (confira Teorema

C.11)) com é e ﬁ e a hip6tese de que |u| < |v], q.t.p., obtemos

p(l—a)
/|u|pvdx = /|u|pa o |ul” ’ Y dx
0
1 11—«
Ply|ia
< (/ \U’p%dfﬂ) /Mdiﬁ
0 2 ot
a ZH‘% l—«
(/ |U|p901d$) Mde
Q Q@ "

IN
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A fim de usarmos o Lema [3.3] devemos escolher 0 < o < 1 de modo que para

tenhamos

Dessa forma, o valor de o deve ser escolhido como segue:

tot—tr p 1 1 P -
2 N 2t 31 4 ( N
P 1 p+1
e 1=~ -
2 31 —a) N
1 p+1 2N —pN+2(p+1)
@ :2— =
—a PToN N
N
=

—1- .
242N — (N -2)p

Vejamos que a € [0,1). Por hipdtese (N — 2)p < N + 2 < 2N + 2, assim
- N
Portanto, o € [0, 1).
Agora, se p < % < %, entdo (N —2)p < N +2,logo N +2— (N —2)p > 0,
consequentemente N < 2N + 2 — (N — 2)p. Portanto a € (0, 1).

Usando o Lema [3.3], obtemos
1 -« 1—
p+fa t
M—;dx = / (W—Tl) dx
Q Q \¥1
t(l—a)
< C (/ \VU|2dx)
Q

Para obtermos o resultado, basta tomarmos

Np
242N — (N =2)p

d=t(l—a)=p(l—a)+1=1+

Desde que 2+2N+N_2)p € (0, 1], temos que MNJ_V—(’;V_Z)]? € (0,p], logod € (1,p+1] C (1,2%].

Observe ainda, que

Np<2N+2—-—(N—-2)p & Np<N+1+p
& (N—-1)p<N+1

o pe N+1
P=N—1T
Dessa forma, concluimos que se p < %, entao QNHJ_V% € (0,1), portanto,
d € (1,2), quando p < % Isso conclui a prova do lema. [l
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Vamos agora ao resultado que nos garante a existéncia de uma estimativa a priori para
as possiveis solugoes de (3.1)).

Teorema 3.5. Assuma (H1), (H2) e (H3). Seja u € H}(Q) uma solugio da equagao
(3.1). Entdao existe uma funcao continua, crescente 6 : Rt — R* dependendo apenas de
p e, tal que (0) =0 e

lulleye < OC1F1L).

Demonstragao: Seja u € H}(2) uma solugao fraca de (3.1)). Como HE(€2) é um espago
de Hilbert e [¢;] é fechado, podemos escrever Hi () = [p1] @ [p1]t. Entao u = tp; + uy,
para algum t € R e para u; € [p;]*, isto implica que fQ uppr dr = 0.

Por (3.2)), temos que
Jwrods== [ foran
Q Q

Consequentemente, usando a desigualdade de Holder com r e seu conjugado 7/,

Jwrads = - [ foas
[ el

(e (o)

Clrll (3.7)

obtemos

IN

IN

IN

e, portanto, se p’ é o conjugado de p, usando novamente a desigualdade de Holder, segue

t = /ugpldx—/ulgpld:v
= /ugol dx
— /zﬁgpldx—/u_apldx

que

2

2

< /Qzﬁ

< (furas) (fos

< o fuwras)

< ClfI. (3.8)

Pela caracterizagao variacional do segundo autovalor de (—A, Hj(2)) (confira Teorema
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D.2), temos que

Yo g JalVulde
uelpr\{0} [ u?dzx
Como u; € [p1]F, concluimos que Ay < HulHQ, logo
2
 _
Jual < 12

Multiplicando (3.1]) por u; e integrando, obtemos

/|Vu1|2dx—>\1/ufdx:/(u+)pu1dac+/fu1dx.
Q Q Q Q

(3.9)

(3.10)

Usando (3.9)), (3.10) e a imersao HJ(Q2) — L*(2) (confira item (i) do Teorema [C.5)),

obtemos
At 2 2 Aiflu?
- - .
(1= ) bl = gt = 22
<l = M3
< [ 1l de+
< Wl + | [ @ e do
Q
<

Vamos separar a demonstracao conforme o sinal de ¢:

Caso 1: t > 0.

/( NYuy dx

< Cllfl sl + \ [y a).
(9]

(3.11)

Observe que uf < u' e que u™ < tp; em A = {z € Q;uy(x) < 0}. Dessa forma,

temos

/Q (w*)Puy d

[ =)o

< /(uJ“)f"uir dx+/(u+)pu1_ dx
Q Q

< /(zﬁ)pzfr d:v~|—/(t<p1)pu1_ dz
Q A

_ / (P o+ 1P /
Q Q

Por (3.8]), obtemos

/Q (wF)Puy da

Pluy dx.

< / () da + C| /], / Sur di
Q Q

< / (WP de + Ol f |l -
Q

(3.12)
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Vamos usar (3.7)), (3.8]) e o Lema para estimar a integral [,(u*)?™ dz. Aplicando
o Lema para a funcao u™ e utilizando as desigualdades (3.7)) e (3.8]), obtemos:

/Q(qu)f”Jrl de < C (/Q(qu)pgol dx) </Q|Vu|2 dx)
< Ol fI7 Nl
< OIS ter +wll)®
< C||f\|f~“(?5+|1\U1||)[s
< CHfH?(HfHE + [l ])?
< COAIZAANF + lua]). (3.13)

Usando (3.12) e (3.13) em (3.11)), concluimos que

a+?l o
ual* < CAAl "+ 1Al + 1l - (3.14)

Se 0 < ||uq]| <1, entdo
2(at) 5 3
Jur]| < CCIF I+ + 117 + [1f117),
usando (3.8)), segue que

oa—&-%)

3 5 ; ,
lull < CULAR "+ U+ AR+ A7)

Suponha entdao que ||lui|| > 1. Neste caso, usando a desiguadade de Young com e
confira Teorema [C.10]), para === e seu conjugado -, obtemos
25 Jugado 5=

at? a _
sl < CCFI " A+ NI a7+ 1)
a+§ 2%
< C(Ifllr "+ I fllr + CONFIF?) + Cellun -

Consequentemente
atd _a
(1 =COlludll < OISl " +If -+ ClEfIF)
Escolhendo € < %, temos que 1 — Ce > 0, dessa forma, concluimos que
a+% 55
Jurl| < CUFN "+ 1N+ 1)
Ainda, usando (3.8)), deduzimos que

a+?

lll < CAFNE + IF17 + 171+ 1F127)-
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Para obtermos uma estimativa de [ul i) a partir da estimativa de [[uf|, basta
usarmos a estimativa (3.3), mencionada no Lema [3.2]

Caso 2: t < 0.
Aplicando o Lema de Hopf a fun¢do —¢; (veja Teorema |D.7)), obtemos

0
%(mo) < 0,Yz € 90
v
Por continuidade, podemos tomar my = min, cpn —%(zo) > 0. E, se considerarmos
0 < e1 < mg, para v € Beag (41, €1), teremos que [Vu(z) — Vi (z)| < e, para todo

z € Q. Consequentemente, para v € BC&(Q)(‘Ph €1), vale

0
5 (@0) = (Vo(xo) = Vir(w0))- v+ Vepu (ao)- v
0
< Volag) = Veu(ao)| + 7 (@0)
0
< €+ %(l’g)
0
< mg+ %(1’0)
0 0
S —%($0) + %(l’o) = O,on € of.

Além disso, desde que %(x) < 0 em cada ponto x € 92, por continuidade, é possivel
obter uma vizinhanca V, de x tal que % < 0 em V. Dessa forma, a fungao v decresce na
direcao de cada vetor v normal, exterior a 9£2. Como v = 0 em 0f2, temos que v > 0 em
QNV,sendo V = UgepaVy.

Considere B = Q\V = Q\ (QNV) C Q, o qual é fechado e limitado em RY, portanto,
compacto. Dessa forma, podemos tomar m; = mingeg p1(x) > 0, escolher 0 < €5 < my €

deduzir que para v € Bcé@(gol, €9), tem-se que

v(z) = v(z) = ei1(z) + @i ()
> —€2+m1>—m1+m1:0,‘v’xEB.

Uma vez que v > 0 em QN V| segue que v > 0 em 2. Escolhendo 0 < € < min{ey, e},

concluimos que

v € Bayg)(p1,€) = v>0em Q. (3.15)

Podemos considerar ¢y o supremo dos €’s que satisfazem a propriedade (3.15)). Desde
que a solucdo u de (3.1)) pertence a C}(Q) e u; = u — tpy, temos que u; € C(Q).

Vamos escrever u = t(y1 + “*). Devemos ter, necessariamente, que 4+ ¢ B g (0, €).
De fato, se - € Brag)(0,€0), entdo o1 + 4+ € Bei(pr,€0). Assim 1 + 4 > 0 e como
t < 0, devemos ter que u < 0. Logo u™ = 0, que é uma contradi¢ao com (3.2)).
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Dessa forma, concluimos que
1
] < g”ulucg(ﬁ)- (3.16)

Consequentemente, usando (3.16f), obtemos

IN

[to1 + uillca
< C(lt[ + lurll ez )
< Cllulleyg)-

||UH03(§)

Portanto, é suficiente encontrar uma estimativa a priori para ||u1||cé @-

Como t < 0, temos que ut < uf < |uy|. Pelo Lema e por (3.7) temos a estimativa

/Q ()P, da

< / () | de
(9]

C (/Q(qu)pgpl dx)a </Q ]Vu1|2dx>g

< CIFIR Nl (3.17)

IN

Aplicando (3.17) em (3.11)), obtemos
ludl® < CAF Il ll + N7 all)-
Pela desigualdade de Young com e, deduzimos que

[l < C(HerJrHfH?HulHj’l)
< CU Sl + C@IANIZ + ellwll
< CUSl-+ IF177) + Cellual.

Logo .
(L= Collwll < CUL+If177)-

Considere 0 < € < %, entao 1 — C'e > 0, consequentemente
lus]l < CUFIl-+ A1) (3.18)

Para obtermos uma estimativa de [|u1 |1 g a partir da estimativa de ||u ||, vamos usar

o fato de que u; resolve a equacao

{ —Au; = Mup+ (TP +f,  emQ, (3.19)

uy, = 0, sobre 0.
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Como no Lema , usando que u™ < v, um argumento “bootstrap” pode ser aplicado
a (3.19) para se obter uma estimativa do tipo

lurlloa@y < Oa(lluall + 11 £1lr), (3.20)

em que 6 : RT — R é uma fungdao continua, crescente e 65(0) = 0. Por e por
(3-20), obtemos uma estimativa de [[ullcamy em termos de [[f]|;, isso conclui a prova do
caso 2.

Em ambos os casos 1 e 2, mostramos que é possivel obter uma funcao 6 : R — R™

continua, crescente com 6(0) = 0 tal que

lullcy@ < O fIl)-

3.2 Existencia de solucoes para a equacao (3.1

Com o objetivo de aplicar a teoria do grau topoldgico, introduziremos uma formulagao
de ponto fixo para o problema (3.1)). Considere o operador Ty : C3(Q2) — CL(Q), em que

Ty associa a cada u € C(€) a tnica solucio fraca Ty(u) = v € H}(Q2) do problema

—Av = Mu+ (uh)P+ f,  em Q,
v = 0, sobre 0f2.

Sabemos, pelo Teorema que v € W2(Q). Ainda, pelo item (iii) do Teorema e
pelo Teorema , temos que valem as imersoes W27 (Q) < C1A(Q) — CHQ), 0 < A < 1,
logo v € C3(). Isso mostra que T} estd bem definido.

Dessa forma, podemos expressar 1’y por
Tr(u) = (=A)" (M + (wh)" + f).

Observe que u é solucao de (3.1)) se, e somente se, u é ponto fixo do operador T. Pela
propriedade de existéncia de solugao apresentada no Teorema [2.13| para mostrar que T

possui ponto fixo, é suficiente mostrar que
degL.S'(I - Tf7D70> 7& 0,

para algum aberto limitado D C C}(9).

Como visto no capitulo 2] o grau de Leray-Schauder é definido para perturbagoes
compactas da identidade, assim ¢é necessario que 7Ty seja um operador compacto. Ainda,
com o objetivo de provar que deg; (I — T, D,0) # 0, vamos utilizar alguns resultados
sobre indice, apresentados na se¢ao , os quais exigem que 7' seja um operador de classe

C'. Dessa forma, precisamos assegurar que T seja um operador compacto, de classe C'.
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Esse fato sera provado na préxima proposicao.

Proposicao 3.6. O operador Ty : CL(Q) — CL(Q), definido por
Ty(u) = (=A) " (Mu+ (u) + f)
é compacto e de classe C* em CH(Q), cuja derivada em um ponto u € C}(Q) € dada por

Ti(u).v = (=A) (Ao + put )P 1v), Vo € C5(Q).

Demonstragao: Vejamos, inicialmente, que Ty é de classe C' em Cj Q).
Primeiramente, mostremos que T é Gateaux diferencidvel, isto é, para cada u € C} (Q),

existe um operador linear limitado, que denotaremos por T J’c(u), satisfazendo

. Tp(u+tv) = Ty(u) — Ti(u). tv
lim
t—0 t

=0, Vv e Cy(Q).

Nossa candidata a derivada de Gateaux é a transformacao linear limitada dada por
Ti(u).v = (=A)" (A + p(u™)P~'v). Podemos escrever

Ti(u+tv) = Tr(u) — Th(u). tv

t = (—8) (F(uv)),

em que

Fi(u,v) = =“M(u+tv) + (u+t0) )P + f — Mu— (uh)? — f —tho — tp(u)P 1]

[((w +t0) )P = (u*)?] = p(u™)P~ o

| = k| =

Pelo Teorema do Valor Médio (confira Teorema [A.6)), existe ¢, € (0, 1) tal que

Fy(u,v) = %[P((U +totv) )P ] — put)P e
= pl((u+totv) )P — (u")P Ho.

T

Observe que |Fy(u,v)|” — 0, pontualmente, quando ¢t — 0 e |Fy(u,v)|” < g com
g € L'(Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (confira Teorema [C.12)), segue que
| Fy(u, )|, = 0, quando ¢t — 0.

Como W27 (Q) — C*(Q), segue que

H Ty(u+ tv) — T]tc(u) — Th(u). to

= [(=2) " (F(w,v)lcam

C5(Q)
< Ol(=2)" (Few,v)) -
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Agora, pelo Teorema [C.9] temos que
(=) (Fi(w, ))]lo,r < Ol Fi(u,v)]-

Dai, deduzimos que

HTf(u+tv)—Tf(u)—T}(u).tv < ClF ()]
= t\Wy T
t @
Portanto, para cada u € C}(Q) fixado,
lim Tf(u + tU) - Tf(u) _ T}(u) v,
t—0 t

em C3(Q), para todo v € C3(Q).

Com base no Teorema , para concluirmos que T é de classe C'', basta mostrarmos
que T} é continua em Cj(Q). Para tanto, considere (u,) C C§(Q) tal que u, — u em
CL(Q). Para simplificar a notacio, escrevemos Tf(un) v — Ti(u)-v = (=A)7H(F,(u)v),

em que

Desde que u, — u em C}(Q), temos que |F,(u)|” — 0, pontualmente e existe
h € LY(Q) tal que |F,,(u)|” < h, para todo n. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
temos que F,(u) — 0 em L"(Q).

Pelo Teorema [C.9 temos que [[(—A)~'(F,(w)v)|2, < C||Fu(w)v|,. Uma vez que
W2 (Q) — C1(Q), temos que

1T (tn)- v = T (u)- vl cy @) I(=2) " (Fa(@)v)lley @
1

< Cl(=A)"H(Fu(u)v)]lor
< C|Fu.(uwvll
<

ClEW)l-lvllcr @)-
Desse modo, concluimos que se n — oo, entao

sup || T3 (un)- v = T () vllgym) < [ Fa(w)llr = 0.

v Sy=1
H HC&(Q)

Logo T JQ é uma aplicagao continua. Portanto Ty é de classe C*.

Vejamos, agora, que Ty ¢ um operador compacto. Seja (u,) C C§ (©2) uma sequéncia
limitada. Entao a sequéncia (w,,) = (Aup, + () + f) é limitada em L"(©2). Do Teorema
[C.9] segue que Ty (u,) = v, € W?"(Q) e

HU’ILHZ,T < CHwnH'r; Y n.
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Assim (v,,) é uma sequéncia limitada em W27 (). A partir dos teoremas e|C.6, segue
que W27(Q) — C*MQ) — CHQ) e que a imersio C**(Q) — C1(Q) é compacta. Logo,
(v,) possui subsequéncia convergente em CE(Q). Portanto T é um operador compacto.
O
Na préxima proposigao, veremos que se || f1]|- € “pequena” e com tal f; o problema
possui solugao, entdo deg; s(I —TY,, D1, 0) # 0, para algum aberto, limitado D; C C3(€).
Esse fato serd fundamental para garantirmos a existéncia de solugao do problema ,
pois ligando I — Ty a I — Ty, por homotopia, concluiremos, a partir da propriedade de

invariancia homotopica, que o grau de Leray-Schauder de I — T é nao nulo.

Proposicao 3.7. Fxiste ¢ > 0 e Ry > 0 tais que para todas as funcgoes f, satisfazendo
(H3), com || fi|l» < € e para a qual o problema (3.1)) possui ao menos uma solugao, tem-se
que

degrs(! — T, Bey@)(0, R),0) # 0, VR > Ry,

Demonstragao: Primeiro, vamos provar que existe € > 0 para o qual || f1||, < € implica

que toda solugao u de com f; é tal que 1 ndo é valor caracteristico de T} (u) e a

soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de T}, (u) em (0,1) é 1.
Seja 0 a funcao dada pelo Teorema . Uma vez que 0(0) = 0 e 6 é continua, podemos

escolher € < 1 tal que 0(€) < <% "~

Seja fi1 € L"(Q) satisfazendo (H3) e tal que || f1]|, < e. Pelo Teorema [3.5] desde que 6

¢é crescente, segue que

Xo— A\ 71
IIUI\c5<n)Se(!!fll\r)§9(6)<( = ) — R (3.21)

Dessa forma, temos que toda solugdo u de (3.1)), com f; satisfazendo || fi||, < €, é tal
que u € Bgig(0, Ro). Ainda, para todo R > Ry, 0 ¢ (I — Ty, )(0Bcy (0, R)), logo a
terna (I — Ty, Bea (g (0, R),0) ¢ admissivel, para todo R > Ry.

O problema linearizado numa solucao ug fixada, é da forma:

(3.22)

—Av = (A +plud)P v, em Q,
v = 0, sobre 0f).

Considere o seguinte problema de autovalor com peso a(x) := A\ + p(ug)P~! € L™(Q):

(3.23)

—Av = pa(x)v, em Q,
v = 0, sobre 0f2.

Pelo Teorema [D.4] temos que existe uma sequéncia 0 < pi(a) < po(a) < ... de
autovalores do problema (3.23) e pelo Teorema o primeiro autovalor pus(a) tem
multiplicidade algébrica 1.

A partir da hipétese (H3), concluimos que ug > 0 em algum subconjunto de medida
1

positiva em €. Ainda, por (3.21)) obtemos ui < [uollca @ < (%)ﬁ Dessa forma,
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temos que A1 + p(ugd )P~! < Ay Donde concluimos que A\; < a(x) = A\; + p(ud )P~ < A\
em algum subconjunto de medida positiva em ).

Pelo Teorema [D.6] temos que ju1(A1) > pi(a) e pa(a) > pa(X2). Agora, observe que
i) = ’)\\—: Portanto,

pia) < pi(Ar) =1 = pa(r2) < pa(a).

Dessa forma, concluimos que o tnico autovalor do problema no intervalo (0, 1)
é pi(a). Também se pode concluir que 1 ndo é autovalor do problema (3.23). Uma vez
que os valores caracteristicos de T} (ug) sdo exatamente os autovalores de (3.23)), segue
que T} (up) possui apenas um valor caracteristico em (0, 1), o qual possui multiplicidade

algébrica 1 e que 1 ndo ¢ valor caracteristico de 17 (uo).

Observe que o nimero 3, mencionado na se¢ao 2.3] neste caso, é 1. Portanto, em cada
solugao ug do problema (3.1)) com fi, o indice i(I — T},,ug) = (—1)* = —1.

Admitindo que o problema (3.1]) possui ao menos uma solugao com tal f; e usando o
Teorema com R > Ry, obtemos

/
degs(I — Ty, Boyy(0, R),0) = > (=1) #0.

O

Apresentaremos na proxima subsecao a demonstracao do resultado principal deste

capitulo.

3.2.1 Demonstracao do Teorema (3.1

Para provarmos este teorema, serd necessario garantirmos a existéncia de uma fungao

f1, para a qual deg;q(I — 1%, Bcé@)(o, R),0) # 0, se R > 0 é suficientemente grande.

Consideremos ¢ > 0 obtido pela Proposigao , f1 := —(te1)? e vamos escolher ¢t > 0
de modo que || fi]|» < e.

1

Com a escolhade 0 <t < - ;, temos que
A !

MAll = (/Q|f1|’“)T
([
Q
€’ i "
< (/ AR )
1

= HSOpH EHSOII)HT = €.
11r

S
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Se u = tyy, entdao u é solucao de (3.1)) com f;. De fato,
—Au = tA\1p1 = tA1pr + (tp1)? — (tp1)? = Mu + (u)?P + fi,em Q,

ainda, como ¢1 = 0 em 0f2, temos que u = 0 em 0f).
Dessa forma, podemos aplicar a Proposicao 3.7 e concluir que, para R suficientemente
grande, deg;s(/ — Ty, By (0, R), 0) # 0.

Considere a homotopia compacta
H(u,7) = (=A) " Ou+ )Y +(1—=7)f+7f),0< 1< 1.

Entao ¢,(u) := (I — H,)(u) = 0 se, e somente se, u é solugdo do problema

(3.24)
0, sobre 0f).

{—Au = Mu+ WP+ A —-7)f+7f1, emQ,
u

Pela estimativa a priori do Teorema , toda solucao u de (|3.24) satisfaz

lullop < O0U(=7)f + 7l
< O =)l + 7l Allx)
< Omax{|[fll, lfllr}) == Ra.

A\

Tome R > max{Ry, R}, de modo que ¢.(u) = v — H.(u) # 0, para qualquer
u € 8B03(§)(0, R) e para qualquer 7 € [0, 1].
Usando a propriedade de invariancia homotépica, obtemos

degs(I — vaBCé(ﬁ)(Ou R),0) = degLs(%»Bcg(ﬁ)(O,R)ﬂ)
= degpg(¢1, Bcg Q) (0,R),0)
= degL.S'(I - Tfl? BC&(@)(Oa R)? 0) 7é 0.

Pela propriedade de existéncia de solugao, existe u € Bey g (0, R) tal que (I —=TF)(u) =
0, isto é, T(u) = u. Portanto o problema (3.1]) possui solu¢do, como querfamos.

O



Capitulo

4

Existencia de solucoes para um sistema

eliptico ressonante superlinear

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solugoes de um sistema ressonante,

utilizando a teoria do grau topoldgico. Consideraremos o seguinte problema:

—Au = Mu+ (vT)P+ f(z), em €,
—Av = Mv+ (uh)?+g(z), emQ, (4.1)
u = v=0, sobre 012,

em que

(H1) © é um dominio aberto, limitado e suave do RN, N > 3;

(H2) o5 + Yo > v g > 1)

(H3) o5 + 35150 > A1 g > 1)

(H4) f,g € L"(QQ) para algum r > N e fogol dz, fogol dr < 0, em que ¢; é
a autofungao positiva, normalizada em L?*(Q), associada ao primeiro autovalor \; do

operador (—A, H3(Q)).
Segue de (H2) e de (H3) que p,q < 2* — 1. De fato,

1 +N—1 1 >N—1 N 1 >N—1 q
p+1 N+1g+1 N+1 p+1 N+1qg+1
& 10—|—1<Mi1
N—-1 ¢
< p< 2 +1N+1.
N—-1 ¢qgN-1
Desde que % < 1, segue que N2_1 + q(Jthll) < %f{’ Portanto (H2) implica que p < % De
modo analogo, mostra-se que (H3) implica que g < % Desde que % < % =2"—-1,

temos que p,q < 2* — 1.

Vamos demonstrar, neste capitulo, o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Assuma (H1) e que f e g satisfazem a hipétese (H4). Assuma ainda que
p, ¢ > 1 satisfazem (H2) e (H3). Entdo existe ao menos uma solugdo (u,v) € H}()? do
sistema (4.1)).

Vejamos, agora, um resultado sobre regularidade das solugoes de (4.1]).

80
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Lema 4.2. Toda solugdo fraca (u,v) € Hy(Q)? de (4.1)), pertence a W**(Q)?, para algum

s > N. Em particular, (u,v) € C(Q)? e vale a estimativa

2% + HU

lull ey + Ivllez@ < nllv 2+ [ Fllr + llgll-), (4.2)

em que vy : RT — RT € continua, crescente com v1(0) = 0.

Demonstragao: Para simplificar a notagao, vamos considerar as seguintes fungoes:
Fi(z,u,v) = Mu+ (0P + f e Fa(x,u,v) = Mo+ (u™)? + ¢g. De modo similar ao Lema
, vamos usar um argumento “bootstrap” para obter regularidade das solugdes de (4.1)).
Vamos mostrar, inicialmente, que u,v € W?%%(Q2), para algum s > N e que vale uma
estimativa para as normas de u e v em W?2*((Q).

Note que u,v € L* (), pois H}(Q) — L?> (). Assim, podemos iniciar o processo

. * *
com t; = mm{%, %} Observe que

/]Fl(x,u,v)\tl gc(/ uft dx+/\v|twda:+/\f\fl dx); (4.3)
Q Q Q Q
/|F2(x,u,v)|t1 SC’(/ lv]™ dm—l—/ |u|t1qu—i—/ |fI dx). (4.4)
Q Q Q Q

Podemos supor que t; < r, pois, caso contrério, terfamos que Fy, Fy € L"(€2) e usando o
Teorema , concluirfamos diretamente, sem usar processo iterativo, que u,v € W2 ()
e que vale uma estimativa do tipo

[ullzr + l0ll2r < C(lu

o+ + ||U

o+ + ||u

o+ v

2o+ Lf I+ llgll).

Assumindo entdao que t; < r, temos que f,g € L"(Q). Das desigualdades (4.3))
e (4.4), segue que Fy, Fy € L"(Q). Aplicando o Teorema , podemos concluir que
u,v € W1 (Q) e que valem as desigualdades

[ullze, < CllEle < C([lu

o+ + ||U

o+ ILF1); (4.5)

[0]l24, < CllFille, < C(Jlv

ok + ||U

2+ lgllr)- (4.6)

Se t; > N, podemos parar o processo. Vamos assumir entao que t; < N e proceder o
argumento através de imersoes de Sobolev, analisando os seguintes casos:
Caso 1: 2ty > N.

Pelo Teorema [C.5] item (iii), vale a imersio W21 (Q) < COA(Q), para 0 < A < 1,
Assim, u,v € C*Q), logo

/|F1($,u,v)|rdx§/|u|rd:p+/|v|rpda:/|f|rd:p<oo;
Q Q Q Q

/|F2(x,u,v)|rdx§/|U|de+/|u|rpdx/|g|’”dx<oo.
Q 0 Q Q
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Dessa forma Fi, Fy € L"(2). Pelo Teorema temos que u,v € W2"(Q) e
[ull2, < ClF1 < ClJully + ([0, + [1£1l-);
[v]l2,r < Cl[F2lr < C([[v]l + fullfy + [lgllr)-

Desde que rp,rq > r > %, aplicando o item (ii) do Teorema , valem as imersoes
W22 (Q) — L™(Q), L™(S). Entao

lullzr < Cllull,y + 1ol x + [1F[1);

loll2r < Cvlly,z + llully x +lgll-).
Portanto, valem as desigualdades

ullo.r < Cllulls + [vll5e + 1FI1-);

[oll2 < C[[vll20, + ull3, + llgllr).
Consequentemente, usando e , respectivamente, concluimos que

2
[l < C(JJu o I+ 1)

o -+ ||'U

B+ v

2
[vll2.r < C(llvll2e + [Jull3- + [l0l|3- + (gl + llgll-)-

Caso 2: 2ty = N.
Pelo item (ii) do Teorema concluimos que W2 (Q) — L*(2), para todo

s € (t1,00). Uma vez que rp,rq > N > t1, podemos aplicar tal imersao para s = rp,rq e
concluir que u € L™(Q2) e v € L™(Q2). Logo

/\Fl(:c,u,v)VSC(/ |u|"d:c+/|v|"pdx—|—/\f|’"dx> < o0;
Q Q Q Q
/|F2(x,u,v)|T§C’(/ |v|”dx+/ |u|’”qdm+/|g|rdz) < 00.
Q Q Q Q

Portanto, Fy, Fy € L"(2). Pelo Teorema segue que u,v € W2(Q) e valem as
desigualdades

lullzr < ClE < Cllulle +0lI7, + 11£11)
< Clllullzn + llollze + [1£11);

[v]l2r < CllE[lr < CJollr + [Jullf, + llgll-)
Cllvllze + llullzs, + lgll-)-

N
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Pelas desigualdades (4.5)) e (4.6)), segue que

2
[ullzr < C(llu oo + AT+ 1 1l);

2% + ||U

B+ v

2
[v]l2, < C([lv 2+ lgllf + Nlgllr)-

2% + Hu

2+ llu

Caso 3: 2ty < N.

Neste caso, aplicamos o Teorema , item (i) para garantir a existéncia da imersao

W2 (Q) — L*(Q) com s; = N]itthl‘ Dessa forma, podemos repetir o processo para
to = min{2l, 2} Em geral, temos
" . Sm Sm Nt,,
=min< —, — ¢, emque S, = ———.
m P q d "N —2t,

Vejamos que o processo ¢ finito, isto €, existe m tal que 2t,, > N, de modo a reincidir
no caso 1. De fato, como p,q < 2" — 1, temos que
tg S1 N

=>—=> =1
tp — 2% N(2F—1)—2.2*

Portanto ’;—f =9 > 1. Ainda

t S to N — 2t t
BRI T nN m T h

Logo t3 > t20 = t,6%. Em geral, deduzimos que t,4; > t;0™. Assim, é possivel
encontrar m tal que 2t,, > N. Logo o processo ¢é finito.

Pelos argumentos anteriormente apresentados, concluimos que u,v € W2*(Q), para
algum s > N. Pelo item (iii) do Teorema [C.5 temos que W2*(Q) < C'*(Q) com
0 < A < 1. Uma vez que C'*(Q) — C1(Q), temos que u,v € CL(Q) e vale a desigualdade

lullcy@ + Ivlloym < Clllullzs + llvllas)-

Dessa forma, é possivel encontrar uma funcao v; : Rt — R* continua, crescente com

71(0) = 0 tal que

o« + ||U

lell @ + vllcy@) < v 2+ 1+ llgll)-
0 0

4.1 Estimativas a priori para as possiveis solucoes do sistema, (4.1

Para obtermos a estimativa a priori para as possiveis solugoes de (4.1]), vamos precisar

da seguinte versao da desigualdade de Hardy-Sobolev, a qual pode ser encontrada em [7]:



84

Lema 4.3. Sejau € H}(Q) NW?2™(Q), 1 < m < co. Entio a sequinte desigualdade vale

< Cllull2m, (4.7)

u
—
1

t

em que C' depende apenas de T, m e N; 7 € [0,1] et > 1 obedecem as sequintes restrigoes:
(i)
(i)

=

&=
\Y

(iii) 1 =7(L— %), se ¥ <m < N;
(iv) wale para todo t > 1 e para todo T € [0,1], se m > N.
Vamos apresentar, agora, o resultado que garante a existéncia da estimativa a priori.

Teorema 4.4. Assuma (H1) e que f e g satisfazem (H4). Assuma ainda que p,q > 1
satisfazem (H2) e (H3) e que (u,v) € HY(Q)* € uma solugio do problema (4.1)). Entdo
existe uma fungao continua, crescente v : R™ — R, dependendo apenas de p,q e 2, tal
que ¥(0) =0 e

ullca@ + vl < UL+ 19l
Demonstragao: A prova, neste caso, consiste, primeiramente, em obter estimativas
da norma de u em szr%l(Q) e da norma de v em WQ’%l(Q), diretamente a partir das

equacoes de (4.1). Em seguida, serdo estimadas as normas de u e de v em L% () e por
fim, o Lema serd utilizado para obter uma estimativa das normas de u e de v em
CL().

Seja (u,v) € H}(2)? uma solugao de (4.1). Primeiramente, vamos mostrar que existe
uma funcao continua, crescente 7 : Rt — R* com 7(0) = 0, dependendo apenas de p, g
e 2, tal que

el s+ Nollg e < AN+ gl (43)

Multiplicando a primeira equagao de (4.1)) por ¢1, encontramos

/(v*)pgaldx = /Vu-Vgpldx—)\l/ugpldx—/fgoldx
Q Q Q Q
= Al/ugoldx—)\l/ugpldx—/fgoldx
Q Q )
= —/fsﬂldif-
Q

Usando a desigualdade de Holder, obtemos

L

Jwrade == [ fords< ( / rfr’“alac)i ( | dx) <Ol (49)

S
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De modo andlogo, usando a segunda equagao em (4.1)), obtemos

/(fﬁ)q% dr = — / gp1dr < Cllg|l,- (4.10)
Q Q

Aplicando, novamente, a desigualdade de Holder, para p e seu conjugado p’, concluimos

([ois) = ([odeba)
(o) (foe)

C NPy, d
/Q(U )1 da
C fll»-

que

S s

IN

IN

IN

Portanto

/Q vt dr < C(If11)5.

Analogamente, temos

/Q o1 dr < C(llgll)*.

Desde que H(2) = [p1] @ [p1]*, podemos escrever u = sy + up, v = Sa1 + vy,
de modo que fQ U dr = fQ v1p1 dr = 0. Multiplicando por ¢, e integrando, obtemos

s1= [quprdr e s, = [, v dr, consequentemente

1
s1= [quterde — [(uprde < [ utyyde < C| f||F

X 4.11
= [qvTpidr — [vTpidr < [, vTeide < Cllg||¥ D
So fQU 1 dx fQU p1rar < fQU p1dr < Cllgll#

Vamos separar a demonstragao em dois casos, de acordo com os sinais de s; € ss.
Caso 1: 81> 0¢e s9 > 0.

A partir de (4.11)), obtemos uma limitacdo de s; e uma limitagao de s,. Desde que u
é solucao de (4.1)), temos também que u; satisfaz a equagao

_ — +\p

u, = 0, sobre 0f).

ptl -
Tomando a norma de L » (€2) em ambos os membros da equacao (4.12) e usando a
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desigualdade de Holder com T_fl > 1, obtemos

p

/|Au1—|—>\1u1|p;1d:c = /|(v+)p+f\p;1d:c
0 0
C

</Q(v+)p+1 dx+/9\f|ﬁl dx)
¢ ( [errwee ([ |f|rdx)7“’f)

C (/Q(UJ“)”H dz + ||f||::1> : (4.13)

IN

IN

IN

Vamos escrever
J A R K e P U i
Q Q

para algum 0 < a < 1 a ser determinado posteriormente. Pela desigualdade de Holder

com é > 1, temos

Jwriar = [ a
Q Q

o (U+)p+ﬁ 1o
< (/ (v-l-)pgpl dx) /—1% dx . (4.14)
@ & @
Dessa forma, por (4.9)), concluimos que

+\p+1 o (UJr)eri - o
Ly < ( JER At d) . (415)

¥1

1
. . . +\PTT—a
Vamos aplicar o Lema [4.3 para estimar a integral |, % dx por |[v||y e1. Para
—x k) q

#1
usarmos o lema, sera necessario dividirmos em casos, porém, em todos os casos vamos

considerar m = @t = p+ 2 7t = 2 em que « sers escolhido de acordo com cada
q’ 1-a? 1-a?

Caso:

(a) (N>4,¢g>1)ou(N=3eq>2).

Neste caso m = % < % A fim de usarmos o item (i) do Lema precisamos que
11 _ 27 _ 49 _ 2-7
t~ m N — gtl N -



87

Se L := qqu — % > 0, entao % = L + . Dessa forma, temos

tT
1 = tL+ —
+N

L S
= I I
p+1—oz+N

L n a 1
l—-a 1—aN
«

1
- I —<L —).
p+1—a +N

Portanto

(1—a)(1—Lp):L+% & (1-a)(1-Lp)N—LN =a
& a+a(l—Lp)N =(1— Lp)N — LN

N(1—L—-L
o oM )
1+N—LNp
Tomando « dessa forma, teremos que % = % — Q_TT, de modo que o item (i) do Lema

[4.3] é satisfeito.

Mostremos agora que a € (0,1). Vejamos, inicialmente, que o > 0. Pela hipdtese

(H2), temos que

1 +N—1 1 >N—1 o 1 - qg N-1

p+1 N+1g+1 N+1 p+1 qg+1N+1
pqg N —1 g N-—1
g+1N+1 q¢g+1N+1

=

Usando frac¢oes parciais, obtemos

g N—-1 ¢ 2q
¢g+IN+1 qg+1 (N+1)(g+1)

Como
2q 2 q 2 2

= < < —,
(N+1)(¢g+1) N+1g+1 N+1 N

inferimos que
pg N—1_ pg _2p
g+1N+1" ¢g+1 N’

Dessa forma,
Pq 2p q 2
1>—"F - =4+ —~ _— — —[Ip+L.
¢+1 N g+1 NPT



38

Portanto, 1 — L — Lp > 0. Ainda, por (H2), temos que

pqg N —1 qg N-—1

1 >
g+1N+1 q¢+1N+1
N -1
. g N-1
qg+1N+1
2
> pbg — 4p
g+1 N+1
. ke N 2
g+1IN+1 N+1
Consequentemente,
pq N 2p q 2 N
1> =p|l—— = | ——.
qg+1N+1 CN+1 qg+1 N N+1

Logo N 4+ 1 > LpN e, portanto, 1 + N — LNp > 0. Assim temos que a > 0.

Observe que o < 1, pois
N—-LN —LpN <1+ N —LNp (L >0).

Portanto, o € (0, 1).
(b) N=3eq=2.

Neste caso m = % = & = 2. Vejamos que o item (ii) do Lema [4.3 é satisfeito, isto
8, % > & = 3. Para tanto, é suficiente escolher qualquer a € (0, %)

€
(c) N —3e1<q<2.

Neste caso, temos m = % < ¢+ 1 < 3. Vejamos que o item (iii) do Lema é
satisfeito. De fato, como ¢ < 2, temos que 3¢ < 2q + 2, logo < qj;l e consequentemente

% = 5 < 9 <3 = N. Precisamos entdo que 1 =7 <i — —) Assim, devemos escolher
q t q+1 3
a da seguinte forma:
1 1
(L 2 1= (4 _Z
g+1 3 l—al\g+1 3
o oaftr -1 -1y
o _— = =
g+1 3
o ( 5q + 2 )
o _
3(g+1)
_3(g+1)
© Bg+2
Desde que ¢ < 2, temos que 5g + 2 < 4¢ + 4, logo 2 < 3;33) = «. Ainda, como

g > 1, temos que 3q > 3, assim 10g +4 > 7¢ + 7, donde 2(5¢ +2) > 7(¢ + 1) e, portanto,

3(q+1)
5q+2 °

Em todos os casos, foi possivel encontrar 0 < a < 1, de modo que as hipdteses do

$> Logo o € (3, 2).
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Lema [4.3] sao satisfeitas. Dessa forma, podemos aplicar o Lema [4.3] e obter

p(1—a)+1

Le) - (L))

vt p(l—a)+1
B ©1 ¢
< CIIRE, (4.16)
Por (4.15)), concluimos que
()P de < O fII7 1101 Lf" : (4.17)
o 2,
Agora, usando (4.13)) e (4.17)), obtemos
p+1
[ 1w dal ' do < GO + 1) (4.15)

pt+1 + pt1

Considere o operador —A — A\ : WET(Q) N Wo (Q) = L." (92), em que

2,p+L o ptl
W, 7 (Q):=queW>w» (Q);/ugoldxzo
Q
e
pt+l p+1
L." () := {UGLP(Q); /ugpldx:()}.
Q

Pelo Teorema [D.9, temos que —A — M1 é um isomorﬁsmo nesses espagos.
+1 +1
Consequentemente, a inversa (—A—\;I)~! é continua. Como u; € Wy (Q)OWO (Q),
temos que

urlly pr1 < Cl|Auy + Ajus || pra
’p P

e por ([4.18)), segue que

l—a)+1 L;tl
\|U1||2p+1 < G NI AL ). (4.19)

De modo anélogo ao que fizemos usando a primeira equagao, podemos mostrar, usando

a segunda equagao, que

+

(1-a g+t
loally s < CCllglly P ||§p+1 Y gl ), (4.20)

em que @ é escolhido de modo semelhante a escolha de «, considerando os casos (a), (b)

e (), trocando os papéis de p e ¢, usando a hipétese (H3) em vez de (H2) e considerando

- P _ =
K= 2 em vez de L, no caso (a).
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A partir de (4.19) e da estimativa de s9, obtemos

+1

ptl pt+1l
lually s < CUIFIT (s2ll00ll5, 080 + (ol %)p(l‘“)“ + I fll-" ]
D

ptl
< Ol gl  [[olly, a0 )" 1] ]

p(l—a)+1

< gl +H01H§§+f“)“)+!|f|!7]- (4.21)

Ainda, a partir de (4.20)) e da estimativa de s;, obtemos

q+1

a+1 _ _ a+l
il < CUGIT 1ol esn + gm0 )04 4 gl} 7 )
q

_ 1 _ g+1
< CllgllFdlAe + ||ul||2,m)q(1_°"+1 + llgll»* ]
q(1—@)+1

o (1-a)+1 et
< Clllgll=lfil- " +Hull\§q+1)+)+llgllr" - (4.22)

Se a=(p(l—a)+ l)q%1 eb=(¢(1—a@)+ 1)#, podemos reescrever (4.21)) usando

(4.22)) como

B ~ o a ablE
[unlly e < NSl + Mlglle) + CUAI Mgl Tl o
b p b p
em que 71 : RT — R* é uma funcao continua, crescente tal que 7;(0) = 0.
Vamos assumir, por enquanto, que a,b < 1. Usando a desigualdade de Young, com e,

_ 1
para k = = > 1, temos

p+1 p+1

lslly e < FaULAll+ llgll-) + C (e A + CEIIU1||2 bt

logo
(1- Ce)llulll2 ver < Nl + Nlgll) + CEOIFI,

considerando € < %, obtemos

[uallg,per < (I Fll- + llll-), (4.23)

sendo 77 : RT — RT uma fungao continua, crescente tal que 7;(0) = 0.

De modo semelhante, assumindo que a,b < 1, podemos também mostrar que

[v1llz a0 < Fa(ll fll +[lgllr), (4.24)

sendo 7, : R™ — R uma fungao continua, crescente tal que 7,(0) = 0.

Agora nos dedicaremos a prova de que a < 1. O fato de que b < 1, pode ser

demonstrado de modo andlogo. Mostraremos que a < 1, considerando os seguintes casos:
(a) (N>4,g>1)ou (N =3,q>2).

_ N(O-L-Lp)
Neste caso temos que a = TN _INp

para L = q% — % Queremos que pg(l —a) < 1.
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Agora,

pq + LNpq
1+N—-LNp
pq+ LNp(g+1) <N +1

pq+ Npg—2p(g+1) < N+1
pg(N+1)+p(N+1)—2p(¢g+1) < N+1+p(N+1)

(p(N +1) =2p)(g+1)(N +1)(p+1)

p(N —1)(g+1) < (N+1)(p+1).

pg(l—a) <1 <1

II@II@II@

A ultima desigualdade segue diretamente da hipdtese (H3).
(b) N =3, qg=2.

Por (H2), temos que -5 > % g % assim p < 2. Agora,
1 1
p(l—a)+1<i—— S a>1——.
q 2p

A dltima desigualdade é sempre valida, pois desde que p < 2, tem-se que 1 — 2ip <0<a.
(c) N=3,1<¢g<2.

Neste caso, temos que a € (2, 2), entdo 1—a € (3, ). Queremos que p(1—a)+1 < q+1

que equivale a pg(1 — a) < 1. Para N = 3 a hipdtese (H2) equivale a pg < q + 2. Como
q < 2, segue que pqg < 4, logo pg(1 — a) < 4% = 1. Isso conclui o caso c).

Para concluirmos o caso 1, podemos usar (4.23) e (4.24) para obter a seguinte

estimativa:

lullg et + llellg s < Coa+ [urllgn + sallenllp )

CUFIE +FA + lgl) + lgh? +F(1f s + llglh))
= A1+ llglh), (4.25)

IN

sendo 7 : RT — R uma fun¢ao continua, crescente tal que 5(0) = 0.
Caso 2: s; < 0 ou s9 < 0.

Assuma, por exemplo, que sy < 0. Procedendo como no caso 2 da demonstracao do

Teorema [3.5 temos que existe ¢ > 0 tal que
1
8| < aHUchg(ﬁ)-

Observe que v < v < |vy|. Usando (4.14)), obtemos

a Pt -
/(v+)p+1 de < C (/ (v+)p901 dx) —|Ul‘i dzx
Q Q Q @l
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Com as mesmas escolhas de « feitas no caso 1, podemos concluir, usando o Lema
p+1 o P+l pt+1

e a continuidade da inversa do operador —A — A\, I : Wy ()N WO’ 7 (Q) = L7 (Q),

que

P+l p(1-a) p+l
Jua], s < NHHWNNH FEIAT)
e, similarmente, que
a1 o g+l
[or], oer UMHHMMPH Y gl )

Para concluir o caso 2, podemos prosseguir como no caso 1, a partir de (4.21)) e de

(4.22) e obter

lullg,p21 +[[vlly azs < 5 F1l- + ll4ll-)- (4.26)

Tanto no caso 1, quanto no caso 2, foi possivel estimar as normas de u e de v em

9. ptl 9 g+l . . . ~
W= (Q2) e W* 4 (Q), respectivamente. Como mencionamos no inicio da demonstragao,

vamos passar a estimativa para a norma || - [|o

Para obtermos uma estimativa na norma || -

o+, precisamos analisar os casos a), b) e
c), apresentados anteriormente:
a) (N>4,q>1) ou(N:3,q>2).

Desde que L := + %, podemos escrever

g+1

1 N(i—

11
. q
L—N_2<L1)'
q
1

a+

Pelo Teorema [C.5] item (i), temos que W« (Q) < Lz(Q). Como
LT(Q) < L¥(Q). Portanto

1 > 2%, segue que

[0]l2+ < Cllv]l gz
q

b)Y N=3eq=2.
Neste caso, 2(%) = N. Desde que % < 2%, pelo Teorema [C.5] item (ii), vale a

imersio W @ (Q) <= L? (). Dessa forma também vale a desigualdade

[0]l2e < Cllvll5 a1
> q

c) N=3el<g<2

Neste caso temos que 2 (%) >N > ﬁql. Pelo Teorema |C.5] item (iii), vale a imersao

W2%(Q) — CO*Q), para 0 < XA < 1. Logo, vale a desigualdade

[l < Cllvlle@) < Cllvlicoag < Cllvly e

Estimativas andlogas podem ser obtidas para ||u||o+, considerando os casos a), b) e ¢),

trocando ¢ por p.
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Utilizando (4.26]), podemos estimar ||ul|o« + ||v

Para finalizar a prova do teorema, basta utilizar a estimativa (4.2]), obtida no Lema

o« em termos de || f]l, + ||g|l-

e concluir que existe uma fungao v : Rt — R™ continua, crescente com ~(0) = 0, tal
que

lullcp + 1ollcz@ < ULl + Nlgllr)-
0 0

4.2  Existencia de solucoes para o sistema (4.1

Iniciaremos esta secao apresentando dois lemas, os quais sao necessarios para a

obtencao do resultado principal deste capitulo.

Lema 4.5. Existe € > 0 tal que para qualquer a,b € L>(2), ce R et € [0,1] coma,b >0
gtp., aZ0,bF#0, |lale <€ bl <€ el <c<e, o sistema

—Aw = Mw+ta(x)z+ (1 —t)cz, em
—Az = Mz+th(z)w+ (1 —t)cw, em €, (4.27)
w = z=0, sobre 012,

possui apenas a solucao trivial w = z = 0.

Demonstracao: Suponhamos que o resultado seja falso, entao existem sequéncias de
funcoes a,,, b, Z 0, com 0 < a,,b, < % e sequéncias de nimeros reais t,, € [0,1], ¢, € (0, %]
tais que (4.27) tem solucao nao trivial (wy,z,), com os correspondentes coeficientes.

Considere as sequéncias
- Wy, - Zn

Wy = ———, Zn = .
T llwalle” Tzl

Observe que w,, satisfaz a equacao

_ (4.28)
w, = 0, sobre 0f2.

{ —Aw, = MW+ (than(x) + (1 —ty)en) 2=, em Q,
Para tais sequéncias temos duas possibilidades:

[[zn |2
llwn l2

Multiplicando (4.28) por w,, integrando e usando a desigualdade de Hélder, obtemos

/|vwn|2dx—A1/|wn|2dx
Q Q

< /Q(tnan(:z:) (1= t)en(@) @ de

[[wnll2

é limitada.

1) a sequéncia ¢, =

V@13 = M@l <

1 1 20| |~
(thn—+ (1 —t,)—) | ———|w,|dx
n n” Jo [lwnll2
1 lzall2 | ~ 1
= [Wnll2 = —Gn-
n

IN

IN

n w2
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Uma vez que ||wylla = 1 e (g,) ¢ limitada, segue que ||[Vw,||3 — A, quando
n — oo. Portanto a sequéncia (w,) ¢ limitada em H}(2). Como H}(Q) é reflexivo,
existe w € Hy(Q) tal que, a menos de subsequéncia, w, converge fracamente para .
Pelo Teorema [C.7 temos que a imersdo H(Q2) < L*(2) é compacta. Dessa forma, a

menos de subsequéncia, w,, converge para w em L*(Q), logo |||, = 1.

Desde que w,, — w em L*()), a convergéncia também ocorre no sentido distribucional,
logo Aw, — Aw no sentido distribucional. Ainda, como Aw, — M\w em L?*(Q),
tal convergéncia também acontece no sentido distribucional. Dessa forma, temos que

Aw = \w, q.t.p. em Q. Dai concluimos que w é uma solu¢ao nao nula da equacao

—Aw = Mw, em ),
w = 0, sobre 0f2.

Portanto, w = +;. Vejamos que a convergéncia w, — w ocorre em Hj (). De
fato, temos que ||Vw,||3 — A\ = [|[Vw||3, dessa forma, ||@,| — ||w]||. Como w, converge
fracamente para w, temos que W, converge para w em H} () (veja Proposigao 3.32, p
78 em [4]).

Podemos observar que H . é limitada em Hy(€2). De fato, testando a segunda equagao
de (4.27) com z,, obtemos

1
/|Vzn]2dx§0</ |zn|2dx+—/|wn||zn|d:z;).
Q Q n.Ja

Usando a desigualdade de Holder e dividindo por |jw,]|3, obtemos

=l ( l2allz  Il=all2 )

[l lwall3  llwnll

Como ‘|‘|Z"|‘||2 ¢ limitada, temos que 22— ¢é limitada em H, Q).

Agora, aplicando um argumento “bootstrap” a equacao

_A(wn == Spl) = Al(wn + Spl) + (tnan(x) + (1 - tn)cn)mv em Q,
wy, 1 = 0, sobre 0f)

e usando a limitacao da sequéncia ToeTe nH em Hj (), obtém-se uma desigualdade do tipo
- - 1
[wn £ e1llca@y < Cllwn = ea + 5)-

Desde que w, converge a +¢; em H}(f), segue que w, converge a ¢, em C3(Q).

Na demonstragao do Teorema provamos que existe € > 0 tal que

vE Bcé@)(gol,e) = v > 0,em ,
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ou de modo semelhante
v € Beygy(—¢1,€) = v < 0,em (.

Como w, — F¢; em C}(Q), temos que para n suficientemente grande, w, tem sinal
definido em (2, consequentemente w, tem sinal definido para n suficientemente grande.
Por outro lado, testando a segunda equagao de (4.27)) com ¢y, obtemos

/(tnbn + (1 —ty)en)wpprde = /(—A(pl)zn dr — M\ / 21 dx
Q Q Q

= Al/gplzndx—)\l/zngpld:v:O.
Q Q

Desde que ¢, > 0, b, > 0 q.t.p. e b, #Z 0, temos uma contradigdo com o fato de que w,

tem sinal definido.

2) g, = {222 ¢ ilimitada.

Neste caso, a sequéncia qi ¢ limitada e, portanto, o argumento segue de modo anélogo
n
ao caso 1), porém deve ser aplicado a segunda equagao e a contradigao provird da primeira

equacao em (4.27)).

Em cada um dos dois casos anteriores, chegamos a uma contradicao, logo nossa

suposicao inicial é falsa, portanto o lema esta provado. O

Lema 4.6. Seja 0 < ¢ < Ay — A1 fizado e considere o sequinte problema de autovalor com
parametro fu:
—Aw = pMw+cz), emQ,

—Az = p(Mz+cw), em (4.29)
w = z=0, sobre 0f2.
Entao existe apenas um autovalor p no intervalo [0,1]. Este autovalor é precisamente
W1 = )\I\jrc < 1.

Demonstragao: Considere (p,), n > 1 uma sequéncia de autofungoes do operador
(—A, H}(Q)), a qual forma uma base ortogonal de HJ(€2) (confira Teorema |[D.2)), com

cada ¢, normalizada em H}((2).

Se w, z € Hy(Q) , entdo podemos escrever w =Y ooy € 2 =y Sppn. A partir de
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(4.29), usando a primeira equacao, para m fixado, obtemos

Z tnAn{Pn, 90m>H3(Q) = Z tn(—Apn, 90m>H3(Q)

" Hg(Q)

= /L<)\1 Ztn@n+czsn¢n7§0m>
n H§(Q)

n

= K ()\1 Ztn<90m 90m>H3(Q) + Czsn<90nu 90m>H5(Q)> :

n

Desde que (on, om) g1y = 0, para n # m e (Pm, Pm) a1 = 1, temos que
Amtm = (At + cSm).
De modo analogo, usando a segunda equacao de , obtemos
AmSm = p(A18m + cti).
Dessa forma, podemos formar um sistema, que pode ser representado matricialmente por
Am — AL —uc tm 0
() () -()

Queremos encontrar solugoes nao triviais do problema (4.29)), para tanto é necessario

A — -
det ( HAL pe ) =0,
—HC >‘m - p)‘l

que

logo

(A — pA1)? = (ue)* = A\ — A = pc
= uAtc)=p

= u= Am
H= )\1 + C‘
Observe que pu = )\?”_TC ¢ [0,1]. Ainda, como 0 < ¢ < Ay — Ay, temos que
A1 Ao
<1< .
c+ )\1 c+ )\1

Portanto o tnico autovalor do problema (4.29) que pertence ao intervalo [0,1] é

_ N
’u_)\1+c'

O
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Para finalizar, na proxima subsecao, faremos a demonstracao do teorema principal

deste capitulo.

4.2.1 Demonstragao do Teorema (4.1

Vamos transformar o problema (4.1)) numa formulagao de ponto fixo, considerando o
operador T : C3(€2)* — C¢(€2)?, definido por:

Tigg)(u,v) = (=A) " (Mu+ (05 + f), (=A)7 (Ao + ()7 + g)).

Observe que (u, v) é solucao de (4.1 se, e somente se, (u,v) é ponto fixo de T\ g, isto
6, Tisgp(0,0) = ().
E possivel mostrar, de modo similar ao que fizemos na se¢ao , que o operador T{y 4

é compacto, de classe C' e sua derivada em um ponto (u,v) € CL(92)? é dada por
T(’fﬁg)(u, V). (w, 2) = ((=A) T \w + p(vT)P12), (=A) Tz + p(u) tw)).

A ideia para demonstrar este teorema é encontrar funcoes f; e g, de modo que
deg;s(I — T(f,4), D,0) # 0, para algum D a ser determinado e usar a propriedade de

invariancia homotépica para garantir que deg;o(f — T(y,q), D,0) # 0.

Escolha f; = —(ap1)? e g1 = —(@p1)?, em que « e @ serdo escolhidos adequadamente
no decorrer da prova. Vejamos que (ug, vg) = (@1, apr) é solucao de (4.1)) com f; e g;.

De fato, em €2, vale

—A(@pr) = M(apr) = A(@pr) + (ap1)? — (apr)?

—Aapr) = Mlapr) = Mi(apn) + (@pn)? = (@),
na fronteira de (2, claramente temos ap; = ap; = 0.

Considere agora a homotopia compacta dada por
H((u,v),7) = (=A) " ut ()P +(1=7) f+7f1), (=A) " v+ () I+ (1—=7)g+7g1)).

Observe que H liga T(s4) a T(f,,4,) € (I — H;)(u,v) = 0 se, e somente se, (u,v) é solucao
do problema

—Au = Mu+ @+ (1 —=7)f+7f1, emQ,
—Av Mo+ (ut)i 4+ (1—=7)g+ 191, em (4.30)
u = v=0, sobre 0f2.

A partir do Teorema [4.4, podemos considerar uma funcio v : R* — RT continua,
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crescente, tal que se (u,v) é solugao de (4.30)), entao

[ullor + Ivllcy < AU =7)f + 7l + 11 = 7)g + 7g1l:)
< A=)+ llglle) + 7Sl + llgallr))-

Desde que o conjunto A = {(1 = 7)(||f]l» + lgll») + 7(ILAll- + [lgll-); 7 € [0,1]} C RF
é compacto e v é continua temos que y(s) < M, para todo s € A. Portanto, todas
as solugoes de sao uniformemente limitadas por uma constante que depende
continuamente de « e a.

Assim, é possivel considerar R > 0 suficientemente grande de modo que ¢, (u,v) :=
(I — H:)(u,v) # 0, para todo (u,v) € 0By m)2(0, R) e para todo 7 € [0,1]. A partir da

propriedade de invariancia homotopica, obtemos

degLS(I - T(ﬁg)? BC’&(@)Q (07 R)v 0) = degLS(¢0> BC&(Q)2 (07 R)? O)
= degLS(¢1: BC&(Q)Q (07 R)a O)
= degLS(I - T(flyg1)7BCé(§)2(07R)ao)' (431)

Vejamos que ¢é possivel escolher a e @& suficientemente pequenos de modo que o Lema

se aplica para
a=p") e b=qu"),

sendo (u,v) solucao arbitraria de com (f1,¢1). Em outras palavras, se tomarmos
| f1ll- e [|g1]l- pequenas, teremos que [|[u™ || € ||[v7 || também tornam-se pequenas, para
(u,v) solugao de (4.1)) com (f1,g1).

De fato, dado € > 0, desde que « é continua e v(0) = 0, existe 6 > 0 tal que se
[ Allrs flgallr < &, entao [lulloo + [[vlloo < A(Lfllr + lloallr) <€

Seja € > 0, fornecido pelo Lema[d.5] Vimos que é possivel tomar « e @ suficientemente
pequenos, de modo que ||al|oo, ||b]|oc < €. Dessa forma, podemos aplicar o Lema |4.5 com

0 < ¢ < min{e, Ay — A1 } e concluir que o sistema

—Aw = Mw+7TpT)Plz4+(1—-7)cz, em Q,
-Az = Mz+7¢uM) w4+ (1 —7)cw, em Q, (4.32)
w = z=0, sobre 052,

possui apenas a solucao trivial.

Para (ug, vo) solucao fixada de (4.1)) com (f1, 1), consideremos a homotopia
he(w,z) = ((=A) "Oqw+rp(od P 2+ (1-7)cz), (=A) T Az+7q(ud) Mw+(1—7)cw)).

Note que h, é um operador linear compacto, para todo 7 € [0,1] e hy = T(,fl,gl)(uo’ Vo).
Desde que o sistema possui apenas a solucao trivial, temos que 1 nao é valor

caracteristico de h,, para todo 7 € [0, 1]. Dessa forma, para qualquer R’ > 0, temos que

(I = hr)(w, 2) # 0, para todo (w, 2) € 0B )2(0, R') e para todo 7 € [0,1]. Logo a terna
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(I —h,, B%@)Q(O, R'),0) é admissivel, para todo 7 € [0, 1] e para todo R’ > 0. Aplicando
a propriedade de invariancia homotdpica, temos que

deg; ¢(I — hy, BC(%@)Q(O,R’),O) = deg;¢(I — hlché(ﬁP(O; R"),0), VR > 0.

Pelo Lema , temos que hgy possui unico valor caracteristico no intervalo (0,1), com
multiplicidade algébrica 1.
Aplicando o Lema [2.19] com L = hg e = 1, obtemos

degps(I — ho, Bey (0, R),0) = (=)' = =1, VR > 0.
Tendo em vista que T(/fl,gl)(u07 vo) = hq, segue que

degps(1 — T{

fhgl)(uO,U()),BCé(ﬁ)z(o, R’),O) = —1, VYR >0.

Pelo Lema deduzimos que

Z(] — T(f1791)7 (U,O,UO)) = degLS(I — T(/f1,gl)(u07vo)7BC&(@)Q(()?R/)?O)? R/ <1
= -1

Seja B o conjunto das solugdes de (I — Ty, q,))(u,v) = 0, em Bgyg)(0, ). Pelo
Teorema temos que B é um conjunto finito e

degLS(I - T(fhgl)vBCé(ﬁ)?(O’R)?O) = Z Z<] - T(fhgl)’ (uav))

(u,v)€B
- Y140

Por (4.31), segue que degpg(I — Tiysg), Bea@?2(0, R),0) # 0. Finalmente, pela
propriedade de existéncia de solu¢do, concluimos que o sistema (4.1)) admite solugao.

Isso conclui a prova do teorema.



Apéndice

A

Resultados de topologia diferencial e calculo

avancado

Definicao A.1. Sejam D C RM aberto e ¢ € C'(D,RY). Dizemos que x € D é ponto
reqular de ¢ se ¢'(x) é sobrejetor. Caso contrario, dizemos que x é ponto critico de ¢.
Ainda, y € RY ¢ walor critico de ¢ se ¢~(y) N D contém algum ponto critico de ¢, caso

contrario, y é valor reqular de ¢.

Teorema A.2 (Teorema da divergéncia). [13, Teorema 0.4] Seja U C RN um dominio
limitado com fronteira OU de classe C* e seja F um campo vetorial de classe C* em U.
Entao

| Pwyviw)dotw) = [ P,

U

em que do € a medida de superficie de OU .

Teorema A.3 (Teorema de Sard). [I], Lema 1.4] Seja ¢ € C'(D,RY). Entdo o
conjunto dos valores criticos de ¢ tem medida nula em RY. Consequentemente, o conjunto

dos valores requlares de ¢ € denso em RV .

Proposigao A.4. [17, Proposicio 8, p. 252] Sejam U C RM aberto e K C U compacto.
Dados um nimero § > 0 e uma aplicacdo ¢ : U — RY de classe CF, existe uma aplicacdo
Y RM — RN de classe C™, tal que ||¢p — V|l < § em K, para todo inteiro k nao

negqgativo.

Teorema A.5 (Ponto Fixo de Banach). [11, Teorema 5.4] Seja B um subconjunto
fechado de um espaco métrico completo X. Se a aplicagao ¢ : B — B € uma contragao,

entdo ¢ possui unico ponto fixo em B.

Teorema A.6 (Teorema do Valor Médio). [16, p. 36/ Seja f : U — R uma fungdo
diferencidvel em um aberto U C RY. Suponha que o segmento de reta [a,a + h] C U.
Entao existe 0 < tog < 1 tal que

fla+h)— f(a) = f'(a+toh) h.
Definicao A.7. Uma funcao 6 : RN — R é emoliente simétrica positiva se

100
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(v) 6(z) > 0, para todo x € RV,
Proposicao A.8. Eriste uma funcdo 6 : RV — R emoliente simétrica positiva.
Demonstragao: Defina g: R — R por

exp(—1), t>0
t) =
9(t) { 0, <0,

Temos que g € C°(R). Defina agora, para z € RY, 6;(x) = g(1 — |z]?). Entao
6, € C®(RY). Ainda, se |z| > 1, entdo 1 — |z|?> < 0, assim 6;(z) = 0. Portanto
supp 0, C B4(0,1).

Para finalizar, defina

dessa forma
suppf CC B4(0,1) e / O(z)dx = 1.
RN

Se w(t) = cg(l —t?), com ¢ = ([on 01 () dx)_l, entdao 0(r) = w(|z|). Dessa forma 6 é

emoliente simétrica positiva. [l

Corolario A.9. Para todo € > 0, existe uma fungdo ndo negativa f. € C(RYN) tal que
supp fe C B,(0,¢€) e

fe(x)de =1

Demonstragéo Com as notagoes introduzidas na demonstragao da Proposicao [A.§]
tome f = 9( 2), entdo supp f C Bq(0,€/2) C Ba(0,¢) C B,(0,¢). Considerando
€/2)

felx) = ( ) obtemos

Nfe(l‘) dx = O(x)dx = 1.

RN
U
Lema A.10. Seja ¢ € C?*(D,RY) e seja (Aijj(z)) a matriz dos cofatores da matriz

jacobiana de ¢ no ponto x. Entdo

>

) =0, VxED Vi=1,...,N.
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Demonstracao: Sabemos que se C; denota a j-ésima coluna de uma matriz C', N x N,

entao

det(Cl,...7CN) = Z Sgno.(crif(l)7”"iji\[(N)>7

ceSN

em que Sy ¢é o conjunto de N permutagoes e sgno é o sinal de o.

Se C; € CY(D,RY), entdo

o) 0 o
—det(Cy,...,Cy) = ngnaa?(Cl(l),...,CN(N))

8x] ceSN J
N o(k)
oC'
— @ k o)
Z SgﬂO’Z( 1 ) ) 833 ) y YN )
oceSN k=1
N o(k)
g aC g
- Z Z sgno(CyM . 8;- Lo
k=1 ceSn J
801 @ON
= det(—,...,Cn)+---+det(CY,...,
UGt Cn) et(Choo 52)
Fixe i, ponha 0, = % e denote a coluna

gbl‘k - (ak¢17 oo 7a/€¢i—17 ak:¢i+17 e ;ak‘ng)

Dessa forma a matriz (4;;) é dada por

Al](x> = (_1)’L+] det((bwn ce 7¢$J‘717 (Zg:rjw ¢wj+1> ce 7¢xN)-

Derivando em relagao a x;, obtemos

N
a]AZ](x) - (_1)1—’—] Z det(¢x17 ey ¢xj7 s 7¢xk_176j¢k7 ¢$k+17 ey ¢$N)
k=1

Seja ci; = det(0;¢s,, Puys - - -, quj, o ,q@xk, oy Puy). Como ¢ é de classe C?, temos
que 0;0y¢ = Ox0;¢, portanto cy; = c¢;i. Com essa notagao, podemos escrever

()™M A(x) = > () oy + (=1 ey
k<j k>j
N
= (—1)* 'onjers,
k=1
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com oy; = 1, para k < j, 0;; = 0 e o; = —0,,. Portanto, para ¢ fixado,

(—1)iZainj(x) = ZZ(—l)k_mUijkj

Portanto, temos que

Proposigao A.11. Seja ¢ € C?(D,RY) e sejav € CHRY,RY) tal que supp(v)Np(0D) =
0. Entao existe u € CHRN ,RY) tal que

divu(z) = Jy(z) divo(e(z)).

Demonstracao: Seja (A4;;(z)) a matriz dos cofatores de ¢'(x). Considere
N
wi(x) =y vy(9(x)) ).
j=1

Afirmagao: suppu; N D C ¢~ (suppv) N D C D.

De fato, se * € D é tal que u;(z) # 0, entdo existe j tal que v;(¢(z)) # 0. Assim
¢(x) € suppv; C suppv e, portanto, z € ¢~ (suppv). Mais ainda, ¢! (supp v) é fechado,
logo suppu; N D C ¢~ Y(suppv) N D. Por hipétese, ¢~ (supp) N dD = B, dessa forma
¢~ (suppv) N D C D, donde concluimos que suppu; N D C D.

Claramente u = (uy,...,uy) € C1(D,RY), portanto u € CHRN RY). Mostremos
agora que divu(x) = Jy(x) divo(é(x)). Observe que

gz(w) B Zaii((vpos)Aﬁ)(x)
= 3 4 D 2 a) 20+ 00t D
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Pelo Lema [A.10] temos

— 0Aj; ~ Y 0A;
S0 S @)y(6l@) = Y uilo(e) D S @) =0,
2y} j=1 = %
consequentemente,
divu(z) = ; 8;1 () = ;Aﬂ(w)a—;(qﬁ(:ﬂ))a—xlj(@

2 (9(2))8To ) (A1)

sendo d;; o delta de Kronecker. Observe que na igualdade (A.1I]), usamos o fato de que
A(z)'¢' (x) = Idet¢/(x), em que A(zx) = (Aij(x)), A(x)' = (Aji(x)) e I é a aplicagdo
identidade do R¥. 0



Apéndice

B

Resultados de analise funcional

No decorrer deste apéndice, vamos assumir que £ é um espaco de Banach real, munido

da norma || - || g.

Definicao B.1. Seja L : £ — E um operador linear, limitado. O espectro de L é o
conjunto
o(L) ={\ € R; Ly= Al — L nao é bijetor}.

Lema B.2. [T1, Proposi¢ao 30.2] Seja L : E — E um operador linear compacto. Entao,
para todo € > 0, o nimero de autovalores X\ de L (contados com multiplicidade) com
|A| > € € finito.

Proposicao B.3. [6, Lema 15.7 e Teorema 15.9] Se L : E — E € um operador linear
compacto, entao dimker(I — L) < oo e Im(I — L) é fechado.

Proposigao B.4. [6, Teorema 15.11] Se L : E — E € um operador compacto e A\ € o(L)

€ nao nulo, entao X\ é um autovalor de L.

Lema B.5 (Lema de Riesz). [11, Lema 2.1] Seja X C E subespaco fechado prdprio.

Entao, para cada 0 < oo < 1 existe w € E\ X com ||w||g =1 einf.ex ||w—z||g > a.

Teorema B.6 (Representagao de Riesz). [I1, Teorema 19.1] Seja H um espago de
Hilbert e f um funcional linear limitado em H. FEntao existe unico xo € H tal que

f(z) = (x,x0), para todo x € H, sendo (, ) o produto interno de H.

Definicao B.7. Considere F, F' espacos de Banach, um aberto U C E e uma aplicacao
f:U — F. A aplicagao [ é Gateaux diferenciavel em xq € U se existe um operador
linear limitado L : £ — F tal que

L — lim f(zo +tz) — f(xo)
t—0 t

, (B.1)

para todo x € E. O operador L é a derivada de Gateaux de f em xq e é denotada por
f'(x0). Se o limite em (B.1]) é uniforme na esfera unitaria de F, dizemos que f é Fréchet
diferencidvel em o (ou simplesmente diferencidvel em xg) e f/(xo) é a derivada de Fréchet

de f em xg.

105
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Proposicao B.8. [, Teorema 2.1.13] Se f ¢é Gateaux diferencidvel e a aplicagdo

x+— f'(x) é continua, entdao f é continuamente diferencidvel.

Teorema B.9 (Teorema da Aplicacao Inversa). [, Teorema 3.1.5] Suponha que f
¢ uma aplicacdo de classe C' em wma vizinhanca de algum ponto xo de um espaco de
Banach E, com imagem num espago de Banach F. Se f'(xo) : E — F é um isomorfismo,

entdo f é um difeomorfismo local de uma vizinhanga U(xg) em f(U(xg)).

Proposicao B.10. Seja T : E — E uma aplicacao compacta e diferencidvel em xy. Entao
T'(z) € um operador linear compacto e, portanto, existe apenas um niumero finito de
valores caracteristicos de T (xq) contidos em (0,1) e cada um tem multiplicidade algébrica
finita.

Demonstragao: Podemos assumir que T é diferenciavel em 0 e que T(0) = 0, pois caso
contrario, podemos considerar S(z) = T(xg + x) — T'(zo), aplicar o argumento para S e
usar que S’(0) = T"(xo).

Vamos supor que 7”(0) nao é um operador compacto e mostrar que 7' ndo é uma
aplicacao compacta.

Suponha que existe um conjunto limitado B C E tal que W)(B) nao é compacto
em E. Isto implica que existe uma sequéncia (x,) C B para a qual (7"(0)z,) nao possui
subsequéncia convergente em F.

A ideia é mostrar que a sequéncia (7'(z,)) tem a mesma propriedade de (77(0)z,,),
dessa forma T nao serd compacta em FE.

A menos de multiplicagao por constante, podemos assumir que ||x,||g < 1, para todo
n. A completude de E, implica que (77(0)x,) nao possui subsequéncia de Cauchy em F,

ou seja, existe n > 0 tal que, excetuando um nimero finito de indices n, m, tem-se
T (0)x,, — T'(0)xl|z > 1, n #m.
Por definigao de diferenciabilidade em 0, existe 6 > 0 tal que se ||z||g < J, entao
I7(2) = T'(0)alls < Fle]l

Vejamos que a sequéncia (7'(dz,)) ndo possui subsequéncia de Cauchy. De fato, para

n #m,

IT(62.) = TGz = |T'(0)(62.) = T(0)(02) + (T(62,) = T'(0)(0,)) +
(T (02) + T'(0) (0, |
> T'(0)(8a) = T'(0) (315 — |170) = T'(0) (0| —
T (Gr) = TO) 6 s
> o0 = glowalls = 5 lnenls
25y _

> on— = —.
_773 3
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Assim (T'(6x,)) ndo possui subsequéncia convergente. Desde que (dx,) ¢ limitada
(|[6xn]|e < 9, para todo n), segue que T' ndo é compacta.

Para concluir, como consequéncia do fato de 77(0) ser um operador compacto, temos
que o nimero de valores caracteristicos de 7"(0) no intervalo (0, 1) é finito e cada um tem
multiplicidade finita. De fato, p € (0,1) é valor caracteristico de 77(0) se, e somente se,
l% > 1 ¢ autovalor de 7"(0). Do Lema segue o resultado. O

Lema B.11. Seja L : E — E um operador linear compacto e p um valor caracteristico

de L. Entao as sequéncias

ker(I — puL) C ker(I — ,uL)2 C .-
Im(I — pL) D Im(I —pL)*> D --- (B.3)

sao estaciondrias. Mais precisamente, existe wm inteiro positivo k, tal que

ker(I — pL)*=' # ker(I — pL)* = ker(I — pL)*™", ¥n > 1,
Im(I — pL)*' #Im(I — pL)* =Tm(I — pL)*™ Vn > 1.

Demonstragao: Suponha que ker(I — pL)" # ker(I — uL)"™!, para todo i > 1.

Para cada i, como ker(I — puL)""! é subespaco fechado de ker(I — uL)’ e préprio,
podemos usar o Lema de Riesz com a = £ e encontrar w; € ker(f — pL)" \ ker(I — pL)*
tal que |lwil|p =1 e p(w;, ker(I — pL)=1) > 1.

Para cada ¢ > j, temos

pllLw; — Lwi||lp = [[(w; — pLw;) —w; + (w; — plw;) — wil| g
= [[(I = pL)w; —w; + (I — pL)w; — willp
. 1
> plw;, ker(I — pL)™1) > 5 (B.4)

Observe que (I — pL)w; —w; + (I — pL)w; € ker(I — pL)"~*, pois se L, := I — uL, entdo
ijl(Lij —w; + L,w;) = LZ(wj) — L' Nwj) + LZ(wi) =0,

isto justifica a desigualdade (B.4]).

Assim, a sequéncia (Lw;) nado contém subsequéncia convergente, contradizendo a
compacidade de L. Essa contradicao mostra que ker Li = ker Lffl, para algum j. De

fato, ker L!, = ker Li**, para todo i > j. Para x € ker L', temos
1/7ie 1
Ly (L, mx) = L e = 0.
Assim, L™z € ker L' = ker L) Consequentemente,

0= L7 (L, ") =L,
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donde conclufmos que x € ker L,, portanto ker L' = ker L. Portanto a sequéncia (B.2)
¢ estaciondria.

Para ver que é também estacionaria, devemos usar a proposi¢ao para concluir
que Im(L — AI)" é fechado para todo i e, assim, aplicar um argumento similar ao que
usamos em [B.2]

Seja k o menor inteiro tal que ker(I — pL)F = ker(I — pL)*™ paratodon >1elo
menor inteiro tal que Im(I — pL)! = Im(I — pL)"™, para todo n > 1. Veremos a seguir
que k =1[.

Afirmagao 1: ker(I — pL) NIm(I — pL)* = {0}.

De fato, se w = Li(z), © € E e Lj(w) = 0, entao L2F(x) = 0. Como ker Lf = ker L2F,
temos que w = L% (x) = 0. Logo vale a afirmagao.
Afirmacao 2: k =1.

Suponha [ > k, entao ker L, = ker L¥ e Im L!, € Im L, assim podemos encontrar
we (Im L'\ Im L)) C Im L e, dessa forma, L,(w) € Im L, = L, (Im L), isto ¢, existe
z € Im L, tal que L, (w—2z) = 0. Assim w—z € (ker L,)NIm L} C (ker LF)NIm L} = {0},
ou seja, w = z, que é uma contradigao, pois w ¢ Im LL. Portanto [ < k.

Suponha que | < k, entao Im L, = Im L¥ e ker L!, C ker L}. Entao existem z,w € E,
tais que L (z) = 0 e 0 # Ll (z) = L}(w) e portanto 0 = Lf(x) = Ly~ (x) = L2F(w),
isto é, w € ker Li’“—l = ker LZ, que ¢ uma contradigao. Portanto k£ < [. Dessa forma,

temos k = [. Isso conclui a prova do lema. 0

Corolario B.12. Considere L : E — E um operador linear compacto e para p, valor

caracteristico de L, ponha L, = I — puL. Entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

() existe um menor inteiro k = k(u), tal que

E =ker L}, & Im Lj;

(ii) ker L}, e Im LY sao invariantes por L.
(iii) ker Lﬁ(“) C Im L’;(A), se i # X sao valores caracteristicos de L.
Demonstragao:

(i) Pela afirmagao 1, feita na demonstracao do Lema m temos que ker Ll'j NIm Lﬁ =
{0}
Ainda, se x € E, entdo Ly(z) € Li(ImLF), ou seja, existe w € Im L} tal que
LF(z) = Ly(w). Assim, se z =  — w, entao

Ly(2) = Ly(x) — Ly (w) =0,

logo z € ker L. Dessa forma © = z + w, com z € ker L} e w € Im L¥, portanto
E= kerLﬁ P ImLfL.
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(i)

(i)

Observe inicialmente que L)L = LL};,. Agora, se z € ker L, entao Lf;(x) = 0, assim
LFL(z) = LLj(x) = 0, isto é L(z) € ker L}. Ainda, se w € Im L}, entdo existe
x € B, tal que Li(x) = w, assim L(w) = LLF(w) = LFL(w) € Im L}. Portanto,

ker Lﬁ e Im Lﬁ sao invariantes por L.

Considere p = k(u) e ¢ = k() os inteiros obtidos no Lema Dado = € ker L%,
pelo item (i), temos uma representagdo x = w + z, com w € Im L} e z € ker LY,
assim 0 = LP(z) = L (w) + LF(2). De modo semelhante ao que fizemos no item
(i), pode-se mostrar que ker L} e Im L sdo invariantes por L?. Ainda, ndo ¢ dificil

mostrar que ker L7, Nker L§ = {0}, garantindo que L} | 17 ¢ injetora.

Como LE(w) = —Lk(z), pela invaridncia, temos LE(w) € Im L§ N ker L§ = {0}.
Dessa forma, Lﬁ(z) = 0 e da injetividade de L em ker L{, segue que z = 0. Logo

r =w € Im L§. Portanto, ker L, C Im L.

O



Apéndice

C

Espacos de Sobolev

Definicao C.1. Sejam © C RY um aberto, m um inteiro ndo negativo e 1 < p < 0.

Definimos o espago de Sobolev W™P(2) como sendo

Wm2(Q) = {u € LF(Q); 0% € LP(Q),Ya € NV |a| < m},
em que 9%u é a derivada distribucional de u de ordem |a|, sendo o = (ay,...,ay) € NV
um multi-indice com |a| = 2| o] e

olel

- (5] an *°
Ox" ... 0xY

aa
Introduzimos uma norma natural em WP () dada por

||u||m,p: Z ||8au||p'

|a|<m

Definicao C.2. Sejam 2 C RY um aberto, m um inteiro ndo negativo e 1 < p < oo. O
¢ )

espaco W3"P(€) é definido como sendo o fecho de C°(€2) na norma || - || ,n.,, isto é
0 c P
W) =G ",

Observagao C.3. Os espagos W"™P(Q)) sdo espagos de Banach com a norma || ||,
Quando p = 2, vamos denotar W™2(Q) por H™(Q), isto é, H™(Q2) := W™2(Q). Ainda,

os espagos H™(€)) sao espacgos de Hilbert com o produto interno

(u,v)gm := Z /6“u8avd1’, Vu,ve H™(Q).
Q

la|<m

Observacgao C.4. Denotamos o dual de W, 7(Q) por W=7 (Q), para 1 < p < oo, sendo
p’ o conjugado de p. Em particular, denotamos o dual de Hg(2) por H~ ().

Vejamos a seguir alguns resultados sobre imersées de Sobolev do tipo W™P(Q) —
L4(Q). Talvez a mais natural delas é a imersao W™P(Q) — LP(Q). Nessa perspectiva,

temos os seguintes resultados:
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Teorema C.5. [, Teorema 4.12] Seja @ C RN um dominio suave, entio existem as

sequintes 1mersoes:

(i) WmP(Q) — L1, semp< N ep<q< N]anp;

(i) WmP(Q) — L), semp=N ep < q<o0o;
(iii) WitmP(Q) — C92Q), semp> N> (m—1)pe0 <A <m — %, em que

CIMQ) = {u € CV(Q); |0%u(z) — 0%u(z)| < Clo — 2|,Vz,2€ 2,0 < |a| <5}

Teorema C.6. [1, Teorema 1.34] Se Q C RY ¢ um dominio limitado, entdo a imersao
CmAQ) — C™(Q), 0 < A < 1, é compacta.

Teorema C.7 (Rellich-Kondrachov). [1, Teorema 6.3] Seja @ C RN um dominio

suave, limitado, entao a imersao
WhP(Q) — LI(Q)
¢ compacta para todo q € [1,p*), em que p* = NN—%, para p < N.

Teorema C.8 ( Desigualdade de Poincaré). [/, Coroldrio 9.19] Suponha que 1 < p <
0 e que Q C RY € um aberto, limitado. Entdo existe uma constante C (dependendo de
Q ep) tal que

lull, < ClIVully, Yu € Wy™(%).

Em particular, a expressio |Vull, € uma norma em WyP(Q) que ¢ equivalente ¢ norma

|ul|1p; sobre HY () a expressdo Zfil Jo 2-2v dx € um produto interno que induz a norma
1 k2

|Vulla, que € equivalente a norma ||u|| g .

Teorema C.9 (Agmon, Douglis, Nirenberg). [I8, Teorema 3, p.230] Se Q C RN ¢

um dominio de classe C?, limitado e u € H}(Q) é uma solugdo fraca do problema

—Au = f(z), emQ,
u = 0, sobre 0f),

com f € L*, s € (1,+0), entao u € W»*(Q) e vale a desigualdade

[ull2,s < ClIfls:

Teorema C.10 (Desigualdade de Young com €). Dados1 < p,p’ < oo, com %—l-]% =1,
a,b>0ee>0, temos:

ab < ea? + C’(e)bp,,
sendo C(e) = —L

yu s
(ep) P

/

p
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Demonstracao: Esta desigualdade é uma consequéncia da desigualdade de Young:
aP »p’
Teorema C.11 (Desigualdade de Hélder). [il, Teorema 2.4] Seja 1 < p < oo ep' seu

expoente conjugado, isto €, 1lo + ﬁ =1. Seuc LP(Q) ev € LP(Q), entio u,v € L*(Q) e

/Q wdz < Julllol,-

Teorema C.12 (Teorema da Convergéncia Dominada). [I, Teorema 1.50] Seja

Q C RY um aberto e seja (f,) uma sequéncia de funcoes em LY(Q). Suponha que
(i) falz) = f(x), ¢t.p. em €Y
(i) emiste g € LY(Q) tal que |fn(z)| < g(z), ¢.t.p. em Q.

Entio f € LYQ) e || f. — fll1 — 0.
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‘D

O operador Laplaciano

Teorema D.1. Seja Q C RY aberto, limitado e suave. Entdo
(i) —A: HNQ) — H () é um operador linear limitado;

(i) —A: Hg(Q2) — L*(Q) € um operador linear invertivel.

Demonstracgao:
(i) Claramente —A ¢ um operador linear. Se || - | g-1(q) denota a norma em H~'(12),
entao
Suly oy = suwp | [ Vu-Vids
llell=11J0
< sup / |Vu| |[Vo|dzx
llell=1J9
1 1
2 2
< sup (/ |Vul? dac) (/ ]Vgp\zdx)
llel=1 \J Q
< sup [ull[lell = [[ul.-
lleoll=1

Logo —A é um operador limitado.

(i) Mostrar que o operador —A ¢ invertivel equivale a mostrar que para cada f € L?(Q),

a equacao

(D.1)

—Au = f, em(,
u = 0, sobre 0,

possui tnica solugao fraca em H ().

A existéncia de tunica solugdo fraca de (D.1]) equivale & existéncia de tinico u € Hy(£2)
tal que

(U, V) (o) = /QVu-Vvd:U = /vadx = F(v), Vv € Hy(),

sendo F : H}(©) — R um funcional linear.
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Vejamos que F' pertence ao dual de H{(f2). De fato, usando a desigualdade de
Holder e a imersao H}(Q) < L?(Q), temos

[F(v)] < /Q [foldz < [|fll2llvllz < ClFlv]-

Portanto F' ¢é limitado e assim F estd no dual de H}(Q). Pelo teorema de
representacao de Riesz, existe tinico vetor v € H}(Q) tal que F(v) = (u,v) HL (@)
para todo v € H}(£2). Daf concluimos que o operador —A ¢ invertivel. Isso conclui

a prova do item (ii).

O
Os dois resultados seguintes podem ser encontrados em [12] (p. 335 e 336).
Teorema D.2. Se Q C RY € um dominio limitado, entdo o problema
—Au = Mdu, em (D.2)
u = 0, sobre 0f,

possui uma sequéncia de autovalores
D<A <A< A< <\ <

tal que \; — oo, quando j — co. Para cada j, temos a sequinte caracterizagao variacional
dos \j:
Vul|? dx
A= i delVUEd
ueX;\{0} fQ u?dx
-

sendo X; = [p1,2, -+ ,p;]T, em que cada @; € uma autofungdo associada a N;. Além

disso, as autofungoes {@;}32, formam uma base ortogonal de H}(S2).

Teorema D.3. Seja Q@ C RY ¢ um dominio limitado, \; o primeiro autovalor de

(—A, HY(Q)) e p1 uma autofuncao associada a esse autovalor. Entdo
(i) o1 >0 oup; <0 em Q;

(ii) se € uma A\i-autofuncdo, entao existe a« € R tal que » = avpy. Consequentemente,

A1 € um autovalor simples de (—A, Hy()).
(iii) se Q € suave, entio p, € C=().

Teorema D.4. [J, Proposicio 1.10] Seja 2 C RY um dominio limitado, entdo o problema
de autovalor com peso
{ —Au = pa(z)u, em (D.3)

v = 0, sobre 02,
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em que a fungio peso a : Q — R pertence a L"(RY), para algum r > %, POSSUL UM

sequéncia dupla de autovalores
S pa S pug <0<pp Spg <

Teorema D.5. [J, Teorema 1.13] Seja a € L"(QY), para algun r > % Suponha que a > 0
em um subconjunto de Q com medida positiva. Entao o primeiro autovalor py(a) de (D.3)

¢ simples.

Teorema D.6. [J, Proposicio 1.12] Sejam a,a : Q2 — R fungées em L™(Q), para r > %,
tais que a(x) < a(x) para todo x € §). Suponha que para algum j € Z, os autovalores
pi(a) e pi(a) existem. Entdo

15(0) 2 15(@). (D.4)

Além disso, se a < a num subconjunto de medida positiva em €Y, entao a desigualdade

(D.4) € estrita.

Lema D.7 (Lema de Hopf). [12, p. 330] Assuma que u € C*(Q) N C*(Q). Suponha
que —Au < 0 em Q e que eziste xg € OS2 tal que u(xg) > u(zx), para todo x € Q. Suponha,
ainda, que ) satisfaz a condicdo da bola interior em xq, isto €, existe uma bola B C ()

com xg € 0B. Entao
ou

v

em que v € o vetor normal, exterior a B em x.

(.To) > 0,

Lema D.8. [/, Teorema 9.32] Seja @ C RN um dominio de classe C? com O limitada.
Seja 1 < s < oo. Entdo o operador —A + I : W?*(Q) N W,°(Q) — L*(Q) ¢ um

isomorfismo.

Com base na teoria de operadores de Fredholm em espacos de Banach, apresentada
no capitulo 6 em [4], podemos destacar um fato relevante, que nos auxiliard na prova do
proximo resultado: se L : E — F' é um isomorfismo do espaco de Banach E no espaco
de Banach F'e S : F — F é um operador linear compacto, entao S + L ¢é injetor se, e

somente se, € sobrejetor.

Teorema D.9. Seja QQ um dominio suave e 1 < p < oo. Entdo o operador

+1 p+1

pt1 ptl ptl
AN W Q) NW, T (Q) = L (Q)

¢ um isomorfismo, sendo
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Demonstracao: Vejamos, inicialmente, que o operador

pt1 p+1 p+1
P

AT W (QNW, T (Q) = L (Q)

é um isomorfismo. Para tanto, basta verificar que tal operador é bijetor. Pelo Lema [D.8§]
pt1 pt1

dada f € L, (Q), existe tnica solucio u € W25 (Q) N VVLT 2) do problema
0

{—Au+u = f, em, (D.5)

u = 0, sobre 0.

p+1
Testando a equacao (D.5), com ¢y, concluimos que [, ugy dz = 0. Assim v € W, 7 (Q).

pt1 ptl pt1

Logo —A + I é um operador bijetor de WET(Q) N WolT(Q) em L.” ().

41 1
Agora, pelo Teorema |C.7, temos que a imersao WQPT(Q) — L%(Q) ¢ compacta e,
p+1 pt+1

portanto, a imersao W, * (Q) < L,” (Q) é também compacta. Assim o operador

pt1 p+1 p+1

M\ = DI:Wo 7 (QNW, " (Q) = L7 (Q)

é compacto. Dessa forma, temos que

p+1

A M= (A D)+ (<A = DI) WS (QNW, 7 (Q) — Lo ()

ptl ptl

¢ injetor se, e somente se, é sobrejetor.

p+1 p+1
P

Pelo item (i) do Teorema [D.3] temos que se v € W' 7 ()N WOL

() é solucao de

—Au = M\u, em €,
u = 0, sobre 012,

p+1

27
entdo u = ay;. Desde que u € W, ” (Q), temos que 0 = [, ugpy dr = o [, @7 dx. Logo,
a = 0 e, portanto, u = 0. Isso mostra que —A — \;I é injetor, portanto, é também
sobrejetor.

Desde que vale a desigualdade
JAu+ Mo < JAullen + Mllullpn < Cllully esn,
P D P T p

segue que —A — {1 é limitado, logo é um isomorfismo.
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