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Resumo

O presente trabalho tem por finalidade descrever as propriedades termodinamicas de
cadeias de dimeros em uma rede unidimensional, inicialmente considerando g-estados de
orientacoes das cadeias na rede, e posteriormente um modelo de 3 estados, onde orientacao
da cadeia estd associada a uma energia € > 0 ou e = 0. Para isso, consideramos o problema
de um ponto de vista combinatério, no ensemble microcanonico, de maneira a obter sua
funcao de partigao canonica e através dela encontrarmos as grandezas termodinamicas de
interesse, tais como a energia livre de Helmholtz, entropia, energia interna, pressao, por
exemplo. Posteriormente, resolvemos o problema no ensemble grande canoncio usando a
técnica de matriz de transferéncia, obtendo assim, no limite termodinamico a equivaléncia
entre os ensembles. Entretanto, tém-se tornado cada vez mais importante e frequente,
o estudo termodinamico de sistemas “pequenos”, onde nestes casos pode haver a ine-
quivaléncia entre as grandezas fisicas obtidas nos ensembles. Desse modo, realizamos um
estudo detalhado do que acontece ao aplicarmos ferramentas da mecanica estatistica a sis-
temas com poucas particulas, verificando se os diferentes ensembles estatisticos estudados
neste trabalho ainda levam aos mesmos resultados.

Palavras chave: Termodinamica, mecanica estatistica, dimeros, rede unidi-

mensional, matriz de transferéncia.



Abstract

In this Thesis we propose to describe the thermodynamical properties of dimer chains
in a one-dimensional lattice firstly considering g-states of chain orientation in the lattice
and secondly by a three states model where the chain orientation is associated with a
energy € > 0 or ¢ = 0. For this reason we describe our system by a microcanonical
ensemble to get the canonical partition function and through this function obtain the
Helmholtz free energy, the entropy, internal energy and pressure. We solved also the
problem by adopting the grand canonical ensemble using the transfer matrix method and
we get in the thermodynamical limit the equivalence between both ensembles. However
the analysis of the thermodynamic properties for systems with finite size is quite relevant
since for these finite systems can be found a inequivalence of ensembles. Thereby we per-
formed a detailed study of the Statistical Mechanics for finite particles systems verifying
the equivalence o ensembles.

Keywords: Thermodynamics, Statistical mechanics, dimers, one-dimensional

lattice, Transfer matrix method.
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Introducao

Conhecidos popularmente como plasticos, os polimeros fazem parte de uma classe
de materiais essenciais na vida cotidiana. Na sua forma natural, os polimeros sao en-
contrados na natureza como a borracha (extraida) da seringueira, celulose, proteinas,
polissacarideos, entre outros. Por outro lado, ha uma classe de polimeros sintéticos que
sao usados na fabricagao de plasticos e fibras, todos indispensaveis a vida moderna, essen-
ciais ao vestuario, abrigo, transportes, comunicagao e conveniéncias da sociedade atual.
Devido ao seu grande potencial tecnologico, o estudo de polimeros tem alcancado grandes
avancgos e consequente interesse nas mais diversas areas como engenharia de materias,
fisica, quimica, biotecnologia, etc.

Atualmente, muito se tem estudado sobre a adsor¢do de polimeros em substratos|[1],
onde ha aproximadamente meio século que diversos trabalhos, tanto experimentais [2], 3]
quanto tedricos [4, 5], foram publicados. Uma revisao histérica mostra que os modelos em
rede se apresentaram como os mais adequados para um estudo estatistico de tais sistemas,
onde a cadeia polimérica pode ser representada através de uma caminhada aleatéria auto-
excludente (Self-Avoiding Walk - SAW), dado as idealizagdes adotadas desde as primeiras
investigagoes tanto por Onsager [6] como por Flory [7] e outros.

Sobre os modelos de polimeros em rede, a contagem do niimero de configuragoes acaba
sendo o principal problema, pois dependendo da dimensao e topologia da rede, a contagem
pode se tornar demasiadamente trabalhosa sendo necessario recorrer a métodos numéricos.

Assim, como é possivel construir um modelo de rede para uma cadeia polimérica,
também é possivel inscrever na rede diversas cadeias, sejam poliméricas ou com um nimero
finito de monoémeros. Deve-se a Flory [7] um modelo simples para o calculo da entropia
configuracional de diversas cadeias inscritas na rede. Outro estudo relacionado é o de
Kasteleyn[]], que trata do nimero de maneiras de se colocar dimeros em uma rede bidi-
mensional para a rede completamente preenchida. O valor exato é uma referéncia para
os resultados obtidos dos modelos em rede.

O problema combinatorial de dispor cadeias auto-e mutuamente excludentes sobre
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redes, tem sido extensivamente estudado por uma variedade de métodos estatisticos como
aproximagoes de campo médio [9, 10, 11, 12| 13| [14], expansoes em série [15], [16], método
da matriz de transferéncia [I7] e abordagens em teoria de campo [18].

Esta tese tem por objetivo o cédlculo da entropia configuracional de cadeias monodis-
persas e cadeias de dimeros colocadas em uma rede unidimensional. Este tipo de problema
pode ser estudado através de um modelo de gas de rede, que apesar de sua aparente sim-
plicidade pode ser utilizado com sucesso nos estudos de sistemas fisicos reais. As mesmas
idéias podem entao ser usadas para a modelagem de cadeias finitas.

A organizacao de nosso trabalho se encontra da seguinte forma: no capitulo 2, apre-
sentamos primeiramente uma introducao sobre polimeros e alguns métodos de estudo dos
mesmos, passando posteriormente para uma revisao da literatura para alguns conceitos
basicos de mecanica estatistica que serao recorrentes nessa tese. No capitulo 3, apresen-
tamos uma revisao dos principais trabalhos em que se fundamenta nosso modelo.

No capitulo 4, descrevemos em detalhes a construcao do nosso modelo de dimeros com
q estados, onde esses estados estao relacionados com a orientacao da cadeia na rede, e
calculamos a entropia configuracional do sistema em uma rede unidimensional, obtendo a
solugao do problema de duas maneiras. A primeira no ensemble microcanénico (baseia-se
em argumentos de multiplicidade) e a segunda no ensemble grande canonico que utiliza
o conceito de matriz de transferéncia, obtendo, assim, a equivaléncia entre os ensembles.
A partir da entropia, calculamos as propriedades termodinamicas do sistema.

No capitulo 5, descrevemos o modelo de dimeros com 3 estados, onde agora a orientacao
da cadeia estd associada a uma energia € > 0 ou € = (. Também obtivemos a solugao do
problema nos ensembles microcanonico e grande candnico, obtendo também a equivaléncia
entre os ensembles.

No capitulo 6, fazemos um estudo detalhado do que acontece ao aplicarmos ferramen-
tas da mecanica estatistica a sistemas pequenos, que equivalem a sistemas com poucas
particulas, verificando que pode haver a inequivaléncia entre as grandezas fisicas obtidas
nos ensembles aqui estudados.

Finalmente, nossas conclusoes e perspectivas serao apresentadas no capitulo 7.
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Capitulo 1

Modelos de rede para polimeros

Desde o final do século XX, o estudo de polimeros tem alcangado grande destaque em
diversos campos de pesquisa: biologia, quimica, fisica, engenharia de materiais, medicina,
etc. De modo geral, os polimeros fazem parte do nosso cotidiano e representam uma classe
de estruturas e materiais mais versateis que existem, apresentando intimeras aplicagoes,
que vao desde a producao de plasticos, medicamentos e cosmésticos, a sistemas inovadores
de liberagao de farmacos. Podemos afirmar que a vida na sua esséncia é polimérica, pois
os mais importantes componentes de uma célula viva (proteinas, carboidratos e acidos
nucléicos) sao polimeros.

Os polimeros sao constituidos pela repetigao de unidades fundamentais (mondmeros),
unidas entre si por ligagoes covalentes, dando origem a longas cadeias, as macromoléculas.
O nimero de monomeros, define o nome dado a cadeia, podendo ser chamados de dimeros,
trimeros, tetrameros, etc, se tiverem 2, 3, 4, repeti¢oes de monomeros na cadeia, respec-
tivamente. A Fig. apresenta alguns exemplos de polimeros comuns e de grande
interesse devido as suas aplicagoes tecnoldgicas, assim como a respectiva unidade repeti-
tiva e o monomero que lhe da origem.

No contexto da mecanica estatistica de polimeros, é comum descrever um polimero
como uma molécula com M monoémeros, onde M — oco. Apesar de polimeros reais nao
possuirem infinitas unidades estruturais, considera-se que uma molécula é um polimero
quando o nimero de monémeros é maior que 100; mas ha polimeros como o DNA, por
exemplo, em que o ntimero de mondmeros pode ser da ordem de 107[19].

Os polimeros podem ser classificados de acordo com a sua constituicao, estrutura e
propriedades mecanicas. Se os monomeros que compoem a cadeia sao constituidos pela
repeticao consecutiva do mesmo monoémero, diz-se que ele é um homopolimero; se ha

monomeros distintos em sua composicao, ele é um heteropolimero, sendo também cha-
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Figura 1.1: Exemplos de polimeros. O polietileno e o cloreto de polivinil (PVC) sao polimeros

sintéticos e os monomeros que os constituem estao destacados a direita. O polietileno, por

exemplo, tem como monémero as moléculas de C' Hy. As proteinas sdo polimeros de aminodcidos.

A estrutura bésica de um aminoédcido também aparece em destaque. Fonte: [20].

mados de copolimeros. Quanto a estrutura, podem ser lineares ou possuir ramificagoes.

Como ilustracao, podemos diferenciar diversos tipos de cadeias de polimeros esquemati-

zados na Fig. (1.2)).

Homopolimero
«
[P c“ ®
@ (4% P
¢@ P ©0® “GG ¢
[
@
Linear Ramificado
Heteropolimero
é&g“‘%
“%G“%““ @
Copolimero aleatorio e ““““ 3“‘“
legeece Féooee ™ ®
«® “ee® ¢
Copolimero de bloco Copolimero enxertado

Figura 1.2: Tlustracdo de diferentes tipos de estruturas de homopolimeros e heteropolimeros,

onde cada bolinha representa os monémeros.

Em nosso trabalho, nos ocuparemos exclusivamente de cadeias lineares compostas por

monodmeros idénticos.
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1.1 Caminhada aleatoéria

As longas cadeias que constituem os polimeros possuem uma enorme liberdade orien-
tacional, de modo que uma molécula pode assumir diferentes configuragoes espaciais e,
por possuir um alto grau de flexibilidade, a cadeia pode ser imaginada como um longo
pedaco de fio, assim como ilustrado na Fig. . Ao considerar a cadeia como um longo
pedago de fio, a mecanica estatistica torna-se extremamente 1til para o entendimento de
propriedades fisicas dos polimeros; as propriedades mecanicas, por exemplo, podem ser
estudadas considerando um nivel menos detalhado de descrigao, importando apenas o fato

de a molécula ser uma longa cadeia.

(a) (b)

Figura 1.3: Representacdo da estrutura atomica da molécula de polietileno, formado pela re-

peticdo de mondmeros do tipo C'Hj, visto como um longo pedago de fio [19].

Uma maneira bastante simples de representar um polimero consiste em mapear a
cadeia em uma caminhada aleatéria, Random Walk - RW. Um exemplo disso é o chamado
modelo da cadeia ideal, Fig. , onde o tamanho dos passos é fixo mas com orientacao
totalmente aleatéria e nao-correlacionada.

No modelo da cadeia ideal, o polimero é constituido de N + 1 unidades estatisticas
conectadas através de N ligacoes de comprimento [, que estao aleatoriamente orientadas e
representadas como uma sequéncia de vetores rg, rq,ra, ... O tamanho médio do polimero

pode ser dado através do vetor R que conecta os extremos da cadeia,

R=)r. (1.1)

A caminhada é formada pelos vetores r; e a probabilidade do vetor que conecta os
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N

I

Figura 1.4: O modelo da cadeia ideal. O polimero é representado como uma sequéncia de
vetores r; que ligam os monomeros. O angulo 6;; pode variar continuamente sem restricoes,
independente da orientacao das outras ligacoes. O vetor R liga os mondémeros extremos da

cadeia e r.,;, ¢ 0 vetor centro de massa.

extremos da cadeia ser R é a mesma em ser —R,, de modo que as duas contribuigoes para
a média se cancelam. No entanto, o tamanho da cadeia pode ser calculado através da raiz
quadrada de (R?). Assim, de (1.1)) o valor quadréatico médio de R numa cadeia com N

ligacoes é

<R2> ZI‘Z‘ . ZI‘j (12)
= ZZ (r;-x;)

= z:<1'Z . I'j> + Nl2

i#j

Uma vez que nao existe correlacao entre as diregoes de diferentes vetores de ligagao, se
i # j os termos cruzados desaparecem, entao (r; - r;) = (r;) - (r;) = 0, portanto, ficamos

com

(R?*) = NI?, (1.3)

onde podemos ver que a distancia entre os dois extremos do polimero é proporcional a
N2 A funcdo de distribuicio de probabilidade P(R, N) nos d4 as possiveis distancias

entre os pontos extremos de uma caminhada com /N passos. Portanto, em 3 dimensoes,
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P(R, N) obedece a uma distribui¢ao gaussiana de probabilidades,

3 \*? —3R?2

A partir da Eq. (1.4) é possivel calcular a entropia configuracional como fungao de R

e N [21], que serd dada por

3kpR?

SR N) = =5

+C, (1.5)
onde C é uma constante.

1.2 O efeito de volume excluido e a caminhada auto-

excludente

A caminhada aleatéria é um modelo simples para a representacao de polimeros, pois
supoe que as macromoléculas sao cadeias ideais onde nao existe nenhuma interacao entre
os monomeros. Entretanto, este modelo permite que a cadeia se cruze, possibilitando que
dois ou mais mondémeros ocupem a mesma regiao.

Existe um potencial de interagao entre os monémeros, na forma de um Potencial de
Lennard-Jones [?], consistindo de uma parte atrativa para longas distancias, uma parte
repulsiva para distancias curtas (o que mostra a impossibilidade de encontrar sobreposigao
de mondmeros) e cai até um minimo para distancias intermediarias, conforme ilustrado
na Fig. . E devido a parte repulsiva do potencial que dois monomeros nao podem

estar na mesma posicao, isso € o que chamamos de efeito de volume excluido.

V()

Figura 1.5: Forma do potencial de interacao entre monomeros.
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O efeito de volume excluido pode ser modelado representando-se a cadeia por uma
caminhada aleatéria auto-excludente (Self-Avoiding Walk - SAW), que é uma caminhada
aleatodria, contudo o caminhante nao pode passar através de um sitio ocupado previamente,
ou seja, dado um monomero em um sitio qualquer, as possibilidades para a posicao do
proximo monomero s6 dependem da posicao anterior deste monomero e de todos os outros
antes dele. Respeitando o fato de que o préximo monomero nao pode ocupar a posi¢ao
de nenhum anterior, todas as configuragoes que sobram sao possiveis, com seus devidos
pesos estatisticos dados pelos modelos em questao.

Pode-se dizer que o polimero se comporta préximo a uma SAW quando imerso em
um bom solvente, pois o contato de um monomero com moléculas do solvente é energe-
ticamente mais favordavel do que o contato com outros mondmeros [19], sendo pequena
a probabilidade de sobreporem-se. Tanto no modelo da caminhada aleatéria, como no
modelo da caminhada auto-excludente, todas as configura¢oes permitidas tém a mesma
energia e por isso o problema ¢ dito atérmico.

E possivel simplificar a representacao de uma cadeia polimérica ao inscrevé-la em
uma estrutura de rede, com os monomeros ocupando os sitios e as ligagdes (com o mesmo
comprimento do parametro de rede) ocupando as arestas. Existem muitos tipos diferentes
de redes (unidimensionais, bidimensionais, etc), com variadas topologias. Na Fig. (|1.6)
podemos ver um exemplo de caminhada SAW de uma cadeia polimérica inscrita em uma

rede quadrada.

¢ € ©
© 8

¢ € ©

@

Figura 1.6: Exemplo de uma caminhada aleatéria auto excludente na rede quadrada. O marco

x representa onde se inicia caminhada indicando que a cadeia nunca intercepta a si prépria.

O estudo de caminhadas aleatdrias auto-excludentes em redes bidimensionais ou tridi-
mensionais, consideradas redes mais satisfatérias de um ponto de vista pratico ou intuitivo,
se tornam extremamente dificeis, e suas solucoes quando conseguidas advém de modelos
aproximados, como, por exemplo, métodos computacionais para contagem de caminhadas
até um certo limite [22].

Pode-se afirmar que o tamanho médio de uma cadeia de volume excluido é maior que

o de uma cadeia ideal, pois como nao é permitido superposicoes a auto-exclusao leva a
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expansao da cadeia. A dependéncia assintética da distancia entre os extremos da cadeia

com relagao a N, com N — oo, obdece a relacao:

R~ N, (1.6)

onde vimos em ([1.3) que para cadeias ideais v = 1/2.
Ao considerar a dimensionalidade d do sistema, Flory[23] obteve o resultado aproxi-

mado para o modelo de polimero em rede na presenca de solvente, cujo expoente v vale

L 3/(2+d), 1<d<4, (L)

1/2, d> 4
O caso unidimensional d = 1 é equivalente a uma cadeia ao longo de uma linha, e
d = 2 ao de uma cadeia adsorvida em uma interface. Os casos d = 4,5,--- sao de
interesse puramente tedrico, nao correspondendo a sistemas fisicos reais. A aproximagao
de Flory dada na Eq. leva a resultados exatos em d = 1,2 e para d > 4 dimensoes; em
d = 3, os valores sao muito préximos aos melhores resultados obtidos experimentalmente

e via teoria de grupo de de renormalizagao, onde o expoente v é aproximadamente 0.588

[T7]. Neste trabalho, nosso interesse é em cadeias de dimeros sem a presenca de solventes.

1.3 Ensembles estatisticos

A termodinamica ocupa-se em analisar propriedades macroscépicas da matéria, como
a temperatura, o volume ou a pressao. Cabe assim, a mecanica estatistica o papel fun-
damental de descrever as propriedades macroscopicas de um sistema por meio de médias
sobre seus estados microscopicos, utilizando para isso argumentos de probabilidade.

Em nivel macroscopico, o estado de um sistema é denominado macroestado, e a des-
crigao microscépica define um microestado. Quando o ntmero de particulas N de um
sistema é muito grande, as flutuagoes em torno da média sao despreziveis, de modo que
o comportamento médio de um sistema corresponde ao comportamento observado. Para
o calculo de tais médias, ao invés de considerar a evolucao temporal do sistema, é mais
conveniente imaginar um conjunto de infinitas cépias do sistema original, cada uma de-
las num microestado (configuracdo) diferente. FEsse conjunto de “cépias”é chamado de
ensemble estatistico.

Ao realizarmos a média de alguma grandeza sobre um ensemble estatistico, teremos

como resultado um valor equivalente ao da média temporal da mesma grandeza do sistema
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em questao, isso constitui a chamada hipdtese ergdédica. O conceito de hipdtese ergddica
constitui uma relacao de fundamental importancia para a construcao da mecanica es-
tatistica, pois o fato de encontrar a média temporal de algumas grandezas muitas vezes é
um trabalho dificil, quando nao, impraticavel.

Nas subsecoes seguintes descreveremos de forma breve os ensembles largamente utili-

zados na mecanica estatistica: o ensemble microcanonico, canénico e grande canonico.

1.3.1 Ensemble microcanonico

O conceito de ensemble é amplamente utilizado na formulagao de problemas da mecanica
estatistica, podendo ser entendido como uma colecao de N sistemas fisicos idénticos prepa-
rados nas mesmas condigoes macroscépicas e que se encontram em diferentes microestados
acessiveis ao sistema. Na teoria do ensemble, a ideia central é que o valor médio de uma
dada variavel dinamica efetuada sobre o ensemble, seja idéntico ao valor médio temporal
dessa variavel fisica efetuada sobre o sistema em estudo.

Na fisica estatistica, a entropia representa um dos conceitos mais fundamentais, onde
por meio da sua definicao em termos de probabilidades, permite uma conexao direta entre

os mundos microscépico e o macroscopico, sendo sua expressao definida por:

S =kzInQ (1.8)

onde kp é a constante de Boltzmann sendo numericamente igual a 1.38x10723J /K e Q o
nimero de microestados do sistema macroscopico. Portanto, a entropia esta relacionada
com o numero de possibilidades que o sistema fisico pode escolher, podendo também ser

escrita alternativamente, na definicao de Gibbs, como
S =—kg Zpilnpi, (1.9)

onde o parametro p; é a probabilidade do sistema ser encontrado em dado estado mi-
croscopico i, sendo que o valor de p; depende dos vinculos macroscopicos a que esta
sujeito o sistema.

O ntumero de estados microscopicos de um sistema com energia E, volume V' e niimero
de particulas N é escrito através de Q(E,V, N). Para um sistema isolado, que nao troca

energia com sua vizinhaca, mantendo fixo as variaveis E, V' e N, tém-se as condicoes que
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definem o ensemble microcanonico, e todos os microestados sao igualmente provaveis,

1

pi = W (1.10)

Para o ensemble microcanonico, a conexao com a termodinamica é estabelecida através
da expressao da entropia dada em ([1.8), onde a conexao sé pode ser feita no chamado
limite termodinamico do sistema, quando o numero de constituintes /N tende ao infinito,
porém, com uma densidade volumétrica p = N/V, energia por particula v = E/N e
volume por particula v = V/N finitas. Desta maneira, a Eq. pode ser escrita através

de suas grandezas molares, na forma

s(u,v) = lim S(E,V,N) = lim %an(u,v)- (1.11)

N—oo NkB N—oo
Em principio, qualquer sistema pode ser tratado pelo ensemble microcanonico. Para
isso, basta considerarmos o sistema fisico amplo o suficiente para englobar toda e qualquer
troca de energia que ocorre no sistema de interesse de forma que possamos considerar
o sistema como estando isolado. No entanto, a dificuldade em calcular o nimero de
microestados dos sistemas fisicos torna sua aplicacao muito dificil ou até mesmo inviavel.
No ambito da mecanica estatistica, pode-se ainda utilizar outros ensembles caracterizados

por outro conjunto de parametros macroscopicos.

1.3.2 Ensemble candnico

Para um sistema com N particulas, volume V' e em contato com um reservatorio
térmico que fixa a temperatura T, esta definido o ensemble canonico, onde neste caso, a
energia do sistema nao é mais fixa, podendo variar. Logo, as grandezas macroscopicas
que definem o sistema fisico sao (7, V,N). O sistema pode assumir todos os possiveis
microestados a com diferentes energias F, (podendo haver também degenerescéncia),

com uma distribuicao de probabilidades dada por

e_ﬁEa

Z Y

Pa = (1.12)

onde a constante de normaliza¢gao no denominador é a funcao de partigao canonica, defi-

nida por

Z =Y el (1.13)
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A fungao de particdo é uma grandeza fundamental da mecanica estatistica e pode ser
entendida como a soma ponderada de todos os microestados possiveis, desempenhando o
mesmo papel que a definicdo de entropia no ensemble microcanonico. A conexao entre
o ensemble canodnico e a termodinamica é feito através da energia livre de Helmholtz,

F(T,V,N), onde no limite termodinamico, V, N — oo, com v = V/N fixo, temos

1
f(T,v) = —=kgT lim —InZ(T,V,N)- (1.14)
Nooo N

A entropia pode ser obtida calculando a derivada da energia livre Helmholtz adimensional

em (|1.14)) por particula pela temperatura.

1.3.3 Ensemble grande canénico

Até agora, fizemos uma breve descrigao sobre os ensembles microcanonico e canonico.
Vamos agora, considerar um sistema aberto, onde o mesmo estd em contato com um
reservatério, mas pode trocar energia e particulas. O tratamento estatistico para sistemas
abertos, é descrito pelas grandezas T', V', u, onde p é o potencial quimico. Portanto,
se o sistema tem volume V', temperatura 7' e um numero variavel de particulas, serd
denominado ensemble grande candnico. Nesse caso, a probabilidade sera dada por

e_B(Ea_NNa)

pa = 9 (1.15)

—_
—
—

onde o microestado « tem energia E, e ntimero de particulas N, e § = kBLT; o fator
de normalizagao no denominador é chamado de grande funcao de particao, ou fungao de

grande particao, definida por

[1]

— ZG_B(Ea_HNa) (116)

67

ou ainda

[1]

= NN e =N PN Z(T, VN (1.17)

N @ N
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A conexao com a termodinamica se faz através do potencial grande candnico, ou seja,

(T, V,u) = —kgTIn=(T,V, ) (1.18)

Através da Eq. é possivel recuperar as informacoes que possuimos da termo-
dindmica, onde sabemos que o potencial grande canonico ¢ para um sistema com (7, V, i)
determinados, tem o mesmo significado que a energia livre F' para um sistema com
(T,V, N) fixados ou a entropia quando (E,V, N) estao fixados para o sistema fisico. Por-
tanto, a funcao de particao grande canonica permite encontrar todas as propriedades
termodinamicas do sistema.

Usualmente, no limite termodinamico os trés ensembles sao equivalentes, pois as
flutuacoes relativas podem ser consideradas despreziveis. Assim, embora no ensemble
canonico a energia E nao seja fixa, em um sistema macroscopico as flutuacoes relati-
vas em torno do valor médio de E sao despreziveis, de modo que praticamente todos
os membros do ensemble tém a mesma energia. De maneira semelhante, praticamente
todas as réplicas de um sistema no ensemble grande canonico tém o mesmo nimero N de
particulas.

Os ensembles microcanonico e grande canonico serao fundamentais na descricao de
nosso modelo. No préximo topico, mostraremos algumas equacoes de estado para sistemas

em equilibrio, relacionadas a varidveis de estado independentes.

1.3.4 Relacoes termodinamicas

As propriedades termodinamicas de um sistema envolvem diversas grandezas, como,
por exemplo, pressao, temperatura, volume, energia interna e a entropia. Essas grandezas
nao sao todas independentes. As variaveis de estado de um sistema em equilibrio nao
dependem da forma como esse estado foi alcancado, logo, o processo termodinamico que
foi seguido pelo sistema fechado nao é importante para a sua descrigao no equilibrio. De
maneira geral, essa descricao pode ser expressa matematicamente através de diferenciais

exatas,

OF OF
j il : 1.1
! (3$)ydx+<3y)zdy (119

Assim, podemos entao examinar a expressao da energia U como funcao das variavies
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(S,V,N),
oU oU

ou
dU = <%)V’N as + (W) . dv + (8_N) . dN- (1.20)

Invertendo a relagao fundamental U(S, V, N) relativamente a S, obtemos a entropia como

funcao das variaveis independentes (U, V, N),

0S oS 0S
ds = <%) . aUu + (W) . av + <ﬁ) . dN- (1.21)

Temos um conjunto de varidveis independentes (S, V, N) na representagao da energia,
e (U, V, N) na representagao da entropia. Portanto, em um processo reversivel, temos que
da primeira lei da termodinamica, um sistema que realiza trabalhodW = pdV e sofre uma

variacao de calord(@) = T'dS, tem sua variacao de energia interna escrita como,

dU =TdS — pdV + pudN (1.22)

Comparando as Egs. ((1.20) e (1.22)), temos as equagoes de estado na representacao da

energia,

T = (g%)m , (1.23)
p=- <g—g>w , (1.24)
_ <g_%)sy . (1.25)

E comparando ([1.22)) com ([1.21]), obtemos as equagoes de estado na representagao da

entropia,

1 08

1- (ﬁ)N , (1.26)
p__ (93
p__ (95 .
L ( aN)W (1.28)

Ha situacgoes em que é mais conveniente trabalhar com varidveis independentes que pos-
sam ser medidas experimentalmente, o que torna os resultados mais realistas. Exemplos

de variaveis independentes que satisfazem essa condicao sao a temperatura e a pressao,
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sendo que esse processo pode ser realizado através das Transformadas de Legendre da

energia[24], de modo a obtermos os potenciais termodinamicos.

1.3.5 Potenciais termodinamicos

No ambito da mecanica estatistica, os potenciais termodinamicos sao fundamentais
para obtermos uma descricao do sistema em estudo, servindo de elo entre a fisica es-
tatistica e a termodinamica. Para um sistema com temperatura, volume e niimero de
particulas fixos é conveniente realizar uma transformada de Legendre na equacao da ener-
gia U(S,V, N) com relagdo a entropia S. Desse modo, usando a expressao para tempera-

tura dada em ([1.23)), encontra-se:

F(T,V,N)=U - TS, (1.29)

que como vimos em (|1.14)), é a energia livre de Helmhotz.
Para sistemas com pressao, temperatura e potencial quimico fixos, realiza-se duas
transformadas de Legendre em relacao as variaveis S e V. Obtendo, assim, a energia livre

de Gibbs,

G(T,p,N)=U—-TS +pV- (1.30)

Para sistemas com temperatura, potencial quimico e volume fixos, a transformada de

Legendre é feita com relacao as variaveis S e N, entao:

®(T,V, ) =U — TS — uN, (1.31)

conhecido como potencial grande canonico. Diferenciando a Eq. (1.31) e comparando

com Eq. (1.22)), temos,

0o od 0P
dO(T,V, j1) = (W) dv + <a_T> T + (8_u> dy. (1.32)
T?:LL V,,u T,V

Da Eq. ([1.32)), obtem-se as seguintes equagoes de estado
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8<I>>
p=—|—=— , (1.33)
(a T,u

0

s (o) 03

Portanto, temos a pressao, a entropia e o nimero de particulas, expressos por meio do

potencial grande canonico.

1.4 Matriz de transferéncia

Introduzida por Kramers e Wannier em 1941 [25], a técnica da matriz de transferéncia
tem sido utilizada com sucesso no tratamento de modelos magnéticos e na solucao exata
do modelo de Ising unidimensional [26]. Dada a analogia entre as propriedades de modelos
magnéticos e as propriedades estatisticas de polimeros em solugao, Derrida [27] aplicou
esta técnica no estudo da mecanica estatistica de polimeros.

Como o préprio nome ja diz, a ideia principal do método é escrever a funcao de
particao em termos de uma matriz, e para ilustrar o procedimento de montagem dessa
matriz vamos aplicé-la ao modelo de Ising unidimensional. Consideremos uma cadeia com
N spins de Ising, onde os spins s; podem assumir somente os estados +1. A representacao
unidimensional deste sistema pode ser vista na Fig., sendo seu Hamiltoniano é dado

por
N-1 N—-1
H = —JZ §;Si+1 — H Z Si, (136)
=0 =0

onde J é uma constante e representa a interacao entre os spins e H é o campo magnético
externo aplicado. A soma se estende sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos
na rede. A funcdo de particdo candnica para o Hamiltoniano em ((1.36)) pode ser escrito

CO1mo:

7 — Z 65J8081+67H(30+81)6ﬂJ8182+67H(81+82) o e—ﬂJstlso‘i‘BTH(stl‘i‘SO)’ (1.37)
{s}

onde {s} indica que a soma é sobre todas as configuragoes possiveis para os spins e adotou-
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Figura 1.7: Condigoes periédicas de contorno em uma cadeia unidimensional com N spins, onde

temos o chamado anel de Ising.

se condigoes periddicas de contorno s;; ny = s;. Note que cada termo do produto esta em

funcao apenas de pares de sitios primeiros vizinhos, definindo

Tiiv1 = <Si|TN|Si+1> = 66J8i8i+1+BTH(Si+Si+I), (1.38)

como elemento da matriz T, a Eq. ((1.37) ficara reescrita por

Z=>Y ... TouTisTos.. . Tn_10. (1.39)

{so} {s1} {sn-1}

A Eq. representa uma matriz produto escrita em termos das componentes da
matriz T e o tamanho da matriz depende do niimero de maneiras possiveis de ocupacao
do sitio e das interagoes consideradas. Dessa forma, os 7} ;1, podem ser entendidos como
sendo os elementos de uma matriz 7. No caso do modelo de Ising o qual estamos consi-
derando nesta secao, cada sitio pode ser ocupado de duas maneiras diferentes, fornecendo

assim uma matriz 2 X 2. Escrevendo a matriz explicitamente para este caso, temos,

T(+1,+1) T(+1,-1 ePU+H)  o=BJ
T(—1,+1) T(~1,-1) e Pl efUH)

E possivel obter a funcao de particao como o trago de T', portanto,

Z=Y ={(si|TV|s1) =Tr(T") = Z)\f-v, (1.41)

s1==+1

onde os \; sao os autovalores da matriz de transferéncia. No limite termodinamico N — oo
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apenas o maior autovalor contribui, ou seja, escrevendo

1+(%)N] (1.42)

em que A; é o maior autovalor da matriz. Assim, no limite termodinamico, temos a

Z =\

energia livre de Helmholtz por spin,
J = —kgTIn\, (1.43)

N
uma vez que ]\}I_I}(l)o —?) — 0. Vemos que a energia livre de Helmoltz é obtida de uma
forma bem simples, dependendo apenas do maior autovalor da matriz de transferéncia.
A partir da Eq. e de suas derivadas é possivel obter todas as outras propriedades
termodinamicas do sistema.

A aplicagao da técnica da matriz de transferéncia nao resume-se somente a sistemas
com Hamiltoniana definida, podendo ser utilizada também em sistemas que nao a pos-
suem, como é o caso de alguns modelos de polimeros, bastando apenas construir o sistema

de maneira iterativa, partindo de uma configuracao e obtendo a seguinte, através de con-

sideragoes geométricas.
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Capitulo 2

Mecanica estatistica de polimeros

2.1 Consideracoes gerais

O estudo de modelos de polimeros numa rede regular tem alcangado resultados satis-
fatorios na obtencao das propriedades termodinamicas do sistema quando aproximados
por caminhadas auto-e mutuamente excludentes [5]. Entretanto, a contagem do nimero
de configuracoes das cadeias quando colacadas na rede acaba tornando-se um problema
de dificil solugao a depender da topologia e dimensao da rede.

Seguindo a idéia de caminhada aleatoria auto-excludente - SAW, Fisher e Temperley
[28] e Kasteleyn [§], obtiveram, independentemente, o valor exato da entropia para dimeros
numa rede quadrada completamente preenchida, com sy(p = 1) = % = 0.29156 - - -, onde
G~ 2, % ~ 0,915965 - - - é a constante de Catalan e p é a densisdade de particulas.
Este é o tnico resultado exato para cadeias de M-meros finitas e polimeros, sendo uma
referéncia para os resultados obtidos dos modelos em rede. Ao se fazer estimativas a partir
de redes com numeros de sitios V' cada vez maiores, os valores obtidos se aproximam do
resultado assintotico exato, com uma diferenca entre as entropias s, e s proporcional a
N~12 como pode ser observado na Fig. (2.1).

Seguindo esta ideia, Jiirgen e Dantas [29] obtiveram a entropia de um gas de M-meros
na rede unidimensional, de maneira que uma fracao p de sitios da rede esteja ocupada por
monomeros. Na Fig. ilustramos uma possivel configuracao de um trecho da rede.
Adotando condicoes periddicas de contorno, para uma rede de V sitios e N cadeias de M
monomeros cada uma colocadas numa rede unidimensional, o niimero de configuragoes

serd o numero de maneiras de formar sequéncias de NM-meros e V — M N sitios vazios,

ou seja,
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Figura 2.1: Comparacao entre o aumento da entropia de dimeros com o nimero de sitios da
rede quadrada, e o valor no limite termodinamico. Observe que para 10° sitios, ainda existe

uma diferencga de cerca de 0,1% [29)].
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Figura 2.2: Representacao esquemaética de um trecho da rede unidimensional com uma confi-

guracao particular com trimeros (M = 3)[29).

(N+V — MN)!
NI(V = MN)!

No limite termodinamico, que corresponde a V' — oo, definimos a fracao de sitios

Q(N, M, V) = (2.1)

ocupados por monomeros das cadeias por p = NM/V e a entropia adimensional por sitio
dada por:
0 Q(N, M, V)

= li . 2.2
5 V%olor,rpl:cte V ( )

Portanto, utilizando a forma assintética de Stirling para fatoriais

InN!'=NInN - N+ O(InN), (2.3)

e substituindo (2.1)) em ([2.2)), obtemos a entropia por sitio dada por

sulp) = (G +1=p)n (L +1-p) = LmL—1—p)n(1-p- (24



Ghosh e Dhar [30], obtiveram resultado idéntico a Eq. (2.4, ao estudarem sobre
transigé(ﬂ de fase isotropico-nematico de sistemas de cristais liquidos em rede bidimen-
sional. Em um sistema de cristais liquidos, cada molécula é idealiza por bastoes rigidos,

onde na fase nematica as moléculas tendem a se alinhar paralelamente a um eixo, Fig.

E3).

Figura 2.3: (a) Fase isotrépica.(b) Fase nematica. Fonte:[30].

Portanto, a modelagem computacional do problema de transi¢ao de fase em cristais
liquidos é realizado em uma rede discreta de tamanho L. As possibilidades de orientagao
dependera de como é definida a rede. Na rede quadrada, os bastoes tomam apenas duas
orientacoes: horizontal ou vertical. O bastao que representa a molécula é chamado de
k-mero. A contagem analitica do nimero de configuracoes pode ser demasiadamente
trabalhoso, no entanto, idealizando a cadeia polimérica por um bastao rigido, onde tém-
se apenas bastoes apontando na mesma direcao, o problema de contagem das possiveis
configuragoes torna-se unidimensional, reduzindo-se em calcular o nimero de maneiras de
colocar N bastoes em um conjunto de L sitios em linha. Se a densidade linear for dada
por p , o numero de sitios ocupados é pL e o numero de bastoes n = (pL/k). O nimero de
sitios desocupados é L(1—p). A funcdo partigao é calculada contando o nimero de formas
de arranjos de (pL/M) particulas com L(1 — p) sitios vazios [30]. No estado nematico ha
sempre alguns poucos bastoes que nao estao alinhados na direcao nematica. Isto leva ao
nimero de configuracoes no estado nematico a uma expressao aproximada a da Eq. .

Outra maneira de descrever a entropia de um sistema de bastoes é pela teoria de
polimeros de Flory [7] na adsor¢do de polimeros em rede, descrevendo a entropia do

sistema com base em um campo médio. Adsorcao é o processo que ocorre quando um

LA termodinamica de tais sistemas é de equilibrio e a transiciao observada ocorre na densidade.
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soluto (gasoso ou liquido) é acumulado na superficie de um sélido, formando uma espécie
de filme. O fenomeno ocorre devido as particulas na superficie possuirem menos ligacoes
do que as presentes no corpo do material.

No modelo de Flory, cada sitio pertence ou a um segmento de um polimero, ou é
uma particula do solvente. Suponha um polimero com M monomeros. No modelo em
rede, supomos que exista N sitios e nimero de coordenacao ¢. H4, necessariamente,
N — iM sitios desocupados para colocar o primeiro (i + 1) monoémero da cadeia, sendo
fi a probabilidade de que um dos sitios ja esteja preenchido. Em seguida, inserimos o
segundo em um dos sitios vizinhos ao primeiro monomero, sendo este sitio necessariamente
vazio. A probabilidade de um dos sitios vizinhos ser vazio é ¢(1 — f;). A subtracao de
1 é devido a presenca do segundo monémero em um dos ¢ sitios vizinhos do primeiro
monomero. Depois inserimos o terceiro monomero em um dos (¢ — 1) sitios vizinhos do
segundo monomero. A probabilidade de se encontrar um sitio vazio é (¢ — 1)(1 — f;).
Segue o procedimento até preencher todos os monomeros do polimero. O numero de
configuragoes possiveis para p cadeias idénticas, com M mondémeros cada uma, na rede
de N sitios é dado por

Q= , (2.5)

N! (q )p(M—l)
20(N — pM)Ip! \N

N
onde adotou-se uma aproximacao de campo médio f; = f; = % que corresponde a fracao
de sitios ocupados da rede. Inscrevendo-se a cadeia na rede a partir de extremidades
diferentes, o termo 2P garante que ela seja contada apenas uma vez, e o termo p! evita
que se conte mais de uma vez configuragoes idénticas.

Usando a aproximacao de Stirling e tomando o limite termodinamico, em que N — oo,

a entropia configuracional por sitio da rede é expressa por:
) =ks | (1= =) plng—1) = L2 — (1= pyin(1—p) (2.6)
sm(p) = kp a7 ) P Y p)In(l —p)|, :

com densidade p = % mantida constante. Quando a rede esta completamente preenchida,

p = 1, a entropia configuracional é dada por

1 2

sv = kg {%(lnq ~1) - In M} . (2.7)

Para ¢ = 4, o valor maximo da entropia ocorre s,,q..(p = 1) = 0.51129, ou seja, M = 2q.
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Na tabela ({2.1]), temos alguns valores da entropia de rede cheia na aproximagao de campo

médio na rede quadrada, onde observa-se que a maior entropia pertence aos octameros.

Campo Médio sy(p=1)

M

2 0.1931471806
3 0.3926846103
4 0.4630075660
5 0.4922936350
6 0.5050140157
7 0.5100755909
8 0.5112943610
9 0.5104924771
10 0.5086087160

Tabela 2.1: Entropia de rede cheia na aproximacao de campo médio para ¢ = 4.

Para M — oo, as cadeias sao polimeros e a entropia dada em ([2.7)) fica reduzida a

Soo = p(Ing —1) = (1 = p)In(1 — p)- (2.8)

No caso particular para a rede cheia p = 1 e considerando kg = 1, a Eq. resulta em
Soo(1) = (Ing — 1), onde para a rede quadrada fornece um valor de & 0.38629.

Para cadeias com tamanhos diferentes, temos o caso polidisperso e uma descricao
grande-canonica do sistema torna-se mais apropriada, ja que M nao esta fixo e a distri-
buicao de tamanhos das cadeias passa a depender da fugacidade dos monomeros.

A entropia configuracional de cadeias polidispersas em uma dimensao foi determinada
tanto por matriz de transferéncia como por argumentos combinatérios no ensemble mi-
crocanonico [18]. Neste modelo, atribuem-se aos mondmeros extremos uma fugacidade
2. = et e aos internos, uma fugacidade z; = e®*, onde y. e p; sdo os diferentes poten-
ciais quimicos dos monomeros extremos e internos de uma cadeia, Fig. . A matriz
de transferéncia é uma funcao desses dois parametros e, a partir do maior autovalor da
matriz, obtém-se o potencial grande canonico e a entropia.

Definindo os estados para este modelo como sendo |0) e |1), a matriz de transferéncia
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Figura 2.4: Cadeias finitas polidispersas numa rede unidimensional. Aos monomeros extremos

atribuiu-se a fugacidade z. e aos internos, a fugacidade z;.

sera,

sendo seu maior autovalor dado por,

1tz /(- )2 4422
_ . ,

A (2.10)

como o potencial grande canonico relaciona-se ao maior autovalor da matriz, ou seja,

O = —kpTln\ (2.11)

E importante ressaltar que tais teorias nao prevéem uma transicao de fase e a andlise
anterior valida tais aproximacoes apenas em baixas densidades, onde o estado isotrépico

¢é observado.

2.2 O modelo de gas de rede

Modelos de gés de rede sao amplamente utilizados na mecanica estatistica, possuindo
uma gama de aplicacoes nos mais variados sistemas, como, por exemplo, na modela-
gem de gases, magnetos, polimeros, ligas metalicas e sistemas biologicos. Uma das mais
estudadas aplicacoes de gases de rede é na descricao dos mais diversos fenémenos de
adsorgao [31]. Realizacoes aproximadas de gas de rede podem ocorrer na adsorgao em
substratos unidimensionais (fluido em substrato polimérico) ou bidimensionais (fluido em
substrato cristalino). Modelos de gas de rede sao interessantes por modelarem um sistema
de particulas de forma simplificada levando em conta somente a parte configuracional da
mecanica estatistica do problema.

Nessa modelagem considera-se um conjunto de moléculas (particulas cldssicas) que
podem ocupar somente determinadas posicoes no espaco de uma dada rede. Em sua

forma mais simplificada, um modelo de gas de rede pode ser composto por uma rede de V'
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sitios, em que cada sitio pode estar vazio ou ocupado por uma tinica particula, simulando,
dessa forma, a interagao de volume excluido, Fig. . Assim, a Unica interagao presente
entre as particulas é a repulsao de caroco duro. Cada sitio é descrito por uma variavel de
ocupagao, que aqui designaremos por ¢, a qual assume o valor 0, se o sitio estiver vazio e
1, se estiver ocupado. Desse modo, é possivel modelar um sistema de particulas de forma

simplificada levando em conta somente a parte configuracional do problema. Portanto,
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Figura 2.5: Modelo de gas de rede de rede: N particulas em V células (com N < V).
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devemos calcular o nimero Q(V, N) de configuragoes microscopicas desse sistema com
N células ocupadas e (V' — N) células vazias (vacancias). Formalmente, esse nimero é
dado por uma soma multipla sobre as configura¢oes microscopicas, ou seja, o nimero de
maneiras de colocar essas N particulas nas V' células. Portanto, o niimero de configuragoes
microscopicas acessiveis a esse sistema é dado por

V!

AN = S = (2.12)

em que todas as configuragoes em ([2.12)) sdo acessiveis ao sistema e com igual probabili-
dade, o que permite através da Eq. ([1.8]) obtermos as equagoes usuais da termodinamica.
Para N muito grande vamos utilizar a forma assintética de Stirling, Eq. (2.3]). No limite

termodinamico temos (V, N — o0) e p = % fixos, e a entropia do gas de rede ideal sera,

V V V
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onde podemos escrever a entropia por sitio, expressa por

s = —kplplnp+ (1 —p)In(1 — p)]. (2.14)

Uma outra maneira de calcular a entropia de um modelo de gas de rede é no ensemble

grande canonico, onde o Hamiltoniano do modelo pode ser escrito como

V+1

H=p) o, (2.15)
=1

onde uma variavel de ocupacao ¢; é definida para cada sitio assumindo os valores 0, caso
o sitio esteja vazio e 1, se estiver ocupado. Desse modo, podemos calcular a funcao de

particao grande canonica, obtendo,

E=(1+eM)Y (2.16)

A partir da expressao dada em ([2.16)) é possivel calcular o potencial grande canonico
que é dado por

® = —kgTIn(1 + )Y, (2.17)

assim, a partir da combinagao das relagoes dadas em (1.34) e ([1.35) podemos calcular a

densidade, expressa por

N 109 e
- = - - 2.18
Py Vou 1+ebr’ (2.18)
e a entropia por sitio do sistema,
S 109
§ = V——Va—T——kB[Plnﬂ+(1_P)ln<1_P)]' (2.19)

Como era de se esperar, a Eq. é equivalente a obtida no calculo microcanonico em
(12.14).

Este modelo de gas de rede, por ser atérmico, nao apresenta transicao de fase. Um
modelo mais complexo e muito estudado na fisica, onde podemos encontrar transicao
gas-liquido, é quando as particulas de um dado sitio podem interagir com seus primeiros

vizinhos de forma atrativa ou repulsiva.
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Capitulo 3

Entropia de cadeias de dimeros com
q-estados dispostas numa rede

unidimensional

Neste capitulo descreveremos a forma de obter o nimero de configuragoes de um
sistema de N cadeias de dimeros, indistinguiveis entre si, tendo como ponto de partida

técnicas da mecanica estatistica.

3.1 Definicao do modelo

Estudos sobre a adsorcao de dimeros ou monomeros sobre superficies, constitui um
topico de grande interesse e atividade de pesquisa em fisica da matéria condensada
[32, B33, B34]. Isso se deve ao importante papel que a adsorgao de proteinas desempe-
nha em uma variedade de aplicagoes tanto em processos tecnologicos quanto biolégicos
[35], que vao desde o desenvolvimento de biossensores, biochips, revestimentos de disposi-
tivos médicos, medicamentos e fabricagdo de novos materiais [30], & ensaios de imunologia
[1]. A adsorgao de proteinas em superficies é um processo complexo, e diversos estudos
tém sido realizados a fim de descrever de forma mais precisa a termodinamica de ad-
sor¢ao. Recentemente, Quiroga e colaboradores [34] obtiveram fungoes termodinamicas
precisas, que levaram em conta o ntimero total de configuracoes de sistema de moléculas
com multiplos estados de adsor¢ao sobre uma superficie. Outro modelo interessante, que
leva em consideracao os estados de adsorcao entre dois liquidos imisciveis, foi proposto
por Kolomeisky e colaboradores [37], para estudar sistemas hidrofébicos.

A ideia de se descrever um modelo de dimeros sobre uma rede unidimensional é essen-
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cialmente a mesma usada no tratamento do gas de rede. Nesta generalizacao, o problema
de dimeros sobre uma rede regular, constitui-se como um dos modelos mais simples para
descrever propriedades termodinamicas de filmes adsorvidos e solugoes mistas [38].

Em nosso tratamento tedrico, consideraremos inicialmente um modelo atérmico de
g-estados, onde as moléculas sao representadas por N cadeias de dimeros, cada uma
colocada numa rede unidimensional com L células. Cada dimero que ocupa um local na
rede pode estar em qualquer um dos g-estados (¢ = 4 orientagoes), onde uma possivel

configuragao de um trecho da rede pode ser vista na Fig. (3.1).

OO0

Figura 3.1: Representacao esquematica de um trecho da rede com uma configuracao particular

de cadeias. Consideramos N = 4 cadeias, L = 5 sitios e ¢ = 4 estados.

Através do calculo combinatério direto do nimero de configuragoes de diversas ca-
deias inscritas na rede, podemos obter a equacao fundamental da entropia como funcao
da densidade de particulas no ensemble microcanonico. As cadeias com o peso molecu-
lar fixo M = 2, sao adicionadas sucessivamente na rede assumindo os ¢ = 4 estados.
Adotando condigoes periddicas de contorno, as cadeias foram modeladas por caminhadas

auto-excludentes, considerando-se apenas interacoes de volume excluido.

3.1.1 Ensemble microcanonico

O naimero de configuragoes serd o nimero de maneiras de formar sequéncias de N

cadeias de dimeros e L — N sitios vazios sendo expresso por

L!
Q= (") ————. 3.1
: » ) . InQ . o
A entropia por sitio serd dada por s = ]\}lm ——. Utilizando a forma assintética de
— 00
Stirling para fatoriais, com a fracao de sitios ocupados p = p = %, temos,
su(p) = pln(g) — pIn(p) — (1 — p) In(1 — p). (3.2)

Na Fig. (3.2)) podemos ver o comportamento de s(p) para valores de g variando entre 1

e 4. Observa-se que a entropia se anula em ambos os valores extremos da densidade p,

37



correspondentes a rede vazia (p = 0) e cheia (p = 1) para ¢ = 1, pois existe um nimero
pequeno de configuragoes de rede cheia, o que faz com que a entropia se anule para (p = 1).
Porém, para (¢ # 1) a entropia ndo mais se anula no limite de rede cheia, onde temos uma
entropia residual. Vemos que conforme as cadeias possam assumir uma maior nimero de
orientacoes na rede ha um aumento também do ntimero de configuracoes. Podemos obter
a densidade de maxima entropia p,, derivando a entropia em relacao a p e igualando a

Zero,

q
m = . 3.3

O comportamento da maxima entropia como fungao de g pode ser visto na Fig. (3.3]).

2 T T T T T I
4 — q=2 _
- q = 3 L
= =4 T ~o
1.5 g e ]
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Figura 3.2: Entropia como fungao da densidade de sitios ocupados para valores de ¢ entre 1 e

4.

A densidade maxima de entropia possui uma dependéncia somente com o numero de
estados das cadeias na rede, aumentando conforme o nimero de estados aumenta. Na
Fig. (3.3]) os valores de g sdo somente nimeros inteiros que variam de 1 a 4, representados

pelo simbolo 4 na curva.
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Figura 3.3: Densidade de méxima entropia como funcao de q.

3.1.2 Ensemble grande candnico: matriz de transferéncia

Na secao anterior discutimos com detalhes a solucao, no ensemble microcanonico,
do problema de cadeias de dimeros g-estados dispostas numa rede unidimensional, onde
a solugao baseia-se em argumentos de multiplicidade (cédlculo combinatério). Porém, é
oportuno observar, que embora possamos obter a entropia configuracional de cadeias na
rede através de métodos combinatorios, este nao pode ser generalizado facilmente para
redes de dimensoes maiores. Entretanto, temos que resolver o problema através da técnica
da matriz de transferéncia. Introduzida em 1941 para o tratamento do modelo de Ising,
a técnica da matriz de transferéncia revelou-se 1til nos problemas envolvendo polimeros
[39, 27]. A informacao sobre as propriedades termodinamicas do modelo esté contida no
espectro de autovalores dessa matriz.

Como ha flutuagao no nimero de cadeias N, é necessario que o problema seja formu-

lado no ensemble grande canonico, onde a funcao de particao é dada por

S(z,M;L) =Y 2NMI(N,M; L), (3.4)
N

onde z = exp(u/kpT) é a fugacidade de um monoémero, sendo p seu potencial quimico e
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kg a constante de Boltzmann. O ndmero médio de mondmeros sera

z 0=
N)=——. 3.5
(M= (35
O potencial grande canonico é definido como
.. -
@y (2) = = lim InZ(2, M; L). (3.6)
L L—oo

Substituindo a Eq. (3.6) na Eq. (3.5)) podemos obter a fracao de sitios da rede ocupados

por monomeros, sendo

p(z, M) = lim (ﬂ) _ —Z%ELZ(Z). (3.7)

O potencial grande canonico se relaciona com a entropia através de uma transformada de

Legendre. Assim, da Eq. (3.7) podemos escrever

1
0Dy (2) = ;p@z = ®y = —plnz. (3.8)

Através das derivadas parciais da entropia de um gds unidimensional Sy (U, L, N), é

possivel definir grandezas intensivas,

_ 1 p H
dSy = dU + ZdL — ZdN. (3.9)

Para sistemas atérmicos, a temperatura nao esta bem definida, uma vez que seu inverso
é a derivada parcial da entropia em relacao a energia interna. Portanto, a energia interna
U serd identicamente nula, e a entropia sera funcao apenas de L e N como obtido em

(1.27) e (1.28). Assim,

p_ (95u
p_ (%) | 510

%:_<%¥L  (3.11)
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Podemos ainda definir a entropia adimensional por sitio no limite termodinamico por,

(o) = tm  ouN)

. 3.12
L—00,p0=N/L=cte ]{TBL ( )

Observe que embora a pressao e o potencial quimico nao sejam bem definidas em sistemas
atérmicos, vemos das Eqgs. (3.10)) e (3.11]) que as razoes dessas varidveis com a temperatura

sao grandezas intensivas entropicas bem definidas. Portanto, da equagao de estado (3.11)

temos,
Osm(p) 1 _
o0 kT Inz (3.13)
Logo,
P / /
Su(p) = - / In(p)dp (3.14)
0

A entropia dada na Eq. pode ser obtida a partir do potencial grande canonico,
que é determinado a partir da técnica da matriz de transferéncia. Para construir a matriz
de transferéncia é necessario verificar quais as possiveis combinagoes de estados entre as
cadeias situadas no sitio ¢ e no sitio 7 + 1. Os estados aos quais nos referimos, estao
relacionados a orientagao g que as N cadeias podem assumir na rede, onde para cada con-
figuragao atribuimos um peso estatistico ou fugacidade z. Como cada cadeia de dimeros
ocupa um sitio ¢ na rede, os pesos estatisticos serao dados pelo produto das fugacidades
dos monomeros situados no sitio. Por exemplo, observando um trecho da cadeia na Fig.
, observe que onde ha sitios desocupados, nao havendo, portanto, monomeros nesta
configuracao, o peso estatistico serd 1, pois 2° = 1.

J& para um determinado sitio ocupado, é preciso verificar quais as possiveis com-
binagoes de estados entre o sitio ¢ e o sitio 7 + 1, o peso estatistico da configuracao deve
levar em conta o fato de que ha dois monoémeros ocupando um mesmo sitio e que esta
cadeia pode assumir g-estados, logo o elemento da matriz serd gz2.

Portanto, a contribuicao de cada sitio da rede a funcao de particao corresponde a um
fator ¢z2, se nele houver uma cadeia e, a um fator 1 caso contrario. Entao, T é a matriz

nxn onde os elementos T'(7, j) sao tais que 7'(i, 1) = 1 e todos os outros elementos estarao
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Figura 3.4: Trecho de uma rede unidimensional com cadeias de dimeros em ¢-estados. Os

estados que definem a matriz de transferéncia sao representados pelos indices atribuidos

as configuracoes das cadeias na rede.

relacionados ao produto das fugacidades de monomeros por sitio. Para o caso especifico

de dimeros com g-estados, a matriz de transferéncia sera

1 q2?
M= 4 (3.15)

1 g2?
A partir da forma geral da matriz de transferéncia (3.15)), podemos obter a equacao
secular det(7"— M) = 0 onde I ¢é a matriz identidade. Desenvolvendo o determinante da

matriz podemos obter a equacao secular no caso geral,

MMM 4 g2y = 0. (3.16)

onde M é o niimero de monomeros por sitio.
Veja que a partir da equacao secular temos 2 = (A — 1)/q, assim, podemos obter

uma expressao para a densidade, expressa por

ZON A ML (h )

_ 277 = 1
P =30z " W(I—a) Al—a) (8:17)
com o = % Invertendo (3.17)), obtemos
A= ! (3.18)
[1—p(1—a)] ‘

Utilizando a Eq. (3.16) em (3.14) podemos calcular a entropia como fun¢do de uma

variavel A

su(p) = — /Op In [A - 1] " dy. (3.19)
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Aplicando uma derivada total em 1) onde dp’ = g%d)\’ e lembrando que 1 —av = 1/M,

teremos

sulp) = — /0 {m[A—uﬁ —1n(q)—&}g—§l,dxz (3.20)
A n — A n
[y [, 321

Efetuando as integragoes e substituindo A como funcao de p e «, obtemos a expressao da

entropia como funcao de p:

su(p) = p(1 — @) In(q) — p(1 — @) Inlp(1 — )] — [1 = p(1 — a)] [l — p(1 — @)}. (3.22)

Note que a Eq. (3.22) é equivalente a Eq.(3.2) obtida no ensemble microcanonico. Po-
demos obter ainda as equagoes de estado na representacao da entropia. Considerando a

expressao para o potencial quimico sendo,

o Osu(p)
_ _ . 3.23
Assim,
kBLT:—lnqulnp—ln(l—p). (3.24)

Lembre que estamos tratando o caso de dimeros e M = 2. Na Fig. podemos observar
o comportamento do potencial quimico como funcao da densidade para cadeias de dimeros
com ¢ variando de 1 a 4. Observe que este é nulo no ponto em que a entropia é méxima,
e diverge nos valores extremos da densidade.

Outra equacao de estado nos da a pressao como funcao da densidade.

p__ 9(smp)
Wl op (3.25)
Assim,
p P — JR—
T In(1 — p) (3.26)
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Figura 3.5: Potencial quimico como funcao da densidade para cadeias de dimeros com ¢

entre 1 e 4.

Na Fig. (3.6) podemos observar o comportamento da pressao como funcao da densidade,
veja que, devido a interacao de volume excluido, ha uma divergéncia da pressao quando
p — 1, que é justamente o limite de rede cheia, onde podemos imaginar um aumento de

pressao devido a uma maxima ocupagcao de sitios.
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Figura 3.6: Pressao como funcao da densidade para cadeias de dimeros.
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Capitulo 4

Entropia de cadeias de dimeros para

o0 modelo de trés estados

4.1 Modelo e formalismo

Neste capitulo, iremos discutir o modelo que chamaremos de trés estados (¢ = 3),
constituido por N cadeias de dimeros em uma rede unidimensional de tamanho L, onde
nimero de dimeros pode variar no intervalo 0 < N < L. Nesse modelo, cada sitio da rede
pode assumir um de trés estados: um sitio vazio; uma molécula energicamente nula; ou
uma molécula com energia ¢, onde a energia associada a cada estado ¢ 0, 0, e ¢, respec-
tivamente. Vale ressaltar, que nao existe qualquer interagao entre as cadeias de dimeros,
nem entre os monomeros que formam os dimeros. Para este modelo, o Hamiltoniano pode

ser escrito como

L
H=c) b, (4.1)
=1

onde a soma se estende sobre todos os sitios da rede e ¢; representa o estado do sitio.
O estado fundamental do sistema consiste na rede com todos os sitios vazios, ou com
dimeros energeticamente nulos; a configuragao com a energia maxima corresponde a cada
sitio ocupado por um dimero com energia €. Na Fig. , apresentamos uma amostra da
rede com uma possivel configuracao para N = 6 cadeias de dimeros e L = 9 sitios, onde
cada circulo com uma barra horizontal representa um dimero num estado energicamente
nulo, os circulos com barras verticais correspondem aos dimeros num estado de energia ¢
e os circulos abertos representam os sitios vazios.

Nas subsegoes seguintes, iremos discutir, os detalhes da solucao do modelo de trés
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Figura 4.1: Representagdo esquemdtica de um trecho da rede com L = 9 sitios com uma
configuracao particular de cadeias, onde temos trés sitios vazios, trés sitios ocupados por dimeros

com energia nula e trés com energia €.

estados no ensemble microcanonico, e em seguida, faremos sua equivaléncia no ensemble

grande canodnico através do método da matriz de transferéncia.

4.2 Ensemble microcanonico

A formulagao microcanonica do modelo de trés estados para dimeros em uma rede
unidimensional, consiste em obter o niimero de configuracoes das cadeias na rede, onde
a orientagao da cadeia no sitio pode compreender a um estado energeticamente nulo ou
nao. Sejam Ny, Ny e N3 ntimeros fixos, que irao representar, respectivamente, os sitios
vazios da rede, as cadeias que encontram-se no estado de energia ¢ = 0, e as cadeias
que encontram-se no estado de energia e. O numero de configuracoes que N cadeias de

dimeros podem assumir em uma rede unidimensional de L sitios sera dada por

L!
Q= ———— 4.2
N1INpIN3!' (42)
onde L = N1 + N2 + Ng.
Da Eq. (4.1), a energia do sistema pode ser escrita como
U= N3€‘ (43)
Desta maneira, a Eq. (4.2]), poderd ser reescrita como
L!
Q= (4.4)

(N9 G- Ny

£

onde N = N; 4+ N3 é o numero total de cadeias de dimeros.

No limite termodinamico, encontramos, entao, uma expressao para a entropia por sitio
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dada por
swp)=—(p=2)In(p==) ==l (Z) — (1= —p), (4.5)

S u
kgL’ L

p= % é a densidade de dimeros. As Figs. 1} 1} e 1} mostram o comportamento

da densidade de entropia s em funcao da densidade de energia u para diferentes valores

onde s(u, p) = kp é a constante de Boltzmann, u = = é a energia média por sitio e

depee.

08 T T T T T

0.6

» 0.4

ule

Figura 4.2: Entropia em fungao da energia por particula para densidade de sitios ocupados

para rede cheia e vazia.
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(a)

(@) ue=0.0 (C)
(b) u/e =0.01
(c) u/e =0.03

Figura 4.4: Entropia em fungdo da energia por particula para densidade de sitios ocupados

para rede cheia e vazia.

Na Fig. (4.2) temos o comportamento da densidade de entropia s em funcao da

densidade de energia u. Note que para u = 0, a entropia ¢ nula e todas as cadeias de
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dimeros estardo no estado fundamental. Temos um méaximo de entropia em u = ¢/2,
com metade das cadeias orientadas em cada um dos estados de energia ¢ = 0 ou € > 0,
pois os estados sao igualmente equiprovaveis . Fisicamente, essa condi¢ao equivale a uma
situacao em que os dois estados de energia praticamente nao se distinguem.

O gréfico da entropia em funcao da temperatura é mostrado na Fig. para € =
0.0;0.1;0.2;0.5 e 1.0. Para temperaturas mais baixas, a cadeia busca estados de menor
energia, onde para £ = 0.0 podemos observar uma entropia residual em 7" = 0 com valor
s = 1In2. No modelo de dimeros de 3 estados, o estado fundamental do sistema consiste na
rede com todos os sitios vazios, ou com dimeros cuja a orientacao energética é nula ¢ = 0,
desse modo, o sistema pode apresentar uma multiplicidade de estados fundamentais e,

portanto, uma entropia residual.

12 T T T T T T T

0.8 —

0 0.6

Figura 4.5: Entropia em fungdo da temperatura para densidade de sitios ocupados para rede

cheia.
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5 1 _ (9s _B — (0s 5
Resolvendo as equagoes de estado # = ( au)p e — 5 = < 8P>u na representagao da
entropia, obtemos a expressao da energia
ge(u_e)/kBT

(4.6)

YT (1 1 enlkaT | elu=a)/haT’

e da densidade de dimeros

e“/kBT _|_ e(,u'fe)/kBT

p= (1 + en/ksT § en—2)/ksT) (4.7)

como fungoes de 7. A Fig. (4.6) mostra o comportamento da energia em fungao da
temperatura para cadeias de dimeros com 3 estados. Note que u/e nao ultrapassa o valor

de 1/3, ou seja, (u/e — 1/3) quando (kgT'/e — o).

Figura 4.6: Energia em funcao da temperatura para cadeias de dimeros com dois estados

de energia.

Na Fig. observamos a condi¢ao em que os trés estados de energia praticamente
nao se distinguem. Utilizando a Eq. , vemos que essa situacao ocorre para T > ¢,
onde u = ¢ é o maior valor da energia, correspondendo a uma situagao em que todas as
cadeias estao no estado excitado.

Na Fig. , vemos o comportamento da densidade com a temperatura para p = 1.0

ee =10,05e1.0. Em T = 0 todos os sitios sao ocupados por dimeros e a densidade
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0.7 ; | .

Figura 4.7: Densidade em fungao da temperatura para e = 0,0.5 e 1.0; u = 1.0, com densidade

diminuindo com o aumento da temperatura.

0.6 —
1 (©) 1
0.5 - —
0.4 T T T T T T T
0 0.5 1 1.5 2
T

Figura 4.8: Densidade em fungdao da temperatura para e =1.0 e u=0,0.5 e 1.0.

de dimeros diminui com o aumento da temperatura e esta diminuicao vai se tornando

mais acentuada com o aumento de e. J& na Fig. (4.8)), mostramos o comportamento da
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densidade em funcao da temperatura para e =1.0e = 0,0.5 e 1.0. Em 7" = 0 todos os
sitios sao ocupados se p # 0, mas para u = 0, metade da rede estda ocupada. A densidade
de dimeros decresce com a temperatura para pu # 0 e este decrescimento vai se tornando
mais acentuado para p menores, tendo um minimo em p = 0. Note que tanto na Fig.
como na Fig. p — 2/3 para T — oco. Com o aumento da temperatura hd um
aumento na energia do sistema, que favorece o afastamento das cadeias, causando assim
a diminuicao do nimero de sitios ocupados ou o aumento de cadeias com estado € = 0.
O calor especifico também é uma propriedade termodinamica importante para a analise
do nosso modelo. Como hé uma dependéncia do calor especifico com as varidveis (7, €, i),

podemos obté-lo da defini¢ao:

C(T,é,,u) =37 Harn (48)

Portanto,
6,u/chT (5 _ M)Qefe/kBT 4 826(1175)/]63’11 + /'L2

c(T,é,M) = k:BT2 (1 +eu/kBT+e(u—a)/kBT)2 ’

(4.9)

onde ¢(T), e, ) é invariante se permutarmos as variaveis ¢ e p.

Na Fig. temos a grafico do calor especifico em funcao da temperatura para
w=10ee=0,0.1,0.2,04 e 1.0. Podemos observar que o calor especifico é bem mais
ilustrativo para ¢ = 0.1 e € = 0.2, pois, mostra a presenca de dois picos. Devido a
ocupagao de particulas com estado de energia € = 0, observa-se o aparecimento de um
segundo pico do calor especifico em baixas temperaturas quando € < 0.27, ou um nico
pico quando € > 0.27. Esse comportamento distinto, pode ser associado a anomalia
Schottky, comumente observada em sistemas com poucos (finitos) estados de energia,
sendo caracterizada por um (ou varios) pico(s) no calor especifico.

Estes picos ocorrem quando ha um “gap”’entre dois estados de energia e o sistema
ocupa o estado de menor energia € = 0, enquanto nao tem energia suficiente para ir para
o proximo estado, o que é representado pela diminui¢ao na taxa de absorcao de energia e,
portanto, no calor especifico. Apds essa energia necessaria ser atingida, o sistema passa
para o proximo estado provocando um aumento no calor especifico. Resultado semelhante
ao apresentado na Fig. , foi observado ao estudar o calor especifico para um modelo
quase-unidimensional de uma cadeia polimérica com radicais laterais ligados ao mesmo
sitio [40].

Podemos observar ainda, que o calor especifico exibe o comportamento tipico de uma

cauda proporcional a 1/T? no limite altas temperaturas. Outro ponto importante é que,

23



1 ' ' ' T ' T '
. n=10 (a)e=00 -
(b)e=0.1
08 (e) (c)e=02 ]
] (d)e=04 -
06 (e)e=1.0
v o ]
(d)
0.4 .
(c)
0.2 - (b) .
i (a) ]
0 ' T ' T ' T ' T '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Figura 4.9: Calor especifico por sitio em fungao da temperatura para y=1ee=0,0.1,0.2,0.4

e 1.0 para o modelo de dimeros com trés estados.

como T — 0 o calor especifico também tende a zero, de acortdo com a terceira lei da
termodinamica.

Ao definirmos € = 1 e tragarmos o calor especifico para p© = 0.1,0.2,0.4,1 obtém-se
um grafico idéntico a com o primeiro pico agudo que ocorre para 4 = 0.1 em baixas

temperaturas.
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4.2.1 Ensemble grande candnico

No ensemble grande canonico, cada estado do sistema é caracterizado por um conjunto
de varidveis de rede ¢;, que pode assumir um de trés estados. Assim, da Eq. (1.16) a

funcao de grande particao para o nosso modelo pode ser escrita como,

2= exp[—peN; + fuN), (4.10)
{a:}
ou
Be < Bl ¢
== exp —72(53,%. + 034,11 72 O + 0oy + 030 + 03000 | (4.11)

{a:} i=1

onde {g;} denota a soma sobre todas a possiveis configuracoes. E interessante escrever a

funcao de grande particao na forma

L
E= Z H %7 Qz—i-l (412)
{q:} i=1

onde,

Bu

é(g - M) (53#]1' + 53#}1‘-&-1) + 7(52,%’ + 52,(11'4-1) . (413)

2

Sabemos que cada sitio pode estar ocupado 9; = 0, ou vazio ¢; = 1, podendo assumir

T(Qian‘-l—l) = eXp [—

um dos trés estados, de modo que T'(¢;, ¢;+1) pode assumir 9 possiveis combinagoes de va-
lores das varidveis ¢; e g;+1. Portanto, T'(¢;, ¢;+1) pode entao ser considerado um elemento
de uma matriz 3x3. Inicialmente, é preciso definir os possiveis estados em que um certo
sitio ¢ pode ser encontrado. Conforme nosso modelo proposto na se¢ao podemos ter
as seguintes situagoes: a) Os sitios consecutivos ¢ e ¢ + 1 estao vazios ou ocupados por
cadeias cuja orientacao indica que a energia é nula. Indicaremos esse estado pelo vetor
|1) = (0,0); b) o sitio da esquerda estd vazio e a da direita ocupado por uma cadeia
cuja energia ¢ €. Indicamos esse estado pelo vetor |2) = (0, 1). Se agora considerarmos o
sitio da esquerda ocupado por uma cadeia com estado ¢ e o sitio da direita vazio teremos
|2') = (1,0). No entanto, devido as condigbes periddicas de contorno, esses dois vetores
(1,0) e (0,1) sao equivalentes e representam o mesmo estado; ¢) consideramos o caso em

que ambos os sitios estao ocupadas, e representaremos esse estado pelo vetor |3) = (1,1).
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Portanto, os possiveis estados para um sitio ¢ qualquer numa rede unidimensional sao
|1) = (0,0), |2) = (0,1) = (1,0) e |3) = (1,1). Assim, podemos escrever a expressao em
(4.13)) como uma matriz 3x3 dada por

T 1, 1 T(1 2) T(]_73 1 Zl/2 (wZ)1/2
T(3,1) T(3,2) T(3,3) (W) w2 we

onde z = e’ e w = 7P, Desenvolvendo o determinante na sua primeira coluna, obtemos

a equacao secular no caso geral, em que o maior autovalor da matriz (4.14) vale

A=14z+wz, (4.15)

tendo uma correspondéncia com a funcao de particao grande canonica: = = A\’. No limite

termodinamico, o potencial grande canonico é dado por

¢ = —kpTIn\. (4.16)

A entropia é dada pela derivada parcial de ¢ em relacao a temperatura s = 2—?, e usando

T Inz (4.17)
e
(ILIZB_T@ =lhwz (4.18)
obtemos a expressao para a entropia
s =kp <ln)\+Mlnz—%lnw>. (4.19)

A densidade de particulas em funcao de A pode ser escrita como

zON  z(1+w)

p= Nox N (4.20)
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e usando a defini¢ao de energia média no ensemble grande canoénico

_OA L pOA
08~ Bow’

uw= (4.21)

podemos escrever z e w em fungao de p e u, respectivamente. A partir da Eq.
obtemos uma expressao para a entropia idéntica a Eq. . Ao substituirmos z e A
em e obtemos as mesmas expressoes de e , confirmando assim a
equivaléncia entre os ensembles microcanonico e grande canonico.

Tendo em vista que estamos analisando o sistema no ensemble grande canonico, ¢é
interessante também, descreve-lo de tal modo que o nimero de particulas seja flutuante.

De acordo com essa descricao, as propriedades termodinamicas sao determinadas por meio

da funcao de partigao definida em (4.10)), portanto,

= Oln A
Ny = —kgTL 4.22
3 B R ( )
onde obtemos
N. (u—e)/kpT
=== ; : (4.23)
L A 1 + en/kBT  e(u—e)/kpT
Usando a Eq. (4.20)), podemos obter,
z elu'/kBT
NPT TN T ke T | oue) kT (4.24)
e
1 1
m=1-p= (4.25)

N 14 ewksT | elu—a)/kaT

A Fig. (4.10) mostra as densidades de sitios vazios ni, a densidade de dimeros energi-
camente nulos ny e a densidade de dimeros com estado de energia ¢, ng, quando pu = €.
A temperatura nula todos os sitios sao ocupados por dimeros energeticamente nulos. O
nimero de sitios vazios e dimeros energéticos aumentam igualmente com o aumento da
temperatura, porém, n, diminui com o aumento de 7.

Na Fig. temos o comportamento das densidades n; , ny e nz para diferentes

valores de e e p . See =0, em T = 0, a rede é igualmente preenchida por ambos
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Figura 4.10: Densidade em funcao da temperatura para densidade de dimeros n, e ng e

densidade de sitios vazios ng.

os tipos de dimeros, sendo dessa forma energeticamente equivalentes. Quando pu = 0
em 1" = 0, observa-se que metade da rede estd vazia e a outra metade ocupada por
dimeros energicamente nulos. Com o aumento da temperatura ha também um aumento
da densidade de dimeros energéticos, e o nimero de sitios vazios da rede juntamente com
os dimeros energicamente nulos diminuem de forma igual. O aumento da temperatura
favorece o aumento da densidade de dimeros energéticas se € < p ou sitios vazios, se € > wu.
As trés densidades ny, ny e n3 tendem a 1/3 quando a temperatura tende a infinito, de
modo que a altas a temperaturas a rede esta igualmente ocupada por dimeros energéticos,

dimeros energicamente nulos ou sitios vazios.
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Figura 4.11: Densidades nq, ns e nz em funcao da temperatura para densidade de dimeros

ny € ng para diferentes valores de ¢ e p.
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Capitulo 5
Inequivaléncia de Ensembles

A mecanica estatistica permitiu uma compreensao da fenomenologia descrita pela ter-
modinamica a partir de abordagens microscépicas. Inicialmente concebida para explicar
fenomenos simples, como o comportamento de gases monoatomicos, interagindo via po-
tenciais de curto alcance, essa area da fisica desenvolveu-se rapido e atualmente é crucial
para o entendimento de sistemas complexos. Entretanto, para assegurar sua ampla em-
pregabilidade é preciso garantir a existéncia do limite termodinamico, ou seja, sistemas
com nimero de particulas muito grande (da ordem do nimero de Avogadro), de modo
que todas as formulacOes mecanico-estatisticas, dadas pela teoria de ensembles, sejam
equivalentes [41], ou seja, ao aplicarmos diferentes tipos de ensembles estatisticos a mo-
delos tedricos, obtemos os mesmos resultados para as grandezas fisicas macroscopicas
calculadas.

Por outro lado, nos casos em que o limite termodinamico nao se aplica, como ocorre
com sistemas ditos “pequenos”[42], 43, [44], cujo alcance das interac¢oes equivale ao ta-
manho do sistema, surge o fenémeno da inequivaléncia de ensembles. Nesta situacao as
previsoes fisicas efetuadas dependem do formalismo estatistico adotado. Dado tal grau
de arbitrariedade, que é antes formal do que realmente fisico, resta entender qual das
abordagens mecanico-estatisticas é a relevante.

O interesse em sistemas pequenos nao se limita a fisica, mas também se estende para bi-
ologia e quimica, passando de aglomerados [45] 46], para filmes finos [47] e nanoparticulas
magnéticas [48, 49, e as moléculas biolégicas de alguns nanometros [50]. Estes sistemas
tém propriedades diferentes daqueles de sistemas considerados de tamanho macroscépico.
As transicoes de fase [42], a condutividade térmica [51], as flutuages das varidveis termo-
dinamicas [52], o calor especifico [53], etc, sao todos afetados pelo tamanho do sistema.

Atualmente, com o avanco da tecnologia, foram criados sistemas nanoestruturados,
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onde se pode controlar o nimero de particulas de um material, podendo-se trabalhar até
mesmo com um numero menor que 100 ou 50 particulas. Para tratar estes sistemas, as
ferramentas da mecanica estatistica tém sido usadas, o que a priori nao poderia acontecer
devido ao limite termodinamico. Sendo assim, torna-se necessario um estudo detalhado
do que acontece ao aplicarmos ferramentas da mecanica estatistica a sistemas com poucas
particulas, verificando se estas ferramentas aplicadas aos diferentes ensembles estatisticos

ainda levam aos mesmos resultados.

5.1 Estudo de sistemas finitos

No ambito da mecanica estatistica, no ensemble microcanonico, a entropia aparece
como um conceito chave que conecta, via definicao de Boltzmann, as configuracoes mi-
croscopicas de um sistema, com seu comportamento macroscopico. Por sua vez, o li-
mite termodinamico, aplicado a sistemas com muitas particulas ~ 10?3, que assegura a
existéncia desta conexao micro-macroscdpica assenta-se no conceito fundamental de ex-
tensividade da energia e da entropia. Porém, a mecanica estatistica é uma teoria criada
para explicar fenomenos considerando o limite termodinamico, ou seja, aplicada a sistemas
com muitas particulas.

Como a abordagem microcanonica baseia-se na exata contagem de microestados, ela
é ideal ao estudo de sistemas “pequenos”[42], 43, [44]. Ao realizar a contagem do nimero
de configuragoes no formalismo microcanonico calculos combinatérios sao usados como
ferramenta e naturalmente aparecem expressoes que envolvem fatoriais, onde no limite de
termodinamico, usa-se entao a famosa aproximacao assintotica de Stirling: Inx! & xIlnx—
x. Porém, nao é claro se esta aproximacao funciona para sistemas pequenos. Miranda e
colaboradores [54], ao calcular as propriedades termodinamicas usando o préprio fatorial
e substituindo as derivadas por diferencas finitas, demonstraram que a aproximacao de
Stirling é imprecisa para sistemas com N ~ 100. Em nosso estudo, como alternativa para
susbstituicao dos termos fatoriais usaremos a funcao Gama.

Inicialmente concebida para estender a nogao de fatorial para niimeros nao-naturais, a
Funcao Gama (também designada por Funcao I') é uma das fungdes mais importantes da
matematica, sendo recorrente em diversas funcoes de distribuicao probabilisticas, tendo

assim aplicagoes no campo da probabilidade, estatistica e combinatoria, portanto,

I'(n+1) =n! (5.1)
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ou ainda
n!:/ " exp(—z)dz, (5.2)
0

sendo portanto uma representacao exata para a funcao fatorial e que faz sentido inclusive

para valores nao inteiros da varidvel.

5.1.1 Ensemble microcanonico

Para analisar se existe equivaléncia entre os ensembles microcanonico e grande canonico
fora do limite termodinamico, analisaremos o modelo de dimeros com ¢ = 3 estados ja
estudado no capitulo 4, onde temos um sistema constituido por N cadeias de dimeros em
uma rede unidimensional de tamanho L, com o estado fundamental possuindo energia
zero e um estado excitado com energia €. A energia de todo o sistema vale U = N3ze. O
numero de microestados acessiveis a este sistema é dado por

L!

R R CATT T (5:3)

&€

onde N = N, + N3 é o numero total de cadeias de dimeros.

Podemos escrever a entropia por

S =In(L)! —In(L — N)! —In (N—g)!—ln (g)!. (5.4)

S S

Ao aplicarmos a identidade (5.2) em (|5.4), podemos escrever a entropia exata, avaliada

em todos os microestados por,

S 1
T = Sem =T In(ly) — In(for) — In(fy) — In(1y)], (5.5)
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onde

In=L1 = / x* exp(—z)dr, (5.6)

0

Iy =(L—N)! = / =P exp(—z)dz,
0

I = g! = / 2P exp(—x)dz,
€ 0

L=(N-U/e) = / 2 P=/e) exp(—x)dx-

0

Devemos lembrar que w = U/c e p = N/L.

Na Fig. , tragamos os gréaficos s.,., da “entropia exata”, Eq. , para L = 10,
L = 50 e L = 100, e comparamos com a “entropia aproximada”, calculada usando a
aproximacao de Stirling, Eq. , ambas no formalismo microcanonico (indice m). Para
um sistema muito pequeno (L = 10), hd uma diferenca perceptivel entre as entropias Sey m

€ Saprm- Por simplicidade consideramos kg = 1,6 =1 e pt = 1 ao plotarmos os gréficos.
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Figura 5.1: Entropia para um sistema de dimeros de 3 estados em termos da energia média
para diferentes tamanhos do sistema: L = 10, L = 50 e L = 100. A linha continua representa a
entropia aproximada no formalismo microcanonico s, 4pr, que é encontrada usando a férmula de
Stirling, comparada a entropia exata s, ¢, avaliada no formalismo microcanoénico sem qualquer

aproximagao.
Obviamente, a entropia exata s, ¢ inferior a aproximada, pois, esta ultima conta
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mais microestados. Para sistemas proximos a L ~ 100, a diferenca entre os as duas
entropias é muito menor. Assim, podemos dizer que a entropia exata pode ser substituida
pela aproximada, em um sistema com tamanho L > 100.

Sabemos que a temperatura é comumente obtida a partir da entropia, assim, ao apli-

carmos a identidade dada em (j5.2)) na Eq. (1.26), obtemos

1 Os 1/ I
F-m-1(2-2) oD
onde
;o dI
I = w1 / pL(u/e) In(x) exp(—z)dz, (5.8)
du 0
e
, 1. o
=4 / 220019 1n(2) exp(—)da. (5.9)
du 0

Podemos usar as mesmas consideracoes para tratar o calor especifico, onde a expressao

ou ds

usual ¢ dada por ¢ = &7, 5T

podendo ser substitiida por ¢ = T 2%, desse modo ficaremos,

L (L= (L) | LT — (1)
_ 1 1
Cex,m L( 112 + 112 ) (5 0)
sendo
" A’ o
o= = [ e ) exp(-a)de (5.11)
du? 0
1 d2[ e
I = —== / pH=/2) (In(2))? exp(—x) dz.

Também podemos verificar se a temperatura microcanonica exata Ty, ,,, concorda com
a temperatura aproximada Tgp,.,. Faremos isso ao analisarmos a energia média do sis-
tema. Portanto, a partir de , podemos obter a energia exata, Uezm, comparada a
energia aproximada Ugprm, Eq. (£.6), como mostra a Fig. (5.2).

Na Fig. (5.2) temos a energia exata y, ¢, € aproximada , 4, em fungao da tempera-
tura. Como era de se esperar, analogo a analise da entropia, hd uma diferenca relevante
para as curvas da energia em L = 10 para y, qpr comparado a Uy, ¢, mas nao é perceptivel
para o sistema maior que L = 100. Para L finito, t,, ;, 0 estado fundamental apresenta

uma temperatura finita, visto que em u = 0 temos 7" # 0. Temos uma dependéncia
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Figura 5.2: Energia para um sistema de dimeros de 3 estados em termos da energia média
para diferentes tamanhos do sistema: L = 10, L = 50 e L = 100. A linha continua representa a
entropia aproximada no formalismo microcanonico wm, qpr, que ¢ encontrada usando a férmula de
Stirling, comparada a energia exata uy, ¢, avaliada no formalismo microcanoénico sem qualquer

aproximagao.

de L com a temperatura, onde observamos que para L — oo temos 7" — 0, Fig. (5.3)).
Observagao andloga é feita para a andlise de ¢y, qpr comparado a Cp e, Fig. (5.4]), onde

temos o calor especifico exato representados para L = 10, L = 50 e L = 100.
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Figura 5.3: Temperatura em fungdo do tamanho do sistema L avaliada no formalismo micro-

canodnico sem qualquer aproximacgao. Quando L é finito o estado fundamental apresenta uma

temperatura finita que vai diminuindo conforme aumentamos L.

5.1.2 Ensemble grande canonico

Calculamos também as propriedades termodinamicas, no ensemble grande candnico

usando a técnica da matriz de transferéncia. Podemos calcular a entropia e a energia

exata, Sq ez, Ug,ez, a0 considerarmos a fungao de particao escrita com a soma das N-ésimas

poténcias dos autovalores \;. Dessa forma, da Eq. E], o caculo dos autovalores {\;}

é obtido a partir da solu¢ao da equagao secular geral det[T' — AI| = 0, de onde obtemos

/\3—|—a1)\2+a2>\+a3 =0 (512)
onde
ay = Ty — T —Tss, (5.13)
ay = TiTzg —T31Ti3 — To1Tho + 1153 + T11The — To3T3,
ag = —T11T5T53 + 151113109 — To1 30113 + To1ThoT 33 + 111193 30 — T51T 12153,
T(1,1) T(1,2) T(1,3) 1 212 (wz)/?
'T=| T2,1) T(2,2) T(2,3) |= Z1/2 z w'/?z

(wz)Y/? w2z wz
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Figura 5.4: Calor especifico para um sistema de dimeros de 3 estados em termos da energia

média para diferentes tamanhos do sistema: L = 10 e L = 100. A linha continua representa

o calor especifico aproximado no formalismo microcanénico ¢, qpr, que é encontrada usando a

férmula de Stirling, comparado ao calor especifico exato ¢, e, avaliada no formalismo micro-

canonico sem qualquer aproximagao.

onde os respectivos elementos de

(5.12)), sao calculadas usando-se

R

Q
S

matriz podem ser vistos em (4.14]). As raizes da Eq.

(9aray — 27as — 2a3) /54, (5.14)
(3&2 - a%)/97

arccos (R/ \/—_Q3> :

Vamos utilizar as solucoes para o caso do discriminante A = Q3 + R? < 0, a partir da

qual sao obtidas solugoes reais. Essas solucoes sao dadas pelas seguintes expressoes:

At

A2

—al/3 -2

—@Qcos(5/3),

—al/3 —2/Qcos (S/3 4 27/3),
—al/3 —2

Q) cos (S/3 4 4m/3). (5.15)
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Assim, podemos obter a entropia exata sy ., no ensemble grande canonico

d | kpT L
_ _ E / 1
89761 dT L n p )\'L (5 6)

e a energia exata Ug ¢, serd

L(_O(SL ) | p0(5,M)

U — — H
"L op g ou

(5.17)

Na Fig. , tragamos os graficos s., 4 da entropia exata para L = 10 e L = 50, e com-
paramos com a entropia aproximada, s, ., calculada no limite termodinamico (L — o0)
através do maior autovalor A, da matriz de transferéncia, ambas no formalismo grande
canonico (indice g). Podemos observar que existe uma entropia residual na curva da en-
tropia para L < 50, o que significa que o sistema apresenta multiplas degenerescéncias, a
qual desaparece com o aumento de L.

Na Fig. (5.6) mostramos a entropia aproximada s, 4, no ensemble microcanonico
comparada a entropia exata para dois tamanhos diferentes do sistema L = 10 e L = 50.

Para um sistema muito pequeno (L = 10), hd uma diferenca perceptivel entre as
entropias Sqprm € Sezg, cOM 0 aumento do sistema em L = 50 observamos que essa dife-
rencga diminui consideravelmente. Observacao semelhante pode ser feita ao compararmos
a energia aproximada no ensemble microcanonico S, ., € a energia exata no ensemble
grande canonico Sy qpr, Fig. , em que os ensembles nao concordaram entre si para
L < 50, e a diferenca entre as curvas diminuem quando tomamos sistemas maiores para

L > 100, onde os ensembles passam a coincidir.
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Figura 5.5: Entropia como funcao da temperatura para um sistema de dimeros de 3 estados
em termos da temperatura para dois tamanhos diferentes do sistema L = 10 e L = 50. A linha
continua representa a entropia aproximada no formalismo grande canonico sg g, tomando-se

o maior autovalor da matriz de transferéncia. Por simplicidade consideramos kp = 1,6 = 1 e

w=1.

De modo geral, percebemos que toda a teoria dos ensembles estatisticos aplica-se muito
bem a sistemas com no minimo centenas de particulas. Os formalismos microcanoénico e
grande canonico nao corresponderam aos mesmos valores para microssistemas, mostrando
que fora do limite termodinamico, para algumas dezenas de particulas, ocorre uma inequi-
valéncia entre estes ensembles. Observamos também, que ao calcularmos as propriedades
termodinamicas de forma exata, para sistemas menores nao levam aos mesmos resultados
quando calculados no limite termodinamico. Assim, para tratar sistemas com poucas

particulas, deve-se evitar uma andlise usando as ferramentas dos ensembles estatisticos.
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Figura 5.6: Entropia aproximada Sm,apr N0 ensemble microcanonico comparada a entropia exata

para dois tamanhos diferentes do sistema L = 10 e L = 50.
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Figura 5.7: Energia g4y como funcao da temperatura para um sistema de dimeros de 3
estados em termos da temperatura para dois tamanhos diferentes do sistema L =5 e L = 10
L =100 e comparada a energia aproximada no formalismo microcanonico u,, qpr, tomando-se o

maior autovalor da matriz de transferéncia.
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Capitulo 6

Conclusao

Modelos unidimensionais de polimeros como problemas de polimeros polidispersos
[55], o modelo cinético de gas de rede unidimensional com a interagao repulsiva [56] e o
modelo de um solvente com ¢ estados orientacionais para explicar os efeitos de interacc¢ao
hidrofébica [57], [37], sdo alguns exemplos que ilustram aplicacoes reais de modelos da
mecanica estatistica.

Apresentamos aqui uma maneira de obter as propriedades termodinamicas de um
modelo de dimeros com interagao de volume excluido. Primeiramente descrevemos em
detalhes a construcao do nosso modelo de dimeros com g-estados, onde esses estados estao
relacionados com a orientacao da cadeia na rede e, em seguida, analisamos modelo de
dimeros tipo varetas com 3 estados [58], onde agora a orientagao da cadeia estd associada
a uma energia € > 0 ou € = (0. Os modelos de M-meros na rede constituem uma versao
discreta de um gas unidimensional continuo de varetas com interacao de volume excluido
conhecido como gas de Tonks [59].

A escolha da rede unidimensional para a descricao das cadeias de dimeros possibilitou
que todos os resultados fossem encontrados de forma analitica. Noés obtivemos resulta-
dos bastante precisos e expressoes analiticas exatas para as propriedades termodinamicas
do nosso sistema, tais como entropia, potencial quimico, densidades de dimeros e calor
especifico, etc. Obtivemos também a solucao do problema nos ensembles microcanonico
e grande canodnico, onde, no limite termodinamico, mostramos a equivaléncia entre os
ensembles.

Um resultado interessante para o modelo de ¢ estados é que ao obtermos a entropia
monodispersa, vemos que a mesma se anula em ambos os extremos da densidade, ao
contrario do que ocorre em redes de dimensionalidade maior, pois na rede unidimensional

existe um numero pequeno de configuracoes de rede cheia, o que faz com que a entropia
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por sitio se anule. Vemos ainda que a equacao da pressao mecanica como uma funcao da
densidade de monémeros nao depende de q.

Podemos observar ainda resultados interessantes quanto as propriedades termodinamicas
para o nosso modelo de 3 estados, onde o calor especifico exibe o comportamento tipico
de uma cauda proporcional a 1/7% no limite altas temperaturas. Outro ponto importante
é que, como T' — 0 o calor especifico também tende a zero, de acortdo com a terceira
lei da termodinamica, além de apresentar um segundo pico do calor especifico em baixas
temperaturas quando ¢ < 0.27, ou um unico pico quando € > 0.27. Esse comportamento
distinto, pode ser associado a anomalia Schottky, quando observada em situacoes experi-
mentais ¢ um indicio de que ha dois estados privilegiados o sistema como ¢ o caso do nosso
modelo. Mostramos também o comportamento da densidade em fungao da temperatura,
onde para p = 1.0, em T' = 0, todos os sitios sao ocupados por dimeros e a densidade de
dimeros diminui com o aumento da temperatura e esta diminuicao vai se tornando mais
acentuada com o aumento de . A densidade de dimeros decresce com a temperatura
para u # 0 e este decrescimento vai se tornando mais acentuado para g menores, tendo
um minimo em g = 0. Estudamos também o comportamento da entropia em funcao da
temperaura, onde a mesma apresentou multiplas degenerescéncias em 7' = 0 para € = 0.

Finalmente, foi possivel verificar se o estudo padrao de ensembles estatisticos pode
ser aplicado a sistemas finitos, com poucas particulas. Analisamos o modelo de 3 es-
tados, onde no ensemble microcandnico, substituimos os fatoriais pela fungao I'; e no
ensemble grande canonico, consideramos todos os autovalores da matriz de transferéncia,
comparando ao final os resultados encontrados.

Observamos que para a rede finita L = 10, as grandezas calculadas de modo exato
e aproximado nao concordaram entre si. A entropia exata mostrou discrepancias con-
sideraveis quando comparada a entropia aproximada, calculada usando a aproximagcao
de Stirling. O calor especifico possui as maiores discrepancias, visto que para L = 10 o
mesmo diverge. Para sistemas maiores, estes erros diminuem consideravelmente.

De forma geral, percebemos que toda a teoria dos ensembles estatisticos aplica-se
muito bem a sistemas com no minimo centenas de particulas. Os formalismos micro-
canonico e canonico nao corresponderam aos mesmos valores para microssistemas, mos-
trando que fora do limite termodinamico, para algumas dezenas de particulas, ocorre uma
inequivaléncia entre estes ensembles. Assim, para tratar sistemas com poucas particulas,
deve-se evitar uma anélise usando as ferramentas dos ensembles estatisticos. Uma alter-
nativa seria o estudo desses sistemas a partir da dinamica molecular. Embora tenhamos

feito esta analise aplicada apenas ao modelo de 3, a metodologia aqui usada é aplicavel a
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qualquer outro modelo conhecido que possua solucao analitica, como o gas de Boltzmann
ou o paramagneto ideal. Esta metodologia ¢ um passo em direcao a solucao geral da
inequivaléncia entre ensembles fora do limite termodinamico, para qualquer modelo.
Como trabalhos futuros podemos realizar a simulagao de amostragem entrépica para
sistemas mais complexos, tais como, por exemplo, uma generalizacao do modelo de um
solvente com g-estados de orientacao para explicar os efeitos da interac¢ao hidrofébica [37]
e ao modelo termodinamico de gds cinético com a interacao repulsiva [50], em sistemas

bi- e tridimensional.
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Apeéendice A

Entropia de cadeias dispostas numa
rede unidimensional com até 2

monomeros por sitio

Também ¢é possivel obter o nimero de configuragoes para N cadeias de M-meros,
dimeros, trimeros, quadrameros, etc, ocupando V' sitios de uma rede linear. Iremos con-
siderar que para cada cadeia podemos ter até dois monomeros por sitio, o que denomi-
naremos por £ = 1,2, como podemos ilustrar na Fig. . Portanto, na rede teremos
cadeias com um e dois monomeros por sitio simultaneamente, e usando métodos de con-
tagem obtivemos o numero de configuracoes ) para N = 2 cadeias com M = 2, M = 3,
M = 4, M = 5 monomeros, aumentando o nimero de sitios V' da rede. O nimero de
configuragoes pode ser visto na tabela .

Podemos observar a partir da tabela , que é possivel escrever uma relagao entre o
nimero de configuracoes para as N cadeias quando variamos o ntimero de sitios da rede e o
nimero de monomeros na cadeia. Observamos que ao subtrair o nimero de configuragoes
posterior pelo anterior obteremos um fator constante, que multiplicado pelo nimero de
configuragoes em um dado V anterior nos dard o nimero de configuragoes em um dado
V' posterior, ou seja, podemos notar que a diferenca entre o nimero de configuragoes sera
(V; —1)-2onde e ¢ = 3,4,5,6,...,N; para M = 3 (V; — V;_y) - 4; para M = 4 temos

(V; = Vi_1) - 23. Essas relagoes podem ser vistas com mais detalhes na tabela (B.2).
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Figura A.1: Trecho de uma rede unidimensional com cadeias de dimeros, para possiveis
configuragdes com (a) k = 1 somente um monoémero por sitio, (b) & = 1,2 cadeias com
um e dois mondmeros por sitio simultaneamente e (¢) k = 2 cadeias com somente dois

monomeros por sitio.

V IQM=2)| QM=3)| QM=4) | QM =05)
3 |2 0 0 0

4 |6 4 0 0

o | 12 16 6 0

6 |20 36 29 0

7 130 64 75 0

8 | 42 100 144 6

9 |56 144 236 26
10 | 72 196 351 60
11 | 90 256 489 108
12 | 110 324 650 170
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Tabela A.1: Numero de configuragoes para N = 2 cadeias para M = 2, ..., 5 monoémeros.
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Explicando melhor a partir da tabela (B.2), para cada cadeia de M-meros, observamos
uma relacao entre o nimero de configuragoes e o niimero de sitios V' da rede, ou seja, para
o numero de configuragoes associado a um dado M e ao variarmos V', obtemos um fator
multiplicativo relacionado ao ntimero de configuragoes para um dado M. Por exemplo,
para M = 2 esse fator é 2, para M = 3 esse fator é 4, e para M = 4 esse fator é 23.
Decompondo cada fator multiplicativo observamos que recai em quadrados perfeitos, e

assim podemos obter as relagoes para o nimero de configuragoes de qualquer M, ou seja,

= 55 0=Co+(V-T7)-(V-5)-2 (A.1)

V—-8)-5

V=17-(

V=17-(
= 7T Q=C,+(V-T7)-(V—-11)-123

(V=1)-(

= 6—-0Q=0C,+

= 2 £ 8
|

= 5 Q=C,+ (V=T (V- (3M —10))

onde C, é o numero de configuragoes para um dado V' anterior. Se decompormos esses
fatores multiplicativos em fracoes de denominador 2, veremos que estes obdecem a soma
dos quadrados e cubos naturais. Daqui por diante, temos expressoes algébricas extensas
e nao apresentamos por achar desnecessario.

A Eq. nos da corretatamente o nimero de configuracoes para qualquer M, V

ou NN, mas tenho que reescrevé-la na forma fatorial.

M?*(M +1)

Q:C’a+(v—7)-(M—1){1+ 3

(V —3M + 10)} (A.2)

Ainda podemos obter, de acordo com os dados da tabela (B.2), o numero de confi-
guragoes para N cadeias com até dois monomeros por sitio (k = 1,2), obtemos a seguinte

expressao:

(V + (Np_é\/[Np) Np) |

N, (v + M) Np>!

Qo = [2YH —2(M +1)] (A.3)

onde a entropia sera dada por,
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Figura A.2: Entropia como funcao da densidade de sitios ocupados para configuracoes de

cadeias com k=1, k=1,2, k =2, para M = 2.

ne = [ GRS - s
B R o

Podemos observar, que a expressao que nos dard o numero de configuracoes estara rela-

cionada com um fator multiplicativo na expressao geral do nimero de configuracoes. Na
verdade a expressao (A.4), é valida para V' — oco. Podemos observar na Fig. (A.2)) uma

comparacao entre as curvas da entropia para k=1, k=1,2, k = 2.
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Apeéendice B

Entropia de cadeias monodispersas

com 2 monomeros por sitio

Outra analise feita é quando temos £ = 2, ou seja, na cadeia teremos sempre dois
monomeros por sitio, o que ocorre somente quando M for par, ver Fig. , onde temos
em (a) um trecho da rede com uma possivel configuragdo para uma cadeia de dimeros
M =2 N=3eV =7e (b) um trecho da rede com uma possivel configuragdo para uma

cadeia de quadrameros M =4, N =2e V =T.

900000
QT O QT

Figura B.1: Trecho de uma rede unidimensional com cadeias de (a) dimeros e (b)

quadrameros, assumindo configuragoes com K = 2 (somente dois monémeros por sitio).

Fazendo a contagem para N cadeias de M - meros (par), em V sitios podemos obter

o numero de configuragoes dado por:

(v+ —(k”;M)N>!
Q, = (B.1)
NV + 8N - N

A entropia por sitio sera dada por
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sy = [1+(k—M)ﬁ1n[1+(k—M)%]—2MpnQ—AZ— (B.2)
[1+(k— )%—%}m{w(k—m%—%

Nas Figs. (B.2) e (B.3)) podemos observar o comportamento da entropia para cadeias com
M = 2 e M = 10 monomeros, para k = 1 quando s6 temos um monomero por sitio, e

k = 2 quando temos dois mondémeros por sitio.

I 1 ' I 1 N
0,74 ——M=2, k=1| 1
——M=2, k=2 -
0,6 R
0,54 4
0,4 R
0
0,34 g
0,2 4
0,14 .
0,0 . , . . . , . . .
0,0 0,2 0,4 06 08 1,0
p

Figura B.2: Entropia como fun¢ao da densidade de sitios ocupados para configuracoes de

cadeias com k =1e k =2, para M = 2.
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Figura B.3: Entropia como funcao da densidade de sitios ocupados para configuracoes de

cadeias com k= 1e k = 2, para M = 2.

Podemos ainda comparar a entropia de cadeias monodispersas, com apenas um monomero
por sitio k = 1 colocadas sobre uma rede unidimensional, com o caso monodisperso dado
pela equacao , onde temos dois monomeros por sitio k = 2. O resultado para a entro-
pia configuracional de cadeias monodispersas em uma rede unidimensional, onde temos
um monomero por sitio pode ser visto detalhadamente na Ref. [29]

Assim, efetuando a diferenca entre as expressoes da entropia para os casos citados,
podemos observar que a entropia para o caso k = 2 (dois monoémeros por sitio) nunca é

menor do que aquele para o caso k = 1. Estes resultados podem ser vistos nas Figs. (B.4])

e (B3).

p p
Sg—y — Sxel = 1+Mp—p>ln<1+ﬂp—)+%ln%— (B.3)
2p. 2p P P
B2 (&)1
Mt \ar Tt
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Figura B.4: Diferenca entre as entropias para K = 2 e K = 1 monomeros por sitio como

funcao de M.
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Figura B.5: Diferenca entre as entropias para k = 2 e K = 1 monomeros por sitio como

funcao da densidade.
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Article history: We calculate the entropy of a chain of dimers placed on a one-dimensional lattice as a func-
Received 4 August 2014 tion of the density of monomers. We consider N, dimer chains with a number of monomers
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and grand-canonical formalisms. The analytic result in the micro-canonical and grand-
canonical ensembles were successfully confirmed by a Monte Carlo algorithm.
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1. Introduction

The study of dimers was established by various techniques of condensed matter physics throughout history. The behavior
of diatomic molecules (dimers) adsorbed on surfaces was considered by Fowler and Rushbrooke [1]. In the simplest model
of this kind, only excluded volume interactions are taken into account, and the relevant quantity is the entropy of placing
dimers (which occupy two first neighboring sites) on lattices, which is a fundamental equation of the system. For the par-
ticular case of full occupancy and two-dimensional lattices, this problem was exactly solved by Kasteleyn, Temperley, and
Fisher [2].

Linear polymers are the simplest physical systems that can be studied in the framework of random walk models. They are
long chain-like molecules formed by repetition of a basic unit or segment, where the polymer is flexible, i.e., it can assume
different geometric configurations [3]. Polymer adsorption on a substrate has received considerable attention, both because
of its intrinsic merit as an interesting problem in statistical mechanics [4] and because of its technological importance in the
stabilization of colloidal dispersions used in paints, pharmaceuticals and foodstuffs [5].

* Corresponding author.
E-mail address: minos@pq.cnpq.br (M.A. Neto).

http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2014.12.032
0378-4371/© 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.
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Fig. 1. Section of the lattice with a particular configuration of chains. Here we consider N, = 4 chains with L = 6 sites and q = 4 states.

Another model of this genre for molecules with multiple adsorption states can be studied using a lattice model [6]. In this
kind of model, the statistical thermodynamic functions are used to describe the adsorption of antifreeze proteins onto an ice
crystal. Protein adsorption plays an important role due to its possible applications in a variety of technological and biological
processes [7-9]. The understanding of the fundamental factors that determine protein adsorption are of importance in
developing biosensors, biochip, medical device coating, drugs and the fabrication of novel materials [10-14].

Although Monte Carlo (MC) simulations play an important role for the study of phase transitions and critical phenomena,
some well-known difficulties arise when one uses standard algorithms (one-flip algorithms) [15] for the study of random
walk models. These difficulties have been overcome by the development of alternative MC methods, such as parallel-
tempering [ 16], cluster algorithms [17], multicanonical algorithms [ 18], and more recently the Wang-Landau method [19].
This method has been applied with great success to many systems, in particular to polymers in lattice [20-22].

In the present paper, we analyzed a repeated random sampling algorithm to obtain the histogram related to the number of
states as a function of the density for a finite linear chain of dimers assuming g-states (orientations), where we compare this
simple model (athermal model) with exact solutions in micro-canonical and grand-canonical formalism. Athermal models
are those in which all the microscopic configurations allowed have the same energy, which can be assumed to null. More
precisely, we may define the entropy of a system of chains with M monomers each placed on a lattice with L sites, as follows

1 .
su(p) = ILangolnF(Np,M; L), (1)

where I” (Np, M, L) is the number of ways to place N, chains of dimers (M = 2) on the lattice and the thermodynamic limit
is taken with fixed density of occupied sites p" = N,M /L. Thus, the fundamental equation in the formulation of entropy does
not have the energy as a variable, consequently the temperature is not defined, which justifies the name of this category of
models.

In this model there is no interaction between chains and nor between the monomers that form the segment (dimers). Ini-
tially, the model was described by Ben-Naim [23] for a one-dimensional model with many states (related to the g-state model
Potts one-dimensional [24]), which can be adapted to illustrate the hydrophobic effect [25,26]. In Section 2 we present the
model and formalisms. The results and discussions are given in Section 3. Finally, the last section is devoted to conclusions.

2. Model and formalisms
2.1. Definition and micro-canonical solution of the q-states model

Let us start with the formulation and micro-canonical solution of the model of dimer chains placed on a one-dimensional
lattice with g-states. Fig. 1 shows the schematic picture of the one-dimensional model. We can calculate the number of ways
to place N, chains with each dimers (molecule with a number of monomers M = 2) centered at a lattice of L = Na sites in
one of g-states (orientations), where a is the lattice parameter that is the distance between two successive sites.

Each circle with a bar represents a dimer of g-state and each open circle is for empty sites. Since in this case there are
L — N, empty sites, it is easy to conclude that this number is equal to

L

Ny, M;L) =qp —— .
I (N MiL) = € s

(2)
Taking logarithms and applying Stirling’s formula, in the thermodynamic limit (L — oc0) we get

S
s=lim — =pln(q) —pln(p) —(1—p)In(1 - p), (3)
L—o00 kgL

where s is the adimensional entropy per site and p = p’/M (fraction of occupied sites per dimers M = 2).

2.2. Grand-canonical ensemble: transfer matrix technique

In spite of the combinatorial solution, the problem of determining the entropy of dimer chains, with g-states cannot be
easily generalized to other lattices, for example two- and three-dimensional lattices. This motivates us to present another
way to solve this problem by using the concept of the transfer matrix. Initially, it is necessary to formulate the problem
in the grand-canonical ensemble. To define a transfer matrix, we may use lattice gas variables §; = 0, 1 associated to the
incidence of one dimer in the lattice, such that §; = 1, if at least one dimer is between two sites, on the left of the lattice and
8; = 0, otherwise. In Fig. 2, a possible configuration of the chains is shown.
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Fig. 2. Section of the lattice in a particular chain configuration. Here we consider N, = 4 chains, L = 6 sites and with four different states in this
representation.

The transfer matrix for this case is given by

-~ (1 ¢z
,_<1 q22>' (4)

The construction of this matrix is similar to the polydisperse chains placed on a one-dimensional lattice [27]. The largest
eigenvalue of this matrix is

r=1+qz°. (5)

Assuming that the largest eigenvalue A of the transfer matrix is not degenerate we will have the density as a function of A,
given by

,_Z O (6)
=
In the thermodynamic limit, the grand-canonical potential will be given by
® = —kgTLIn A, (7)

and since the entropy S is the partial derivative of @ with respect to the temperature, we obtain the following expression
for the adimensional entropy per site

s(oy=Inx —p'Inz. (8)

Combining Eqs. (5), (6) and (8) we obtain an expression for the entropy as a function of the density, which is equivalent to
Eq. (3).

2.3. Monte Carlo algorithm

In order to obtain the entropy S = kg log £2 as a function of the density p, for a finite length L of a linear chain, we generate,
by a simple computational program, a histogram represented by a one-dimensional array £2’ with L bins {£2[0], £2'[1], ...,
£2'[L]}. The index j in £2'[j] represents j occupied sites of a linear chain of L sites indexed by i, such thati = 1,2, 3, ..., L.
For example, £2’[0] and £2'[L] represent the histogram’s heights for an unoccupied chain and a fully occupied chain, respec-
tively. After resetting an accumulator n and all the cells of £2’, we repeat N; times (in a loop) the following procedure. A
random integer number r; is generated for each site i of the chain, wherer; = 0, 1, 2, ..., q. If r; takes the zero value, the
accumulator n is increased by one. After doing it for all the L sites, the accumulator n contains the number empty sites, so
£2'[L — n] must be increased by one.

Then n must be initialized by zero so as to visit again each of the L sites with the random number. After finishing the loop,
the heights of the bins of £2” will be proportional to £2. Accordingly, we must adequately scale the heights of £2’ so as to get
£2. To plot the entropy, we must take the logarithm of each £2;, where p; = j/L is the corresponding density. We have to
consider the fact that the number of times the loop is repeated must be great enough. Otherwise it may not fill all the bins
of §2’, especially those having lower density, due to their low probability. So, for L = 40, we choose N; = 3 x 10'!. In the
next section the MC results for the entropy will be compared with those obtained by the Stirling approximation, which is
exact for lim; _, , (see Eq. (3)). Thus, the relative error of approaching In(L!) by LIn(L) — L, is about 2.2%, for L = 40.

3. Results

Although the system is athermal (the temperature is not defined), the intensive, but the intensive entropic variables (f /T
and p/T) may be obtained taking partial derivatives of s (o). We will obtain the mechanical equation of state explicitly. The
physical entropy will be S = kgalLs (p) in a one-dimensional system, with the pressure being replaced by the force f applied
to the chain, therefore

f aS kg ds

L _ 9 _ % S 9

T adl a s (p) 'Od,o ®)
The final result is

f—a——ln(l—p). (10)

I(BT B
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Fig. 4. (a) Entropy as a function of the fraction of occupied sites for dimers chains with g-states between 1 and 4. (b) Chemical potential as a function of
the fraction of occupied sites for dimers chains with g-states between 1 and 4. The solid and points lines correspond to the exact and MC results.

In Fig. 3 the equation of state for dimers with g-state is plotted. The linear behavior at low densities and the divergence as
o — 1is apparent. It is interesting to expand the right side of this equation in powers of p (limit of low densities), where
we have as a result the expression fa/kgT = p. This term corresponds to the ideal gas result or Clapeyron equation. Note
that the equation of state as a function of the density of monomers does not depend of the q.

In Fig. 4(a), some curves of the entropy as a function of the density are shown. The entropy vanishesat p = 0and p = 1,
when q = 1. The behavior of the entropy has a maximum at a density p,, which grows monotonically with the value of q.
The density p, of maximum entropy is obtained by the extremizing of the entropy, Eq. (3), being the solution of the equation
pm = q/(1+ q).

We can also obtain, the equation for the chemical potential as a function of the fraction of occupied sites for dimer chains.
The derivative (negative) of the entropy as a function of the density provides us the following equation

U
— =In(p/q) —In(1—-p). (11)
kBT

In Fig. 4(b) we present curves for the chemical potential as a function of density. This value diverges in the full occupied

lattice limit, being null at the point at which the entropy is maximum. In the limit of low densities have u/kgT ~ In(p/q),

while that for ideal gas limit this value is 1z /kzT = In(p). The difference between these chemical potential in this limit is

1 -
—(u—T7)=—Ing. 12
kT (n— ) nq (12)
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Fig. 5. (a) Maximum entropy and (b) entropy at full coverage as a function of the numbers of states. The vertical bars indicate error and are only shown
when they exceed the sizes of the symbols.

Note that for ¢ = 1, the dimers gas with g-state behaves as an ideal gas.

Finally, in Fig. 5(a) and (b) are present the location of the maximum entropy and entropy at full coverage as a function of
the numbers of states by MC algorithm (the histogram is updated at every trial orientations and the simple computational
program is continued up to a finite length L = 40, we chose N; = 3 x 10!") and the procedure adopted here and a compar-
ison with the analytical results. One can see that in the six cases for this procedure the exact results the error bars are very
small (~2.2%).

4. Conclusions

In the condensed matter physics one-dimensional models as equilibrium polymerization and living polymers have been
studied by the statistical mechanics of phase transitions in liquid sulfur [27]. This model was studied on Bethe [28] and
Husimi [29] lattices with coordination z > 2. We treat the one-dimensional version of a dimer chain with g-states in an
exact form as well as by MC algorithm. Here we considered the entropy of dimer chains placed on a one-dimensional lattice
with g-states, as well as the mechanical equation and chemical potential as a function of the density of dimers. We veri-
fied that the mechanical equation as a function of the density of monomers does not depend on q. It is interesting to note
that these calculations in the grand-canonical ensemble and MC algorithm can be extended to higher dimensions, since the
combinatorial calculations are difficult to generalize to more complex lattices.

Acknowledgments

This work was partially supported by CNPq (No. 441621/2014-7) (Edital Universal) and FAPEAM (No. 088/2011)
(Programa Primeiros Projetos—PPP) (Brazilian Research Agency).

References

[1] R.H. Fowler, G.S. Rushbrooke, An attempt to extend the statistical theory of perfect solutions, Trans. Faraday Soc. 33 (1937) 1272-1294.
[2] M.E. Fisher, Statistical mechanics of dimers on a plane lattice, Phys. Rev. 124 (1961) 1664-1672;
P.W. Kasteleyn, The statistics of dimers on a lattice. I. The number of dimer arrangements on a quadratic lattice, Physica (Amsterdam) 27 (1961)
1209-1225;
H.N.V. Temperley, M.E. Fisher, Dimer problem in statistical mechanics—an exact result, Phil. Mag. (8) 6 (1961) 1061-1063.
[3] V. Privman, N.M. Svrakié¢, Directed Models of Polymers, Interfaces, and Cluters; Scaling and Finite-Size Proprietes, in: Lectures Notes in Physics,
vol. 338, Springer, Berlin, 1989.
[4] P.G. de Gennes, Polymers at an interface; a simplified view, Adv. Colloid Interface Sci. 27 (1987) 189-209.
[5] D. Napper, Polymeric Stabilization of Colloidal Dispersions, Academic, New York, 1983.
[6] E. Quiroga, A.J. Ramirez-Pastor, Statistical thermodynamics of molecules with multiple adsorption states: application to protein adsorption, Chem.
Phys. Lett. 556 (2013) 330-335.
[7] A.Denizli, H. Yavuz, B. Garipcan, M.Y. Arica, Nonporous monosize polymeric sorbents: dye and metal chelate affinity separation of lysozyme, J. Appl.
Polym. Sci. 76 (2000) 115-124.
[8] S.Ghose, H. Chase, Expanded bed chromatography of proteins in small diameter columns. I. Scale down and validation, Bioseparation 9 (2000) 21-28.
[9] P.Roach, D. Farrar, C.C. Perry, Interpretation of protein adsorption: surface-induced conformational changes, J. Am. Chem. Soc. 127 (2005) 8168-8173.
[10] Y.-S. Lee, M. Mrkish, Protein chips: from concept to practice, Trends Biotechnol. 20 (2002) S14-S18.
[11] H. Zhu, M. Snyder, Protein chip technology, Curr. Opin. Chem. Biol. 7 (2003) 55-63.



24 D.A. do Nascimento et al. / Physica A 424 (2015) 19-24

[12] J.M. Nam, C.S. Thaxton, C.A. Mirkin, Nanoparticle-based bio-bar codes for the ultrasensitive detection of proteins, Science 301 (2003) 1884-1886.

[13] D.L. Huber, R.P. Manginell, M.A. Samara, B.-I. Kim, B.C. Bunker, Programmed adsorption and release of proteins in a microfluidic device, Science 301
(2003) 352-354.

[14] G. Steiner, S. Tunc, M. Maitz, R. Salzer, Conformational changes during protein adsorption. FT-IR spectroscopic imaging of adsorbed fibrinogen layers,
Anal. Chem. 79 (2007) 1311-1316.

[15] M. Metropolis, A.W. Rosenbluth, M.N. Rosenbluth, A.H. Teller, E. Teller, Equation of state calculations by fast computing machines, J. Chem. Phys. 21
(1953) 1087-1092;
RJ. Glauber, Time dependent statistics of the Ising model, ]. Math. Phys. 4 (1963) 294-307.

[16] K. Hukushima, K. Nemoto, Exchange Monte Carlo method and application to spin glass simulations, J. Phys. Soc. Japan 65 (1996) 1604-1608.

[17] U. Wolff, Collective Monte Carlo updating for spin systems, Phys. Rev. Lett. 62 (1989) 361-364;
R.H. Swendsen, J.S. Wang, Nonuniversal critical dynamics in Monte Carlo simulations, Phys. Rev. Lett. 58 (1987) 86-88.

[18] B.A.Berg, T. Neuhaus, Multicanonical algorithms for first order phase transitions, Phys. Lett. B 267 (1991) 249-253;
Multicanonical ensemble: a new approach to simulate first-order phase transitions, Phys. Rev. Lett. 68 (1992) 9-12.

[19] F. Wang, D.P. Landau, Efficient, multiple-range random walk algorithm to calculate the density of states, Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 2050-2053.

[20] A.G. Cunha-Netto, R. Dickman, A.A. Caparica, Two-dimensional lattice polymers: adaptive windows simulations, Comput. Phys. Comm. 180 (2009)
583-586;
CJ. Silva, A.G. Cunha-Netto, A.A. Caparica, R. Dickman, Wang-Landau sampling in three-dimensional polymers, Braz. J. Phys. 36 (3A) (2006) 619-622;
D.T. Seaton, T. Wiist, D.P. Landau, Collapse transitions in a flexible homopolymer chain: application of the Wang-Landau algorithm, Phys. Rev. E 81
(2010) 011802;
T. Wiist, D.P. Landau, Versatile approach to access the low temperature thermodynamics of lattice polymers and proteins, Phys. Rev. Lett. 102 (2009)
178101.

[21] P.N.Vorontsov-Velyaminov, N.A. Volkov, A.A. Yurchenko, A.P. Lyubartsev, Simulation of polymers by the Monte Carlo method using the Wang-Landau
algorithm, Polym. Sci. Ser. A 52 (2010) 742-760.

[22] K. Binder, W. Paul, Recent developments in Monte Carlo simulations of lattice models for polymer systems, Macromolecules 41 (2008) 4537-4550.

[23] A. Ben-Naim, Thermodynamics for Chimists and Biochemists, Plenum, New York, 1992, pp. 220-223.

[24] E.Y. Wu, Potts model of magnetism (invited), ]. Appl. Phys. 55 (1984) 2421-2425.

[25] A.B. Kolomeisky, B. Widom, Model of the hydrophobic interaction, Faraday Discuss. 112 (1999) 81-89.

[26] K. Koga, Hydrophobic effect in the pressure-temperature plane, J. Chem. Phys. 121 (2006) 7304-7312.

[27] J.F. Stilck, M.A. Neto, W.G. Dantas, Polydisperse chains placed on a one-dimensional lattice, Physica A 368 (2006) 442-448. See also Refs. [6-8].

[28] M.A. Neto, J.F. Stilck, Entropy of polydisperse chains: solution on a Bethe lattice, J. Chem. Phys. 128 (2008) 184904.

[29] M.A. Neto, J.F. Stilck, Entropy of polydisperse chains: solution on a Husimi lattice, J. Chem. Phys. 138 (2013) 044902.



October 4, 2016 8:36 147-mplb S0217984916503784

N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

34

35

36

37

38

1st Reading

World Scientific

www.worldscientific.com

Vol. 30, No. 0 (2016) 1650378 (12 pages)
© World Scientific Publishing Company
DOI: 10.1142/S0217984916503784

Modern Physics Letters B \\p

Thermodynamic properties of rod-like chains:
Entropic sampling simulations

L. S. Ferreira®, L. N. Jorge* T, A. A. Caparica*, D. A. Nascimento?:§,
Minos A. Neto$:¥ and J. R. Sousa$

*Instituto de Fisica, Universidade Federal de Goids,
Av. Esperanga s/n, 74.690-900, Goiinia, GO, Brazil
TInstituto Federal do Mato Grosso - Campus Cdceres,
Av. dos Ramires s/n, 78200-000, Cdceres, M'T, Brazil

tDepartamento de Fisica,

Universidade Federal de Sao Carlos. Rodovia,
Washington Luiz, km 285, Caiza Postal 676,
13565-905 Sao Carlos-SP, Brazil
8Departamento de Fisica, Universidade Federal do Amazonas,
3000, Japiim 69077-000, Manaus-AM, Brazil
Iminos@pq. cnpg. br

Received 30 May 2016
Revised 25 August 2016
Accepted 12 September 2016
Published

In this work, we apply entropic sampling simulations to a three-state model, which has
exact solutions in the microcanonical and grand-canonical ensembles. We consider N
chains placed on an unidimensional lattice, such that each site may assume one of the
three states: empty (state 1), with a single molecule energetically null (state 2), and
with a single molecule with energy € (state 3). Each molecule, which we will treat here
as dimers, consists of two monomers connected one to each other by a rod. The thermo-
dynamic properties such as internal energy, densities of dimers and specific heat were
obtained as functions of temperature, where the analytic results in the microcanoni-
cal and grand-canonical ensembles were successfully confirmed by the entropic sampling
simulations.

Keywords: Rod-like chains; entropic sampling simulations; Wang—Landau algorithm.

1. Introduction

In recent years, unidimensional models of polymers have received a special atten-
tion. By treating a simple version of reality, these models can give us extremely

9 Corresponding author.
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1 relevant information on more complex problems. One of such examples is the prob-
2 lem of polydisperse chains of polymers on an unidimensional lattice.! This kind of
s model is a good example to explain equilibrium polymerization,?3 living polymers*
+ and in the phase transition of liquid sulphur.® More recently, this problem has been
s treated in Bethe® and Husimi” lattices.

6 Water is a special fluid of great biological relevance with many technological
; applications. Recently, da Silva et al.® analyzed the thermodynamics and kinetic
¢ unidimensional lattice gas model with repulsive interaction. In this model, the resid-
o ual entropy and water-like anomalies in density are investigated using matrix tech-
10 nique and Monte Carlo simulations.

1 Another interesting problem is the unidimensional model of a solvent with ¢
2 orientational states to explain the effects of hydrophobic interaction.? Initially, the
15 model was described by Ben-Naim!? for a unidimensional model with many states
1 (related to the ¢ state unidimensional Potts model'!), which can be adapted to
15 illustrate the entropy of dimer chains placed on an unidimensional lattice with
1 g states.'? Another example of this type are molecules with multiple adsorption
v states.!® In such models, the thermodynamic functions are used to describe the
18 adsorption of antifreeze proteins onto an ice crystal.

19 In such a scenario, models presenting three states have many applications. For
2 example, the Ising model has been used for a long time as a “toy model” for diverse
a1 objectives, as to test and to improve new algorithms and methods of high preci-
22 sion for the calculation of critical exponents in equilibrium statistical mechanics
» using the Monte Carlo methods as Metropolis,!* Swendsen-Wang,'® single his-
2 togram,'® broad histogram,!” and Wang-Landau'® methods. This model has been
»s applied in various fields of science as for example nucleation on complex networks
% (statistical mechanics),’® religious affiliation (social systems),?? kinetic model to
» analyze tax evasion dynamics (econophysics),?! drugs as benzodiazepine (biochem-
% istry),?? deterministic epidemic model (epidemiology),?® dynamical system for can-
» cer virotherapy?* (medicine) and kinetic models of molecular association (molecular
» and cellular biophysics).?

3 We will consider, in this work, a three-state unidimensional system with empty
» sites, energetically null single molecules, and single molecules with energy e, where
13 it is important to emphasize that the molecules are noninteracting. In Sec. 2, we
s present the model and formalisms. The entropic sampling simulations are described
s in Sec. 3. The results and discussions are presented in Sec. 4. Finally, the last section
s is devoted to ultimate remarks and conclusions.

;7 2. Models and Formalism
s 2.1, Model

3 We consider a unidimensional model, where each molecule consists of two monomers
w0 linked by a rod, which we call dimer. The number of dimers may vary as 0 < N < L,
o where L is the lattice size. Each site may assume one of three states, namely, an

1650378-2
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1 empty site, a molecule energetically null, or a molecule with energy . In each case,
> the energy of the state is therefore 0, 0, and €, respectively. In addition, in this
s model, there is no interaction between dimers, nor between the monomers that form
4 the dimers.

5 The Hamiltonian is written as

L
6 H 25263"1” (1)
i=1

7 where the sum extends over all sites of the lattice and ¢; represents the state of the
s site.

9 The ground state consists in the lattice being completely empty or with any
1w number of dimers energetically null, the next energy level corresponds to a single
u dimer with energy ¢ and any number of dimers energetically null and so on, until
12 the configuration with maximum energy where each site is occupied by a dimer
13 with energy e.

14 In Fig. 1, we show a possible configuration for L = 9 and N = 6. Each circle
15 with a horizontal bar represents a dimer energetically null, the circles with verti-
15 cal bars correspond to dimers with energy € and the open circles are for empty
17 sites.

18 2.2. Microcanonical solution

19 The microcanonical formulation of the model of dimer chains on a unidimensional
» lattice with two types of dimers is done as follows. Let N7, N», and N3 be the
a1 fixed numbers of empty sites, dimers with zero energy, and dimers with energy e,
» respectively. According to (1), the energy of the system can be written as

23 H = N3E. (2)
2 The number of ways one can allocate N; empty sites, Ny dimers of type 1, and
s N3 dimers of type 2 on a unidimensional lattice of size L is given by
L
Q = ——\ 3
* N, NoIN3! (3)

7 Let N = Ny + N3 be the total number of dimers and U = N3¢ be the total energy.
s We can therefore rewrite the number of configurations (3) as a function of U, N,
2 and L as

L!
(L— NN -U/e){(U/e)l

02020000

Fig. 1. Scheme of a lattice with L = 9 sites for a possible configuration. We have here three
empty sites, three sites occupied by dimers energetically null and three by dimers with energy .

30 Q(U,N,L) = (4)

1650378-3
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1 Now, calculating the entropy via logarithms and the Stirling’s formula, we obtain
+ s(u,p) = —kn(1— p) In(1 — p) — ka(p — u/e) In(p — u/e) — kn(u/e) m(ufe),  (5)
3 where s = % is the entropy per site, kg is the Boltzmann’s constant, u = % is the
+ energy per site, and p = < is the density of dimers.

5 The equations of state in the entropy representation are % = (g;) pand —& =
6 (g;)u, where T is the absolute temperature and p is the chemical potential. Solvmg
7 these two equations, we obtain the energy

Ee(ﬂ_a)/kBT

T 1+ en/keT 4 e(n—e)/knT

(6)

o and the density of dimers
ey/kBT + e(/L—E)/k)BT

1+ en/kBT 4 o(n—e)/ksT

(7)

10 P =

1 as functions of T'.

1 2.3. Transfer matricz technique: Grand-canonical ensemble

13 In the grand-canonical ensemble, the grand partition function is given by

16 E =) exp(—BH; + BuN;), (8)
J

15 where 8 = 1/kgT, p is the chemical potential of the dimer, and the sum is over all

16 possible configurations.

17 Since each state of the system is characterized by a set of lattice variables ¢;,

18 which may assume one of three states, the grand partition function for our model

19 can be written as

20 == Z eXp[—ﬁEN;g + ﬂ,uN] (9)
{a:}
21 Or
L /,L L
22 E= {Z ;(53#1 + 537qz+1 7 Z 52#11‘ + 527q1'+1 + 53,qi + 63,qi+1) )
. (10)

2 where {¢;} denotes that the sum runs over all possible configurations and, using
»s  periodic boundary conditions, we adopted a double sum over all sites divided by 2 in
s order to obtain the usual notation of the transfer matrix technique. More concisely,
27 we have

L
8 E:ZHTq qit19 (11)

{a:}i=1

20 where

30 Tth' qiv1 — €XP [_5(6 - lu’)(537Qi + 637Qi+1) + %(52,(11 + 527(11:+1) . (12)

1650378-4
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! The transfer matrix is therefore defined by (12) and can be written as
Ty Ty Ths 1 212 (wz)l/?

2 T=|Ty Toy To3| = 21/2 z w2z ,
Ta1 T35 T3 (wz)Y/? w2z wz

s where z = e and w = e~%#. The largest eigenvalue of this matrix is
. A=1+z+4 wz, (13)

s which corresponds to the one site grand-canonical partition function: = = \-.

s 2.4. Thermodynamic quantities

7 The grand-canonical potential per site is given by

8 ¢ =—kTln\. (14)
o The entropy follows from the equation of state s = —g—éﬁ, and using kBLT = In z and
10 ;;B;; = Inwz, we obtain an expression for the entropy

1
, s:kBln)\fkgwlnszB%lnw. (15)

12 Assuming that the largest eigenvalue of A of the transfer matrix is not degenerate,
13 the density of dimers as function of A is written as

o z0N z2(1+w)

27 _ 1
i P= oz y (16)
15 and using the definition of mean energy in the grand-canonical ensemble
1 1
16 uz—a 1A Ean/\—z’:‘% (17)

+ = )
o)) B8 Ou A
17 we can write z and w as functions of p and u, respectively and obtain an expression
18 to the entropy identical to (5). By replacing z and A in (16) and (17), we obtain
v the same expressions of (7) and (6), respectively, thus confirming the equivalence
2 between the microcanonical and the grand-canonical formalisms.

2 From (9), it follows that N3 = —% 6(1;;/\ giving
N;  wz e(n=e)/ksT
22 ng = —=—= 9 (18)
L by 1+ e,u/kBT _|_e(/l.—€)/k']3T
» and using (16), we have
z et/ kBT
24 Ng =pPp—n3 = X = 1+eu/kBT_|_e(#*5)/kBT (19)
s and
1
26 ny = 1-— p = (20)

N 141 en/keT | g(n—e)/kaT"

1650378-5
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1 The specific heat can be obtained from the definition ¢ = g—;ﬁ — ,ug—g, giving

e/_t/kBT (6 _ ‘u)Zefs/kBT _|_526(,u76)/kBT 4 ,u2
kpT? (1+ er/kBT 4 e(u—s)/kBT)2

: (T, e, ) = 21)
s with an explicit dependence on T, € and p. It is noteworthy that (21) is invariant
+  with respect to permutation of the variables € and p.

5 3. Simulations

¢ We apply to our model an entropic sampling simulation based on Wang—Landau
: sampling,'® taking into account the improvements prescribed in Refs. 26 and 27.
s Our model has two degrees of freedom: the energy U and the total number of
o dimers N. Accordingly, we should seek a joint density of states g(U, N). We define
1 a unidimensional lattice of length L and each site can be in any of three states: (1)
u empty, (2) occupied by an energetically null dimer, and (3) filled by a dimer with
1 energy €. A trial move is defined as giving sequentially to each site the possibility
13 of changing with identical probability to any new state, including remaining in the
1 same state. A Monte Carlo sweep is defined as a sequence of L trial moves. At the
15 beginning of the simulation, we set g(U, N) = 1 for all energy levels and numbers
16 of particles. The random walk runs through all the energy levels and numbers of
v particles with a probability

! / . g(U7 N)

18 p(U—>U7N—>N)—m1n{g(U/7N/),1}, (22)
19 where U,N and U’, N’ are the energies and numbers of particles of the current
2 and the new attempting configuration. The density of states and the histogram
a1 are updated after each Monte Carlo step and the histogram is considered flat if
» H(U,N) > 0.8(H) for all energies and numbers of particles, where (H) is an average
23 over energies and numbers of particles. In order to estimate the mean values of the
2 number of dimers of each type and of the empty sites, we accumulate microcanonical
s averages of these quantities, but these sums begin only from the 7th Wang-Landau
» level onwards.?6 The simulations were halted using the checking parameter that
» verifies the convergence of the peak of the heat capacity to a steady value.2” The
s grand-canonical averages of any thermodynamic variable A can be calculated as

A Sun(Aung(U, N)e AU—1N)
” A<Ta M) == - 7
>un 9(U, N)eBU=nN)

(23)

0 where (A)y n is the microcanonical average accumulated during the simulations.

;1 4. Results and Discussion

»  As described in Sec. 2, the thermodynamic properties of our model are size inde-
33 pendent. In our simulations, we tested if the lattice size affects the error bars by
u estimating the temperature of the maximum of the specific heat for different sizes.

1650378-6
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S(U,N)

0 50 N

Fig. 2. (Color online) Logarithm of the density of states for L = 50 calculated analytically (lines)
and obtained by entropic simulations (dots) for ten independent runs.

1 We found out that the results are similar for all sizes from L = 50 to L = 500
> with similar error bars, while the CPU time increases from a few minutes to many
3 days. Therefore, in this study, we chose the lattice size L = 50 because it presents
+ a smaller number of states leading to a better visualization of the density of states.
5 To obtain analytic results for the entropy S(U, N), we take the logarithm of (4),
¢ with the energy varying from U = 0 to U = N, where we set € = 1, and the number
7 of dimers varying from NV = 0 to IV = 50. The entropic simulations were performed
s following the prescriptions of Sec. 3. In Fig. 2, we present a comparison between the
o two ways of obtaining the density of states, where the continuous lines represent the
1 analytical solution and the dots are the average over ten independent runs. We can
u  see that the lines and the dots coincide within very small error bars. Once we obtain
1> the density of states we can calculate any thermodynamic average using (23).

13 In Fig. 3, we present the dependence of the density of dimers on the temperature
1w for p =1 and € = 0,0.5,1. At T' = 0, all sites are occupied by dimers and the
15 density of dimers decreases with increasing temperature and this decrease is more
15 pronounced for larger €.

7 In Fig. 4, we show the temperature dependence of the density of dimers for e = 1
18 and p = 0,0.5,1. At zero temperature, all sites are occupied if p # 0, but for 4 =0
10 half lattice is empty. The density of dimers decreases with temperature for p # 0
20 and this decrease is more pronounced for smaller p. Nevertheless, for p = 0, the
2 density of dimers increases with temperature. In all situations, p — 2/3 as T' — oo.
2 Figure 5 shows the densities of empty sites nq, energetically null dimers ns and
23 energetic dimers ng when p = . At zero temperature, all sites are occupied by
2 energetically null dimers. The number of empty sites and energetic dimers increases
s equally with increasing temperature while ny decreases.

1650378-7
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1.1 T T T

T

Fig. 3. (Color online) Dependence of the density of dimers on the temperature for 4 = 1 and
e = 0,0.5,1. The lines represent the exact results and the dots the simulations.

11 T T T

0.4 1 1 1

T

Fig. 4. (Color online) Dependence of the density of dimers on the temperature for ¢ = 1 and
u =0,0.5,1. The lines represent the exact results and the dots the simulations.

1 In Fig. 6, we show the behavior of the densities ny, no and ng for different val-
> ues of ¢ and u. If e = 0, at T = 0 the lattice is equally fulfilled by both types of
s dimers, since in fact in this case they are energetically equivalent. When p = 0, at
+  zero temperature the lattice is half empty and the other half is occupied by dimers
s energetically null. With increasing temperature the density of energetic dimers

1650378-8
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0.2

nj

I
i

(Color online) Temperature dependence of the densities of dimers no and ns, and the
density of empty sites n1. The lines represent the exact results and the dots the simulations.

0.8
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0.3
0.2
0.1

0
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0.8
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0.4
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(Color online) Dependence on temperature of the densities n1, no and ng for different
values of € and p. The lines represent the exact results and the dots the simulations.

1 increases and the number of empty sites and dimers energetically null decreases
> equally. When both p and e are not null, at T' = 0 the lattice is completely fulfilled
s by dimers energetically null. The increase of temperature favors the increase of the
+ density of energetic dimers if € < p or empty sites, if € > u. All three densities
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T

Fig. 7. (Color online) Specific heat per site for y = 1 and ¢ = 0,0.1,0.2, 0.4, and 1. The continuous
lines represent the exact analytic results and the symbols are the mean over ten independent runs
for L = 50. In the inset, we show the dependence of ni, na, and n3 with temperature for y = 1
and € = 0.1, where it is evident the sudden increase of the density of energetic dimers at low
temperatures.

1 nq, ngy and ng tend to 1/3 when the temperature tends to infinite, so that at high
> temperatures the lattice is equally occupied by energetic dimers, energetically null
s dimers and vacancies.

4 Finally, in Fig. 7, we depict plots of the specific heat with p = 1 and ¢ =
s 0,0.1,0.2,0.4 and 1. The continuous lines represent the exact analytic results given
s by (21), and the symbols are the mean over ten entropic sampling results for the
7 specific heat expressed in terms of energy fluctuations

: ¢ = zra((B?) — (E)), (24)

o where E = U+ ulN. The agreement with the exact results is excellent and the error
10 bars are less than the symbols. An interesting effect one can observe is the emergence
u of a peak of the specific heat at low temperatures when ¢ < u. This collective
12 behavior is due to the low energetic cost of the particles entering the system. In
13 the bottom-left of Fig. 6, we see the increase of n3 with increasing temperature.
1 In the inset of Fig. 7, we show the plots of n; for 4 = 1 and € = 0.1. The sudden
15 increase of ng is evident. At the end of Sec. 2.4, we pointed out that (21) is invariant
16 under permutation of ¢ and u. As a result, if we set € = 1 and plot the specific
v heat for p = 0.1,0.2,0.4, and 1, we obtain an identical graph with the first sharp
18 peak occurring for p = 0.1 at low temperatures. In this case, as can be observed at
1 bottom-right of Fig. 6, we have a pronounced increase of vacancies (decrease of the

1650378-10
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1 dimer density) at low temperatures for u < e. Since ¢ = 3—% — %,

> first term is dominant when € < p, while the second prevails when p < €.

we see that the

s 5. Conclusions

+  Unidimensional models of polymers as the problem of polydisperse chains of poly-
s mers,! kinetic unidimensional lattice gas model with repulsive interaction® and the
s model of a solvent with ¢ orientational states to explain the effects of hydrophobic
: interaction® are some examples of statistical mechanics models that can illustrate
s some real problems applications.

9 We carried out entropic sampling simulations of a simple unidimensional model
10 of molecules that are constituted of a rod and two monomers (dimers), which
1 has exact solutions in both the microcanonical and the grand-canonical ensembles,
12 where we have shown the equivalence between ensembles.

13 We have obtained quite accurate simulational results as compared with the
1 available analytical exact expressions for the thermodynamic properties such as
15 entropy, densities of dimers, and specific heat. The specific heat exhibits the typical
1 behavior of a tail proportional to 1/72 in the high temperatures limit. Another
7 important point is that as T — 0 the specific heat also tends to zero, not violating
18 the third law of thermodynamics. The specific heat as a function of temperature
19 presents a second rounded maximum, when € < @ or a unique rounded maximum,
20 when ¢ ~ u. This effect is known as a “Schottky hump” that when observed in
a1 experimental situations is a hint that there are two privileged states in the system
» as is the case in our model.

2 Finally, the entropic sampling simulation applied to our model proved to be
2 very efficient when compared with the analytical results indicating that it can be
s adopted in the future to more complex systems such as, for instance, a general-
2 ization of the model of a solvent with ¢ orientational states to explain the effects
2 of hydrophobic interaction® and the thermodynamics and kinetic gas model with
2 repulsive interaction® in bi- and tri-dimensional systems.
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