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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos algebras G-graduadas e identidades polinomiais G-graduadas,
onde G é um grupo aditivo. Como resultado principal descreveremos uma base finita para
as identidades polinomiais Z,-graduadas da algebra das matrizes n X n, com entradas em
um corpo F. Este estudo sera subdividido em duas etapas: quando o corpo F' for de
caracteristica zero e quando o corpo F' for infinito. Estes resultados foram descritos por

Vasilovsky [I8] em 1999 e por Azevedo [2] em 2006.

Palavras Chave: Identidades Polinomiais, G-graduacao, Identidades Polinomiais G-

graduadas






Abstract

In this works we will study G-graded algebras and G-graded polynomial identities, where
G is an additive group. For main result we will describe a finite basis for Z,-graded
polynomial identities of the matrix algebra of order n x n, with entries in a field F'. This
study will be divided into two stages: when the field F' has characteristic zero and when
the field F is infinite. These results were described by Vasilovsky [18] in 1999 and Azevedo
[2] in 2006.

Keywords: Polynomial Identities, G-graded, G-graded Polynomial Identities .
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Introducao

Em matemética, uma importante area na teoria de anéis é a teoria de algebras que
satisfazem identidades polinomiais, conhecidas como Pl-dlgebras (do inglés Polynomial
Identities). Esta classe de algebras é muito ampla e engloba vérias classes de algebras.
Sendo assim, existem diversas abordagens e teorias sobre Pl-adlgebras. Em particular, no
decorrer deste trabalho, encontraremos uma base finita para as identidades polinomiais
da algebra das matrizes n X n com entradas em um corpo F, denotada por M, (F). A
técnica que sera utilizada para simplificar o processo de encontrar identidades polinomiais
em M, (F') consiste em introduzir nessa algebra uma Z,-graduacao, pois, com isso, sera
possivel exibir tal base finita para as identidades polinomiais da algebra M, (F'). Para
isso precisaremos de alguns conceitos que serao apresentados ao longo do texto. Seja
X um conjunto enumeravel infinito. Denotemos por F(X) o F-espaco vetorial com base
formada por 1 e pelas palavras x;, x;, - - - x;, com x;,, Z;,, -+ ,T; € X en > 0. Definiremos

a multiplicacao entre duas palavras por concatenacao, ou seja:
(@i, @iy -+ 3, ) (Ty Ty Tj) = iy Ty * T3, Ty Ty * T,

o F-espaco vetorial F(X) é uma algebra associativa com unidade (palavra vazia) gerada
por X. Dizemos que um polinémio f(z1,...,%,) nas variaveis nao comutativas i, ..., T,
é uma identidade polinomial para uma &lgebra A se, para quaisquer ay,...,a, € A,
tem-se f(aq,...,a,) = 0 em A. Se existir um polindmio nao nulo com esta propriedade
para uma algebra A entao diz-se que A é uma algebra com identidade polinomial ou
que A é uma PI-algebra e f é uma identidade polinomial para A. Por exemplo, se A
for uma &lgebra comutativa, entao f(z1,x2) = X129 — 2221 € uma identidade polinomial
de A e portanto A é uma Pl-dlgebra. O conjunto das identidades polinomiais de A

¢ denotado por T'(A) e este ¢ um ideal da algebra associativa livre F'(X) fechado por
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qualquer endomorfismo desta algebra. Ideais com esta propriedade sdo chamados T-
ideais. Descrever as identidades de A significa encontrar um conjunto gerador para
T(A) como T-ideal. Os primeiros trabalhos envolvendo PI-algebra, apareceram, de forma
implicita, por volta da década de 1930 com as pesquisas de Déhn [3] e Wagner [19], mas
somente a partir de 1948, apos o artigo de Kaplansky [9] que essa teoria realmente se
desenvolveu. Dentre as questoes levantadas por Kaplansky, uma era sobre qual seria o
menor grau de uma identidade polinomial satisfeita pela algebra da matrizes de ordem
n X n, sobre um corpo. A resposta foi dada em 1950 com o celebrado resultado de
Amitsur-Levitzki [I] em que o polinémio
Ston (21, .0y Ty) = Z (—1)7Zo(1) - To(an),
oESay,
onde Sy, representa o grupo simétrico de grau 2n e (—1)7 representa o sinal da permutacao
o € Ss,, chamado de polindmio standard de grau 2n, ¢ uma identidade polinomial
para esta algebra e 2n é o menor grau. Este resultado marcou o inicio de uma nova
abordagem & teoria das Pl-algebras, focadas em descrever as identidades polinomiais de
uma dada &lgebra. As identidades polinomiais da &algebra M, (F') das matrizes n x n
com entradas em um corpo F' sao importantes na teoria de Pl-algebras, contudo, sobre
corpos infinitos, bases finitas para T'(M,, (F')) sdo determinadas somente quando n = 2 e
caracteristica de F' é diferente de 2. O caso em que n = 3 ainda estd em aberto. Em [13]
Razmyslov determinou uma base para as identidades de Ms(F') com 9 elementos no caso
em que a caracteristica de F' é igual a zero e em [6] Drensky melhorou este resultado dando
uma base minimal com duas identidades. Uma base para M, (F') sobre corpos infinitos de
caracteristica p > 2 foi determinada por Koshlukov em [II]. Outro conceito importante
na area de Pl-algebras é o de identidades graduadas, isto é, seja G um grupo aditivo,
entao uma algebra é G-graduada se puder ser escrita como soma direta de subespacos
A= Z @ AW
gea

de modo que, para quaisquer g, h € G tem-se AWAM C AW+h) Egsta area permitiu que
Kemer [10] desse uma resposta positiva para o famoso problema de Specht [16] que é o
seguinte: “Serd que toda algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero possui

uma base finita para suas identidades polinomiais?”. Logo apos os trabalhos de Kemer,
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por volta de 1987, as identidades graduadas tornarem-se objeto de pesquisa muito ativa.

Consideremos a algebra associativa livre F/(X) com X = U X©@ em que {X®;a eGlé
aclG
uma familia de conjuntos nio vazios, enumeraveis infinitos e disjuntos X(®. Observemos

que os mondmios: {z; i, ... T, 1 k=1,2, .52, 2,,...,x;, € X} formam uma base para
F(X) como espago vetorial. Dizemos que uma varidvel x € X possui grau homogéneo «,
denotado por a(r) = a, se r € X(@. O grau homogéneo de um monémio n = x;,;, . . . T,
¢ definido por: a(n) = a(x;,) + a(ry,) + ... + a(z;,). Para a € G, denote por F(X)©

o subespaco de F(X) gerado por todos os mondémios que tem grau homogéneo . Note
que: F(X)OF(X)B) C F(X)+P) Ya,B € G. Assim,
F(X) =Y P Frx),
e

torna-se uma algebra G-graduada. Os elementos da algebra G-graduada F'(X) sdo chama-
dos de polindémios G-graduados ou simplesmente polindémios graduados. Dizemos que um
polinémio G-graduado f(z1,xs, ..., zx) ¢ uma identidade polinomial graduada para a
algebra G-graduada A se f(ay,as, ...,a;) = 0 para quaisquer a; € ACE)) 4§ =12 .. k.
Denotaremos o conjunto das identidades G-graduadas por T'(A)?". Aqui vale ressaltar que
T(A)9" & um Tg-ideal, ou seja, um ideal de F/(X) que é fechado para todo endomorfismo
G-graduado de F(X). Neste trabalho estudaremos bases finitas para as identidades poli-
nomiais Z,-graduadas da algebra matricial M, (F') quando o corpo F' tem caracteristica
zero e quando o corpo F' for infinito de caracteristica p arbitraria, tendo como referén-
cia principal os artigos [18] e [2], a dissertagao esta organizada da seguinte maneira: O
primeiro capitulo tratarid dos conceitos basicos para um melhor entendimento do restante
do trabalho. Iniciaremos com a defini¢ao de algebra e alguns exemplos importantes, logo
apos, definiremos o conceito de dlgebra livre, identidades polinomiais, polinomios multi-
homogéneos e multilineares e por fim matrizes genéricas. A apresentacao desses conceitos
serd acompanhada pelos resultados e exemplos relevantes e essenciais para uma melhor
compreensao da teoria. No capitulo 2, introduziremos o conceito de algebra G-graduada e
daremos alguns exemplos. Apoés essa definigao, descreveremos a Z,-graduagao de M, (F)
e a Zy-graduacao de F(X), que serdo o foco de atenc¢ao no decorrer do trabalho, por fim,
definiremos identidades polinomiais G-graduadas, dando alguns exemplos, propriedades

e resultados importantes. No terceiro e mais importante capitulo desta dissertacao, des-
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crevemos as identidades polinomiais Z,-graduadas da algebra M, (F'), quando o corpo
F tem caracteristica zero e quando o corpo F' ¢ infinito. Seguindo os passos dados por
Vasilovsky [18] e por Azevedo [2], em cada caso, tornar-se-a evidente a diferenca entre
os dois trabalhos, que empregam métodos essecialmente diferentes para a obtencao do

mesmo resultado.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, descreveremos alguns conceitos, resultados e definicdes que usaremos no
decorrer do trabalho. Ao longo deste trabalho, F' denotara um corpo qualquer, exceto

quando especificado o contrario.

1.1 Algebras

Nesta secao, apresentaremos a definicao de algebra, subalgebra, ideal e homomorfismo de

algebras e relacoes entre estas estruturas.

Definicao 1.1.1. Seja A um espacgo vetorial sobre um corpo F. Dizemos que A é uma
F-dlgebra se A é munido com uma operagao bindria  : (A, A) — A, chamada produto,

tal que, para todos, a,b,c € A e todo \ € I, tem-se:

e (a+b)xc=axc+bxc
e ax(b+c)=axb+axc
e Maxb)=(Xa)xb=ax(\b).

Usualmente denotamos axb = a-b = ab, e ao invés de escrevermos F-dlgebra, escreveremos

apenas dlgebra deizando implicito o corpo F.
Definicdo 1.1.2. Dizemos que uma Algebra é:

e Associativa se o produto de A € associativo, isto é, se (ab)c = a(bc), para quaisquer

a,b,c e A.
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e Comutativa se o produto é comutativo, isto €, se ab = ba, para quaisquer a,b € A.

e Unitdria (ou com unidade) se A possui elemento neutro com relagao ao produto,

isto €, se existe 1 € A tal que la = al = a, para qualquer a € A.

Definigcao 1.1.3. Um subespaco vetorial S de uma dlgebra A é chamado de subdlgebra
se $189 € S para todos s1,89 € S.

Um subespaco vetorial I de A é um tdeal bilateral de A se Al C I elACI.

Exemplo 1.1.4. Se L é uma extensao do corpo F, entao L é uma dlgebra com as opera-
coes do corpo.

De fato, basta considerar em L a operacao induzida em F.

Exemplo 1.1.5. Considere o conjunto dos polindmios em n varidveis comutativas x1, ..., T,
denotado por F[xq,...,x,]. Este conjunto é claramente um espaco vetorial com relagao a
soma de polindémios e o produto por escalares do corpo e, com o produto usual de polind-

mios, € uma dlgebra.

Exemplo 1.1.6. Paran € N, o espago M, (F) de todas as matrizes n X n com entradas
em I € uma dlgebra associativa com unidade, munida das operagoes usuais de soma e
produto. Nesta dlgebra destacaremos as matrizes elementares E; ;, para 1 < i,5 < n,
onde E;; € a malriz cuja unica entrada nao nula € 1, na i-ésima linha e na j-ésima

coluna. Essas matrizes formam uma base para M, (F) como espaco vetorial.

Exemplo 1.1.7. Considere as matrizes triangulares superior n X n com entradas em F,
denotada por U, (F), U,(F) € uma subdlgebra de M, (F), cuja base é dada pelo conjunto
{Eij;1<i<j<n}

Definicao 1.1.8. Dizemos que o polinémio
T1Ty — ToTy 1= |11, Ta),

¢ o comutador de x1 e x5 de comprimento 2. Por inducgao, definiremos o comutador

de comprimento n por

[x17x27 7xn] = [[J;hx% ...,137L,1],$n].

6
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Exemplo 1.1.9. Dizemos que uma dlgebra A é uma Algebra de Lie se para todos

a,b,c € A, vale:

a*>=aa=0 (anti-comutativa)

(ab)e + (be)a + (ca)b =0  (identidade de Jacobi)
Exemplo 1.1.10. Se A € uma dlgebra associativa, o produto dado por |a,b] define em A

uma nova estrutura de dlgebra, que denotaremos por A7), e como [a,a] =0 e [a,b,c] +

,c,al + |c,a,b] =0 para quaisquer a,b,c € A, seque que A'™) € uma dlgebra de Lie.
b bl =20 ' b A Al ¢ ilgebra de L1

Definicao 1.1.11. Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear
f:A— B éum homomorfismo de dlgebras se f(ab) = f(a)f(b), para todos a,b € A.
Dizemos que um homomorfismo de dlgebras f : A — B € um tsomorfismo se cle for
bijetivo.

Definigao 1.1.12. Seja I um ideal de uma dlgebra A. Se a € A, denote por:

a=a+1={a+1i; i €1}

Observe que @ ¢ a classe de equivaléncia de a sequndo a relacao ~ definida em A por
a~b<s (a—0)€l.

A
O conjunto 7= {@, a € A} € o espaco quociente de A por I. Relembramos que com as

operacoes:

(11+CL_2:CL1+CL2

aa = aa,

A

onde aj,as € A e a € F, temos que T € um F-espaco vetorial. Agora definindo

1% Q2 = a1 * Ag,

temos que T € uma dlgebra, chamada dlgebra quociente. Um conceito que serd fre-
quentemente usado no decorrer do capitulo 3 € o de congruéncia, ou seja, dados A uma
dlgebra e I um ideal de A se a,b € A, dizemos que a é congruente a b modulo I, se

a—b e I, usualmente escrevemos a = b mod 1.

Teorema 1.1.13. Seja f : Ay —> Ay um homomorfismo de dlgebras. O nicleo de f,

4 A
K = Ay = 3 A =i )
denotado por Ker(f) = {a € Ay; f(a) =0} € um ideal de A, e Ker(f) m(f)




1.2. Algebra Livre

A demonstracdo deste teorema é aniloga ao caso de anéis.

1.2 Algebra Livre

Neste secao, estudaremos o conceito de édlgebra livre, para isto, seja A uma algebra e
X C A. Considere Pal(X) o conjunto das palavras formadas pelos elementos de X. Se
todo elemento em A é uma combinagao linear dos elementos em Pal(X), entdo dizemos

que A é gerado por X.

Definicao 1.2.1. Definiremos o comprimento da palavra z;, - - - x;, como sendo n,
quando n = 0, chamaremos essa palavra de palavra vazia que denotaremos por 1.
Além disso, dizemos que duas palavras x;, ---x;, € ; ---xj, SG0 iguais se n = Mm e

n

il - j17 7Zn — ]m

Definicao 1.2.2. Seja V wuma classe de dlgebras e A € V uma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra A é chamada livre na classe V, livremente gerada por X,
se para qualquer dlgebra R € V, toda funcao g : X — R pode ser estendida a um

homomorfismo de dlgebras G : A — R.

Definigao 1.2.3. Seja X um conjunto enumerdvel infinito. Denote por F(X) o F-espago

vetorial com base formada por 1 e pelas palavras

onde X, Ty, ..., x;, € X en > 0. Definiremos a multiplicagao entre duas palavras por

n

concatenacao, ou Seja:

(@i iy * T, (@ Ty *+ Tj) = Tiy Ty~ T Tjy T+ T

n*

FEstendendo por linearidade este produto para todos os elementos de F(X), entao F(X) é

dlgebra associativa com unidade (palavra vazia) gerada por X.

Proposicao 1.2.4. A dlgebra F(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas

unitdrias, livremente gerada por X.
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Demonstracao: Se p € F(X), denotamos p = p(zy,...,x,) se ele é formado pelos
elementos zi,...,x,. Seja g : X —> R uma fungao, onde R é uma algebra associa-
tiva com unidade. Denote g(x;) = r;, para todo i e definiremos G : F(X) — R por
G(p(x1, .o, xpn)) = p(ri, ooy Th)-

Entao G é um homomorfismo de &lgebras que estende g. U

Definigao 1.2.5. Seja A um espaco vetorial com base ordenada
{e;,i € I} (1.1)

onde I € um conjunto enumerdvel.

A dlgebra de Grassmann E(A) é a dlgebra associativa gerada pelo conjunto que
satisfaz:

eiej = —ejei,

para todo i,j € I e também

se a caracteristica de F' é 2. Destacamos na dlgebra de Grassmann os sequintes subespagos

vetorias:

- m € par}

m*

o EO gerado pelo conjunto {1,e; e;, - - - e;

o ED, gerado pelo conjunto {e; e, ---€;, : m € impar}

m

Temos que F = E® g E(T), como espaco vetorial. Veremos no prozimo capitulo que a

dlgebra de Grassmann, com esta estrutura de soma direta, é uma dlgebra graduada.

1.3 Identidades Polinomiais

Nesta se¢ao, veremos alguns conceitos importantes sobre Identidades Polinomiais, além
de exemplos para melhor compreensao desta teoria. De agora em diante, X denotara o
conjunto enumeravel X = {xy,z5,...} e F(X) é a élgebra associativa livre, livremente

gerada por X.
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Defini¢ao 1.3.1. Seja A uma dlgebra associativa e f(x1,...,x,) = f € F(X). Dizemos
que f € uma tdentidade polinomaial para A se f(rq,...,m,) = 0 para todos ry, ...,r, € A.
Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais de A. Se T(A) # {0}

dizemos que A é uma PI - dlgebra.

Exemplo 1.3.2. O polinomio nulo f = 0 é sempre uma identidade polinomial para

qualquer dlgebra A e é chamado tdentidade polinomzal trivial de A.

Exemplo 1.3.3. Se A for uma dlgebra comutativa, entao A é uma Pl-dlgebra, a saber,

f(@1,22) = [21, 25] € T(A).

Definicao 1.3.4. Seja A uma dlgebra, o centro de A, denotado por Z(A), é dado pelo
conjunto:

Z(A) = {x € A;za = az, para todo a € A}.
Exemplo 1.3.5. Seja E a dlgebra de Grassmann definida em[1.2.5 entao:
f(@1, 29, 3) = [21, 22, 73] € T(E).

De fato, denote por B a base de E formada por b= e; e;,---€;,, onde iy < iy < -+ <1y

en > 0. Note que:

(€ €y - €z‘n)(€j1€jz T %) = (—1)U(€j1€j2 T ejn)(ez‘l@z‘z e, ),

onde (—1)7 € o sinal da permutag¢io o € S,, € S, é o grupo simétrico de grau n. Assim,
sen € par, entdo b € Z(E) (centro de E).

Agora, sejam by, by, bs € B temos:

o [b1, b, bs] = [[b1,b2],b3] =0 se o comprimento de by, by ou bz € par.
o [b1,ba,b3] = [[b1,ba],b3] = [201b2,b3] = 0 se os comprimentos de by, by e by sao
impares.

Exemplo 1.3.6. Tome a dlgebra Ms(F') das matrizes 2 X 2 com entradas no corpo F, o
polindémio:

f(x1, 20, 23) = [[»’61,5172]27953],
chamado de polinémio de Hall, é uma identidade polinomial para My(F).

Com efeito, seja

10
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air a2

a1 @22
O polinémio caracteristico de a € p(x) = x?—traco(a)z+det(a), agora usando o Teorema
de Cayley-Hamilton, seque que p(a) = a*—trago(a)a+det(a)ldy = 0.
Se by, by sao matrizes quaisquer em My(F) e a = [by,by] entdo trago(a) = 0 e também

[b1,b2)? = —det([by, bs))[dy € Z(My(F)). Logo, para by € My(F) temos [[by, bo]?, b3] = 0

Exemplo 1.3.7. A dlgebra das matrizes triangulares superior de oredem n, U, (F), sa-

tisfaz a identidade
f(@1, @2, . T2p) = [m1, @] -+ [T2n—1, T2n]-

De fato, se r1,1m5 € U,(F), entao [r1, 1] pertence a U, (F) e possui diagonal nula. Como

o produto de n matrizes em U, (F'), com diagonal nula, é a matriz nula, seque o resultado.

Definicao 1.3.8. Fizado n denote por
Stn(xla EE) xn) = Z (-1)01’0(1) *To(n)s
ocESnh

o polinémio standard de grau m, onde S,, € o grupo simétrico de graun e (—1)7 € o

stnal da permutacao o.

Exemplo 1.3.9. Toda dlgebra de dimensao finita € uma PI-dlgebra.

De fato, seja A uma dlgebra de dimensao finita e B = {vy,...,v,} uma base para A.
m

Suponha m < n e tome ay,...,a, € B, escreva a; = E a;;v;. Entao temos que
i=1

Stn(ala ceey an) - Z te Z(Oéljl cee Oénjn)stn(l)jl, ey an) = 0,
Jji=1 Jn=1

ou seja, se uma dlgebra tem dimensao finita, temos que o polinémio standard de grau n é

uma tdentidade polinomial para esta dlgebra.

Defini¢ao 1.3.10. Dizemos que um ideal I de F(X) é um T-ideal, se o(I) C I para
todo endomorfismo ¢ de F(X). Em outras palavras, I é um T-ideal se é invariante sob

todos os endomorfismos de F(X).
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1.3. Identidades Polinomiais

Proposicao 1.3.11. O conjunto T(A) das identidades polinomiais de uma dlgebra A é
um T-ideal de F(X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de F(X), entdo eriste alguma
dlgebra R tal que T(R) =1

Demonstracao: Sejam f(z1,...,x,) € T(A) e p € End(F(X)),se ¢ : F(X) — A é um

homomorfismo qualquer, entdo ¥ (p(f)) = (Y o)(f) =0, pois Yo : F(X) — A é um

homomorfismo de éalgebras e f € T(A). Logo, ¢(f) € Ker(y) e portanto ¢(f) € T(A).
FX)

Reciprocamente, seja I um T-ideal de F/(X). Tomemos a algebra quociente R = —7

F{X
e a projecao canonica 7w : F(X) — ¥ Se f € T(R), entdo f € Ker(m) = I, as-
sim temos, T(R) C I. Por outro lado, se f(x1,...,x,) € I e g1,...,9, € F(X), entdo,

f(g1,..,90) € I edai f(g1,...,9n) = f(g1, ..., 9,) = 0. Logo, f € T(R). O

Definigao 1.3.12. Seja S C F(X), o T-ideal gerado por S, denotado por (ST, é o

conjunto:

(S)T = Spanp {p1 o(f) p2: f € S, € End(F(X)),p1,p2 € F(X)}.

Exemplo 1.3.13. Se A é uma dlgebra comutativa e com unidade e F' € um corpo infinito,

entao

T(A) = ([x1,22))".

Exemplo 1.3.14. Em [13] Razmyslov determinou uma base para as identidades de My(F)
com 9 elementos no caso em que a caracteristica de F € igual a zero e em [6] Drenski

melhorou este resultado dando uma base minimal com duas identidades, a saber,
T(My(F)) = (Sta(w1, w3, x5, x4), [[21, 22], 23]) T

Isto €, a base das identidades € gerado pelo polindmio standard de grau 4 e pelo polinémio

de Hall.

A demonstracao dos resultados apresentados nos proximos exemplos podem ser encontra-

das em [5] paginas 50 e 52 respectivamente.
Exemplo 1.3.15. Se F' for um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao
T(E) - <[._'['1,$2, CE?)]>Tv
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1.4. Polinémios multi-homogéneos e multilineares

onde E € a dlgebra de Grassmann infinatamente gerada por ey, eo, ...

Exemplo 1.3.16. Seja F' um corpo de caracteristica 0 e seja U, (F) a dlgebra das matrizes

triangulares superior. Entao

T(Un(F)) = ([x1, zo][23, 4] - - [T2n-1, T20])" .

1.4 Poliné6mios multi-homogéneos e multilineares

Nesta secao, estudaremos polindbmios multi-homogéneos e multilineares, que serao essen-
ciais no decorrer do trabalho, pois, quando um corpo é infinito entdo o conjunto gera-
dor das identidades polinomiais da algebra sobre este corpo é formado por polinémios
multi-homogéneos, e quando o corpo tem caracteristica zero entao o conjunto gerador das
identidades polinomiais da &lgebra é formado pelos seus polindmios multilineares, e este

fato seréd frequentemente usado, principalmente no capitulo 3.

Defini¢ao 1.4.1. Sejam m € F(X) um mondémio, f € F(X) um polinomio e z; € X.

Definiremos:

a) O grau de m em x; (deg, m) como sendo o nimero de vezes que a varidvel x;

aparece em m.

b) O grau de f em x; (deg,, f) como sendo o maior grau em x; de algum mondmio de

f

Um polinémio f € F(X) é dito homogéneo em z; se todos os seus monémios tém o
mesmo grau em x;. O polindmio f é dito multi-homogéneo quando é homogéneo em
todas as variaveis.

Se m = m(z1,xg,...,%,) ¢ um mondémio de F(X), definiremos o multigrau de m como
sendo a n-upla (a1, as, ..., a,) onde a; = deg, m. Se f € F(X), a soma de todos os mono-
mios de f com um dado multigrau é dita ser uma componente multi-homogénea de f.
Observe entao que f ¢ multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tnica componente

multi-homogénea.
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1.4. Polinémios multi-homogéneos e multilineares

Sendo f(z1,...,z,) € F(X) homogéneo de grau m em z; e A € F', temos

f($1,...,1%_1,AQH,$i+1,...,$n):: A”lf(xl,...,xi_l,xiwx¢+1,...7$n).

Particularmente, se f ¢ homogéneo de grau 1 em z; (ou linear em z;), temos

fl@, o mi, Aoy, g, ) = M0, T, Ty T, - T).
Também nao é dificil ver que se f(zy,...,z,) é linear em z;, entao
m
f(xl,...,xi_l,yl—%...—%ghn,1%+1,...,xn) = E f($1,...,15_1,yj,$i+1,...,xn).
=1
Dizemos que um polinémio f(z1,zs,...,x,) € F(X) é multilinear se ¢ multi-homogéneo
com multigrau (1,1,...,1), ou seja, se em cada mondmio cada variavel tem grau exata-

mente 1. Neste caso, f tem a forma
Z OoTg(1)To(2) - - - To(n) > COM Oy € F.
gESy

Exemplo 1.4.2. Seja f(x1, T2, 23) = 2103+ 2090379 — 23w3. Temos que T1T3 € 209379 —
x3x3 sao as duas componentes multi-homogéneas de f, sendo que a primeira tem multigrau

(1,0,1) enquanto a sequnda tem multigrau (0,2,1).

Exemplo 1.4.3. O polinémio standard de grau n, é multilinear de multigrauw (1,1,...,1),
—_——

também chamado de multilinear de grau n.

Definicao 1.4.4. Dois conjuntos de polindmios sio PI-equivalentes ou apenas equi-

valentes se eles geram o mesmo T'-ideal.

Teorema 1.4.5. Seja f(xq,...,x,) = Z fi(z1, ..., xy), onde f; € a componente homogénea
=0
de f de grau i em x1.

(1) Se F' contém mais que n elementos entdo

(for fry oo fud T = ()T

(ii) Se caracteristica de F € igual a zero, entao f é PIl-equivalente a um conjunto de

polindmios multilineares.
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1.4. Polinémios multi-homogéneos e multilineares

Demonstragao: Demonstracao do item (i):
A inclusao D é direta.

Para provar a outra inclusao é suficiente mostrar que:

Jos fio s fn € (N

Sejam ayg, vy, ..., a,, € F distintos. Como (f)T é T-ideal temos que
n n
flajzy, @, . m,) = Zfz‘(OéjCChﬂfza ey Tp) = Za;‘fi<x175€27 ey Tn)
i=0 i=0

estd em (f)T para todo j =0, 1,...,n. Em notacao matricial fica:

1 ay a3 -+ af Jo flaozy, T2, .00y 1)
1 oy o -+ af fi || flaazs, 2, . 2)
1 (7% Oé?l OCZ fn f(afnl'l,xQ,...,xn)
A ~~ >y
A

A matriz A, é a matriz de Vandermonde que tem determinante

det(A) = T[] (oj—au)#£0.

1<i<j<n
Logo, A é invertivel, assim temos que:
fo b1 b12 oo b f(OéofEl, T2y eny %)
f1 ba1 bao tet b2n+1 f(Oqu, Za, ..., xn)
fn bn+1 1 bn+1 2 00 bn+1n+1 f(anxla T2,y ..ny xn)
N~ TV
Afl

e portanto,

fos f1sees fro € Span{ f(awm1, o, oo ), ooy fOn@1, Toy ooy zn) } C (F)T.

Demonstra¢ao do item (ii):

Escreva

flan, oam) =Y [ (@),

n1,...,Nm >0
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1.4. Polinémios multi-homogéneos e multilineares

onde fr-mm) ¢ F(xy,...,xy) é a componente multi-homogénea de f com multigrau
(nl, coey nm)
Aplicando algumas vezes o item () teremos:

<f>T _ <f(n1,...,nm); Ny ooy Ty > 0>T.

Se provarmos que f-mm) & PJ-equivalente a um conjunto de polinémios multilineares

s(mmm) entio

(N =< U 3(”17~..,nm)>T'

n1,...,m >0

Se {z;;:i=1,..m e j=1,..,n;} € um conjunto de variaveis distintas em X entao:
f(nl,..-ﬂ’bm)(l‘ll + . + '75177,17 ey xml _I_ P _|_ xmnm> — g’

esta em (f(omm)\T,
Denotando por h(”l""’”’")(xn, ey Ty ooy Tonly ooy Linmy, ) @ cOmponente multilinear de g nas

variaveis z;;’s, temos que, pela parte (i)

Note também que

RLsmm) (0 T ey T) = (4] -+ (] fOmm)
(@1, -y 21,02 )= () (nn!) f

nifatores nmf;gores ;!U
Logo,
<f(n17-~-7nm)>T — <h(n1,,nm)>T
Este processo é chamado de linearizacao de f (n1,...nm) ]

Exemplo 1.4.6. Seja F' com caracteristica de zero, encontraremos um conjunto de iden-
tidades polinomiais multilineares que é PI-equivalente a identidade f(x1) = 3.

De fato, considere o conjunto de varidveis distintas {yi1,yo,y3} e fazendo:

fn+y+ys) = Wi+v+y3)’=wi+y2+ys) (v +y2+ys3) (Y1 + v2 + us)
= (y1+v2 +us3)(ivn + v1ye + v1ys + you1 + Yoyo + Yous + Ysyi + Ysyo + ysys)

= Y1Y2ys + Y1ysye + Yoy1y3 + Yoyzy1 + Ysy1¥y2 + YsYayi +9(y1, Y2, Y3)

V
h(y1,y2,y3)
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1.4. Polinémios multi-homogéneos e multilineares

onde h(y1,ys,y3) € a componente multilinear de f(y1+y2+ys) € g(y1, Yo, ys) € a componete
multi-homogénea de f(y; + yo + y3). Logo, f é PI-equivalente a {h}.

Proposicao 1.4.7. Toda Pl-dlgebra (sobre qualquer corpo) satisfaz uma identidade poli-

nomial multilinear.

Demonstracao: Seja R uma Pl-algebra (sobre qualquer corpo) e suponha que
f(z1,...,2,) € F(X) é uma identidade polinomial para R. Suponha que o grau de f na
variavel z; é n. Aplicaremos o processo de linearizacdo em f. Primeiro, substituindo z;

por z11 + x12, temos

0= f(x11 + 212,22, ...,Ty) =
(f(x1n + 212,20, .., 20) — f(211, T2y -y n) — f(T12, 20, .., )+
+f(x11, 22, ..y xn) + f(T12, T2,y .. o, Ty).
Mas como f é identidade polinomial para R temos que o polindémio
filza1, 12, Tay ooy xn) = flan + 212y ooy @) — f(@11, @0, .oy 20) — f(212, T2y -0 o X)),

é uma identidade polinémial para R e o grau de f; em z1; € em 215 é no maximo n — 1.
Agora, aplicaremos o processo, caso seja necessario, para fi nas variaveis x1; e x13. Subs-

tituindo z1; por x11 + T12 € 1o por x13 + x4 temos

0= fi(rn + 12, 213 + T14, Tay . . ., Tpy) =

fi(x1n + T2, T3 + T1a, Toy L, Ty) — Z fl(xlia$1jax2a--~7$n) +

i=1,2,
7j=34
+ E fl(xli7x1j7x27"'7xn)~
i=1,2,
j=34

Mas como f; é identidade polinomial para R temos que

f2(3711,3712737137131473727 - 7:Cn> = f1(3711+3712,3713+371471327 cee ,SUn)— Z f1(371i7 L1j, L2y« - ,xn),

é identidade polinomial para R e o grau de f; em x11, %12, 13 € T14 € no maximo n — 2.
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1.5. O Teorema de Amitsur-Levitzki

Repetindo esse processo, apds alguns passos, caso sejam necessarios, encontraremos uma

identidade
Jo1(@11, 12, oo Ty o1, To oL, Xp)
ara R tal que o grau de f,_; nas varidveis xi1, Z12, ..., 21 9n-1 ¢ no maximo 1.
) ) s 1,2
Agora, repetindo o argumento para as varidveis xo, ..., x, encontraremos uma identidade
polinomial multilinear para R. 0

1.5 O Teorema de Amitsur-Levitzki

Nesta secao, apresentaremos a demonstracao de Teorema de Amitsur-Levitzki feita por
Rosset [I5] em 1976, além desta demonstragao existem outras, a demonstracao original de
Amitsur e Levitzki [1], B. Kostant [12], R. Swan [17] e Yu. Razmyslov [14], todas usando
diferentes ferramentas para sua demonstracao.

Iniciamos com o seguinte lema:

Lema 1.5.1. A dlgebra M, (F) nao satisfaz identidades polinomiais de grau menor que

2n.

Demonstragao: Suponha o contrério, ou seja, existe f(xy, za,...,zy,) € F(X) uma iden-
tidade polinomial nao nula para M, (F), com m < 2n. Pela proposicao [1.4.7, podemos
supor f(x1,xs, ..., T;,) uma identidade polinomial multilinear.

Agora fazendo:

f(l’l, Ty eeny mm)xm—i-l e Top—1 — g([[‘h ceey Ign_l)

e escrevendo
g(xlu X3 xQn—l) = E QoTo(1) " Lo(2n—1)s
o€S2n—1
podemos supor a;y # 0 e assim temos

0= g(El,h FEi2,Ey9, B3, ... By 11, Epn_1y, Enn) = gl = a;q = 0.

Absurdo. O
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1.5. O Teorema de Amitsur-Levitzki

Lema 1.5.2. Se o polinémio standard de grau 2n é uma identidade para M, (Q), entdo é

também para M, (F).

Demonstracao: Definiremos:

¢ My (Z) — M, (F), com p((a;j)i;) = (ai;-1r)ij, onde, 1r é o elemento neutro do corpo
F' com relagao ao produto. Note que ¢ ¢ homomorfismo de anéis.

Se Ej, ..., By, sao matrizes elementares em M, (Z) entdao ¢(FE1), ..., o(Es,) sao matrizes

elementares em M, (F'). Assim

StZH(QD(El% ) QD(EQn)) = @(Sth(Ela ceey EQn)) = 90(0) =0.

Lema 1.5.3. Seja C' uma dlgebra comutativa sobre Q. Se a € M,(C) e
traco(a) =trago(a®) = - - - = trago(a™) = 0.
entao a" = 0.

A prova deste resultado pode ser vista em [5] pagina 82.

O proximo resultado é o famoso Teorema de Amitsur e Levitzki.

Teorema 1.5.4. O polindmio standard de grau 2n é uma identidade polinomial para a

dlgebra M, (F).

Demonstracao: Pelo lema ¢ suficiente considerar o caso F' = Q.
Decomponha a Q-algebra de Grassmann E em E© @ E(M como em m
Dados ay, ..., as, € M,(Q) definiremos b € M, (E) por:

b= a1€q1 + ages + -+ - A2, €.

Temos

a=1"0= Z (a,a; — aja;)e;e;.

1<i<j<2n

Note que a € M,(E®) onde E© & Q-algebra comutativa. Além disso,
trago(a) = trago(a?) = - - - = trago(a™) = 0.
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1.6. Matrizes Genéricas

De fato,
traco(a) = traco(b¥) = traco(b¥ ' - b) =

—trago(b - b* ') = —traco(b*) = —traco(a’) = traco(a’) = 0.

Segue do lema que a” = 0. Entao:

0=a"=0b" = Z (aoyo)) *  (Ao@n)€o(2n))
UESQn
= Z (Ao(1) -+ Ao(2n))€o(1) " * * Ea(2n)
UESQn

= Styy(ar,...,a2,)(e1 - - €2p)

Portanto, Sty,(ay,...,a,) =0 O

Observacao 1.5.5. Mesmo conhecendo-se o grau minimo para as identidades polinomiais

da dlgebra M, (F) nao se conhece uma base no caso geral.

1.6 Matrizes (Genéricas

Outro conceito importante para o trabalho é o de matrizes genéricas, esta teoria é uma
importante ferramenta para a caracterizagdo das identidades Z,-graduadas de M, (F),
que veremos no capitulo 3. Aqui daremos uma breve introducao sobre este assunto, para

isso denote por {2, a &lgebra comutativa livre

Qn:F[yl(ﬁ]) :p,q=1,...,neieN|

I q | e (d)
ivremente gerada pelas variaveis ypq .

Definicao 1.6.1. As matrizes y; = Z y;?qu onde 1 € N sao chamadas de matrizes
p,q=1
genéricas. A subdlgebra R, de M, (£2,) gerada por y1,ys, ..., Yi, ... € chamada de dlgebra

das matrizes genéricas n x n.

Exemplo 1.6.2. Tomando Ry a subdlgebra de Ms({25) temos que ela é gerada por:

1 1 2 2

i = yil) y§2) Yo = ?/%1) ?AQ)

1= 1 L y Y2 = 5 o |
yél) yé; yél) yé2)
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1.6. Matrizes Genéricas

F(X)
T(Mn(F))

1

Teorema 1.6.3. Se F' ¢ infinito entdo R,.

Demonstrag¢ao: Considere o homomorfismo ¢ : F(X) — R, tal que ¢(z;) = y;, para
todo ¢ € N. Como ¢ é sobrejetora, segue que

F(X)

= R,.
Ker ¢

Mostremos que Ker ¢ = T(M,(F)).
Seja f(x1,...,z,) € Ker ¢. Dados ay, ..., a,, € M, (F), devemos mostrar que f(ay, ..., a,) =

0. Escreva

a; = Z a](fq)qu.

pq=1
Considere v : 2, — F homomorfismo tal que w(y]f,f})) = aqu), para todos i, p,q. A funcao
W My (§2,) — M, (F) definida por ¥ ((bpg)pg) = (¥(byg))pg ¢ um homomorfismo.

Observe que ¢(y;) = a;, para todo i. Temos:
flars osam) = F(@(01), o 0 (Ym)) = D(f (Y1, - ym)) = $(0) = 0,

pois, f € Ker o e 0 =o(f(z1,.s2m)) = fF(Y1, -, Ym)-
Por outro lado, seja f(x1,...,z,) € T(M,(F)). Suponha f ¢ Ker ¢. Escreva

@(f(mla 7xm)) = f(yla ~-~»ym) - Z ququ7

p,g=1

onde f,, € {2,, para todo p,q. Suponha, sem perda de generalidade, que f;; # 0. Note

que f1; ¢ um polindomio nas variaveis comutativas y,(fq), onde p,g=1,...nei=1,..,m.

Como F' ¢ infinito, existem al(fq) € Foonde p,g=1,...net=1,...,m, tais que
) (1
fll(a§1)7 a’§2)7 ) ag'?n)) 7é 0.

Agora, considere 1 e ¢ construidos como anteriormente. Temos:

0= f(ay, ..., am) = f@(m), ﬂ(ym)) = E(f(yh oy Ym) = E((qu)pq) = (Y (fpa) )pa-

Absurdo, pois ¥(f11) = f11(a§11)> -~-,a£zn7%)) # 0. -
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Capitulo 2

Graduacoes

Neste capitulo, estudaremos o conceito de algebra G-graduada por um grupo aditivo G,
trabalharemos com algumas defini¢oes, exemplos e resultados, dando um enfoque maior

para o caso em que G = Z,.

2.1 (G-graduagao

Definicdo 2.1.1. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F, considere a familia { A o € G}
de subespacos de A, onde G é um grupo aditivo, dizemos que A ¢ uma dlgebra G-

graduada se puder ser escrita como soma direta de subespacos

A=3 @A,

aceG

e além disso, para quaisquer o, 3 € G, deve valer
A@ AB) C ploth)

Exemplo 2.1.2. Qualquer dlgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G, definindo
Al) = A e AW =0 para qualquer g # e. Essa graduacio é chamada trivial, onde e € o

elemento identidade de G.

Exemplo 2.1.3. Sejam A = My(F) e G = Zo, definiremos:

- a 0
My(F)O = ta,d€F
0 d
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2.1. G-graduacao

M 0 b
My(F)W = :b,ceF
c 0

Temos que My(F) possui a sequinte Zo-graduacio: My(F) = My(F)© @ My(F)D,

Exemplo 2.1.4. A dlgebra de Grassmann E definida em[1.2.5 possui uma Zs-Graduagao
natural, E = E® @ ED.

Definigao 2.1.5. Sejam A = Z EB AY e B = Z @ BY duas dlgebras G-graduadas.
geG geG
Dizemos que uma aplicagao p : A — B é um homomorfismo G-graduado, se p é um

homomorfismo de dlgebras que satisfaz o(AY) C BY  para todo g € G. Dizemos que ¢

é um tsomorfismo G-graduado, se p é um homomorfismo G-graduado bijetivo.

2.1.1 A Z,-graduagao de M, (F)

Definicao 2.1.6. Para t € 7Z, denote por t a classe residual em Z, contendo t. Para

a € 7Ly, seja MT(LQ) o subespaco de M, (F') gerado por todas as matrizes elementares E ;,

tais que j —1 = «.

De modo que, MT@ consiste das matrizes da forma

ai 0 0
0 a2 2 0
) aLla a2,27 ceey a'n,n S F
0 0 ... anp

e, para 0 <t <n — 1, temos que Mr(f) consiste das matrizes da forma

0 0 a1,t+1 0
: . a2 42
O O 0 an_tm
Ap—t41,1 0 0 0
0 Uny O 0



2.1. G-graduacao

onde, 1441, 42,142, -y Ant41,15 An—t422, -, Ane € F. Entdo M,(F) é a soma direta de

subespacos M\*)’s:

M,(F)=> P m.

OéeZn

Além disso, para p, g € {0,1,...,n — 1} , temos:
Mn(F)(T’)]\/[n(F)@ C Mﬂ(p)(ﬁ)'
Portanto a decomposi¢ao define uma Z,-graduagao da algebra M, (F').

Observacao 2.1.7. Ao longo do texto usaremos a Z,-graduacio construida acima para

a dlgebra M, (F).

2.1.2 A Z,-graduagao de F(X)

Seja {X®) o € Z,} uma familia de conjuntos enumeraveis infinitos, disjuntos e nao

vazios X(@. Coloquemos X = U X(@ e denote por F(X) a &lgebra associativa livre,

€Ly
livremente gerada pelo conjunto X. Observe que os mondémios

{Ty@iy . iy, k=12, 50,24, ...,z € X},
formam uma base para F'(X) como espago vetorial.

Definicao 2.1.8. Uma varidvel x € X diz-se ser de grau homogéneo o, denotado por,

a(r) = a, se x € X, O grau homogéneo de um monoémio n = w3, ... 7, € definido
por:

a(n) = alzy,) + a(z,) + ...+ alx;,).

Para a € Z,, denote por F(X)® o subespaco de F(X) gerado por todos os monémios

que tem grau homogéneo . Note que:
F(X)YR(X)® C (X)) Yo, B € Z,.

Assim,

F(X)=) PFx)®,

Q€L
revela-se uma algebra Z,-graduada.

Os elementos da algebra Z,-graduada F'(X) sao chamados de polinémios Z,-graduados

ou, simplesmente, polinémios graduados.
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2.2. Identidades G-graduadas

Observacao 2.1.9. A Z,-graduacgao de F(X) pode ser generalizada para uma G-graduagdo,

onde G € um grupo aditivo. Para isto basta fazer um processo andlogo ao anterior.

Exemplo 2.1.10. Se denotarmos por 0 o conjunto dos monémios em F(X) com grau
homogéneo par, e por 1 o conjunto dos monoémios em F(X) com grau homogéneo impar,

entdo teremos que F(X) possui a sequinte Zo-graduacao:

F(X)=F(X)O g FXx)®

2.2 Identidades G-graduadas

Nesta secao, apresentaremos o conceito de identidades polinomiais G-graduadas que serao
objeto central de estudo no restante do texto. De agora em diante denotaremos por F'(X)

a algebra associativa livre G-graduada.

Definicao 2.2.1. Seja A = Z@A(a) uma dlgebra G-graduada. Um polinénimio G-

aceG
graduado f(xq1,2s,...,xx) € F(X) € dito ser uma identidade polinomial graduada para

a dlgebra G-graduada A se f(ay, as, ...,a;) = 0 para quaisquer a; € A =12 . k.

Denotaremos o conjunto das identidades polinomiais G-graduadas por T(A)9", ou seja:
TA)Y ={fe F(X): f=0em A}

Exemplo 2.2.2. Seja A = Z @A(Q) uma dlgebra G-graduada com a graduacdao trivial
geG

definida no exemplo (2.1.9). Se a(z1) € G — {e}, entdo o polinémio x, € F(X) é uma
identidade G-graduada de A.

Exemplo 2.2.3. Tome a dlgebra de Grassmann E com sua Zs-graduacao natural definida

em , temos que f(xy,x2) = [T1, 23] = 129 — Xow1 € F(X), com a(z1) =0 = a(xq)
¢ uma tdentidade Zo-graduada de F.
Com efeito, basta observar que Z(E) = EO,

Defini¢ao 2.2.4. Um ideal I de F(X) ¢é dito ser um Tg-ideal se o(I) C I para todo
endomorfismo G-graduado ¢ de F(X), ou seja, um ideal I é um Tg-ideal se € fechado

sob todos os endomorfismos G-graduados ¢ : F(X) — F(X) .
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2.2. Identidades G-graduadas

Observacao 2.2.5. Quando G = 7Z,, o Tg-ideal serd denotado por T,.

Definic¢ao 2.2.6. Seja S C F(X). O Tg-ideal gerado por S é a intersecio de todos os

Ta

Te-ideais de F(X) que contém S, denotaremos esse conjunto por (S)'¢, ou seja,

(8)"¢ = Spanp {p1 o(f) p2: f € S, ¢ € End(F(X))"  p1,p» € F(X)}.

Definic¢ao 2.2.7. Um polinomio G-graduado f € F(X) é dito homogéneo na varidvel
x; € X, se x; aparece o mesmo numero de vezes em todos os mondmios de f. Se f é

homogéneo em todas as varidveis, entao diremos que f e multi-homogéneo.

Definicao 2.2.8. Um polinomio G-graduado f € F(X) é linear na varidvel z; € X,
se x; aparece apenas uma vez em cada monomio de f. Se f € linear em todas as suas

varidveis, diremos que f é multilinear G-graduado.

Observacao 2.2.9. Nao é dificil ver que I € um Tg-ideal se, e somente se, f(g1,...,gn) €
I, para quaisquer f(xy,...,z,) € I e g; € F(X)o@),

Se A ¢ uma dlgebra G-graduada, entdo o conjunto T(A)9" é um Tg-ideal de F(X) e os

resultados do Teorema |1.4.5] ainda sao vdlidos no caso de um Tg-ideal, isto é:

Teorema 2.2.10. Seja f(xy,...,x,) = Zfi(:cl, ey X)), onde f; € a componente homogeé-
i=0

nea de f de grau i em x1.

(1) Se F' contém mais que n elementos entdo

<f07 f17 ceey fn>TG = <f>TG.

(i) Se caracteristica de F € igual a zero, entdo f é PI-equivalente a um conjunto de

polinomios multilineares G-graduados.

Exemplo 2.2.11. Seja My(F) munida da Zs-graduacdo definida no exemplo Di
Vincenzo [{] provou que para um corpo de caracteristica zero
T(My(F))"" = (y12 — Yoy, 212223 — 232221>T2-

Exemplo 2.2.12. Seja F' um corpo finito de caracteristica p > 2 e E a dlgebra de
Grassmann unitdria de dimensao infinita, Fonseca em [1] determinou uma base para as

wdentidades polinomiais Zo-graduadas para qualquer Zso-graduagao nao trivial da dlgebra

E.
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2.2. Identidades G-graduadas

A seguir veremos um resultado que relaciona os conceitos de identidades polinomiais

ordinarias (as identidades definidas no capitulo 1) e identidades polinomiais graduadas.

Proposicao 2.2.13. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduacoes tais
que T(A)9" C T(B)9", entao T(A) C T(B). Além disso, se T(A)9" = T(B)?" entao
T(A) =T(B).

Demonstracao: Consideremos a algebra associativa livre F(Y), onde Y = {y1,v2,...} &
um conjunto ndo vazio enumeravel de varidveis ndo comutativas e seja f = f(y1, ..., yn) €
T'(A). Dados by, ..., b, € B, tomemos b;, € BY tal que, para 1 <i<mne g€ G, temos

bi=Y b,

geG

Para cada b;, # 0, podemos associar uma variavel z;, € X (9). Consideramos o polinémio

g=9(@1,, s T1yy o Toy, ) = f (Zmlg,...,zxng> € F(Y).

geG geG
Como f € T(A), entdo g € T'(A)9", e assim, por hipotese temos que g € T'(B)?". Fazendo

as substituigoes x;, = b;,, para 1 <i <ne g € G, temos

F(by, . by) = f (Zblg, an> = g(b1,, oy biyy s b2y, o) = 0.

geG geG

Observacao 2.2.14. A reciproca do resultado acima € falsa. De fato, considere na dlgebra
de Grassmann E a Zo-graduacio natural E = EO & ED e g Zy-graduacio trivial E =
E®{0}. Temos que f(x1,x9) = [21, 2], com a(x1) = a(zs) = 0, € identidade polinomial
Zig-graduada de E com respeito a primeira graduacao, mas nao € identidade polinomial

graduada com respeito a graduacao trivial.
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Capitulo 3

Identidades Z,-graduadas de M, (F)

Neste capitulo estudaremos os resultados obtidos por Vasilovsky [18] e por Azevedo [2].
Ambos descreveram uma base finita para as identidades polinomiais Z,-graduadas de
M, (F), [18] quando F' for um corpo de caracteristica zero e [2] quando F' for um corpo
infinito de caracteristica qualquer. Vale ressaltar que a base para as identidades polino-
miais Z,-graduadas de M, (F') é a mesma, a fundamental diferenca entre os artigos esta

na técnica utilizada para se obter o resultado, fato que exploraremos aqui.

3.1 Corpo com Caracteristica Zero

Teorema 3.1.1. Seja F' um corpo de caracteristica 0. Todas as identidades polinomiais

graduadas da dlgebra Z,-graduada M, (F) sequem de:

T1Te — Tory =0, a(x)) = alry) =0 (3.1)

T12xe — Toxx; = 0, a(x;) = a(re) = —a(x) (3.2)
Antes de demonstrar esse Teorema precisaremos de alguns resultados que faremos a seguir:

Lema 3.1.2. A dlgebra graduada M, (F) satisfaz as identidades el5.4

)

~ 0 . . . .
Demonstracao: Como os elementos de M consistem apenas de matrizes diagonais, e

nos temos que duas matrizes diagonais quaisquer comutam, segue que M, (F') satisfaz a
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

identidade graduada [3.1, Uma vez que a identidade é multilinear, basta demonstrar
apenas para os elementos da base (no sentido de geradores), isto é, mostrar que essa

identidade vale quando

Ty = E’h,jla T = E; T = Er,s-

2,529

Para E;, j;,, Fi, ;, € M e E,. s € M,Sm), onde 0 <t <n —1, de modo que:

11+t se i1+t<n

1=
hW+t—mn se 11 +t>n
. Jao—t se jo—t=>1
19 =
jz-t‘i‘ﬂ se jg—t<1
s+t se s+t<n
r =

s+t—n se s+t>n

Note que E;, j, E, s E;, j, # 0 somente se j; =1 e s = is.
Afirmacgao 3.1.3. Neste caso i1 =s =1y € j1 =T = Js.

De fato, se j1 = i1+t er = s+t —n, entdo, de j; = r, temos que, r = i; + ¢ entao,
i1+t=s+t—neassimn=s—iy, que é impossivel, pois 1 < s,4; < n. Assim, as
igualdades j; =11+t e r+s =t nao podem ocorrer simultaneamente. O mesmo se aplica
para as igualdades s =r —t e i = jo —t +n. Assim, quando j; =i, + ¢, temos r = s+

e ip = Jo — t, de modo que

ing:T—t:jl—t:il

r=n=t+t=1+t= 7.

Analogamente, quando j; =4, +t—n, temosr =s+t—mne iy = jo —t +n, de onde

ingzT—t—i-n:jl—t—Fn:il

T:j1221+t—nzlg+t—n:]2
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Provando a afirmacao acima.
Isso nos permite concluir que E;, ;, E, s Fi, ;, 7 0 se, e somente se, iy = s = ig € j1 =1 = Jo,
ET,SEZ'

e se, e somente se, I, ;,

# 0. Neste caso,

1,J1

Ei i ErsEiy 5, = Eiy j, = Eiy gy Er s B

1,J1°
Caso contrario,

By ErsEiyj, =0=Ey B s By g

27j2
Provando que M, (F) satisfaz a identidade

O
A partir de agora denotaremos por I, o T,-ideal gerado pelos polinémios descritos nas

identidades e

Definicao 3.1.4. Para um inteiro k, denotamos por Sy o conjunto de todas as permuta-

¢oes do congunto {1,2,....k}. Para x1,z9,....,x, € X e o € S, seja
Mo = Me(T1, T2,y ooy Th) = To(1)Tor(2) - - - To(k)-

O mondémio multilinear em x1, Ta, ..., T} correspondente a permutacao identidade serd de-
notado por

m = m(xy,Ta, ..., T) = T1Ta . . . T.

Observacao 3.1.5. Qualquer identidade graduada multilinear pode ser expressa por

f = Z AgMyg,

UESk;

onde a, € F.

Defini¢ao 3.1.6. Por uma substitui¢cdo standard em um polinomio f em F(X), en-

tenderemos uma substituicao S da forma

Ir = E,L'le,l'g = Ei27j27 ey L = EZkv]k (33)

onde

js - Z.s = CY(.I'S) (34)
De modo que E;_ ;. € MDD g =12, k.
Para o polinomio graduado f(x1,2a,...,xx) € a substituicao S, denotaremos por fls o

valor de f correspondente a substituicao S.
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Observacao 3.1.7. Se f € multilinear e se f|s = 0 para toda substitui¢io standard S,

entao f é uma identidade graduada de M, (F).

Observacao 3.1.8. Quando uma substituicao standard S € feita, o valor do mondmio

My (21, Ta, ..., k) € diferente de zero se, e somente se,

Jo(1) = 10(2), Jo(2) = to(3)) -+ Jo(k—1) = o (k) (3.5)

e neste caso,

Mels = Eio—(l)vjc(k)'

Definigao 3.1.9. Para um monémio my(xy1, T, ...,Tx), 0 € Sk, € dois inteiros 1 < p <
q < k, denote por m([f’q] a subpalavra obtida a partir de m, descartando os primeiros p—1

e 0s ultimos k — q fatores:

m[f’(ﬂ = Zo(p)Lo(p+1) - - - Lo(q)-

Lema 3.1.10. Para qualquer o € Sy, existe uma substituicao standard S tal que

Mo (21, T, ..., Tk)|s # 0.

Demonstracao: Usaremos inducao em k para demonstrar esse fato.
Para k = 1, temos

me(T1) = 27.

Assim, basta tomar S tal que x; = E;,, com n — ¢ = a(x;). Portanto teremos
ma(ml) = Ei,n 7é O

Sejam k > 1 e a(xy) = t, para algum inteiro 0 < ¢ < n, suponha por hipotese de indugao

o enunciado para k — 1. Assim, existe uma substituicao standard S, satisfazendo

To1) = Eir g1 To2) = Eiy oy s To(e-1) = Ei (3.6)

2,429 ** k—1:Jk—1

tal que
mo’('rlu L2y eey xkfl) = E'il’]'kfl # 0.

Entdo, definindo além de 3.6} o) = E

Jk—1:Jk? onde

) Jk-1+1t se jp1+t<n
Je =
jk_1—|—t—n se jk_1+t>n
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Temos

Mo (21, T2, s T) = Eiy gy Ej_ g = By gy, # 0.

O

Lema 3.1.11. Se m,|s # 0 entdo, para qualquer 1 <p < q <k,

a(mPM) = Jota) ~ o).
Demonstragao: Temos que
mg%q} = Lo(p)Lo(p+1) - - - Lo(q)-
Assim, usando [3.4] e 3.5 temos
aA(mPY) = a(2o(4)Topi1) - Tote)) = UTop) + ATo(pr) + - + A20(g) =
= Jol@) — lote) T Jola-1) ~iotg-1) + - F Jor) — lop) =
= Jolg) ~ lo(a) T lo(q) ~ la(g-1) T -+ F lo(p+1) ~ lo(p) = Jota) ~ lop)-

O

Lema 3.1.12. Se, para uma permutacao o € Sy, existe uma substituicao standard S tal

que

Mo (T1, T, ..., Tk )|s = m(x1, 22, ..., Tx)|s # 0,

entao,

My (T1, T, ..., Tk) = x1 - n(x2, T3, ..., 1) (Mod 1),
para algum mondmio n(xs, T3, ..., T) = TpTp,... 2T

k

Demonstracao: Se o(1) = 1, temos o resultado.

Suponha o(1) # 1, note que:

1=0"Yo(1) <o !(1).

33



3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Seja ¢ o menor inteiro positivo tal que o~ (t + 1) < o1(1)
Temos

1<oM(t+1) <o (1) <o ().

Uma vez que, por hipotese,

Ei17j1 Ei27j2 T Eikajk = Eio(l)ujcr(l)Eio'(2))jo(2) U Eia(k)aja(k) # 0,

segue que, iy = ly(1), ji = 441 €, para s > 1, Jo(s—1) = ly(s). Entao definindo
-1 -1 -1
p=o0o (t_'_l)? q=0 (1)7 r=o (t)a

temos 1 < p < q<rcom ja(q,l) = ’ig(q) = Z.afl(a(l)) =1 = ’ig(l), jg(r) = ia(p) e, quando

P> 1, Jop-1) = lo(p)-

Primeiramente consideremos o caso em que p > 1, e neste caso temos:

Jo(r) = lo(p) = Jo(p—1) © Ja(g—1) = lo(q) = Lo(1);

o que implica que

Jo(p—1) = lo(1) = lo(p) — Jo(g—1) = Jo(r) — la(g) = to;

para algum ty € Z. Logo, pelo lema [3.1.11] temos

a(mPr1) = 5,0 1) — i) = to

a(mP) = 7,1 = o) = —to
a(mld) = o0y = is(g = lo.
Agora como o polinébmio r1xzs — Toxx, €std em [, temos

ma_ — m[o_lvp_l} . m[qu_l} . m([;]vr] . mgﬂ—"_lvk]

lar] . ,lpa—1] | ) [Lp—1] | o, [r+1,K]
mO' mO' mO' mCT

lg+1,r]

= Ty(ym [r+1,k]

a1 [Lp—1] |

= xo_(q)xb S

k

= 112y, -2y, (mod 1,)
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Se p =1, temos
Jo(a=1) = lo(q) = lo(1) = Jo(r),

usando novamente |3.1.11] temos que

a(ml ) = o ) = o) =0

a(m([;lﬂ) = Jotr) — fo(g) = 0.
Como o polindémio zyxy — xoxy estd em [,, segue que
me = mba . plerl oyl

fry [q,’f‘} . [17(171} . [T+17k]
= md"-ml my

= To(q)Tly * " Ty,

= 112y, - 2y (mod 1)

Lema 3.1.13. Se, para uma permutag¢ao o € Sy, existir uma substitui¢ao standard S tal
que
My (T1, Tay .y Ti)|s = M1, To, .y T )|s # O,
entao
My (x1, Tay ..., Tg) = M1, Ta, ..., T ) (Mmod 1,).
Demonstracao: Seja r o maior inteiro positivo tal que

Mo (T1, Loy .oy Tp) = T1To -+ Ty - N(Tpiq, .., g ) (Mod 1),

para algum monomio multilinear n(z,, 1, .12, ..., rx). Precisamos mostrar que r = k para
termos

Mo (T1, T, ...y T) = X129 - - - K (Mod 1,).
Por contradicao, suponhamos r» < k. Entao r < k — 2.
Como my(x1, Tay ..., k) = 1T+ - Ty - N(Tp i1, ..., g ) (mod I,) e I, C T(M,(F))9", entdo
Mo (1, Toy ooy Tp) — T1T2 -+ Ty - W(Tpi1, ooy ) € Iy ST (M (F))7.
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Logo,

(me (21, T2, ..., Tg) — X1T9 -+ Ty Ty 1, ey Tg) )| s = 0 =
Mo (L1, Ty ooy Tp)|s = T129 - 2 - X0y 1, oo, T | s
Portanto,
T1Tg Ty Xy 1, Tpgay oo T ) |s = Mo (T1, T2, .oy Tk ) |s = m(x1, 22, ..., Tk)|s # 0.
Além disso,
1T - Ty U Tpg1, Tpga, o, Th)|s = B

it B g = By g (g1, oy ) s =

= Eihjr ' n(xTJrh ey wk)’S

m(xh ey mk)|$ = Ei17j1 T Eir,jr{xr-i-l’ ey xk}|5 = Ei1,jr{'r?"+17 ey mk}|3

Assim, temos que

n(SUr+17 Tyg2,nny ka)|s = Tpry1Tpy2 - -xk’S # 0.

Pelo lema [3.1.12] existe um monoémio multilinear n’(x, o, Z,43, ..., Tx) tal que

N(Trg 1, Trgay ooy Tp) = Tpgr - N (a2, Tras, ooy ) (mod 1,).

Assim,
Mo (1, Toy oy ) = X1 T Ty, ..., T ) (Mod 1)
= 21T Ty -0 (Trga, .o, k) (Mod 1)
O que contradiz a escolha do nimero 7. 0

Corolario 3.1.14. Se, para duas permutacoes o, 7 € Sy, existe uma substituicao standard

S tal que

mo('rlvx% '”7‘rk)’8 - mT(x17x27 "‘Jxk)|8 7é 07

entao

Mo (x1, Tay ..., ) = My (T1, To, ..., zx) (Mod 1,).
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3.1. Corpo com Caracteristica Zero

Demonstracgao:

Note primeiramente que,

Mo (T1, 2, oy Tk) = To()To(2)  ** To(k)
= Tr(r YoM Tr(r=1(e(2)) " Tr(r=1(a(k)))

= Y o)t e@) Yt o(k)

onde y; = 73, i = 1,2, ..., k. Além disso,

m(yb Y2, -, Z/k) = Y2 Yk
= Tr()Tr(2) " Lr(k)

= m’l‘(xthv"ka)
Como por hipotese
mo(xhx% “'7xk>|8 - mT(x17x27 sy Ik)‘s # 07

temos que,
mrflo(yh Y2, '~'7yk:)|5 = m(ylv Y25 -0y yk)|$ 7£ 0.

Portanto, pelo Lema anterior

Mr—15(Y1, Y2, -y Yu) = m(y1, Yo, -, Yx ) (mod 1,).

Logo,

Mo (21, T, .y T )|s = My (21, 29, ... ) (Mod 1,).

Agora fazeremos a demonstracao do Teorema [3.1.1| que é o resultado principal desta

Secao.

Demonstracao:|Teorema [3.1.1] J& mostramos no lema que I,, C T(M,)?", agora

mostraremos que T(M,)9" C I,. Com efeito, seja f(z1,z,...,x;) # 0 uma identidade

polinomial graduada de M, (F), uma vez que a caracteristica de F' é zero, podemos supor

f multilinear.
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3.2. Corpo Infinito

Seja r o menor inteiro nao negativo tal que o polinémio f pode ser expresso, moédulo [,
como combinacao linear de mondémios
.
f= Zagqmgq(mod I,,),
q=1
com 0 # aq, € F, 04 € Sp. Mostraremos que r = 0, para termos f = 0(mod I,,).
Suponha o contrario, ou seja, » > 0, pelo lema [3.1.10] existe uma substituicao standard

S, tal que my, |s # 0, agora como f|s = 0, entao

T

aalmzn‘s = - E A, Mg, |S-
q=2
Além disso,

Me,|s € {Eij 4,5 =1,2,...,n}U{0}, ¢=1,2,...,r,

segue que existe pelo menos um inteiro p € {2, 3, ...,r} tal que

map‘g = mm’g 7é 0.

Pelo corolario |3.1.14]

Mg, = Mg, (mod I,).

Logo,
r p—1 r
f= E Ao, Mo, = (Go; + U, )Mo, + E Uy M, + E Uy, Mg, (mod I,).
g=1 q=2 q=p+1

Assim, f pode ser expressa, médulo I,,, como combinagao linear de nao mais que r — 1
monomios multilineares, o que contradiz a escolha do r.

Portanto f =0 (mod 1,,), ou seja, f € I, O

3.2 Corpo Infinito

Na secao anterior, estudamos as identidades polinomiais Z,-graduadas da algebra Z,-
graduada M, (F') quando F' é um corpo de caracteristica zero. Nesta se¢do, trataremos as
identidades polinomiais Z,-graduadas da algebra Z,-graduada M, (F') no caso mais geral

em que F é um corpo infinito de caracteristica qualquer. No entanto, vale ressaltar que,
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3.2. Corpo Infinito

ao estudarmos sobre um corpo de caracteristica zero, poderiamos assumir que os polino-
mios eram multilineares e, com isso, conseguimos o resultado. Nesta secao, como o corpo
¢ infinito, nao podemos, em geral, utilizar este fato, sendo assim, as ferramentas utiliza-
das por Azevedo em [2] para mostrar o resultado foram polinémios multi-homogéneos e

matrizes genéricas.

Teorema 3.2.1. Seja F' um corpo infinito. Todas as identidades polinomiais Z,,-graduadas

da dlgebra Z,-graduada M,(F) sequem de
T1x9 — o1 =0, afxry) = a(xe) =0
r1xxe — xoxxy = 0, ax;) = a(xe) = —a(x).

Antes de demonstrar este teorema precisaremos de algumas defini¢oes e resultados que

faremos a seguir:

Definigao 3.2.2. Seja Q = Fly®

01 < k < n,i > 1] a dlgebra dos polinémios co-

mutativos gerados pelas varidveis y(k). Para i € {0,1,...,n — 1}, denotaremos M, (); o

7

subespago de M, (Q) que consiste de matrizes da forma:

0 e 0 f1 0 -0

0 e 00 fy -0

0 0 0 0 il
fn—it1 0O 0 O 0

0 £,0 0 0

onde f1, fa, ..., fn € Q.

Lema 3.2.3. A dlgebra Z,-graduada M, (F) satisfaz as identidades e[5.4
Demonstracao: A demonstracao deste lema é analoga a demonstracao do lema [3.1.2] [J
O proximo lema vai mostrar que a decomposicao dada na definicao define uma

Z,-graduagao para a algebra M, (€2).
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Lema 3.2.4. Seja f1, fo, ..., fn, 91, G2, .., g polindmios de €2, e denote

0 v 0 fi 0 -~ 0
0 e 000 fy -0
A= 0 0 0 O fr—i
focizi - 0 0 0 --- 0
0 fn 0 0 0
e
0 0 o O 0
0 0 0 ¢ 0
Gnjs1 - 0 0 0 - 0
0 g, 0 0 0
com 0 <1i,7 <n—1. Entao,
0 0 figin O 0
0 0 0 f29i, 0
AB = 0 0 0 0 - fogi |-
fx+1giz+1 U 0 0 0 o 0
0 oo fogi, 0 0 .- 0

onde iy = (i+k—1)modn+1ex=n—(i+j) modn

Demonstracao: O elemento f; esta na posicao (1,74 1) da matriz A. Portanto quando
k=1,i1=i+1=(i+k—1)modn+ 1.

Para k > 2, a posicao do elemento f; é (k,i+k)sei+k <ne(k,i+k—n)sei+k>n.
Logo, a posicao de fy é (k, (i + k — 1)mod n + 1). Portanto,

ir=(i+k—1)mod n+1 (3.7)
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Agora determinaremos z, de tal modo que f,g;, apareca na ultima coluna da matriz AB,
para isso observamos que g,—; estd na tltima coluna da matriz B e nés sabemos que o

indice 7, de f,g;, da matriz AB acompanha o indice n — j da matriz B, assim,
n—7j=i, (3.8)
Portanto, usando as equagoes e temos que
ip=n—j=(+z—1)mod n+ 1.

Analisaremos dois possiveis casos:

Caso 1: 0<i+x—1<n

Neste caso, n — 7 = i+ x, assim, * = n — (1 + j). Como 1 < x < n, nés temos
0<i+j<n-—1. Logox=mn— (i+j)mod n.

Caso2: n<i+x—1<2n-2

Aqui, n —j =i+x—mn,assim, z = n— (i+j—n). Como 1 < z < n, ndés temos,

0<i+j—n<n—1 Assimyz=n—(i+j—n)modn=n—(i+ j)modn O

Definig¢ao 3.2.5. Denote por R a subdlgebra 7, -graduada de M, () gerada pelas matrizes

0 0o 4" 0 0
0 0o 0 y? 0
A= 0 0 0 0 (n-ate)
yzgnfa(:ﬁi)+1) 0 0 0 0
0 gm0 0 0
F(X)

Lema 3.2.6. A dlgebra relativamente livre Z,-graduada ¢ wsomorfa a dlgebra

R.

(M, (F))o
Demonstracdo: A prova ¢ analoga ao caso para matrizes genéricas (teorema [1.6.3). A

aplicagao ¢ : F'(X) — R definida por ¢(f(z1,...,zx)) = f(A1,..., Ax) é um homomor-
fismo Z,-graduado. Claramente ¢ ¢ sobrejetora. Além disso, Kerp = T'(M,(F)). O
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3.2. Corpo Infinito

Lema 3.2.7. Para todo monomio 0 # m(zy, xa, ..., x) € F(X) de comprimento q, existem

inteiros 1 < iy < ... <i, <k e{ky,...k,x} C{l,...,n} tais que

(k1) (kq)
0O --- 0 yz‘ll"'?/iq 0 --- 0
0O --- 0 0 Wy - 0
m(Ai, ..., Ag) = 0 0 0 0 we |
Wat1 0 0 0 0
0 Wn, 0 0 0
onde w; = ygl(kﬁi*?)m()d nt) .. ~ygk"+i_2)mod =92 n

Demonstracao: Usaremos inducao sobre o comprimento q.

Para ¢ = 1, temos

m(zy) = x1.
Logo,
0 0o 4" 0 0
0 o o y? 0
y{nmeEn 0 0 0 0
0 gm0 0 0

1 ; —1)mod n+1
e aqui temos, iy =1, k1 =1, z=n— a($l); € Wy = yY Jmod # .

Se ¢ > 1, entdo existe um mondémio n(xy,...,zx) € F(X), tal que m(xy,...,xx) =
n(z1, ..., o)y, onde 1 < ¢ < k. Por hipdtese de inducao o resultado é valido para o

monomio n(xy, ..., rx), pois 0 seu comprimento é g — 1, assim existem inteiros 1 < i; <

42



3.2. Corpo Infinito

o <ligor <k edky, . kg1, t} €{1,2,...,n} tais que
0 0 M) g g
0 0 0 dg -+ 0
n(Ar,...Ag) =1 0 0 0 0 5
041 0 0 0 0
0 On 0 0o -~ 0
onde 6, = ygl(k1+r—2)mod ntl) £51jq171+7‘—2)m0d n+1)’ r=2..n.

Assim, usando o lema temos que n(Aj, ..., Ax) - A, é

0
0

+1Yp

0

5 (Jao+1)

0
0

5, ](Jjn)

onde n(A, ..., Ay) é dada por [3.9]e

Além disso,

0
0

itz +D

(k1) . yz(j_qzl)yz()h) 0 . 0

0 0 0

0 0 0
0oy o0 0
0 0 gy 0

O 0 0 . yz()”*a(xp))

0O 0 0 0
gm0 0 0

Jr=Mm—t+r—1modn +1 e x =n—(n—t+a(x,))modn

Logo, tomando i, = p e k, = j1, temos que
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0 0yl 00
0O --- 0 0 wy -+ 0
n(Ar o A)Ay= | 0 0 0 0 - we | =mAn A,
Wil -+ 0 0 0O --- 0
0 - wy 0 0O --- 0
onde w, = 8,y = (I Ly R A0 = 9. Agora ana-

lisaremos j,, usando temos
h=m—tmodn +1=ji—n+t=cn+1=j5—-—cn=n—t+1, ¢ €Z.
Assim,

jgr=Mm—t+r—1modn +1 = j,=(n—t+1)+r—2)modn +1

= jp—n+t—r+2=cn+1
= jr—(n—t+1)—r+2=cn+1
= jr—(h1—an)—r+2=cn+1
= Jr—J1i—r+2=cn+1l
= j,=01+7r—2)modn +1,

onde ¢y, c3 € Z.

Logo

W, = 5rygr) _ y§1(k1+r72)mod n+l) i(lff,i_lJrer)mod n+1) z‘((Ek:q—i-'r—2)mod n+1),
com r =2, ....,n. Como queriamos. OJ

Lema 3.2.8. Sejam m(xy,...,xx) e n(xy, ..., x) dois monomios de F(X). Se as matrizes

m(Ay, ..., Ax) e n(Ay, ..., Ay), tém na primeira linha, a mesma entrada nao nula, entdo

m(Ar, ooy Ar) = n( Ay, oy Ay)

44



3.2. Corpo Infinito

Demonstracgao:

Pelo Lema anterior temos que existem 1 <1y < --- <4, < ke {k,....k,x} C{1,..

tal que
(k1) (kq)
0 o 0 gy 0 - 0
0 0 0 Wo 0
m(Ai, ..., Ay) = 0 0 0 0 wy |
Weit o+ 0 0 0 --- 0
0 - w, 0 0 --- 0
onde w; = ygf’“”*”m"d nt L. -ygkﬁi*z)md =92 n.

Analogamente existem 1 < j; < .-+ < j, <ke {r,..,rpt} C{l,...,n} tal que

(r1) (rp)
0 - 0 gy 0 0
0O --- 0 0 Sy - 0
n(Ay,...,A) =1 0 0 0 0 & |
Ottt 0 0 0 0
0 On 0 0 0
onde 9; = yj(frlﬂ_z)m‘)d KR yj(-z(f”ﬂd)mo‘i "H), Jj=2,...,n.
Por hipotese, temos que ygﬂ) o -yg%) = J(»:l) . -yj(»:p) entao,

pP=q, x=1 € 11 =7J1,....,0 = Jq-
Assim, reordenando se necessario, temos que
ki =r1,... kg =14

Portanto,

Wy = (52, e Wp = 571
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Lema 3.2.9. Sejam m(z1, ..., ) e n(xy, ..., x;) dois monomios de F(X). Sem(Ay, ..., Ax) =

n(A, ..., A) entao m(zy, ..., x;) = n(xy, ..., x)mod I,

Demonstracao: Seja ¢ o comprimento do monémio m. Usaremos inducao em q.
Se ¢ = 1 temos o resultado.

Suponha agora g > 1.

Suponha que z, ¢ uma indeterminada de m(z1, ..., xx) € my e my dois mondémios de F'(X)
tais que m = myx,me. Pelo lema [3.2.7] temos que existem monoémios wy, ..., wy, 1, ..., 0

em {2 e inteiros 0 < 4,5 < n — 1 tais que

0 0 w1 O 0
0 0 0 we 0
mi(Ag, ..., Ay) = 0 e 000 e wy
Wnoizi - 0 0 0 --- 0
0 w, 0 0 0
e
0 0 0, O 0
0 0 0 o 0
ma(Ar, ..., Ap) = 0O - 0 0 0 O
6nji1 - 0 0 0 --- 0
0 e 5, 0 0 -+ 0

Observe que o grau de my(Ay, ..., Ay) e mo(Ay, ..., Ax) em R sdo respectivamente i e 7.

Pelo lema [3.2.4] temos que my(Ay, ..., Ax) - A, ¢ igual a
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0 0 wy™ 0 - 0
0 . 0 0 wgy;(,”) e 0
0 0 0 0 %ygr) 7
weyse 0 0 0 . 0
nYp

onde i, = (i+r—1)modn +1ex=n—(i+a(z,))mod n.

Assim, a matriz m(Ay, ..., Ax) = mqi(As, ..., Ax) - Ap - ma(Ay, ..., Ag) ¢ igual a

0 e 0 le;(jl)éjl 0 e 0
0 . 0 0 wayP s, - 0
0 - 0 0 0 e wees |
wWos1ty 05, 0 0 0 0
. (ia) 5 ..
0 Wnlp ' 0; 0 0 0

onde jy=(Mn—z+s—1)modn+1ley=n—(n—x+j)modn.

Assim a variavel yz(,il) deve aparecer pelo menos uma vez na primeira linha de n(Ay, ..., Ay),
pois, m(Ay, ..., Ax) = n(Ai, ..., Ax). Aplicando o mesmo raciocinio para n, existem dois
monomios n; e ny em F(X) tais que n = nya,ny e o grau de ny (A, ..., Ax) é i em R, pois
caso contrario a variavel y,(,il) nao apareceria na primeira linha de n(Ay, ..., Ay). Assim,
mi(Ag, ..., Ag) e ni(Ay, ..., Ax) tem o mesmo grau homogéneo em R, logo, a(my) = a(ny).
Portanto, podemos concluir que se z, ¢ uma indeterminada de m(z1,...,xx) e my,...,my
monoémios em F(X) tal que m = myx,mox,ms - - - my_1z,my, entdo existem monoémios
ni,...,n; em F(X) e uma correspondéncia biunivoca ¢ : {1,....1} — {1,...,1} tal que
N = NTpNaTpNg - - - M_1LpNy € (MM - - - my) = a(Nixpng -+ Ny ), t =1, ..., L.

Seja x; a primeira indeterminada de m. Assim, existem dois monémios ny e ny em F(X)
tais que n = nyz;ng e a(ny) = 0. Analisaremos os trés possiveis casos:

Caso 1: Existem dois monomios my, my em F(X) tais que m = x;myz;msy e a(xymy) =

0. Denotando my = 1, temos m = mox;mizsms, com a(mg) = 0,a(mexr;m;) = 0 e
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a(mox;miz;my) = a(m). Entdo existem 3 monoémios ng, ng, ns em F(X) tais que
N = N3x;N4I;inNs.

Portanto, como «(n) = a(m), pois n(Ay, ..., Ax) = m(A;, ..., Ax), temos que

a(nz) =0 e a(nzzny) =0.

Caso 2: Existem duas indeterminadas x, e x; e seis monomios my, ms, N3, N4, N5, Ng €1
F(X) tais que m = myz,Tpme € N = N3TaNaTiNsTpNg, N1 = N3TaNg, (my) = a(ng) e
a(miz,) = a(nzxengzns).

Como a(my) = a(ns), temos que, a(mix,) = a(nzx,). Assim, a(nzz,) = a(miz,) =
a(nszenazins). Logo, a(ngwns) = 0.

Caso 3: Nenhum dos casos anteriores ocorre.

Considere m = x;, ---x; . Seja r € {1,...,q} e sejam ngz,ny,ns,ng € F(X) tais que

o
ny = ngTing, a(ng) = a(r;, ---x;,_,), n= 5L, 1116 a(ns) = a(zi, -+ zi,).
Afirmacao: Como nao ocorre nenhum dos casos anteriores, temos que o comprimento
de nsx;, ., € menor que o comprimento de n,x;.

De fato, se o comprimento de nsz; ., é igual ao comprimento de n;z;, entao ns = n; e

T, = T;. Assim, como x; ¢ a primeira indeterminada de m entao x; = z;,, logo,

m = milwig e xirmir+1xi1y+2 e ajiq — fL’i x’ig e xir
mi mo

com a(x;my) = alx;---x;) = a(ns) = a(ny) = 0, ocorrendo o caso 1.

Agora se o comprimento de nsx;, ., ¢ maior que o comprimento de n;x;, temos que

n = TL5.’L’Z'T+ITL6

N = N1TiNg = N3T; . NaT;N2

entdo x; ,, aparece em no, assim existe um monoémio n, € F'(X) tal que ny = nyx;_,, ne.

Logo,
ns
P —
N =mng ZTj. N4TiNy Ts,.,, Ne
~~~ S~
Za Tp
e

M= TiyTiy =+ Liyp Lip gy Lipyy " Lig = TiyLig " iy Lalb Lipyy * " Lig)

/
my mo
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alem disso, a(m]) = a(x;- -z, ) = a(ns) ea(miz,) = a(zy - - 2,) = a(ns) = a(nsx nazing),
ocorrendo o caso 2. O que prova a afirmacao.

Logo o comprimento de nsx; , nao é maior que o comprimento de n;. Aplicando a mesma
ideia para r+1,r+2, ... concluimos que existe ry € {1, ..., ¢} tal que para r > ro, todo z;,

e, toda indeterminada

aparace em n; 0 mesmo nimero de vezes que em Tiy Tiyo 4y * " Tig

de n, estd em Ti,, -z, Assim ng e Ti, -+ x;, tem o mesmo grau homogéneo.

Lirg+1 Lirgtr ”
Ou seja,

(@i, Ti, 4y o T,) = a(ng) = 0.
Sejam ms, my, ms monomios de F'(X) tais que m = mgmyz;ms, onde z; é a primeira
indeterminada de n, a(mzmy) = 0 e myz;ms = Tin Ting 1 ** * Tigy POTEANLO, a(myzjms) =
oy,

Ti,sr oo Ty,) = a(ng) = 0.

Trocando as letras m por n temos o caso 3, e podemos concluir que existem quatro
monodmios ny, ng, g, N1 em F(X) tais que n = nyngzingnig e a(nmg) = 0 e a(ngwng) =
0. Defininiremos

xTingnngniy, se «(ng) =

8
w(Ty, ..., Tg) =
T;NgngNyNig, Se a(ng) 7é

0
0

Se a(ng) = 0, como a(ngz;ng) = 0, entdo a(x;ng) = 0, agora como a(nyng) = 0 usando a

identidade z125 — 2971 = 0 com a(z1) = a(zz) = 0, temos que

(xing)(n7ng)nip = (nyng)(xng)nie mod I,

ou seja:
w(xy, ..., T) = n(xq, ..., ) mod I,.
Se a(ng) # 0, como a(nng) = 0 e a(ngzing) = 0 entdo a(ny) = a(xz;ng) = —a(ng), assim
usando a identidade, 1225 — 2922, = 0 com a(x1) = a(zy) = —a(x), temos que
(xing)ng(n7)nip = (n7)ng(xng)niy mod I,
ou seja:

w(zy, ..., xx) = n(y, ..., ) mod I,.
Assim, w(xq, ..., zx) — n(zy, ..., x) € I, agora usando os resultados e [3.2.3] temos
que I, © T(Mu(F))" = T (i) = T(R), assim,

w(xy, ..., ) —n(xy, ..., x5) € T(R)".
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Logo,
U)(Al, ceey Ak) = n(Al, couy Ak)

Mas por hipdtese n(Ay, ..., Ax) = m(Ay, ..., Ax), assim
m(Al, ceey Ak) = U}(Al, ceey Ak)

Se wy e mgy sdo monomios de F(X) tais que w = x;wy € m = x;my, segue do lema m
que
wo(Ay, ..., Ag) = mo(Ay, ..., Ag).

Como tanto o comprimento de wy quanto o comprimento de mgy é g— 1, temos por hipotese
de inducao que,

wo(x1, ..., Tp) = mo(xq, ..., xx) mod I,.
Assim,

Two(T1, .y T) = xymo(x1, ...y xg) mod I,

e, portanto,

w(xy, ..., xx) = m(xq, ..., xx) mod I,.

O

Agora faremos a demonstra¢ao do Teorema [3.2.1] que é o resultado principal desta segao.
Demonstragio:[Teorema J& mostramos no lema que I, C T(M,(F)),
agora mostraremos que T'(M,)9" C I,. Com efeito, seja f(x1,xs, ..., ) # 0 uma identi-
dade polinomial graduada de M, (F), uma vez que o corpo F' ¢ infinito, podemos supor
que f é multi-homogénea.
Seja r o menor inteiro nao negativo tal que f pode ser expresso, modulo I,,, como uma

combinagao linear de » mondémios multi-homogéneos, ou seja,
T
f= E agmg mod I,,,
q=1

onde 0 # a, € F' e my,...,m, € F(X). Mostraremos que r = 0 para termos
f =0mod I,.
Suponha r > 0, como f é uma identidade polinomial graduada de M, (F') e T (M, (F))9" =

T(%VV =T(R)7", entdo, f(A1,..., Ax) = 0, logo,

G1m1<A1, ,Ak) = — Zquq(Al, N Ak)
q=2
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Segue que existe um inteiro p € {2,3,...,7} tal que my(Ay, ..., Ag) e my(Ay, ..., Ay) tem,
na primeira linha, a mesma entrada nao nula.

Pelo lema [3.2.8] segue que, my(Ay, ..., Ax) = my(Ay, ..., Ay), logo, pelo lema [3.2.9

mi = my, mod I,,.

Assim,
p—1
EZ ¢ = al—i—apml—i—Zaqmq—i— Zaqmq (mod I,,).
q=1 q=2 g=p+1

Portanto f pode ser expressa como a soma de nao mais que r — 1 mondmios multi-

homogéneos, uma contradi¢ao pela escolha do niimero r. Logo,

f=0mod I,.

Isso completa a prova do Teorema. 0]

ol






Referéncias Bibliograficas

[1] Amitsur, S. A.; Levitzki, J. Minimal identities for algebras. Proc. Amer. Math.
Soc.1(1950), 449-463.

[2] Azevedo, S. S. Graded identities for the matriz algebra of order n over an infinite

field. Communications in Algebra. 30(12), (2002), 5849-5860.

[3] Dehn, M. Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsys-
teme, (German) Math. Ann. 85, 184-194, (1922).

[4] Di Vincenzo, O. M. On The Graded Identities of My 1(E), Israel Journal of Mathe-
matics, 80(1992), 323-335.

[5] Drensky, V. Free algebras and Pl-algebras, Graduate Course in Algebra, Springer,
Singapore, 1999.

[6] Drensky, V. A minimal basis of identities for a second-order matriz algebra over a

field of characteristic 0 . Algebra and Logic. 20(3), (1981), 188-194.

[7] Fonseca, L. F. G. Zy-graded identities of the Grassmann algebra over a finite field.
arXiv preprint arXiv:1403.0888 (2014).

[8] Giambruno, A.; Zaicev, M. Polynomial Identities and Asymptotic Methods, Mathe-
matical Surveys and Monographs, vol.122, American Mathematical Society, Provi-

dence, RI, 2005.

[9] Kaplansky, I. Rings with a polynomial identity.Bull. Amer. Math. Soc. 54(1948),
496-500.

23



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Kemer, A. R. Finite basis property of identities of associative algebra. Algebra and

Logic. 26, (1987), 362-397.

Koshlukov, P. Basis of identities of the matriz algebra of order two over a field of

characteristic p # 2. J. Algebra. 241, (2001), 410-434.

Kostant, B. A theorem of Frobenius, a theorem of Amitsur-Levitzki and cohomology

theory, J. Math. Mech. 7, (1958), 237-264.

Razmyslov P.Yu., Finite basing of the identities of a matriz algebra second order

over a field of characteristic zero. Algebra and Logic.12(1973), 47-63.

Razmyslov P.Yu., Trace identities of full matriz algebras over a field of characteristic
zero. (Russian) Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Mat. 38, 723-756, (1974). Translation:
Math. USSR, Izv. 8, 727-760, (1974).

Rosset, S. , A new proof of the Amitsur-Levitzki identity, Israel J. Math 23, (1976),
187-188.

Specht, W. Gesetze in ringen. Math. Zeitschrift. 52, (1950), 557-589.

Swan, R. G. A new proof of the Amitsur-Levitzki identity, Israel J. Math., 23,
(1976), 187-188.

Vasilovsky, S.Yu. Z,-graded Polynomial Identities of the Full Matrixz of order n,
Proceedings of the American Mathematical Society, 127(12)(1999), 3517-3524.

Wagner, W. Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zah-
lensysteme, (German) Math. Ann. 113, 528-567, (1936).

o4



	Preliminares
	Álgebras
	Álgebra Livre
	Identidades Polinomiais
	Polinômios multi-homogêneos e multilineares
	O Teorema de Amitsur-Levitzki
	Matrizes Genéricas

	Graduações
	G-graduação
	A Zn-graduação de Mn(F)
	A Zn-graduação de F"426830A X "526930B 

	Identidades G-graduadas

	Identidades Zn-graduadas de Mn(F)
	Corpo com Característica Zero
	Corpo Infinito

	Referências Bibliográficas



