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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar modelos de filas alternativos ao
M/G/1, nos quais as chegadas seguem um processo de Poisson, o numero total de usué-
rios no sistema e o nimero total de canais de atendimento sao desconhecidos. Neste caso,
observamos apenas o canal de servi¢co que ird oferecer o maximo ou o minimo tempo de
servico. Para isto, as distribuicoes de servico sao obtidas a partir da composicao da distri-
buicao Conway-Maxwell-Poisson truncada no ponto zero, usada para modelar o ntimero
de canais de atendimento, com uma distribuicao geral para o maximo e o minimo tem-
pos de servigo. Desta forma, surgem novas distribui¢oes de servico que sao denominadas
de Méaximo-Conway-Maxwell-Poisson-geral, denotada por distribuicio MAXCOMPG, e
Minimo-Conway-Maxwell-Poisson-geral, denotada por distribuicao MINCOMPG, e, as-
sim, obtemos os modelos de fila M/MAXCOMPG/1 ¢ M/MINCOMPG/1. Como distri-
buicoes gerais usamos as distribui¢coes exponencial, Weibull e Birnbaum Saunders. Para
ilustrar os modelos de fila propostos um amplo estudo de simulacao é feito e dados reais

também sdo utilizados.

Palavras-chave: Modelos de fila M/G/1; distribuicio Conway-Maxwell-Poisson; distri-

buicao do maximo e do minimo tempos de servico.



Abstract

The main aim of this work is to develop alternative queuing models to M/ G/1, in
which arrivals follow a Poisson process, the total number of customers on the system and
the total number of service channels are unknown. Our interest is just to observe the ser-
vice channel that will offer the maximum or minimum service time. Wherefore, the service
distributions are obtained from the composition of the Conway-Maxwell-Poisson distribu-
tion truncated at zero, used to model the number of service channels, with the general dis-
tribution to the maximum and minimum service time. Thus, we obtain new distributions
for service time, which are called Maximum-Conway-Maxwell-Poisson-general, denoted by
MAXCOMPG distribution, and Minimum-Conway-Maxwell-Poisson-general, denoted by
MINCOMPG distribution, consequently, we obtain the queue models M/MAXCOMPG/1
and M/MINCOMPG/ 1, respectively. As general distributions, we use the distributions
exponential, Weibull and Birnbaum Saunders. To illustrate the proposed queue models,

a simulation study is done and also real data are used.

Keywords: M/G/1 queue; Conway-Maxwell-Poisson distribution; distribution

for the maximum and minimum service time.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos maiores problemas em sistemas de fila é modelar de forma realistica a
performance de centrais de servigo, assim como explicar a ocorréncia de disparidades entre
os atendimentos dos diferentes servidores das centrais, uma vez que alguns possuem longas
filas e outros se encontram ociosos. A nossa questao ¢ como construir novos modelos de

fila, que incorporem mecanismos de ajuste contra longas filas.

As disparidades que surgem nas centrais raramente sao incorporadas nos modelos
de fila propostos na literatura. O nosso trabalho tem como propoésito explica-las, desen-
volvendo novos modelos de fila, que possuam mecanismos de ajuste para reequilibrar o
sistema quando ocorre um aumento do fluxo de usuarios no sistema. Tais modelos serao
focados nos servidores que oferecem o maximo ou o minimo tempos de servico entre todos

os servidores em paralelo, sendo que o nimero total destes servidores é desconhecido.

Como exemplo, em um supermercado, alguns usuarios necessitam de um maior
ou menor tempo de servico. Quando o usuario possui muitos itens em seu carrinho de
compra, o supermercado dispoem de caixas normais para o atendimento, e para aquele
com poucos itens, o qual necessita de um tempo menor de servico, é disponibilizado o

servigo de caixa rapido.

Diante deste objetivo usamos a metodologia de composicao de distribuicoes para
obter novas distribui¢oes de servigo, que surgem a partir da composicao da distribui¢ao
Conway-Maxwell-Poisson truncada no ponto zero, denotada por COMP truncada, usada

para modelar o niimero de canais no sistema, com a distribuicao geral para o maximo e o



minimo tempos de servico. Denominamos tais distribui¢oes de Maximo-Conway-Maxwell-
Poisson-Geral, denotada por distribuicago MAXCOMPG e Minimo-Conway-Maxwell-Poisson-
Geral, denotada por distribuicao MINCOMPG, sendo que ambas sao truncadas no ponto
zero. Como distribuicoes gerais, usamos as distribui¢oes: exponencial, Weibull e Birn-

baum Saunders.

A distribuicaio COMP é um modelo particular e bastante versatil para descre-
ver o estado do sistema (Conway and Maxwell, 1961) (ver Apéndice 7), pois possui um
parametro que representa a pressao exercida no servidor quando ocorre um aumento ou

diminuicao do fluxo de usuérios.

Consideramos trés variacoes deste parametro: (i) o parametro de pressao assume
o valor zero, em que o servidor nio altera a taxa de servico (ii) o parametro de pressao
assume o valor um, correspondendo a situacao em que a taxa de servigco aumenta com o
aumento de fluxo de usuarios (iii) o parametro de pressao tende a infinito, sendo que a

taxa de servigco aumenta ainda mais.

Os valores supracitados para o parametro de pressao foram escolhidos devido
ao fato deles descreverem a distribuicao do nimero de usuérios no sistema de modelos
classicos de filas. Quando o parametro de pressao assume o valor zero, a distribuicao
COMP torna-se a distribui¢do geométrica e, assim, temos o modelo de fila M/M/1, em
que os tempos entre as chegadas e os tempos de servigo possuem distribuicao exponencial,
a forma de atendimento é o primeiro que chega é o primeiro a ser atendido e h& apenas
um servidor. Para o parametro de pressao assumindo o valor um, a distribuicao COMP
torna-se a distribui¢ao Poisson, e, assim, temos o modelo M /M /oo, que difere do modelo
M/M/1 pelo namero de servidores. Para o parametro de pressio tendendo a infinito

obtemos a distribui¢do Bernoulli (Conway and Maxwell, 1961).

Em relacao as distribuicoes propostas MAXCOMPG e MINCOMPG, temos os
seguintes casos: (i) quando o parametro de pressao assume o valor zero, obtemos respec-
tivamente a distribuicao Maximo-geométrica-geral, denotada por MAXGG e a distribui-
¢do Minimo-geométrica-geral, denotada por MINGG; (ii) quando parametro de pressao
assume o valor um, obtemos, respectivamente, a distribuicao Maximo-Poisson-geral, de-
notada por MAXPG e a distribuigao Minimo-Poisson-geral, denotada por MINPG e (iii)

quando o parametro de pressao tende a infinito obtemos, respectivamente, a distribuicao



Maximo-Bernoulli-geral, denotada de MAXBG, e distribuicao Minimo-Bernoulli-Geral,
denotada por MINBG. No ultimo caso, em particular, as distribuicoes sao semelhantes e

coincidem com a distribuicao geral.

Como, usamos trés distribui¢oes como distribuicao geral para obter novos mo-
delos de servico: exponencial, Weibull e Birnbaum Saunders, entao, obtemos seis no-
vas distribui¢des a partir das distribuicoes MAXCOMPG e MINCOMPG que foram
nomeadas como Maximo-Conway-Maxwell-Poisson-exponencial, denotada por distribui-
cao MAXCOMPE, distribuicao Minimo-Conway-Maxwell-Poisson-exponencial, denotada
por distribuicao MINCOMPE, distribuicao Maximo-Conway-Maxwell-Poisson-Weibull,
denotada por distribuicao MAXCOMPW, distribuicao Minimo-Conway-Maxwell-Poisson-
Weibull, denotada por distribuicao MINCOMPW, distribuicao Maximo-Conway-Maxwell-
Poisson-Birnbaum-Saunders, denotada por distribuicgao MAXCOMPBS e a distribuicao
Minimo-Conway-Maxwell-Poisson-Birnbaum-Saunders, denotada por distribuicao MIN-

COMPBS.

A escolha da distribuigao Weibull foi feita devido ao fato de melhor descrever
servidores humanos e vem sendo amplamente usada (Feldmann and Whitt, 1998). E a
distribuicao Birnbaum Saunders foi usada pois dados reais apresentarem servicos com esta
distribuicao e nao foi encontrado nenhum modelo de fila com o uso desta distribuicao, e

essa foi uma das motivacoes de adotarmos esta distribuicao.

Com a contrucao destas novas distribuigoes de servico para o maximo e o minimo
tempos de servico surgem novos modelos de fila. Tais modelos sao casos particulares do
modelo de fila M/G/1 (Gross and Harris, 1998), na qual as chegadas dos usuérios seguem
um processo de Poisson, a distribuicao de servico é geral, possui apenas um servidor
e o atendimento ¢ por ordem de chegada, sendo que, neste trabalho, assumimos como
distribuicao geral as distribuicoes MAXCOMPG e MINCOMPG. Desta forma obtemos
os seguintes modelos de fila M/MAXCOMPG/1 ¢ M/MINCOMPG/1, para o maximo e

o minimo tempos de servico, respectivamente.

Na literatura da teoria das filas, alguns trabalhos foram encontrados com o uso
da metodologia de composicao de distribui¢oes no estudo de modelos de servigo. Schmidli
et al. (1999) estudaram a composicao de distribui¢oes Poisson. Jongbloed and Koole

(2001) utilizaram um modelo de composi¢ao de distribui¢bes para modelar centrais de



servigo com taxa de servi¢o desconhecida. Iyer and Manjunath (2006) estudaram modelos
de filas em que a funcao de densidade conjunta do tempo entre as chegadas e do servigo sao
descritas pela composicao de misturas finitas de densidades exponenciais. Cordeiro et al.
(2012) introduziram uma nova distribui¢do chamada distribui¢do exponencial-Conway-
Maxwell-Poisson, denotada por distribuicaio ECOMP. Prado et al. (2015) apresentaram
uma nova distribuicao de servigo denominada Maximo-Conway-Maxwell-Poisson-Weibull

com taxa de servico dependente do estado do sistema.

A literatura é vasta para modelos com taxa de servico dependente do estado
do sistema, podemos citar os seguintes artigos: Whitt (1989) investigou o desempenho
do modelo de fila M/M/1 com o crescente aumento da taxa de chegada. Adan and
Kulkarni (2003) estudaram um sistema com um unico servidor, na qual os tempos entre as
chegadas e tempos de servicos dependem de uma cadeia de Markov discreta. Van Houdt
et al. (2003) apresentaram um procedimento para calcular a distribuicao de atraso de
usuérios com impaciéncia e paciéncia, segundo um modelo de fila com tempo discreto,
na qual a distribuicao de servico depende do tempo de espera do usuario. Bekker et al.
(2004) estudaram modelos de fila com carga de trabalho dependente da chegada e da
rapidez do servigo. Koole et al. (2005) estudaram o impacto da distribuigdo de servigo
na distribuicao do comprimento maximo da fila de espera durante o periodo ocupado
do modelo M?/G/1, na qual = representa as chegadas em blocos. Lee and Kim (2006)
consideraram o modelo de M/G/1, no qual a rapidez do servidor depende da quantidade
de trabalho presente no sistema, e a politica de servigo é dada pelo modelo de estoque.
Cruz and Smith (2007) propuseram uma analise aproximada para redes de filas abertas
com distribuicao Markoviana para o tempo entre as chegadas e com distribuicao de servigo
dependente do estado do sistema com ¢ servidores em paralelo. Ramsay (2007) encontrou
a formula exata das funcoes de distribuicao do tempo de espera e do tamanho da fila
do modelo M/G/1, assumindo como distribui¢ao para o tempo de servigo a distribuigao
Pareto. Marin et al. (2007) estudaram a seguranca em aeroportos onde o sistema da fila é
dependente do comprimento da mesma. Barth et al. (2010) estudaram canais de servigos
com dois niveis de suporte e mecanismo de tempo dependente destes niveis. Alguns
estudos consideram um tnico servidor cujo servico é linearmente dependente do tempo de
espera, como Boxma and Vlasiou (2007) e Whitt (1990). Cruz et al. (2010) propuseram

uma extensao do modelo de fila M/G/c/c com estado dependente e com um fator de



selecdo de rota. Bekker et al. (2011) estudaram a distribuigdo de equilibrio do tempo de
espera na fila, considerando o servico dependente do primeiro usuério na fila. Singh et al.
(2012) estudaram sistemas de filas com um unico servidor, em que as chegadas seguem
um processo de Poisson com taxas de chegada variando e com distribuicao geral para o
tempo de servigo. Tezcan (2012) estudou um controle 6timo de servidores heterogéneos

com distribuicao de servico dada pela distribuicao hiper-exponencial, denotada de H*.

A limitagao encontrada na literatura no estudo de novos modelos de servigo tam-
bém foi uma das motivagoes deste trabalho. Isto ocorre, devido a dificuldade de encontrar
as distribuicoes de equilibrio na ocorréncia da dependéncia entre servico e chegadas, prin-
cipalmente, quando relaxamos a suposicao da distribuicao exponencial para os tempos
de servi¢o e/ou tempos entre as chegadas (Gross and Harris, 1998) e (Wolff, 1989). O
relaxamento da distribuicao exponencial faz com que o tempo para completar o servigo
nao possa ser determinado, dado que sua distribuicao nao tem necessariamente a propri-
edade de falta de memoria, e neste caso os sistemas nao sao Markovianos. Além disso, a
dependéncia é muitas vezes ignorada na teoria das filas em razao da dificuldade ja citada

(Civelek et al., 2009).
A presente tese de doutorado é organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos bésicos da teoria das filas, as-
sim como, a propriedade Poisson Arrival See Time Averages, denotada como propridade
PASTA. Esta propriedade é importante na obtencao das distribui¢ées do tempo de es-
pera na fila e no sistema. Mostramos, também, o modelo de fila M/G/1 que é de nosso

interesse, pois os modelos propostos neste trabalho sao casos particulares deste modelo.

No Capitulo 3, apresentamos os modelos gerais de fila M/MAXCOMPG/1 e
M/MINCOMPG/1, bem como os casos particulares quando o parametro de pressdo as-
sume os valores zero, um e tende a infinito. Mostramos as propriedades das distribuicoes
do tempo de servigo, como a obtencao das expressoes para as funcoes de densidade e seus
momentos, e as distribuicoes de equilibrio do nimero de usuarios no sistema e do tempo
de espera na fila. O método de maxima verossimilhanca é utilizado para a obtencao dos
estimadores dos parametros dos modelos, assim como o Critério de Informacao de Akaike
(AIC- Akaike Information Criterion) e o Critério Bayesiano de Schwarz (BIC - Bayesian

Information Criterion) sdo usados para a sele¢cdo de modelos.



Nos Capitulos 4, 5 e 6 apresentamos, respectivamente, os modelos M/MAXCOMPE /1
e M/MINCOMPE/1, modelos M/MAXCOMPW/1 e M/MINCOMPW/1 e os modelos
M/MAXCOMPBS/1 e M/MINCOMPBS/1, além dos modelos particulares fixando os
valores do parametro de pressao para cada um destes modelos. Apresentamos as proprie-
dades destes modelos, como as expressoes para as funcoes de densidade das distribuicoes
dos tempos de servico e seus momentos, e, as distribuicoes de equilibrio do niimero de
usuarios no sistema e do tempo de espera na fila. Usamos o método de maxima verossimi-
lhanca para a estimacao dos parametros dos modelos. Para ilustrar os modelos propostos,

dados simulados e dados reais foram utilizados.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos as conclusoes e as propostas futuras

para o aperfeicoamento dos modelos de fila propostos.



Capitulo 2

Introducao a teoria das filas

Neste capitulo, apresentamos apenas um breve relato sobre alguns conceitos da
teoria das filas. Para maiores informacoes, existe um vasto material disponivel, dentre
os quais podemos citar as principais referéncias deste trabalho, (Wolff, 1989), (Gross and
Harris, 1998) e (Pinsky and Karlin, 2010). Em seguida, mostramos a propriedade Poisson
Arrivals see Time Average, denotada por PASTA, que é uma propriedade importante e
muito usada na teoria das filas (Wolff, 1989), e, finalmente, o modelo de fila M/G/1, que
é de nosso interesse pois os modelos propostos neste trabalho sao casos particulares deste

modelo.

2.1 Introducao ao conceito de fila

Um modelo ou sistema de fila pode ser descrito da seguinte forma: usuarios che-
gam para receber um certo servico e, devido a impossibilidade de atendimento imediato,
formam uma fila de espera. Neste trabalho, os termos usuarios e servi¢o sao usados em um
sentido amplo. Podemos estar nos referindo a carros que chegam a um posto de servico,
méquinas que esperam para serem consertadas ou mensagens que sao transmitidas por

canais de comunicagao.

O objetivo do estudo dos modelos de fila é a melhoria do desempenho do sistema,
como por exemplo, a melhor utilizacao dos recursos dos servigos disponiveis, menor tempo

de espera e maior rapidez no atendimento. O pioneiro neste estudo foi A. K. Erlang



que, como engenheiro da companhia dinamarquesa de telefones, estudou o problema de
congestionamento de linhas (Brockmeyer et al., 1948). A partir dai, um grande nimero
de areas tem utilizado esta ferramenta, como por exemplo, no fluxo de trafego de veiculos

e em centrais de atendimento.

2.1.1 Principais caracteristicas de uma fila

Algumas das caracteristicas bésicas de uma fila, como chegadas, servigos, disci-
plina de atendimento e capacidade de espera sao, brevemente, descritas a seguir. Para

maiores detalhes vejam (Pinsky and Karlin, 2010).

e O processo de chegada ¢ a descricao de como 0s usudrios procuram o servico. Se
eles chegam a intervalos fixos de tempo, o processo de chegada é dito constante ou
deterministico. Por outro lado, se as chegadas sao aleatérias no tempo, elas formam
um processo estocastico e é necessario descrever suas propriedades probabilisticas.
A suposicao mais comum é que as chegadas formam um processo de renovagao
(Pinsky and Karlin, 2010), isto é, os intervalos entre as chegadas sdo independentes
e identicamente distribuidos. Em geral, é também assumido a independéncia em
relacao ao servigo. Também se faz necesséario saber se as chegadas sao unitérias ou

em blocos, como ¢ o caso da chegada de passageiros de um v6o em um aeroporto.

e Da mesma forma que o processo de chegada, podemos considerar o processo de
servi¢co como sendo deterministico ou aleatério. A distribuicao do tempo de servico
pode depender do estado do sistema ou, até mesmo, do tipo de usuario a ser servido.
A hipotese mais simples é a independéncia entre servicos e chegadas. O ntmero de
servidores disponiveis para atender a uma mesma fila também deve ser especificado.
Nesse caso, ¢ comum mencionar que os servidores estao em paralelo numa referéncia

a estarem atendendo uma mesma fila.

e A disciplina da fila se refere a maneira como os usuarios serao selecionados para
receber o servico. No cotidiano, os atendimentos, em geral, se dao pela ordem
de chegada. A fila do caixa do supermercado e da compra de ingressos sao dois
exemplos. A disciplina que descreve este tipo de fila é a FIFO (do inglés, first in

first out), ou seja, primeiro que chega é o primeiro a ser atendido. Existem outras



disciplinas como, por exemplo, LIFO (do inglés, last in fist out), em que o ultimo
que chega ¢ o primeiro a ser atendido, e a selecao aleatoéria dos usuarios na fila,
denominado de Siro (do inglés serve in random order). A disciplina de atendimento
pode ainda estabelecer prioridades entre os usuarios, de modo a atender primeiro os
usuarios com alta prioridade. Em alguns modelos, o servico pode ser interrompido

para dar lugar a um usudrio de prioridade mais alta.

e A capacidade da fila é a limitacao fisica no ntmero de usuarios que podem esperar
no sistema, como, por exemplo, em uma sala de espera para uma consulta médica.
Se a capacidade total estiver ocupada, o usuario nao podera entrar no sistema e sera
perdido ou desviado para outro centro de servico. Essa limitacao se relaciona com
a chegada, mas a decisao de se integrar a fila nao ¢ do usuario e sim do sistema de
servico. A capacidade da fila também pode ser infinita, neste caso, o sistema nao

possui sala de espera limitada, como por exemplo, acessos a web site e telefonia.

A caracterizagdo de uma fila, em geral, é feita utilizando a notacao desenvolvida por
Kendall (1953), a qual utiliza simbolos e barras tal como A/B/H/C/Z, sendo que A
indica a distribuicao do tempo entre as chegadas, B indica a distribuicao do tempo de
servico, H o numero de servidores, C' a capacidade do sistema e Z é a disciplina da fila.
A omissao de C' e Z na representacao acima, indica que a fila tem capacidade infinita e a

disciplina da fila é FIFO. Alguns simbolos caracteristicos sao apresentados na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Notacao de um sistema de filas

Caracteristicas Simbolos Significado
M exponencial
Distribui¢ao do tempo entre as chegadas (A) D deterministica
B Erlang do tipo k
GI geral independente
Distribui¢ao do tempo de servigo (B) M exponencial
D deterministica
By Erlang do tipo k
G geral independente
Nuamero de servidores (H) 1,2,...,00
Capacidade do sistema (C) 1,2,...,00
Disciplina (Z) FIFO primeiro que chega,
é o primeiro a ser atendido
LIFO ultimo que chega,
é o primeiro a ser atendido

2.2 Propriedade Pasta

Vamos fazer um breve relato sobre propriedade PASTA, cuja prova podemos
encontrar em Wolff (1989). A propriedade PASTA ¢ uma abreviatura de Poisson Arrivals
See Time Averages. Esse resultado indica que a distribuicao do nimero de usuarios no
sistema em tempo continuo é igual aquela obtida observando-se o sistema nos instantes
imediatamente precedentes a uma chegada. Isto é, em regime estacionario, os usuarios
que chegam "exergam"o sistema com a distribuicao em tempo continuo. A probabilidade
de uma chegada encontrar o sistema num particular estado ¢ uma quantidade de interesse
no estudo de filas e, em especial, serd necessaria para calcular a distribuicao do tempo de

espera na fila e no sistema.

Seja wl(t) a probabilidade de uma chegada no instante t encontrar o sistema no
estado n, em que o superescrito a vem de arrival, do termo em ingles para chegada. O
usuario, que estd chegando em ¢ nao ¢ computado no estado do sistema e, por essa razao,
7T(l

n

(t) é frequentemente mencionada como a distribuigdo nos instantes imediatamente an-
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teriores a uma chegada ou distribui¢ao imersa nos instantes de chegada. Iremos designar
por 7% a correspondente distribuicao estacionaria. A primeira vista, poderiamos supor
que a distribuicao em tempo continuo m, deveria sempre ser igual a 7% para todos os

sistemas de filas. Entretanto, isso nao acontece, como podemos ver no exemplo a seguir.

e Exemplo

Considere uma fila D/D/1, em que as chegadas e servigos sao deterministicos, isto é,
as chegadas sao espagadas igualmente a cada = segundos e o servigo tem a duragao de
exatamente y segundos. Para garantir a estabilidade do sistema consideramos que y < =z,
ou seja, o servico é mais rapido que o intervalo entre chegadas. Dessa forma, apos o
equilibrio do sistema ser atingido, o usuario que chega encontra a fila vazia e teremos e
teremos 7 e m = 0,Yk > 1. Por outro lado, a fra¢do do tempo que o sistema contém
um usuario é y/x. No restante do tempo o sistema estara vazio, assim, 7o = 1 — y/x,

1 =y/r e m, =0, Vk > 2. Temos assim um exemplo em que 7, # ..

Teorema 2.1 Na fila M/M/1, em regime estaciondrio, a distribuicGo do niumero de
usudrios no sistema, nos instantes de chegada, coincide com a distribuicao em tempo
continuo, isto €, m, = ¢ em que Te(t).

Prova: Em equilibrio, m,(t) = 7%(t), V¢, implicando que as respectivas distri-
buicoes estacionarias sao iguais. O evento correspondendo a uma chegada no intervalo
(t,t + At) sera representado por A(t,t + At). Entao
¢ = lim P[N(t) = n|A(t, t + At)]

A—0

= E%P[N(t) =n] = (1),

onde aplicamos a independéncia do evento A(t, ¢+ At) em relagdo ao nimero de usuarios
no sistema no instante t. Observe que isto é uma consequéncia direta das chegadas

formarem um processo de Markov.
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2.3 Modelo de fila M/G/1

No modelo de fila M/G/1 as chegadas seguem um processo de Poisson com taxa
de chegada )\, a capacidade do sistema ¢ infinita, a disciplina da fila é FTFO e possui um
servidor com tempo de servico denotado por S, que possui funcao de distribuicao dada

por B(t) (Gross and Harris, 1998).

A taxa de servico é dada por p = ﬁ em que E(S) é o valor esperado de S,

)
e definimos a intensidade de trafego como sendo, p = A/ = AE(S). A intensidade de
trafego é uma medida que mede a taxa de ocupacao do sistema. Quando p > 1, a taxa
de chegada excede a taxa de servigo, e, neste caso, a fila cresce infinitamente e o sistema

nao se encontra em equilibrio. Quando p < 1, a fila est& controlada e o sistema é estavel.

Primeiramente, vamos mostrar alguns resultados tais como, ntimero médio de
usudrios no sistema (L), nimero médio de usuarios na fila (L,), tempo médio de espera
no sistema (V) e tempo médio de espera na fila (W,) (Pinsky and Karlin, 2010). Estes
resultados sao conhecidos como formulas de Pollaczek-Khinchin e também denominadas

de medidas de desempenho do sistema.

A estratégia é, obter uma dessas medidas e deduzir as outras utilizando as for-
mulas de Little (Little, 1961). As formulas de Little sdo muito importantes na teoria das
filas, pois relaciona o tamanho médio do sistema ao tempo médio de espera do usuério

em estado de equilibrio.

As formulas de Little sao dadas por

L = \W,
L, = AW,

ou podemos usar W = W, + E(S5).

Sabemos que o tempo de espera para uma nova chegada é exponencial com para-
metro A. Entretanto, o tempo para completar o servico nao pode ser determinado, pois sua
distribuicao nao tem necessariamente a propriedade de falta de memoria. Dessa forma, a
informacao disponivel nao é suficiente para determinar o niimero de usuérios no sistema
no instante ¢, N(¢), pois nao é um processo Markoviano. Neste caso, a idéia é encontrar

alguns instantes de tempo, tais que, a partir deles, se possa obter o comportamento do
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sistema. Isto pode ser tratado de duas maneiras: a primeira, obtém resultados conside-
rando o sistema nos instantes em que os usuérios chegam, e a segunda considerando o

sistema nos momentos de partida (Wolff, 1989).

Considere um usuéario chegando na fila, seu tempo de espera é determinado pelos
usuarios a sua frente, sendo que podem haver usuérios na fila e um usuario em servico.
Considere os usuéarios na fila, no instante em que o usuério chega no sistema. Cada usuério
que esta posicionado a frente do usuario na fila contribui, em média, F(S), para o tempo
de espera. Existe em média, L, usudrios na fila no instante de chegada do usuario. Entao,

seu tempo de espera médio devido a esses usuarios é L, E(S).

O usuério que se encontra em servico no momento da chegada de um novo usuério
contribui com um valor diferente para o tempo de espera deste usuédrio que chega ao
sistema. Se o usudrio ja completou alguma parte do servico, entao sua contribuicao para
o tempo de espera é o tempo que resta para completar o servico e nao o tempo total de

Servico.

Considere S,. como sendo o evento servidor ocupado e T, o tempo de servigo

residual, logo, a média do tempo de espera na fila para o usuério que chega ¢ dada por
Wy = LyE(S) 4+ P(See) E(Tsr|Soc), (2.1)

na qual P(S,.) ¢ a probabilidade do usuario que chega encontrar o servidor ocupado, e
pela propriedade PASTA, ela é a mesma que a fracao de tempo em que o servidor esta

ocupado, isto &, P(S,.) = p.

Usando L, = AW, para eliminar L, da Equacao (2.1) temos que

_ P(SOC)E(TST’SOC)
W, = B (2.2)

O valor esperado do tempo de servigo residual dado que o servidor esta ocupado
¢ obtido com o conhecimento do tempo médio residual de um processo de renovacao, logo

temos que
E(S?*)  1+4+CV?
E(TST’|SOC) - 2E(S> - 2 E(S)7

E(S?)
2E(S)

a expressao , ¢ chamada de tempo médio residual do processo de renovagao. O tempo
médio residual é definido como o intervalo de t até a proxima renovacao. Temos, também,

que CV? = 1/;2;((5)) é o quadrado do coeficiente de variacao da distribuicao de servigo, e
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Var(S) é a variancia de S. A formula é denominada de tempo médio residual de um
processo de renovacao (Gross and Harris (1998)). Intuitivamente, ¢ o tempo médio até
o fim de um ciclo de renovagao, visto por um observador que chega ao processo em um

instante aleatério.

Logo, temos que o tempo médio de espera na fila pode ser escrito da seguinte

forma
_1+0vE )
21—

B(S) = AB(SY) (2.3)

W 2(1—p)’

As outras medidas de desempenho podem ser obtidas a partir de W, e as expres-

soes sao dadas por

N E(S?)
T
) 1
ST R
A\ E(S?)

2.3.1 Probabilidades do regime estacionario

O namero de usuérios no sistema definido por X (¢), em um instante ¢, ndo é um
processo de Markov para o modelo de fila M/G/1, pois para predizer o comportamento
futuro do sistema devemos ter conhecimento do tempo gasto no sistema do usuario em
servico. O processo de chegada deste sistema ¢ Poisson, isto implica que o intervalo
entre as chegadas é exponencial. No entanto, o tempo para completar o servico nao tem,

necessariamente, a propriedade de falta de memoria.

Como ja mencionado, a alternativa é encontrar alguns pontos de tal forma que
a partir destes pontos, possamos ter ideia do comportamento do sistema. Como por
exemplo, se observarmos o nimero de usuarios nos instantes de saida do sistema, assim,

evitamos a dificuldade de tratar com partes do tempo de servico

Seja X,, o nimero de usuarios remanescentes no sistema imediatamente apos a

saida do n-ésimo usuario. Entao, {X,}, n =0,1,..., & um processo de Markov, e podemos
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escrevé-lo da seguinte forma

Xn_1+An+17 Xn>0a
Xn+1
An+17 X, =0.

em que A, é o nimero de usuérios que chegam durante o tempo de servi¢o do (n + 1)-
ésimo usuario. Desde que a chegada é um processo de Poisson, o ntimero de usuéarios
A, que chegam durante o servigo do n-ésimo usuério é independente das chegadas prece-
dentes, e a propriedade de Markov segue instantaneamente, e assim, podemos calcular a
probabilidade que durante um servigo n usuérios cheguem ao sistema (Pinsky and Karlin,

2010), que é dada por
)nef)\t

k”:P[An:”]Z/mP[AanS:t]dB(t):/mW_

n!

dB(t),  (2.5)

A partir da Equagdo (2.5) obtemos a intensidade de trafego a qual é também

denominada de taxa de ocupacao.
BA) — / B(A|S = 1)dB(t) = / MAB(E) = N B(S) =2 =p. (2.6)
0 0 H

Para j =0,1,2,... temos as probabilidades de transicoes

/

pij=PlX,=3j|X,1=i=PA=j—i+1]

- e_)‘t()\t)j_iﬂ

:k‘ijrmﬁB@y j=i—1i>1,

=0, j<i—1,i>1.

\

A matriz de transicao é

ko ki ko
ko ki ko
P=pyl=| 0 k k
0 0 ko

Assumindo a condic@o estacionaria é alcancada, o vetor de probabilidades do

estado de equilibrio, 7 = m,, pode ser encontrado como solucao da equacao estacionaria
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7P = w. Assim sendo, a distribuicao estacionaria da cadeia nos instantes de partida é a
solucao do sistema descrito a seguir:

i+1
7Ti:7T0/€i+Z7Tj]€i_j+1, i:0,1,2..., (27)

J=1
na qual ) ° m = 1 e i indica o nimero de usuarios no sistema.

Para calcular as probabilidades de equilibrio do ntimero de usuarios no sistema,

e do tempo de espera na fila e no sistema, introduzimos as seguintes funcoes geradoras

I(z) = Zmzi, 12| <1, (2.8)
=0
[§]
K(z) =Y k' |z < 1. (2.9)
=0

Multiplicando a Expressdo (2.8) por z' e somando para i > 0, temos

oo e o) i+1
H(Z) = Z ’7TiZi = Z 7T0]€Z‘Zi + Z Zi Z iji—j—&-l
1=0 =0 1=0 j=1
= 7T0K(Z) + Z Z iji,j+12i
j=11i=5—-1

1 — i -
= 7TOK(Z) + ; Z 7'(']-2’J Z ki—j+122_j+1
j=1

i=j—1

— mK(2) + %(H@) — ) K (2).

Entao,
M(z) = ”Off(é))(l_; 2} (2.10)

A Expressao (2.10) é uma das formas da formula de Pollaczek-Khinchin (Gross

and Harris, 1998).

Para obter a expressao da fungao geradora precisamos determinar piy. Para tal,
notamos que II(1) = 1 e K(1) = 1, condi¢oes que decorrem da soma de probabilidadeds
ser igual a 1. Com o valor de z substituido por 1, a expressio para II(z) ocorre uma

indeterminacao do tipo 0 sobre 0. Dessa forma, serd necessario aplicar a regra de 'Hopital,
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isto é, derivamos o numerador e o denominador do lado direito da Equacdo (2.10) e depois

efeutamos a substituicao de z por 1. Temos,

_ Tl (2)(1 = 2) + K(2)(=1)] |
H(z) 1 2=1;

(2.11)

oqual K'(z) =3"°, =ik;z""! e, assim, temos

N

/ Qe 1)

= | wdnly) = 2EGS),
0
em que (1) indica a primeira derivada de K(1).

Como antes, definimos a intensidade de trafego do sistema como sendo p = AE(.S).
Com a substitui¢ao do valor de K*(1) em (2.10) obtemos que mp = 1 — p, 0 que indica a

existéncia de distribuicao estacionéria se, e somente se, p < 1. Entao

(1—pK(z)1 - 2)
II(z) = : 2.12
(0=, (212)
A Equagao (2.12) é uma medida para obter {m,}, n = 0,1,..., que sdo equiva-
lentes a {p,}, n = 0,1,..., sem fazer suposi¢do a uma especifica distribui¢do de tempo de

Servico.

Assim sendo, temos que
110 (0)

n!

Pn = (2.13)

Y

que é probabilidade de termos n usuérios no sistema em equilibrio, e (n) é a n-ésima

derivada.

Pela definigdo de K (z) temos ainda o seguinte resultado:
[ ()\t)ie_)‘t )\tz
K(z) = ;z /0 i dB(t)

_ / A= B(1). (2.14)
0



18

Sabemos que a transformada de Laplace-Stieltjes de uma variavel aleatoria X

com funcao de distribuigao F'(-) é definida como
X(s) = E(e™™) = / e **dFx(z).
0

Portanto K (z) dada pela equagao (2.14) pode ser reescrita em funcdo da trans-
formada de Laplace-Stieltjes da distribui¢cdo do tempo de servigo, portanto, K(z) =

B(=X(1 - 2)).

A Equagao (2.12) pode ser reescrita da forma

(1-— p}B()\(l —2))(1 —2)
B(A(1—2))—=z

I(z) = . (2.15)

e Exemplo 1: Suponha que o tempo de servico possui distribuicao exponencial com

média 1/p. Entéo,

% _ H
B\ (1-2)) = PESYESE
Logo,
_ U= =2 (- pu(l—2)
=) = s vy B Cop—z2(p+ A1 = 2))
A—ppl—2) 1-p
(h=A2)(1=2) 1-pz
Assim,

pn=>0-=p)p", n=012 ...,

é a distribuicao de equilibrio do nimero de usuérios no sistema do modelo de fila

M/M/1.

Considere um usuério chegando no sistema em equilibrio, no qual denotamos W como

sendo a funcao de distribuicao para o tempo de espera no sistema deste usuario.

A distribui¢do do nimero de usuérios apds a saida de um usuario é igual a p,,
n =20,1,..., desde que o sistema esteja em equilibrio. Considere que a disciplina da fila
seja FIFO, desta forma, todos os usuarios que estao atras do usuario que acabou de sair

do sistema sao precisamente os usuarios que chegaram durante o seu tempo de servigo.

D = /OOO MdW(t).

n!

Portanto, temos que
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Temos

K*(z) = /0 OOZO(AZV@WW@)

_ / T e (1) = WA — 2), (2.16)

em que W(A(1 — 2)) é a transformada de Laplace Stieljes.

De (2.16) sabemos que II(z) = W(A(1 — 2)) e que

WML — 2)) = S ‘giﬁf ;)')Z)zt —2), (2.17)

a partir das Equacoes (2.9) e (2.5) temos que

K(z) = /000 e MU= AB(y) = BX(\(1 — 2)). (2.18)

Usando essas equacoes temos que

o (L=p)B(s)s

W) = B rs v (2.19)

em que s = A(1 — z), e, estd equagao também é conhecida como formula de Pollaczek-

Khinchin.

e Exemplo 2: Sendo o tempo de servigo exponencial com média 1/, temos

. 1
B(s) = .
(s) o
Logo, .
W(s) = (1—p)#+ss _ p(1—p)
A ts—X u(l—p)+s

pts

Usando a transformada inversa temos que
W(t)=1—e #1709t ¢ >0,

que é a funcao de distribuicao do tempo de espera no sistema do modelo de fila

M/M/1.
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Para o tempo de espera na fila, temos que a transformada da soma de duas
variaveis aleatorias independentes (das variaveis aleatorias do tempo de espera na fila e
do tempo de servigo) é o produto da transformada destas duas variaveis aleatorias (Gross
and Harris, 1998).

W (s) = W,()B(s).

na qual Wq(s) ¢ a fungdo geradora da distribuicao do tempo de espera na fila.

Entao,

W (2) = (1—-p)s _ (1-p)s (2.20)
T UNB(s)+s— A s—A(1-B(s)) '

fazendo a expansao a direita como uma série geométrica, obtemos o seguinte resultado

e = a-nd (20-8e)
- -0 Y (Za-56))

O termo u(1 — B(s))/s é a transformada de Laplace-Stieltjes de

R(t) = p / (1 - B(z))d,

em que R(t) é a fungao de distribui¢do do tempo de servigo da sobra de tempo do usuério

que esta sendo atendido no instante que um novo usuério entra no sistema. Portanto,

Wols) = (1= p) ) _[pR(s)]"

n=0

Fazendo a inversao termo a termo, e utilizando a propriedade de convolucao temos
W,(t) = (1—p) Y p"[R" ()], (2.21)
n=0

em que o simbolo [n] é a n-ésima convolu¢ao da distribui¢do de servi¢o. Esta equagao
mostra que se o tempo ¢ re-ordenado, este tempo de servico remanescente ¢ uma unidade
de tempo, entao, qualquer chegada em estado de equilibrio encontra n usuéarios, tal que
a unidade de tempo do servico em potencial na frente deste usuario possui probabilidade
(1 — p)p", que & um resultado semelhante ao modelo de fila M/M/1 (Gross and Harris,
1998) .



21

e Exemplo 2: Sendo o tempo de servigo exponencial com média 1/u temos

B=-t_.
p+s
Logo,
7 n(1—p)
Wis)=1—-p)+p—F/————.

A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é
)n—l

W,(t) = 1- +§: w oy [ gy
q - p _lp :u 0 (n_1)|

— = pe N (2.22)

que é a fungao de distribui¢ao do tempo de espera na fila do modelo de fila M /M/1.

2.4 Comentarios finais

Apresentamos uma breve descricao das caracterisicas basicas de uma fila, tal
como chegadas, servicos, disciplina da fila, capacidade do sistema, e também a notacao
utilizada. Introduzimos a propriedade PASTA, na qual a quantidade média de trabalho
em qualquer instante de tempo corresponde a média da quantidade de trabalho no sistema,
visto por uma chegada. Mostramos o modelo de fila M/G/1, assim como as distribui¢oes
de equilibrio do niimero de usuarios no sistema, do tempo de espera na fila e no sistema,

e as medidas de desempenho.



Capitulo 3

Modelos de fila M/MAXCOMPG/1 e
M/MINCOMPG /1

Neste capitulo apresentamos os modelos M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1,
nos quais as chegadas seguem um processo de Poisson, as distribuigoes dos tempos de ser-
vico sao dadas pelas distribuicoes MAXCOMPG e MINCOMPG, respectivamente. As
disciplinas das filas sao FIFO e as capacidades dos sistemas sao infinitas. Os sistemas
também possuem um nimero desconhecido de servidores dispostos em paralelo, sendo que
apenas um servidor é observado, ou seja, aquele que ird oferecer o maximo e o minimo

tempos de servigo entre todos os servidores.

Os modelos de fila propostos possuem taxas de servico dependentes do estado dos
sistemas, isto é, os servidores podem aumentar as taxas de servigo quando ocorrem um
aumento no fluxo de usuérios no sistema, e desta forma, evitando a formacao de longas

filas.

Os modelos de fila M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1 sdo casos particu-
lares do modelo de fila M/G/1, no qual a distribuigdo G assume as distribui¢bes MAX-
COMPG e MINCOMPG. E assim, podemos obter as distribuicoes de equilibrio dos mo-

delos propostos a partir deste modelo, como foi descrito no Capitulo 2.

Na Figura 3.1 mostramos o esquena dos modelos de filas propostos.

22
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Servidores

Minimo servigo

I

|
Maximo servigo O

Figura 3.1: Esquema dos modelos propostos.

Chegadas Saidas

As distribuig¢oes de servico MAXCOMPG e MINCOMPG séao obtidas pela com-
posicao da distribuicao COMP, para o nimero de servidores no sistema, com a distribuicao

geral para o tempo de servico. Na sequéncia mostramos a obtencao destas distribuicoes.

Seja M a variavel aleatoria que denota o nimero de servidores no sistema, que
assume valores no conjunto {1,2,3,...}. Tal variavel é modelada pela distribuigago COMP

truncada no ponto zero, cuja funcao de probabilidade é

P(M=m) = — 1/)] 1(5)(}5
o0 i
1 o

= 2. 9) — 1 (m)*’ (3.1)

em que Z(p, ¢) = Zjio ﬁ é a constante normalizadora, ¢ € (—o0,00) é parametro que

indica a pressao exercida sobre o servidor, p é o parametro de intensidade do trafego e

m = 1,2, ... indica o nimero de servidores no sistema. Neste caso, temos o mesmo de
usuarios e servidores no sistema. Como os servidores ndo abrem automaticamente na
chegada dos usuérios no sistema, mas somente os servidores que oferecam o maximo e o

minimo tempos de servico.

Em particular, a distribuicao COMP possui distribuicao de servico dada por
Exp(m®pu), cuja taxa de servigo é escrita da seguinte forma, u,, = m®u, em que p,, é
significa taxa de servico quando existe m usuarios no sistema e p ¢ a taxa de servico para

apenas um usuério. Observe que para ¢ = 0 a taxa de servigco é u,, = pu, portanto, a
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taxa de servico independe do estado do sistema, e assim, a distribuicao COMP torna-se
a distribuicdo geométrica, M ~ geométrica(l — p), e descreve o sistema de fila M/M/1.
Quando ¢ = 1, temos u,,, = mu, por exemplo, se m = 2 o servigo se dara duas vezes mais
rapido, pois ps = 2u, e neste caso a distribuicdo COMP se torna a distribuicao Poisson
M ~ Poisson(p), e descreve o sistema de fila M/M/oo. No caso de ¢ — oo, a taxa
de servico aumenta ainda mais, sendo possivel observar apenas um servico, e obtemos a

distribuigao de Bernoulli, M ~ Bernoulli((1+ p)™').

Para ¢ € [—00, 1), ocorre diminuigao da taxa de servigo, a taxa de chegada torna-
se maior que a taxa de servigo, e, neste caso, a fila de espera explode. Para ¢ € [1, 00),
ocorre aumento da taxa de servigo, a taxa de chegada torna-se menor que a taxa de

servico, e assim, a fila de espera fica controlada.

A distribuicao COMP é amplamente estudada no contexto de superdispersao e
subdispersao, e podemos citar as seguintes referéncias, (Minka et al., 2003), (Shmueli

et al., 2004), (Rodrigues et al., 2009) e (Cordeiro et al., 2012). No contexto de teoria das

filas, o estudo desta distribuicdo é praticamente inexistente.

A Expressao (3.1) pode ser vista como uma distribui¢ao Poisson ponderada com
fungao de peso dada por w(m,¢) = (m!)!=¢ (Kokonendji et al., 2008). Desta forma, a

fungao de probabilidade (3.1) pode ser reescrita como

P(M =m,¢,p) = Eqﬁ(lfu(&;b’)g_ T (3.2)

em que Ey(w(M),¢) = > w(m,¢)m ?p™.

Neste trabalho, adotamos as seguintes variagoes do parametro de pressao, ¢ = 0, 1

e 00, pois como vimos, levam a distribui¢oes conhecidas na distribuicao COMP.

Considere que {Y;;i = 1,2,...} uma sequéncia de variaveis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas, sendo que Y; denota o tempo de servico do i-ésimo
usudario, cuja fun¢do de densidade sera denotada por fy,(-). Além disso, Y;,i = 1,2,.. .,

sao variaveis aleatorias independentes de M.

Nos capitulos seguintes, apresentamos trés fun¢oes de densidade fy, () especificas
para o tempo de servico, tal como a distribuicao exponencial, que é amplamente usada
para descrever os tempos de servigo, a distribuicao Weibull e distribui¢ao Birnbaum Saun-

ders.
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A distribuicao Weibull vem sendo amplamente utilizada por ser mais realistica que
a distribuicao exponencial, principalmente, para modelar servidores humanos (Feldmann
and Whitt, 1998). Além disso a distribuigao Weibull surge de um processo de Poisson nao
homogéneo (a prova disso estd em (McShane et al., 2008) e (Seetha and Muvattupuzha,
2012)). E a distribui¢ao Birnbaum Saunders que foi construida segundo um processo de
Poisson homogéneo (a prova pode ser encontrada em (Birnbaum and Saunders, 1969) e

(Fierro et al., 2013)), e ndo temos conhecimento do seu uso em teoria das filas.

Nos proximos capitulos consideramos as distribuicoes gerais como sendo:a distri-

buicao exponencial, a distribuicao Weibull e a distribuicao Birnbaum Saunders.

Na sequéncia, mostramos a obtencao das distribuicoes de servico MAXCOMPG
e MINCOMPG para o maximo e o minimo tempos de servigo, respectivamente, assim

como as distribuicoes de servico obtidas a partir das variagoes do parametro de pressao.

O nosso principal interesse ¢ a modelagem do méximo e do minimo tempos de

servico, que sao representados, respectivamente, pelas seguintes variaveis aleatorias:
Yinae = maz[Yy,... Yy e Yo = minlYy, ... Yy, (3.3)

nos quais M corresponde aos servidores em paralelo. A questao é, qual destes M servidores

ird oferecer o maximo ou o minimo tempos de servico.

Adotaremos os indices 1 e 2 nos parametros dos modelos MAXCOMPG e MIN-
COMPG, respectivamente.

As distribuigoes de servigo MAXCOMPG e MINCOMPG sao descritas na pro-

posi¢ao a seguir.

Proposicao 3.1 Considere M,Y1,Ys, ... varidveis aleatorias independentes, tais que M
possui distribuicao COMP truncada no ponto zero e Y;, i = 1,...,n, possui funcao de
densidade fy,(-). As fungées de densidade das varidveis aleatorias de Yian € Yimin definidas

em (3.8) sao dadas, respectivamente, por

oo

0.) — 1 P
fanaw (y1 91) - [ (pl ¢1 _ 1 fYI 7; m 1 FYI )) Y (34)
(&

Fyin (Y3 02) = . fy1 Z m
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em que y > 0, 0; = (p;, &, w;)T, i = 1,2, sao os vetores dos parametros dos modelos, w;,
i = 1,2, sao os vetores dos parametros das distribuicoes gerais, Fy,  (-) é a funcao de dis-
tribuicao de Y4z € fy;(+) é a funcao de densidade de Y;. Neste caso, p; é a intensidade de

trafego do modelo MAXCOMPG e p, é a intensidade de trafego do modelo MINCOMPG.

As Equagoes (3.4) e (3.5) sao obtidas a partir de um programa desenvolvido no

i Py’
o0

(l)er © Zom=t "ty

este procedimento é descrito no Apéndice .2.

software R, e para isto, a série > °_,m devem ser truncadas, e

Prova: A funcao de densidade condicional de Y;,,, dado M =m é

Pnas WIM = m) = m fy, (y) (Fy ()™, (3.6)

em que y > 0, m = 1,2,..., é o ntimero de servidores no sistema, fy,(-) é a fungao de
densidade de Y; e Fy,(-) é a fungao de distribui¢ao de Y;. Entdo, a fungao de densidade
de Y,,.. € dada por

Foae:61) = > P(M =m)fy,,.(y|M =m)

- 5; 1 o .
= 2 (o0 — 1 G W)

! N 1 m—1
= By =1 ® X i)

A funcao de distribuicao da variavel aleatoria Y,,;,.

Com Fraz(y) = (Fy, (9))™ € Fruin(y) = (1—Fy,(y))™, entao a fun¢ao de densidade

condicional de VY,,,;, dado M = m é
Fin WIM = m) = mfy; (1) (1 = Fy, ()™ = mfy, () (1 = (Fraz () /™)™

A funcao de densidade de Y,,;, é

o0

) _ 1 Py 1/mym—1
o 0302) = 7o) 22 0 (B ()7

Isto completa a prova. Il
As distribuicoes das variaveis aleatorias Y4z € Yoin sd0 denominadas distribuicao MAX-

COMPG e distribuicaio MINCOMPG, respectivamente.
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A funcao de distribuicao de Y,,,, é dada por

o0

0. — 1 m P W™ du
Fre 00) = (7 25 s Ly 000

1
Z(p1, 1) — 1

_ 1 — (o1 Py ()"
B [Z(p1, ¢1) — 1] [Z (m!)?

m=1

_ Z<:01FY1(y)7¢) —1
[Z(p1,¢1) —1]

em que Z(p1, ¢1) € a constante normalizadora da distribuicao COMP truncada no ponto

zero e Z(p1Fy,(y), 1) = > o, %

A partir da Equagao (3.7), obtemos a fun¢do do tempo restante da distribuicao

(3.7)

Ymax; que é
Z(p1Fyi(y), ¢1) — 1]
W 0) = 1— :
Vs (3 61) [ [Z(p1, ¢1) — 1]
_ Z(p1, 1) — Z(p1Fx (y), 1) (3.8)
[Z(p1, ¢1) — 1]
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao Y,,.. € determinado por
EY! )= " fy, (V) Fy m=Ldy. 3.9
(Vi) = 17 (Ml — Zlm u ¢1/ V()R )"y (39)

De maneira analoga, a funcao de distribuicao da variavel aleatoéria Y,,;, ¢ dada

por

i :00) = 17 fjm L[ 3@ - Fela ]

=1

(P21 = (Faa()™)" A
(B ) (k)

m=0 m=0

1
[Z(P2, P2) — 1]

Z(pa, p2) — Z(p2(1 — (Fmax(y))l/m>7¢2)
[Z(p2, ¢2) — 1] ’

em que Z(ps, P2) € a constante normalizadora da distribui¢gio COMP truncada no ponto

. 1/m
zer0 e Z(pa(1 — (Finaz (¥))™), d2) = 2oy ol <ZZ7;<§2:U)) )

A partir da Equacao (3.10) é obtida a fungdo do tempo restante da variavel

(3.10)

aleatoria Y,,;,, que é expressa da seguinte forma

Z(pa(1 = (Frac())"™), 62) —
Wi (y; 02) = (Z(p2, $2) — 1]

(3.11)
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O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da variavel aleatoria Y,,;, é dado por

o0

¢2—1 Zm

=1

e}

Y i (V)1 = (Frae(y)™)" My, (3.12)

E(Y, ) =

min

[ (P2,

As distribuicoes de equilibrio dos modelos de fila propostos sao obtidas a seguir:

Primeiramente, calculamos as taxas de ocupacao dos sistemas, que sao dadas por

P3 = )\IE(Ymax)a (313)

ps = A E(Ynin), (3.14)

os quais p3 < 1 e py < 1 serdao os novos valores das intensidades de trafego. Temos
que \;, © = 1,2, sao as taxas de chegada dos modelos MAXCOMPG e MINCOMPG,
respectivamente, e E(Y,,..) € E(Y,) sao dadas pelas Equagoes (3.9) e (3.12) tomando
r = 1, respectivamente. As equagoes (3.13) e (3.14) sdo obtidas a partir de um programa

desenvolvido no software R.

As probabilidades de que durante um servico, n usuarios cheguem aos sistemas

M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1, denotadas por k', i = 1,2, respectivamente,

n’

sao obtidas a partir da Equacio (2.5). Entao

1 n mpm
| A 3
Z(p3, ¢1) — 1] n! mzzl (m!)r
></ y”e_klyfyl(y)Fyl(y))m‘ldy, (3.15)
0
e7
S mp4
kn a [ (p4a¢2 _1 7’L' Z m| 2
/ v i ()1 = B (y)™ ' dy. (3.16)

As fungoes geradoras dos modelos de fila M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1,
denominadas por K,4.(2) € Kpin(2), respectivamente, e dadas pela Equagao (2.14). Logo
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temos
Kmag;(Z) = / Aly meaz (y) el)z dy
= 1 mp3 )\1y2 Ay -
— [Z(ps, ¢1) — 1 / Z fvi (W) Fy, (y)™ dy
_ = mp < Ly(1—2) .
-z (p37¢1 ) —1] Z::l ml) o ; MYU=E) £y () Fyy ()™ dy
= Bpa(M(1 - 2)), (3.17)
e7
Kmin(z) = / )\Qy nymm<y; 92)2ndy
— o mp )\Qyz W -
"~ T T Z e, Z W (V)L (Fuas)) "y

m' ¢2

HF18

mpy' [T sy B -
Z (P4,¢2 /0 € M(Y)(1 = Fy,(y)" " dy

= Bunm(h(1-2)), (3.18)

as taxas de ocupagao dos modelos de fila M/MAXCOMPG/1, dada por p;, e M/MINCOMPG/1,
dada por ps, sao substituidas pelas novas taxas de ocupacao dadas por ps e py, respecti-

vamente. Neste caso, levamos em consideragao as chegadas dos usuério nos sistemas.

As funcoes geradoras de probabilidades dos modelos de fila M/MAXCOMPG/1
e M/MINCOMPG/1, denotadas por I,,4.(2) e IL,,(2), respectivamente, sao dadas por

(1 - p3)Bmaz()‘1(1 - Z))(l - Z)

e () = g (=) — 2

, (3.19)

(1- pé)émm()\z(l —2))(1 —2)
Brin(A2(1 —2)) — =

estas equacoes sao chamadas de formulas de Pollaczek-Khinchin. Expandindo as Equacoes

i (2) = : (3.20)

(3.19) e (3.20) na série de Maclaurin, e, assim, obtemos as probabilidades do ntimero de

usudrios no sistema (Gross and Harris, 1998).
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Neste caso, a série de Maclaurin, é escrita na forma

)y
Zf ‘()(x_a)na

n

em que (n) indica a n-ésima derivada, f™(a) indica a n-ésima derivada de f calculada no
ponto a. Sendo, assim as probabilidades do nimero de usuarios no sistema dos modelos
de fila

M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1, denotadas por p!, i = 1,2, respectivamente,

sao dadas por
1 A g (2)™

Pp =10 nldz =0 ( )
e7
7= il (3.22)

nldz

no qual o simbolo (n) indica a n-ésima derivada.

O nosso interesse é o tempo de espera na fila, assim sendo, mostramos apenas as

distribuicoes de equilibrio destas medidas para os dois modelos de filas propostos.

As fungoes geradoras de probabilidade para o tempo de espera na fila dos mo-
delos de fila M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1, denotadas por W;(s), i = 1,2,

respectivamente, sdo expressas pela Equagao (2.21). Entao

71(5) — (1 —p3)s
Wals) = M Braz(s) +5 — Ay (3.23)

) s) = (1 _P4>3
W ( ) - /\Q.Bmm(S) + s — )\2’ (324)

estas equacoes também sao chamadas de formulas Pollaczek-Khinchin.

As distribuicoes de equilibrio do tempo de espera na fila para os modelos
M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1, denominadas de W;(y), i = 1,2, respectiva-

mente, sao dadas por

Wiy)=(1—ps) > ph

Yy _ (n)
x { /0 E(Ymm)1<Z(p3’qflz)(p?jff)gﬁ](t)’%))dt , (3.25)
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W2y) = (1—pa) > _ 04

Y - 1/m o [n]
[ e 2l )",

em que o simbolo [n| é a n-ésima convolugao das distribuigoes MAXCOMPG e MIN-
COMPG, E(Yiae) e E(Yn) sao dadas pelas Equagoes (3.9) e (3.12) tomando r = 1,

respectivamente, e substituindo p; por ps e ps por py.

As medidas de desempenho para o modelo de fila M/MAXCOMPG/1 sao dadas

pelas Equagoes (2.4) e (2.3), e sdo escritas da seguinte forma

L, = —2 _ EY? ),
q 2(1 o /)3) ( max)
W, = E(Y2 ),
q 2(1 _ ,03) ( maac)
L = /\—%E(y2 )+
21— pg) e
W = ——— EY2,.)+ EVna), 3.27

nas quais E(Y,,q.) e E(Y,2,,) sdo expressas pela Equagao (3.9) assumindo r =1 e r = 2,
respectivamente. As medidas de desempenho para o modelo de fila M/MINCOMPG/1
sao obtidas substituindo E(Y;,..) e E(Y?,,) dadas pela Equagao (3.12) tomando r = 1 e

max

r = 2, respectivamente, usando p, dado pela Expressao (3.14).

As distribuicoes MAXCOMPG e MINCOMPG possuem mecanismos de ajuste
que sao obtidos a partir das variacoes dos parametros de pressao ¢;, ¢ = 1, 2. Mostraremos
trés variacoes destes parametros, que sao: ¢; = 0,1 e ¢ — oo. Para cada variacao
destes parametros obtem-se em novas distribuicoes das variaveis aleatorias Y.z € Yoin,
respectivamente, e consequentemente, novos modelos de filas, os quais estao descritos nos

seguintes corolarios:

Na sequéncia, utilizaremos as mesmas notagoes dos modelos de fila M/MAXCOMPG/1
e M/MINCOMPG/1.
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Corolario 3.1 Quando os pardmetro de pressao assumem o valor zero, ¢; =0, 1 =1,2,
as funcoes de densidade das varidveis aleatorias Yoae € Ymin, neste caso as distribui-
coes de servico MAXCOMPG e MINCOMPG, respectivamente, se tornam as distri-
buicoes Mdximo-geométrica-geral e Minimo-geométrica-geral, denotadas por distribuicoes

MAXGG e MINGG, respectivamente, consequentemente, surgem dois novos modelos de

fila que sao os modelos de fila M/MAXGG/1 e M/MINGG/1.

Primeiramente, mostramos a construcao das distribuicoes de servico MAXGG e MINGG.

A funcao de densidade de Y., é dada por

Fymaa (Y3 03) = mm;fyl Zmp Fy (y

= (1 ) ———fy(y Z mp" Fy, (y , (3.28)

em que y > 0, 03 = (p1,w;)’ é o vetor de parametros do modelo MAXGG, p; é o
parametro de taxa de ocupacdo, wy é o vetor dos parametros da distribuicao geral, Fy,(-)

¢ a fungao de distribui¢ao de Y; e fy,(+) é a funcao de densidade de Y;.

A Equacao (3.28) pode ser reescrita da seguinte forma

;
[Z(p1,0) —

(Y 20) ) | |~ B )

p1 1—piFy,(y))? 1 — p1Fy, (y))?

Syiman (Y3 03) = plfY1 Zm p1Ey, (y

A funcao de distribuicao de Y., é

S (o Fy (y))™ — 1

Fymaz y7 6 = o0 m
( 3) ZmZO P — 1
I 1-—
(1= p1Fy,(y))
A funcao do tempo restante de Y., € escrita da seguinte forma
(1= Fv(y))
Wy,  (y;03) = ——————=. 3.31
oue (998) = 1 R () (33
O r-ésimo momento, r =1,2,..., de Y4, €
> fri(y)
EY  )=01-p / y" - dy. 3.32
S AR sy A e (3:32)
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A funcao de densidade de Y,,;, é dada por

Fron (:00) = -Egagf%;j;iifn<y>;§;gnp3%1-—<za%mz<y»1””r”1
. (1 - p2 m—1
= — iy Z mp3' (1 — Fy, ()", (3.33)

em que y > 0, 04 = (p2,wa)? é o vetor dos parametros do modelo, ws é o vetor dos
parametros da distribuicao geral, (1 — Fy,)(-) é a funcao de confiabilidade de Y,,;, e fy;(*)

é a funcao de densidade de Y;.

Podemos reescrever a Equagao (3.33) da seguinte forma

Syin (Y3 04) = Wﬂzfﬁ Zmpm Y1 = (P, ()™
1 1
= s YT Rawp
(1 - p2)fY1 (y) (334)

[1 = p2(1 = Fy, (y))]*
A funcao de distribuicao de Y,,;, é dada por

Z<p27 O) — Z(p2<1 — (Fmax(y))l/m)> 0)
[Z(p2,0) —1]

Ym0 P58 = Domo(Pa(1 = (Frnaa(y)) /™)™
(Z;.::O Py —1)

(1= p2(1 = Fy(y))) — (1 = po)
p2(1 = pa(1 — Fy, (y)))

FYl (y)
) 3.35
0=l ~ F @) (33
A funcao de confiabilidade de Y,,,;, é
1—F 1—
WYmin(y; 94) — ( Y1 (y>>( PQ) (336)

(1= po(1 = Fy(y)))

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., de Y,,;, é escrito na forma

E(Y i) = (1= p2) /0 ) y 1= (Jiyl_(y;YI (y)))2dy. (3.37)
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As distribuicoes de equilibrio dos modelos de fila M/MAXGG/1 e M/MINGG/1

sao dadas a seguir:
As taxas de ocupacao dos modelos propostos sao

P5 = AlE(Ymaa:)a (338)

nos quais ps < 1 e pg < 1 sao as novas intensidades de trafego, \;, i = 1,2, sao as taxas de

servico, E(Yimaz) € E(Yin) sao expressas pelas Equacoes (3.32) e (3.37) assumindo r = 1.

As probabilidades que durante um servigo n usuérios chegam aos sistemas dos
modelos M/MAXGG/1 e M/MINGG/1, denotadas por k2 e k!, respectivamente, sdo
escritas da forma

R — (1_p5)£oomm
" ps  n!

m=1

x / YN fy () Py ()™ dy, (3.40)
0

R

<[ e ) = P ) (3.41)

As fungoes geradoras dos modelos de fila M/MAXGG/1 e M/MINGG/1, deno-

tadas por K2 (2) e K. (2), respectivamente, sao expressas por

1—p5) * (s m—
Khual) = B2 g [T et ) R )y
m=1 0

P5

= max(Al(l - Z)) (342)

1_p - m - — -z m—
Kiunl) = BP0 S g [T ey )1 = B )"y
m=1

= B} (M(1—2)). (3.43)

min
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As fungoes geradoras de probabilidade dos modelos de fila M/MAXGG/1 e M/MINGG/1,

denominadas de I3, _(z) e I

max min

(2), respectivamente, sao obtidas usando as Expressoes

(3.19) e (3.20), respectivamente, e sdo escritas da seguinte forma

(1= p5) Biaa(Mi(1 = 2))(1 — 2)

() = -l Pl W) (3.4

estas equacoes sao chamadas de formulas de Pollaczek-Khinchin.
As probabilidades do nimero de usudrios nos sistemas dos modelos de fila M/MAXGG/1

e M/MINGG, denominados de p? e pl, respectivamente, sdo dadas por

3 _ dIt? (Z)(n)

mas\ ) 3.46
p= S D, (3.16)
e7
dIit - (z)™)
pi — mzn( ) ‘z:O ) (347)

dz

As fungoes geradoras para o tempo de espera na fila dos modelos de fila M/MAXGG/1
e M/MINGG/1, denominadas por W;’(s) e Wj(s), sdo escritas da seguinte forma

~ 3 . (1 — p5)5
g (s) = WO R (3.48)
W, (s) (L= po)s (3.49)

§) = ~ )
/\234 (S) + 5 — /\2

min

estas equacoes também sao chamadas de formulas Pollaczek-Khinchin.

As distribuig¢oes do tempo de espera na fila dos modelos de fila M/MAXGG/1 e
M/MINGG/1, denotadas por W2(y) e W/(y), sao dadas por

Wiy) = (1—ps) >0t

y _ [n]
x( /0 E(Ymax)l%dt) : (3.50)

o [T = By ()1 = pe)
X@%W‘Auww—&wﬂg’ (351
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nos quais o simbolo [n] indica n-ésima convolugao das distribuigoes MAXGG e MINGG
e E(Yiaz) € E(Yin) sdo dadas pelas Expressoes (3.37) e (3.32) assumindo r = 1, respec-

tivamente.

As medidas de desempenho para os modelos de fila M/MAXGG/1 e M/MINGG/1
sao obtidas a partir das Equagoes (3.27), com as devidas substitui¢des das Equacoes
(3.37) e (3.32), e as taxas de ocupagao sdo expressas pelas Equagoes (3.38) e (3.39),

respectivamente.

Quando ¢; =0, ¢ = 1,2, as taxas de servico independem do estado dos sistemas,

ou seja, os servidores nao sao pressionados pelo aumento do fluxo de usuarios no sistema.

Corolario 3.2 Quando os parimetros de pressao assumem valor um, ¢; = 1, 1 = 1,2,
as funcoes de densidade das varidveis aleatorias Yoyae € Ymin, neste caso as distribuicoes
MAXCOMPG e MINCOMPG se transformam nas distribuicoes Mdzimo-Poisson-geral e
Minimo-Poisson-geral, denotadas por distribuicoes MAXPG e MINPG, respectivamente.
Assim sendo, surgem os modelos de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1.

A funcao de densidade de Y., é dada por

1 P1 -1
fr) = — = E ——F m
meaz (y7 5) I:Z(p1’ 1) _ 1] le (y) m:1m(m'> Yl (y))
— mpf m-1
= E F 3.52
(epl — )fyl( )m:1 (m‘) Y1(y>> ) ( )
em que y > 0, 05 = (p1,w1)T é o vetor dos parametros do modelo, p; mede a taxa

de ocupagao, wy é o vetor dos parametros da distribuigdo geral, Fy, () é a fungdo de

distribui¢ao de Y4 € fy;(+) € a fungao de densidade de Yj.

A Equagao (3.52) pode ser reescrita da seguinte forma

1 — m(p1 Fy ()"
vy (L LD Dy
mudando o indice Eg somatorio j=m—1
1 (G4 D (pFy,(
- () 3 LI
Y} 1 = U
=0 (5

1 S pFY T pifnl(y)er )
. nly Z 1B () pifn(y) ‘

(1 B e (359

Jj=
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A funcao de distribuicao de Y4, é

oo (p1Fy(y))
Z(pFy,(y),1) =1 im0y — — 1
Fr (y:05) = (1), 1) =1 20" G

Z(p1,1) =1 o 7
Zen)=1 oy A
el By (v) _ 1
= — 3.54
A funcao de tempo restante da distribuicao Y., é dada por
- p eP1 — eP1Fy(Y)
: = 3.55
Ymaz <y7 5) <€P1 _ 1) ( )
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., de Y., € dado da seguinte forma
Py _ P = P1Fy (y)
BViw) = s | bWy (3.56)
A funcao de densidade de Y,,;, é dada por
1 > Py’ 1/ -1
(y;0g) = ———— = (1— (F mym
mem(y, 6) [Z(pg,l) _ 1] fYI(y)mz::lmm‘( ( Ymaa:<y>> )
I DL ey .57
(6p2 o 1) Yl y ‘ m' Yl y ) .

em que y > 0, 0g = (p2,w2)” sdo os parametros do modelo, wy é 0 vetor dos parametros
da distribuigao geral, (1 — Fy,(-)) é a fun¢ao de distribui¢ao de Y., e fy, () é a fungao
de densidade de Y;.

Podemos reescrever a Equagio (3.57)

1 er2(1=Fy; (v))

A funcao de distribuicao de Y,,;, é

Z(p2,1) = Z(pa(1 = (Frnaa(y))*™), 1)
[Z(p2, 1) — 1]

Py, (y;06) =

0o J ) 1—(Fraz 1/myym
Z Py Z (p2(1—( @) ™)

j=0 (1) = £=m=0 . (m!)
co Pl
ijo ﬁ —1
6p2 _ €p2(17FY1 (y))

= e (3.59)




38

A funcao de tempo restante de Y,,;, é escrita da seguinte forma

6p2(17FY1 (y))

Wymin(y; 06) = (€p2 _ 1) ° (360)
O r-ésimo momento r = 1,2,...,, de Y,,;, é
1 oo
S / Y fr, (Y)er2 gy, (3.61)
0

As distribuigoes de equilibrio dos modelos de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1

sao descritas a seguir:
As taxas de ocupacao dos modelos de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1 sao

= MEY ), (3.62)

em que \;, 1 = 1,2, sao as taxas de chegada, p; < 1 e pg < 1 sao as novas intensidades de

trafego, e E(Y,uz) € E(Yon) sao dadas pelas Equagoes (3.56) e (3.61) assumindo r = 1.

As probabilidades de que durante um servigo n usuarios cheguem aos sistemas

de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1, denotadas por k2 e kS, respectivamente, sao dadas

por
| — ;ﬁ N mﬁ
n _ ! !
(e = 1) nl 2= ""ml
x / y'e M fi (y) Py (y)™dy, (3.64)
0
e?
A — ;ﬁ N ﬁ
" (e —1) nl <= ""ml

< / e fy () (1 By, ()™ dy. (3.65)

As fungdes geradoras dos modelos de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1, denota-

das por K2, (z) e K8, (z), respectivamente, sdo escritas como

Kucle) = Gy oy [0 ) )

= B> (M(1—2)), (3.66)

max
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e,
K9,() = g SomE [T et ()1 Bty
(ers —1) 2= Mo
= Bf,(Ma(1—2)). (3.67)

As fungoes geradoras de probabilidade dos modelos de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1,
denotadas por 112, _(z2) e II°

max min

(z), respectivamente, sdo escritas na forma

(L= p) B (Ma(1 = 2)(1 — 2)
B (A1 —2))—=2

max

I,.(2) =

max

, (3.68)

(1= ps) Boin(Ma(1 = 2))(1 = 2)
Bpin(A2(1 = 2)) — 2
estas equacoes sao chamadas de formulas de Pollaczek-Khinchin.

, (3.69)

As probabilidades do nimero de usuérios nos sistemas dos modelos de fila M/MAXPG/1
e M/MINPG, denotadas por p? e p8, respectivamente, sao
5 dIry, (2)(n)

max

Pn dZ |z:0>
6 _ dit; (Z)<n)

min

. la=0; 3.70
R (370

na qual o simbolo (n) é a n-ésima derivada.

As funcgoes geradoras de probabilidade para o tempo de espera na fila dos modelos

M/MAXPG/1 e M/MINPG/1, denotadas por Wf(s) e Wqﬁ(s), respectivamente, sao dadas

por
~ 5 . (1 — ,07)5
W (s) = WO ETE (3.71)
W, (s) (L= pu)s (3.72)

S) = = )
)\236 (S) + s — )\2

min

estas equacoes também sao chamadas de formulas de Pollaczek-Khinchin.

As funcgoes geradoras de probabilidade para o tempo de espera na fila dos modelos
de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1, denotadas por W) (y) e W2(y), respectivamente,

sao dadas por

Woy) = (1—p1))_p%

Yy eP7 — Py (¥) ]
X / E(Ymaw)fl—dt ) (3.73)
0 (err —1)
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Woy) = (1—ps) Yok

v ers(1=Fy, (1) \ [
X ( / E(Ymm)‘l—dt> : (3.74)
0

ers — 1

nos quais o simbolo [n] indica n-ésima convoluc¢ao das distribui¢goes MAXPG e MINPG e
E(Yiaz) € E(Yin) sdo dadas pelas Equagoes (3.56)e (3.61), assumindo r = 1, respectiva-

mente.

As medidas de desempenho dos modelos de fila M/MAXPG/1 e M/MINPG/1
sdo obtidas a partir das Equagoes (3.27), substituindo E(Y,,..) e E(Y2,,) pelas Equagoes

(3.56)e (3.61), respectivamente, assim como, as taxas de ocupagao que sao expressas pelas

Equagoes (3.62) e (3.63), respectivamente, substituindo p; por p7 e ps por ps.

Para ¢; = 1, i = 1, 2, as taxas de servico sao dependentes do estado dos sistemas,
com o aumento do fluxo de usuérios as taxas de servico aumentam proporcionalmente ao

numero de usuarios no sistema, e assim se evita a formacao de longas filas.

Corolario 3.3 Quando os pardimetros de pressao tendem a wnfinito, ¢; — oo, 1 = 1,2,
as funcgoes de densidade de Yiap € Yoin, que sao as distribuicoes MAXCOMPG e MIN-
COMPG se tornam as distribuicoes Mdrimo-Bernoulli-geral e Minimo-Bernoulli-geral,
denotadas por distribuicoes MAXBG e MINBG, respectivamente. Neste caso, em parti-
cular, as distribuicoes MAXBG e MINBG se transformam na distribuicao geral, dada por
G, portanto, obtemos o modelo de fila M/G/1.

Prova: A funcao de densidade de Y,,,, é dada por

; = 1 (1 Fy(y)™t
meaz(y767) - [Z(p17 ¢1 N OO) . 1 Plle Tnz_lm m' 451*)00
1
- 1+p1_1p1fyl(y)=fy1(y), (375)

em que y > 0, O7 = (w;)? ¢ o vetor dos parametros da distribuicao geral, fy,(-) ¢ a fungao

de densidade de Y.
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A funcao de distribuicao de Y4, é

Z(p1Fy, (y), ¢1 — o0) — 1

B9 = (70061 00) - 1

L+ pify(y) — 1
1 + 01— 1 Y1 (y) ( )

A funcao de tempo restante de Y,,,, ¢ dada da forma

Z(p1, 1 — 00) — Z(p1Fy,(y), $1 — 00)

Wy, (Y3 07) = [Z(p1, 1 — o0) — 1]

L+p1—1—piFy(y)

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., de Y4z €
B = [ o (V) (3.78)
0
A funcao de densidade de Y,,;, é dada por
1 —  (p2(1 = (Fonax(y)/m))
(y;08) =
mem <y7 8) [Z<p27¢2 N OO) p2fY1 m221m m|)¢2—>oo
— 1 prY f: m P2 1 - max(y))l/m))m_l
- J 1 5—300
> imo (]‘!)‘fﬁ —1 m=1 m‘)¢ -
1
= mpfn (y) = (), (3.79)

em que y > 0, 0g = (w2)” é o vetor dos parametros da distribuigao geral, fy, (), que é
a funcao de densidade de Y;. Neste caso, a funcao de densidade de Y,,;, é semelhante a

funcao de densidade de Y,q;.

A funcao de distribuicao de Y,,;, é escrita da forma

Z(p2, @2 = 00) = Z(pa(1 = Fy, (y)), ¢2 = 00) — 1
[Z(p2, ¢2 — 00) — 1]

L+ py —1—pa(1 = Fy,(y))
1+pg—1

— Ry (). (3.80)
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A funcao de tempo restante de Y,,;, é dada por

Z<102(1 — (Fmax(y))l/m)7¢2 — OO) —1

WYmm (ya 08) = [Z(pQ, ¢2 N OO) . 1]

1 +p2§1+_p?i<i/)) -1 (1— Fy,(y)). (3.81)

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., de Y,,;, é dado pela Equacao (3.78)

Concluimos que as fungoes de densidade fy . (y;07) = fyv,.. (y;0s) = fv,(y), e
adotamos para este modelo de fila a notacao M/G/1, também assuminos para este modelo

as notagoes: \; = Ao = A\, (1 = g € p1 = pa = p.

Isto completa a prova. Il

Logo, a taxa de ocupacgao do modelo de fila M/G/1 é
p= AE(Y1), (3.82)

na qual A é a taxa de chegada, p < 1 é a taxa de ocupagio, e E(Y,42) = E(Yiin) = E(Y7)
dada pela Equacao (3.78) assumindo r = 1.

A probabilidade de que durante um servi¢o n usuérios cheguem ao sistema, de-
notada k', ¢ escrita da seguinte forma

_)\?’L o0

n! Jo

]f7

n

y"e ™ fyi (y)dy. (3.83)
A funcao geradora, denotada por K7(z), é

K7(z) = / e MO p )y = BT - 2)). (3.84)

A fungao geradora de probabilidade, denotada por II7(z), ¢ dada por

(1—po)B"(A(L— 2))(1 — 2)

7(z) = > , 3.85
=) B"(AM1—-2))—=z (3.85)
esta equagao é chamada de formula de Pollaczek-Khinchin.
A probabilidade do ntimero de usuérios no sistemas, denotada por p’, é
dIT7 (z)™
7
= 2=05 3.86
= (3.56)

no qual o simbolo (n) é a n-ésima derivada.
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A funcao geradora de probabilidade para o tempo de espera na fila é escrita como

W7(S): ~(1_p)5
! AB7(s) +5— )\

(3.87)

esta equagao é também chamada de Pollaczek-Khinchin.

A funcao geradora de probabilidade é dada por
7 S Y 1 .
Wi = - | [ Enta-mow] o sy
n=1 0
em que o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuicdo G e E(Y)) é dada pela

Expressao (3.78) assumindo r = 1.

As medidas de desempenho para o modelo de fila M/G/1 sao obtidas a partir
das Equagoes (3.27), substituindo E(Y;) e E(Y}?) dadas pela Expressao (3.78), tomando

r =1 er =2, respectivamente, e a taxa de ocupagdo é expressa pela Equacao (3.82).

3.1 Estimacao pelo método de maxima verossimilhanca

Quando observamos um sistema de filas temos que planejar como os dados serao
coletados. Usualmente, o planejamento mais simples, sao as coletas do instante de chegada
e do tempo de servigo de cada usudrio por um certo periodo de tempo (0, t], o qual ¢ pode
ser um valor fixo. Podemos, também, observar o sistema até que um nimero fixo de
usudrios seja atendido, ou um ntumero fixo de transigoes (chegadas e saidas) tenha sido
registrado (Gross and Harris, 1998) e (Armero and Bayarri, 1994). Um planejamento mais
complexo pode ser adotado, como por exemplo, incluindo os periodos ociosos e periodos
ocupados e os tempos de espera no sistema e na fila. Neste trabalho optamos por adotar
o planejamento em que observamos o sistema com um numero fixo de transi¢coes e que

nos fornece uma completa informacao sobre o sistema.

Considere a amostra aleatoria v = (X1,...,X,,.;Yy,....Y,)T, consistindo do
tempo entre as chegadas X; do (i — 1)-ésimo ao i-ésimo usuario, i = 1,...,n,, e do tempo
de servigo completado Yj, sendo do j-ésimo usuario,j = 1,...,n,, em que n, é o nimero

de tempo entre chegadas e ns; ¢ o ntimero total de servicos completados.

Supomos que os tempos entre as chegadas (X;, i = 1,...n,) possui distribuigao

exponencial e os tempos de servico (Y;, j = 1,...n,) possui distribuiciko MAXCOMPG.
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Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de fila
M/MAXCOMPG/1 sao obtidos pela maximiza¢ao da soma do logaritmo da funcao de
verossimilhanca da distribuicao dos tempos entre as chegadas, dada pela distribuicao
exponencial com parametro A\;, com o logaritmo da distribuicao do tempo de servigo
expresso pela distribuicio MAXCOMPG. Desta forma, considerando a amostra aleatoria

(X1,..., X Y1,...,Y,)T, a funcao do logaritmo da verossimilhanga é

lao(B1. M) = nalogh — MT, — ngloglZ(p, 61) — 1]+ Y fr (1)
=1

ns 00 mpm .
+ ) log ZlmFYi(yi)) e (3.89)
=1 m=

na qual #; é o vetor de parametros da distribuicao MAXCOMPG, n, é o nimero de
tempo entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas, ny ntumero total de servicos

completados.

Em relacao aos casos particulares quando ¢; = 0,1 e ¢; — oo temos:

e O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXGG/1 é dado
pelo logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parame-
tro A1, para o tempo entre as chegadas, e o logaritmo da funcao de densidade da

distribuicao MAXGG, para o tempo de servico, que é dado por

lraz(03, M) = nglog\ — MT, +nglog(l— pi) + > log fy ()

=1

23 log(l — B (v, (3.90)

i=1
na qual #3 é o vetor de parametros da distribuicaio MAXGG, n, é o nimero de
tempo entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas, n, nimero total de servicos

completados.

e O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXPG/1 é escrito
pelo logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parame-

tro A1, para o tempo entre as chegadas, e o logaritmo da funcao de densidade da
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distribuicao de servi¢o dada pela distribuicaio MAXPG, que é expresso como

lmaz (05, A1) = nglog A — MT, +nglogpr + Y log fy, (yi) + p1 Y Fy (vi)

1=1 =1

— nglog(e” — 1), (3.91)

na qual f5 é o vetor de parametros da distribuicao MAXGG, n, é o nimero de
tempo de chegadas, T, tempo total entre as chegadas, ns nimero total de servicos

completados.

e O logaritmo da fungdo de verossimilhan¢a do modelo de fila M/G/1 é dado pelo
logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parametro A
dos tempos entre as chegadas, e o logaritmo da distribui¢ao de servico dada pela
distribuicao fy, (y), logo temos

Cmaz(0,\1) = nglog A = AT, + > log fy, (i), (3.92)
i=1
na qual 6 é o vetor de parametros da distribui¢ao fy,(y;), n, é nimero de tempo

entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas e ng nimero total de servicos

completados.
Considere a amostra aleatéria v = (By,..., By, Z1,...,Z,, )T, consistindo do
tempo entre as chegadas B; do (i — 1)-ésimo ao i-ésimo usudrio, i = 1,...,n,, e do tempo
de servigo completado Z;, do j-ésimo usuério,j = 1,...,n,, em que n, ¢ o nimero de

tempo entre chegadas e ny, ¢ o nimero total de servigos completados.

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de fila
M/MINCOMPG/1 sao obtidos pela maximiza¢ao da soma do logaritmo da fungao de
verossimilhanca da distribuicao dos tempos entre as chegadas, dada pela distribuicao
exponencial com parametro A9, e o logaritmo da distribuicao do tempo de servigco ex-
pressa pela distribuicao MINCOMPG. Desta forma, considerando a amostra aleatoria

(By,...,Bn,; Z1,...,Z,,)F, a funcao do logaritmo da verossimilhanca é
fmm(ﬁz, )\2) = Ny 10g )\2 — )\2Ta — Ng 10g[Z(p2, ng) — 1] + Nng IOg ,04fy1 (Zz)

[e.e]

+ Zlog—l—ilog Z mlpa(1 — B (20)))" ) (3.93)

l ®2
m=1 m
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na qual Ay é o vetor de parametros da distribuicaio MINCOMPG, n, é o nimero de
tempo entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas e n, nimero total de servicos

completados.

Em relacao aos casos particulares quando ¢ = 0,1 e ¢9 — 0o temos:

e O logaritmo da funcao de verossimilhanc¢a do modelo de fila M/MINGG/1 é dado
pelo logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parametro As
para o tempo entre as chegadas, e o logaritmo da funcao de densidade da distribui¢ao
de servigo dada pela distribuicao MINGG, que é dado por

lmin(04, A2) = nglog Ay — ATy, + nglog(l — pa) + Z ACD)

i=1

= 23 log(1 - a1 — Fiy (), (3.94)

i=1

na qual 64 é o vetor de parametros da distribuicao MINGG, n, é ntimero de tempo
entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas, ngs nimero total de servi¢os com-

pletados.

e O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de fila M/MINPG/1 é dado
pelo logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial para o tempo
entre as chegadas, e o logaritmo da fun¢ao de densidade da distribuicao de servigo

dada pela distribuicao MINPG, que é dado por

Uin(0s) = nglog Ay — AT, + nslog ps + Z log fv, (zi) + p2 Z(l — Fy, (%))

i=1 i=1

— nlog(e”? — 1), (3.95)

na qual g ¢ o vetor de parametros da distribuicao MINPG, n, ¢ o nimero de
tempo entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas, n, nimero total de servicos

completados.

3.2 Selecao de modelos

A escolha da distribuicdo que melhor explique os dados é extremamente impor-

tante na analise de dados. Nesta linha, diversos critérios para selecao de modelos sao
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apresentados na literatura e, dentre os critérios, aqueles baseados no méaximo da funcao
de verossimilhanca sao os mais utilizados. Entre eles podemos citar, o Critério de Infor-
magao de Akaike (AIC- Akaike Information Criterion) e o Critério Bayesiano de Schwarz
(BIC - Bayesian Information Criterion),(para mais detalhes ver (Paulino et al., 2003) e

(Bozdogan, 1987)). Tais critérios sao definidos por

A~

AIC = —2log(L(f)) + 2v, (3.96)

BIC = —210g f(ym|f) + vlogm, (3.97)

em que # é o estimador de méxima verrossimilhanca dos parametros do modelo, v é o
numero de parametros estimados pelo modelo e m é o tamanho da amostra. Seleciona-se

o modelo que apresenta o menor valor dos critérios AIC e BIC.

3.3 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos os modelos M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1,
nos quais as distribuicoes dos tempos de servico sao dados pelas distribuicoes MAX-
COMPG e MINCOMPG, respectivamente. Mostramos as distribui¢oes de servigo obtidas
a partir da variagao do parametro de pressao, e exibimos as distribuicoes de equilibrio de

todos os modelos de fila apresentados.

Apresentamos também o logaritmo de maxima verossimilhanca dos modelos, e
também os critérios de informagao AIC e BIC para a selecao do melhor modelo que

descreverd os dados.

Nos capitulos seguintes serao consideradas as distribui¢oes exponencial, Weibull

e Birnbaum Baunders para modelar Y;,2 = 1,2, ... .



Capitulo 4

Modelos de fila M/MAXCOMPE/1 e
M /MINCOMPE /1

Neste capitulo apresentamos os modelos de fila M/MAXCOMPE/1 e M/MINCOMPE/1
que sdo casos particulares dos modelos M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1, res-

pectivamente, nos quais os tempos de servico seguem as distribuicoes MAXCOMPE e

MINCOMPE, nessa ordem.

As distribuicoes MAXCOMPE e MINCOMPE sao obtidas a partir da composicao
da distribuigao COMP, descrita pela Equagao (3.1), e a distribuigdo exponencial para o

méaximo e o minimo tempos de servigo, respectivamente.

Considere Y7,Y5,... variaveis aleatorias independentes identicamente distribui-
das, as quais representam a distribuicdao do tempo de servigo. A funcao de densidade de
Y; é

fri(yisp) = pe ™™ i =1,2,---, (4.1)

na qual p > 0 ¢ a taxa de servigo, y; é o tempo de servico do i-ésimo usuario.

4.1 Modelo de fila M/MAXCOMPE/1

O modelo de fila M/MAXCOMPE/1 possui distribuicgao MAXCOMPE para o

tempo de servigo, e para a sua obtenc¢do usamos a Expressao (3.4), e assim, a funcao de

48
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densidade é dada por

1
[Z(p1, 01) — 1]M

16‘#13}

Syimae (Y3 01) = (1—eryym=t, (4.2)

sendo 61 = (p1,p1,¢1)" o vetor de parametros do modelo, p; < 1 é o parametro de

intensidade de trafego do sistema, p, é a taxa de servico e ¢; é o parametro de pressao.

A partir da Equacao (3.7), temos a funcao de distribuigao da distribuicio MAX-
COMPE, que é dada por

Z(p1(1 — e 1Y), ¢) —

Zon o) — 1] (43)

Usando a Equagao (3.8) obtemos a fun¢do de tempo restante da distribuigao
MAXCOMPE, que é escrita da seguinte forma

Z(pr¢1) = Z(pr(L — e "), 1) (4.4)

Wao (Y3 01) = [Z(p1, ¢1) — 1]

Escrevendo (1 — e #1¥)™~1 na forma de série de poténcia

m—1 1 - i
(1 — e ry)ym e vk, (4.5)

k::O

Podemos reescrever a Equagao (4.2) da seguinte forma

0 m m—1
Fmaa (3 61) = Zim %7_1;u§:n1 - ( )eﬂm““% (4.6)

k:O
isto foi feito para facilitar a obtencao do r-ésimo momento e as das distribuicoes de

equilibrio.

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicailo MAXCOMPE ¢é dado por

- U y (1 +k>e‘y““”“dy] }
0

pr T(r+1) e P, )
[Z(p1,¢1) — 1] ( 1+k {Zm _¢1Z < )(1—|—k:)7“}' (4.7)

=0

para o calculo desta equacao foi usado um programa desenvolvido no software R e trun-

i 00 T
cando a série Y _, m(ml)dn

. O truncamento desta série estd em Apéndice .2.
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A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MAXCOMPE/1 é dada por
pP3 = )\IE(Ymaw)a (48)

no qual p3 < 1, e passa a ser a nova intensidade de trafego, A\; ¢ a taxa de chegada e

E(Y,na:) € dada pela Expressao (4.7) assumindo r = 1.

A probabilidade que durante um servico, n usuérios chegam ao sistema é dada

por

o )\?:ul = m pgn o] Y m—1 1
o [Z(p3, 1) — 1] Z (m!)o (=1) ( k ) (A1 + pr (14 k))ntt) (49)

A funcao geradora K,,..(z) é dada por

Kinaz(2) = Z (p3,¢1 =1 i": mp31m2:1 ( 1)

1 k=0

% 1
(M1 =2)) + (1 +F))

= Bra(M(1 - 2)). (4.10)

A fungao geradora de probabilidade para o nimero de usuérios do sistema no
instante de saida é escrito da seguinte forma

(1 - p%)Bmax()‘l(l - Z))(l - Z) )
Baz(M(1—2)) — 2

ez (2) = (4.11)

Podemos obter p,, n =1,2...,n, a partir da Equagao (3.21)

7

9 ' m—1
=2 m=1 m(mv)¢ > heo(— 1)k( k )(p3+(1+k)) + 1}
00 m—1 1 ’

D met mW Zk:o(_1>k( k ) (pa+(11k))

r 1")3{121()( p3,¢1—1im iéégwf(mﬁ)m)m

s 00 —(n—i)
1 Py’ ok (m—1 1
X([zwg,qﬁl)—u;mW%{ v, ><p3‘+<1+k>>> }
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em que os simbolos (i) e (n — ¢) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, respectiva-

mente.

A funcao geradora do tempo de espera na fila é

Wy(s) = — (L= PO
! Aleam(s) +s— >\17

(4.12)
na qual s = A\ (1 — 2).

A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila para o modelo de fila

M/MAXCOMPE/1 ¢
Woy) = (1—ps)) 0k
n=0

! 1 Z(p1,d1) — Z(ps(1 — e 1) @) [n]
X </0 E(Yyaz) Zon ) 1 dt) , (4.13)

em que o simbolo [n] indica a n-ésima convolu¢ao da distribuicio MAXCOMPE, F(Y,.42)

é dada pela Expressao (4.7) e, substituindo p; por ps.

As medidas de desempenho do modelo M/MAXCOMPE/1 sao:

L = M BE(Y,2.)
q 2(1 _p3) max /)
W, = —— _E(Y2 ),
q 2(1 _ps) ( maac)
L = )\—%E(YQ )+
2AL—pg) e
W = — = —FEY2,.)+ EYnaw), 4.14

em que E(Y,..) e E(Y?, ) sio dadas pela Equagao (4.7), assumindo r = 1 e r = 2,

max

respectivamente.

A partir dos Corolarios 3.1, 3.2 e 3.3, do Capitulo 3, sao obtidos os casos parti-

culares para ¢; = 0,1 e ¢; — oco. Na sequéncia, assumiremos a mesma notacao usada no

modelo de fila M/MAXCOMPE/1.

e Quando ¢; = 0, a distribuicao MAXCOMPE para o tempo de servi¢o torna-se a
distribuicao Maximo-geomeétrica-exponencial, denotada por MAXGE, e assim, ob-

temos o modelo de fila M/MAXGE/1.
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A funcao de densidade da distribuicao MAXGE é dada por
(%s) m—1 m—1
meaac (y7 02 Z p (_1)k ( k )e_yul(1+k)7 (415)
m=1 k=0

em que y > 0, O = (p1, 1u1)T sao os parametros do modelo MAXGE, sendo que p;

¢ o parametro de intensidade de trafego e py é a taxa de servico.

Podemos reescrever a Equagdo (4.15) da seguinte forma

e (1 = py)

10p) = . 4.16
meaz (y7 2) (1 — pl(l —_ @—Mly))Q ( )
A funcao de distribuicaio MAXGE ¢é escrita da forma
(1—e)(1—p1)
F 10p) = . 4.17
Ymaz<y7 2) (1 _ pl(l _ e*ﬂly» ( )
A funcao de tempo restante da distribuicaio MAXGE ¢ dada por
W, (40 c 118
Ymaz(y’ 2) - (1 _ pl(l . e*ﬂly)) ’ ( . )
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicaio MAXGE é da forma
— m—1
,ufF(r%—l (1—p1) )i m—1 1
EY' )= " — —_— 4.1
( max) Z mp;y ; k (1 i k?)r ( 9)
A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MAXGE/1 é
P4 = )\IE(Yma:E>7 (420)

em que py < 1, \; é a taxa de chegada e E(Y,,,,) é dada pela Equacao (4.19)

assumindo r = 1.

A probabilidade de que durante um servigo, n usuérios cheguem ao sistema, é

1 _p4 00 m—1 n
k= m . 4.21
" Zm i) (1 ) et 0

A funcao geradora de probabilidade ¢é

Kiols) = U ;4p4)gmpgl7§(_1)k(m;1)

251 = o |
% ()\1(1 — z) + ,ul(l 4 k)) Bma:c()‘(l )) (4 22)
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A funcao geradora do distribuicao do niimero de usuarios no sistema é

1—p)B  (\(1— 1—
qunaz< ) ( p4) max( 1( Z))( Z) (423)
B%@a:p()‘l(l - Z)) -z
Logo, temos que p,, n =1,2,...,n sao dadas por
po = (1 — pa),

p1=(1-ps)

o) m—1 1
{ D1 PR D o (— )k( k )(p4+(1+k)) +1}
&) m—1 1 ’

2 me1 MPY Zk:o(_ )k< k )(p4+(1+k))

O e o)

00 00 —(n—i)
(1 —p4) m (Ml 1
( o 22 ”( k ><p4+<1+k>>> }

m=1 =

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — 7)-ésima derivadas, res-

pectivamente.

A fungao geradora de probabilidade da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é

71 3 (1 — 04)5
Wi(s) = MBL (5) 15N (4.24)

em que s = A\ (1 — z)
A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é

efiult

W, y) = (1-pa) Zm (/ mw)‘l(l i e_mt>)dt) Ma (4.25)

em que o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuicao MAXGE, E(Y,4:)

¢ dada pela Expressao (4.19), assumindo r = 1 e substituindo ps por py.

As medidas de desempenho do modelo M/MAXGE/1 sao obtidas a partir das Equa-
¢oes (4.14), sustituindo E(Y,.:,) e E(Y;2, ), dadas pela Expressao (4.19), para r = 1

mwn

e r = 2, respectivamente, e substituindo ps por p4.

e Quando ¢; = 1, a distribuicado MAXCOMPE se reduz a distribuicio Méximo-
Poisson-exponencial para o tempo de servigo, denotada por MAXPE, e surge o

modelo de fila M/MAXPE/1.
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A funcao de densidade da distribuicao MAXPE é dada por

m—1

1 =\ p m—1\ _
meaw(y;03) = m Zm—' 0(—1)k( k )e Yt 1(1+k)’ (426)

em que y > 0, 03 = (p1, p1)" sdo os parametros do modelo MAXPE, sendo que p;

¢ o parametro de intensidade de trafego e py é a taxa de servico.

Podemos reescrever a Equacgao (4.26) da seguinte forma

/01#16—#1y+p1(1—6_“1y)

fynas (Y, 03) = (e = 1) : (4.27)

A funcao de distribuicaio MAXPE é

€p1(1_eﬂ»1y) 1

F O3) = 4.28
Ymaz (y? 3) (epl _ 1) ( )
A funcao de tempo restante da distribuicao MAXPE é escrita na forma
epl — epl(lfei'uy)
Wi f3) = 4.29
Ymaz <y7 3) (691 _ 1) ( )
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao MAXPE ¢ dado por
_ 00 m—1
WD+ 1) o J(m—1) 1
EY' )="—"——+= -1 — . 4.30
A taxa de ocupacao do modelo de fila M/MAXPE/1 é
P5 = AlE(Ymax)a (431)

na qual p5 < 1, A\; é a taxa de chegada e E(Y,,..) ¢ dada pela Equagao (4.31),

assumindo r = 1.

A probabilidade de que durante um servi¢o n usuarios cheguem ao sistema é dada

por

A} = mp” “ m—1 T
2 _ 1 5 1k
= (er> —1) 2 m! 2.1 ( k )(/\1 +pa (14 k)t

251 I o |
. MO —2)+m(1+Ek) B (M(1 ) (4.32)
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A funcgao geradora do niimero de usuérios no sistema ¢

2 (2) = (1= p3)Bhas (M1 = 2))(L — 2)
e B2 (\(1—2))—z .

max

(4.33)

Logo, temos

m

e’} 0 k(m—1 1
_Zmzlmle reo(—1) ( k )(p5+(1+k)) + 1}

oo e 00 m—1 1
Zm:l% k:o(_1>k( k )(p5+(1+k))

t=m{£0) (@SB E N )

00 00 —(n—i)
Ps' )k m—1 1
( ers — 1) Zm% — < k )(p5—|—(1—|—k))) }’

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-
pectivamente.
A fungao geradora de probabilidade da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é

(4.34)

em que s = A\ (1 — 2).

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é

2 e’ — eps(1—e7h) ]
Wiy) = (1—ps) Zpg / (Yinaz)™ o D) dt| , (4.35)

na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribui¢oes MAXPE, e

E(Y4:) € dada pela Equagao (4.31), assumindo r = 1.

As medidas de desempenho do modelo de fila M/MAXPE/1 sao obtidas pelas Equa-
¢oes (4.14), sustituindo E(Y,.:,) e E(Y}?,,) dadas pela Expressao (4.30), para r = 1

min

e r = 2, respectivamente, e usando ps dado pela Equacao (4.31).

e Quando ¢; — oo, a distribuicaio MAXCOMPE, torna-se a distribuicao Méximo-
Bernoulli-exponencial para o tempo de servigo, denotada por MAXBE, que é a

propria distribuicao exponencial. Neste caso, temos o modelo de fila mais simples o

modelo M/M /1 (Pinsky and Karlin, 2010).
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Assumiremos a seguinte notagao para este modelo: Ay = A e y; = p.

A funcao de densidade é dado por

Fonae (Y, 1) = pe™, (4.36)

em que p é a taxa de servico.

A funcao de distribuicao é

Fy, . (y,p)=1—eH. (4.37)

A funcao de tempo restante é dada por

WY"L[L(L' (y’ M) = e_uy‘ (438)
O r-ésimo momento, » = 1,2, ... da distribuicao exponencial é
r 1
E<Yn7;ax) = (r——i_)a (439)
NT

em que I' é a fungdo gama I'(r +1) = fooo yre Vdy.

A taxa de ocupagao do modelo de fila M/M/1 é dado por
p = NE(Y)), (4.40)

na qual p < 1, A ¢ a taxa de chegada e E(Y)) é dada pela Equagao (4.39) assumindo

r=1.
A probabilidade de que durante um servico n usuarios cheguem é dado por

A"
= 4.41
(A (441)

A funcao geradora é dada por

Kiaa) = 5=y = BN = 2)) (4.42)

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do nimero de usuarios no sistema é

obtida da seguinte forma

w o - 1=0BL00-9)0-2)
e B3 (A1—2))—z

max

(L—ppu(l—2) (1-p) (4.43)

(=A2)(1—z2)  1-pz’
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portanto temos para p3 = p"(1—p) tem-se a distribuigao de equilibrio para o nimero

de usudrios no sistema do modelo de fila M/M/1 (Gross and Harris, 1998).

A funcao geradora de probabilidade da distribuicao do tempo de espera na fila é

< (1 —p)
W3(s) = (1—p) + p——-—, 4.44
J(8)=(1-p) Pl—p) s (4.44)
na qual s = \(1 — 2).
A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é
T A
w3 = 1- —ht
2y) p+;u/0 ek
_ 1 pe ey (4.45)
As medidas de desempenho do modelo M/M/1 sao dadas por
2
L, = -,
I—p
P
W, = ——
q o )\’
L = 2
IL—p
p
W = ——. 4.46
Al —p) ( )

4.1.1 Estimagao pelo método de maxima verossimilhanga

Segundo o planejamento da coleta de dados descrito no Capitulo 3, obtemos

a amostra aleatoria v = (Xy,...,X,,;Y1,...,Y,.)T, consistindo dos tempos entre as
chegadas X; do (i — 1)-ésimo ao i-ésimo usuério, i = 1,...,n,, e dos tempos de servigos
completados Yj, do j-ésimo usuério,j = 1,...,n,, em que n, é o nimero total de tempos

entre chegadas e n, ¢ o nimero total de servigos completados.

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de fila
M/MAXCOMPE/1 sao obtidos pela maximiza¢do da soma do logaritmo da fungéo de ve-
rossimilhanca da distribuicao dos tempos entre as chegadas, dada pela funcao de densidade

da distribuicao exponencial com parametro \{, e do logaritmo da distribuicao do tempo
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de servico completdo expresso pela funcao de densidade da distribuicao MAXCOMPE,

que é dado por

gma:(:(eb)\l) = nglog Ay — T, — ny 10%[ (P1,¢1) - 1] + nglog py — T

]__e lez)m 1

+ Zlog Zmpl : (4.47)

em que 07 = (p1, p1, ¢1)7 € o vetor do modelo MAXCOMPE, n, é ntimero total de tempos

entre chegadas, T, tempo total dos tempos entre chegadas, T ¢ o tempo total de servicos

completados e n, niimero total de servicos completados.

Através da primeira derivada do logaritmo da funcao de verossimilhanga em rela-

cdo a cada parametro, definimos a funcdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,,U,,, Uy, ), cujos

elementos sao:

Ng
U = — —Ta,
A1 )\1

m=1 1

-1
oo — Ns o0 p 1—6M1y1) —1
O = i 3 e 3o [ e )

i Lt
(m!)o ’
m=1

-1
B ns pl 1_6 Mlyz) -1
v = Zona St
i=1

-2

(ml)o

=1

B N = P log(m!) " © mp(1 — e~#aviym=1 -1
Ud) B [Z(Pla ¢1) - 1] mX: (m!)¢1 B Z { [Z (m!)¢1 ]

35 oL ) log(m) }
m=1 (m)

Os casos particulares do logaritmo da fungao de verossimilhanca do modelo de fila
M/MAXCOMPE/1 sao obtidos a partir da variacao de ¢q, tal que ¢; = 0,1 e ¢; — o0,

sao descritos a seguir:

e O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXGE/1 é escrito

pelo logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parametro
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A1, para os tempos entre as chegadas, mais o logaritmo da funcao de densidade da

distribuicaio MAXGE, para os tempos de servi¢os completados, sendo dado por

Emax(e% /\1) = MNg log )\1 - )\lTa + Uz IOg H1 — ,ulTs + Uz 10g<1 - Pl)

- ZZslog(l — p1(1 — e 11¥)), (4.48)

i=1
em que 02 = (py, 1)’ é o vetor de parametros do modelo MAXGE, n, ¢ niimero

total de tempos entre chegadas, T, tempo total dos tempos entre as chegadas, ng

numero total de servigos completados e T é o tempo total dos servicos completados.

Os elementos da fungdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,,U,, sao dados a seguir:

U = 1 _Tau
A1 N
1_6 #1%)
U —
Pl 1—p1 z;l_pll_eﬂlyz))
. yzple —H1Yi
U, = T+QZ T ()’

O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXPE/1 é escrito
pelo logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parametro
A1, para os tempos entre as chegadas, mais logaritmo da funcao de densidade da
distribuicao MAXPE, para os tempos de servicos completados, sendo dado por

lmaz(03, A1) = mnglogAy — MT, + nglog p1 + nglog g — pTy

Ns

+ m Z(l — e M) — nglog(e” — 1), (4.49)

i=1
em que 03 = (p1, 1) & o vetor de parametros do modelo MAXPE, n, ¢ niimero
total de tempos entre chegadas, T, tempo total dos tempos entre as chegadas, ng

numero total de servicos completados e T é o tempo total dos servicos completados.
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Os elementos da fungdo escore U = (Uy,,U,,,U,,) sao dados por:

Ng
U/\1 = )\_1 - Ta7

Ns

P1
U — E + Ne — e_ulyi —_ &
P pl S (6p1 . 1)7
=1

U, = ——T plzyeulyz

e O logaritmo da fungao de verossimilhanca do modelo de fila M/MAXBE/1 ou do
modelo de fila M/M /1, consiste nos logaritmos das fun¢ées de densidade das distri-
buicoes exponenciais com parametros A e pu para os tempos entre as chegadas e os

tempos de servico completados, respectivamente, o qual é dado por

lrnaz(f, ) = nglog A — XT,, + nglog u — pTs,

na qual n, é numero total de tempos entre chegadas, T, tempo total dos tempos entre
as chegadas, n, nimero total de servigcos completados e T é o tempo total dos servigos

completados.

Os elementos da funcao escore U = (U, U,,) sao dados por

Ng

U)\ = 7 _Taa
n

U, = ——T,.
g f

4.2 Modelo de fila M/MINCOMPE /1

Apresentamos o modelo de fila M/MINCOMPE/1, que difere do modelo de fila

anteriormente descrito pela sua distribuicao do tempo servigo.

A partir da Equacao (3.5) podemos obter a fungao de densidade da distribuicao
MINCOMPE, que é dada por

o

0 — H2 [ S
Fins 009 = 5 Gy =1] 2"ty (420)
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sendo 04 = (pa, pto, #2)T 0 vetor de parametros do modelo, tal que py é o parametro de

intensidade de trafego, us é a taxa de servico e ¢o é o parametro de pressao.

A distribuicaio MINCOMPE é semelhante a distribuicao ECOMP dada em Cor-
deiro et al. (2012). A distribuicdo ECOMP é proposta naquele trabalho como uma nova

distribuicao e nao é colocada em um contexto de fila.

Usando a Expressao (3.10), obtemos a fung¢ao de distribuigao da distribuigao

MINCOMPE que é expressa da seguinte forma
Z(p2, §2) — Z(p2e” ", ¢5)

Fy. (y,04) = 451

A funcao de tempo restante da distribuicao MINCOMPE é dada por

Z(pae Y, ) — 1
Wy (y;04) = 4.52
O r-ésimo momento, r = 1,2..., da distribuicajo MINCOMPE &
, p'T(r+1) < o8

EY'. )= —, 4.53
( mzn) [ (,027 ¢2 _ 1 m:1 m|)¢2 mr ( )

esta equacao foi obtida a partir de um programa desenvolvido no software R, e pelo

truncamento da série > °_, Py 5, due é descrito no Apéndice .2

"= (ml)e2
A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MINCOMPE/1, é dada por

na qual p; < 1, Ay é a taxa de chegada e E(Y;,) é dado pela Equacdo (4.53) assumindo
r=1.

A probabilidade de que durante um servi¢o n usuarios cheguem ao sistema é dada

por

n o)

2
K = m |
" [ Z(pr, 9252 — 1] 231 m' 92 ((Ag 4 pogm)n+1)

(4.55)

A fungao geradora é dada por

- M2 . p7' 1
Koin(2) = > T me2 Oo(1 — 2) + pam)

= Bpin(Ma(1 = 2)). (4.56)
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A funcao geradora de probabilidade ¢

(1= pr) Brin(A2(1 = 2)) (1 — 2)

Win(z) = B (a1 — 2)) — =

(4.57)

A probabilidade do nimero de usuérios no sistema dada por p,, n =0,1,...n, é

dado por

00 o
. ~ 2ot Mo Gy T L
pl - (1 - p7) 00 mp7 1 Y

2im=1 (m1)%2 (pr+m)

: § - (@)
) n 1 . L
pn=(1=pr { i=1 ( ) ( Z(p7, ¢2) — 1] 231 (m!)# (p7+m)>

- ~(n—)
1
X([ (/)7,¢2 ) — 1] me' ¢z 7+m>> }’

em que os simbolos (i) e (n — ¢) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, respectiva-

mente.
A funcao geradora de probabilidade da distribuicao do tempo de espera na fila é
dado por
- 1 —
Wis) = — L= PS (4.58)
/\QBmm(S) + s — )\2

na qual temos que s = \y(1 — 2).

A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é

4 B 1 Z(pre 2t dy) — 1 "
Wiy) = (1 - pr Zp7 (/ (Yonin) Zlorda) Tl dt) : (4.59)

na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolu¢ao da distribuicao MINCOMPE e E(Y,»)

¢ dada pela Expressdo (4.53), assumindo-se r = 1, e substituindo-se py por ps.
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As medidas de desempenho do modelo M/MINCOMPE/1 sao

L, = X EY?2 )
q 2(1_p7) mam/ )
Ao
W, = — "2 g2,
q 2(1_p7) ( mzn)
L = X E(Y?2.)+
2(1_p7) min P7,
Ao
W o= —22 B2 )+ E(Yn), 4.60
ST ) + Pl (4.60)

em que E(Ymm> € E(Yﬁzm

) sao dadas pela Equagao (4.53), assumindo-se r = 1 e r = 2,

respectivamente, e substituindo-se py por pr.

A partir dos Corolarios 3.1, 3.2 e 3.3 os casos particulares do modelo de fila
M/MINCOMPE/1 sdo descritos a seguir. Adotaremos a mesma nota¢ao usada no modelo

de fila M/MINCOMPE/1:

e Quando ¢9 = 0, a distribuicao MINCOMPE torna-se a distribuicao Minimo-geométrica-
exponencial para o tempo de servico, denotada por MINGE. E obtemos o modelo

de fila M/MINGE/1.

A funcao de densidade da distribuicaio MINGE é

(1—p2)
P2

2 3 me e, (1.61)

m=1

mem (y; 95) =

em que y > 0, 05 = (pg, u2)T & o vetor de parametros do modelo MINGE, sendo que

p2 € 0 parametro de intensidade de trafego e us é a taxa de servico.

Podemos reescrever a Equagdo (4.61) da seguinte forma

. pae (1 = pa)
mein (y’ 95) = (1 o p26_ﬂ2y)2 . (462)

A funcao de distribuicao MINGE ¢é dada por

Fy (y;05) = ———— 4.63

szn (y7 5) (1 o p2€_“2y)7 ( )
e a funcao de tempo restante da distribuicao MINGE é
1 i €—M2y

Wi (Y3 05) = (1= pp)er (4.64)

(1 — poerev)’
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O r-ésimo momento, r = 1,2.. ., da distribuicao MINGE é

_ (1—p2) o~ A8
E(Y, ., =uy T'(r+1 . 4.65
( ) 2 ( ) Do zzl (m)r ( )
A taxa de ocupagcao do modelo de fila M/MINGE/1 ¢ dada por

na qual ps < 1, Ag é a taxa de servico e E(Y,,,) é dado pela Equacao (4.65),

assumindo-se r = 1.

A probabilidade de que durante um servico n usuérios cheguem ao sistema é

1— ps) N5 2
kD = U=k mpg’ . 4.67
" Ps mZ:1 P (A2 + pgm)nt! (4.67)

A funcao geradora é dada por

5 (1 —ps) S m H2 5
K (2) = e mpg Ool = 2) T ) = B> (A\(1—2)). (4.68)

m=1
A funcao geradora de probabilidade é obtida da seguinte forma

, _ (- ps) B, (Mol — 2))(1 — z)‘
o B, (a(l—2) — =

(4.69)

Temos,

— oot M oy 1 }

o0 m 1
> et MAE oty

pi.(lﬁs){ii()(lps Z p8+m)>(i)

m=

o —(n—1t)
1— 1
o L)l o S :
ps = (ps +m)

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-

pectivamente.

A funcao geradora de probabilidade distribuicao do tempo de espera na fila é dado

por

Tl (1 —pg)s
Wi(s) = )\ngun( o o (4.70)
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na qual temos que s = \y(1 — 2).

A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é

1 — p e—ugt [n]
wW( (1—ps ZPS (/ (Yonin) ™~ 121_p+luzt)dt) : (4.71)

no qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolu¢ao da distribuicao MINGE, e E(Y,,;,,)

¢ dada pela Equacao (4.65), assumindo-se r = 1, e substituindo-se py por ps.

As medidas de desempenho do modelo M/MINGE/1 sao obtidas a partir das Equa-
goes (4.60), usando-se E(Y;,;,,) e E(Y,2, ) dadas pela Expressao (4.65), assumindo-se

min

r=1er = 2, repectivamente, e substituindo-se p; por ps.

Quando ¢9 = 1, a distribuicao MINCOMPE se reduz a distribuicao Minimo-Poisson-
exponencial para o tempo de servico, denotada por MINPE, e obtemos o modelo de

fila M/MINPE/1.

A funcao de densidade da distribuicaio MINPE é

o0

Frpin (3 06) = =2 Zme e, (4.72)

_ |
er2 1m:1 (m!)

em que y > 0, 0 = (p2, p12)T € 0 vetor de parametros do modelo MINPE, sendo que

p2 € 0 parametro de intensidade de trafego e us é a taxa de servico.

A Equacio (4.72) é reescrita da seguinte forma

Lo P2e —p2y+p2e 2

0 4.73
f mzn <y7 6) <€p2 _ 1) ( )
A funcao de distribuicao MINPE é

eP2 _ pp2eTH2Y

Fy . (y;06) = 4.74

szn(y? 6) (ep2 _ 1) ( )
A funcao de tempo restante da distribuicao MINPE é
epQG*uzy 1

Wi (Y3 06) = (4.75)

(= 1)

O r-ésimo mosmento, r = 1,2.. ., da distribuicao MINPE é dado por

r I'(r+1)

P2_1
6 1
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A taxa de ocupacao do modelo de fila M/MINPE/1 é

em que pg < 1, Ay & a taxa de servico e E(Y,,,) ¢ dado pela Equacao (4.76)

assumindo r = 1.

A probabilidade de que durante um servico n usuérios cheguem ao sistema é

o0

A2 mpm Lo
RS = 2 J . 4.78
" (e —1) mzl m! (Ag + pgm)ntt (4.78)

A correspondente funcao geradora é

6 o 1 25) - mpgn 1 _ nb — >

A funcao geradora de probabilidade é dada por

1o () = (Lm0 B Dall = 2)(1 = 2) 150

B (a(1—2)) — 2

Temos,

_anoz m/;zim 1m +1
p?=(1—pg){ SRR ,

~ A1
Zmzl mo (pg+m)

s ) _ ()
. n 1 py 1
pn=(1 —pg){ ; (Z> (mm:1mﬁm>

o0 m 7(7"’77’)
(e —1) 2= ml (py +m) ’

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-

pectivamente.

A funcao geradora do tempo de espera na fila é dada por

Wﬁ(y) _ _ (1 — p9)$ 7 (481)

na qual s = \y(1 — 2).
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A distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila é
[e'e) —pot [n]
. Y . ePoe 21
Woy) = (1—po) Y _ 1% </0 E(Yonin) lmdt> ) (4.82)
n=0
na qual [n] indica a n-ésima convolu¢ao da distribuicao MINPE, e E(Y},;,) é dada

pela Equagdo (4.76), assumindo-se r = 1, e substituindo-se ps por pq.

As medidas de desempenho do modelo M/MINPE/1 sao obtidas a partir das Equa-
¢oes (4.60), usando E(Y,.,) e E(Y?

man

) dadas pela Expressao (4.76), assumindo-se

r =1 e r = 2, respectivamente, e substituindo-se p; por pg.

e Quando ¢ — 00, a distribuicio MINCOMPE é convertida na distribuicao Minimo-
Bernoulli-exponencial para o tempo de servico, denotada por MINBE, esta distri-

bui¢ao é a mesma descrita anteriormente para o modelo de fila M/M/1.

4.2.1 Estimacao pelo método de maxima verossimilhanca

Seguindo o mesmo planejamento descrito anteriormente, temos a amostra ale-
atoria 7 = (By,..., B, Z1,... Z,,)T, consistindo do tempo entre as chegadas B; do
(¢ — 1)-ésimo ao i-ésimo usudrio, i = 1,...,n,, e dos tempos de servicos completados Z;,
do j-ésimo usuéario,j = 1,...,n,, em que n, é o nimero total de tempos entre chegadas e

ns € o nimero total de servicos completados.

Assim, o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga do modelo M/MINCOMPE/1
é dado pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com
parametro Ay, que descreve os tempos entre as chegadas, mais o logaritmo da funcao de
densidade da distribuicao MINCOMPE, que descreve os tempos de servico. Desta forma,
considerando a amostra aleatoria (By, ..., Bn,; Z1,...,2Zy,)", a fungio do logaritmo da

verossimilhanca é

Emin(94a /\1) = nglog Ay — A\oT;, — ng 10%[2(,027 ¢2) - 1] + ng log jia

S O e,
+ Zlog [Z m(m!)¢2e H ] , (4.83)
=1 m=1

em que 04 = (pa, fla, $2)7 € 0 vetor de parametros do modelo MINCOMPE, n, é o ntimero
total de tempos entre chegadas, T, = > :*, b; tempo total entre as chegadas, ns tempo

total de servigos completados.
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Os elementos da fungao ( ou vetor) escore U = (Uy,, U,,, Uy, , Uy, ) sdo dados por:

Na
U = __Tm
A2 A2
o m 1
U =
- Z (P2>¢2 ) — 1] 2:: m' 92
ns 0 m oo o met
P2 —mu2z; m=py —MU22;
+2; [2:1 (ml)e© ] Z_:l (ml)e © )

Z pslog(ml) s,
m‘ ¢2 :

Casos particulares do logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de fila

M/MINCOMPE/1, quando ¢ = 0,1 e ¢o — oo sdo descritos a seguir:

e O logaritmo da fungao de verossimilhan¢a do modelo de fila M/MINGE/1, que é
descrito pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial
com parametro Ay, para o tempo entre as chegadas, mais logaritmo da funcao de
densidade da distribuicaio MINGE, para os tempos de servicos completados, que é

dado por

Emfm<95, )\2) = Ng 10g /\2 — /\Ta -+ Mg log Mo — /LQTS

+ nglog(l—pp) —2) log(1 — pye#2%), (4.84)

i=1
em que 05 = (p2, 12)T € o vetor de parametros do modelo MINGE, n, ¢ o ntimero
total de tempos entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas, ns ntimero total

de servigos completados e T tempo total de servigos completados.
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Os elementos da fungdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,,U,,) sao dados por:

Ng
Uy, = — — Ta,
A2 )\2

e —H2Z

U —
& 1—P2 Z (1 — poerzzi)’

=1

Ng
Uy =— Ty +Ts — 2
= Z

le2€ —H2%Z;
1 —_ p2e AU‘QZ'L)
e O logaritmo da funcdo de verossimilhanga do modelo de fila M/MINPE/1, ¢ dado
pelo logaritmo da funcao de densidade da distribui¢ao exponencial com parametro
Ao, para os tempos entre as chegadas, mais logaritmo da funcao de densidade da

distribuicao MINPE, para os tempos de servicos completados, que é

gmm(@ﬁ, )\2) = MNg 1Og /\2 - /\2Ta + Uz 1Og P2 + Ng log H2

— 2Ty + po Z e "% —nglog(e” — 1), (4.85)

i=1
em que 0g = (pa, p12)” é o vetor de parametros do modelo MINPE, n, ¢ o nimero

total de tempos entre chegadas, T, tempo total entre as chegadas, ns tempo total

de servigos completados e T tempo total de servigos completados.

Os elementos da fungdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,,U,,) sao dados por:

Ng

Uy=—— Tm
A )\2
n s epQ
U, = = + e He% + Ng-—m—,
" ; (er2 — 1)

U#:——T Zzze r2zi

e O logaritmo da fun¢do de verossimilhanga do modelo de fila M/ MINBE/1 é o

mesmo descrito anteriormente para o modelo M /M /1.

4.3 Resultados numéricos

Para ilustrar os modelos propostos neste capitulo usamos dados simulados e dados

reais. Os dados simulados foram obtidos a partir de um programa desenvolvido no software



70

R, e os dados reais sao de um caixa rapido de um supermercado de porte médio da cidade

de Sao Carlos.

4.3.1 Simulacoes

Simulamos dois conjuntos de dados segundo o modelo de fila M/MINGE/1, com
vetor de parametros de entrada dado por (\g, p2, ¢2)7 assumindo os seguintes valores:
(0,8;0,8;0)T e (0,9;0,9;0)T. Como podemos observar, a partir dos valores de p, que as

simula¢oes indicam altas taxas de ocupacao com 80% e 90% do tempo ocupado.

Como critério de parada das simulagoes usamos n, = n, = 100, isto é, o nimero

total de tempos entre chegadas sendo igual ao niimero total de servigos completados.

Na Tabela 4.1, mostramos resumo descritivo das simulagoes. Podemos observar
que com o aumento da intensidade de trafego, que o tempo de servigo diminui e a vari-
abilidade do sistema aumenta. Podemo observar que existe uma pequena diferenca nas
simulagoes, isto ocorre, devido a grande intensidade de trafego que faz com que os tempos

de servigos sejam proximos.

Tabela 4.1: Resumo dos dados simulados.

p2 | Média | Mediana | Maximo | Minimo | Desvios-padrao
0,8 | 1,203 0,806 8,24 0,003 1,270
0,9 | 1,260 0,741 8,09 0,00016 1,488

Supondo que nao temos informagoes sobre os dados gerados, podemos utilizar os
modelos de fila M/MAXCOMPE/1 e M/MINCOMPE/1 para obtermos estas informagoes.
Para isso, geramos 1.000 sistemas segundo o modelo de fila M/MINGE/1 com 0s mesmos
parametros ja citados, e aplicamos os modelos M/MAXCOMPE/1 ¢ M/MINCOMPE/1,
e assim, calculamos a média das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros
e seus desvios-padrao (dp). As estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros

foram obtidas numericamente usando o gmalss (Rigby and Stasinopoulos (2005)).

Nas Tabelas 4.2 e 4.3, mostramos estas estimativas médias dos parametros dos
modelos. Podemos observar que nao existe grande variabilidade nas estimativas. Notamos

também, que os parametros ¢;, i = 1,2, assumem valores proximos de zero em ambos os
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modelos, isto mostra, que os possiveis modelos que descreverao os dados sao M/MAXGE /1

e M/MINGE/1. Supondo que desconhecemos o modelo cujo dados foram gerados.

Tabela 4.2: Estimativas médias de maxima verossimilhanc¢a dos parametros do modelo de
fila M/MAXCOMPE/1 e seus desvios-padrao (dp).
prdp | A dp | 41 dp 1 dp
p1=0,8[ 081 009079 010]1,02 012 |0,00001 0,02
p1=0,9[092 014089 015|103 0,19 |0,00002 0,01

Tabela 4.3: Estimativas médias de méxima verossimilhanca dos parametros do modelo de
fila M/MINCOMPE/1 e seus desvios-padrao (dp).
prdp | X dp | 4z dp 2 dp
02 =0,8 | 0,790 0,16 | 0,78 0,13 | 0,978 0,15 | 0,00001 0,03
p2=0,9 0,881 0,13 ]0,92 0,19 [ 0,989 0,09 | 0,00002 0,01

Simulamos 1.000 amostras de tamanhos diferentes dos dois modelos M/MINGE/1,
e assim, verificamos a performance das estimativas de maxima verossimilhan¢a dos pa-
rametros usando os modelos M/MAXCOMPE/1 e M/MINCOMPE/1. Consideramos os
seguintes tamanhos de amostra (n):50, 250, 500, 700, e 1.000. Calculamos as médias das

estimativas e os vicios dos modelos.

Nas Tabelas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7, mostramos estas estimativas médias e os vicios
das estimativas dos parametros para cada modelo. Notamos que os vicios das estimativas
de méxima verossimilhanca diminuem quando n cresce em ambos modelos, e observamos

que os parametros de pressao assumem valores proximos de zero.

Nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, mostramos a adequabilidade das distribuicoes
MAXGE e MINGE a partir da comparacao de suas funcoes de confiabilidade com a
funcao de tempo restante estimada pelo método de Kaplan-Meier. Podemos observar
que as funcoes de confiabilidade destas distribuicoes se mostram em concordancia com a

funcao de tempo restante estimada.

As curvas de confiabilidade podem dar uma ideia das diferencas ou igualdades
das distribuicoes, mas nao revelam se as diferencas sao significativas ou nao, sendo assim,

usamos os testes Log-rank e Quiquadrado. Em ambos, testamos a hipdtese nula (Hy), de
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que nao existe diferenca entre as curvas.

Simulamos 1.000 modelos M/MAXGE/1 ¢ M/MINGE/1 com diferentes tama-
nhos, e aplicamos os testes Log-rank e Quiquadrado para cada uma das amostras, e

obtivemos a porcentagem de concordancia destes testes.

Nas Tabelas 4.8 e 4.9 mostramos estas porcentagens de concordancia dos testes.
Podemos observar que a medida que o tamanho da amostra e a intensidade de trafego

aumentam também aumenta a concordancia dos testes.
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Figura 4.1: Comparando a funcao de tempo restante da distribuicado MAXGE e a funcao

de tempo restante estimada com intensidade de trafego p; = 0, 8.
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Figura 4.2: Comparando a funcao de tempo restante da distribuicado MAXGE e a funcao

de tempo restante estimada com intensidade de trafego p; = 0,9.
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Figura 4.3: Comparando a funcao de tempo restante da distribuicao MINGE e a funcao

de tempo restante estimada com intensidade de trafego p, = 0, 8.
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Figura 4.4: Comparando a funcao de tempo restante da distribuicio MINGE e a funcao

de tempo restante estimada com intensidade de trafego p, = 0,9.
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Tabela 4.8: Porcentagem de concordancia dos testes Log-rank e Quiquadrado para o

modelo de fila M/MAXGE/1

Log rank (%) Quiquadrado(%)
Amostra (n) | p1=0,75{ p1 =0,80 | py =0,90 | py =0,75 | p1 =0,80 | p; = 0,90
500 60,2 57.5 62,1 65,4 60,1 66,7
1.000 61,0 62,0 60,0 75,0 70,0 72,0
10.000 78,1 70,0 72,0 80,0 83,4 84,0

Tabela 4.9: Porcentagem de concordancia dos testes Log-rank e Quiquadrado para o

modelo de fila M/MINGE/1.

Log rank (%) Quiquadrado(%)
Amostra (n) | po=0,75{ p2 =0,80 | po =0,90 | po =0,75 | po =0,80 | p2 = 0,90
500 56,42 57,53 59.0 69,0 64,0 68,0
1.000 597,93 60,0 65,0 70,0 71,0 79,0
10.000 77,50 75,0 79.0 83,0 86,4 87,0

Na Tabela 4.10 mostramos as estimativas de £ (Yinaz) € E (Yinin) das simulacoes.
Os valores sao proximos, pois os sistemas simulados possuem tempos de servico muito

proximos, nao havendo grande diferenca entre o maximo e minimo tempos de servigo.

Tabela 4.10: As estimativas de E(Ynaz) € E(Yyin) modelos M/MAXGE/1 e M/MINGE/1.

Intensidade de trafego | 0,80 | 0,90
E(Yimaz) 0,975 | 0,998
E(Ymin) 0,890 | 0,950

Na Tabela 4.11, mostramos as novas taxas de ocupacao dos modelos de fila
M/MAXGE/1 e M/MINGE/1. Observamos que as taxas de ocupagao dados por py e
ps dos modelos de fila M/MAXGE/1 e M/MINGE/1, respectivamente, sdo menores que

as taxas cujos dados foram gerados, mostrando a rapidez dos servidores destes modelos.
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Tabela 4.11: Taxas de ocupacdo dos modelos de fila M/MAXGE/1 e M/MINGE/1.
Taxa de ocupacao || 0,8 0,9

P4 0,78 | 0,898
Ps 0,712 | 0,855

Na Tabela 4.12, mostramos as medidas de desempenho de cada modelo de filas,
usando as novas taxas de ocupagao e comparamos com o modelo de fila M/M/1. Obser-
vamos que os tempos médios de espera na fila (W) dos modelos estudados sao baixos em
comparagao com o do modelo de fila M/M/1, assim como, o nimero médio de usuarios

na fila (L,) e no sistema (L).

Tabela 4.12: Medidas de desempenho dos modelos de fila M/MAXGE/1, M/MINGE/1 e
M/M/1.

M/MAXGE/1 | M/MINGE/1 M/M/1

0,810 0,920 |0,790 0,881 | 0,810 0,920 0,790 0,881
0,78 1,43 051 097 |3453 10,58 2,97 7,283
0,96 1,59 0,63 1,11 | 426 1250 3,76 9,90
L || 1,59 2337 | 132 165 | 425 11,50 3,760 7,283
W | 1,96 2,59 1,63 191 |5263 11,5 4,780 9,174

L
W,

[}

£~

Na Tabela 4.13, comparamos os modelos M/MAXGE/1, M/MINGE/1 e M/M/1
usando os critérios AIC e BIC, para que possamos selecionar o modelo que melhor se
adequa aos dados. Observamos que o modelo M/MINGE/1 possui o menor valor nestes
critérios. Optamos por mostrar somente a comparacao dos modelos com intensidade
de trafego 0,8, pois com intensidade de trafego 0,9 os modelos apresentam o mesmo

comportamento.

Tabela 4.13: Valores dos critérios AIC e BIC
Modelos AIC BIC

M/MINGE/1 || 240,39 | 249,76
M/MAXGE/1 | 241,35 | 249,87
M/M/1 288,65 | 265,09
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Para a simulagdo do modelo M/M/1 usamos os seguintes parametros de entrada
A=0,8e p=1,0, e para 0 modelo M/MAXGE/1 usamos os mesmos parametros do
modelo M/MINGE/1.

4.3.2 Caixa rapido de supermercado

Usamos os dados de uma pesquisa sobre o tempo de atendimento nos caixas de
um supermercado de porte médio da cidade de Sao Carlos. O supermercado possui 10
caixas normais e 3 caixas rapidos. A coleta dos dados foi feita durante um més, e, em um
particular dia da semana, um dos caixas rapidos apresentou a mesma caracteristica dos
sistemas estudados neste trabalho, ou seja, rapidez no atendimento. Neste caixa, foram
coletados 88 tempos de servico e tempos entre chegadas, n, = n, = 88, no periodo das
9:00 horas as 11:00 horas (dados cedidos pelo Prof. Dr. José Gilberto Spasiani Rinaldi
da UNESP de Presidente Prudete).

Para verificar se a amostra dos tempos de servico sao de uma populagao com
distribui¢ao exponencial (Hy), usamos o teste Kolmogorov-Smirnov a um nivel de signifi-

cancia de 0.05 apresentando p-valor=0.3497, e assim a hipotese nula nao foi rejeitada.

Na Tabela 4.14, apresentamos um resumo descritivo dos tempos de servico em
minutos. Observamos que o menor tempo de servico foi de 1,6 minutos, e o maior de

5,93 minutos.

Tabela 4.14: Resumo dos dados do caixa rapido em minutos.

Média | Mediana | Maximo | Minimo | Desvio-padrao

1,12 1,05 2,93 1,6 0,95

Nas Tabelas 4.15 e 4.16, apresentamos as estimativas de maxima verossimilhanca
dos parametros dos modelos e seus desvios-padrao. Estas estimativas foram obtidas a
partir dos modelos de fila M/MAXCOMPE/1 e M/MINCOMPE/1 e usamos o pacote
gmalss do software R (Rigby and Stasinopoulos (2005)). Observamos que as estimativas
dos parametros de pressao, ¢;, ¢ = 1,2, dos modelos, estao proximas de um, sendo assim,
os dados sugerem como possiveis modelos que poderao descrevé-los sao os modelos de fila

M/MAXPE/1 e M/MINPE/1.
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Tabela 4.15: Estimativas de méxima verossimilhanca usando o modelo
M/MAXCOMPE/1.
Estimativas ):1 01 5 (51
0,88 0,92 1,01 1,002
Tabela 4.16: Estimativas de méaxima verossimilhanca usando o modelo
M/MINCOMPE/1.

~

Estimativas /\2 pAQ /jg ngg
0,87 0,887 0,98 1,010

Nas Figuras 4.5 e 4.6, comparamos as funcoes de confiabilidade das distribuicoes
de servico MAXPE, MINPE e a funcao de tempo restante estimada. A partir destas
figuras, observamos a concordancia entre as fungoes de tempo restante das distribuicoes

e a funcao de tempo restante estimada pelo estimador de Kaplan-Meier.

Calculamos as estimativas E (Yonaz) € E (Yinin) das distribuigoes de servico MAXPE
e MINPE, respectivamente. Obtendo os seguintes valores, E(Ymax) = 0,99 minutos e
E(Ymm) = 0,97 minutos. Esse célculo foi feito usando um programa desenvolvido no

software R.

As taxas de ocupagao dos modelos de fila M/MAXPE/1 e M/MINPE/1 sao dadas
por, ps = 0,871 e pg = 0,834, respectivamente. As novas taxas mostram que ocorreu uma
diminui¢ao na ocupacao do sistema, quando comparadas com as taxas estimadas, e isto

ocorreu em ambos modelos.

Com os valores das taxas de ocupacao atualizados, podemos obter as medidas de
desempenho dos modelos. As medidas de desempenho dos modelos propostos, mostram
que o servidor dos modelos é rapido, o tempo de espera na fila e no sistema é baixo, assim
como o nimero de usuarios na fila e no sistema. Estes modelos se mostram mais realistas

do que o modelo M/M/1, o qual superestima as medidas de desempenho.
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Figura 4.5: Comparando a funcao de tempo restante da distribuicio MAXPE e a funcao

de tempo restante estimada.
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Figura 4.6: Comparando a fun¢ao de tempo restante da distribuicaio MINPE e a funcao

de tempo restante estimada.
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Tabela 4.17: Medidas de desempenho dos modelos de fila M/MAXPE/1, M/MINPE/1 e

M/M/1.
M/MAXPE/1 | M/MINPE/1 | M/M/1

L, 1,5 1,18 3,01

W, 1,90 1,79 3,40

L 1,51 1,39 3,01

W 2.4 2,12 4,43

Comparamos os modelos de fila M/MAXPE/1, M/MINPE/1 e M/M/1 a partir
dos valores dos critérios AIC e BIC.

Na Tabela 4.18 comparamos os modelos de fila M/MAXPE/1, M/MINPE/1 e
M/M/1 usando os valores dos critérios AIC e BIC. E Observamos que o menor valor

destes critérios ¢ dado pelos modelo M/MINPE/1.

Tabela 4.18: Valores dos critérios AIC e BIC
Modelos AIC | BIC
M/MAXPE/1 | 8,06 | 4,11
M/MINPE/1 7,30 | 2,34
M/M/1 8,12 | 5,10

4.4 Comentarios finais

Neste capitulo apresentamos os modelos M/MAXCOMPE /1 e M/MINCOMPE/1,
que sdo casos particulares dos modelos de fila M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1,
respectivamente. Para cada um dos modelos propostos apresentamos as distribuicoes de
equilibrio do niimero de usuérios no sistema, do tempo de espera na fila, assim como as

medidas de desempenho.

Mostramos a aplicabilidade dos modelos de fila usando dois conjuntos de dados
simulados, e um conjunto de dados reais de um caixa rapido de um supermercado da

cidade de Sao Carlos.



Capitulo 5

Modelos de fila M/MAXCOMPW/1 e
M/MINCOMPW /1

Neste capitulo relaxamos, a suposicao da distribuicao exponencial como dis-
tribuicao geral e adotamos as distribuicoes Maximo-Conway-Maxwell-Poisson-Weibul e
Minimo-Conway-Maxwell-Poisson-Weibull. Assim sendo, surgem novas distribuigcoes para
0 maximo e o minimo tempos de servico, denominadas de distribuicoes MAXCOMPW e
MINCOMPW, respectivamente. Desta forma, temos novos modelos de filas, que foram
denotadas de M/MAXCOMPW/1 e M/MINCOMPW /1. Estes modelos tém as mesmas
caracteristicas dos modelos de fila descritos no Capitulo 4, diferenciando-se pela distri-

buicao do tempo de servico.

Suponha que Y7,Ys,... sejam varidveis aleatorias independentes identicamente

distribuidas com distribuicao Weibull, e portanto, funcao de densidade de Y; é dada por
fY(y’La 22 k) = k:ukyzkilei(‘uyi)ka (51)

em que y; ¢ o tempo de servico do i-ésimo usuario, 4 ¢ o parametro de escala e k é o

parametro de forma.

5.1 Modelo de fila M/MAXCOMPW /1

O modelo de fila M/MAXCOMPW/1 possui distribui¢ao de servigo dada pela
distribuicao MAXCOMPW.

85
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E a funcao de densidade da distribuicao MAXCOMPW ¢é obtida a partir da
Expressao (3.4) e a correspondente substituicao relacionadas a distribuicao Weibull, e

escrita na forma

[e.o]

(Pl () )k1 (my)"l)m—l, (5.2)

1
Froee W00 = f o 1

m:l
em que 01 = (p1, i1, k1, $1)7 & o vetor de parametros do modelo MAXCOMPW, 1y é o
parametro de escala, k; > 0 é o pardmetro de forma, ¢; é o parametro de pressdao e p; < 1

mede a intensidade de trafego.

A funcao de distribuicajo MAXCOMPW ¢

[Z(p1(1 — e~ )™ ) ¢) — 1]
[Z(p1, ¢1) — 1] '

Fy,...(y;0h) = (5.3)

A correspondente funcao do tempo restante da distribuicio MAXCOMPW é,

entao escrita da seguinte forma

Z(pr, 1) — Z(pr(1 — e m9™) )
[Z(p1, ¢1) — 1] . >4

WYmaz (y7 91) =

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicio MAXCOMPW é dado por

[e.e]

Py _ 1 N
E(Y e) = [Z(p1,61) — 1] [mZ:l (m!)#r

X/Oo T ,ukl k=1 = (pay)*! (1_6—(#1y)’“1)m—1dy]
0

1 . P - s(m—1
= ooy 1] Lz_lmm!)% 2D (")

x / ) Yy e ) ((16)1/k1)k1]dy
0

MITF(k +1) 00 m m—1 ]
" [Z(p00) — 1] ; 1)é1 H ( )m (5.5)

a Equagao (5.5) foi calculada a partir de um programa desenvolvido no software R, e
A
(m!)er’

As distribuicoes de equilibrio do ntimero de usuarios no sistema e do tempo de

truncado a série > m em que este procedimento é dado no Apéndice .2.

espera na fila sao dadas a seguir:
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A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MAXCOMPW/1 ¢
= ME(Yoa), (5.6)

em que p3 < 1, \ é a taxa de chegada e E(Y},,,) ¢ dada pela Expressao (5.5), assumindo-se

r=1.

A probabilidade de que durante um servigo, n usuéarios cheguem ao sistema é
711 1 n+
= — E E ynti 5.7
n max ) ( )

Ary)?
em que escrevemos eMY = Z;’O:O ( %/)
j!

se r = n + j, esubstituindo-se p; por ps.

, e E(Y"7) ¢ dada pela Equagao (5.5), assumindo-

max

A correspondete funcao geradora é dada por

Ea(2) = S (c1p 8= gy B - 2)), (5.5)

max
: J!
Jj=0

sendo que E(Y? ) é dada pela Expressao (5.5), assumindo-se r = j, e substituindo-se p;

por ps.
A expressao da funcao geradora de probabilidades para o nimero de usuarios do
sistema nos instantes de saida do sistema, é escrita da seguinte forma

(1- p:j)émax()\l(l —2)1-2)
Baz(M(1—2)) — =

Hmax('z) = (59)

Assim sendo, temos,

Po = (1_p3)7

— (-1 5 (Y, + 1

»(M(l —2)) ’
JTE(YW)

o= (1-p3)

' SN (0
Pn = (1 - p3){ Z( ) le(erLam>>
. N —(n—i)
(Z(_1> ,] E(Ynjlax)) }7

X
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em que os simbolos (i) e (n — ¢) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, respectiva-

mente, E(Y?, ) é dada pela Expressdo (5.5), assumindo-se r = j, e substituindo-se p; por

P3-

A fungao geradora do tempo de espera na fila é

. 1—
Wos) = —tL=p)s (5.10)
Aleax(S) + s — )\1
na qual s = A\ (1 — 2).

Entao,

Wy(t) = (1—=ps) > p}

[Z(p3; ¢1) — 1]

na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuicao MAXCOMPW, E(Y,,0.)

y _mtkl [”}
§ ( / By, )1 2 0) = Zps(1 — >>,¢1>dt> R
0

é dada pela Expressao (5.5), assumindo-se r = 1, e substituindo-se p; por ps.

As medidas de desempenho do modelo M/MAXCOMPW/1 sao:

A >
L, = — _FE(Y2 ),
q 2(1_p3) ( maac)
Ap
W, = ————E(Y2,,),
q 2(1 _p3) ( max)
Al >
L = 2(1 _pS)E(Ym(zx) +p37
A1 9
W= gy B Vi) + EVnw) (5.12)

em que E(Y,..) e E(Y?,) sao dadas pela Equagio (5.5), assumindo-se r = 1 e r = 2,

max

respectivamente, e substituindo-se p; por ps.

De acordo com os Corolarios 3.1, 3.2 e 3.3, os casos particulares do modelo de

fila M/MAXCOMPW /1 sao descritos a seguir:

Adotaremos a mesma notacao usada no modelo de fila M/MINCOMPW /1.

e Quando ¢, = 0, a distribui¢ao do tempo de servico MAXCOMPW torna-se a distri-
buicao Maximo-geométrica-Weibull, denotada por MAXGW, e obtemos o modelo
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de fila M/MAXGW/1.

A funcao de densidade da distribuicao MAXGW é, entao,

1 — G 1\ m—
P (4 02) = U—’%m > mpp(1— ey, (5.13)
m=1

em que y > 0, 03 = (p1,p1, k)7 é o vetor dos parametros do modelo MAXGW,
sendo que p; ¢ o parametro de intensidade de trafego e py é o parametro de escala

e k1 é o parametro de forma.
A Equacio (5.13) pode ser reescrita na seguinte forma

klﬂlflflykl—wl _ pl)e_(/‘ly)kl

10a) = 5.14
meam (y 2) (1 _ p1<1 _ 6_(#1y)k1>>2 ( )
A funcao de distribuicao de MAXGW é dada na forma
e~ (V" (1 — py)
F 103) = , 5.15
Ymaz (y 2) (1 o pl(l _ 6_(‘“1y)k1)) ( )
e a fungdo do tempo restante da distribuicaco MAXGW ¢é dada por
(1= w1 = p))
W 0) = — 5.16
Ymax (y 2) (1 . pl(l _ e_(ﬂly)kl)) ( )
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicio MAXGW ¢é dado por
e, T
1 F(k_ +1)(1—p1)
E(Y}.) = ! > mpt
P1 m=1
m—1 1 L-i-l -1
x Z(—1)5(m5_ > (14 0)k . (5.17)
5=0
A taxa de ocupacao do sistema é expressa por
P4 = AlE(Ymaw)a (518)

sendo que py < 1, A\; é a taxa de chegada e E(Y,,..) ¢ obtida a partir da Equacao

(5.17), assumindo-se r = 1.

A probabilidade de que durante um servico n usuérios cheguem ao sistema é

(—1)j)\—{E(Y”+j), (5.19)

n| 4 ]' mazx
Jj=0
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em que E(Y"tJ) ¢ obtida a partir da Equagao (5.17), assumindo-se r = n + j, e

max

substituindo-se p; por py.

A funcao geradora é dada por

K e(2) = S (-1p a2

i E(Y},0) = Bha (M (1 = 2)), (5.20)

max max
J=0

em que E(YJ ) éobtida a partir da Equagao (5.17), assumindo-se r = j, e substituindo-

S€ p1 por pg4.

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do ntimero de usuarios no sistema é

1 (o2 0= p)Bhu Oy = )12 o)
e B;nax()\l(l_z» -z ‘ .

Assim sendo, temos,
Po = (]' - p4)7
= o (LY (V) + 1

Zio(—l)j%#ﬂm%) ;

o= (1—ps)

: Y (i)
o= 0 nod (Sediari)

J=0

- ; ~(n—)
x (Z(—lw‘%mw@)) }

J=0
em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-

pectivamente, E(Y? ) é obtida a partir da Equagdo (5.17), assumindo-se r = j, e

substituindo-se p; por py.

A funcao geradora de probabilidades da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é

1—
qu(S) — _ ( p4)5
A\ Bl

max(s) +5— )\1’

(5.22)
em que s = A\ (1 — 2).

Temos que a funcao de distribuicao do tempo de espera na fila é

Wity = (L—ps) ) ok

y —(uat kq o [n]
x (/ E(Ymm)*l(l_e( it p4)dt> , (5.23)

(1= pa(1 = e=0a0™))
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na qual [n] indica a n-ésima convolugao da distribuigaio MAXGW, e E(Y,,4.) € obtida

a partir da Equacao (5.17), assumindo-se r = 1, e substituindo-se p; por py.

As medidas de desempenho do modelo de fila M/MAXGW /1 podem ser obtidas a
partir das Equagoes (5.12), substituindo-se E(Y;2 ) e E(Y,...) dadas pela Equacao

max

(5.17), em que 7 assume os valores 2 e 1, respectivamente.

Quando ¢; = 1, a funcao de distribuicao de servico MAXCOMPW torna-se a dis-
tribuicao Maximo-Poisson-Weibull, denotada por MAXPW, e, assim, obtemos o

modelo de fila M/MAXPW/1.

A funcao de densidade da distribuicao MAXPW é expressa por

o0

1 _ mp7’ _ 1 nm—
Symaa (Y3 03) = mﬂ]{dkwkl N 7!1(1 — ¢ (my)frym—1, (5.24)

m=1
em que y > 0, 03 = (p1, 11, k1) sao os parametros do modelo MAXPW, sendo que
p1 € o parametro de intensidade de trafego, p; é o parametro de escala e ki é o

parametro de forma.

Fazendo a mudanga de indice no somatoério da Equacao (5.24), para j = m — 1,
podemos reescrevé-la na seguinte forma

k
(e~ 10 1) (ury)a

ki y* e

03) = 5.25
fymaw(y7 3) (epl _ 1) ( )
A correspondente funcio de distribuicio MAXPW é dada por
. epl(lfe*(my)kl) 1
F = 5.26
Ymal‘ <y7 3) (6p1 _ 1) ? ( )
e a funcao do tempo restante da distribuicao MAXPW ¢é dada por
ePt el_e*(uly)kl
W ;03) =
Ymaz (y7 3) <€p1 _ 1)
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., n, da distribuicao MAXPW ¢ da forma
_ r -1
Hq TF(— + 1) 0 m m—1 L 1
r kl P1 s(m— 1 k *
E(Y, = — -1 1+46)k . (b.27
V) = gy omiy S (") 0 (5.27

A taxa de ocupacao do sistema é dada por

p5 = ME(Yiaz), (5.28)
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em que p; < 1, \; é a taxa de chegada e FE(Y,,..) é dada pela Equagao (5.27),

assumindo-se r = 1.

A probabilidade de que durante um servico, n usuérios cheguem ao sistema é

n 7
= AN N gy, (5.20)

n| - ]' mazx
J=0

k?2

n

na qual E(Y,"1J) ¢ obtida a partir da Equacao (5.27), assumindo-se r = n + j, e

max

substituindo-se p; por ps.

A correspondente funcao geradora é dada por

K2 = S gy )~ B2 - a) 630

em que E(YJ ) éobtida a partir da Equagao (5.27), assumindo-se r = j, e substituindo-

se p1 Por ps.

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do ntimero de usuarios no sistema é

(1= p5) B (1 = 2))(1 — %)
B2, .(AM(1—2)—=2

max

2. (2) =

(5.31)

Temos, entao

Do = (]‘ - p5)7
- ] 4
_Zj:O(_]')]%E(Y#LmJ +1

2;20<—1>ﬂ“1“]+!‘WE<mm> |

o= (1—ps)

: o N 0
o= (1 —p5){ (Z(—l)jj—!lE(Y%m)>

Jj=0

o ; ~(n—3)
(Z(—nf‘%ﬂmm)) }

J=0

X

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-
pectivamente, E(Y? ) ¢ obtida a partir da Equagdo (5.27), assumindo-se r = j, e

maxr

substituindo-se p; por ps.

A funcao geradora de probabilidade da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é
_ (1 —ps)s
)\137271(136<8) + s — )\1’

W2(s) (5.32)
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sendo que s = Ay (1 — 2).

A funcao de distribuicao do tempo de espera na fila é

s y ePs — el—e*(ult)kl [
2 _ - n -1
W, t) = (1—ps) % Ps (/0 E(Ynaa) (ers — 1) dt) , (5.33)

em que o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuicao MAXPW, E(Y,,0.)

¢ dada pela Equacao (5.27), assumindo-se r = 1, e substituindo-se p; por ps.

As medidas de desempenho do modelo de fila M/MAXPW/1 podem ser obtidas
a partir da Equagao (5.12), substituindo E(Y,...) e E(Y;2,,) dadas pela Expressio

max

(5.27), em que r assume os valores 1 e 2, respectivamente, e substituindo-se p; por

Ps-

Quando ¢; — oo, a distribuicao MAXCOMPW, torna-se a distribuicdo Maximo-
Bernoulli-Weibull para o tempo de servico, denotada por MAXBW, que é a propria
distribuigdo Weibull, e assim temos o modelo de fila M/W/1.

Adotaremos a seguinte notagao para os parametros deste modelo, \y = X\, 3 = p e

ky = k.

A funcao de densidade distribuicao Weibull é
Frias (43 0a) = kptFyF 1= 00", (5.34)

em que y > 0, 03 = (u, k)T é o vetor dos parametros do modelo Weibull, sendo que

[t € o parametro de escala e k é o parametro de forma.

A funcao do tempo restante da distribuicao Weibull é

Wyar (43 0a) = 1 — e 09", (5.35)
O r- ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao Weibull é dado por
(s +1)
EYr,)=—k 7 (5.36)
MT

A taxa de ocupacao do modelo de fila M/W/1 é

p=\E(Y1), (5.37)
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em que p < 1, A é a taxa de chegada e F(Y)) é dada pela Equacio (5.36), assumindo-

ser=1.

A probabilidade de que durante um servico, n usuarios cheguem no sistema ¢ dada

por

n oo j .
k2 = X A——r( +1)
nbez jtw "k

)\n o0 . .
- ZO %r(% +1). (5.38)
p

A correspondente funcao geradora é

K0 = S (L) — s oa-a 6a)

J!

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do nimero de usuéarios no sistema,

é obtida da seguinte forma

(1= ) Bl (AM(1 = 2))(1 - 2)

max

B3 (AN1—-2))—z

max

1T (2) =

max

(5.40)
Temos, entao
— (1) AT+ 1) + 1

pi’ = (1_p) J - 5
2;‘;0<—1>J’%F<% +1)

(Zra-vere

<
_l’_
—_
N—
| N—
| =

S (-1

Py = (1P)§;(?)<

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-

]
+
—
~—
N——
E)

pectivamente.

A funcao geradora de probabilidades da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é
(L—p)s
AB3_ (s)4+s—\

max

W3(s) = (5.41)

na qual s = A\ (1 — 2).
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A funcao de distribuicao do tempo de espera na fila é

Wiy Zp (/ 11— e )dt>(n), (5.42)

na qual o simbolo [n] indicam a n-convolugao da distribuicao Weibull e E(Y]) ¢ dada

pela Equagao (5.36), assumindo-se r = 1

As medidas de desempenho sao:

W= e (1),
L= gt (F1) o
W, = ﬁ%r (%+1)+%r (%H). (5.43)

5.1.1 Estimagao pelo método de maxima verossimilhanga

Adotamos o mesmo planejamento descrito no Capitulo 4. Portanto, temos a

amostra aleatoria v = (X1,...,X,.;Y1,...,Y,. ), consistindo dos tempos entre as che-
gadas X; do (i — 1)-ésimo ao i-ésimo usuario, i = 1,...,n,, e dos tempos de servigos
completados Y;, do j-ésimo usuério, j = 1,...,n,, em que n, é o nimero total de tempo

entre chegadas e n, é o nimero total de servigos completados

Desta forma, o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo M/MAXCOMPW /1
¢ dado pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com
parametro \q, que descreve os tempos entre chegadas, mais o logaritmo da funcao de den-
sidade da distribuicico MAXCOMPW, que descreve os tempos de servigos completados,

assim sendo, temos,

lrnaz(01, M) = nglog Ay — MT, — nglog[Z(p1, d1) — 1] + nsky log py + nglog ky

+(k1 —1) Z logy; + Z log Z mw";‘l)m (1 — g (mp)tym=1\ (5.44)
i=1 i=1 m=1 ’
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sendo 61 = (p1, 11, k1, ¢)" o vetor de parametros do modelo MAXCOMPW, T, = Y7 x;
¢ tempo total entre as chegadas, n, é o nimero total de tempos entre chegadas e n, ¢ o

numero total de servicos completados.

Pela primeira derivada do logaritmo da fungao de verossimilhanca em relacdao a
cada parametro, definimos a fungao (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,, Uy, Uy, , Uy, ), cujos

elementos sao:

na

= <-T

Uy, " .
' -1
o . g1 Ns 00 m

_ ns .]pl pl 7( 1 i)kl m—1
Up = E ; + m 1 — ey
SRR =10 Z{ <m2 (mlyer ) ) }

m=1
= P ki—1, ki —(p1ys)* —(p1ys) k1 ym—
lem(m!l)d>1 (m = Dk g e” W (1 — 7 b)) 2},

Ns . pjl . s oo mpi” o -1
Y T e -1 (Z e 1H(J!)> "2 {(Z (m!)¢1(1—e( *y )

7=0 =1 m=1
> i mpT 1Og<m‘) (1 . 67(#1%)’“1 )mfl
(ml)o :
m=1

Ns

Ns =
U = nologp+ 2=+ > logyi — > (1y:)* log(pys)
i=1

=1

Lz . ) .
X E m(m!l)¢1 (m — 1)(M1yl)k1 log(ulyi)e—(ulyl) 1 (1 —e (1Y) 1) 2}.
m=1

Os casos particulares do logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de

fila M/MAXCOMPW /1 quando ¢; = 0,1 e ¢ — o0, sao descritos a seguir:

e O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXGW /1 é escrito
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pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicdo exponencial com
parametro \;, para os tempos entre as chegadas, e logaritmo da funcao de densidade

da distribuicio MAXGW, para os tempos de servico, logo temos
Ema:v(e% )\1) = Ng log /\1 - /\lTa + Uz 1Og kl + nskl 1Og H1 + Ng 1Og(1 - pl)

k= 1) 3 logys =2} _log(1—pr(1— ")), (5.45)

i=1 i=1
em que 0o = (p1, p1, k1)* & o vetor de parametros do modelo MAXGW, n,, é o nimero
total de tempos entre chegadas, T, tempo total dos tempos entre as chegadas, n, é

o nimero total de servigos completados.

Os elementos da fungdo escore U = (Uy,,U,,,U,, Uy, ) sdo, entao, dados por

Uy, = Z—‘;—Ta,

Un = ‘ﬁ”ia —(;?1—(8))))

U, - b1 1Zy +2k1p1u'f1_1g(1_;/1]6(116__@;():%)'“1))’
Ui = 3 malogm Zlogyz i(ﬂlyi>kllog(“l%>

=1 =1

_QZ /)16 9™ (1 i)™ og (rys)
_ pl 1 — e (:U‘lyz)kl>> ’

e O logaritmo da func¢do de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXPW/1 é es-
crito pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicdo exponencial
com parametro \;, para os tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de
densidade da distribuicio MAXPW para os tempos de servico, e é dado por

Cmaz(03, M) = nglog Ay = M T, + nglog by + noky log iy + (k1 — 1) Y logy;

=1

N ni
+nslogpr — p1 Z(l — e my)™y Z(,ulyi)kl — nglog(e” — 1), (5.46)
i=1 i=1

em que 03 = (p1, p1, k1)T & o vetor de parametros do modelo MAXPW, n, é nimero
total de entre chegadas, T, é o tempo total dos tempos entre as chegadas, ngs é o

numero total de servigos completados.
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Os elementos da fungdo escore U = (Uy,,U,,,U,,, Uy, ) sdo, entdo

n
Uy, = —-1T,
A "
n 0 k eft
— B _ (—py)® _ =
Up = pl+n5 Ze ! ns(eﬂl—l)’

=1

i=1

1 i=1

Ns

n S
U = g+ nslogm+ 3 logys =3 (my:)™ log(uy)
i=1 =1

Ns

+ 1y e ()M log (i i),
=1

e O logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo de fila M/W /1, consiste na
soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parame-
tros Ai, para os tempos entre as chegadas, com o logaritmo da fun¢ao de densidade
da distribuicao Weibull, para os tempos de servigos completados. Logo temos

lmaz (04, ) = mnglog A\ — AT, + nglogk + ngklog p

Ns

+ (k=1 Z logys — > (1y:)", (5.47)

i=1
na qual § = (u, k)T é o vetor de parametros da funcao de densidade da distribuigao
Weibull, n, ¢ o nimero total de tempos entre chegadas, T, ¢ o tempo total dos

tempos entre as chegadas, ngs é o nimero total de servicos completados.

Os elementos da fungao escore U = (Uy, U, Uy) sao, entdo, dados por

U)\ = __Ta7

ngk o
U}L = - k::uk ! Z yfa
i=1

o
n, Ns Ns
U, = - + nglog u + Zlogyi — uny log (k).

=1 i=1
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5.2 Modelo de fila M/MINCOMPW /1

Apresentamos agora o modelo de fila M/MINCOMPW /1, que difere do modelo
de fila descrito anteriormente pela distribuicao de servigo, que neste caso é dada pela

distribuicao MINCOMPW.

Usando a Equagao (3.5) escrevemos a fungao de densidade da distribuigdo MIN-
COMPW

1
[Z(p2, p2) — 1

em que 05 = (pa, o, ko, #2)T & o vetor de parametros do modelo MINCOMPW, na qual

L~ 05" (ouml/k2 )k
byt et oy

[o € 0 pardmetro escala, ko é o pardmetro de forma, ¢5 é o parametro de pressao e po
mede a intensidade de trafego.
A funcao de distribuicajo MINCOMPW é

Z(p2, p2) — Z(P26_(“2y)k27¢2)

Fy . (y;05) = , 5.49
Ymm(y 5) [Z(pg,@b) _ 1] ( )

e a funcao do tempo restante da distribuicao MINCOMPW ¢ dada por

Z(pse=120)™ o) — 1
Wy, . (y;05) = 5.50
Ymm(y 5) [Z<p27¢2) _ 1] ( )
O r-ésimo momento, r = 1,2,... da MINCOMPW é

B(Y!, e P2 (5.51)

) L6 1] 2 ) s

a Equacao (5.51) foi obtida a partir de um programa desenvolvido no software R, e também

P2
(m!)o2’

A taxa de ocupacao do sistema é dada por

e este procedimento esta descrito no Apéndice .2.

truncamos a série »_-_,

pr = M E(Yyin), (5.52)

em que p; < 1, Ay é a taxa de chegada e E(Y,,;,) é dado pela Equacao (5.51), assumindo-se

r=1.

A probabilidade de que durante um servigo, n usuérios cheguem ao sistema, é

n J .
_M (_1)J'ﬁE(y”+J)7 (5.53)

. min
I 4 4!
Jj=0
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em que E(Y"*7) & dada pela Equacio (5.51), assumindo-se = n + j, e substituindo-se

p2 por pr.

A correspondente funcao geradora é dada por

Koia(e) = S ms )~ Bau- ), 6

min
J=0

sendo que E(Y? ) é dada pela Expressio (5.51), assumindo r = j, e substituindo py por

min

P

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do niimero de usuarios no sistema

é, entao,

(1= pr) Brn(A2(1 = 2)) (1 — 2)

Win(z) = B (Ca(1 — 2)) — =

(5.55)
Temos,

Po = (1_p7)7

— 2 o(=1) 2E(ng)+1

Z@O(_l)jwﬂyﬂ ) ’

j ‘ man

po= (1—p7)

| s A (0
Pn = (1—p7){ (Z( 1)’ 215—’(1/#“”))

=0 J!

. ~(n—i)
(Z( 1) ??E(Y#m)) }

J=0

X

em que os simbolos (i) e (n — 7) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, respectiva-

mente, E(Y,flm) é obtida a partir da Equagao (5.51), assumindo-se r = j, e substituindo-se

p2 Por pr.

A funcao geradora de probabilidades do distribuicao do tempo de espera na fila

é dada por
7 (1—pr)s
W, ()

_ , (5.56)
/\QBmZ‘n(S) + s — /\2

na qual temos que s = p7(1 — z).

A funcao de distribuicao do tempo de espera na fila é

ot NG
Wiy) = (1—pr) Zm (/O (Yomin) ™ IZ(T@(%M ?)] 1dt> . (5.57)
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na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuigao MINCOMPW, e F(Y,,.ir)

é dado pela Equacao (5.51), assumindo-se r = 1, e substituindo-se py por pr.

As medidas de desempenho sao dadas por

[ E(Y,,)
q 2(1 _p7) man/?
A2
W, = E(Y? ),
q 2(1_/)7) ( m'm)
L X E(YZ2,.)+
2<1 _,07) min P75
A2
W, = ————EY2 )+ EYmn), 5.58
0= Sy B ) + B i) (5.58)

nas quais E(Y,.,) e E(Y?

min

) sao dadas pela Equagao (5.51), assumindo-se r =1 e r = 2,

respectivamente, e substituindo-se py por pr.

Usando os Corolarios 3.1, 3.2 e 3.3 obtemos os modelos de fila geradps a partir

da variacao do parametro ¢s.

Adotaremos aqui a mesma notagao usada no modelo M/MINCOMPW/1.

e Quando o parametro de pressao assume o valor zero, ¢ = 0, a distribuicao MIN-
COMPW, para o tempo de servico, se torna a distribuicao Minimo-geométrica-

Weibull, denotada por MINGW, e, assim, obtemos o modelo de fila M/MINGW /1.

A funcao de densidade da distribuicao MINGW é dada por

1 . [e.e]
mem <y; (95) _ ( p2p2)N§2k2yk21 Z mpg%e*(uzymwcz)kz’ (559)

m=1
em que y > 0, 05 = (p2, f2, k2) é o vetor dos parametros do modelo MINGW, sendo
que ps é o parametro de intensidade de trafego e uo é 0 parametro de escala e ks é

o parametro de forma.

A Equagao (5.59) pode ser reescrita na seguinte forma

kg iy te~(2v)™2 (1 — py)

(1 — ppe—(r2y)*2)2 (5.60)

mein (y7 05) =

A funcao de distribuicao da distribuicao MINGW ¢é escrita na forma

_ (1)
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A funcao do tempo restante da distribuicao MINGW ¢é dada por

) B (1 — p2)e_(#2y)k2
Wymin (y’ 05) - (1 . p2€7(#2y)1€2) . (562)

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao MINGW ¢ dado por

yo Wmp) g Ty (5.63)

EY" )
( P2 ko — m/k2

A taxa de ocupacao do sistema é dada por

ps = X E(Yimn), (5.64)
em que pg < 1, \y é a taxa de chegada e E(Y,,;,) é dada pela Equagao (5.63),
assumindo-se r = 1.
A probabilidade de que durante um servico, n usuérios cheguem ao sistema, é

n X J
i

| —— —1)Z
j:o( )j!

E(Y'+), (5.65)

na qual E(Ym”;]) é dada pela Equagao (5.63), assumindo-se r = n+7, e substituindo-

se pa POT .

A correspondente funcao geradora é dada por

o0

Kiunl2) = (-1 2= ey

=0
sendo que E(Y?

7)€ dada pela Expressao (5.63), assumindo-se = j, e substituindo-

se po por ps. A funcao geradora para a distribuicao de equilibrio do nimero de

usuarios no sistema é obtida da seguinte forma
(1= p8) Biuin(Aa(1 = 2))(1 — 2)

. (2) = B (L — ) - : (5.67)

Entao,

00 )\é j
=D imo(CFE(Y ) +1

S (—1)jME(Yj

Jj=0 j' m'm)

: - ; (i)
A= o (e ao)
o ; ~(n—i)
(Z(—l)j%E(Y#;m) }

J=0

X
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em que (i) indica i-ésima derivada e (n —i) a (n —i)-ésima derivada, e B(Y?. ) pela
Equacao (5.63), assumindo-se r = j e substituindo-se py por ps.
A funcao geradora da probabilidade distribuicao do tempo de espera na fila é dada

por

Wy (s)

na qual temos que s = \y(1 — 2).

_ (1 —pg)s
)\ZB5 (S) — S+ )\2’

min

(5.68)

A funcao de distribuicao do tempo de espera na fila é

N
> Y (1 = py)e—(H2m)*2
Wiy)=(1—ps) > ol (/ B(Yipg) L2 P2) dt) , (5.69)
n=0 0

(1 — er*(AQy)kQ)

no qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolu¢do da distribuigbes MINGW, e
E(Y,in) € dado pela Equagao (5.63), assumindo-se r = 1, e substituindo-se p, por
Ps-

As correspondentes medidas de desempenho sdo obtidas a partir de (5.12) subs-

tituindo E(Yyi) e E(Y?2

min

) por (5.63), para r = 1 e r = 2, respectivamente, e

substituindo-se p, por ps.

Quando o parametro de pressao assume valor um, ¢, = 1, a distribuicao MIN-
COMPW se reduz a distribuicao Minimo-Poisson-Weibull, denotada por MINPW.
Logo, temos o modelo de fila M/MINPW /1.

A funcao densidade da distribuicao MINPW é entao, escrita na forma

1

_ = mpy' ml/
Foan (U3 66) = Co—pythay™ ™ ) DL el (5.70)
m=1 ’

em que y > 0, g = (pa, f12, k2) € 0 vetor de parametros do modelo MINPW, sendo
que po é o parametro de intensidade de trafego, us é o parametro de forma e ky é 0

parametro de escala.

Fazendo uma mundanga no indice do somatorio da Equacao (5.70), para j = m — 1,

obtemos a seguinte forma

ko k2_16p267(u2y)k’2 —(uay)k2

kaops’y
- (y;0g) = 5.71
me'Ln(y7 6) <€P2 _ 1) ( )
A funcao de distribuicao da distribuigao MINPW ¢é, entao, dada por
_ ko
eP2 _ ep2e (12y)
Fy,i (Y3 06) = (5.72)

(n—1)
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e a funcao do tempo restante da distribuicao MINPW ¢é dado por

(eme*(wy)k?

(= 1)

1

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao MINPW ¢

T (E) &

EY: . )= ——. 2.74
i) = =3y i (5.74)
A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MINPW/1 &

em que pg < 1, Ay é a taxa de chegada, e E(Y,,,) ¢ obtido pela Equacao (5.74),

para r = 1.

A probabilidade de que durante um servico, n usuérios cheguem ao sistema, é

TREVES

n

N .
) (S E(Y ), (5.76)
! <= g!

na qual E(Ym”;f) é dada pela Equagao (5.74), assumindo-se r = n+7, e substituindo-

se pa Por py.

A correspondente funcao geradora é

K6

min

(z) = Z(_l)j()\2(1 - 2)) E(Yj

min
J!

) = Bhin(e(1 = 2)), (5.77)

=0
sendo que E(Y#Lm) é dada pela Expressao (5.74), assumindo-se r = j, e substituindo-
S€ p2 POr pPg.

A funcao geradora de probabilidade em estado de equilibrio, para o nimero de

usuarios no sistmea é

1 (2= (Lm0 Bh el = 2)(1 = 2) -
" Bhaa(l—2)—2 |

Portanto, temos

pg - (1 - p9>7
5 — (R EY,) + 1
PP o= (1—po) (Az({—Z))j —
> oo (1) (Y )

J!
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- ¥ \®
Pn = (1—/)9){ (Z(—l)j.—QE(Yém))

=0 '

., RN
(Z(—W%E(mm)) }

Jj=0

X

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — 7)-ésima derivadas, res-

pectivamente, e E(Y? ) & obtida a partir da Equacdo (5.74), assumindo-se = 7, e

min

substituindo-se py por pg.

A funcao geradora do tempo de espera na fila é dado por

(1—po)s

- , 5.79
)\2B6- (S>+S—/\2 ( )

Wy ()
na qual s = \y(1 — 2).

Temos, que a funcao de distribuicao em estado de equilibrio do tempo de espera na

fila é

00 y ppoe (202 "]
Wot) = (1—po) > _pt (/O (Vi) T 1)dt) . (5.80)

no qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolucdo da distribuigao MINPE, e E(Y,,in)

é obtida pela Equacao (5.74), para r = 1, e substituindo-se ps por pq.

As medidas de desempenho sao obtidas por (5.12), substituindo-se E(Y,,;,) ¢ E(Y,2

por (5.74) para r = 1 e r = 2, respectivamente, e usando-se py.

e Quando ¢y — o0, a distribuicao MINCOMPW se transforma na distribui¢ao Minimo-
Bernoulli-Weibull, denotada por MINBW, e a sua funcao densidade é a propria
distribuicao Weibull. Neste caso, obtemos o modelo de fila M/W /1, como descrito

anteriormente.

5.2.1 Estimagao pelo método de maxima verossimilhanga

Como descrito anteriormente, no Capitulo 4, adotamos o planejamento mais sim-

ples, no qual temos uma amostra aleatéria 7 = (By,..., B, Z1,...Z,,)T, consistindo
dos tempos entre as chegadas B; do (i — 1)-ésimo ao i-ésimo usuério, i = 1,...,n,, €
dos tempos de servigos completado sZ;, do j-ésimo usudrio,j = 1,...,n,, em que n, € o

numero total de tempos entre chegadas e ny é o niimero total de servicos completados.
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O logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo de fila M/MINCOMPW /1
¢ dado pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com
parametro A9, que descreve os tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de

densidade da distribuicao MINCOMPW, que descreve os tempos de servico, e dado por

lin(04) = ngAhg — ATy, — nglog|Z(p2, ¢2) — 1] + nskolog s + nglog ko + (k — 1) Z log z;

Zlog (Zm Py’ e~ ,uzznzl/kz)kz), (5.81)

em que 04 = (pa2, f12, P2, k2)T € o vetor de parametros do modelo MINCOMPW, n, é o
numero total de tempos entre chegadas, T, é o tempo total entre as chegadas, ns é o

tempo total de servicos completados.

Os elementos da funcdo (ou vetor) escore U = (Us,,U,,,U,,, Uk,, Uy,) sdo dados

por
nCL
U)\Q = )\_2 Ta;
0o m,1 Ns 00 m -1
_ mps —(pazim/k2)k2
0 - D (3 )
_ l |
= m2p 1
—(p2zim!/k2)k2
X Z (m[)¢26 ’
m=1
L Ns 00 -1
_ ngky mpy' —(pazam!/*2 k2
Upy, = 115 Zl <Z_1 (ml)qﬁze
- megn ko—1 _ko 1/k2\k
- —(nzzim!/k2)k2
S A
m=1
1 Ns [e%¢] -1
02 og mpy' —(Aozym!/k2)k2
U — 224
®2 [ P2,¢2 _ 1 Z ; <mz::1 (m[)¢2€ )

m:l

- (Z PE ~(azim! /12t log(m!>> :
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Ns Ns [e’e} m -1
fs m —(p2zim
Uk’z = Mg logﬂQ + k’_ + ZlogzZ — Z (Z (m[p)2¢26 (n2z; 1/k2)k2>
2 =1 .

=1

N
x Z(m‘)¢2 (re 2 (sziml/kQ)k2log(mziml/ka)_

m=1

Os casos particulares do logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de

fila M/MINCOMPW/1 para a variagao de ¢ = 0,1 e ¢y — 00 sdo descritos a seguir.

e O logaritmo da fun¢do de verossimilhanca do modelo de fila M/MINGW/1 é dado
pela soma logaritmo da funcao de verossimilhanga da fungao de densidade da dis-
tribuicao exponencial com parametro Ao, para os tempos entre as chegadas, e do
logaritmo da fungao de densidade da distribuicao MINGW, para os tempos de ser-

vicos completado, que é dado por

Crnin (05, A2) = nglog Ao — AT, + nglog ko + ngks log o + (k — 1) Z log z;

— 52 Z " 1 nglog(l — po) — 2 Zlog 1 — pye22)"2), (5.82)

=1 =1

em que 05 = (pg, ji2, k2)T € 0 vetor de parametros do modelo MINGW, n, é o ntimero
total de tempos entre chegadas, T, é o tempo total entre as chegadas, ngs é o tempo

total de servicos completados.

Os elementos da funcao (ou vetor) escore U = (Uy,, U,,,U,,, Ux,) sdo, entao, dados

por

U)\Q = 5 - Ta7

(/’LQZZ

(&

v, = + 2

P2 1 _ ,02 lz: 1— p2e™ (2z;)F )

QZZ)kQ

k’z 1 ]{32_ o—1
ZZ Zp k21u2 Z 1—p2€ (#221) )7

Ns

Uk2 - k’_ + N 1Og s + Z 10g = Z(MQZz)k 1Og(:u22i)

=1 i=1

Z pae™ 125" (15 2)%2 log (112.2;)
— pP2€e~ (szi)) ’
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e O logaritmo da funcdo de verossimilhanga do modelo de fila M/MINPW /1 é dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com
parametro A9, para os tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de den-
sidade da distribuicao MINPW, para os tempos de servicos completados, e dado

por

lin(06, A2) = nglogAg — AT, — nglog(e” — 1) + ngks log g + nglog ko

s s

— (k=1) Z log z; + po Z e (mzz)™ ke NT ke (5.83)
i=1

i=1 =1

em que 05 = (pa, po)’ & o vetor de parametros do modelo MINPW, n, é o niimero
total de tempos entre chegadas, T, é o tempo total entre as chegadas, ng é o tempo
total de servicos completados.

Os elementos da fungdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,, U,,, Uk,) sdo dados por

Ng

U = 3 - Taa
Ao "
€p2 " k
_ —(p22;)"2
UPQ - n8(6p2 _ 1) +Z€ ? )
=1
sk = . -
U = L2 bk VN Rz g ke st N ke
2 i=1 i=0
Uz > 1oz e
Uk, = 7~ —nslogpz+p D log(paz)(pz) e e O D (p22:)* log(pa2)-
2 i=1 i=1

5.3 Resultados numéricos

Para mostrarmos a aplicabilidade dos modelos de fila propostos neste capitulo,
usamos dados simulados, obtidos a partir de um programa desenvolvido no software R,

e um conjunto de dados reais dos acessos a um blog.

5.3.1 Simulacoes

Para as simulagoes usamos o mesmo critério de parada descrito no Capitulo 4,

ou seja n, = ns, = 100.
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Simulamos dois modelos de fila M/W /1, com o vetor de parametros de entrada
(N, p, i1, k)T, assumindo os seguintes valores, (0,8;0,8;1,0;0,9) e (0.9;0,9;1,0;0,9)7. A
escolha do parametro k foi feita a partir das simulacoes que apresentaram maior rapidez

de servigo, e o valor selecionado para este parametro foi 0, 9.

Umas da dificuldades encontradas neste trabalho foi simular os modelos de fila,
M/MAXCOMPW/1 e M/MINCOMPW/1, assim como os modelos particulares oriundos
da variacao do parametro ¢; = 0 e ¢; = 1, i = 1,2. Isto ocorre devido a dificuldade de
sincronizar chegadas, servicos e saidas. A solucao deste problema é colocada nas propostas

futuras.

Na Tabela 5.1, mostramos o resumo descritivos dos dados simulados. Podemos
notar, que a simulacao com intensidade de trafego 0,9 possui o maior e o menor tempos

de servigo com 8,470 unidade de tempo e 0,000156 unidade de tempo, respectivamente.

Tabela 5.1: Resumos dos dados simulados para p =0,8 e p =0,9.

p | Média | Mediana | Maximo | Minimo | Desvios-padrao
0,8 | 0,840 0,542 5,918 | 0,00052 1,31
0,9 | 0,941 0,551 8,470 | 0,00016 1,71

O valor do parametro ¢ esta subtendido no modelo de fila M/W/1, sendo assim,
primeiramente, este parametro foi estimado pelo método de maxima verossimilhanca dos
modelos M/MAXCOMPW/1 e M/MINCOMPW/1 a partir de 10.000 rodadas de simu-
lacoes. O valor médio das estimativas do parametro de pressao foi de ¢; = 100, i = 1, 2,

assim, este valor foi considerado como o valor a ser comparado.

Simulamos 1.000 modelos de fila M/W/1, e, para cada vetor dos parametros

calculamos as médias das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros, usando

os modelos de fila M/MAXCOMPW /1 e M/MINCOMPW/1 e seus desvios-padrao (dp).

Nas Tabelas 5.2 e 5.3, apresentamos as médias destas estimativas e seus desvios-
padrao. Podemos observar que as estimativas médias dos parametros dos modelos estao
préximas dos parametros de entrada da simulacao. Notamos também, que a variabilidade
é pequena para todas as estimativas médias. As estimativas de méaxima verossimilhanca

dos parametros foram obtidas numericamente usando o gmalss (Rigby and Stasinopoulos,

2005).
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Tabela 5.2: Estimativas médias de méxima verossimilhanca dos parametros do modelo de
fila M/ MAXCOMPW/1 e seus desvios-padrao (dp).

p | A dp| p dp |y dp | kn dp | & dp

0,8 (084 0,07]082 0,001 1,12 0,04 | 0,98 0,012 99 0,03

0,9 091 0091093 0,02 |1,09 0,03]0,99 0,02 |100,9 0,01

Tabela 5.3: Estimativas médias de méxima verossimilhanca dos parametros do modelo de

fila M/MINCOMPW /1 e seus desvios-padrao (dp).
p |l X dp | p dp | [z dp | ko dp s dp

0,8 0,83 0,089 | 0,81 0,002 | 0,82 0,04 |0,89 0,02 | 99,90 0,002

0,9 0,89 0,092 | 0,91 0,003 | 0,92 0,023 | 0,90 0,0052 | 101,0 0,001

Em seguida, simulamos 1.000 amostras com tamanhos diferentes do modelo M/W /1
com os diferentes parametros de entrada, que sao: 50, 250, 500, 700, e 1.000. E verifi-
camos a performance das estimativas médias de maxima verossimilhanca dos parametros

dos modelos e também calculamos os vicios.

Apresentamos estes resultados nas Tabelas 5.7, 5.8, 5.9 e 5.10. Notamos que os
vicios das estimativas médias diminuem quando o tamanho das amostras aumenta, e isto

acontece em ambos modelos.

Nas Figuras 5.1 e 5.2, comparamos as funcoes de confiabilidade da distribuicao
Weibull das duas simulacoes e a funcao do tempo restante estimada. Notamos que as
funcoes de confiabilidade das distribui¢oes se mostram em concordancia com a funcao do

tempo restante estimada.

Usamos os testes Log-rank e Quiquadrado como foi feita no Capitulo 4, e na
Tabela 5.4 mostramos as porcentagens de concordancia dos testes. Podemos observar
que a medida que o tamanho amostral e a intensidade aumentam, também aumentam as

porcentagens de concordancia dos testes.
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Tabela 5.4: Porcentagem de concordancia dos testes Log rank e Quiquadrado para o

modelo de fila M/W/1.

Log rank (%) Quiquadrado(%)
Tamanho Amostral(n) | p=0,75| p=0,80 | p=0,90 | p=0,75 | p=0,80 | p=10,90
500 50,1 57.5 56,6 72.3 75.0 76,6
1.000 85,3 88,0 80,0 84,6 87,0 87,9
10.000 80,2 84,0 88,1 94,0 95,0 96,8

Usando a Equagao (5.36) calculamos as estimativas de E(Yl) no modelo de fila
M/W/1, para os dois conjuntos de dados simulados. Na Tabela 5.5 mostramos estes

resultados.

Tabela 5.5: Estimativas de E(Y;) para modelo M/W/1 das simulagoes.
p=0,80 | p=0,90
0,915 | 0,965

~

E(Y1)

Na Tabela 5.6, mostramos as estimativas das taxas de ocupacao dos sistemas
simulados. Podemos observar uma diminuicao nessas taxas em relacao aos valores do

parametro p, usados como entradas das simulagoes.

Tabela 5.6: As taxas de ocupac¢ao do modelo de fila M/W/1 para as duas simulagoes.
p | 0,80 | 0,90
p | 0,754 | 0,853

Na Tabela 5.11, mostramos as medidas de desempenho de cada modelo de fila
M/W/1 e comparamos com as do modelo de fila M/M/1. Observamos que as medidas de
desempenho para o modelo de fila M/W /1 sao menores que as do modelo de fila M /M /1.
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Figura 5.1: Comparando a fun¢do do tempo restante da distribuicao Weibull e a funcao

do tempo restante estimada com intensidade de trafego p = 0, 8.

° _|
—
@ _|
o .
Qe —— Kaplan—-Meier
g = W)
5 © |
8 o
=
[
o
(&S]
[}
T3
] ©
O
c
>
LL
N
o
o |
o
T T T T
0 2 4 6 8

Figura 5.2: Comparando a fun¢ao do tempo restante da distribuicao Weibull e a funcao

do tempo restante estimada com intensidade de trafego p = 0,9.
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Tabela 5.11: Medidas de desempenho dos modelos de fila M/W /1 e M/M/1.

M/W/1 | M/M/1
5 ||0,754 0,853 0,754 0,853
Ly | 1,59 1,70 | 2,311 5,942
W, | 1,57 2,03 | 3,08 5,822
L | 298 2930 3,06 5,802
W || 2,37 2,524 | 4,080 6,826

Na Tabela 5.12, comparamos os modelos de

fila M/W/1, M/M/1 e M/E,/1,

usando os critérios AIC e BIC, e, assim, selecionando o modelo que melhor explique os

dados. Notamos que modelo M /W /1 atinge o menor valor destes critérios. Optamos por

mostrar somente a comparagao dos modelos gerados com intensidade de trafego 0, 8, pois

com intensidade de trafego 0,9, os modelos apresentam o mesmo comportamento.

Tabela 5.12: Valores dos cri

Modelos AIC

BIC

M/W/1 || 349,05 | 352,50
M/M/1 | 400,03 | 458,51
M/Ey/1 || 350,02 | 358,90

térios AIC e BIC

Nota: O modelo de fila M/E}/1 foi simulado com os mesmos parametros de

entrada do modelo M/W/1, e para o modelo M/M/1 usamos A = 0,8 e y = 1. Usamos

estes valores para gerar o modelo de fila M/M/1, pois obtemos a mesma intensidade de

trafego gerada nas simulagoes, p = A/u = 0, 8.

5.3.2 Acessos a um blog

Os dados agora apresentados sao dos acessos a um questionario alocado no blog

"Tendéncias Profissionais", que tinha como objetivo coletar dados para a pesquisa finan-

ciada pelo Instituto de Pesquisa Economica (IPEA), que tracava o perfil do profissional

na area de comunicacao no Brasil. A coleta iniciou-se em 10 de dezembro de 2.011, e o

questionério ficou disponivel por 20 dias.
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O meio utilizado para a coleta dos dados foi a distribuicdo do link do blog nas
principais redes sociais (Facebook, Twiter, Orkut, MySpace, Youtube) e também 1.000 e-
mails foram enviados as principais agéncias de publicidade do Brasil (Dados cedidos pelo

grupo de pesquisa Midia interativas digitais (Mid)).
Podemos acessar o blog pelo seguinte endereco:
http://tendenciasprofissionais.wordpress.com /grupo-de-pesquisa-mid.

Na Figura 5.3, mostramos a pagina principal do blog, na qual existem varios links,
que o usudario pode acessar, como, por exemplo, o grupo Mid, a Equipe, o questionério
etc. Cada link foi interpretado como sendo um servidor, e dentro de cada um ¢é possivel

acessar o questionario.

Tendéncias pacedaPonin
PI‘OfiSSionaiS AR

da drea da Comunicacio

Browsing All posts tagged under »mid«

Perfil do profissional da comunicagio 2011: inicio da coleta de dados

jpea” e de

21

A Pesquisa Panorama da Comunicacgo e Telecomunicacioes IPEA 2011 preve, enfre oufras coisas,
atualizara perfil do profissional da eanunicagio no Brasil. A colaboracio de todos os que atuam no
mercadode trabalhoda connmicagioé o caminho da precisdo dests diagnostico. Participe. Divulgue,

Encaminhe para quem trabalha comoprofissional da comunicagéo, formado oundo[..] Mais inf o
15 INTOrMagoes

N A pesquisa de 2010
D'.'l“f\"f"“'] F‘I'.'l (‘f\'ﬂ“‘”“r‘ﬂf‘f‘ﬂ ani I:Hqu]s

Figura 5.3: Blog Tendéncias Profissionais.

Com o uso da ferramenta Google Analytics foi possivel saber quantos acessos o
usuario fez a pagina, quais [links foram feitos, os horarios de acesso, a origem do usuério

através do IP da maquina e se o usuério acessou diretamente o questionario.

No periodo da coleta desses dados foram realizados 2.000 acessos ao questionario,
e, em um particular dia tivemos 206 acessos, isto foi devido a ampla divugacao nas redes
sociais no inicio da pesquisa, e também do esforco para contactar pessoas que trabalhavam
na area da comunicacao. Vale ressaltar que o acesso nao implica responder o questionéario.
Portanto, escolhemos este dia para mostrar a aplicabilidade dos modelos propostos neste

trabalho.
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Para verificar se a amostra selecionada origina-se de uma populagao com distri-
buigao Weibull (Hy), usamos o teste Kolmogorov-Smirnov com nivel de significancia de

0,05 e obtendo o p-valor= 0, 2857, com este resultado nao rejeitamos a hipotese H.

Mostramos, na Tabela 5.13, o resumo descritivo dos tempos entre os acessos ao
questionario. Podemos observar que o menor e o maior tempo entre os acessos foi de

0, 00068 segundos e de 16, 56 segundos, respectivamente.

Tabela 5.13: Resumo dos tempos entre os acessos em segundos.

Média | Mediana | Maximo | Minimo | Desvio-padrao

1,008 0,326 16,56 | 0,00068 1,86

Na Tabela 5.14, mostramos as estimativas de méxima verossimilhanca dos pa-
rametros dos modelos de fila M/MAXCOMPW/1 e M/MINCOMPW/1. Podemos ob-
servar que as estimativas dos parametros ¢;, i = 1,2 dos modelos M/MAXCOMPW /1
e M/MINCOMPW/1, respectivamente, estdo proximas de um. Portanto, os possiveis
modelos que descreverao os dados sao M/MAXPW/1 e M/MINPW/1. Na Tabela 5.14

omitimos os indices dos parametros dos modelos para facilitar a visualizacgao.

Tabela 5.14: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros

~ ~ ~

Modelos A p il k )
M/MAXCOMPW/1 | 0,80 | 0,90 | 1,12 | 0,94 | 1,01
M/MINCOMPW/1 | 0,80 | 0,88 | 1,15 | 0,91 | 1,0

Nas Figuras 5.4 e 5.5, comparamos as funcoes de confiabilidade das distribuicoes
de servico MAXPW, MINPW e a funcao do tempo restante estimada. A partir destas
figuras, observamos a concordancia entre as fungoes de confiabilidade das distribuicoes

MAXPW e MINPW e a fun¢ao do tempo restante estimada.
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Figura 5.4: Comparando a funcao do tempo restante da distribuicado MAXPW e a funcao

do tempo restante estimada.
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Figura 5.5: Comparando a funcao do tempo restante da distribuicao MINPW e a funcao

do tempo restante estimada.

Na Tabela 5.15 mostramos as estimativas de E(Ymm) e E\(Ymm) referentes aos
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modelos MAXPW e MINPW, respectivamente. Observamos que os valores dessas esti-

mativas estao muito proximas.

Tabela 5.15: A estimativas de E(Ymm) e E(Ymm) dos modelos MAXPW e MINPW dado

em segundos.

MAXPW | MINPW
E\<Ymax) E(Ymm)
0,88 0,80

Na Tabela 5.16, mostramos as taxas de ocupacao dos modelos de fila M/MAXPW /1

e M/MINPW /1. Podemos observar que as taxas de ocupagao em ambos modelos sdo me-

nores que um, mostrando a estabilidade do sistema.

Tabela 5.16: Taxas de ocupacao dos modelos de fila M/MAXPW/1 e M/MINPW/1.

M/MAXPW /1

M/MINPW /1

M/MAXPW/1

ps = 0,792

py = 0,704

Na Tabela 5.17, mostramos as medidas de desempenho dos modelos de fila M/MAXPW /1,
M/MINPW /1, e M/M/1. Notamos que as medidas de desempenho dos modelos M/MAXPW/1,
M/MINPW /1 sdo menores que as do modelo M/M/1.

Tabela 5.17: Medidas de desempenho dos modelos de fila M/MAXPW /1, M/MINPW/1

e M/M/1.

M/MAXPW/1 | M/MINPW/1 | M/M/1
0,792 0,704 0,792 0,704

Ly 0,0079 0,00089 3,808 1,674
W, 0,0097 0,0011 3,770 2,092
L 0,888 0,800 3,016 2,378
W 0,8897 0,811 476 2,972

Na Tabela 5.18,mostramos os valores dos critérios AIC e BIC para os modelos

M/MAXPW/1, M/MINPW/1, M/W/1 ¢ M/M/1. Observamos que o modelo de fila

M/MINPW/1 atinge os menores valores dos critérios AIC e BIC, portanto, este é o

modelo de fila que melhor se adequa aos dados.
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Tabela 5.18: Valores dos critérios AIC e BIC
Modelos AIC BIC

M/MAXPW/1 | 191,90 | 190,57
M/MINPW/1 | 190,72 | 190,33
M/W/1 199,90 | 197,89
M/M/1 210,10 | 205,05

5.4 Comentarios finais

Neste capitulo, apresentamos os modelos M/MAXCOMPW /1 e M/MINCOMPW/1,
que sao casos particulares dos modelos de fila M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1,

respectivamente, nos quais consideramos a distribuicao Weibull como distribuicao geral.

Mostramos as propriedades dos modelos, tais como as expressoes para as funcoes
de densidade das distribuicoes obtidas e seus momentos, as distribui¢oes de equilibrio do
nimero de usuarios no sistema e do tempo de espera na fila. Usamos o método de maxima
verossimilhanca para a estimagao dos parametros dos modelos. Para ilustrar os modelos

propostos, dados simulados e dados de acessos a um blog foram utilizados.



Capitulo 6

Modelos de fila M/MAXCOMPBS/1 e
M/MINCOMPBS/1

Neste capitulo, apresentamos os modelos M/MAXCOMPBS/1 e M/MINCOMPBS/1,
nos quais assumimos a distribuicao Birnbaum Saunders, denotada por BS, como distri-
buicao geral para os tempos de servico. As caracteristicas destes modelos sao as mesmas

j& descritas nos modelos de fila apresentados anteriormente.

Suponha que Y7,Y5,... sao varidveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas, com distribuicao BS. A funcao de densidade de Y; e é dada por

1 1 i _
\/%exp{—ﬁ [%—FS—Q]}% 3/2[3@4;/%]’ (61)

em que y; € o tempo de servi¢o do i-ésimo usudario, a > 0 é o parametro de forma e > 0

f(yiaaaﬁ> =

é o parametro de escala.

6.1 Modelo de fila M/MAXCOMPBS/1

No modelo de fila M/MAXCOMPBS/1, a distribuicao de servigo ¢ dada pela
distribuicao MAXCOMPBS.

A funcao de densidade da distribuicao MAXCOMPBS ¢é obtida usando Equacao
(3.4), e dada por

m

. _ 1 - m P1 L )ym—1
meam(y7 81) - [Z(P1,¢1) _ ” fY1 (y) Z (m')¢1q)( y)) ) (62)

m=1

123
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em que y > 0, 0; = (p1, a1, B1,¢1)" & o vetor de parametros do modelo MAXCOMPRBS,
fvi(+) é a fungdo de densidade de Y7, dada pela Equagdo (6.1), v, = o7 ' k(\/y/Bi—/B1/v)
e ®(v,) ¢ a funcao de distribuicao da distribuicdo normal padrao.

A funcao de distribuicao MAXCOMPBS é

Z(Pl, ¢1) - Z(Pl@(’/y)v%)
2o 1 (6:3)

Fy, .. (y;01) =

e a funcao do tempo restante da distribuicao MAXCOMPBS ¢ dada por

Z(plq)(yy)7¢l) -1
Zloron) -1 (64)

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao MAXCOMPBS é dado por

Wyon (% 91) =

[e.e]

1 Py / = -1
EYr ) = m v fyi ()P ()" dy, 6.5
Vonae) = g =11 22 "Gty Jy ¥ @) (09
em que fy,(y) é expressa pela Equacao (6.1). A Equagao (6.5) foi calculada usando um
programa desenvolvido no software R, e, a partir do truncamento da série y_>°_, m(pﬁ
m/!
descrita no Apéndice .2.
A taxa de ocupacao do sistema é expressa
pP3 = )\1E<Yma:p>7 (66)

em que p3 < 1, \; é a taxa de chegada e E(Y,,,) é obtida pela Expressao (6.5), assumindo-

ser=1.

A probabilidade de que durante um servigo, n usuéarios cheguem ao sistema é

_ 1 AT > oS ) j)\_{
= [Z(p1, ¢1) — 1] n!;m(m!)m > (-1 7

J=0

X

/0 Y frn () ()" dy

AT N 1 il P
nl jo( ) it Z(pr, é1) — 1] ; (m!)#
[ )
0
n X j
- A (‘UjﬁE(Ynﬁg)u (6.7)

| 1
nl = !
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em que E(Y,"7) dada pela Equagdo (6.5), assumindo-se 7 = n + j, e substituindo-se p;

por p3.

A funcao geradora de probabilidade ¢ dada por

Knael2) = S )
= Ba(M(l - 2), (6.8)

em que E(Y,r ) é dada pela Expressao (6.5), tomando-se r = n, e substituindo-se p; por

p3-

A funcao geradora de probabilidades para o ntimero de usuarios do sistema em

situacao de equilibrio, é dada por

I (Z) _ (1 - p3)Bmax()‘1(1 - Z))(l - Z) (6 9)
e Braz(M(1 = 2)) — 2 ' '

Assim temos,

Do = (1—03), ’
— ()R E(Y,,) + 1

o= (1—p3)

| " ~ ; 0
po= =pd (M) (- By,
£ 7 , g!

em que os simbolos (i) e (n — 7) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, respectiva-
mente, F(YJ ) éobtida a partir da Equagio (6.5), assumindo-se 7 = j, e substituindo-se

max

p1 POT p3.

A funcao geradora do tempo de espera na fila em situacao de equilibrio é expressa

na forma

Wq(s) (1—pg)s

= : (6.10)
Alea$(S) + s — )\1

na qual s = A\ (1 — 2).
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Temos, que a distribuicao do tempo médio de espera na fila é dado pela expressao

. 1 Z(p3®(1y), 1) — 1 "
Wall) = (1= ZPB ([ o ZGER0P ) o

na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolu¢ao da distribuicaio MAXCOMPBS, e

E(Y42) € expressa pela Equacao (6.5), e substituindo-se p; por ps.

As medidas de desempenho, entao, sao dadas por

L, = —1  EY?
q 2(1_,03) ( mam)
P B(Yz,.) +
2(1 _)03> mazx P3,
W, = ————EYZ2,),
T o1 gy )
A
W, = ————— EY2,.)+ EYnaw), 6.12
0= S B¥es) + EYnae) (6.12)

em que E(Y,..) e E(Y?,.) sao dadas pela Equagdo (6.5), assumindo-se r = 1 e r = 2,

max

respectivamente, e substituindo-se p; por ps.

A partir dos Corolarios 3.1, 3.2 e 3.3 sdo obtidos os casos particulares do modelo

de fila M/MAXCOMPBS/1.

A seguir adotamos a mesma notagao usada no modelo de fila M/MAXCOMPBS/1.

e Quando a pressao do parametro ¢; assume valor zero, a distribuicio MAXCOMPBS
torna-se a distribuicao Maximo-geométrica-Birnbaum Saunders, denotada por MAXGBS,

para os tempos de servigo, e, assim, obtemos o modelo de fila M/MAXGBS/1.

A funcao de densidade da distribuicao MAXGBS é dada por

fym@;ez):( —P) g, (y Zmpa“@ o ka (6.13)

em quey > 0, 03 = (p1, a1, 31)T € o vetor de parametros do modelo MAXGBS, fy, (+)
¢ a fungao de densidade de Y7, dada pela Equacio (6.1), v, = ay 'k(\/y/B1—/B1/v)

e ®(v,) ¢ a funcao de distribuigao da distribui¢do normal padrao.

A Equacio (6.13) pode ser reescrita da seguinte forma

(1 —p1) /)

(1= p1(1,)) (614)

S¥imas (Y3 02) =
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A correspondente funcao de distribuicaio MAXGBS é

1— ()
Fy. (y,09) = ——— % 6.15
Ymaz (y 2) (1 — qu)(Vy)) ( )
e a funcao do tempo restante da distribuicao MAXGBS é dada por
D(,)(1 - p1)
W /0 e 7A S e 6.16
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicaio MAXGBS é
r _ (1 _pl) - m > r m—1
E(Y ) = o S omel [y i () ®(v) " dy, (6.17)
m=1 0
na qual fy,(y) é dada pela Equacio (6.1).
A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MAXGBS/1 ¢ dada por
P4 = AlE(Ymaw)a (618)

sendo que py < 1, A\ é a taxa de chegada e F(Y,,4,) é obtida pela Expressao (6.17),

assumindo-se r = 1.

A probabilidade de que n usuarios cheguem ao sistema, durante um servico é dada

da seguinte forma

n X J
k= A (—1)J’ﬁE(Y"+j), (6.19)

’I’L' . ]| max
Jj=0

na qual E(Y,"*7) ¢ dada pela Equagao (6.17), assumindo-se r = n+j, e substituindo-

max

5€ p1 POT pP4g.

A funcao geradora de probabilidades em situacdo de equilibrio do sistema é dada

por

K. (2) = Z(_DJME(YV )

max

=0 7!
= Brlnax()‘l(l - Z))a (620)

em que E(Y? ) édada pela Expressio (6.17), assumindo-se r = j, e substituindo-se

p1 POT py.
A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do nimero de usuarios no sistema é

0 (= 0Bl =)0 = 2 621
mar B, (M(1—2) -2 ' .

max
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Temos, assim, que

00 ‘>\
':1(_1) _'1
)\ )

2o (—1)75 E(Yihao)

ho- _,,4){ > (1) (gel) - E(Yfzax>>(i)

. ~(n—i)
(Z(— ) %E(YW) }

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-

B(Yi, ) +1

max

1\

X

pectivamente, E(Y? ) é obtida a partir da Equagao (6.17), assumindo-se r = j, e

max

substituindo-se p; por py.

A funcao geradora de probabilidade da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é
(1 — pa)s

Wl(s :
q() )\1B71nax< )+8_)\1

(6.22)
em que s = A\ (1 — 2).

A distribuicao do tempo médio de espera na fila é expressa na forma
L @)L —po) N\
VV1 (1-— (/ Yiaw) Lt , 6.23
P4 Zp4 ) (1 —04(1)(Vt)) ( )

na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolucao da distribuicaio MAXGBS, E(Y4z)

¢ dada pela Expressdo (6.17), com r = 1, e substituindo-se p; por py.

As medidas de desempenho do modelo de fila M/MAXGBS/1 podem ser obtidas a
partir da Equagao (6.12), substituindo-se E(Y,...) e E(Y2, ) dadas em (6.17), tal

max

que r assume os valores 1 e 2, respectivamente, e substituindo-se p; por p4.

e Quando o parametro de pressao ¢, assume valor um, a distribuicio MAXCOMPBS
para o tempo de servico torna-se a distribui¢cao Méximo-Poisson-Birnbaum-Saunders,

denominada por distribui¢do MAXPBS, e, assim, obtemos o modelo de fila M/MAXPBS/1.

A funcao de densidade da distribuicao MAXPBS é

Fro (4:05) = ﬁfyl () Y (@) (6.24)

m=1
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em quey > 0, 03 = (p1, a1, 81)T € o vetor de parametros do modelo MAXPBS, fy, (+)
¢ a fungao de densidade de Y7, dada pela Equacio (6.1), v, = oy 'k(\/y/B1—/B1/v)

e ®(v,) é a funcao de distribuicao da distribuicdo normal padrao.

A Equagdo (6.24) pode ser reescrita na forma

qu’(Vy)
Pr ) = LI (6.25)

A funcao de distribuicaio MAXPBS é

epl _ eplq)(l’y)

F il3) = ——— 6.26
Ymaz(y? 3) (epl _ 1) ? ( )
e q funcao do tempo restante da distribuicio MAXPBS é dada por
1% gg) = S 1 6.27
Yinas (Y5 03) —m- ( . )
O r-ésimo momento, r = 1, ..., da distribuicado MAXPBS ¢é
1 - A -1
EY J)=-—— — " ®(v,)" " d 6.28
( max) (€p1 _ 1) mzlmm' /0 Yy fY1(y) (Vy> Y, ( )
em que fy,(y) é dada pela Equacao (6.1).
A taxa de ocupacao do sistema é dado por
Ps = )\IE(Ymax)a (629)

em que p; < 1, A\; é a taxa de chegada, E(Y,..) ¢ dada pela Expressao (6.28),

assumindo-se r = 1.

A probabilidade de que n usuarios cheguem ao sistema, durante um servico é

A oo
ki = Ej:0<_1)

nl

DY
j

ﬁE(Y”ﬂ'), (6.30)

max

sendo que E(Y"17) é dada pela Expressiao (6.28) tomando r = n + j e substituindo

max

pP1 POT Ps.

A funcao geradora de probabilidades é dada por

K2 () = Z(—l)jME(Yj )

max ' max
=0 I

= B2, (\M(1—2)), (6.31)

max
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em que (Y7 ) é obtida pela Expressao (6.28), fazendo-se r = j, e substituindo-se

max

pP1 POT Ps.

A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do nimero de usuarios no sistema,

é obtida da seguinte forma

(o= (L= BhuOu = )1 = 2 o
B2 (\(1—2))—z . .

max

Assim, temos

: s N 0
pn = (1- ps){ (Z(—l)j—1 E(KZZJ)

j!

- ; ~(n—i)
(Z(—nﬂ‘% E(Yz;m)) }

J=0

X

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — 7)-ésima derivadas, res-

pectivamente, E(Y? ) ¢ obtida a partir da Equagio (6.28), assumindo-se r = j, e

substituindo-se p; por ps.

A funcao geradora de probabilidade da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é

]_ _

Wi(s) = — =P (6.3
>\1B72nax<8) + s — )\1

na qual s = \(1 — 2).

Entao, a distribuicao do tempo média de espera na fila é expressa por

o Y . ep5<1>(yy) -1 [n]
Wyly) = (1=ps) > pb (/0 E(Yinaz) Wdt) : (6.34)
n=0

na qual o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuicdo MAXPBS, e
E(Y42) € dada pela Expressao (6.28), assumindo-se r = 1, e substituindo-se p; por
Ps-

As medidas de desempenho do modelo de fila M/MAXPBS/1 podem ser obtidas
a partir das Equacgoes (6.12), nas quais substituimos E(Y,,.,) e E(Y,? ) dadas em

max
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(6.28), sendo que r assume os valores 1 e 2, respectivamente, e substituindo-se p;

por ps.

Quando o parametro de pressao ¢; tende para infinito, ¢; — o0, a distribuicao
MAXCOMPBS torna-se a distribuicao Méaximo-Bernoulli-Birnbaum-Saunders, de-
nominada por distribuicao MAXBBS, que é a distribuicao BS, e obtemos o modelo
de fila M/BS/1.

A funcao de densidade da distribuicao BS ¢

1 1 1y B } } 32y +5)
—erpy ——= |+ ——2 - 6.35
V2 { {5 y Y 2B (6:33)
em que y > 0, 04 = (a, )T & o vetor de parametros do modelo BS, fy, () ¢ a fungao
de densidade de Y3, dada pela Equacao (6.1), v, = o 'k(\/y/B8 — \/B/y) e ®(v,) &

a funcao de distribuicao da distribuicao normal padrao.

S¥imae (Y3 04) =

Adotamos a seguinte notagao neste modelo, \y = A e a; = a e f; = 5. A funcao de

distribuicao da distribuicao BS é, entao,
FYmaz (y? 94) = (I)(Vy)a (636)

em que ®(v,) é a funcdo de distribuicdo da distribuicao normal padréo.

A funcao do tempo restante da distribuicao BS é dada por

WY, (Y3 04) = 1 — O(1). (6.37)

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao MAXBBS é
T\ o= 5\ 2r— 4+ 20—+
BY" )= . (-) . 6.38
W) =132 () 2 ()7 = 5 639

A taxa de ocupagao do modelo M/BS/1 é

ps = ME(Y1), (6.39)

na qual ps < 1, A é a taxa de chegada e F(Y]) é dado pela Expressiao (6.38),

tomando-se r = 1.

A probabilidade de que durante um servico, n usuarios cheguem no sistema ¢ dado

por

o 3 ()%)jE(Ylj*”), (6.40)
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na qual B(Y;"™) & dado por (6.38), tomando-se 7 = n + j.

A correspondente funcao geradora é dada por

K = Y My - BL0a-. Gy

em que E(Y7) ¢ dado por (6.38), assumindo-se r = j.

A fungao geradora da distribui¢ao de equilibrio do nimero de usuérios no sistema,

é obtida da seguinte forma

(1= ps) Briae (A1 — 2))(1 — 2)
B} (A1—=2))—=z

max

I, .(2) =

max

. (6.42)

Temos, entao,
pg = (1 - 106)7

— X (1A E(YI) + 1
—<1—p6>{ = TR }
ijo(_l)JﬁEO/])

S n oo i vy ?
v - <1—p6>{ > () (Z%)

00 L . —(n—1)
_1 J)\JEYJ
(Z( >ﬂ< >> }

J=0

X

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, res-

pectivamente.

A funcao geradora de probabilidades da distribuicao de equilibrio do tempo de espera

na fila é
373 (1 — P6)S
W, (s) =

N , (6.43)
MBE, (s)+ 5 — A

na qual s = \(1 — 2).

Entao, a distribuicao do tempo médio de espera na fila é expressa por
0 Y (n)
W) == ) Yoo ([ B0 00oNar) L (G
n=0 0
em que [n| indica a n-ésima convolugao da distribuicdo BS e E(Y]) é dada pela

Equagao (6.38), assumindo-se r = 1.

As medidas de desempenho sao obtidas usando-se a Expressao (6.38), para r = 1

er=2em (6.12).
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6.1.1 Estimacgao pelo método de maxima verossimilhanga

Adotamos o mesmo planejamento descrito no Capitulo 4 e 5. Assim sendo, temos

a amostra aleatoria v = (Xy,..., X, ;Y1,...,Y, )T, consistindo dos tempos entre as
chegadas X; do (i — 1)-ésimo ao i-ésimo usuério, i = 1,...,n,, e dos tempos de servigos
completados Yj, do j-ésimo usuério, j = 1,...,n,, em que n, ¢ o nimero total de tempos

entre chegadas e n, ¢ o nimero total de servigos completados.

O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo M/MAXCOMPBS/1 é dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial com parametro
A1, que descreve os tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da
distribuicio MAXCOMPBS, que descreve os tempos de servicos completados. Logo, a
fungao do logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXCOMPBS/1
é

Emax(glv/\ - 1) = Ng log /\1 - /\1Ta - )‘Z —Ns log[Z(plv ¢1) - ]'] + nyl (yl)
=1

i=1

+ > |logd m (m!l) —B(1,)" (6.45)
=1 m=1

sendo 01 = (p1, a1, B1,¢1)T é o vetor de parametros do modelo MAXCOMPBS, fy,(:) ¢ a
func¢ao de densidade de Y7, T, = Y%, z; € o tempo total entre as chegadas, n, é o niimero

total de tempos entre as chegadas, ny ¢ o nimero total de servicos completados.

Fazendo a primeira derivada do logaritmo da funcao de verossimilhanca em re-

lagao a cada parametro, obtemos a funcao (ou vetor) escore U = (Ux,U,,, Ua,y, Ug,, Uy, ),
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cujos elementos sao:

U)\l == )\—1 —Ta,
-1
_ N —mpl & = mp -
Un = Z(p1, ¢1) — 1] mzl m!)1 T ;{ Lzl (m!)or D (vy,) ]
X im2 p;n_l ((I)(V ))m—l}
m=1 (m!)¢1 ” 7
-1
_ (?Jz/ﬁl-I—Bl/yZ 2) ns ns < gl .
Uay = —2; o T +;{ L; oy 2 0) ]

3 m(m —1 1 ad b,
: 7;:1 ( )(m!)¢l(®(yyi)>m_2(\/yi/51 — /B1/yi)e Vi }

—1
I &y 1> = 1 n = - pr" 1
Uy, = — =)+ - + m—=®(vy, )"
= e () o 7R Z{LZ Gty )

xm(m — 1) 75’1” ~® (v, )" (i B + 1/ yi)e ™ }

=1

Ns '] -1
— pi* log(m!) m—1
Yo = (2 p17¢1 — 1] Z (m!)® Z{ [ (vy,) ]
oo pm -
X ZlmWCD(VM) ! log(m!)}.

Os casos particulares do logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de

fila M/MAXCOMPBS/1 quando ¢; = 0,1 e ¢; — o0, sdao descritos a seguir:

e O logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de fila M/MAXGBS/1 é dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial para os
tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao

MAXGBS, para os tempos de servicos completados, isto é
lrnaz(02, A1) = ngA — MT, +nlog(l —p1) + Z log fv; (i)

1=1

— QZSIOg(l — ;m®(vy,)), (6.46)

=1
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em que 0 = (a1, 31)T é o vetor de parametros do modelo MAXGBS, \; é a taxa
de chegada da distribuicao exponencial, fy,(-) é a funcao de densidade de Y;, n, é
o nimero total de tempos entre chegadas, T, é o tempo total dos tempos entre as

chegadas, ngs ¢ o nimero total de servicos completados.

Os elementos da funcdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,, U,,, Us, ) sdo dados a seguir:

U = 3 - Ta7
A1 )\1

9 1 1 yi> »
5y == &) e
of Z (1 —p1®(vy,)) <y ?

e O logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo de fila M/MAXPBS/1 é dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial para os
tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao

MAXPBS, para os tempos de servicos completados, que é expressa como

gmax(e& )\1) = na)\l - )\1Ta + ng lOg P1 + Z IOg le (yz)

i=1

+ m Z P(vy,) —nlog(e” — 1), (6.47)

i=1
em que 03 = (p1, a1, B1)T & o vetor de parametros do modelo MAXPBS, \; é a taxa
de chegadas da distribuicao exponencial, n, ¢ o nimero total de tempos entre as
chegadas, T;, é o tempo total dos tempos entre as chegadas, ng é o nimero total de

servicos completados.
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Os elementos da funcdo (ou vetor) escore U = (Uy,, U,,, U,,, Us, ) sdo dados a seguir:

n
U = - Tm
A N
U= sy nz B(v,,) — _nse™
P1 pl — Yi (€P1 — 1)’

R 1 o Yi Mg e 1
Us = — SN L) s N2
. af 4 (Z/z‘ ; 52> * 201 373/2 ; yi + B

P Z (l - gi) e i,

e O logaritmo da fungio de verossimilhanga do modelo de fila M/BS/1 é dado pela
soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial, para os
tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao
BS, para os tempos de servicos completados, que é dado por

1 ~(yi B 3
bnas(0. M) = nalogh =T, — o 22(E+E_2>_§Ts

+ Z log(y: + ) — n, log(2a/3), (6.48)

i=1
na qual = («, )T é o vetor de parametros do modelo BS, \ é a taxa de chegada da
distribuicao exponencial, n, ¢ o nimero total de tempos entre chegadas, T}, é o tempo
total dos tempos entre as chegadas, T, é o tempo total de servicos completados e ng

é o nimero total de servigos completados.

Os elementos da funcdo (ou vetor) escore U = (Uy, Uy, Ug) sao dados a seguir:

U)\ - __TLH

_ i B 1 Mg
M (O S R e B et

Ng
Vs = a2 (__+ >+Zyz+ﬁ 25
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6.2 Modelo de fila M/MINCOMPBS/1

O modelo de fila M/MINCOMPBS/1 difere do modelo anterior pela distribui¢ao
de servico, que neste caso é a distribuicao MINCOMPBS.

A funcao de densidade da distribuicao MINCOMPBS é obtida usando a Equacao
(3.5), e é escrita da seguinte forma

T)’L

TS ———— Zm (1= Dy (1)), (6.49)

[Z(p2, §2) — 1] —~

na qual y > 0, 04 = (p2, o, B2, 2)T € 0 vetor de parametros do modelo MINCOMPRBS,
fvi () & a funcao de densidade de Y;, dada pela Equagcao (6.1), K(\/Y/Pa—~/B2/y

e ®(v,) é a funcao de distribuicao da distribuicdo normal padrao.
A funcao de distribuicao MINCOMPBS &

Z(pa2(1 — ¢(Vy))7¢2) —1

Fy . (y;02) = , 6.50
W) = T ) 1 030
e a funcao do tempo restante da distribuicao MICOMPBS é dada por
Z(p2, $2) — Z(p2(1 — P(vy)), 92)
Wy, .. (y;04) = . 6.51
(4:64) [Z(p2, $2) — 1] ( )
O r-ésimo momento, r = , da distribuicao MINCOMPBS é
00 m m—1 m—1
E T:Lin = m _1 6( )
(Vi) [<p2,¢2—121 e 2V
< [ v e, (652
0
na qual fy,(y) ¢ dada pela Expressao (6.1). Esta equacao foi calculada usando um pro-
grama desenvolvido no software R, e pelo truncamento da série Y >, m%, descrito
m!)?2
em Apéndice .2.
A taxa de ocupacao do sistema é dada por
pr = X2 E(Yonin), (6.53)

em que p; < 1, Ay é a taxa de chegada e F(Y,,,) é obtida pela Expressao (6.52),

assumindo-se r = 1.
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A probabilidade que durante um servigo, n usuérios cheguem ao sistema é ex-

pressa por
= —3 E yrt 6.54
n mzn )7 ( )

na qual B(Y"17) é obtida a partir da Expressao (6.52), em que r = n+ j, e substituindo-se

mwn

p2 por pr.
A correspondente funcao geradora de probabilidade é dada por

Kpin(2) = Z(—l)”M

‘ j! E(Y?. ) = Brin(As(1 — 2)), (6.55)

mwn

em que E(Y?, ) é obtido a partir da Equacdo (6.52), em que r = j, e substituindo-se py

min

por pr.
A funcao geradora da distribuicao de equilibrio do niimero de usuérios é dado por

(1= p1) Bunin (Ao (1 = 2))(1 — 2)

Mnin(2) = =5 = oy = 5

(6.56)

Assim, temos

bo = (1_p7)a

p = (1—p7) ,

em que os simbolos (i) e (n — 7) indicam a i-ésima e (n — i)-ésima derivadas, respectiva-

mente, F(Y?. ) & obtida a partir da Equacio (6.52), assumindo-se = j, e substituindo-se

p2 Por pr.

A funcao geradora de probabilidades distribuicao do tempo de espera na fila em

estado de equilibrio, é dada por

74 (1 —pr)s
Wq (S> AQBmZn(S> + (5 - /\2)7 (657)
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na qual temos que s = \y(1 — 2).

Logo, temos a distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila

o Zpr,6) — Z(pr(1 = B(), )
Waly)=(L=pr Zp? (] #0r Z(om é2) — 1] dt) > (8:58)

em que o simbolo [n] indica a n-ésima convolucdo da distribuicaio MINCOMPBS, E(Y, G) )

man

¢ dada pela Equagao (6.52), assumindo-se r = 1, e substituindo-se ps por p;. As medidas

de desempenho sao dadas por

L = )‘—QE(Y2 )
q 2(1 o p7> man
W, = EY:, . ),
! 2(1—p7) ( )
L = X E(Y?2,) +
2(1 _ p7> min P,
W, = —2 _E(Y2 )+ EYVm), 6.59
0= Ty i)+ Vo) (6.59)

em que E(Y,.,) e E(Y?, ) sao dadas pela Equagao (6.52), assumindo-se r = 1 e r = 2,

min

respectivamente, e substituindo-se p, por pr.

Através dos Corolarios 3.1, 3.2 e 3.3, sao obtidos os casos particulares para
¢ = 0,1 e ¢ — 00, e assumimos a mesma notacao usada para o modelo de fila

M/MINCOMPBS/1.

e Quando a pressao do parametro ¢, assume valor zero, a distribuicao MINCOMPBS,
para os tempos de servico, se reduz a distribuicao Minimo-geométrica-Birnbaum-
Saunders, denominada por distribuicao MINGBS, e, assim, temos o modelo de fila

M/MINGBS/1.

A funcao de densidade da distribuicao MINGBS ¢ dada por

m

Sy ()" (6.60)

F¥rmin (Y5 05) = ( fn Zm
m=1

em que y > 0, 05 = (p2, a2, B2)T € 0 vetor de parametros do modelo MINGBS, fyl(')
¢ a fungdo de densidade de Y;, dada pela Equagao (6.1), v, = oy 'k(\/y/B2—/Ba/y

e ®(v,) é a funcao de distribuigdo normal padrao
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A Equacio (6.60), pode ser reescrita da seguinte forma

(1 —p2) fvi (v)

Fin 5 05) = = ol = () ) (6.61)

A funcao de distribuicao da MINGBS é

(1—@(vy))(1 — p2)
0= a1 — ()’ (6.62)

e a funcao do tempo restante da distribuicao MINGBS, é expressa por

WY, (45 05) = = pjl(y_y)@ ol (6.63)

O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicio MINGBS é

EYy,) = %;mpgf(_l)a(mgl)

5=0
X /OOO Y f (y) @ (1) dy, (6.64)
A taxa de ocupagao do modelo de fila M/MINGBS/1, é dada por
ps = Mo E(Viin). (6.65)

em que pg < 1, Ay é a taxa de chegada e E(Y,,;,) é obtida pela Expressao (6.64),

assumindo-se r = 1.

A probabilidade de que durante um servico, n usuarios cheguem ao sistema, é ex-

pressa na forma

n ‘>\j )
=2y a), (6.60)
g !

na qual E(Y77) é obtida a partir da Expressao (6.64), em que r = n + j, e

man

substituindo-se py por ps.

A correspondente funcao geradora de probabilidade é dada por

Ki(2) = -1y L2 gy

min | min
=0 J:

)= B2, (a1 - 2)), (6.67)

na qual B(Y

man

) é obtida a partir da Equacdo (6.64), em que r = j, e substituindo-se

P2 POr ps.
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A funcao geradora para o nimero de usuarios no sistema em estado de equilibrio, é
obtida da seguinte forma

H5 ( ) _ (1_08) mm()\Q(l—Z))(l—Z)
mn B3 (\(1—2)) -z '

min

(6.68)

Assim, temos,

D —o(=1) —?E(Y#nn) +1
Se(— 115 (V)

| o A (0
Ph = (1—/)8){ (Z( 1y 2E(Yﬂim)>

J=0 7!

” ~(n—i)
(Z( 1y jf E(Y#m)> }

=0

X

em que (i) indica a i-ésima derivada, (n—i) indica (n —i)-ésima derivada, e E(Y?, )
é obtida a partir da Equagao (6.64), assumindo-se r = j, e substituindo-se ps por
Ps-

A funcao geradora de probabilidade é dada por

- 1 —
Wi(s) = (L=pss (6.69)
)\QBS%”( ) — S+ )\2
na qual s = \y(1 — 2).
A funcao de distribuicao em equilibrio do tempo de espera na fila é
Woy) = (1—ps) > 0k (6.70)

e O

em que [n] indica a convolucao das n distribuicoes MINGBS, e E(Y,,:,) é obtida

pela Equagao (6.64), assumindo-se r = 1, e substituindo-se py por ps.

As medidas de desempenho sao dadas pelas Equagoes (6.59), tomando pg, e E(Y,". )

man

é expressa pela Equagdo (6.64), assumindo-se r =1 e r = 2.
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e Quando o parametro de pressao ¢, assume valor um, ¢ = 1, a distribuicao MIN-
COMPBS para o tempo de servigo torna-se a distribuicao Minimo-Poisson-Birnbaum-
Saunders, denominada por distribuicao MINPBS, e, assim, obtemos o modelo de fila

M/MINPBS/1.

A funcao densidade da distribuicao MINPBS, é dada por

(e o]

P 0:8) = gy Fa0) o mE (= @y )™ (072)

em que y > 0, O = (pa, a2, B2)T € 0 vetor de parametros da fungao de densidade da
distribuicao MINPBS, fy,(-) é a fun¢do de densidade de Y;, e dada pela Equagao
(6.1), v, = a3 'k(\/y/B2 — \/Ba/y) e ®(v,) é a fungdo de distribui¢do da normal

padrao.

A Expressao (6.72), pode ser reescrita da seguinte forma

Fys (1) er2(1-204)
P (3 06) = 22 Y((€p)2 T (6.73)

A correspondente funcao de distribuicao MINPBS é

2 (1-0(n)) _ |

Fy . (y;0¢) = 6.74
len (y7 6) (GPQ _ 1) Y ( )
e a funcao do tempo restante da distribuicao MINPBS é
W 9 6’02 — epQ(lfcI)(V’y)) 7
(y;0¢) = 6.75
szn(y7 6) (€p2 _ 1) ( )
O r-ésimo momento, r = 1,2, ..., da distribuicao MINPBS ¢é dado por
B = ey St S ("
e (er2 — 1) ! 0
m=1 6=0
< [ wwee) (6.76)
0
na qual fy,(y) é dada pela Expressao (6.1).
A taxa de ocupacao do sistema de fila M/MINPBS/1 é dada por

em que pg < 1, Ay é a taxa de chegada, e E(Y,,;,) é obtida pela Expressao (6.76),

assumindo-se r = 1.
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A probabilidade de que durante um servico, n usuérios cheguem ao sistema, é dada

por

n DY A
K= DS B (6.78)
S !

na qual E(Y77) é obtida a partir da Expressiao (6.76), em que r = n + j, e

min

substituindo-se p, por pg.

A correspondente funcao geradora de probabilidade é dada por

> (A1 —2))! : .
K82 = Sy R gy~ B w -, 679)
na qual E(Yn(fl)n) é obtido a partir da Equacao (6.76), em que r = n, e substituindo-se
pa2 POT .

A funcao geradora de probabilidade ¢ dada por

(1= p9) Brin(No(1 = 2))(1 = 2).
Bpin(Xa(1 = 2)) — 2

s . (z) = (6.80)

Assim, temos,

00 ./\j .
> imo(1 FE(Y ) +1
o) »)\g i
> oimo(=1)7 5 E(Ya)

o NG
Ph = (1—p9){ (Z(—l)jﬁE(Y#@m))

J=0

. ;o\
(Z(—w%ﬂmm) }

J=0

X

em que os simbolos (i) e (n — i) indicam a i-ésima e (n — 7)-ésima derivadas, res-

pectivamente, e E(Y? ) é obtida a partir da Equacdo (6.76), assumindo-se = 7, e

man

substituindo-se py por pg.

A funcao geradora do tempo de espera na fila é dada por

~ 1—pg)s
Wo) = P (6.81)
/\QKmin(S) +5— A2

na qual s = \y(1 — 2).
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Logo, temos a distribuicao de equilibrio do tempo de espera na fila, que é dada por

(6.82)

—B(v [n]
Ler? — erol—%( mdt) |

i = = m 3ot ([ B

em que o simbolo [n] indica a n-ésima convolugao da distribuicao MINPBS, E(Y,,i»)

é obtida a partir da Expressao (6.76), em que r = 1, e substituindo-se py por po.
As medidas de desempenho sdo obtidas pela Equagao (6.76), assumindo-se r = 1 e

r = 2, na Equagao (6.59), e substituindo-se py por p.

e Quando ¢ — o0, a distribuicao MINCOMPRBS, para so tempos de servico, torna-se
a distribuicao Minimo-Bernoulli-Birnbaum-Saunders, denominada por distribuicao
MINBBS. Neste caso, a distribuicao MINBS é semelhante a distribuicao MAXBS,

ja descrita anteriormante.

6.2.1 Estimacgao pelo método de maxima verossimilhanga

Adotamos o mesmo planejamento descrito nos Capitulos 4 e 5, cuja amostra

aleatoria ¢ dada pelo vetor 7 = (By,..., By, Z1,... Z,, )T, consistindo dos tempos entre
as chegadas, B; do (i —1)-ésimo ao i-ésimo usudrio, i = 1,...,n,, e dos tempos de servigos
completados, Z;, do j-ésimo usuério, j = 1,...,ng, em que n, é o nimero total de tempos

entre chegadas e n, ¢ o nimero total de servigos completados.

O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo M/MINCOMPBS/1 ¢ dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribui¢ao exponencial com parametro
A2, que descreve os tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da

distribuicao MINCOMPBS, que descreve os tempos de servico. Assim, o logaritmo da
fungao de verossimilhanga do modelo M/MINCOMPBS/1 é dado por

gmin(947 )\2) = na)\Q - )\2Ta — TNg log[Z(pZa ¢2) - 1] + Z 10g le (Zz) (683)
i=1

+ Z log ) (Z!pf@ (1= 2(v:))" (6.84)

sendo 04 = (pa, 2, B2, P2)T € o0 vetor de parametros do modelo MINCOMPBS, fy,(-) é a
funcao de densidade de y;, T, = > x; é o0 tempo total entre as chegadas, n, é o niimero

total de tempos entre as chegadas, n, é o nimero total de servicos completados.
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Os componentes da fungao escore U(6) = (Usy, Uny, Upys Uy, Up,y, Uy, )T sdo dados

por
n

= 2T,

U)\Q )\2 )
0o _ Ng [e%e) -1
mpgn m—1

v, = 1—d(v,
A v s PR ;{L;mw( =) ]

as a
i=1 2 2 =

Ua2 _ ) Ns (21/52+52/zz—2) n, ns {[oo mpm

Zm(m —1)pg (1 — ®(v.,))™ 2(\/21/B2 — \/Ba/2i)e
«3 Em,)@ciﬂ (Vai/ B = /5ol =) }

m=1 a2
Ns Ns N 00 . 1
Ug, = L <ﬁ+l) _Z 1 n +Z Z mps (1_61)(”2.))7”_1
2 2043 i=1 % Zi i1 zZi + ﬂg \/E — e (m') i
(o] i 1 m
X Z m(7(nm|)¢2>P2 (1—®(v,,))™ Z(Zz/ﬁQ F1/z)e v }7
m=1
-1
_ . log m| B s 0o mpgn . .

Vo = —17 pmg —1] Zlm () ;{ Lzl e (1~ ®02)) ]

3 e - @(uzmm—l}.

m=1
Os casos particulares do logaritmo da funcao de verossimilhanca quando ¢ = 0, 1

e ¢y — 00, sao descritos a seguir:

e O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de fila M/MINGBS/1, é dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial para os
tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao
MINGBS, para os tempos de servicos completados, e é dado por

gmin(e& )\2> = na)\2 - >\2Ta + N 10g<1 - PQ) + Z 10g le(Zi)

i=1

- 22108;(1 = pa(1 = D(1))), (6.85)
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sendo 5 = (pa, e, B2)T & 0 vetor de parametros do modelo MINGBS, )\, é a taxa
de chegada, T, ¢ o tempo total entre as chegadas, n, é o numero total de tempo

entre as chegadas, n, ¢ o niimero total de servigos completados.
Os elementos da funcdo (ou vetor) escore U = (Uy,, Uy, Un,, Us,) sdo dados por:

Ng
Uy, = -%—T,
A2 )\2

_ d(v,))
Vo = 1—p2 Z 1—p21—¢’( D)

=1

1 21/52 Z P2k 21/52) -,

n
Uy, = —
’ VB 2338 —~ (1—pa(1— ‘I’(sz-)))%
1 /1 z n "1
” a3 \z 20425;3/2 ; zi + P2

2 © 1 1oz .
‘a_%zaau —p(1—®(1,))) (‘ - 5_) ©

e O logaritmo da func¢ao de verossimilhanca do modelo de fila M/MINPBS/1, é dado
pela soma do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao exponencial para os
tempos entre as chegadas, e do logaritmo da funcao de densidade da distribuicao

MINPBS, para os tempos de servicos completados, que ¢ dado por
Urnin(06, A2) = ngAa — ATy + nglog py + Z Jvi (2i) + ngp2
i=1

— po Z d(v,,) — nglog(e” —1). (6.86)
i=1

sendo g = (pa, g, B2)T é o vetor de parametros da modelo MINPBS, ), é a taxa
de chegada, T, ¢ o tempo total entre as chegadas, n, é o nimero total de tempos

entre as chegadas, n, ¢ o nimero total de servigos completados.

Os elementos da fungdo (ou vetor) escore U = (Uy,,U,,, U,,, Us,) sdo dados por

Ng
U)\Q - )\_2 - Ta;
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n
s ep2

Ng
— 4+ Nng — Z@(V%) — nsm,

P2 i=1

k(ag, Ba)? _
U = mOEEL S e ()
2 =1

a;

1 /1 z n SN |
- b3 e
’ a? \z B3 20452_3/2 ;Zi‘i‘ﬁQ

(1 Zz) _y
—P2 | —— =5 e .
Zi 53

6.3 Resultados Numeéricos

Para ilustrar os modelos de fila apresentados neste capitulo, utilizamos dois con-
juntos de dados simulados e um conjunto de dados reais. Os dados simulados foram
gerados em um programa no software R, e os dados reais sao do fluxo de veiculos de uma

via do centro da cidade de Presidente Prudente.

6.3.1 Simulacoes

As simulacoes foram realizadas seguindo o mesmo critério de parada dos capitulos
anteriores, isto é, n, = n, = 100. Assim sendo, simulamos dois modelos de fila M/BS/1,
nos quais os tempos de servico seguem uma distribuicao BS. Adotamos o seguinte vetor de
parametros de entrada (), p; o; )T, e assumimos os seguintes valores (0, 8; 0, 8;0,92; 0, 7)7
e (0,9;0,9;0,92;0,7)T. Os valores de a = 0,92 e 3 = 0,7 foram escolhidos a partir das

rodadas das simulagoes que apresentaram os menores tempos de servico.

Na Tabela 6.1, mostramos o resumo descritivo das simulagoes. Podemos observar

que com o aumento da intensidade de trafego, os tempos de servico diminuem.

Tabela 6.1: Resumos dos dados simulados com p=0,8¢ p=0,9.

p Média | Mediana | Maximo | Minimo | Desvios-padrao
0,8 ] 1,291 | 0,8943 12,71 0,000759 1,38
0,9 | 1,05 0,7523 7,913 | 0,0003675 1,80
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Realizamos 10.000 rodadas de simulagoes, com objetivo de estimar os parametros

¢i, 1 = 1,2, pelo método de maxima verossimilhanga, usando os modelos M/MAXCOMPBS/1

e M/MINCOMPBS/1. Os valores médios das estimativas para os parametros foram de

90, ¢; =90, ¢ = 1,2 e este valor foi considerado como o valor a ser comparado.

Simulamos novamente 1.000 modelos de fila M/BS/1 e, para cada vetor de pa-
rametros, calculamos a média das estimativas de méxima verossimilhanca dos parame-

tros, usando os modelos M/MAXCOMPBS/1 e M/MINCOMPBS/1, assim, como, seus

desvios-padrao (dp).

Nas Tabelas 6.2, 6.3, apresentamos estas estimativas médias dos parametros dos
modelos, e seus desvios-padrao. Podemos observar que as estimativas médias dos para-

metros estao proximos dos parametros de entrada das simulagoes.

Tabela 6.2: Estimativas médias dos parametros do modelo de fila M/MAXCOMPBS/1 e
seus desvios-padrao (dp).
p At dp p1 dp | a dp B dp | ¢ dp
0,81 083 00308 005|085 0,09 | 0,69 0,001]89 0,01
0,91 0,8 0,06 092 0,01]0,99 0,004|0,702 0,009 |92 0,09

Tabela 6.3: Estimativas médias dos parametros do modelo de fila M/MINCOMPBS/1 e
seus desvios-padrao (dp).
p Ay dp P2 dp % dp By dp §Z§2 dp
0,81 082 0,02|0,79 0033|084 0,09 | 0,68 0,002|91 0,02
0,91 0,86 0,07 0,88 0,023 0,96 0,0057|0,69 0,01 |90 0,06

Simulamos 1.000 amostras dos modelos com diferentes tamanhos, 50, 250, 500,
700, e 1.000, e, assim, verificamos a performance das estimativas médias dos parametros

dos modelos e calculamos as médias amostrais e vicios.

Nas Tabelas 6.7, 6.9, 6.8 e 6.10 apresentamos estas estimativas médias e os vicios
dos modelos. Notamos que os vicios das estimativas médias diminuem quando o tamanho

amostral cresce em ambos os modelos.

Nas Figuras 6.1 e 6.2, comparamos as funcoes de confiabilidade da distribuicao
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BS, com a funcao do tempo restante estimada pelo método de Kaplan-Meier. Logo,
podemos dizer que existe concordancia entre ambas. Para a simulacao do modelo de fila
M/M/1 usamos os seguintes parametros de entrada A\ = 0,8 e p = 1,0. Na Tabela 6.4,
mostramos as estimativas de £ (Y1), referentes a distribui¢ao BS, para as duas simulagoes.

Observamos que os valores destas estimativas sao proximas. Na Tabela 6.5, mostramos

Tabela 6.4: Estimativas de E(Y;) do modelo de fila M/BS/1.
p=0,80 | p=0,90
0,979 1,01

~

E(Y1)

as porcentagens de concordancia dos testes Log rank e Quiquadrado. Observamos, que
a medida que aumentamos o tamanho amostral, também aumentam as porcentagens de

concordancia dos testes.

Tabela 6.5: Porcentagem de concordancia dos testes Log-rank e Quiquadrado para o

modelo de fila M/BS/1.

Log rank (%) Quiquadrado(%)
Amostra | p=0,75| p=0,80 | p=0,90 | p=0,75| p=0,80 | p=10,90
n=>50 00,1 60,1 63,2 72,9 73,1 75,0
n=1.000 70,0 73,0 75,0 80,6 81,0 84,0
n=10.000 80,0 82,5 83,1 83,2 86,8 87,8

Na Tabela 6.6 apresentamos as taxas de ocupagao das duas simulagoes do modelo

M/BS/1. Podemos observar que estas taxas sao menores que um, mostrando a estabi-
lidade dos sistemas. Notamos também, uma reducao destas taxas em relagao as taxas

usadas como parametro de entradas das simulagoes.

Tabela 6.6: Taxas de ocupacao do modelo de fila M/BS/1 para as duas simulagoes.
p=20,801]p=0,90
0,775 0,884

M/BS/1
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Figura 6.1: Comparando a funcao do tempo restante da distribuicdo BS e a fun¢ao do

tempo restante estimada com intensidade de trafego p = 0, 8.
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Figura 6.2: Comparando a funcao do tempo restante da distribuicao BS e a fun¢ao do

tempo restante estimada com intensidade de trafego p =0, 9.
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Na Tabela 6.11, mostramos os valores dos critérios AIC e BIC, e, assim, selecionar
o modelo que melhor de adequa aos dados. Observamos que o modelo de fila M/BS/1
atinge os menores valores dos critérios AIC e BIC. Mostramos, os criterios somente para

a simulagao com intensidade de trafego 0,8.

Tabela 6.11: Valores dos critérios AIC e BIC
Modelos AIC BIC

M/BS/1 | 202,10 | 198,28
M/M/1 | 205,30 | 203,89

6.3.2 Dados de fluxo de trafego

Os dados reais usados aqui, sao dos tempos entre passagens de veiculos de uma
via da regiao central da cidade de Presidente Prudente, no Estado de Sao Paulo. A regiao
é formada por 25 quarteiroes, 7 vias de entrada e saida, sendo estas vias chamadas de
pontos externos. Para determinar o fluxo de trafego nesta regiao central, existem 8 pontos
internos, sendo um deles a principal via de escoamento de veiculos. Este ponto principal,

foi escolhido como ponto da coleta dos dados.

Viarias coletas de dados foram realizadas, em diferentes dias da semana, durante
de 1 més. Em um dia especifico de coleta, um sabado, no periodo das 9:00 horas as 10:00
horas e 30 minutos, o sistema apresentou grande intensidade de trafego, por se tratar de
comeco de més e periodo de pagamento. Este dia foi escolhido para ilustrar a aplicacao
dos modelos propostos, por apresentar rapidez no fluxo de veiculos e grande intensidade

de trafego.

Na Figura 6.3, mostramos o esquema da regiao de interesse obtido via Google.
A regiao é representada pelo retangulo em amarelo, e o circulo também em amarelo, é o

ponto de coleta dos dados.



156

e

-MapLinKiTeletAt
ifGeotye

Figura 6.3: Regiao Central da cidade de Presidente Prudente.

Na Figura 6.4, mostramos o esquema do fluxo de trafego dos veiculos, no ponto

de coleta.

O ponto de coleta ¢ um cruzamento de duas avenidas, em que um dos lados foi

fixado como ponto de coleta e também o principal ponto de passagem dos veiculos. Assim,

foram coletados 486 tempos entre passagens (os dados foram cedidos pelo Prof Dr. José

Gilberto Spaziani Rinaldi da UNESP de Presidente Prudente).

Na Tabela 6.12, mostramos o resumo descritivo dos dados em segundos.

Tabela 6.12: Resumo dos dados em segundos

Média | Mediana

Méaximo

Minimo

Desvio-padrao

10,81 | 7,50

93

1,0

9,79
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Sistema
Ponto de coleta

Chegadas

Tempos entre chegadas

Figura 6.4: Esquema do fluxo de trafego.

Foi usado o teste Kolmogorov-Smirnov para verificar se a amostra é proveniente
de uma populacao com distribuigao BS (Hp), com um nivel de significancia de 0,05,

obtendo-se um p-valor=0, 3616, e, portanto, a hipotese nula nao foi rejeitada.

Na Tabela 6.13, apresentamos as estimativas de maxima verossimilhanga dos pa-
rametros dos modelos M/MAXCOMPBS/1 e M/MINCOMPBS/1. As estimativas do
parametro p de ambos modelos estao proximas. Mostrando que a via de escoamento
apresentou aproximadamente uma taxa de ocupacao de 86,7% . Além disso, as esti-
mativas de méxima verossimilhanca do parametro ¢, estao proximas de zero, logo, os

possiveis modelos para o maximo e minimo tempos entre passagens sao os modelos de fila

M/MAXGBS/1 e M/MINGBS/1.

Tabela 6.13: Estimativas de maxima verossimilhanga dos modelos M/MAXCOMPBS/1
e M/MINCOMPBS/1.

M/MAXCOMPBS/1 | M/MINCOMPBS/1
A = 0,885 A2=0,988
p1 = 0,867 p2 = 0,866
@ = 0,98 s = 0,90
B =17,36 By = 17,50
1 = 0,00091 By = 0,00082

Nas Figuras 6.5 e 6.6, comparamos as fun¢oes de confiabilidade das distribuicoes

MAXGBS e MINGBS, respectivamente, e a funcao do tempo restante estimada pelo

método de Kaplan-Meier.

Podemos, observar que as funcoes de confiabilidade destas
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distribuicoes, se mostram em concordancia com a func¢ao do tempo restante estimada.
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Figura 6.5: Comparando a funcao do tempo restante da distribuicao MAXGBS e a funcao

do tempo restante estimada.
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Figura 6.6: Comparando a funcao do tempo restante da distribuicio MINGBS e a funcao

do tempo restante estimada.

Na Tabela 6.14, mostramos as estimativas de E (Yiaz) € E (Yinin), referentes as dis-
tribuicoes MAXGBS e MINGBS, respectivamente. Observamos que as estimativas estao

proximas, isto, ocorre devido ao fato dos dados nao apresentrarem grande variabilidade.

Tabela 6.14: As estimativas de E(Ymax) e E’(Ymm) em segundos.
MAXGBS | MINGBS

-/E\'<Ymax) -/E\<szn)
0,878 0,987

Na Tabela 6.15, apresentamos as taxas de ocupagao dos modelos de fila M/MAXGBS/1
e M/MINGBS/1, respectivamente. Podemos observar que as taxas de ocupagao de ambas

simulagoes sao menores que um, mostrando o equilibrio dos sistemas.

Tabela 6.15: Taxas de ocupagao dos modelos de fila M/MAXGBS/1 e M/MINGBS/1.
M/MAXGBS/1 | M/MINGBS/1

0,761 0,855
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Na Tabela 6.16 comparamos as medidas de desempenho dos modelos de fila
M/MAXGBS/1, M/MINGBS/1 e M/M/1. Observamos que as medidas de desempenho
dos modelos propostos sao menores quando comparadas com o modelo de fila M/M/1. O

modelo M/MINGBS/1 apresenta as menores quantidades.

Tabela 6.16: Medidas de desempenho dos modelos de fila M/MAXGBS/1, M/MINGBS/1
e M/M/1.

M/MAXGBS/1 | M/MINGBS/1| M/M/1
0,867 0,866 0,867 0,866

L, 0,0079 0,00089 5,650 5,597
W, 0,0097 0,0011 7,060 6,821
L 0,388 0,800 7,06 6,463
W 0,8897 0,811 8,825 7,786

Usamos os valores dos critérios AIC e BIC para selecionar o melhor modelo.
Na Tabela 6.17 mostramos estes valores. Observamos que o modelo MINGBS possui os

menores indices nos critérios AIC e BIC. Assim, é o modelo que melhor se adequa aos

dados.

Tabela 6.17: Valores dos critérios AIC e BIC
Modelos AIC BIC

M/MAXGBS/1 | -96.45 | -94.73
M/MINGBS/1 | -97.93 | -95.90
M/MAXGE/1 | - 88,50 | - 81,90
M/MINGE/1 | -94,30 |- 92,80
M/M/1 1102 | 109,2

6.4 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentamos os modelos M/MAXCOMPBS/1 e M/MINCOMPBS/1,
para o maximo e o minimo tempos de servigo, respectivamente. Estes modelos apresen-

tam as mesmas caracteristicas dos modelos descritos nos Capitulos 4 e 5, diferenciando-se
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apenas em relacao as distribuicoes de servico, neste caso, as distribuicoes MAXCOMPBS

e MINCOMPBS.

Mostramos as propriedades dos modelos, tais como as expressoes para as funcoes
de densidade das distribuigoes obtidas e seus momentos, as distribuicoes de equilibrio do
numero de usuarios no sistema e do tempo de espera na fila. Usamos o método de maxima
verossimilhanca para a estimacao dos parametros dos modelos. Para ilustrar os modelos
propostos usamos dados simulados e dados reais de fluxo de trafego. Os resultados das
simulacoes e dos dados reais motraram que os modelos propostos sao adequados para

descreverem sistemas com grande intensidade de trafego.



Capitulo 7

Conclusoes e propostas futuras

A motivacao deste trabalho surgiu a partir do estudo da distribuicao Conway-
Maxwell-Poisson (Conway and Maxwell, 1961), denotada por COMP, em razao de sua
ampla versatilidade, e, principalmente, sua aplicacao na teoria das filas, para modelar
servidores de centrais de servico, na ocorréncia de disparidade entre eles. Estas caracte-
risticas nos permitiram estender o seu uso para a construcao de novas distribuigoes para
os tempos de servigo, e tendo como objetivo principal a modelagem do maximo e do mi-
nimo tempos de servico, sendo que o nimero de usuarios no sistema e o nimero total de

servidores sao desconhecidos.

Estas novas distribui¢oes surgiram a partir da composicao da distribuicago COMP
truncada no ponto zero, com uma distribuicao geral para o méaximo e o minimo tempos
de servico, as quais denominamos de distribuicoes MAXCOMPG e MINCOMPG, respec-

tivamente.

As distribuicoes MAXCOMPG e MINCOMPG tém um parametro de pressao,
que quantifica a pressao exercida sobre o servidor na ocorréncia do aumento de fluxo de
usuarios. Estudamos trés variacoes deste parametro. Quando o parametro de pressao
assume o valor zero, a taxa de servico é independente do estado do sistema. Quando o
parametro de pressao assume o valor um, a taxa de servico aumenta proporcionalmente
ao aumento do fluxo de usuarios. Quando o parametro de pressao tende a infinito, a taxa

de servico aumenta ainda mais e o servico torna-se extremamente rapido.

A partir destas variacoes do parametro de pressao novas distribuicoes foram ob-
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tidas para o maximo e o minimo tempos de servico, e que foram denominadas por: dis-
tribuicoes MAXGG e MINGG, distribuigoes MAXPG e MINPG e distribuigoes MAXBG
e MINBG.

Selecionamos trés distribuigoes gerais que sao: exponencial, Weibull e Birnbaum
Saunders. Como consequéncia novas distribuicoes foram encontradas, e denominadas por,
distribuicoes MAXCOMPE e MINCOMPE, distribuicoes MAXCOMPW e MINCOMPW
e distribuicoes MAXCOMPBS e MINCOMPBS. Além disso, com as variagoes do para-

metro de pressao outros modelos surgiram para cada uma das distribuicoes citadas.

Com o estudo destas distribuicoes de servigo surgem novos modelos de fila deno-
minados de M/MAXCOMPG/1 e M/MINCOMPG/1, com chegada segundo um processo
de Poisson, distribui¢oes de servico MAXCOMPG e MINCOMPG para o maximo e o mi-
nimo tempos de servico, respectivamente, disciplina da fila FIFO, capacidade do sistema
infinita. Os modelos também possuem um ntimero desconhecido de servidores dispostos
em paralelos, mas apenas um servidor é observado, isto é, aquele que oferece o maximo ou
o minimo tempo de servigo entre todos os servidores. Estes modelos sao casos particulares
do modelo de fila M/G/1. Assim sendo, as distribui¢coes de equilibrio para o nimero de
usuarios no sistema e o tempo de espera na fila foram fornecidas, e isto foi feito para todas

as distribuicoes de servico apresentadas neste trabalho.

Os modelos de fila propostos se apresentam bastante realistas em comparacao
com os modelos de fila propostos na literatura, pois sao capazes de capturar as variacoes

do sistema devido ao aumento do fluxo de usuarios nele.

Concluimos que os modelos apresentados neste trabalho tém grande potencial de
aplicacao na teoria das filas, e a construcao de novas distribuicoes para os tempos de

servigos surge como uma linha promissora de pesquisa.

Como continuacao deste trabalho, propomos os seguintes topicos:

e Um modelo geral para a distribuicao de servico usando a distribui¢cao Poisson pon-

derada.
e Incluir os periodos ociosos nos modelos.

e [istudo de simulagao para os modelos com o relaxamento da distribuicao exponen-
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cial.

Construcao de um modelo aleatorio para um sistema com capacidade finita.
Estudo da superdispersao e subdispersao.

Incluir prioridades nos usuérios.

Modelos de servigo com fases.

Estudo do impacto da dependéncia nos sistemas propostos.
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Apéndice

.1 Distribuicao Conway-Maxwell-Poisson

Neste Apéndice, mostramos a construgao da distribuicao Conway-Maxwell-Poisson
para uma melhor compreensao dos modelos propostos neste trabalho, pois é a partir dela

que surge o mecanismo de ajuste destes modelos.

A distribuicao Conway-Maxwell-Poisson surgiu com o objetivo de estudar as cen-
trais de servico com a mesma rigidez de modelos de filas. Sabemos que cada servidor
destas centrais possuem a mesma capacidade de servico, mas com pequenas variacoes
entre entre os servidores em relacao a taxa de servigo. A disparidade entre os servidores
gera muitas vezes um desequilibrio, que pode ser severo a ponto de deixar alguns deles

ociosos e outros com longas filas.

As centrais podem ser estudadas como sendo um sistema com taxa de servico
dependente do estado do sistema, no qual o servidor altera a taxa de servico quando
ocorre um aumento na carga de trabalho, e, assim, diminui o acimulo de servico e a

formacgao de longas filas. A taxa de servigo para tais sistemas ¢ dada por:

em que m € o nimero de usuarios no sistema, p,, ¢ a taxa média de servico quando o
sistema possui m usuarios no sistema, 1/u é a média do tempo de servico quando ha
apenas um usuario no sistema e ¢ é o parametro de pressao que indica o grau, em que a

taxa de servigo ¢ afetada pelo estado do sistema (Conway and Maxwell (1961)).

Com a variacao do parametro de pressao ¢, a taxa de servigo também varia, por
exemplo, se ¢ assume o valor zero, ¢ = 0, a taxa de servico independe do estado do

sistema. Para valores ¢ > 1, a taxa de servico aumenta proporcionalmente ao aumento
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do fluxo de ntimero de ususéariso no sistema. Para vlores menores que zero, ¢ < 0, o

servidor diminui a taxa de servico com a diminuicao do fluxo de usuéarios.

Os processos de chegadas e atendimentos ocorrem aleatoriamente no tempo e,
as probabilidades nao dependem nem do tempo ¢, nem do estado, no qual se encontra o

sistema.

As seguintes suposicoes sao necessarias na obtencao das probabilidades de estado:
1. Os tempos de servico seguem uma distribui¢ao exponencial com média dependente
do estado do sistema dada pela expressao (1).

2. As chegadas ocorrem de forma aleatoéria e os tempos entre as chegadas seguem uma

distribuicao exponencial com média .

3. A disciplina da fila & FIFO (first-in-first-out).

Logo
Pmmi1(t+A) = PM(@t+A(t) =m+1/M(t) =m)|
= AA@)(1 = mPuA () + o(A()
= AA(H) +o(A(1)),

na qual o(A(t))=P| mais de m usudrios no sistema, logo temos

Pan(t +A) = (1= AA(t) = m?uA())pm(t) + AAE)pm-1(t)

+ (m+D2uA)pmai(t) +Fo(A1) m=1,2,3---,

Poo(t+A) = (1= AA(8))poo(t) + o(A(t)).

A partir de um estado m, o processo s6 pode ir para os estados vizinhos (m + 1)
ou (m — 1). Quando um processo tem esse comportamento ele é chamado de processo de
nascimento e morte (Pinsky and Karlin (2010)). Usando o teorema das probabilidades

totais é possivel calcular a probabilidade que no instante ¢ o sistema tenha m usuérios,
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isto é, p,,(t) = P[M(t) = m], assim temos que
Pm(t+ A1) = ZP[M@ +A(t) =m/M(t) = i P[M(t) = 1]

= Zpi<t)pi,mA(t)
= Pt (DAA(E) + po () (1 — (A +mPpu)A(t))

+ P ()mPpA(t) + O(A(L), m > 1

po(t + A1) = po(t)(1 = AA(E)) + pr(t)pA(t).

Fazendo o limite para A(t) — 0, temos

dpgt(t) = —(A = m?)pm(t) + MO ppm i1 (t) + Apm_1(t) se m >1,
t
]%d—(zf):_)\p()(t)—i_upl(t) se m=0.

As equagbes acima sdo conhecidas como equacoes diferenciais avancadas e retro-
gradas. Elas permitem, em principio, calcular as probabilidade de estado p,,(t), caso seja
conhecido as condigoes iniciais do sistema, ou seja, a distribuigao M (0), que é quantidade
de usuérios no inicio do processo. A resolucao analitica, destas equacoes diferenciais, é
geralmente complexa e as vezes impossivel, e, neste caso, é necessario trabalhar com o

sistema em equilibrio.

Um sistema estd em equilibrio quando,

Jim Pm(t) = P

O limite acima existe e é independente do estado inicial do processo, consequen-

temente,

dp., (t
lim P (?)

t—o00 dt =0

Supondo que o sistema esteja em equilibrio é possivel reescrever as equacoes acima
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como um sistema de equagoes lineares homogéneas, que sao dadas por

— N+ + Moot + (M +1D)uppr =0 se n>1,

—Apo+ pup1 =0 se m=0.

Temos que p = \/mu, e o sistema de equagoes descritas anteriormente sao escritas

da seguinte forma
Pmi1 = (p+ 1)po — ppm—1, se m > 1,
P1 = pPo, se m=0.

Usamos o método interativo para obter as probabilidades de estado, logo temos

m

Pm = Wpo- (2)

Como p,, é uma funcao de probabilidade da variavel aleatoria M (t), tal que

> o Pm = 1, desta forma temos

bo=—"""m -

Zﬁ:o (:;W

A distribuicao de probabilidade do nimero de usuérios no sistema com estado

dependente da taxa de servico é dada por

Pm =D L ! i (3)
" (e o P (mh)?

> (e

A Equacdo (3) é chamada de distribuicdo Conway-Maxwell-Poisson, denotada

por COMP. Esta distribuicao ficou esquecida por muito tempo e ressurgiu em 2000 com

Mika et al,2003, que a renomeou da forma como a conhecemos e a reescreveu da seguinte

maneira
=0 (j1)?
1 m
_ P (4)

Z(p, @) (m!)*’
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na qual Z(p,$) = po € a constante normalizadora, p < 1 é a intensidade de trafego. A
distribuicao COMP nao é definida em p > 1 com ¢ = 0. Esta distribuicao pode ser vista
como uma distribuicao hibrida, pois para ¢ = 0 temos a distribui¢ao geométrica, para ¢ =
1, obtemos a distribuicao Poisson, e para ¢ = oo, a distribuicao Bernoulli. A distribuigao

COMP possui superdispersao quando ¢ € [0, 1) e subdispersao para ¢ € (1, 0.

.2 Truncamento da série

Neste apéndice mostramos o truncamento da soma dada nos r-ésimos momen-
tos dos modelos apresentados neste trabalho. Para facilitar a compreensao mostraremos

somente o truncamento do modelo MAXCOMPE.

O 1-ésimo momento E(Y,: ) é dado por

A série 7 possui limitante superior dado pela série >~ | m% Em Minka

et al. (2003) mostra que esta série é convergente .
m
n{lj}noomw = 0.

entao a série 7 é convergente.

Portanto, é possivel truncar a série 7 no v-ésimo termo tal que

Ll S L T il Y

o & a2 e & (T By
where

0 mpml A cfm—1 1
w3 e 50 ("

na qual R, é o erro absoluto truncado.
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O limitante superior é obtido baseado na série p™/(m!)®, m = 1,2,... que de-
cresce mais rapido que a série geométrica. Sendo assi, existe 0 < ¢, < 1 para todo u > v,

tal que p/(m + 1)® < g,. Portanto, R, < &, ¢ o menor erro absoluto.



