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RESUMO

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo sobre o emaranhamento entre dois &tomos de dois
niveis idénticos e que ndo interagem entre si, gerado a partir da interacdo desses com um unico
modo do campo eletromagnético contido em uma cavidade. Apresentamos também uma
maneira de se calcular a correlacdo entre esses dois atomos através da Concurrence. Além disso,
mostramos a evolucdo do emaranhamento para diferentes estados do campo e variados
parametros do mesmo em dois regimes de interacdo: ressonante e disperssivo. Mostramos
numericamente como o emaranhamento maximo de cada um dos casos estudados evolui de um
regime para o outro. Por fim, pudemos identificar quais sdo os parametros que influenciam na
intensidade e na forma do emaranhamento buscando assim, um critério de ndo-classicalidade
para o campo de radiacao.

Palavras-chave: Emaranhamento. Classicalidade. Interagio Atomo-Campo.



ABSTRACT

In this dissertation we presente a study on the entanglement between two identical and non-
interacting two-level atoms, generated by their interaction with only a singl cavity filed mode.
We also show how to calculate the intensity of correlation between thes atoms by Concurrence.
Besides, was show the entanglement evolution for different field states and parameters for these
states in two intaraction regimes: ressonant and dispersive, showing numerically how the
maximum entanglement evolves form one regime to other for each cavity filed state. We are
also abble to identify wich parameters influence the intensity and shape of entanglement,
allowing us to define a non-classicality criterion for the radiation field.

Keywords: Entanglement. Non-Classicality. Atom-Field Interaction.
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1 INTRODUCAO

Com o advento da Mecénica Quéantica no século XX, sugiram diversos questionamentos sobre
essa nova forma de descrever a natureza e de como estabelecer uma fronteira entre ela e a ja
bem conhecida Fisica Classica. De fato, sabemos desde 1927, com o "Teorema de
Ehrenfest"(1), que a evolucdo dos valores esperados dos observaveis quanticos esta intima-
mente ligada ao teorema de Liouville da Mecéanica Hamiltoniana. Essa relagdo entretanto, néo
é capaz de nos fornecer uma visdo de onde esta a fronteira entre os dois regimes. Através do
estudo do emaranhamento de dois &tomos de dois niveis induzido por um campo eletromagné-
tico, esperamos entender um pouco mais sobre essa fronteira classico-quantico para campos de
radiacdo em cavidades supercondutoras.

Em 1963, Edwin Jaynes e Fred Cummings (2), introduziram o modelo mais simples que aborda
a interacdo entre um sistema atdmico de dois niveis e um campo eletromagnético quan-tizado.
Através da aproximacdo de onda girante (RWA) chega-se ao modelo conhecido como Jaynes-
Cummings. Contudo, essa aproximacao so € satisfatdria quando o campo é pouco intense e seu
acomplamento com o atomo € fraco. Apesar disso, 0 Modelo Jaynes-Cummings, ao longo dos
anos, mostrou-se uma ferramenta Gtil para notar efeitos quanticos interessantes como a natureza
granular da radiacdo, que se manifesta no decaimento e ressurgimento da inversao atdmica (3),
as oscilacbes de Rabi (4) e o emaranhamento atomo-campo e também atomo-atomo induzido
pela interacdo de dois &tomos com o campo eletromagnético (5).

Com um grau razoavel de precisdo, hoje é possivel medir o emaranhamento entre 0s 4to-mos
que interagem simultaneamente com o campo de radiacdo (6). Apesar de ser importante para
testar os fundamentos da Mecanica Quantica e também para nos mostrar a possibilidade da
criacdo de portas-logicas e protocolos basicos de computacéo quantica (7), o regime de Eletro-
dindmica Quantica de Cavidades (EQC) ndo é apontado como o sistema ideal para a construcdo
de um computador quantico em larga escala devido a falta de praticidade de se montar um cir-
cuito ou um chip utilizando cavidades. Na verdade, nenhum sistema ainda é apontado como
ideal para a construcdo de tal equipamento. Sendo assim, este trabalho se propde a estudar a
classicalidade do campo eletromagnético via calculo de emaranhamento entre dois atomos que
interagem com este campo contido em uma cavidade, definindo, se possivel, um critério de
classicalidade dessa maneira. Para isso, buscamos entdo estabelecer quais os parametros do
campo contido na cavidade responsaveis por gerar estados emaranhados entre dois 4&tomos,
tendo em vista que um campo classico nunca é capaz de gerar emaranhamento e um campo
quantico oferece a possibilidade da geracdo do emaranhamento, ou seja, sempre que houver
emaranhamento, temos o caso de uma radia¢do nao-classica.

A partir do proximo capitulo é apresentado o modelo Jaynes-Cummings de interagéo ra-diagéo-

matéria, sua obtenc&o, o significado de cada um de seus termos e a influéncia deles na dindmica
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do sistema. No capitulo 3, sera apresentada a diferenca entre as correlagdes classicas e
quanticas, o procedimento parar gerar estados atdbmicos emaranhados e como quantificar a
intensidade (grau) do emaranhamento entre os atomos. Em seguida, nos capitulos 4 e 5, ana-
lisaremos 0 emaranhamento atdmico mediado pelo campo de radiagéo nas situagdes, respecti-
vamente, em que 0 campo contido na cavidade possui uma freqliéncia caracteristica idéntica a
frequéncia de transicéo entre os niveis atdmicos, isto é, o regime ressonante, e 0 caso em que a
interacdo atomo-campo ocorre no regime disperssivo (7). Essas duas analises sdo feitas para
quatro diferentes estados do campo: o estado de nimero, o estado coerente, a radiacao térmica
e 0 estado de gato de Schrddinger. Por ultimo, analisaremos os estados que atingem o maior
grau de emaranhamento de acordo com a transicdo do regime ressonante para O regime

disperssivo e que conclusdes podemos tirar sobre os aspectos do campo eletromagnético.
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2 INTERACAO RADIACAO-MATERIA

Mesmo com o sucesso da Mecéanica Quantica na explicacdo de uma gama de fendmenos fisicos
e propriedades de diversas substancias, até 1963 um problema resistia: como ocorre a interacéo
entre a radiacdo e a matéria. Dessa forma, a teoria de Maxwell para a eletricidade e para o
magnetismo deveria ser modificada e seguir os principios da Mecéanica Quantica. Essa nova
teoria ficou conhecida como Eletrodinamica Quéantica. Vejamos agora um modelo de interagdo
radiacdo-matéria, conhecido como modelo de Jaynes-Cummings.

2.1 O Modelo de Jaynes-Cummings

Para a obtencdo do hamiltoniano de Jaynes-Cummings é preciso fazer algumas consideracgdes.
A primeira delas é a quantizacdo do campo eletromagnético que nao é feita aqui mas pode ser
seguida de acordo com (8). A segunda considera¢do € que o campo eletromagnético esta contido
em uma cavidade perfeitamente condutora de tal maneira que s6 consideraremos 0s graus de
liberdade do campo como discretos, ajudando na simplificagdo do processo de quantizagéo. Por
fim, a ultima consideracdo a ser feita é que a interacdo entre o &tomo e 0 campo eletromagnético
segue a aproximacao de dipolo, ou seja, as dimensdes atdmicas caracterizam os &tomos como
objetos pontuais perante 0 comprimento de onda do campo eletromagnético de forma a serem
considerados dipolos elétricos.

A interacdo do &tomo com o campo pode ser descrita entdo da seguinte maneira:

Sendo fi = e.# 0 operador momento de dipolo atdémico e E = Y ek(él + a)e o0 operador
campo elétrico, com &« e & sendo, respectivamente, os operadores de criagdo e aniquilacéo de

fétos do k-ésimo modo do campo de radiagdo, e:
afa, = nn),al = vn+1|n +1),3, = Vn|n - 1) (2.2)

Sendo n o nimero de fétons do campo e €, = \/hw/2&,V, com ok a frequencia do k-ésimo
modo do campo, g a constante dielétrica do vacuo e V, o volume da cavidade. Ainda, e é 0
vetor polarizagdo do campo e r, o vetor posi¢cdo do elétron. O hamiltoniano total do sistema

pode ser escrito como:
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—~

= ﬁcampo + ﬁétomo +H, = ﬁcampo + ﬁétomo - A E (2.3)

T)

onde ﬁcampo e Hiromo S80, respectivamente, os hamiltonianos livres do campo e do atomo.

O hamiltoniano do campo livre pode ser descrito de acordo com a Eq.(2.4) em fungéo dos
operadores de destruigao e criagéo de fétons no campo, & € &', Hegmpo = X It @i (élék + %)
(2.4). Podemos também expressar a energia do atomo (Hatomo) € também er, sendo e a carga do
elétron, em termos dos operadores de transicdo atomica 6;; = |i){j|. As auto-energias E; de
H.tomo, juntamente com os seus autoestados |i), sdo relacionados da seguinte maneira:

ﬁétomo = E;li). (2.5)
Como os auto-estados de H;,, formam uma base completa, podemos escrever:
ﬁétomo = X Ei|liXi| =X, E;0;. (2.6)

Levando-se em conta a quantizacdo do momento de dipolo e do campo elétrico, podemos

escrever a aprte correspondente a interagcdo como:
5 o ij A N
Hp = Yk jhgy aij(al +4;) (2.7)

Sendo que gk" representa o acoplamento entre o k-ésimo modo do campo e os niveis atdmicos

|i) e |j). Reescrevemos entdo a Eq.(2.3) como:
g _ ata o1 A s (at o oA
H =Y hwg (akak + E) + X Ei6i + Y hugy 615 (a5 + 4y). (2.8)

O hamiltoniano escrito dessa forma leva em consideracao a interagédo entre todos os modos do
campo eletromagnético com o atomo de dois niveis. Ainda assim é possivel ajustar a cavidade
em uma configuracdo tal que beneficie um modo desse campo, isto é, que uma dada frequéncia
® seja a mais proxima a freqiiéncia de transicdo atbmica wo de tal forma que pode-mos
considerar que o atomo soO interage com esse modo da cavidade. Dessa forma, reduzimos o

hamiltoniano do campo livre, desconsiderando a energia de vacuo, para:

Heampo = hwata. (2.9)
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Para 0 nosso caso, em que 0 atomo tem somente dois niveis populados, com o nivel fundamental

representado por |g) e com energia Eq e 0 nivel excitado representado por |e) e com energia
Ee, sendo E, > Ej, temos:

ﬁétomo = E¢Gee + Ega'gg. (2.10)

Como podermos escrever E, — E; = hwg € G, + 644 = 1, a EQ.(2.10) torna-se:

iy ~ A 1 ~ ~ 1
Hitomo = Eelce + Eglgg = > th(Uee + O'gg) + E(Ee + Eg). (2.11)
Se usarmos a seguinte notagao:

Gy = Gee — Ggg = le)el — lg)gl. (2.12)
Gy = Geg = leXgl, (2.13)
6_ = G4 = lgiel (2.14)

e ignorarmos o termo - (E. + E,), redefinindo assim o zero de eenrgia, a parte do hamiltoniano
correspondente ao 4&tomo livre sera dada por:

—~

1 ~
Hétomo = Ehwoo-z. (215)

Depois de encontrarmos essas duas maneiras de reescrever os termos do hamiltoniano do
sistema correspondente as partes livres do campo e do atomo, procuramos agora uma forma
mais enxuta de escrever o termo correspondente a tinteracdo entre ambos. De uma forma

extensa, podemos evoluir a somatdria da Eq.(2.7), considerando somente um modo do campo

e um do a4tomo de dois niveis da seguinte maneira:

H = Y109y 6:(a + &) = hg®®6..(at + @) + hg96,,(@t + @) +

hg96,0(at + @) + hg996,,(at + @). (2.16)
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Devido a simetria do hamiltoniano atémico, as suas auto-funcdes tém paridade bem definida.
Desse modo, como o momento de dipolo p é uma fungdo impar com relagdo a # - —#, 0s
termos da diagonal do operador |, na base de energia, se anulam. Isto equivale a (i|fi|j) = 0

com |i) = |e) ou |g). Ainda para o &tomo de dois niveis, g = g9 = (g9%¢)* e g =g(F) =

—i / - e‘“‘ﬁ)ﬁegeo, em que ro representa o vetor posicao do atomo. Portanto,

Zh‘gOV

Hy = Y1 hgy 6, (8L +4,) = hgG.4@t + @) + hgd,.(at + @) = hg(6., +
6ge)(@" +a) (2.17)

assumindo g real, o hamiltoniando total do sistema sem levar em conta a energia do ponto zero

do campo sera:
A = hwa'a + S hwb; + hg(6, + 6-)(@" + a) (2.18)

Em que g € a constante de acoplamento entre o &tomo e o0 campo, que descreve a frequencia de
troca de energia entre 0 &tomo e o campo quando este estd no vacuo e o 4&tomo estd no estado
excitado (frequéncia de Rabi).

Podemos notar na EQ.(2.18) que o termo de interacdo apresenta dois tipos diferentes de
processos de troca. O primeiro processo é representado pelos termos do tipo 6, a e _aT. Esses
dois primeiros termos em questdo nos mostram, respectivamente, um processo de aniquilacao
de um féton do campo, abosorvido pelo &tomo que se excita e um processo de criacdo de um
féton no campo devido ao decaimento do &tomo que estava no estado excitado e, liberando um
foton, vai para o estado fundamental. Esses termos representam a interacdo Jaynes-Cummings
(2). O segundo desses processos de troca é representado por 6_a e 6,a'. Esses termos
conhecidos como anti-Jaynes-Cummings sdo responsaveis por processos em que um foton do
campo é destruido e o atomo perde uma excitacdo ou um foton € criado no campo enquanto o
atomo vai do estado fundamental para o estado excitado. Esses termos aparentemente sdo
estranhos pois um atomo pode ficar excitado emitindo um foton ou decair absorvendo um féton.
Erroneamente é dito que eles ndo conservam a energia (9) e por isso sdo desprezados. Como
podemos ver no artigo de Werlang et al. (10), na verdade esses termos sdo eliminados do
Hamiltoniano devido a ja citada aproximacéo de onda girante (RWA), que é véalida quando o

acoplamento g é muito fraco em relagéo as frequéncias do sistema (d&tomo e campo) e 0 campo
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. . . . , Vn+1
N0 muito intenso, isto &, ’;)f

&« 1, onde n € o nimero médio de fotons do campo.

Wo
Atualmente, a grande maioria dos experimentos em Optica Quantica trabalha nesse regime (6)

Devido a essa aproximacao, o hamiltoniano da Eq.(2.18) pode ser reescrito como
A = hwa'a +hweb, + hg(6,a +6_at), (2.19)

que nos fornece um modelo com solugdo analitica para o problema da interacdo radiacao-

matéria. Esse é o hamiltoniano de Janyes-Cummings.
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3 ESTADOS CORRELACIONADOS

Na década de 1930, os principios da Mecénica Quantica ja estavam bem estabelecidos. Dentre
eles, um chamava a atencdo por suas consequéncias, tanto praticas quanto filoséficas,
surpreendentes. Ele ficou conhecido como Principio de Superposi¢do da Mecanica Quéntica.
Esse principio fundamental, ou postulado, consiste em:

Em um tempo to, 0 estado fisico de um sistema é descrito pelo ket |¥(t,)) pertencente ao
espaco de estados K.
Dessa forma, podemos notar que, se K é um espaco vetorial, esse postulado implica no principio
da superposicdo, ou seja, uma combinacao linear de vetores que representam um estado, é
também um vetor de estado pertencente a esse mesmo espago vetorial. Como na Mecénica
Quantica, esse espaco de estados é de fato o espaco de Hilbert, que se trata de um espago vetorial
complexo e completo, com a métrica definida e encontrada pelo produto escalar, o principio da
superposicao se aplica diretamente a Mecanica Quantica. Sendo assim, podemos escrever um
estado quéntico como |¥) = a|¥;) + B|¥,), com o e B sendo nUumeros complexos e
|¥), |¥,) e |¥,) vetores do espaco de Hilbert. Isso é decorrente da equacao de Schrodinger que
é homogénea e linear (11), ou seja, se |¥;) é uma solucdo para essa equacao e |¥,) é uma outra
solucdo, uma combinacao linear das duas também sera solucéo da equacao.
Tornando as coisas ainda mais interessantes, em 1935, A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen
(12) chamaram a atencdo para um fato curioso sobre a recém surgida Mecénica Quantica: sua
formulacdo abriria possiblidades que violavam o que eles definem no artigo como realidade
fisica e localidade. Dessa forma, os autores descreveram a Mecanica Quéantica como sendo,
mesmo que correta, uma forma incompleta de se descrever a natureza. Esse trabalho, deu
origem ao estudo do que Erwin Schrddinger chamou de "o traco caracteristico da Mecénica
Quantica" (13), o emaranhamento. Através de um experimento imaginario, Schrodinger
mostrou consequéncias inusitadas para um mundo macroscépio regido pela Mecanica
Quéntica. Esse experimento imaginario levou ao paradoxo conhecido como o Gato de
Schrddinger, que € a aplicagdo do principio da superposicdo para um sistema composto e
consiste no seguinte:
Imaginemos que um gato esta preso em uma caixa fechada e completamente isolada de tal
maneira que ndo sabemos em qual situagdo se encontra o animal. Ele pode estar vivo (repre-
sentado pelo ket |VV) ) ou morto (representado pelo ket|M)). Juntamente com o gato na caixa,
existe um atomo 1 instavel (|1)) que pode decair para um atomo 2 (]2)), este mais estavel e que
a energia liberada pela transicdo do atomo 1—atomo 2 seja suficiente para ativar um

mecanismo que libera um gas téxico o bastante para matar o gato rapidamente. Dessa forma,
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se 0 principio da superposicdo for valido para esse caso, podemos escrever o estado do sistema
composto pelo gato e pelo &tomo como uma superposicdo de seus estados individuais da

seguinte forma:
|Gato + Atomo) = 0(|V)|1) + B|M)|2).

Os modulos quadrados dos coeficientes a e B sdao as probabilidades do atomo 1,
respectivamente, ndo decair ou decair para 0 &tomo 2. Por consequéncia, rerpesentam também
a probabilidade do gato estar vivo ou morto. Ese estado foi chaamdo por Schrodinger de estado
emaranhado entre o0 gato e 0 atomo.

Para o estudo do emaranhamento, primeiramente temos de entender a diferenca entre uma
correlagdo classica e uma correlagcdo quantica. Para isso, vejamos dois exemplos:

Imaginemos dois objetos classicos como duas esferas. Digamos que uma das esferas é da cor
vemelha e a outra esfera tem a cor azul. Podemos ainda dizer que, se adicionarmos tinta amarela
a esfera vermelha, esta se tornara laranja. Por outro lado, se o processo de adicdo de tinta for
feito na esfera azul, esta se tornara verder. Logo, podemos propor a seguinte situacao:

As duas esferas (vermelha e azul) sdo separadas em duas caixas isoladas e levadas para cidades
distintas (cidades A e B). Temos entdo um sistema composto por objetos classicos
correlacionados de maneira que o sistema pode ser descrito como |C) =
alAzul),|Vermelha)g + B|Vermelhay|Azul)g, a|Azul),|Vermelha)y com representando
que a esfera azul segue para a cidade A e a esfera vermelha para a cidade B e
B|Vermelha),|Azul)g, dizerndo que a cidade A recebeu a esfera vermelha e a esfera azul foi
para a cidade B. Além disso, a e B sdo, além de complementares, mutuamente excludentes, ou
sejaa? + B%2 =1e,sea =1, B = 0 e vice versa. Dessa forma, se observarmos a cor da esfera
da cidade A (realizarmos uma medida), automaticamente podemos dizer qual a cor da esfera
na cidade B. Por outro lado, se a esfera que esta sendo transportada para a cidade A recebe tinta
amarela, temos um novo sistema indicado por |C) = a|Verde),|Vermelha)g +
B|Laranja),|Azul)g. Sendo assim, observar a cor da esfera na cidade A também nos permite
dizer qual ¢ a cor da esfera B. Se a esfera da cidade A é vista de cor verde, a da cidade B com
certeza sera de cor vermelha e, se na cidade A for observada a esfera de cor laranja, na cidade
B teremos a esfera de cor Azul.

Podemos imaginar uma situagdo quantica analoga. Um féton ultravioleta bombardeia um cristal
e este, por sua vez, emite dois fotons de menor frequencia (este processo € conhecido como

“Down Convertion” (9)). Os fétons emitidos pelo cristal a partir do pulso sdo chamados de
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fotons gémeos e, sob certas condicOes, esses dois fotons gémeos possuem polarizacOes
ortogonais. Dessa froma, sabemos que se um estd polarizado verticalmente, o outro esta
polarizado horizontalmente. A Unica maneira de encontarmos a polarizacdo do féton é
efetuando-se uma medida sobre ele. Suponhamos que cada um dos fétons gémeos siga um
caminho, de maneira que podemos representar o estado global desse sistema como |Q) =
a|Vertical) |Horizontal)g + B|Horizontal)|Vertical)g. O primeiro termo indica que, se
medirmos o foton que seguiu o caminho A e ele estiver com polarizacdo Vertical, entdo o foton
que seguiu o caminho B sera medido com polarizacdo Horizontal e vice versa. Por simplicidade,

escrevemos |Vertical) = |I) e |Horizontal) = |&). Assim:

Q) = all)ale)s + Bl)all)s.

Analogamente a aplicacdo da tinta no caso anterior, podemos aplicar uma rotagdo na
polarizacdo do féton, que consiste em leva-la para uma superposicdo de possiveis polarizagdes,
que segue pelo caminho A. Sendo assim, |Q) = @(| 1) + [oNal<)s + B 1) — oD D5 =
1Dala |3 =B 1)), +1o)a(a |©) + B [1)),. Diferentemente do caso cléassico, medir a

polarizacdo do féton que segue o caminho A como sendo vertical ndoo garante que a medida
do f[oton do caminho B ser[a horizontal pois, segundo o principio quantico da superposicao,
os valores de o (ou o’ e a’’) e B (ou B* e P’’) sdo complementares mas nao mutuamente
excludentes. Isso implica que, mesmo medindo polarizacdo vertical para o féton que percorre
0 caminho A, podemos obter uma medida de polarizacdo tanto vertical quanto horizontal no
foton que segue o caminho B. Essa diferenca entre a correlacdo classica e correlacdo quantica
é decorrente, portanto, do Principio da Superposicdo Quantica.

Essa descrigédo da natureza aparentemente paradoxal foi alvo de discussdes ao longo de muitos
anos. Os argumentos de EPR e Schrodinger ndo porporcionaram previsdes guantitativas,
restingindo-se somente as implicagdes filosoficas dessa nova interpretacdo. Entretanto, em
1964, John Bell (14) demonstrou matematicamente que, aplicado a sistemas compostos, 0
prinicipio da superposicao levaria a comprovagéo do aspecto ndo-local da Mecancia Quantica.
Somente em 1982, Alain Apect e colaboradores (15) verificaram experimentalmente a proposta

de Bell, indicando assim que a Mecanica Quantica realmente possuia esse carater ndo local.

3.1 Quantificagdo do Emaranhamento
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De uma maneria mais direta, podemos dizer que esse tipo de correlacdo surge quando podemos
representar o estado completo de um sistema composto por duas ou mais partes, mas nédo
podemos dizer especificamente qual é o estado de cada uma dessas partes (ou subsistemas).

Para definirmos estados emaranhados de maneira formal, o que podemaos fazer é definir o que
sdo estados ndo emaranhados, também chamados de estados separaveis, que sdo descritos da

seguinte maneira:

|¥) = [¥)a ® |¥)5, (3.1)

onde |¥)4 e |¥)5 sd0 0s estados puros que representam os subsistemas que constituem o estado
global |¥). Para estados puros, estados emaranhados sdo todos os estados que ndo podem ser
escritos dessa maneira. Nesse caso, chamamos esse sistema de bipartido, pois é constituido
apenas de duas partes. Essa definicdo de emaranhamento é geral, valendo para sistemas
multipartidos, ou seja, com mais de duas partes.

A definig8o para estados emaranhados de mistura estatistica € aniloga porém com uma outra
abordagem. Ao invés de utilizarmos estados |¥), e |¥)p para definirmos estados separados,
faremos agora uso das matrizes densidades dos subsitemas mistos que compdem o sistema com

um todo. Dessa forma, a definicdo de estado misto separavel é feita da seguinte maneira:

p=LiPpi ®p7 (3.2)

sendo p a matriz densidade global do sistema em questdo e p{ e p? as matrizes densidades das
partes constituintes de p.

Essa forma de definir emaranhamento, emobra precisa, ndo permite quantifica-lo. Podemos
dizer, segundo essa definicdo, se dois sistemas estdo ou ndo em um estado emaranhado.
Todavia, ndo conseguimos saber qudo emaranhados eles estdo. Para tanto, existem alguns
critériso de quantificacdo de emaranhamento praticos para sistemas bipartidos, que é 0 nosso

objeto de interesse deste trabalho.

3.2 Critério da Concurrence

Em setembro de 1997, William K. Wooters (16) propds uma forma muito pratica de quantificar
emaranhamento bipartido. Esse método consiste no célculo de uma propriedade que foi
denominada Concurrence, que esta ligada ao spin flip de um estado, e sera a medida padrao de
emaranhamento deste trabalho.
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Seja um estado quéntico descrito por p, o seu spin flip é definido como:
5= (6,®6,)p" (6, ®6,), (33)

em que 4,, € uma das matrizes de Pauli e p* € o complexo conjugado da matriz densidade p.

Para um estado puro, o célculo da Concurrence é feito de uma maneira direta segundo a
equacéo seguinte:

C = |(¥|?)| (3.4)

onde |#) é o spin flip de |¥).
Quando se trata de estados de mistura, esse calculo torna-se um pouco mais complicado,

envolvendo autovalores da matriz R = / ﬁﬁ\/ﬁ. De uma maneira mais operacional, esses

autovalores da matriz R sdo as raizes quadradas dos autovalores da matriz pp, que sdo todos
ndo negativos. Tendo em maos essas raizes, chaamdas de Ai, basta ordena-las de maneira

decrescente (4, > 1, > 13 > 1,) e o calculo da Concurrence é feito da seguinte maneira:
C = maX{O, 11 - 12 - 13 - 14} (35)

O minimo valor da Concurrence € zero. Isso significa que os sistemas sdo completamente
separaveis. Essa medida cresce até o seu maximo valor que é 1, que refere-se aos estados

maximamente emaranhados para sistemas bipartidos.
3.3 CritérioM

Uma outra forma de verificar o grau de emaranhamento enre os subsistemas constituintes de
um sistema global foi elaborado por Mickel A. De Ponte (17) e, para sistemas bipartidos, é uma
forma mais simples de se calcular a correlagéo entre os sistemas pois nédo utiliza calculo de
autovalores, mas somente determinantes.

Dado um sistema quantico representado por sua matriz densidade g, podemos encontrar a
transposta parcial desa matriz, denotada por prp, “transpondo” os blocos que compde a
diagonal principal da matriz densidade. I1sso pode ser ilustrado com o exemplo a seguir:

Seja

e
I

A1 Az Qz3 Qg _<A11 A12>
Ayr Apy)
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com 4 _((111 a12)A _(a13 a14)A _(a31 asz)eA _(a33 a34)
B Rapr a/’712 7 \azz ape/)’ "2 7 \ag Ay 2z '

Dessa forma, a matriz p;p pode ser escrita com a transposi¢do dos blocos do tipo A4;;, ou seja,

33 Q34 A13 0Aq4
Brp = (Azz Alz) | Qa3 Q44 Gz3 Q24
TP a3y dzz A4q7 Qg2

Ag1 QAygp Az QA3

A21 All

A medida de emaranhamento sera dada por

M = 4Im[/det(prp)]- (3.6)

Assim como a Concurrence, para sistemas que sao completamente seraraveis, o valor de M é
zero e, para sistemas maximamente emaranhados, M=1.

Apesar disso, duas ou mais medidas diferentes de emaranhamento ndo precisam concordar em
todos os pontos mas sim na forma com que o emaranhamento evolui, se equivalendo nos pontos
de méximo e minimo para cada uma delas. Para ilustrar esse fato, tomamos entdo um sistema
particular representado por um Estado de Werner (18). Este estado € formado pela mistura de
um estado maximamente emaranhado e um estado de maxima mistura separavel. Ele pode ser
representado da seguinte maneira:

pre = PI¥XNY| + L ® 1,0 <p < 1.(37)

Na equacdo acima, |¥) representa o estado maximamente emaranhado em um espaco de Hilbert
cujos subsistemas s&o d-dimensionais e 1 e l> representam operadores identidades para,
respectivamente, o subsistema 1 e o subsistema 2. Além disso, esse estado apresenta uma

peculiaridade: esse estado sera emaranhado se e somente se p > 1/(1 +d)

Dessa forma, para |¥) = %(|ee) + |gg)), temos entdo d=2 e p tem de ser maior que 1/3 para

termos emaranhamento. Esse estado de Werner pode ser descripo por sua matriz densidade na
base dos estados atdmicos {|ee), |eg), |ge), |gg)} da seguinte maneira:

1% 1-p p
/5““? o o0 3 \
1-p
5= 0 @ 0 0]
0 0o 2 o |
d

P P 1-_p/

2 0 0 2+d2
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O grafico abaixo representa o grau de emaranhamento para diferentes valores de p, calculados
tanto pela Concurrence, quanto pela medida M.

—— Concurrence
—— Medida "M"
1,0 -
0.8
o
S 0.6
E
(1]
i =
=
m 0.4
(1]
E
LLl
0.2 4
0,0
T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0

Figura 3.1: Emaranhamento de um Estado de Werner de acordo com o parametro p.

Para diferentes valores de p, as duas medidas apresentam valores diferentes, embora ambas
crescam monotonicamente a medida que p aumenta. Entretanto, os p’s em que o
emaranhamento é nulo ou é méaximo, as duas medidas conicidem.
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4 EMARANHAMENTO RESSONANTE

Os estados emaranhados podem ser gerados experimentalmente de varias maneiras e, COmo 0
emaranhamento é propriedade geral da Mecénica Quantica, quaisquer objetos quanticos que
componham um sistema, a priori, podem se emaranhar. 1sso ocorre, por exemplo, com fétons,
atomos e até mesmo com diferentes graus de liberdade de um mesmo sistema. Neste trabalho,
0 interesse é o estudo do emaranhamento entre dois atomos induzidos por um mesmo campo
eletromagnético.

O procedimento consiste em, basicamente, fazer dois atomos atravessarem uma cavidade
simultaneamente de tal maneira que o campo nela contido induza o emaranhamento entre dois
atomos. A depender do estado em que Se encontra 0 campo, esse emaranhamento sera induzido
0u néo.

Em 1927, Dirac introduziu a teroria quantica para o campo luminoso. Na época, era consenso
que todos os efeitos dpticos conhecidos poderiam ser explicados com o tratamento semiclassico
do campo e, sendo assim, era bem difundido na comunidade cientifica que a mecanica quéantica
se fazia necessaria para explicar fendmenos que ocorriam na matéria, mas ndo no campo
eletromagnético (19). Essa postura permaneceu até 1977. A partir desse ano, comegaram a
surgir efeitos Opticos cujas suas explicacdes necessitavam da quantizacdod o campo. Entre
esses efeitos estdo o antibuching, estatistica sub-Poissoniana e compresséo de ruido quantico
(20). Um estado que possua ao menos uma dessas propriedades é considaderado um estado nao-
classico da luz. Além delas, outros efeitos quanticos sdo notaveis, como o colapso e
resusrgimento da inversdo atdbmica e o emaranhamento. Esse Ultimo é o objeto de maior
interesse desse trabalho.

Antes de analisarmos como diferentes estados do campo induzem o emaranhamento entre dois
atomos, vale notar que, em uma descricao puramente classica do campo eletromagnético, em
momento algum seria possivel gerar emaranhamento. Desse modo, para esse nosso sistema,
poderiamos definir um campo ndo-classico com aquele capaz de gerar emaranhamento entre
dois 4tomos, isso porque existem campos quanticos que ndo geram emaranhamento, mas nao
existem campos classicos capazes de gera-los.

4.1 Os estados do campo e 0 emaranhamento atémico

Vamos levar em conta duas classes de estados para o campo eletromagnético: estados puros e
estados mistos.

Consideremos entdo, dois &tomos de dois niveis interagindo resssonantemente com um unico
modo de um campo de radiacio segundo o modelo Tavis-Cummings®. Os dois 4tomos s&o
idénticos, ndo interagem entre si e se acoplam da mesma maneira com esse modo do campo.
Dessa forma, podemos escrever o hamiltoniano desse sistema na representacdo de interacao
como:

1 Extensdo do modelo Jaynes-Cummings para n 4tomos.
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Sendo 6" = |e);(g| e 6 = |g)i{e| os operadores de levantamento e abaixamento do i-ésimo
atomo e os niveis |e); e |g); representando, respectivamente, os estados excitado e fundamental

dos atomos.
—iﬁit -
Podemos calcular o operador evolugdo, U(t) = e & , com |¥(t)) = U(t)|¥(0)), e coloca-lo

em sua forma matricial na bae dos estados atdbmicos {|ee), |eg), |ge), |gg)} (21):

2g%a(C-0)at +1 —igSa —igSa 2g%a(C-0)a
0o i/ —l:gsiaf %(cosﬂit +1) %(cos.?t -1) —l:g.S:'d \i
\ —igSat ~(cost—1) —(cost+1) —igSa /
2g%at(C - 0)at —igSat —igSat  2g%at(C-0)a+1
4.2)

em que C,S, 2 e O sio os operadores definidos por:
0% =071=2g%Qata+1), (4.3)
C = 0Ocos t, (4.4)
S=10"1senflt. (4.5)

A matriz densidade em cada instante de tempo t é calculada em funcad dos estados iniciais do
atomo e do campo, representados por suas matrizes densidade ps e pg, respectivamente:

p(e) = U(®)p(0)TT (1),
p(0) = pe(0) & ps(0) = pr & Ps,
p(t) = U()pe ® psUT (L), (4.6)
P(t) = Zmn U pmnm)n| & psUT (1), (4.7)
em que p,, , depende unicamente do estado do campo em questao.
Tracando entdo sobre as variaveis do campo, ou seja, levando em consideracdo apenas o efeito

médio da interacdo dos atomos com o campo eletromagnético, obtemos agora a matriz
densidade que diz respeito somente ao comportamente do sistema atémico.
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Ps() = Trep(t) = Lnzolklp(®)1k),
Ps(t) = Ziemn(k|U@®)pmalm)(nl @ psUT(1)]k), (4.8)

ﬁS(t) = Zk,m,n pm,n(k|ﬁ(t)|m)<n| ® ﬁSUT(t)|k) = Zk,m,n pm,n<k|U(t)|m>ﬁ5(n|UT(t)|k>!
(4.9)

ﬁs(t) = Zk,m,n pm,nﬁ(t)km ﬁSﬁT(t)nk’ (4-10)

com T()*™ = (k|T(©)|m) e Tt (&)™ = (n|UT () |k).
Vejamos agora a dependéncia do emaranhamento com diferentes estados do campo de radiagao.

4.2 Estado de Fock do Campo

O estado de Fock, também conhecido como estado de nimero, possui um numero de fotons
bem definido e é representado por |¥5) = |n), onde n é o nimero de fotons. Além disso, exibe
o efeito de antibunching e também uma estatistica sub-Poissoniana, sendo assim, considerado
um estado ndo-classico da luz.

Para cada estado atbmico inicial, o0 emaranhamento apresenta uma dinamica diferente. Quando
os dois 4&tomos tém como estado de partida o estado excitado, ou seja, |[¥s(0)) = |ee), 0 estado
atbmico global sempre, para o caso de um campo no estado de Fock, serd separaavel,
independente dos pardmetros utilizados. Para o caso em que 0s &tomos tém como estado de
partida o estado excitado para um dos atomos e o estado fundamental para o outro, isto é
|¥5(0)) = |eg) ou |ge), 0 Unico pardmetro de controle relacionado ao campo € o nimero de
fotons presentes na cavidade. Sendo assim, analisamos como o emaranhamento atdmico evolui
de acordo com esse parametro (Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5) via medida de Concurrence:

1° Caso: Zero fétons na cavidade
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| —— Emaranhamento

=

Figura 4.1: Emaranhamento atémico em funcdo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) = |eg)
e 0 campo no estado de Fock |¥5) = |0).

2° Caso: Um féton na cavidade

2,02107 4

2,5x10°

2,0x107 -

,ISX,E-&_

1,010

Emaranhamento (Concurrence)

5,0x10° -

0.0

[ —— Emaranhamento |

o= -

Figura 4.2: Emaranhamento atémico em funcdo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) = |eg)
e 0 campo no estado de Fock |¥z) = |1).

3° Caso: Cinco fétons na cavidade
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Figura 4.3: Emaranhamento atdmico em funcdo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) = |eg)
e 0 campo no estado de Fock |¥z) = |5).

4° Caso: Dez fotons na cavidade
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0,0

Figura 4.4: Emaranhamento atémico em funcdo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) = |eg)
e 0 campo no estado de Fock |¥z) = [10).

590 Caso: Cem f6tons na cavidade
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Figura 4.5: Emaranhamento atdmico em funcdo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) = |eg)
e 0 campo no estado de Fock |¥g) = |100).

Podemos notar que, para um baixo nimero de fdétons, temos um grau razodvel de
emaranhamento e este apresenta comportamento oscilatério. Com zero fétons na cavidade,
existe a possibilidade de encontarmos os dois atomos com um grau de emaranhamento 0,5. Para
um ndmero enorme de fotons, o comportamento do emaranhamento é também oscilatorio.
Além disso, para dez fotons, o valor maximo desse emaranhamento é ceca de 5,5 x 107 e para
cem, é em torno de 6,0 x 10°®. Isso nos mostra que, para este caso, @ medida que o n aumenta,
a Concurrence diminui. Além disso, pode ser observado que, embora se trate de uma radiacdo
de alto carater quantico, quando o nimero de excitacdes desse campo cresce indefinidamente,
verifica-se o Principio da Equivaléncia de Bohr, isto é, o campo torna-se cada vez mais incapaz
de emaranhar atomos, como ocorre para campos classicos.

Ja na situacdo em que os dois a&tomos tém como estado de partida o estado fundamental, ou
seja, Ws(0)) = |gg), ndo temos nenhum quantum de energia contido no sistema atémico. Dessa
forma, a interacdo desse sistema com um campo eletromagnético de zero fotons ndo levara a
nenhuma mudanca, tanto no estado dos atomos quanto no estado do campo. Entretanto, para
n=1, o emaranhamento se comporta de acordo com o gréfico seguinte (Figura 4.6):
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[ —— Emaranhamento

0.2

0,8

0,4

0,2+

Emaranhamento (Concurrence)

0,0 -

Figura 4.6: Emaranhamento atdmico em funcdo de gt. Estado atémico inicial |¥5(0)) = |gg)
e 0 campo no estado de Fock |¥z) = |1).

E interessante perceber que o grau de emaranhamento alcancado para este caso é maior do que
quiasquer graus de emaranhamento que podem ser obtidos a partir da situagdo anterior (quando
um dos atomos tem como o estado inicial o estado excitado e o outro atomo, o0 estado
fundamental e os dois interagem com um campo eletromagnético quantizado sem a presenca
de nenhum féton livre na cavidade). Esse resultado pode parecer estranho, pois tanto em um
caso quanto em outro, existe apenas um féton envolvido no processo e 0s atomos sdo identicos,
alterando-se apenas um dos estados iniciais atbmicos. Aparentemente, temos duas situagoes
muito parecidas. Entretanto, o valor maximo da Concurrence em uma delas é o dobro da outra.
Apesar disso, se tomarmos a evolugdo de cada um dos casos temos, para respectivamente,

[¥5(0)) = 199, 1) e [¥5(0)) = |eg, 0):

_sen,/2g?t

¥gg1()) = —i— 55— (eg.0) ~1ge,0)) + cosy2g%t|gg, 1)
gt gt _sen,/2g?t
|‘I’eg,0(t)) =2 (Cos2 ﬁ leg,0) — sen? ﬁ lge, 0)) — lT lgg, 1)

Dessa forma, podemos notar que, para determinados valores do tempo, a primeira situagdo nos
leva a um estado maximamente emaranhado, enquanto na segunda situagcdo para esses mesmos
tempos, temos um estado de mistura estatistica entre um estado emaranhado e um estado
separavel. Além disso, essa primeira situacdo corresponde ao maior grau de emaranhamento
gerado por uma interacao ressonante, independente do estado do campo em quest&o.
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Como vimos anteriormente, a medida que aumentamos o numero de fétons na cavidade, a
intensidade do emaranhamento diminui. Para este caso (|¥s(0)) = |gg)) isso também pode ser
notado.

Além disso, podemos fazer uma comparacao entre os seguintes estados: 1°) ¥5(0)) = |gg,5)
e ¥5(0)) = |eg, 4) e 2°) ¥5(0)) = |gg,2) e ¥5(0)) = |eg, 0).

Através dessas comparacgdes, podemos notar na Figura 4.7 que, mesmo para um ndmero de
fétons total idéntico, para os estados de partida distintos, 0 emaranhamento tera maiores valores
quando o sistema atdmico tiver o estado inicial ¥5(0)) = |gg)-

— Eslado Inicial EG (4 Fatons)
——Eslado Inicial GG (5 Fatons)
0,20
T
2
0,15
S
o
=
8.l |
= 0,104
j=]
c
=
‘= 0.054
o
g |
5 ] L
|
0,00

Figura 4.7: Emaranhamento atdmico em funcéo de gt. Linha Preta: Estado atdmico inicial
|®¥s(0)) = |eg) e 0 campo no estado de Fock |¥g) = |4). Linha Azul: Estado atdmico inicial
|¥s(0)) = |gg) e o campo no estado de Fock |¥g) = |5).

Por outro lado, quando o sistema tem um numero diferente de excitacdes e, se 0 caso em que
¥s(0)) = |gg) tem uma excitagdo a mais, os valores maximos do emaranhamento se
equivalem, como pode ser notado na figura 4.8.
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Figura 4.8: Emaranhamento atdmico em funcdo de gt. Linha Preta: Estado atbmico inicial
|¥s(0)) = |eg) e o campo no estado de Fock |¥g) = |0). Linha Azul: Estado atdmico inicial
|¥s(0)) = |gg) e o campo no estado de Fock |¥g) = |2).

4.3 Estado Coerente do Campo

Descoberto em 1926 por Erwin Schrédinger (22), esse estado permitiu estudar varias
propreidades de natureza quéntica até entdo desconhecidas. Uma das mais famosas delas é o
carater granular da luz, manifestado através da morte e ressurrei¢do da inversdo atémica (9).
Esse estado é puro e € considerado a fronteira entre a radiacdo classica e ndo-classica (20).
O estado coerente € representado por |¥g) = |a) que, escrito na base de Fock, é dado por:

sla? L, an
Wp) = ez Zpio=In), (411)

com |a|? = (n), ou seja, 0 nimero médio de excitacdes contidas no campo.

Como no caso anterior, quanto o sistema atdmico é dado por |¥s) = |ee), esses dois 4&tomos
nunca se encontrardo correlacionados. Além disso, quando |¥s(0)) = |gg), sdo muito baixos
para pequenos n e despreziveis para grandes valores de n. Dessa forma, utilizaremos aqui
somente |¥;(0)) = |eg) para mostrar os efeitos do campo sobre o grau de correlagdo entre 0s
atomos.

Para o caso de |a|?> =0, recuperamos o caso do estado de nimero com n=0.
Consequentemente, a Concurrence e a inversdo atbmica do atomo 1, que é definida com a
diferenga entre a probabilidade do &tomo 1 encontrar-se no estado excitado e a probabilidade
dele encontar-se no estado fundamental, também tem o mesmo comportamento no caso citado
(estado de fock com n=0). Contudo, quando se aumenta o |a|?, 0 comportamento, tanto do
emaranhamento quanto da inversao atdmica é diferente, como mostra as Figuras 4.9, 4.10, 4.11,
4.12 e 4.13. Isso é devido as propriedades do estado coerente.



19 |a|? = 0.1:

Inversao Atdmica (Atomo 1)
Emaranhamento (Concurrence)
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Inversao
—— Emaranhamento

Figura 4.9: Emaranhamento atbmico e inversdo atbmica em fungéo de gt. Estado atbmico
inicial |¥5(0)) = |eg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |0.1).

29) |a|? = 1:

1.2
1.0
0.2
0.5
0.4
0.2
0.0

'E.2—

'E.4—

-0.6 -

Inversao Atdmica (Atomo 1)
Emaranhaemnto (Concurrence)

0.8

-1.0

Inversao
—— Emaranhamento

Figura 4.10: Emaranhamento atémico e inversdo atdbmica em funcédo de gt. Estado atdbmico
inicial |¥(0)) = |eg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |1).

3 |a|? = 5:



Inversao Atémica (Atomo 1)
Emaranhamento (Concurrence)
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0.5
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Inversao
—— Emaranhamento

Figura 4.11: Emaranhamento atémico e inversdo atdbmica em funcédo de gt. Estado atdbmico
inicial |¥5(0)) = |eg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |5).

4°) |a|? = 10:

Inversdo Atémica (Atomo 1)

Emaranhamento (Concurrence)

0.5

0.5

0.0+

Inversao
—— Emaranhaemnto

Figura 4.12: Emaranhamento atdmico e inversdo atdbmica em funcéo de gt. Estado atdmico
inicial |¥5(0)) = |eg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |10).

59 |a|? = 100:
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Inversao
—— Emaranhamento

0.5

0.0+

05

Inversao Atdmica (Atomo 1)
Emaranhamento (Concurrence)

Figura 4.13: : Emaranhamento atbmico e inversdo atbmica em funcéo de gt. Estado atbmico
inicial |[¥(0)) = |eg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |100).

Tomando |a|? = 50 (Figura 4.14), ja é possivel ver o comportamento oscilatorio porém
amortecido do emaranhamento e também € possivel notar a morte e o resurgimento da inversao
atbmica.

Inversdo Atdmica
——Emaranhamento

0.5

0.0

-0.5

Inversao Atdmica (Atomo 1)
Emaranhamento (Concumence)

0 20 40 g0 80 100

gt

Figura 4.14: Emaranhamento atdmico e inversdo atdmica em funcéo de gt. Estado atdmico
inicial |¥5(0)) = |eg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |50).

Em um intervalo de tempo muito maior, podemos notar que o emaranhamento, assim como a
inversdo atdmica, apresenta um comportamento de morte e ressurgimento. Assim, estendendo
0 tempo e mantendo 0 mesmo numero médio de fétons, temos 0 seguinte comportamento.
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Figura 4.15: Emaranhamento atdmico em funcédo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) =
leg) e 0 campo no estado coerente |a|? = |50).

N&o foi possivel determinar uma férmula para os tempos e colapsos e ressurgimento do
emaranhamento de modo que este € um préximo passo para este trabalho.

Por ultimo, um outro resultado chama a atengdo. O comportamento da inversdo atbmica € muito
parecido quando um ou dois atomos interagem com a radiacdo coerente, como pode-se ver a
sequir:

Nimero médio de fétons 8 —— Dois Atomos
— Um Atomo
1,0
05
f | il
5 b il |
P T ‘r." | !| " | “
o Y [ . |
% . | 1L |
g 1
E s -
1,0
T T T 1
o 20 40 &0
gt

Figura 4.16: Inversdo atdbmica em funcdo de gt. Linha Preta: Interacdo do campo com dois
atomos. Linha Azul: Interagcdo do campo com um atomo. Estado inicial |¥5(0)) = |eg) e 0
campo no estado coerente |a|? = |8).
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A linha preta representa a inversdo atdmica do atomo 1 proveniente da interacdo do campo
coerente com dois atomos, considerando o estado inicial do &tomo 1 o estado excitado e o
estado inicial do atomo 2 o estado fudnamental. A linha azul indica a mesma propriedade
quando esse campo interagem apenas com um atomo e este se encontra no estado excitado.
Para este caso, |a|?> = 8. Contudo, esse comportamento semelhante da inversdo atdmica ocorre
para qauisquer valores de |a|?.

4.4 Estado de Gato de Schrodinger

O estado de campo conhecido como estado de gato é uma superposicdo de estados coerentes
do campo. Este estado ¢ escrito da seguinte maneira:

|Pg) = Ni(la) + |—a)), (4.12)

sendo N; o parametro de normalizacdo do estado em questdo. Pelos mesmos motivos
apresentados no caso do campo coerente, utilizamos nessa se¢do como estado inicial do sistema
atdbmico somente o estado |¥(0)) = |eg).
Assumindo N real, podemos escrever o estado de gato na base de Fock como

|2

Zlal® —la® (—a)"

[Weds = Nu(e 2 Eiogsim) ke s T =), (4.13)

1
com Ny = /—2(14_-6‘2“1'2'

A partir disso, podemos notar que, mais uma vez, para o caso de |a|?> = (n) = 0, ou seja, 0
namero meédio de excitacGes contidas na cavidade é nulo, recuperamos o estado de Fock com
zero fotons, tanto na inversdo atbmica quanto no emaranhamento.

Para 0s casos que aumentamos 0 numero médio de fétons, temos 0s comportamentos da
inversdo atdbmica e do emaranhamento representados nas Figuras 4.17, 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21,
somente para |¥5),, uma vez que os resultados para |¥5)_ sdo analogos.

19 |a|? = 0.1:
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Figura 4.17: Emaranhamento atdmico e inversdo atbmica em funcéo de gt. Estado atdmico

inicial |¥5(0)) = |eg) e 0 campo no estado de gato de Schrodinger |a|? = |0.1).

29) |a|? = 1:

Inversao Atémica (Atama 1)
Emaranhamento (Concumence)
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0,0

-0.5

Inversdo Atdmica
— Emaranhamento

Figura 4.18: Emaranhamento atémico e inversdo atdbmica em funcédo de gt. Estado atdbmico

inicial |¥(0)) = |eg) e 0 campo no estado de gato de Schrodinger |a|? = |1).

39 |a|? = 5:
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Inversao Atdmica
—— Emaranhamento

0.5

0.0+

-0.5 -

Inversdo Atdmica (Atomo 1)
Emaranhamento (Concurrence)

Figura 4.19: Emaranhamento atdmico e inversdo atbmica em funcéo de gt. Estado atdmico
inicial |¥5(0)) = |eg) e 0 campo no estado de gato de Schrodinger |a|? = |5).

4°) |a|? = 10:

Inversiao Atdmica
— Emaranhamento

0.5

054

Inversdo Atémica (Atomo 1)
Emaranhamento (Concurrence)

Figura 4.20: Emaranhamento atémico e inversao atbmica em funcédo de gt. Estado atbmico
inicial |¥(0)) = |eg) e 0 campo no estado de gato de Schrodinger |a|? = |10).

59 |a|? = 100:
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Figura 4.21: Emaranhamento atémico e inversdo atdbmica em funcao de gt. Estado atdmico
inicial |¥(0)) = |eg) e 0 campo no estado de gato de Schrodinger |a|? = [100).

Neste estado também fica evidenciado o carater de morte e ressurei¢do da inversao atbmica.
Entretanto, esse comportamento para 0 emaranhamento, mesmo tartando-se de um campo
formado por uma superposicao de estados coerentes, ndo pode ser notado.

4.5 Campo Térmico de Radiacao

Um campo térmico é um campo sobre o qual temos o0 minimo de informacéo, sendo conhecido
apenas o valor do numero médio de fotns. Como ndo possui nenhuma das propriedades de
antibuching, estatistica sub-Poissoniana e a compressao do ruido quantico, é considerada uma
radiacdo classica, isto €, com uma distribuicdo classica de fotons. Em (21) os autores buscam
responder & seguinte questdo: “E possivel um campo térmico, que é um campo altamente
caotico, introduzir emaranhamento entre dois dtomos?”.

Para 0 campo térmico, temos a representacdo da matriz densidade na base de Fock da seguinte
forma:

PE = Y=o P InXn|, (4.14)

an
n = G (4.15)

em que Pn é distribuigéo térmca.

Para diferentes estados atdmicos iniciais, podemos caluclar a evolu¢do da matriz densidade dos
sistema todo e, a aprtir dela, vefificar se existe e qual a intensidade do emaranhamento entre o0s
atomos.

Dessa forma, verifica-se que, quando ambos os atomos partem do estado inicial excitado, o
campo térmico ndo consegue emaranha-los. Entretatno, quando um desdes tem como estado
inicial o estado excitado e o0 outro o estado fundamental, verifica-se que o0 campo, mesmo sendo
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térmico, consegue emaranha-los. Mais uma vez, quando o nimero médio de fotons é nulo,
temos a mesma situacdo dos campos descritos acima quando o nimero médio de fétons também
é nulo. Entretanto, podemos auemntar o numero médio de fétons e verificar a mudanca de
conportamento do emaranhamento segundo as figuras 4.22, 4.23, 4.24, 4.25 e 4.26.

1°) Caso: nn = 0.1:
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Figura 4.22: Emaranhamento atdmico em funcdo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) =
leg) e o campo térmico 7 = |0.1).

2°) Caso: n = 1:
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Figura 4.23: Emaranhamento atdmico em funcéo de gt. Estado atdbmico inicial |¥5(0)) =
leg) e 0 campo térmico n = |1).

3% Caso: n = 5:
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Figure 4.24: Emaranhamento atdmico em funcédo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) =
leg) e 0 campo térmico nn = |5).

4% Caso: n = 10:
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Figura 4.25: Emaranhamento atdmico em funcédo de gt. Estado atdbmico inicial |¥(0)) =
leg) e o campo térmico n = |10).

5°) Caso: 1 = 100:

44
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Figura 4.26: Emaranhamento atdmico em funcédo de gt. Estado atdmico inicial |¥5(0)) =
leg) e o campo térmico 7 = |100).

O emaranhamento também esta presente quando os atomos partem ambos do estado
fundamental. Entretanto, o grau de emaranhamento entre eles, mesmo para um numero médio
de fotons baixo, € muito pequeno. Dessa forma, podemos considerar que, neste caso, 0
emaranhamento é causado por um campo térmico somente quando um dos atomos é preparado
inicialmetne no estado excitado e o outro, no estado fundamental e o grau de emaranhamento
entre os atomos diminui & medida que se aumenta a intensidade do campo. E interessante notar
gue um campo com distribuicdo classica de fétons, sob certas condi¢cBess também consegue
induzir um efeito quantico como o emaranhamento entre os &tomos que interagem com eles.
Nesse caso, embora a distirui¢do de fotons do campo seja classica, ndo podemos dizer que o
campo como um todo também o seja: 0 campo ainda é tratado como sendo composto por
pacotes de energia, diferentemente de um tratamento puramente classico.
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5 EMARANHAMENTO NAO-RESSONANTE

Uma outra siutagdo ¢ o caso em que a frequéncia ® do campo na cavidade ndo € ressonante
com a frequéncia de transi¢cdo mo dos a&tomos que a atravessam. O hamiltoniano desse sistema,
ja na representacdo de interacao, sera

-~

A =Y2% hg(et5}a+e 5 at), (5.1)

sendo A a dessintonia entre as frequéncias de transicdo atbmica e da cavidade, ou seja, A=
Wy — W.

5.1 Hamiltoniano Efetivo

Neste capitulo consideraremos também que a interacdo atomo-camopo ocorre no regime

dispersivo. Isso quer dizer que a condicdo g < |A| sempre deve ser valida. A aplicagio desse
tipo de interacdo é bastante promissora na criacdo de protocolos de computacdo quéantica (6,21).
Podemos entdo, para esse regime, encontrar um hamiltoniano efetivo que nos leva a uma
dindmica relativamente simples e, através dela, podemos notar certas relagcdes entre 0 campo
eletromagnético e a indu¢do do emaranhamento atdmico.

Segundo Daniel F. V. James (23), quando temos hamiltonianos altamente oscilantes, podemos

caluclar o hamiltoniano efetivo da seguinte maneira:
T iH (t) t 5 ! !
Ay = —"Tfo H(thdt'. (5.2)

Para 0 nosso caso, dizer que H,(t) € altamente oscilante, equivale a condi¢io gvn « |A|. Nessa

condicdo, o hamiltoniano efetivo sera:
Hg, = 2. hg(et6ra + e A5 al) fot hg(e™'sa + e~ at)dt'. (5.3)
Temos entdo que
Ay = —ihg? 32 (e 67 a + e~8tg7at) [ (e 67 a + e 67at)dt'. (5.4)

Como
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f hg(e®'6ra + e ' at)dt’ = Z( ~ibtgmat — etera) — 0 (5.5)

Com isso, obtemos

_ At A—an 2iAt A+ At A A —2iAt Am A— At A Ae At At a
Her = hZ Z” (66 aat —e?™6' 6} aa + e 25 6 atat — 676/ ata) -

i%7- hg?(e™t6ra+ e 6 at)0. (5.7)

Podemos desprezar os termos oscilantes, proporcionais a et?!4t e etiAt pois, na média, a
contribuicdo deles para a dindmica é muito pequena. Dessa forma, finalmente obtemos o

hamiltoniano final:
Hgy = hL {ZU (atacy + |e;\e;|) + 6165 + 6765} (5.8)

com 67" = le;}gil, 67 = lgiNeil e 6% = le;)eil — 1gi){gil.
A partir desse hamiltoniano, podemos encontar o operador evolugdo que governa a dinamica

—ifg st

desse sistema através da expressdo U(t) = e~ » ,o0que levaa
U(t) = exp [—m (32,.,(a%asy + leeil) + 6765 + 6765 }t|- (5.9)
Definindo os operadores A = Y2, atas} + |e;)(e;| e B =66, + 6765 e A= ng,
U(t) = exp[—iAt{A + B}]. (5.10)
Calculando o comutador de A e B temos:
[4,B] = [S2, atast + le)Neil , 6165 + 6765 ] (5.11)

[4,B] = X2 {[atac} + le;Me;l, 67 65| + [atas) + le;Xeil, 67 65]}). (5.12)
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Para i=1:

[4,B],_, = 2a'a(6{ 6; — 6{67) + {6, — 6765 (5.13)
Para i=2:

[A,B]i=2 = 2ata(6; 65 — 6565) — 6;6;, + 6765, (5.14)

Como [4,B] = [4,B] _, +[A,B] _, logo [4,B] = 0.

Podemos agora reescrever o operador evolugdo como
Ut) = exp[—i/’ltﬁ]exp[—i/lté] = U,(t)Uz(t). (5.15)

Al PN

Dessa forma U, (t) = exp[—iAtA] = e~AZiz1a%adz+leXeilt ¢ como atag) e |e;){e;| comutam
0,(t) = e—iAYi, atasht ,—iATE  lei)eilt (5.16)

= stoa— ) s=—4 .
Por sua vez, Uz(t) = e~40102+3102t o expandindo esse operador, temos:

—~ 2
Os(t) = 1 — iAt(37 85 + 8787 — - (87 85 +6787)* .. (517)

O operador B pode ser reescrito como

B = (legXggl + lee)ge(lgg){gel + leg)eel) + (Igg)eg| + |geXeeD(lgeXgg| +
lee){eg|). (5.18)

B = leg)(gel + |ge)egl. (5.19)

Além disso, B?™ = |eg)eg| + |ge){gel e B! = |eg){eg| + |ge){ge| = B.

Isso nos leva a

Us(t) = 1 —idt(legiegl + |geX(gel) — @(Iem(egl +lgeXgel) ... (5.20)
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Up(t) = lee)ee| + |gg){gygl + cos(At)(leg)eg| + |ge)gel) — isen(At)(leg)eg| +
lgeXgel), (5.21)

pois 1 = |ee)(ee| + |eg)(eg| + |ge){ge| + |gg){gg| € a matriz identidade.

Portanto, o operador evolucao geral é dado por

Jov

U(t) = e AZiza 4705t o —AXL  leieilt |ge)(ee| + |gg)(gg| + cos(At) (leg)eg| +
lgeXgel) — isen(At)(leg){eg| + |ge){gel). (5.22)

5.2 Evolucdo e Emaranhamento

Através do operador evolucdo podemos, para os diferentes estados iniciais atbmicos e do
campo, calcular o emaranhamento e o seu comportamento ao longo do tempo.
Um estado inicial pode ser escrito, para estados puros do campo de radiagdo, como |¥(0)) =

YnCrln) @ |¥s(0)), com |¥s(0)) denotando o estado inicial do sistema atdmico. Sendo assim,

como [#(8)) = U()|¥(0)) = U,(©)TUs(0)|¥ (0)):

1#(0)) = X, U Caln) ® |¥5(0)). (5.23)
No caso de um estado de mistura, deve-e utilizar a seguinte notacao:
P(t) = Zmn PmnU @) |m)n| @ psUT (1), (5.24)
com ps = [#s(0)N¥s(0)].

1° Caso: |¥(0)) = |ee)

Para este caso, o0 estado | (t)) que representa o sistema evoluido no tempo sera dado por

1P (1) =, T()Chn) ® |ee) = X, e 2AMDIC |n) @ |ee). (5.25)

Ou seja, o estado do campo ndo faz diferenca alguma no emaranhamento entre os atomos. Isso
é facilmente perceptivel, pois o estado do sistema atdmico |¥s) sempre, de acordo com este

hamiltoniano, permanecera em |ee) quando |¥s(0)) = |ee).
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20 Caso: |¥(0)) = |gg)

Mudando agora o estado de partida dos &tomos para |¥s(0)) = |gg), temos:

1P (6)) = 2, U(O)Caln) ® |gg) = Tn e* ™ Cyln) ® |g9)- (5.26)

Por justificativa analoga ao caso anterior, podemos ver que o estado atdmico nunca evoluira

para um estado emaranhado.

3% Caso: [¥s(0)) = |eg) ou |¥5(0)) = |ge)

Por Gltimo, considerando que o estado inicial do sistema atémico seja |¥s(0)) = |eg) ou

|¥5(0)) = |ge), teremos duas evolugdes andlogas. Dessa forma, considerando somente o0 caso
de |¥s(0)) = |eg):

(D) = e T, Coln) ® [cos(Ab)|eg) — isen(At)|ge)]. (5.27)

Ja nesse caso, o sistema evolui para um estado emaranhado e o estado do campo nao se altera.
Podemos ent&o calcular a concurrence em funcéo do tempo e esta sera dada por C = sen?(24t).

Além disso, a matriz densidade desse sistema:

P(t) = Lmn Calimln)(m| & [cos(At)|eg) — isen(At)|ge)][cos(At){eg| + isen(At){gel].

P(E) = Ximn Calmln)(m| @ [cos?(At)|eg)eg| + isen(2At)(leg){ge| — |geXeg]) +
sen?(At)|ge)gel]. (5.28)

Observando somente a dindmica dos atomos, ou seja, tracando sobre as variaveis do campo,

temos

p(t) = [cos?(At)eg)eg| + isen(2t)(leg)ge| — |geXeg|) + sen?(At)|ge)(gel]. (5.29)

E interessante notar que, independente do estado do campo eletromagnético, teremos sempre o

mesmo padrdo de emaranhamento atdmico. Isso porque a Unica coisa que precisa ser garantida
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guanto ao campo é que a interac3o entre ele e 0s atomos seja do tipo dispersiva, ou seja, gvin <
|A]. Obedecer essa condicao basta para que os atomos evoluam para um estado maximamente
emaranhado. Uma outra constatacdo € a de que os termos responsaveis pelo emaranhamento
sdo provenientes da relacdo de comutacdo ndo-nula entre os operadores de criacao e destruicéo
de fétons. E valido também mencionar que, da mesma maneira, um campo em um estado de
mistura tem, no emaranhamento, a mesma influencia que um campo em um estado puro,
bastante satisfazer a condicdo para a interagao dispersiva.

Em geral, as propriedades que tipificam um campo como compressdo das quadraturas,
antibunching dentre outras, dizem respeito apenas ao estado do campo, independente dos
sistemas com 0s quais este interage. Portanto, para saber se 0 campo apresenta tais
propriedades, basta olharmos para 0 campo e ndo para o sistema que o envolve.

Neste caso, a siutacdo é oposta, ou seja, para saberos se 0 campo é ndo-classico, temos de olhar

para os sistemas que 0 mesmo interage e ndo somente para o proprio campo.
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6 RELACAO ENTRE EMARANHAMENTO E DESSINTONIA

Para finalizar, foi realizado um mapeamento de como um estado emaranhado evolui do regime

ressonante ao regime dispersivo de acordo com o parametro dispersivo F, definido como F =

A
gVn+1

maiores valores encontrados da Concurrence a depender da diferenca entre a frequéncia

Esse mapeamento foi feito para os casos analisados nos capitulos anteriores tomando 0s

caracteristica do campo contido na cavidade e a frequéncia de transicdo atbmica dos a&tomos
que a atravessam. Foi verificado como este valor aumenta ou diminui até o regime disperssivo.
Vale lembrar também que esse mapeamento foi elaborado numericamente, pois nao foi possivel

calcular uma expressao analitica para 0 emaranhamento em funcéo da dessintonia.
1° Caso: Estado de Numero
Para os 4tomos interagindo com o estado de nimero do campo, foram analisadas as situacdes

em que 0s atomos tém como estados iniciais |[¥s(0)) = |eg) e |¥s(0)) = |gg)-
|¥5(0)) = leg):

=
[ay]
|

_ﬂ
EES
1

=
o
|

=
=

0 2 4 B & 10 12 14 18 18 20 22

Emaranhamento Maximo (Concurrence)

Parametro Disperssivo

Figura 6.1: Emaranhamento atdbmico maximo em funcéo de F. Estado atémico inicial
|¥s(0)) = |eg) e o campo no estado de Fock. Evolugdo do emaranhamento maximo de
acordo com o parametro dispersivo.

|¥s(0)) = |gg):
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— Um Fdtan
— Dois Fatons
— Cinco Féatons
— Dez Fdotons

e
0 12 14 16 18 20 22
Parametro Disperssivo

Emaranhamento Maximo (Concurrence)

Figura 6.2: Emaranhamento atdmico maximo em funcéo de F. Estado atbmico inicial
|¥s(0)) = |gg) e o campo no estado de Fock. Evolugdo do emaranhamento maximo de
acordo com o parametro dispersivo.

Essas duas situacdes sdo interessante pois, enquanto no primeiro caso o emaranhamento cresce
com o parametro dispersivo até o valor méaximo possivel (C=1), no segundo, ele descresce do
valor maximo da Concurrence para um estado completamente separavel no regime dispersivo.
Isso porque, nesse regime, o hamiltoniano que descreve essa evolugdo ndo permite uma troca
direta de energia entre a cavidade e o sistema atdmico, ou seja, 0s &tomos vao permanecer nos

seus estados fundamentais sempre que interagirem com um campo sob essas condices.

2° Caso: Estado Coerente
Dessa vez, somente a siutacdo em que |¥s(0)) = |eg) foi analisada. Dessa forma, temos o

seguinte comportamento:
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' — 0,1 Faton
— 1 Féton
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Figura 6.3: Emaranhamento atdmico méaximo em funcéo de F. Estado atémico inicial
|¥5(0)) = |eg) e o campo no estado coerente. Evolugdo do emaranhamento maximo de
acordo com o parametro dispersivo.

3° Caso: Estado de Gato de Schrodinger
Novamente, somente a siutagdo em que |¥5(0)) = |eg) foi analisada. Isso nos leva ao seguinte

comportamento:
— 1,15
) ]
S 1,0- =
E__:, 4
5 997 =
c 084 |,
':3 1/ /
'E; D'T_.l I." / ——0 Fatons
= 064/ /,_.“" ——0,1 Fatons
= 1/ /77 ——1 Féton
w 054/ // ——5 Fétons
= 1/// ——10 Fot
o [],4—_:' ons
& 03
5 02
= If
5 014
E Dn[:] - i I i I i I i I i 1 " 1 " I i I i I i I i I
L o 2 4 6 g 10 12 14 16 18 20 22

Parametro Disperssivo

Figura 6.4: Emaranhamento atdmico maximo em funcéo de F. Estado atdmico inicial
|¥5(0)) = |eg) e 0o campo no estado de gato de Schrodinger. Evolucéo do emaranhamento
maximo de acordo com o parametro dispersivo.
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4° Caso: Campo Térmico
Como nos dois casos anteriores, |¥s(0)) = |eg). Sendo assim, a relagdo do emaranhamento

maximo com a dessintonia tem a seguinte forma:
1,1

E}“ ]

104 — — —
a Dlg_. |II /# __.__..--""-.--.
% 0,8 II . ,-

1/ // .

O o7/ |
o 1 /7 S ——0 Fétons
E []IE - I| .I_.r /o - —0,1 Fotons
= 1/ ——1 Féton
o 0.5 ——5 Fatons
ﬁ 0 4—- i ——10 Fatons
é 03] /
@ 024 //
L 1/ .-'I
% Dl 1 T I
E U,D T T L T T T T L T T L T T T T T T T T
L o 2 4 6 g 10 12 14 16 168 20 22

Parametro Dispersivo

Figura 6.5: Emaranhamento atdmico méaximo em funcéo de F. Estado atémico inicial
|¥5(0)) = |eg) e o campo térmico. Evolugdo do emaranhamento maximo de acordo com o
parametro dispersivo.

Oberve que é necessario um parametro F cada vez maior a medida que o nimero de fétons
contidos na cavidade cresce. Além disso, mesmo que, no regime dispersivo, em que o grau de
emaranhamento é sempre maximo para este estado atbmico de partida, a forma com que o

parametro dispersivo é alcancado depende do campo de radiacdo em questéo.
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7 CONCLUSOES

Essencialmente, para casos ideias (em que a dissipacdo da cavidade e a temperatura ndo sao
levados em conta) os parametros de controle que interferem na geracdo do emaranhamento sao
os estados iniciais do sistema atbmico, o numero de fétons médio da cavidade, o acoplamento
atomo-campo e a diferenca entre as frequéncias tipicas do campo e de transicao atdbmica.
Analisando os casos extremos, quando ocorre uma interacdo ressonante entre &tomo e campo,
0 estado em que o campo se encontra (nimero, coerente, gato de Schrédinger ou térmico)
determina a forma com que o emaranhamento evolui no tempo. Em contrapartida, para o regime
dispersivo, a Unica relevancia do campo de radiacdo € justamente manter o parametro dispersivo
F sempre muito maior que 1. Sobe essa condicao, a forma da evolugdo do emaranhamento sera
sempre amesma (C = sen?(2At)). Além disso, o sistema atémico deve ter sempre como estado
de partida |¥5(0)) = |eg), pois, de outra maneira, ndo é possivel emaranahar dois atomos
interagindo dispersivamente com o0 campo.

Através do mapeamento numérico realizado no capitulo anterior, pudemos constatar que o valor
maximo de emaranhamento, para cada situacdo em que |¥s(0)) = |eg), sempre atingira o
maior valor possivel, independente do estado do campo. Além disso, quando os &tomos sao
preparados inicialmente no estado |¥(0)) = |gg) e interagem com o campo no estado de
Fock, vimos gque a Concurrence decresce até atingir o valor zero, levando sempre a um estado
separavel no regime dispersivo.

Portanto, segundo 0 mapeamento realizado nesse trabalho, a capacidade do campo de induzir
emaranhamento entre dois &tomos no regime de eletrodindmica quantica de cavidades ndo é um
bom critério para verificar a ndo-classicalidade da radiacdo, uma vez que, por exemplo, um
estado quantico puro do campo como o estado de Fock, dependendo do regime de interacao,
ndo é capaz de emaranhar dois 4&tomos, dependendo do estado inicial dos mesmos. Aléem disso,
um campo dito classico (térmico) apresenta, sob certas condi¢des a capacidade de induzir a
correlagdo.

Uma possivel extensdo para este trabalho é a introducdo de perdas na cavidade. Essa situacdo
deve ser resolvida por meio da equacdo mestra que descreve justamente a introducdo dessas
perdas, caracterizando um sistema aberto. Em sua maioria, esses sistemas abertos evoluem de
um estado de ndo-equilibrio para um estado de equilibrio de acordo com a interagdo com 0s
sistemas vizinhos, denominados reservatdrios, com 0s quais o sistema de interesse troca, por
exemplo, energia. Podemos assim investigar a importancia desses efeitos ndo-controlaveis na
geracdo e manutencdo do emaranhamento e, além disso, tentar compreender quais sao os fatores

dominantes sobre a classicalidade do campo.
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