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RESUMO

O presente trabalho busca fornecer subsidios ao professor de Matemética
da Educacao Basica, no que se refere ao tema Determinantes. A partir de
uma base teodrica consistente, o conceito de Determinante é construido e
suas principais propriedades sao deduzidas. Posteriormente, sao apresentadas
algumas de suas aplicacoes, passiveis de serem exploradas no Ensino Médio,
vinculadas ao contexto histérico na qual foram desenvolvidas, buscando

tornar a aprendizagem de Determinantes mais significativa.

Desse modo, o capitulo 1 apresenta conceitos basicos de Algebra Linear,
que sao pré-requisitos para a definicao e o estudo da Funcao Determinante,
bem como de suas propriedades, que sao desenvolvidas no capitulo 2. O
capitulo 3, por sua vez, promove conexoes de Determinantes com outros
conceitos matematicos de nivel médio relativos a prépria Algebra Linear e as
Geometrias Analitica e Euclidiana, cada qual com uma introducao histérica

especifica.

Palavras-chave: Funcao Determinante; Aplicacoes; Histéria da Matema-

tica.



ABSTRACT

This paper wants to provide subsidies to the Mathematics teacher of
Basic Education, regarding to Determinants. From a consistent theoretical
basis, it builds the concept of Determinant and deducts its main properties.
Subsequently, it presents some of its applications, which can be explored in
High School, linked to the historical context in which they were developed,

aiming to make learning of Determinants more significant.

Thereby, the Chapter 1 presents basic concepts of Linear Algebra, which
are prerequisites for the definition and study of the Determinant Function, as
well as of its properties, which are developed in Chapter 2. Chapter 3, on the
other hand, promotes connections of Determinants with other middle-level
mathematical concepts related to the own Linear Algebra and Analytic and

Euclidean Geometry, each one with a specific historical introduction.

Keywords: Determinant Function; Applications; History of Mathematics.
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Introducao

A aprendizagem matematica na Educagao Bésica tem se mostrado inefi-
ciente. Na pratica, observa-se o crescente desinteresse e distanciamento dos

alunos com relacao a Matemaética em boa parte das salas de aula brasileiras.

A esse respeito, Silva (2013, p. 8) aponta para a dificuldade de compreen-
sao dos conteudos das grades curriculares do Ensino Fundamental e Médio,

especialmente da Algebra.

Contudo, nao pretendemos, com este trabalho, discutir questoes filosoficas
no ambito da aprendizagem humana, que emanam de uma série de teorias e
vertentes pedagogicas, cujas ideologias enraizam-se nos curriculos vigentes
e nas tendéncias educacionais afloradas no ambito académico, tampouco
apresentar uma sequéncia didatica ou uma metodologia de ensino referente
a abordagem de determinantes na Educacao Bésica. Esta obra versa, especi-
ficamente, sobre Determinantes, em seus vieses tedrico e histérico, buscando

relaciond-lo a outros conceitos matemaéticos, no nivel da Educacao Bésica.

O objetivo é oferecer um conhecimento sélido e estruturado sobre De-
terminantes para o professor de Matematica da Educacao Bésica, para que
este, independente de sua filosofia e/ou postura pedagdgica, encontre, neste
compéndio, um aporte significativo de informagoes e contetidos técnicos sobre
o tema, para sua propria qualificacao. Evidentemente, que este professor
poderd, em um momento posterior, adaptar e reestruturar os conceitos aqui
abordados, e aplicd-los a seus alunos e, neste caso, naturalmente, havera a

modelagem do conteudo, conforme o perfil pedagdgico do educador.

Diante disso, ressaltamos que este trabalho nao é passivel de aplicagao
direta no ensino médio, ele destina-se ao professor, o qual podera toma-lo
como subsidio para o enriquecimento de sua atuacao pedagdgica junto aos
aprendizes, de modo a tornar a teoria de Determinantes mais significativa,

sob o ponto de vista do aluno.
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Neste aspecto, Alves (2013, p.50) aponta para a necessidade de o professor

“[...] ter condigoes de analisar o contetido de maneira
global, ter conhecimento de sua forma mais abstrata
[...] para ser capaz de contextualizar e problematizar

situagoes que estimulem a produgao de significados em

seus alunos.”(ALVES, 2013, p. 50)

E fato que o autor deste trabalho atua na area de Educagao Corporativa
e nao tem experiéncia de sala de aula na Educagao Basica. Diante disso,
e com a finalidade de embasar adequadamente suas colocagoes e justificar
a construcao deste compéndio, valeu-se de literatura especifica, a saber,
Mathias (s/d), Silva (2013), Alves (2013) e Prezotti (2014), além de sua

propria experiéncia pedagdgica oriunda de outra area.

Apos esta analise, tornou-se evidente que a apropriacao de novos conheci-
mentos através da mera definicao, conceituagao, demonstracao e operaciona-
lizacao pode nao ocorrer plenamente, fazendo-se necessaria alguma conexao

com os conhecimentos prévios, realidade, cultura e preferéncias do aprendiz.

Além disso, a aprendizagem efetiva acontece na medida da motivacao
do aluno em aprender, e tal motivagao esta relacionada a significacao, pelo

aprendiz, do que sera estudado.

Desse modo, o professor da Educacao Basica precisa desenvolver estraté-
gias de abordagens dos contetudos curriculares, alinhadas aos seus objetivos
de aprendizagem e levando em consideracao que a ciéncia em geral, na
perspectiva da Matemdtica Humanista, conforme Mathias (s/d), tem razao
de existir na medida em que presta-se, sob qualquer aspecto, ao ser humano,

sua esséncia e necessidades e por essa razao, merece ser ensinada e aprendida.

Neste contexto, Silva (2013, p 10) destaca o viés abstrato dado, espe-
cificamente, aos conteidos relacionados a Algebra Linear no Ensino Médio,
descrevendo a “limitagao” do ensino da Algebra de modo geral. Segundo ele,
a raiz deste problema estd no “nao favorecimento da producao de significados
para o que estd sendo estudado”. (SILVA, 2013, p. 10).
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Prezotti (2014, p. 13), por sua vez, vé como problemdtico a definigao
despida de significado de Determinantes como um simples valor numérico
associado a matrizes quadradas, o qual, segundo ele, é consenso entre os

autores de livros didaticos do Ensino Médio.

Por outro lado, grande parte do conhecimento matematico disponivel
atualmente desenvolveu-se ao longo da histéria, fruto da agao e do pensa-
mento humano e das suas relagoes com o mundo fisico, buscando, a priori,
satisfazer necessidades humanas. Portanto, parece natural que o aluno tenha

que vivenciar esse conhecimento, antes de abstrai-lo.

Neste contexto, de acordo com Brasil (2000, p. 44), os Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), publicados pelo
Ministério da Educacao, estabelecem claramente que o curriculo do Ensino
Médio deve garantir o estudo aprofundado de conteidos relacionados a
Algebra, porém nao isolados de outros conceitos, tampouco desvinculados de
problemas e dos aspectos sécio-historicos que estao na origem desses temas,
levando o aluno a apropriar-se da linguagem simbodlica e da capacidade de

analise e descricao de modelos abstratos.

A Secretaria de Educacgao do Estado de Sao Paulo, por sua vez, conforme
Sao Paulo (2012, p. 66), insere o conceito de Determinante no curriculo da

2% série do Ensino Médio.

Essas consideracoes motivam a realizagao dessa pesquisa, que busca
fornecer ao professor do Ensino Médio, subsidios conceituais e histéricos
que possibilitem o adequado entendimento do tema em questao, bem como
favorecam reflexoes e andlises sobre sua prépria postura pedagdgica ao
ensinar Determinantes na Educacao Basica, especialmente no que diz respeito

a significacao do tema e sua adequacao ao perfil cognitivo dos alunos.

O fato é que Determinantes surgiram do estudo de sistemas lineares e,
com o passar do tempo, ganharam importancia e aplicabilidade em diversas
areas do saber humano. Diante disso, este trabalho busca evidenciar essa
aplicabilidade e suas relacoes com aspectos histéricos do desenvolvimento

dessa teoria, em um nivel coerente com o curriculo do Ensino médio.

12



Os objetivos desse trabalho, entretanto, transcendem a compilagao de re-
sultados tedricos e historicos referentes ao conceito de Determinante, tornando-
o mais didatico e agradavel aos professores, mais que isso, busca instigar
reflexoes nos leitores educadores, a respeito de suas praticas pedagogicas e
das possibilidades [a partir do adequado conhecimento tedrico e histérico
dos conceitos e da premissa de que a Matematica é uma ciéncia "humana”,
criada e desenvolvida para os seres humanos|, de aproximar os contetidos

curriculares dos alunos e gerar aprendizagem, na esséncia do ato de educar.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos em Algebra

Linear

O estudo de Determinantes, mais especificamente das Fungoes Determinan-
tes, requer conceitos basicos de Algebra [em especial Algebra Linear|, que
serao expostos nesse capitulo. Esses conceitos serao fundamentais para o
pleno entendimento da definicado de Determinante, que é desenvolvida no

capitulo 2.

Ressaltamos que nem todo o contetido explicito neste capitulo é conhecido
e de convivio dos aprendizes e até mesmo de professores que tem contato
ou lidam com Determinantes, porém entendemos ser fundamental que o

professor absorva-o, pelas razoes citadas anteriormente.

As segoes deste capitulo foram baseadas em: HOFFMAN et al (1971) e
PELLEGRINI (2015).
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1.1 Sistemas Algébricos

Sistemas Algébricos, também conhecidos como “Estruturas Algébricas”, po-
dem ser um conjunto [ou mais de um conjunto] munido [ou munidos| de
operacoes algébricas e que satisfazem um certo nimero de propriedades. Por
exemplo, o conjunto dos niimeros reais munido das operagoes usuais de soma
e multiplicagao (R, +, ) e o conjunto das matrizes com as operagdes de soma
de matrizes e multiplicagao por escalar (M, +, -) sdo exemplos de Estruturas

Algébricas e recebem nomes especiais conforme definidos nesta segao.

Definigao 1.1.1 (Operacao Bindaria). Uma Operagao Bindria, ou simples-
mente, uma operacao sobre um conjunto A ou uma operagio em A € o nome

dado a qualquer funcdo * : A x A — A.

A imagem de um par (z,y) € A X A por meio da fungao %, geralmente
indicada por *(z,y), serda denotada neste trabalho por z xy, e leia-se “x

operado com y”.

A seguir sao definidas algumas estruturas algébricas importantes para o

estudo de Determinantes:

1.1.1 Grupos

Definicao 1.1.2 (Grupo). Dizemos que o par (G,*) constituido de um
conjunto G, munido de uma operacao *, tem uma estrutura de grupo se,

e somente se, sao vdlidas as sequintes propriedades:

(G1) (Associativa): x* (y*z) = (zxy)* 2z, V(2,y,2) € G3;
(G2) [Elemento Neutro]: 3e € G |zxe=x=exx; Ve G,

(G3) [Elemento Simétrico]: Dado a € G, 3umd € G |axad =e=ad xa.
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Definicao 1.1.3 (Grupo Comutativo ou Abeliano). Seja (G,*) um grupo.

Dizemos que G € um grupo comutativo ou abeliano se vale a propriedade:
(G4) [Comutativa] x xy =y =z, V(z,y) € G*

O conjunto dos nimeros inteiros Z, o conjunto dos niimeros racionais Q
o conjunto dos nuimeros reais, R, munidos da operacao de adi¢ao, constituem

exemplos classicos de estrutura de grupo abeliano.

Observacao: A partir de agora serao utilizadas, neste capitulo, as nomen-
claturas “Adicao” e “Multiplicacao” com suas respectivas notacoes + e - para
denotar operacoes em geral, deixando claro que tais representacoes nao estao
necessariamente vinculadas as usuais operacoes de soma e multiplicagao, bem
como denotaremos por 0 e 1 seus respectivos elementos neutros, também nao
necessariamente vinculados aos elementos neutros das referidas operagoes

usuais de soma e multiplicacao.

1.1.2 Anéis

Definigao 1.1.4 (Anel). Seja A um conjunto munido de duas operagoes,
uma adi¢io + e uma multiplica¢io -. Dizemos que a terna (A,+,") é um

anel, ou que possui uma estrutura de anel, se valem as propriedades:

(A1) (Associativa): v+ (y+z) = (x +y) + 2, V(z,y,2) € A3;
(A2) [Elemento Neutro/: 3e€ G |z +e=x=e+x; Vo e A;
(A3) [Elemento Simétricol: Dadoa € A, Fuma € Al a+d =e=d +a.

(A4) [Comutativa] x +y =y +z, V(z,y) € A%

(M1) [A multiplicagio é associatival: (zy)z = z(yz), ¥V (z,y, z) € A3;

16



(D) [A multiplicagao € distributiva o direita e a esquerda em rela¢do a
adi¢do):
w(y +2) = (xy) + (22), ¥ (z,y,2) € A

(y + 2)x = (yz) + (22), V(z,y,2) € A®

Definigao 1.1.5 (Anel com elemento unidade). Seja (A4,+,-) um anel.

Dizemos que esse anel € um anel com elemento unidade se vale a propriedade:

(M2) [Elemento neutro da multiplicagaoj: 3 1 em A tal que l.x =z = x.1,
Vo e A

Defini¢cao 1.1.6 (Anel Comutativo). Seja (A,+,-) um anel. Dizemos que

esse anel € um anel comutativo se vale a propriedade:
(M) [Comutativa da multiplicacao]: vy = yx, V (z,y) € A%

O conjunto dos nuimeros inteiros pares, munido das operagoes usuais de

adicao e multiplicacao é um anel comutativo, porém sem elemento unidade.

Definicao 1.1.7 (Anel Comutativo com Elemento Unidade). Seja (A,+,-)
um anel. Dizemos que (A,+,-) é um anel comutativo com elemento unidade,

se for um anel comutativo e com elemento unidade.

O conjunto dos miumeros inteiros Z, o conjunto dos nimeros racionais
Q e o conjunto dos numeros reais R, munidos das operacoes de adi¢ao e
multiplicacao, constituem exemplos cldssicos de estrutura de anel comutativo

com elemento unidade.

Definigao 1.1.8 (Corpo). Seja K um conjunto munido de duas operagoes,
uma adigdo, + e uma multiplicagdo -. Dizemos que a terna (K, +, -) tem
uma estrutura de corpo [comutativo] se (K, +, -) for um anel comutativo com

elemento unidade e satisfizer a sequinte propriedade:
(M3) :VzeK,z#0,3x'eK |z t=a"lz=1

Nessas condigoes, o elemento indicado por x=' é denominado inverso

multiplicativo do elemento x.

17



O conjunto dos nimeros reais R, munido das operagoes usuais de adigao

e multiplicacao, é um exemplo de corpo.

1.1.3 Espaco Vetorial

Definicao 1.1.9 (Espaco Vetorial). Seja E um conjunto nao vazio, (K, +,-)
um corpo. Suponhamos que sobre E estejam definidas uma operacao de

adicdo ® e uma lei de composicio externa ©, isto é:

@: EXEv+— E, que associa cada par (x,y) € EX E, o elemento x®y € E.

®: Ex K — E, que associa a cada par (o, x), « € K e z € E, um

elemento a ®x € B

Dizemos que E tem uma estrutura de espaco vetorial sobre K, ou que E
¢ um K-espago vetorial, se, e somente se, (E,K,®,®) satisfaz as sequintes

propriedades:

(a) (E,®) é um grupo comutativo.

(b) Propriedade associativa da operagdo -, de K em rela¢ao a multiplicag¢ao

escalar ®:

(a-B)or=a0(Beox)Y (o,8) € K, eVrek;

(¢) Propriedade distributiva da multiplicag¢do escalar © em relagao ds ope-
ragoes +, de K e ®, de E: (a+B)0x = (a®@x)®(0x),V(a, f) € K2,
relE;

(d) Propriedade distributiva da multiplica¢do escalar © em rela¢ao a ope-
racio @, de E: a ® (z®dy) = (a@z)® (a®y), V(r,y) € E*,a € K;

(e) Elemento neutro da multiplicagdo escalar ©: 1 zx =z, Vx € E ;

18



Daqui para frente, os elementos de E e K serao denominados, respecti-
vamente, vetores e escalares e o conjunto K denominado corpo dos escalares

do espaco vetorial E.

Além disso, a fim de tornar a notacao mais concisa, os simbolos + e
representarao, tanto as operagoes de adicao e multiplicacao de K quanto as
operacoes de adicao em E e multiplicagao escalar, ficando sua diferenciacao
a cargo do contexto no qual tais simbolos forem utilizados. Ademais, como
estarao fixadas as operacoes de adicao em E e a multiplicacao escalar, serd
suprimida a referéncia a tais operacoes e sera mencionado, apenas, que F é

um espago vetorial sobre o corpo K.

Por exemplo, o conjunto R" = {(x1, 29, - ,2,); x1,29, -2, € R}
n € N, tem estrutura de espacgo vetorial sobre R, munido da operagao + e da

lei de composicao externa -, definidas a seguir:

+ :R"xR" — R" tal que, V (21,22, -+ ,Zn), (Y1,Y2,** ,Yn) € R, tem-
se (x1, 29, ,xn) + (Y1,¥2,+ ,Un) = (&1 + Y1, T2+ Yo, -+, Ty + Yp) € R™.

-t RXR" — R, tal que, V o € R, V (21,29, -+ ,x,) € R", tem-se

Q- (xlax%"' 75Cn) = (Oé:[;laaa:%“' 7053771) e R"

1.2 Dependéncia Linear

Definigao 1.2.1 (Combinagao Linear). Seja E espaco vetorial sobre um

corpo de escalares K e x1,T9, -+ ,xn,y € E. Dizemos que o vetor y é combi-
nacao linear dos vetores xy,xs, -+ ,x,, Se existem escalares oy, s, ...., Q, €
K, tais que:

Y= Q121 + QT + ....... + anZy,
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Definigao 1.2.2 (Dependéncia Linear). Seja E espago vetorial sobre um

corpo K, x1,x9,-++ ,x, € E uma familia finita de vetores de EI. Dizemos que
05 vetores T1,Ta, ....... , T, SGo linearmente dependentes (LD) se, e somente
se, a equagdo linear (nas varidveis ay, ...... , o € K):

1T + Qoo + ... +apr, =0 (1.1)

admite pelo menos uma solucao nao nula, isto €, existem escalares

a1, Qa, -, Qy,, nem todos nulos, tais que valha 1.1.

Definigao 1.2.3 (Independéncia Linear). Seja E espago vetorial sobre um
corpo K, xi,x9,--- ,x, € E. Dizemos que os vetores xi,xs, ....... , X, S0

linearmente independentes (LI) se, e somente se, a equagdo linear:
1T + e + ....... + apx, = 0

admite uma unica solucao, denominada solucao trivial, isto €, a3 = ag =

=, =0

1.3 Conjuntos Geradores e Bases

Definigao 1.3.1 (Conjunto gerador). Seja E um espago vetorial e G um
subconjunto de E. Dizemos que G € gerador do espaco vetorial E ou que E
€ um espaco vetorial gerado por G, se qualquer vetor de E pode ser expresso

como combinacao linear (finita) dos vetores de G .

Definigao 1.3.2 (Base). Seja E um espago vetorial e B um subconjunto de
E. Se todo subconjunto finito de B for LI e B for gerador de E, dizemos que

B é uma base de E.

Definicao 1.3.3 (Espago vetorial de dimensao finita). Seja E um espago
vetorial. Se B for uma base finita de E diremos que E € um espaco vetorial

de dimensado finita.
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Definicao 1.3.4 (Coordenadas). Seja B = {by,ba, -+ ,b,} uma base de um
espaco vetorial de dimensao finita E, K o corpo de escalares de E e x € E.
Nestas condicoes, em decorréncia da definicao de base de um espaco vetorial
e da definicao de dependéncia linear, seque que existe uma unica sequéncia

(o, g, -+ o) de escalares de K tais que:

r = by + agby + - - by,

Nessas condigoes, os coeficientes «;, 1 < i < n, [que sao unicos] serdo

chamados coordenadas do vetor x na base B.
Denota-se a sequéncia (aq, g, -+, ay) por [x]p.
Teorema 1.3.1. Seja F um espaco vetorial sobre um corpo K,

G = {x1, 29, -+ , 2} um conjunto gerador de E e I = {y1,ya, -+ ,Yn} um

conjunto LI em E. Nestas condigoes, n < m.

Demonstracao.

Suponhamos, por absurdo, que n > m.

Como G gera E, segue que:
Y1 = 00T + 0+ Ty

com pelo menos um dos escalares a; # 0, 1 < i < m.

Suponhamos ay # 0, 1 < k < m. Desse modo, afirmamos que o conjunto

{@1, -, 2h1, Tpy1, -+ T, Y1} € gerador de E.

De fato, se z € E, entao:

z :611‘1 + -+ 6m~rm
=611+ + Br1Th—1 + BeA + Ber1Zps1 + - + B,

com

A — Y1 — 1Ty — - — Qp1Tk—1 — Qpp1T41 — " — ATy
Qg
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Assim,

Z2=mMT1+ 0 Ve-1Tk-1 + VeY1 + Ve 1Zk1 T F YT

0 que garante a afirmacao.

Analogamente,

y2:)\1$1+"'+)\mxm
com pelo menos um dos escalares \; # 0, 1 < j < m.
Suponhamos A\; # 0, 1 < s < m.

Nestas condigoes, o conjunto

{1’1, Sy Tk—1, T4y, s Ts—1, Lsf1y """ 7$mayl>y2} ¢ gerador de E, pelos ar-

gumentos acima.

Repetindo-se este procedimento, sucessivamente, temos que o conjunto

{y1,y2, -+ ,Ym} é gerador de E.

Portanto, o elemento y,,.1 € I pode ser escrito como:

Ym+1 = ©1Y1 + -+ ©mYm

com pelo menos um dos escalares ¢, # 0, 1 <r < m.

No entanto, este fato contraria a hipétese de que o conjunto I é LI. [

A seguir, enunciamos, sem demonstracao, o Teorema da Invariancia.

Teorema 1.3.2 (Teorema da Invariancia). Todas as bases de um espago

vetorial de dimensao finita E tem a mesma cardinalidade.

Definigao 1.3.5 (Dimensao de um espago vetorial). Em um espago vetorial
de dimensao finita todas as bases tem a mesma quantidade de elementos
conforme o teorema acima. FEssa quantidade comum a todas as bases serd

chamada de dimensdo do espaco vetorial E.
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1.4 Transformacoes Lineares

Definigao 1.4.1 (Transformacao Linear). Sejam V e W espagos vetoriais
sobre um mesmo corpo de escalares K e T uma funcao de Vem W. Dizemos
que T € uma transformacao linear de V-em W ou que T € um homomorfismo

de espaco vetorial e de V. em W, se:

(o) T(x+y)=T(x) +T(y)

(b) T(ov.x) = a.T(x)
Vez,yeV eVae K

Observagoes:

Toda transformagao linear de um espago vetorial U sobre si mesmo (7' :

U — U), serd denominada operador linear (ou endomorfismo de U).

O conjunto de todas transformagoes lineares T': V' — W serd denotado por
H(V,W) ou L(V,W)

1.5 Matrizes

Definigao 1.5.1 (Matriz). Seja K um corpo e m e n nimeros naturais nao
nulos. Denomina-se matriz (retangular) de ordem m X n, sobre K, toda
fungao A = {1,2,--- m} x {1,2,--- 'n} — K. Geralmente denotamos
A(i, j) por: A(i,j) = aij, onde a;; € K, 1 <i<m,1<j<n,etambém
indicamos A por:
A= lhgg

Uma matriz retangular também pode ser representada por uma tabela
retangular de m linhas e n colunas, na qual cada a,; ¢ representado na posigao
correspondente a ¢ - ésima linha e j - ésima coluna, onde 75 denomina-se indice

do elemento a na matriz A.
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@11 Q2 - Qin

Q21 Q22 - Q2p

m1 Am2  *°°  Omn

Se m = n, a matriz A, de ordem m x n, denomina-se matriz quadrada de

ordem n X n.

Ao longo deste trabalho, suprimiremos o termo “quadrada”’, indicando
apenas que se trata de uma matriz de ordem n X n, ou até mesmo matriz
de ordem n, subentendendo-se assim que a mesma seja quadrada e de ordem

n X n.

Em uma matriz quadrada de ordem n X n, o subconjunto representado
pelos elementos a;;, nos quais ¢ = j, denomina-se diagonal principal e o
subconjunto dos elementos a;;, nos quais 7 +j = n+ 1, denomina-se diagonal

secundaria.

Definigao 1.5.2 (Matriz Triangular). Seja uma matriz A, de ordem n X n,
sobre um corpo K. Se, todos os elementos a;; € A, tais que, j > i [resp:
i > j] sao todos nulos, A recebe o nome de matriz triangular superior [resp:

inferior].

Definigao 1.5.3 (Matriz Transposta). Seja K um corpo e A : {1,2,--- ;m}x
{1,2,--- ;n} — K wuma matriz de ordem m x n, sobre K. Denomina-se
matriz transposta de A a matriz B : {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ,m} — K, tal
que B(j,1) = A(i, 7).

Nessas condicoes, a matriz B é denotada por A.

Pela definigao acima, ¢ imediato que (A')! = A.
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Defini¢ao 1.5.4 (submatriz). Seja K um corpo e A uma matriz de ordem
mxn, sobre K. Escolhendo-se r linhas e s colunas, respectivamente, entre as
m linhas e n colunas de A, 0 <r <m, 0 < s <n, definimos uma submatriz
de ordem r X s, extraida de A, como sendo a matriz B, cujos elementos
sao aqueles que encontram-se na interseccao de cada linha com cada coluna

dentre as r linhas e as s colunas escolhidas e positivamente ordenadas.

Definigao 1.5.5 (Soma de Matrizes). Seja K um corpo. Dadas duas matrizes
A e B, de ordem m X n, sobre K, a soma + de A e B, indicada por A+ B

serd uma matriz de ordem m X n definida por:

(CL -+ b)U = CLz‘j + bz‘j

Definicao 1.5.6 (Produto de Matrizes). Seja K um corpo. Dadas as
matrizes A, de ordem m X r e B, de ordem r X n, sobre K, definimos o
produto de A por B, nessa ordem, como sendo a matriz indicada por A - B,

de ordem m X n, tal que:

T

(AB)Z] = Z aikbkj

k=1

Definigao 1.5.7 (Multiplicacao escalar). Seja K wm corpo. Dada uma
matriz A, de ordem m X n, sobre K e a € K , definimos a multiplica¢do

do escalar o pela matriz A, e indicamos por a.A, a matriz de ordem m X n:
(Oz.A)ij = Q.05
Definicao 1.5.8 (Matriz Identidade). Seja K um corpo e A uma matriz de

ordem n x n, sobre K. Denomina-se matriz identidade de ordem n X n, sobre

K, e denota-se por I,,, a matriz tal que:

I,A=AI,=A
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Definicao 1.5.9 (Matriz Inversa). Seja K um corpo e A uma matriz de
ordem n x n, sobre K. Se existir a matriz B, de ordem n X n, sobre K, tal

que:
AB=1,=BA

diz-se que A € invertivel (ou inversivel) ou que A possui inverso sobre K.

No caso da matriz B existir, vamos denotd-la por A~' e denomind-la

matriz inversa de A, sobre K.

A definicao de matriz inversa, acima, segue a nocao de inverso multiplica-
tivo ja definido na Secao 1.1 para determinadas estruturas algébricas. Diante
disso, o produto de uma matriz A, de ordem n X n, pela sua inversa resulta
no elemento unidade do conjunto das matrizes quadradas de ordem n x n,

que corresponde a matriz identidade de ordem n x n.

Por exemplo, dada a matriz:
Temos que:

Pois,

BB
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Defini¢ao 1.5.10 (Matrizes Semelhantes). Seja K um corpo e A e B matrizes
de ordem n x n, sobre K. Diz-se que A e B sao semelhantes, se existir uma

matriz M, invertivel e de ordem n X n, sobre K, tal que:

A=M"'BM (1.2)

Por exemplo, as matrizes A =

2 1 2
93 eB= sao semelhan-
-2 7 0 1

7
tes, pois existe a matriz M = [ Loa L tal que valha 1.2, isto é:

SR N HE

Teorema 1.5.1 (Distributividade da Multiplicagdo em relagao a Adigao).
Seja K um corpo. Dadas as matrizes A e D, de ordem m x n, B e C, de

ordem n X r, todas sobre K, tem-se:
AB+ C)=AB + ACe (A +D)C =AC + DC

Demonstracao.

Faremos a prova em duas partes:

(1) AB+ C)=AB + AC
Seja F = B + C. Logo,

Jrj = brj + cj (1.3)

Assim,

n

(alb+ )iy = (af)y =Y _ anfij (1.4)

k=1
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Substituindo 1.3 em 1.4, tem-se:

(a(b+c))i = aix(brj + crj)
k=1
(alb+ )iy = Y awbi; + Y aicy (1.5)
k=1 k=1
Por outro lado:
(Clb + ac)ij = abij -+ ac;; = Z aikbkj -+ Z Ak Clyj (16)
k=1 k=1

Como 1.5 = 1.6, segue que:

(a(b+c))ij = (ab+ ac);;

Portanto,
A(B+C)=AB+ BC

(2) (A +D)C =AC + DC
Seja G = A + D. Logo,

gir = Qi + diy (1.7)

Assim,

((a+d)e)y = (90)i; = > gikcry (1.8)

Substituindo 1.7 em 1.8, tem-se:

n

((a+d)c)i; =Y (i + dix)eg

k=1
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Isto é,
n n

((a+d)e)y = amer; + Y dincr; (1.9)
k=1 k=1
Por outro lado:
(ac + dC)ij = (lCij + dCij = Z aikckj + Z dikckj (110)
k=1 k=1

Como 1.9 = 1.10, segue que:
((a+d)c)i; = (ac+ de);;

Portanto,
(A+ D)C = AC + DC

]

Teorema 1.5.2 (Associatividade da Operagao de Multiplicagao). Seja K um
corpo. Dadas as matrizes A, de ordem m X n, B, de ordem n x r e C, de

ordem r X t, sobre K, tem-se:

A(BC) = (AB)C
Demonstracao.
Seja D = BC. Logo:

dij =Y brsCy (1.11)
s=1

Ou seja:

a(bc)ij = (ad)i]‘ = Zaikdkj (112)

k=1
Substituindo 1.11 em 1.12, segue que:
CL(bC)ij = Z Z aikbkscsj (113)
k=1 s=1
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Agora, seja E = AB. Logo:
€is = Z aikbks
k=1

Ou seja:

(ab)cij = (GC)Z‘]‘ = eiscsj

s=1

Substituindo 1.14 em 1.15, segue que:

(ab) Cw = E g @i bsCs;

s=1 k=1

Assim,
n T

(ab) Czy = E g @i bsCs;

k=1 s=1

Como 1.13 = 1.16, segue que:

a(bc)ij = (ab)cij

Portanto:
A(BC) = (AB)C

a denominar-se espaco vetorial das matrizes de ordem n X n, sobre K.
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(1.15)

(1.16)

O

Teorema 1.5.3. Seja K um corpo e A = M, (K) o conjunto de todas as
matrizes quadradas de ordem nxn, e sobre o corpo K. Definimos sobre A duas
operacoes, a saber, uma adicao de matrizes e uma multiplicacao de matrizes.
Afirmamos que (A, +,.) tem uma estrutura de anel com elemento unidade.
Alem disso A, munido das operagoes de adigao [de matrizes| e multiplicagao

escalar [para matrizes| tem uma estrutura de K-espago vetorial, que passard



Nao vamos demonstrar esse teorema por tratar-se de uma demonstragao
canonica, a qual segue de perto o que fora feito anteriormente com relagao

as propriedades associativa e distributiva.

Lema 1.5.4. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem m X n e B uma

matriz de ordem n X r, sobre K. Tem-se:

(AB)! = B'A!
Demonstracao.
Sejam as matrizes:
ayp a2 - Aip
Qg1 Qg2 - d2p
A=
Am1 Am2 - Amn
bir bio bir
bo1 Doy by
B =
bnl bn2 bnr
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Dai,

ailz a2 A1n b11
a1 A22 (57 bay
Am1 Am2 Amn bnl

a11011 + a12b91 4 - - - + a1, b1

Am1b11 4 Amabar + -+ -+ b

a11bi1 + ar2bay + - - + a1nbp;

allblr + CL12b2r + -+ alnbnr

b12 ' blr
b22 ' b2r
bn2 bnr

a1101, + a12byy + - - - 4 a1bpy

amlblr + CLm2er 4+ amnbnr

Am1b11 + Amoba1 + -+ b

amlblr + am262r + -+ amnbm"

Devido a comutatividade da operacao de multiplicacao de K:

(AB)'

biiair + barara + - - - + bpiary,

i birain + borara + - - - + byra,

b1 by b1 Q11 Qa2

bia Do bn2 Q12 A2

L blr b27" bnr A1n  Ao2n
BtA!
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Lema 1.5.5. Seja K um corpo e A uma matriz de ordem n X n, sobre K. Se

existir a matriz A™Y, inversa de A, tal inversa é nica.

Demonstracao.

Supondo que A possua duas inversas, sobre K, sendo elas, A= e B.
Lembremos que, por hipétese: AL A=1,=AA"1 e AB=1,=DB.A

Donde segue que:

At=A1L, =AY (AB)= (A1 A.B=1,B=0B
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Capitulo 2
Determinantes

Os objetivos deste capitulo sao: caracterizar a fun¢ao determinante [de modo
tnicol, deduzir algumas de suas propriedades e estabelecer métodos para o

seu calculo.

O processo de caracterizagao da funcao determinante pode seguir varios
caminhos. Preferimos o que vem a seguir pela maior viabilidade de funda-
mentagao das afirmacoes feitas, de acordo com o objetivo do trabalho de
fornecer subsidios para uma compreensao mais solida e fundamentada do

assunto pelo professor.

2.1 Determinante e Funcao Determinante

O objetivo desta secao é definir a funcao determinante como uma transfor-

macao n-linear, portanto:

Definicao 2.1.1 (Transformagao n-linear). Sejam Vi, Vo, -+, V,, e W espa-
cos vetoriais sobre um mesmo corpo de escalares K. Dizemos que uma fun¢ao
T:VixVox---xV, — W € uma transformacdao n-linear se, e somente

se, T for linear em cada varidvel, isto €,
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(1)

T(xlv"' 733i—1,33i+yi7$i+17'” 7xn) :T('Tla"' 7xi—17$i7xi+17”' ,.Tn)+
+T($1,"' y Li—15Yiy Tig1, " " 7xn)
(2) T(fﬁl,"' y Lj—1y, OL5, Ljq1,° " 7'T1’L) - OéT('Ila"' y Li—1y Ly Tjg1, " " 7'TTL)

onde x;,y; pertencem a V;.

Denotaremos por Ln(Vy x Vo x -+« x V,, W), o conjunto de todas as

transformacoes n-lineares de Vi X Vo x - -+ x V,,, com valores em W.

Sobre Ln(Vy x Vo x -++ x V,,, W), consideraremos as operagoes usuais de

adicao e multiplicacao escalar, definidas por:
(F 4+ G)(x) = F(x) + G(x)

(.F)(z) = a.F(x)
onde, aqui, © = (21, -+ ,x,) EVixVox - XV, a€ KeF € Ln,G € Ln.

Apenas citaremos, sem demonstracao, que:

Teorema 2.1.1. O conjunto Ln(Vy X Vo X+ x V,,, W), munido destas duas

“operagoes”, tem uma estrutura de espaco vetorial sobre o corpo K.

Portanto, como consequéncia:

Corolario 2.1.2. Uma combinacao linear de funcoes n-lineares ainda é n-

linear.

Versaremos, agora, sobre a construgao de uma func¢ao D : M, (K) — K,
onde M, (K) representa o espago vetorial das matrizes de ordem n x n, sobre

o corpo de escalares K.

A fim de atingir nossos propdésitos, exigiremos que a funcao D seja uma
funcdo n-linear, de modo que o espago vetorial M, (K) deve ser encarado

como um produto cartesiano de n espagos vetoriais.
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Lembremos que existe um isomorfismo natural entre o espaco vetorial
M, (K) e o espago vetorial K™ x K™ x K" x --- x K™,

Portanto, adotaremos a seguinte convencao: se A é uma matriz de
ordem n X n e se ai,as,- - ,a, representam as linhas de A, entao, sempre
que conveniente, consideraremos A como uma n-upla (aj,as, - ,a,), cuja

representacao grafica podera ser tanto horizontal quanto vertical e na qual

cada elemento a;, ¢ = 1---n, representa a i-ésima linha de A, isto é,
a; = (a1, @i, -+, Gin), de modo que:
aq
a2
A= . :(a17a27"'7an)
G,
onde a; = (a1, @2, -+, ain) € K™ corresponde a i-ésima linha de A.

Desse modo, A passa a ser reescrita como uma n-upla de n-uplas, isto é,
cada elemento da n-upla corresponde a uma n-upla composta pelos elementos
de determinada linha de A.

Além disso, a partir de agora, nos restringiremos aos corpos K, nos quais
1+14#0.

Definigao 2.1.2 (Funcdo Determinante). Seja K wum corpo e M,(K) o
espaco vetorial sobre K de todas as matrizes de ordem n x n. Uma fung¢ao

D: M,(K) — K, é denominada funcao determinante se, e somente se:

(a) D € uma transformagao n-linear como func¢do das linhas da matriz, isto

€, D € linear em cada uma de suas varidveis;

(b) O walor de D € zero, sempre que duas de suas coordenadas [duas linhas

da matriz| forem iguais;

(c) Se I,, € a matriz identidade de ordem n X n, tem-se:
D(I,) = D(ey, ez, -+ ,e,) = 1.
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A imagem da matriz A via a funcdo determinante € usualmente chamada

de determinante da matriz A.

Definigao 2.1.3 (Fungao n-linear Alternada). Sejam, K um corpo, V. e W
espacos vetoriais sobre K. Uma funcao n-linear T : V XV x -+ xV — W

¢ denominada alternada se, e somente se:

T(:C17'” s Lyt m Ly o 7‘rn) :_T(mlv"' s Lgysn 3 Lyttt 7xn)

Qualquer que seja x = (x1,x9, - ,x,) €V XV - XV e quaisquer que seja
o par (i,j) satisfazendo: 1 < i < j <mn.
isto €, a 1magem, por meio de T, de uma n-upla, € igual ao oposto dessa

imagem, se permutarmos dois elementos de ordens distintas nessa n-upla,

mantendo-se 0s demais elementos fizos.

De agora em diante, trabalharemos com aplicacoes n-lineares alternadas

sobre matrizes de ordem n x n.

Teorema 2.1.3. Sejam, K um corpo, V. e W espacgos vetoriais sobre K e
uma fungao n-linear T : V. xV x --- x V. — W. Se T(xz) = 0, para toda
n-upla © = (1,2, ,2,), tal que x; = x;, para qualquer par (i,j), com
1 <i# j <n, entao, necessariamente, T é alternada. Além disso, T(x) =0
se o congunto das coordenadas de x, isto €, o conjunto {xy,xq, - ,x,} for
LD.

Demonstracao.

(a) Provemos que T é alternada.
Segue da hipdtese que;

T(xla"' 7$i+$j7"' >xi+xj7'“ 7xn):O
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Entretanto, como T' é n-linear, segue que:

0="T(x1, - 2+ 2, T+ a0
= T(@1, T i+ Ty )
T(z1, @, i@y @) =
= T(x1, - @iy @y ) + T2,
T(zy,- - @, Ty, -, xy) + T2,
=T (21, @iy, Ty, xp) + T2,
Pois, T'(zq,--- @iy &, x,) = Ty,
0 por hipotese.
Portanto,
T(x1, @iy gy @) = —T (1, -

Logo D ¢ alternada.

‘):’UZ.""

, Tn)

Provemos que T'(z) = 0, sempre que o conjunto das coordenadas do

vetor x constituir um conjunto LD.

Seja x = (x1,x9, -+ ,x,) € V™ e suponhamos que {x1,x9, - ,T,}

sejam LD, ou seja, que existem cq, ca, - - -

que:

cary+cro+ -+ e, =0

Logo, existe algum indice 1,

tal que:

citi = —(c1r1 + -+ GaTio + T +

com ¢; # 0.
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Portanto podemos escrever:

T = 01.T1+ o+ QT + Q1T+ Qply

onde a; =
&

Logo:

T(ZL') :T($17 Lo, 75En) -
T(xy,-- - Tio1, 0121 + Q%o + -+ + _1Ti—1 + Cip1Tip1+

+05nxn7xi+la"' axn)

Como, por hipétese, D é n-linear:

T(x) =T (21, - ,Ti1,00%1, Tig1, -+, Tn)+

T(.Tl, e, Li—1, O2T2, Tjy1, * ,.Tn)—i‘

T(x1, - L1, OG1Ti1, T 1, -+ 5 Ty)

T(x1, - L1y Q1T 1, Ti 1, -+ 5 Tn)F

T(xh“' sy Li—1, OnLp,y Tig1, """ an)
=1 D(xqy, -+ L1, 21, Tigr, -+, L)+

asD(xy, -+, Tim1, To, Tit1, -+, Tn)+

Qi1 D(xy, - i1, Tt Tig1, - Tn)+

Qi1 D(T1, - i1, Tig1, Tig1, -+ Tn)+

CnD($1, L1, Ty L1y 7 7$n)
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Pois, cada parcela acima possui um z, = z,, para algum par (r,s),
com 1 < r # s < n, e portanto, por hipdtese, todas sao nulas e assim
T(x)=0.

Corolario 2.1.4. A funcao determinante é alternada

Temos, agora, condigoes de redefinir a funcao determinante. Faremos isto

a seguir:

Definicao 2.1.4 (Funcao Determinante). Seja K wum corpo e M,(K) o
espaco vetorial sobre K de todas as matrizes de ordem n X n. Uma fungdo

D: M,(K) — K, é denominada funcao determinante se, e somente se:

(a) D é uma transformagao n-linear como fung¢ao das linhas da matriz, isto

€, D € linear em cada uma de suas varidveis;
(b) D € uma fungao alternada;

(c) Se I, € a matriz identidade de ordem n X n, tem-se:
D(I,) = D(ey, e, ,e,) = 1.

2.2 Existéncia da funcao determinante

Nesta secao, vamos construir indutivamente a “funcao determinante”, cujo
o dominio é o espago vetorial M, (K). Desse modo, para cada numero
natural ndao nulo n, teremos uma func¢ao determinante sobre M, (K), que
serd construida a partir da existéncia de uma funcao determinante sobre
M(n,l)(K), n Z 2.
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Exemplo 2.2.1. Construcao da fun¢ao determinante sobre o espaco vetorial

My(K).

O espago vetorial M;(K) é trivialmente isomorfo ao espaco vetorial K,
considerado como espaco vetorial sobre si mesmo. Toda funcao linear sobre

K, D: K — K, é claramente da forma: D(a) = D(a.1) =a.D(I), a € K.

Portanto, para que D seja uma fungao determinante sobre M (K), neces-

sariamente tem-se:

D(A) = D(CLH) = D(CLH . Il)
onde I; é a matriz identidade de ordem 1 x 1.

Como, por hipétese, D é linear e D(I;) = 1, segue que:

D(A) = CLHD(Il) = a1

Portanto, para matrizes A, de ordem 1 x 1, sendo A = [a1;], tem-se
D(A) = Q11

Observemos que essa funcao é linear, alternada, pois, nao contraria a

definigao de alternada e o fato de D(I;) = 1 nos garante a unicidade de D.

Exemplo 2.2.2. Construcao da fungao determinante sobre o espaco vetorial

My(K).

Seja I, a matriz identidade de ordem 2 x 2, com linhas e¢; e ex ¢ A a

matriz de ordem 2 x 2:

ail aig
a1 Q22
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Assim,
D(A) = D(ay,as)

= D(a11€1 + a12€3, aze; + ases)

Usando a bilinearidade de D, temos:

D(A) = annD(ey, asn el + anes) + D(ajzes, agier + axes)
= apjaa D(ey, e1) + ar1D(eq, azges) + D(arzes, azier + ases)
= ajian D(er, e1) + arraxnD(er, e2) + D(aizes, azier + azzes)

(€1, €1)
(e1,€1)
= anay D(ey, e1) + anjagD(er, e2) + arpD(ez, azier + anes)
(e1,€1)
(e1,€1)

)
(e1,€2)

= apjag D(ey, e1) + ajjasnD(ey, e3) + ajpas D(ea, e1) + araD(e2, ases)
(e1,€2)

= apjag D(ey, e1) + ajjagnD ey, e3) + ajpas D(ea, e1) + araa22D(e2, €2)

(2.1)
Desse modo, D(A) fica univocamente determinada pelos escalares:
D(ey,e1), D(e1,ea), D(ea, e1), D(ea, e2)
Considerando-se, agora, que D é alternada, temos:
D(ej,e1) = D(ea,e5) =0
pois as linhas sao iguais e ainda:

D(eg, 61) = —D<€1, 62)

Finalmente, pela tltima propriedade que define determinante, temos que:

D(el,ez) = D(IQ) =1
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Portanto, substituindo tais escalares em 2.1, obtém-se a fungao:

D(A) = ar1a22 — a12a21 (2.2)

que, por construgao, é a unica fungao determinante sobre My (K).

A fim de atingirmos o objetivo desta secao vamos, convenientemente,

introduzir a seguinte notagao:

Definigcao 2.2.1. Seja A uma matriz de ordem n x n, sobre um corpo K,
n > 1. Denota-se por A(i|j), a submatriz de ordem (n—1) x (n— 1), obtida
de A, suprimindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz A. O
deteminante da matriz A(i|j) € denotado por D[A(i|j)].

Consideremos agora as fungoes: Fy : My(K) — K e Ey : My(K) — K,
definidas por:

2

E(A) =) (=1)"anDIA(i[1)]

i=1
2

Ey(A) =) (=1)"a;nDIA(i[2)]

i=1

Valendo-se da definigao 2.2.1, temos:
El(A) = a11022 — A21012
E5(A) = —a12a91 + agzan;
Donde segue que: D(A) = E1(A) = Ey(A) = ar1a92 — agia42, logo Fi(A)

e Fy(A) sao outras formas de se definir a tnica fun¢do determinante sobre

matrizes de ordem 2 x 2, sobre K.

Diremos que E; (resp(E2)) € a fungao determinante desenvolvida através

da primeira coluna (resp: segunda coluna).
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Exemplo 2.2.3. Construcao da fun¢ao determinante sobre o espaco vetorial

My(K).

Seja A € M3(K), uma matriz de ordem 3 x 3, entdo:

D(A) = D(ay, as, as)

= D(aj1e1 + a12€2 + aizes, aze1 + agzes + agses, asieq + azaes + asses)

Como D € trilinear, podemos escrever:

D(A) = D(al, as, 0,3) =
= D(ai1e1 + a12e2 + aizes, age1 + agges + asses, ager + asoes + asses)
= a1 D(eq, age1 + axes + asses, agier + asges + agses)+
+ a12D(eq, azer + ages + asses, azier + agaes + asses)+
+ a13D(e3, azie1 + azaes + agzes, azier + asaes + aszes) =
= ananD(er, €1, az1€1 + aszes + asses)+
+ ar1aD(e1, €2, azier + asees + aszes)+
+ ar1a23D(eq, €3, azie1 + agzes + asses)+
+ a12D(e2, azie1 + ages + asses, azer + agaes + asses)+
+ a13D(e3, azier + agaes + agzes, azier + agaes + asges) =
= anaaD(e1, €1, azse1 + azzes + agses)+
+ a11a22D(eq, €2, azier + agaes + asses)+
+ ar1a23D(eq, e3, azier + agaes + asses)+
+ a12a91(D(e2, €1, azier + asges + asges)+
+ a12a22(D(e2, €2, agie1 + asges + agses)+
+ a12a23(D(e2, €3, agie1 + asges + agses)+

+ a13D(es, ag1e1 + agaea + aszes, azie + agzes + assez) =
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= aax D(ey, e, agie1 + aszes + asses
+anaxD(e, ez, asie; + azzes + asses
+ ar1agsD(eq, e3, azie1 + agzes + asses

+ aipag D(eg, €1, asie; + agzes + asses

)+
( )+
( )+
( )+
+ a12a90D (€2, €9, azie1 + agses + aszes)+
+ aroa93D (e, €3, agie1 + agaes + agzes)+

+ a13a21D(6 €1,a31€1 + a3o€2 + a33€3)+

+ (113(122D<€ €9, a31€1 + 3269 + a33€3)+

+ ai3a3D(es3, €3, azie1 + agzes + asges) =

= a11a21a31D(61, €1, 61) + a11a21a32D(€1, €1,€2) + a11a21033D(€17 €1, 63)
+ araxpazi D(er, ez, €1) + ar1a22a32D (e, €2, €2) + arnazazsD(er, ez, €3
+ airagzazi D(er, €3, €1) + ariagzaze D(ey, €3, €2) + arnazzazzD(ey, e3, €3
+ arpag1a31D(e2, €1, €1) + arpaziazpD(e2, €1, €2) + arpazazzD(es, €1, €3

_l’_
+
+
+
_.I_
_.I_
+ aizasiazi D(es, e1, e1) + aizasiase D(es, 1, €2) + arzanazzDes, e1, €3)+
+

+ a12a2a31 D (€2, €2, €1) + A12a22a32D (€2, €2, €2) + ar2a22a33D (€2, €2, €3
+ a13a2a31 D (€3, €2, €1) + a13a22a32D (€3, €2, €2) + aizaxnazzD(es, e, €3

( ) ( ( €3)
( ) ( ( €3)
( €1) ( ( €3)
( €1) ( ( e3)
+ arpagzaz D(ea, €3, €1) + a1aaz3aza D(e, €3, €2) + arpagzaszD(ey, e3, €3)
( €1) ( ( €3)
( €1) ( ( €3)
+ aizazzazi D(es, e3, €1) + aizagsaz D(es, 3, e2) + arzazsazsD(es, e3, e3)

Considerando que D € alternada, inicialmente, excluiremos todas as

parcelas nas quats D possui duas varidveis iguais, as quais sao nulas, logo:

D(A) = arnagaszsD(eq, 2, e3) + ar1a3aseD(eq, €3, €2) + aiaboragsD(ez, €1, e3)+

a12a23a31D(62, €3, 61) + 0113@21@321)(63, €1, 62) + &13&22(13117(63, €2, 61)
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Como, por hipdtese, D ¢é alternada e D(I3) = D(eq, eq,e3) = 1, temos:

D(ej,e3,e0) = 1

D(ey,e3,e9) = —D(eq,e9,e3) = —1

D(eg,eq,e3) = —D(eq,e9,e3) = —1

D(eg,e3,e1) = —D(eq, e1,e3) = D(eg,eg,e3) = 1

D(es,eq,e9) = —D(eq, e3,e2) = D(eg,eg,e3) = 1

D(es,e9,e1) = —D(eg,e3,e1) = D(eg,e1,e3) = —D(eq,e9,e3) = —1

E assim,

D(A) = Q11022033 — Q11023032 — Q12021033 + G12023031 + G13021G32 — G13022G31

Devido as propriedades de K, seque que:
D(A) = all(a22a33 - a23a32) - a21(012@33 - @13@32) + G31(G126623 - a13a22)

Assim, por construcao, D é a unica funcao determinante sobre matrizes

de ordem 3 x 3.

De forma analoga ao caso n = 2, consideremos as fungoes:

Eijg(K)%K, 7=1,23

Assim definidas:

ou seja,
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i=1
Temos:
El(A) = a11(a226l33 - 023&32) - a21(a12(133 - a13a32) + a31(a12a23 - a13<l22)
Ez(A) = —a12(a21a33 - G31523) + a22(al1a33 - a13b31) - a32(a21a13 - CL116L23)
E3(A) = 013(021%2 - CL316L22) - a23(a11a32 - a12a31) + a33(a11a22 - a12a21)

E imediato que D(A) = Ey(A) = Ey(A) = E3(A) e, portanto, By, B,
e F3 sao, na verdade, a mesma funcao determinante sobre matrizes de

ordem 3 X 3, sobre K, apenas representada sob formas diferentes.

Até esse momento, construimos a unica funcao determinante para o

espago vetorial M, (K), paran=1,n=2en =3.

Além disso, ressaltamos que a fun¢ao determinante sobre My (K') coincide

com as funcoes F;, j = 1,2 assim definidas:
2
Ej(A) =Y (=1)"7a;; DIA(i})]
i=1
para j =1ej=2.

O mesmo ocorrendo para a fungao determinante sobre o espaco vetorial
M;(K), de modo que:
3
D(A) = E;(A) =Y (=1)""a;; D[A(i;)]

i=1

paraj=1,7=2ej=3.
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Embora extremamente trabalhoso, a execucao dos procedimentos acima,
para matrizes A, de ordem n x n, n > 4, sugere que a fungao determinante

D(A) pode ser expressa, de forma recorrente, pela férmula abaixo:

n

D(A) = Ej(A) = ) (~1)"a; D[A(il})]

i=1
paral <7 <n.

Cabe aqui uma observagao referente a notagao. Convenientemente uti-
lizamos a notacao acima afim de tornar o texto menos sobrecarregado,

entretanto, rigorosamente, a notagao formal de nossa conjectura é:

n

Dy(A) = Ej(A) =Y (=1)"a;Dy_1[A(i]5)]

i=1
para 1 <5 < n.
A rigor, D,, é a notacao para a funcao determinante sobre o espaco vetorial

M, (K), enquanto que D,,_; é a notagao para a fungao determinante sobre o

espago vetorial M, _1(K).

O teorema a seguir encerra a secao, estabelecendo a existéncia da funcao

determinante sobre o espago vetorial M, (K).

Teorema 2.2.1 (Existéncia da fungao determinante). Seja K um corpo e

n um numero natural, n > 1. Existe a fungao determinante sobre o espaco
vetorial M, (K).

Demonstracao por inducao sobre n.

O Exemplo 2.2.1 estabelece a existéncia e unicidade da funcao determi-

nante para n = 1.
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Os exemplos 2.2.2 e 2.2.3 estabelecem, respectivamente, a existéncia e
unicidade da fungao determinante para o caso n = 2,3 e ainda permitem-nos

ver que, para n = 2:

2

D(A) = E;(A) =) (~1)"7a; DIA(i])]

i=1
paraj=1ej=2.
e para n = 3:

D(A) = Ej(A) = Y (~1)"ayD[A(il))]

i=1
para 7 =1,2,3.

Suponhamos, por hipdtese, que exista a fun¢ao determinante D(A), sobre

o espago vetorial M, (K).

Provaremos a existéncia de uma funcao determinante sobre o espaco
vetorial M, 1(K).

Consideremos a funcao E; : M,1(K) - K, j =1,..,n+ 1, definida

por:
n+1

5(A) =Y (=)™ ay D[A(]))]

i=1

onde 1 <j<n+1

Como definido anteriormente, o termo D[A(i|7)] é o determinante da
submatriz A(i|j) de ordem n xn, extraido da matriz A , de ordem n+1xn-+1,
excluindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. Sua existéncia
¢ assegurada pela hipétese da indugdo, assim, a funcdo E;(B) esta bem

definida.

A seguir, vamos provar que a funcao E; satisfaz as propriedades da

definicao de funcao determinante.
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(a) Afirmamos que E;, para cada j fixo, é uma funcdo (n + 1)-linear sobre

o espaco das matrizes de ordem n + 1 X n+ 1. Para tanto, buscaremos

descrever E; como uma soma de funcoes (n + 1)-lineares.

Com efeito, seja a funcao: E;; : M,41(K) — K, definida por:

Eij(A) = aij. DA(i]7)]

Por hipétese da inducao, D é uma funcao determinante sobre o espaco
vetorial M, (K), logo, por definicdo, D é uma fungao n-linear sobre
tal espago. Além disso, D[A(i|j)] independe da i-ésima linha de A
[e também da j-ésima coluna de A]. Como a matriz A é de ordem
n+1xn+ 1, segue que D é funcao n-linear das linhas da matriz A,

exceto a i-ésima, que varia de 1 a n + 1.

A principio, isto acarreta que E;; é linear como fungao das linhas de A,

exceto a 7-ésima.

Entretanto, F;; é também linear como funcao da i-ésima linha, uma
vez que a contribuigao dessa linha se dé apenas pelo produto [linear]
de um 1nico elemento da mesma, ou seja, do fator a;;.

n+1
Como E; = Z E;;j segue-se que E; é uma fungao (n + 1)-linear.

i=1

Ej(Ipnin) =1

Seja I (1) a matriz identidade de ordem (n+1) x (n+1), com linhas e; =
(ei1, €ins €ty s €imrn)) € K e I,01)(i]7) a matriz identidade
de ordem n x n, na qual foram excluidas a i-ésima linha e a j-ésima

coluna.
Como e, =0, se k #1iee; =1, temos:
n+1

Ei(Ipneny) = Y (=) ey D[Iy1)(il5)] = € D[(Lns1(ili))] = D(I,) = 1

=1
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(c) E;(A) =0, sempre que duas linhas de A forem iguais. Isto é equivalente

a dizer que F; ¢ alternada.
De fato, sejam ay,as,- -+, am41) as linhas de A.
Consideremos a, e ag, duas linhas de A tais que r < s e a, = as.

Se i # r oui # s, a matriz A(i|j) tem duas linhas iguais, logo, pela
hipétese de indugao, D[A(i|j)] = 0.

Assim, os termos D[A(i]j)] do desenvolvimento de E;(A), que eventu-
almente possam ser nao nulos, sao aqueles para os quais i =7 e 1 = s,
isto é, os termos D[A(r|j)] e D[A(s|j)], visto que, nestes casos, e s6

nestes casos, a matriz A(7|j) pode nao ter linhas iguais.

Portanto,

Ej(A) = (=1)"ay; D[A(r]j)] + (=1)" ay D[A(s]5)]

Seja m = s — r, temos:

Ej(A) = (=1)"ay; DIA(r]j)] + (=1)™*"a,; DIA(s]5)] =
= (=1)"™ar; DIA(r[5)] + (=1)" (=1)"a,; D[A(s]5)]

Pela hipdtese de indugdo e pelo teorema 2.1.4, segue que D[A(i|j)]
¢ alternada, portanto D[A(r[j)] = (—1)""'D[A(s|j)], visto que as
matrizes A(r|j) e A(s|j) possuem as mesmas linhas, e uma ¢ obtida

da outra através de m — 1 trocas de posicao entre linhas adjacentes.

Assim,

E;(A)

(=1 an DIA(r]f)] + (1) (=)™ (=1)" a,; D[A(r]j)]
(=1)"ar; DIA(r[5)] + (=1)"(=1)*" " a,; D[A(r])]
(=1)"a,; D[A(r]5)] = (=1)"ar; D[A(r|j)] = 0

Portanto, £ é uma fungao determinante sobre o espaco vetorial M, (K).
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Como a existéncia de uma fungao determinante sobre o espago vetorial
M, (K), implica na existéncia de uma funcao determinante sobre o espago
vetorial M, 1(K), segue, pelo principio da Indugao Finita, que existe uma
fungdo determinante sobre o espaco vetorial M, (K), para qualquer nimero
natural n > 1. O

Além de provar a existéncia da funcao determinante sobre o espaco
vetorial M, (K), n > 1, o Teorema 2.2.1 fornece uma férmula para o cdlculo
de um determinante de matrizes A, de ordem n X n, em fungao de um
determinante de uma de suas submatrizes de ordem n — 1 X n — 1, sendo

n > 2, a saber:
n

Ej(A) = (=1)"a;; D[A(il})]

i=1

qualquer que seja 1 < j < n.

Dizemos que esta é a forma de se calcular um determinante de uma matriz

quadrada, por uma determinada coluna [fixada].

Na préxima segao, demonstraremos que Ey(A) = Ey(A) = --- = Ej(A),

em decorréncia da unicidade da fun¢ao determinante.

Além disso, mostraremos que o determinante de uma matriz quadrada
coincide com o determinante de sua transposta e, portanto, ao invés do
indice da soma ser o indice das linhas, poderemos fazer a soma através do
indice das colunas, o que nos permitira calcularmos o determinante por uma

determinada linha [fixada].

Observagao: O determinante de uma matriz A, de ordem n x n, também

pode ser denotado por:

@11 Ai2 -+ Qin
Q21 Qg2 --+ A2y
an1 Ap2 - Ann
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2.3 Unicidade da funcao determinante

Até o presente momento estudamos e refizemos a demonstracao da existéncia
de uma func¢ao determinante e, em principio, construimos n fungoes determi-
nantes sobre o espago vetorial M, (K), onde K é um corpo de escalares no
qual 1 +1 #0.

Agora objetivamos provar a unicidade dessa fungao e, para tanto, esco-
lhemos desenvolver o assunto a partir da definicao da funcao determinante e

a partir do fato de sabermos que ela existe.

Desse modo, vamos mostrar que existe apenas uma unica funcao D :
M,(K) — K definida sobre o K - espago vetorial das matrizes de ordem

n X n, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. A funcao D é n-linear, vista como funcao das linhas de uma matriz,

2. A funcao D é alternada,

3. D(I,) = 1.

Vamos indicar por ej, e, -+ , e, as linhas da matriz identidade I, cujo
conjunto delas constitui a base canonica do K - espacgo vetorial K™, onde K
é um corpo tal que 1+ 1 # 0. Desse modo, qualquer linha a; de uma matriz

A, de ordem n x n, vista como um vetor de K", pode ser escrito nesta base

da seguinte forma:

al—g a;;e;, 1<1<n
=1
Isto é,
n n n
D(A) - D(alaGJZa”' 7an) == D E a’lk:lek‘lv § a?k‘gek’za"' ) E a’nknekn
k1=1 ko=1 kn=1
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Em decorréncia do fato de D ser n-linear, temos:

1)(/4) - 2{: alklanQ-- -anknl?(ekl,ekQ,--- 7€kn) (2.3)

1<k k2, kn<n

A expressao acima corresponde a uma soma de exatamente n" parcelas.
Esse ntimero n™ corresponde a cardinalidade do conjunto {1,2,3,--- , n}",
onde a n-upla de indices (ki, ks, ks, -+ ,k,) deve percorrer. Entretanto,
aquelas [parcelas] nas quais k; = k;, para pelo menos dois indices i e j,
tais que 1 < i # j < n, serdo todas nulas, visto que D(ey,, €x,, -+ ,€x,) =0

sempre que ey, = eg;, decorréncia do fato de D ser alternada.

Desse modo, eliminando as parcelas evidentemente nulas, a funcao D
fica determinada pelas somas de parcelas nas quais k; # k;, isto é, pelas
n-uplas de indices da forma (kq, ko, -« - , k), sem repeticdo dos mesmos, mas
isto é o mesmo que dizer que a n-upla (ki, ko, - ,k,) é precisamente uma

permutacao dos n elementos do conjunto J, = {1,2,3,--- ,n}.

Portanto, cada n-upla (ki, ks, - - - , k,,) “significativa” que compde a fungao
D, corresponde exatamente a uma tunica permutacao o € S,, onde S, cor-
responde ao conjunto de todas as permutacoes dos elementos de J,,, ou seja:
(k1,kay -+ ky) = (0(1),0(2),--+ ,0(n)), para alguma permutacio o €
Sn

Portanto:

D(A) = > 4(100)200) o) D€y, € 1 €omy) (24

gESy
Esse somatorio lé-se: “somatorio quando o percorre o conjunto S,,” e é
composto por exatamente n! parcelas.

Desse modo, para concluirmos a unicidade da funcao determinante, pre-
cisamos mostrar que o “coeficiente” D(eq(1), €o(2), " * ; €o(n)) ¢ Univocamente

determinado.
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A esta altura, a prova da unicidade pode ser considerada simples caso
o leitor tenha certa familiaridade com permutacoes. Considerando que o
conhecimento sobre permutacoes no nivel do qual precisamos nao seja tao
comum, optamos por fazer uma descricao mais detalhada, apresentada no

apéndice A.

No referido apéndice, definimos a paridade e o sinal (sgn) de uma

permutacao e provamos que o mesmo esta bem definido.

Além disso, verificamos que o nimero de transposicoes necessdrias para
transformar a permutacao o na identidade, mediante a operacao de com-
posicao, tem a mesma paridade que o nimero de transposicoes usadas na

decomposicao de ¢ como um produto de transposigoes.

Estes elementos, juntamente com o fato de que a funcao D é n-linear e

alternada, permite-nos concluir que:

D(ea(l)y €x(2)y" " ea(n)) = Sgn(U)D(ela €2, " 7671)

Logo, a expressao em 2.4 pode ser reescrita da seguinte forma:

D(A) = Y a1,601)@0@) *** Unot) D(€o(1), €2y, s Co(m)

€Sy

- Z A(1o(1))H20(2) - a(mo(n))sgn(‘j)D(el’ €2,7"" s n)
O’GSn

= Z sgn(a)a(l,g(1))a(2,a(2)) T a(n,a(n))D([n)
€Sy

Como D(I,) = 1, obtemos:

D(A) =) sgn(0)a(1,001)a@0@)  ** Unem) (2.5)

O'ESTL

como sendo a unica fungao determinante sobre matrizes n X n, sobre um

corpo K.
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De agora em diante, com a garantia da unicidade, passaremos a denotar

a fun¢ao determinante D(A) por det(A).
Desse modo, temos:
det(A) = ) sgn(0)a(1o()0@o@)  Unomy = Ej(4)  (2.6)
ogESy,

onde,

H(A) = (1) aydet[A(i]5)] (2.7)
i=1
paral <7 <n.
Além disso, se D é uma funcao arbitraria, n-linear e alternada, sobre

matrizes n X n, sobre K, tem-se:

D(A) = det(A)D(I,) (2.8)

2.4 Propriedades adicionais da funcao deter-

minante

Nesta secao, vamos enunciar e demonstrar algumas propriedades adicionais

dos determinantes, as quais julgamos importantes em face de suas aplicagoes.

Definicao 2.4.1. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem n x n, sobre K
e a;; um elemento qualquer de A. O elemento (—1)"det[A(i|f)], pertencente

a K, é denominado cofator do elemento a;j e serd denotado por c;;.

De forma coerente com a definicao acima, a expressao em 2.7 ¢ deno-
minada “desenvolvimento do determinante de A pelos cofatores da j-ésima

coluna” e seréd expressa por:
det(A) = Z @;;Cij (29)
i=1
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Definigao 2.4.2. Seja K um corpo e A uma matriz de ordem n xn, sobre K.

Chama-se matriz dos cofatores de A e denota-se (cof A), a matriz a sequir:

Ci1 Ci2 -+ Cin

Co1 C2 --° Cop
(cof A) =

Cn1 Cn2 - Cpp

onde c¢;; sao os cofatores dos respectivos elementos a;;, de A.

Teorema 2.4.1. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem n X n, sobre K

e At a matriz transposta de A. tem-se:
det(A") = det(A)

Demonstracao.

Pela definicao de matriz transposta, segue que:
Se A" = B entao bj; = a;;.

Assim,

det(A") = det(B) = sgn(0)ba o1)b2.o(2) - - binotn))

gESy,

= 59n(0)a(e (1)) Ao(2).2) * -~ Uo(n) )
(J’GSn

= Y 59007 a0 1) Ao -12) Ano-i(m)

o—les,

= det(A)

Justificando: de acordo com o lema A.11, segue que sgn(c) = sgn(c™!),
além disso, para cada 1 < ¢ < n, existe um tnico 1 < 7 < n tal que

(0(i),1)) = (4,071(j)), consequentemente, Ao (i) i) = Q(jo—1(j))- 0
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O Teorema 2.4.1 garante que as propriedades e resultados da fungao
determinante deduzidos a partir das linhas de uma matriz quadrada, sao

validos também relacionados as colunas.

Teorema 2.4.2. Seja K um corpo e A uma matriz triangular, [superior

ou inferior], de ordem n x n, sobre K, entio det(A) = Haii , isto ¢,
i=1

o determinante de A corresponde ao produto dos elementos da diagonal

principal.

Demonstracao.

Seja A uma matriz triangular inferior:

ail 0 0 ce 0
21 Q929 0 s 0
A= | azn axp ag -+ 0
Qp1 Ap2 Qp3 -+ Qpp
Calculando o determinante, através da expressao 2.7, na qual j = 1,

tem-se:

n

det(A) = Z(—l)iHaﬂD[A(i’l)]

i=1
929 0
a3z Q33
= a1
Ap2 Ap3 - Qnp
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Novamente, valendo-se da mesma formula, tal que j = 1:

ass 0 s 0
43 Q44

det(A) = 11029
Ap3 Apg4 *°° Anp

Repetindo-se o procedimento, n vezes, segue o resultado:

det(A) = ajyasnass - - any,

Agora, seja: i )

b1 bz big -+ bip

0 b22 b23 s bgn

B = 0 0 bsg -+ b3,

0 0 0 bnn

Tem-se:
det(B) = det(B") = by1byabss - - - by,

Pelo que acabamos de mostrar. ]

Teorema 2.4.3. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem nxn, sobre K. Se

A possuir, ou duas linhas iguais, ou duas colunas iguais, entao det(A) = 0.

Demonstracao.
Consequeéncia imediata da definicao de funcao determinante e do fato que
det(A) = det(A").

m
Teorema 2.4.4. [Teorema de Jacobi] Seja K um corpo, A e B matrizes de
ordem n X n, sobre K. Se B ¢ obtida de A, somando-se a uma linha qualquer

da matriz A, uma combinacao linear das demais linhas de A, entao:
det(A) = det(B)
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Demonstracao.
Sejam ai,as, - ,a, as linhas de A. Seja 1 < ¢ < n um indice fixado e

G eEK, 1<j<n, j#i.

Por hipétese, as linhas da matriz B sao:

1,09, ,0i—1,C101 + -+ C_10;-1 + Qi + Cip1G541 + -+ - + Cplp, Qig1, -+, Ay

Desse modo,

det(B) = det(ay, az, -+ ,ai—1,c101 + -+ + Ci_1G;1+

+ @i+ Cip 1G4+ Cpln, i, Gy)

Como det é uma funcao n-linear, tem-se:

det<B) = Cldet(ah A2, 5 Aj—1, 01, 41, " 7an)+

+ codet(ay, ag, -+ ,ai—1, A2, Qiy1, -, Qn)+

+ ciadet(ar, ag, -+ Qi—1, Qi1 Qig1, -+, Qp)F
+det(ay,as, - , a1, 0, Qig1, -+, Qp)+

+ ciprdet(ar, ag, - -+, Gi—1, i1, Qig1, -+, Qy)+
+ Cndet(ah A2, 5 A1, Qpn, Aj41, " " ,an)

Uma vez que a funcao determinante é alternada, n — 1 dessas parcelas sao
nulas, visto que nelas ha linhas repetidas, logo, excluindo-se essas parcelas,

segue que:

det(B) = det(ay,ag, -+ ,Q;_1,0;, g1, ) = det(A)
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Além disso, pelo Teorema 2.4.1, segue que o determinante de uma matriz
quadrada A nao se altera, quando é somada a uma coluna qualquer de A,

uma combinacao linear das demais colunas de A.

No proximo teorema destacamos o fato de que o determinante de uma
matriz quadrada pode, eventualmente, ser calculado por determinantes de

“blocos”. Vejamos:

Teorema 2.4.5. Seja a matriz M, de ordem r + s X r + s, tal que:

A B
0 C

onde A € uma matrizr X r, C é uma matriz s X s, B € uma matrizr X s e
0 ¢ a matriz nula s X r, todas sobre um corpo K.

Nessas condicoes, tem-se:
det(M) = det(A)det(C)

Demonstracao.

Seja a matriz:

air aip - ay b birva 0 birys

azt Gge - g bori bary2 o0 borgs

M = A B o Ar1 Gpg - Qpp brr+1 brr+2 e brr+s
0 C 0 0 U 0 Crylr+1 Crylr4+2 " Crilrds
0 0 e 0 Cry2r41 Cry2r+2 " Criopds
0 0 e 0 Crosr+1 Crysr+2 " Crisrts

A fim de facilitar a visualizacao, identificaremos os “blocos” por meio de

linhas inseridas na matriz M, conforme segue:
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a1 Q2 - A1y blr—i—l bl?“-i-? e b17°+5
(21 Q22 -+ Q2 bart1 barpa oo Darys
ar1  Gpg - Qpp brrs1 brriz oo by
M =
O 0 e 0 Cr41r+1  Cr41r+2 "¢ Cr4lr+s
O 0 --- 0 Cr42r4+1 Cr42r42 **°  Cri2r4s
i 00 --- 0 Crosr+1 Cr4sr4+2 " Crisr4s |

Agora, seja a fungao D, tal que:

A B

D(A, B,C) = det
C

(2.10)

Fixando as matrizes A e B em 2.10, vamos conservar a notagao, porém

vamos considerar D como func¢ao da matriz C. Temos:

D<C) = det(ar+17 Ay, 7aT+S>

Atencao especial deve ser dada ao significado da notacao acima: O
segundo membro é a funcao determinante em 2.10. As primeiras r linhas
estao fixadas e a1, Qio, -+, Qus S0 as linhas de M, as quais dependem

Unica e exclusivamente da matriz C.

E evidente, a partir da definicao da funcao determinante, que D é s-linear e

alternada como funcao das linhas de C.

Nessas condigoes, conforme 2.8, segue que:

D(C) = det(C)D(I)
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E como as matrizes A e B estao fixas:
D(A, B,C) =det(C)D(A, B, I)

onde I é a matriz identidade s X s.

Além disso, subtraindo-se das linhas de B, combinacées lineares das linhas

de I, escolhidas de forma conveniente, obtém-se, pelo Teorema 2.4.4:
D(A,B,I)=D(A,0,1),

Por outro lado, como as matrizes 0 e I sao constantes, repetindo-se procedi-
mentos andlogos, segue-se que D(A,0, ) é r-linear e alternada como fungao

das linhas de A, visto que, por definicao:
A0

D(A,0,1) = det
0 I

Logo:
D(A,0,1I) =det(A)D(1,0,1)
Contudo,

I 0
D(1,0,1) = det
0 I

que, por definicao, corresponde ao determinante da matriz identidade de

ordem r + s X r + s, cujo valor é 1.

Portanto:

D(A, B,C) = det(C)D
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Corolario 2.4.6. Seja a matriz M’, de ordem r + s X r + s, tal que:

A 0
B C

!

onde A € uma matriz r X r, C € uma matriz s X s, 0 € uma matrizr X s e
B € a matriz nula s X r, todas sobre um corpo K.

Nessas condicoes, tem-se:
det(M'") = det(A)det(C)
Demonstracao.

At Bt

det(M') = det(M'") = o

= det(A")det(C") = det(A).det(C)

Por exemplo, seja a matriz M a seguir:

13223
2125 1
M=|1124 2
000 3 2
000 5 1]

Conforme as notagoes acima, identifiquemos as matrizes A e C, em M.

Temos:

13223
12|51
M=1]112|42
00/ 3 2
000|511 ]
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Pelo Teorema 2.4.5, temos que:

3 2

det(M) = .

— (—4)- (—7) = 28

—_ N =
— = W
N N DN

Teorema 2.4.7. Sejam K um corpo, A uma matriz de ordem
Ji+jo+- 4 Jn X1+ Jo+ -+ jn constituida de submatrizes A;, 1 <i <mn,

de ordem j; X j;, de elementos de K, expressa da sequinte forma:

(A, 0 0 - 0]
0 A, 0 -~ 0
A= 0 0 A --- 0
0 0 0 --- A,

onde cada 0 representa uma matriz [eventualmente retangular] nula.

Nessas condigoes, tem-se:
det(A) = det(Ay)det(Asg) - - - det(A,)

Demonstracao.

Seja a funcao D, tal que:

A 0 0 0
0 Ay O 0
D(Al,AQ,"' 7An):d6t 0 0 A5 0
0O 0 0 A,
Fixando-se as matrizes As, Az, -+, A,, segue que D é j;-linear e alternada

como funcao das linhas de A;, visto que det é ji-linear e alternada como

funcao das linhas de A.
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Nessas condigoes, por 2.8, tem-se:

D(Al,AQ, s ,An) = d@t(Al)D<Ij1,A2, s ,An)

onde [; ¢ a matriz identidade de ordem j; x j;.

Entretanto,

D(Ijl,AQ,"‘ ,An) = det 0 0 A3

o 0 o --- A,

E, fixando agora as matrizes As,---,A,, segue que D é js-linear e

alternada como funcao das linhas de A,, visto que det € jo-linear e alternada

como funcao das linhas de A.

Novamente, por 2.8, tem-se:

D([jl,AQ, s 7An) = det(AQ)D([jl,[jQ, s 7An>

Procedendo de forma andloga para todas as matrizes A;, obtém-se:

D(Al, AQ, s 7An) = det(Al)th(Ag) ce det(An)D<]J1, ]jzv s 7Ijn)

Mas, por definicao,

L, 0 0 0
0 I, 0 0

D([jl,[jz,"' ,[Jn):det 0 0 ‘[.73 0 =1
0 0 0 I,
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Portanto,
det(A) = det(Ay)det(Asg) - - - det(A,)

Por exemplo, seja a matriz A:

I

I
O O O O O NN o=
O O O O O = N
S O Ut NN W O O
o O~ = B~ O O
O O = W ot O O
N = O O O O O
N = O O O O O

Identificando as matrizes A;, i € {1,2,3}, temos:

(1 2] 000/ 0 0]

21 0 00 00

00 3 4 5 00

A=10 0 21 3 00

00 5 1 1 00

00 0 00 4 1

| 00 0 00O 2 2|
1 2 3405 4 1

De modo que: A; = yAs=12 1 3 | eAs=

q 1 9 1 2 L 3 22]

Assim, pelo Teorema 2.4.7, temos que:

det(A) = det(Ay) - det(As) - det(As)
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Isto é,

1 2
21

4 1
2 2

det(A) = : : = (=3)-31-6=—558

ot NN W

— =
—= W Ot

Teorema 2.4.8 (Teorema de Binet). Seja K um corpo e A e B matrizes de

ordem n X n, sobre K, tem-se:
det(AB) = det(A)det(B)

Demonstracao.

Sejam as matrizes:

a1; apz -+ Aip bii bz -+ bip
Q21 Qg2 -+ A2p bai by -+ by,
A= . o LB= . . .| e
An1 Ap2 - Ann bnl bn2 e bnn
11 C2 - Cip
Ca1 Cp2 -+ Cap
AB=C =
Cn1 Cp2 - Cnn

Considerando a matriz D, tal que:

-(111 ayy - ay, O o .- 0 1
a1 G2 -+ Az, O 0o - 0
D— Qp1 QAp2 - App 0 0 e 0
-1 0 - 0 by by -+ by
o -1 -- 0 by by -+ by
0 0 e -1 bnl bn2 T bnn
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As matrizes A e B estao dispostas convenientemente na matriz D,

conforme identificado abaixo:

ay; Qa2 Ain
az; Q22 Q2p,
an1 QAp2 Ann 0 O
D =
—1 bi1 b2 bin
0 -1 b21 b2z ban
| 0 -1 bnl bn2 bnn i

Assim, pelo Teorema 2.4.5, segue que det(D) = det(A)det(B).

Agora, somando-se & coluna de ordem (n+1) da matriz D, as n primeiras

colunas, multiplicadas respectivamente por by1, ba1, - - - , b,1; somando-se tam-

bém & coluna de ordem (n + 2), as n primeiras colunas, agora multiplicadas

respectivamente por bio, bog, - - -

n + n, obtém-se:

a11

21

Q12

Q22

A1n

Q2n

—1

C11

C21

C12

C22

Cin

Con

,bpo; e assim sucessivamente até a coluna

Contudo, o Teorema 2.4.4 garante que det(D) = det(D'), logo det(D') =

det(A)det(B).

Vamos calcular det(D’), aplicando, iterativamente, a férmula do determi-

nante de uma matriz, desenvolvido por determinada linha, isto é:
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det(D') =

2n

det(D') =Y "(=1)"dj;det[D'(i|)]

Parai=2n,i=2n—1,---,i=2n — (n — 1), respectivamente, tem-se:
[(=1)- (=1 [(=1) (=)= D+ =D (1) (=)D det (C)
= () ()P 1) (1) et (O)
= () (1) 1 (1) e (C)
( 1) (3’ﬂ+1+’ﬂ+3)" et(C)
= (~1)F " det(C)
= (—=1)>* D det(C)

Como 2n(n + 1) é um nimero par, segue que:

det(D") = det(C)

Portanto,

det(A)det(B) = det(C) = det(AB)

Por exemplo, dada a matriz:

5 6 3

C=1|37 19 13

27 12 13
100 5 6 3
Temosque C=A-B,paraA=|2 1 3 |eB=|3 1 4
1 2 2 8 21

Portanto, pelo Teorema de Binet, temos:

70



det(C) = det(A - B) = = (—4)-133 = —532

_ N
o = O
N W O
o W Ot
O = O
= = W

Teorema 2.4.9. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem n x n, sobre K
ek e K. Tem-se:
det(k - A) = k" - det(A)

Demonstracao.
Este resultado é consequéncia da n-linearidade da fungao determinante, de

modo que, se ay,as, - ,a, sao as linhas de A, tem-se:

det(k - A) =det(kay, kas, - - - , kay,)
=k" - det(ay,as,--- ,ay,)

=" - det(A)

Como exemplo, seja a matriz:

2 4 10
A=13 6 3
2 2 0
Temos que:
A=2.-C
1 5
para C' = | 2 3
1 0
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Assim,

det(A) = det(2-C) = 2% =8-(—6)=—48

L S
O vlw Ot

2.5 Calculo de determinantes

O célculo do determinante de matrizes é um processo muito trabalhoso, se
executado manualmente. E essa dificuldade aumenta, na medida em que se

eleva a ordem das matrizes das quais se deseja calcular o determinante.

Nesta secao, apresentaremos uma regra para o calculo do determinantes
de matrizes de ordem 3 x 3, chamada Regra de Sarrus, bem como enuncia-
remos o Teorema de Laplace, que possibilita o cdlculo do determinante para

matrizes de ordem n X n, n > 2.

Além disso, descreveremos a Regra de Chié e o Método de Houel. Ambos
sao procedimentos que, aplicados iteradamente, possibilitam o célculo de
determinantes para matrizes quadradas de ordem n X n, n > 2, baseado no

Teorema de Laplace e nas propriedades descritas nas se¢oes anteriores.

Por fim, apresentaremos dois aplicativos de acesso gratuito, entre muitos
disponiveis na internet, que possibilitam o calculo de determinantes, inclusive

de ordens mais elevadas, em segundos.

Regra 2.5.1 (Regra de Sarrus). Seja K um corpo e A uma matriz de ordem

3 x 3, sobre K. Temos:

ail aiz Aais

A= Q21 Q22 Q23

az1 azz 33
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A regra de Sarrus para o cdlculo do determinante da matriz A compoe-se

dos sequintes procedimentos:

1. Reescreve-se a matriz A e a sua direita repetem-se a primeira e a

sequnda coluna de A, obtendo-se:

11 Q12 Aaiz apx a2
Q21 Q22 G23 A21 (22

az1 ag2 Aaz3 az1 a32
Nesta configuracao, realiza-se as sequintes operagoes:

2. Multiplica-se os elementos da diagonal principal de A e os elementos
das duas “diagonais” paralelas a ela, localizadas a sua direita, uma a

uma, separadamente, a saber, (aj1as0ass), (a12a93a31) € (a13a21a32);

3. Multiplica-se os elementos da diagonal secunddria de A e os elemen-
tos das duas “diagonais” paralelas a ela, localizadas a sua direita,
também uma a uma, separadamente, isto €, (ajsasiass), (a11a93a32)

€ (a13a226131);

4. Soma-se os resultados das multiplicagoes em (2), com os elementos

simétricos dos resultados das multiplicagoes em (3).

5. O resultado da soma corresponde ao determinante da matriz A.

Ou seja,
det(A) = (a11a22a33)+(a12a23a31)+(a13a21a32)—(a12a21a33)—(a11a23a32)—(a13a22a31)

A seguir, apresentamos um dispositivo pratico para representar as opera-

¢oes acima:

ai a2 @13 a1 a12

21 22 23 21 22

\
N
\
\2/ \
3y N
\2/ \
N N

a3 as2 a33 a3 a32
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Nesta representagao, cada produto de elementos indicados por setas continuas

[resp. intermitentes] devem ser somados [resp. subtraidos].

A regra de Sarrus, essencialmente, estabelece uma configuragao conve-
niente para os elementos da matriz A, de modo que se obtenha, de forma
pratica e intuitiva, todas as permutacoes o € S(3). Em outras palavras,
a regra de Sarrus nos fornece um método pratico para a determinacao das

parcelas do somatorio:

det(A) = ) a1.00)0202)0606) 4t En), €ow), €os))
oeS(3)

O sinal de cada permutacao é contemplado na regra. Para vermos isto,
consideremos as permutacoes obtidas da diagonal principal de A e das suas
paralelas como sendo o(1) = (1), 0(2) = (1,2,3) e 0(3) = (1,3,2) e as
permutacoes obtidas da diagonal secundaria de A e das suas paralelas como

sendo o(4) = (1,2), o(5) = (2,3) e 0(6) = (1, 3).

Notemos que o(1), 0(2) e 0(3) sdo permutagoes pares, ja que o(1) é a
identidade e as demais se decompoem em duas transposicoes, entretanto,
o(4), o(5) e 0(6), sdo permutagdes fmpares, pois sao transposi¢oes, portanto
seus sinais sao iguais a (—1), o que justifica a substituigdo dos resultados das

multiplicagoes, nestas permutacoes, pelos seus respectivos simétricos.

Como exemplo, calcularemos o determinante da matriz:

Tt DN >
w O W

Neste caso, temos:

1 4 3 1 4
NOXX T

702 6 7 2
SN\

2 5 3 2 5
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Isto é,

det(A) =6+ 48 + 105 — 12 — 30 — 84 = 33

Obs. A Regra de Sarrus também pode ser executada, reescrevendo-se a
matriz A e a sua esquerda, inserindo-se a segunda e a terceira colunas de
A, nesta ordem. Neste caso, devem ser consideradas as “diagonais” paralelas

posicionadas a esquerda das diagonais principal e secundéria.

O Teorema de Laplace, enunciado a seguir, é consequéncia imediata da

unicidade da fungao determinante e dos Teoremas 2.2.1 e 2.4.1.

Teorema 2.5.2 (Teorema de Laplace). Seja K um corpo e A uma matriz de
ordem n X n, sobre K. O determinante de A coincide com a soma de todos os
produtos dos elementos de cada linha (ou coluna) pelo seu respectivo cofator.
Mais precisamente, para cada 1 < 1 < n firado ou para cada 1 < j < n

fizxado, temos:

det(A) = Li(A) = 3 ai(=1)" DIAIK)] = 3 aucar

n n

det(A) = Cj(A) =Y ar (=" D[AK|f)] =D arjer;

k=1 k=1

Regra 2.5.3 (Regra de Chid). Vamos descrever um processo iterativo para
a obtencao do determinante de uma matriz A, de ordem n X n. O que
denominamos de Regra de Chio é simplesmente um passo desse processo,
o qual, uma vez compreendido nos permitird prossequir até encontrarmos o

determinante da matriz A.

Esse passo se descreve da sequinte forma:

1. Se a matriz A for nula, nada hd o que fazer, seu determinante € zero,

por motivos 0bvios.
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2. Se a matriz A conter algum elemento nao nulo, igual a 1, isto é, algum
a,s = 1, a ideia € determinar uma matriz B, a partir da matriz A, via o
Teorema de Jacobi, tal que todos os elementos da linha r ou da coluna
s sejam nulos, com excessio do elemento a,s = 1. Assim, det(A) =
(—=1)"*s.det[B(r|s)], onde B(r|s) é a matriz de ordem n —1 xn — 1
obtida de B suprimindo-se a r-ésima linha e a s-ésima coluna de B.

Portanto det(A) = +det[B(r|s)], dependendo se r + s € par ou impar.

3. Se a matriz A for nao nula, isto €, se existir algum a,; # 0, entao,
A = a,,.C e, neste caso, a matriz C', de ordem n X n, possui o
elemento ¢, = 1. Assim, pelo teorema 2.4.9, det(A) = al,.det(C).
Neste situacao, repete-se o que foi feito no item anterior e obtém-se,
det(A) = al,.(—=1)"**.det[C(r|s)].

Afim de elucidar a regra de Chié, consideremos K um corpo e A uma

matriz de ordem n x n, sobre K, de modo que:

aix Aaiz - Qip

21 Q22 -+ dap
det(A) =

ap1 Ap2 - Ann

Faremos a descricao de um “passo”, que caracteriza a regra de Chio,
rebaixando a ordem de A em apenas uma unidade e supondo, ainda, que

exista um elemento a;; de A, tal que a;; = 1.

Neste caso,
@11 a2 -+ Ay ottt Qlp
Q21 Q22 - QAg; --- Q2p
det(A) =
ap  ag L ag,
Gp1  Qp2 Qpj Apn

76



Valendo-nos agora do Teorema 2.4.4, realizaremos as seguintes operagoes

sobre as colunas de A, sem alterar o valor do determinante:

1. Fixa-se a j-ésima coluna de A,

2. Adiciona-se a coluna 1, a j-ésima coluna multiplicada por —a;,
3. Adiciona-se a coluna 2, a j-ésima coluna multiplicada por —a;s,
4. Adiciona-se a coluna 3, a j-ésima coluna multiplicada por —a;s,

5. Executa-se o mesmo procedimento, sucessivamente, a todas as colunas

de A, exceto a coluna j.

Obtém-se, assim o determinante:

11 — Q31 - Q15 A12 — Qg2 A1 - Q1 0 Qip — Qip t A1
Q21 — Q41 - A2j Qg2 — Qig Qg5 -+ Qg5 -+ Q2p — Qip * A2j
det(A) =
ai —ap -1 aig—ap-1 - 1y — a1
Qp1 — Q4 - anj Qp2 — Q432 - anj T a'nj o OQpp T Qi anj
11 — Q31 - Q15 A12 — Qg2 A1 v Q1 Qip T Qip t Q15
Q21 — Q41 - Q25 Qg2 — Qj2 - Qg5 -+ Agj -+ Q2p — Qip * A2j
0 0 1 0
Anl — Q41 * Apj  Gp2 — Q2 *Apj **+ Apj * Qup = Qip * Gnj

Agora basta aplicar a Regra de Laplace, desenvolvendo o determinante

pelos cofatores da i-ésima linha, obtendo-se:
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det(A) =
a1l — Q41

A21 — Q41

A(;—1)1 — Q41

Ai+1)1 — i1

Ap1 — Q41

" A(i-1)5

CA(41)5

anj

a1(j-1)

a2(j-1)

a@i-1)(j-1)

Ai+1)(5-1)

Qn(j-1)

a1+ Ain = Qin - A1

Q23j+1) " Q2n — Qin * Agj
AG-1)(j+1) *°° G@—1)n — Qin " A(i-1);
AG+1)(G+1) " O@+)n — Qin * Qi+1)j

An(5+1) e Qpp — Qip - Apj

Assim, det(A) passa a ser calculado sobre uma matriz de ordem n — 1 x

n— 1.

A titulo de exemplo, vamos calcular o determinante da matriz A, a seguir,

via a Regra de Chié:

=N e W

N W o~ N
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Consideraremos o elemento unitario aqy e fixaremos a coluna 2. Assim:

(3—2-4) 2 (7-2-3) (2—-2-2)
det(A) = (4-1-4 1 3-1-3) (2—-1-2)
(2-3-4) 3 (0-3-3) (6—3-2)
(4—2-4) 2 (3—-2-3) (1-2-2)
5 2 1 -2
o 1 0 0
=10 3 -9 0
4 2 -3 -3

-5 1 =2
det(A) =12 .1 _10 —9 0 |=1-det(B)
—4 -3 -3
onde,
-5 1 =2
B=|-10 =9 0
—4 -3 -3
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Executando a regra de Chid, agora sobre a matriz B, consideraremos o

elemento unitario by, e fixaremos a coluna 2:

(=54+1-5) 1 (-2+1-2)
det(B)=1| (-10—9-5) —9 (0—9-2)
(~4—3-5) -3 (-=3-3-2)

0 1 0
=| -5 -9 -—18
-19 -3 -9

O que, por Laplace, corresponde a:

—55 —18
det(B) = (—1)0+2 . = —1-det(C) (2.12)
-19 -9
Onde,
— -1
O 55 8
-19 -9
Por outro lado,
55 9
C= (=97 199
9
Assim,
det(C) = 81 - det(D) (2.13)
para
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Aplicando mais uma vez a regra de Chié, agora sobre a matriz D,

fixaremos a coluna 2 e consideraremos o elemento unitario dsy. Temos:

55 _ 9. Q) 2
det(D) = (199 199
(v —1-9) 1
17
_| v 2
0 1
Enfim, aplicando Laplace, temos:
17 17
det(D) = (—1)+2. ’3 =3 (2.14)

Substituindo-se a expressdo 2.14 [resp. 2.13, 2.12] em 2.13 [resp. 2.12,
2.11], segue que:

det(A) =1 (—1) - 81 - %7 — 153

Regra 2.5.4 (Método de Houel). O método de Houel também é um procedi-
mento iterativo para o calculo de determinantes de matrizes de ordem n X n,
n > 2, estabelecido em n — 1 etapas, rebaizando a ordem da matriz em uma
unidade em cada etapa. Tal método pode ser aplicado a matrizes nao nulas,

ou seja, matrizes que possuam um elemento a;; # 0.

Descreveremos apenas uma etapa do método, visto que as demais etapas

sao andlogas.
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Para isso, sejam K um corpo, A uma matriz de ordem n X n, sobre K e

suponhamos que o elemento a;; de A é nao nulo:

@11 Q12 - Ay o Qip

Q21 Q22 -+ Qg5 -+ Q2p
A=

aix Qi ccc Qi Qip

Apl Qp2 - Qpg **+ App

Vamos fizar a coluna j e, para todo s, 1 < s <n, s # j, multiplicaremos

. a; . . ~
a coluna j por ——= e somaremos a coluna s. [Tal procedimento nao altera
]
o valor do determinante, pelos teoremas 2.4.1 e 2.4.4.] Assim,

a;1 a;2 QAin
a _a..L a — Q1+ == a1 oo a — Q1+
11 1j aij 12 1 aij 1j In 1j aij
_ o, Qi —_ oL Qa2 .. —_ .. Qin
A1 — G2 ai; Q29 — Q2j aiy A2 Qon — Q2j ai;
det(A) =
s - Al o — (s B2 L P ... Yin
41 Qi aij A2 Aij aij Qi Qip, Qg5 aij
a;1 a;2 a;
Ap1 — Qpj - f.j Apg — Qnpj - ﬁ']’ Qpj +°  Qpp — Qpj ai.?
ai1 ai2 Qin
a J—— a PR — a —_— CL 2. = a . .« .. a —_— a R R A
11 1j aij 12 1 aij 15 in 15 aij
a1 a2 a;
azl—azj'jj a22—a2j'jj Qagj - a2n_a2j'$
det(A) =
0 0 Qi 0
a1 a2 a;
Qp1 — Qpj - aLij Apg — Qnpj ° ﬁ'j G QAnp Qg (IZ'L
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det(A) =

a1 - G5 — A15 - Q41 a12 - Q5 — Q15 - A2 - ayj - A5 A1n * G5 — A1j5 * Qin
a21 * G5 — A25 * Q41 a22 * Q5 — @2j5 ~ A2 - agj - Agj A2n * G5 — A25 * Qi
1 : : : :
aln ™
3 0 O e aij o O
anl * G5 — Anj - Gi1 Gp2 * G5 — Apj - G2 - Qpj - Q5 = Qpn * Qi — Anj * Qin

Aplicando-se o Teorema de Laplace, obtemos:

det(A) =
air - Qi — A5 - G T A1(j—1) * Gij — Q15 * Ai(j—1)
A21 - Qg5 — Q25 " Qi1 T A2(j—1) * Gij — Azj5 * Qi(j—1)
(—1)0+)

(n—2) T A1t Qi T Ai=1) 0 Qi e Agi=1)(-1) © Qg T A(i-1)) ¢ Qi(j-1)

i

! AGi+1)1 " Aig — Ai41)7 " it~ Ai41)(—1) * Qij — A@i+1)5 * i(j-1)
Qnl * Qij — Anj * Q41 T An(j—1) * Gij — Qnj * Ai(j-1)
A1(j+1) * Qij — Q15 * Qi(j+1) o A1n - Qg5 — Q15 * Qin
A2(j+1) * Aig — Q25 * Ai(j+1) T Q2n * Q45 — QA2j * Ain

AG—1)(+1) * Qig — A@i—1)5 * QiGG+1) ~°° A@l-1)n * Gij — A—1)5 * Qin

AG4+1)(j+1) * Gij — Q@+1)5 - Gi(g+1)  ~°° A@+D)n Qi — A(i+1)j * Qin

Qn(j+1) * Qij — Qnj * Gi(j+1) T Qpp * Qij — Qpj * Qi
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Assim,

det(A) =
(—1)+D)
(n=2) '
aij

ail  aij ai(j—1) O1j a1(j+1) 015 ain
a;1 Qg Qij(j—1)  Qij Aj(j4+1) Qg Ain
azil a2j ag(j,l) ag]' ag(]‘+1) agj agn
i1 g Qi(j—1)  Qig Ai(j+1)  Gig Qin
A-11  OGi-1)j L Ai-1)(G-1)  Ai-1)j A-1)G+1)  A(i-1)g . Ai~1)n

@i1 Qij i(j-1) Qig Ai(j41) Qig Qin
AG+1)1 A(i+1)j Aa+1)(G—1)  A(i+1)j A6E+1)(G+1)  AE+1)4 A(it+1)n

a;1 aij Ai(j—1) Q5 Ai(5+1) Q5 Qin
anl anj an<j,1) (Inj an(j+l) anj ann
a;1 Aij Ai(5—1) aij Ai(5+1) Aij Qin

Desse modo, completando-se uma etapa do método de Houel, descrevemos

o determinante da matriz A, de ordem n x n, através da expressao abaixo:

(_1)(i+j)

(n—2)
a;;

det(A) = - det(B)

onde B é uma matriz de ordem (n — 1) X (n — 1), cujos elementos sao

determinantes de ordem 2, caracterizados acima.
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Como exemplo, calcularemos o determinante da matriz A, a seguir,

através do método de Houel:

4 2 3 5

2 2 5 6
A=

3 5 0 2

4 3 3 2

Obs.: Por motivos praticos, os determinantes das matrizes de ordem 2 x 2
serao calculados, de forma implicita, através da definicao, no entanto, tais

determinantes poderiam ser calculados, aplicando-se o método de Houel.

Consideraremos o elemento nao nulo ay3 = 3 e fixaremos a coluna 3.

Aplicando o método de Houel, temos:

(1-34) (2-3:3) 3 (5-3:)

| (2=5:5) (2-5-5) 5 (6-5-5)
det(A) = (3-0-4 (5-0-2) 0 (2-0-2)
(4-3-4) (3-3-2) 3 (2-3-2)

Calculando-se as expressoes na linha 4, obtemos:

(1-3:8) (2-3:3) 3 (5-3:2)

G5l 25 5 (-5

MV a0 G-0h) 0 -0
0 3 0
Assim,

(4-3-3-4) (2-3-3-3) 3.3 (5-3-3-2)
det(a) - L. (2-3-5-4) (2:3-5-3) 5-3 (6-3—5-2)
T3 (3.3-0.4) (5-3-0-3) 0-3 (2:3-0-2)

0 0 3 0
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Aplicando Laplace a partir dos cofatores da linha 4, temos:

(4-3—3-4) (2-3-3-3) (5-3—3-2)

(_1)(3+4)
det(A):T- (2-3—5-4) (2-3—-5-3) (6-3—5-2)
(3-3—0-4) (5-3—-0-3) (2:3—-0-2)
ou seja,
4 3
4 3
2
det(A) = —=
ct(4) \
3 3

Calculando os determinantes das matrizes de ordem 2 x 2, pela definicao,

temos:
0 -39
det(A)=—=-| =14 -9 8
9 15 6
Isto é,
1
det(A) = — §det(B) (2.15)
onde,
0 -39
B=1]-14 -9 8
9 15 6
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Aplicaremos o método de Houel sobre a matriz B, considerando o ele-

mento nao nulo b;3 = 9 e fixando a coluna 3. Temos:

(0-9-9) (-3-9-59 9
det(B)=| (-14—-8-4) (-9-8-3) 8
(0-6-2) (15-6-5) o
Calculando-se as expressoes na linha 1, temos:
0 0 9
det(B) = | (-14-8-3) (-9-8-3) 8
(0-6-9) (15-6-5) ¢

Aplicando Laplace a partir dos cofatores da linha 1, obtemos:

(—14-9-8-0) (-9 (—3))

(—1)1+3) .9 _8§.
(9-9-6-0) (15-9—-6-(—3))

det(B) = —

ou seja,
—14 8 -9 8
‘ 0 9 -3 9
det(B) = —
9 6 15 6
09 -6 9
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Calculando os determinantes das matrizes de ordem 2 x 2, pela definicao,

temos:
1 —126 —57
det(B) = - -
( ) 9 ‘ 81 153
1
= — . (—=14661
5 - (~14661)
= —1629 (2.16)

Substituindo-se 2.16 em 2.15, segue o resultado:

det(A) = —%  (—1629) — 181

Finalmente, apresentamos dois aplicativos de acesso gratuito para o cal-
culo de determinantes, disponiveis nos sites: “Matrix Calculator”, disponivel
em: < https : //matrixzcalc.org/pt/det.html > e “Calculous”, disponivel em:
< http : //calculous.com.br/ >.

“Matrix Calculator”

O site “Matrix Calculator”, de origem Russa, contém varios aplicativos, para
operacoes elementares com matrizes, resolucao de sistemas lineares, etc. E
entre eles a “Calculadora de determinantes”, software que apresentaremos a

Seguir.

A “Calculadora de determinantes” permite a entrada de dados via teclado,
através de campos editaveis correspondentes aos elementos de uma matriz de
ordem n x n, n > 1. Apds a insercao de dados, pode-se escolher entre varios
métodos de resolugao, entre eles a Regra de Laplace, através dos cofatores de

qualquer linha ou coluna e a Regra de Sarrus, para matrizes de ordem 3 x 3.

Para cada método escolhido, o calculo empregado é exibido, bem como
o resultado, o que pode tornar o aplicativo extremamente 1til no contexto

pedagdgico.
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Abaixo segue a interface da “Calculadora de determinantes”. Em exibicao
o calculo do determinante de uma matriz de ordem 3 x 3, através do Método

de Laplace, com desenvolvimento a partir da terceira linha.

MMatriz A:

[ 3 8 5
9 7 4
1 3 &

célules  Limpar + -

Expandir por a coluna 1E
Expandir por a linha 3
Obter zeros em a coluna 1%
Obter zeros em linha 1

IUsar Regra do trigngulo
lUsar Regra de Sarrus
Usar Método de Montante

Usar Eliminacdo de Gauss
1

J|=1x%

ST
7 4

T
9 4

6
=-110
o

—-3x +6x

s =~ WD

Figura 2.1: Interface do aplicativo “Calculadora de determinantes”.

Calculous

O site “Calculous” também contém uma série de aplicativos envolvendo
operacgoes sobre matrizes, determinantes e sistemas lineares. O aplicativo

referente ao cdlculo de determinantes denomina-se “Determinante”.

A entrada de dados no “Determinante” também dé-se via teclado, per-
mitindo inclusive a insercao de valores decimais. O arranjo matricial é
construido através da tecla “espago” para separacao de elementos e “enter”
para seguir para uma nova linha. Pode-se calcular determinantes de matrizes

de ordem n X n, n > 1, em segundos.
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Nao é possivel escolher métodos de célculo, bem como as operacoes envol-
vidas nao sao exibidas ao usuario, apenas a notacao usual de determinante

(matriz entre barras) e o resultado.

Segue abaixo a interface do aplicativo “Determinante”, antes e apds a
execucao do célculo do determinante de uma matriz de ordem 3 x 3, a mesma

utilizada no calculo da figura 2.1.

Matriz A

Calcular

Figura 2.2: Insercao de dados no aplicativo “Determinante”.

Voltar
Resultado

det(4) = —110,00

Determinante da Matriz A

3,00 6,00 5,00
9,00 7,00 4,00
1,00 3,00 6,00

det(A) =

(3x2)

Figura 2.3: Resultado apresentado pelo aplicativo “Determinante”.
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Capitulo 3

Aplicacoes da funcao

determinante

O presente capitulo é dedicado ao estudo de algumas, dentre as vérias
aplicagoes da funcao determinante nas diversas areas do saber humano e
dentro da prépria Matemaética, favorecendo a abordagem de outros conceitos,

relacionados a Geometria e a propria Algebra.

Segundo Kline (1972, p. 795), determinantes, assim como matrizes,
sao essencialmente formas de linguagem compactas, que possibilitam um
tratamento adequado de conceitos matematicos e, portanto, tornam-se signi-
ficativas e uteis enquanto ferramentas que nos permitem descrever, de forma

mais simples e pratica, conceitos abstratos ou fenomenos fisicos.

Sendo assim, o conceito de determinante passa, a partir de agora, a
ser tratado de forma significativa, baseado nos conceitos e propriedades
deduzidas nos capitulos anteriores e estruturado de modo que, em cada
topico, ha uma introducao histérica, visando identificar as raizes e as razoes
que motivaram o desenvolvimento de cada aplicacao abordada. Tudo isso
com o objetivo de fornecer subsidios ao professor de Matematica da Educacao
Baésica, que possibilite uma abordagem mais contextualizada e efetiva do
referido tema para esse nivel de ensino, de modo que faga sentido para o

aluno, porém sem perder de vista a base conceitual que sustenta a teoria.
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3.1 O determinante no calculo de matrizes

inversas.

Nosso objetivo, nesta secao, é descrever um método para o calculo da inversa

[caso exista] de matrizes de ordem n X n, sobre um corpo de escalares K.

Introducao histérica

Historicamente, o interesse pelo estudo de matrizes foi posterior ao desen-
volvimento da teoria de determinantes. Kline, (1972, p. 804), ressalta que
a teoria de determinantes comecgou a ser estruturada e formalizada, como a
conhecemos hoje, a partir da segunda metade do século XVIII. [Veremos
nas proximas segoes, que determinantes ja eram conhecidos e utilizados
desde o século XVII, porém, sem uma sistematizacao adequada e com certa

diversidade de notagoes].

A partir de meados do século XVIII, portanto, determinantes passam a
representar, matematicamente, um valor numérico relacionado a um arranjo

de ntmeros, com propriedades especiais, tal como conhecemos atualmente.

Neste periodo, entretanto, nao ha indicios sequer da mencao a palavra
matriz. Kline, (1972, p. 804), afirma que a palavra matriz foi utilizada
pela primeira vez pelo matematico inglés James Joseph Sylvester em sua
obra "The collected mathematical papers of James Joseph Sylvester”, de
1850, para mencionar um arranjo retangular de niimeros, como uma entidade

independente, sem vinculo com determinantes, como ocorria até entao.

Diante disso, muitas propriedades basicas das matrizes foram estabeleci-
das a partir do conhecimento ja consolidado sobre determinantes, como é o

caso da definicao e de métodos para obtencao de matrizes inversas.
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Neste aspecto, conforme Kline (1972, p. 804), o matemdtico britanico
Arthur Cayley, em 1855, publicou um artigo em um periédico alemao espe-
cializado em Matematica pura e aplicada, no qual afirma, de acordo com as

notagoes de Kline (1972, p. 807), que a inversa da matriz:

a, b, c
a, v,
" bl/ C//

¢é dada por:

0.V, 04V, 0,V
WV, wV, 0V
0.V, 04V, 0V

1
v

onde V é o determinante e 0,V é o cofator do elemento x, na matriz
inicial.

Neste mesmo artigo, Cayley denomina de matriz unidade, e denota por
I, o produto de uma matriz pela sua inversa e afirma que, quando V = 0, a

matriz é indeterminada, e ndo admite inversa. [A matriz indeterminada de

Cayley corresponde a matriz singular, em terminologia moderna).

Vamos agora a deduc¢ao do método para o calculo da inversa [caso exista]
de matrizes de ordem n X n, baseado em determinantes. Iniciemos com a

definicao a seguir:

Definicao 3.1.1. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem n X n, sobre
K. Denomina-se matriz adjunta cldssica e denota-se por (adjA), a matriz

transposta dos cofatores de A. Ou seja:

(adjA) = (cof A)'

Pela definicao de matriz transposta, os elementos da matriz adjunta
classica de uma matriz A, denotados por (adjA);;, podem ser expressos como
segue:

(adjA)ij = cji = (=1)" det[A(ji)]
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Teorema 3.1.1. Seja K um corpo, A uma matriz de ordem n X n, sobre K

e I,, a matriz identidade de ordem n x n. Tem-se:
(adjA).A = det(A)l = A.(adjA)

Demonstracao.
Seja [(adjA)A];; os elementos da matriz (adjA)A, produto das matrizes
(adjA) e A, cujos elementos sao (adjA);; e a;;, respectivamente. Por

definicao, tem-se:

n

[(adjA)Ali; = (adj A)iak;

k=1

n n
= E Ciilkj = E A5 Chei
k=1 k=1

Afirmamos que, se i # j, entao:

De fato.
((adjA)Ali; = agjeri = Y _(—1)"ap;det[A(k]i)] = 0 (3.2)

pois, trata-se do determinante de uma matriz obtida da matriz na qual a

1-ésima coluna coincide com a j-ésima coluna.

Obs. A afirmacao em 3.1 equivale a dizer que, “em uma matriz A, de
ordem n X n, sobre um corpo K, a soma dos produtos dos elementos de uma
linha (resp. coluna) de A pelos cofatores dos elementos correspondentes de

outra linha (resp. coluna) de A ¢é nula”.
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Este resultado é conhecido, no contexto da Algebra Linear, como Teorema
de Cauchy.

No caso 7 = j, temos:

[(adjA)A Z AkiChi = Z (=" aydet| A(k|i)] = det(A) (3.3)

k=1

Portanto [de forma andloga] podemos afirmar:

(adjA).A = det(A)T = A.(adjA) (3.4)

Teorema 3.1.2. Seja K um corpo e A uma matriz de ordem n x n, sobre K.
Nestas condigoes, A € inversivel, se, e somente se, det(A) # 0. Ainda, se A

for inversivel, temos:

Al =

e adj A (3.5)

Demonstracao.
Suponhamos que a matriz A seja inversivel. Nestas condic¢Oes, existe uma

inica matriz, que indicaremos por A™!, a qual satisfaz:

AAT=ATA=1,

1 = det(I,) = det(AA™) = det(A™1 A)
Segue, do Teorema de Binet [Teorema (2.4.8)], que:
det(A).det(A™') =1
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Portanto, det(A) # 0.
Reciprocamente, suponhamos que det(A) # 0.

Rescrevendo a igualdade [3.4],
(adjA).A = det(A)I, = A.(adjA) (3.6)
logo:

1 , 1
[det(A) (adjA)).A=1, = A'[det(A)

(adjA)] (3.7)

Por unicidade da inversa, segue-se que A tem inversa e vale:

ATl =

Zeicay ) (3.8)

]

Como exemplo, determinaremos a matriz A=, inversa da matriz A,

abaixo:

1 3 1
A=121 2
31 4
Temos det(A) = —5, além disso:
2 —11 5
(adjAd)=| —2 1 0
-1 8 =5
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Assim, pelo teorema 3.1.2, segue que:

[z -o
Al=—. 2 1 0
5
-1 8 -5
2 11
-5 5 1
-1 _ 2 1
A= 2 _1 g
1 8
5 75 1

3.2 Resolucao de sistemas lineares

Contexto histérico geral

O estudo de sistemas de equacoes foi a principal motivacao para o desenvol-

vimento da teoria de determinantes ao longo da historia.

Segundo Eves (2011, p. 444), os primeiros indicios desta relagao sao
atribuidos ao matematico japoneés Seki Kowa, no século XVII. Kowa deparou-
se com Determinantes, ao buscar solucoes para Sistemas Lineares, através do
método da eliminacao, que consiste na obtencao de uma matriz triangular

superior, chamada Matriz Resultante.

Tal método foi atribuido posteriormente ao matematico alemao Carl
Friedrick Gauss (1777 - 1855), atualmente conhecido como Método do Esca-

lonamento.

Entretanto, ainda segundo Eves (2011, p. 444), o inicio da formalizacao
da teoria de determinantes deve-se ao matematico alemao Gottiried Wilhelm

Leibniz, por volta do ano 1693.
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Muir (1905, p. 6) ressalta, desse periodo, a troca de correspondéncias
entre Leibniz e o matematico francés Guillaume Francois Antoine, mais
conhecido como Marqués de L’Hospital. Em uma dessas correspondéncias,
Leibniz menciona a utilizagao de niimeros no lugar de letras para a identifi-
cagao de coeficientes em um sistema de equacgoes lineares, o qual L’Hospital

responde com certa desconfianca.

De qualquer modo, a partir de entao, os coeficientes dos sistemas lineares
passaram a ser analisados a partir de arranjos tabulares e agregaram indices
em sua notagao, o que séculos depois, passou a ser denominado “Matriz dos

coeficientes” de um sistema linear.

De fato, e conforme mencionamos na se¢ao anterior, cronologicamente, o
estudo de determinantes precede o desenvolvimento da teoria das matrizes.
Kline (1972, p. 805) reafirma este aspecto, e menciona o matematico
britanico Arthur Cayley, um dos primeiros a publicar uma série de artigos
sobre teoria das matrizes, em meados do século XIX. Segundo Kline, Cayley
deixou claro que as matrizes tornaram-se objetos de seu estudo, enquanto
forma conveniente de se expressar os coeficientes de um sistema linear, de

modo a facilitar sua resolucao.

Ja no século XVIII, varios mateméaticos deixaram suas contribuigoes no
desenvolvimento da teoria de determinantes, enquanto dedicavam-se também
ao estudo de Sistemas Lineares. Entre eles estao o francés Etienne Bézout,

os suicos Gabriel Cramer e Leonard Euler e o Inglés Isaac Newton.

De acordo com Kline (1972, p. 607), o inicio do século XVIII traz consigo
o problema de se determinar solucoes de sistemas de equacoes polinomiais,

no conjunto dos nimeros complexos.

Esta motivacao levou ao desenvolvimento de determinantes especiais
[chamados resultantes], que, por serem aplicados a polinémios no corpo dos

numeros complexos, fogem ao escopo deste trabalho.

Kline salienta que Newton e Euler foram os precursores no desenvol-
vimento deste tema, tratando-o em suas respectivas obras ”Arithmética

Universalis”, de 1720 e "Introductio in analysin infinitorum”, de 1748.
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Posteriormente, ja na segunda metade do século XVIII, o estudo de
sistemas de equagoes polinomiais e de resultantes ganharam nova motivacao,
relacionada a resolucao de sistemas de equacoes polinomiais em duas varia-
veis, o que, geometricamente, representa estabelecer condigoes de existéncia
e calcular interseccoes entre curvas algébricas. Euler, em 1764 e Bezout, em

1779, publicaram resultados a esse respeito.

3.2.1 O determinante na resolucao de sistemas lineares

de n equacgoes e n incognitas. Regra de Cramer
Introducao histérica

Segundo Muir (1905, p. 12), Cramer publica o método que leva o seu nome,
para resolucao de sistemas lineares de n equagoes a n incégnitas, em sua
obra "Introduction a ’analyse des lignes courbes algébriques”, de 1750. No
apéndice da obra, Cramer explicita a regra para sistemas lineares de uma,
duas e trés incégnitas e, posteriormente, a generaliza para sistemas de n

equacoes e n incognitas.

Kline (1972, p. 606), por sua vez, ressalta que a regra de Cramer, para
sistemas de equacoes lineares em duas, trés e quatro incognitas ja havia sido
elaborada pelo matematico escocés Colin Maclaurin, provavelmente em 1729
e publicada postumamente em sua obra "Treatise of Algebra”, de 1748, porém
tal regra somente veio a ganhar destaque com a publicacao de Cramer, devido

a clareza e eficiéncia da notacao utilizada por este.

Bézout, por sua vez, em 1779, publica a obra "Théorie Générale des
Equations Algébriques”, na qual constam importantes resultados relacionados
a sistemas de equacoes, entre eles, o método de resolucao de um sistema de
trés equagoes a trés incdgnitas, muito similar ao método de Cramer, e que

podia ser generalizado para n equagoes a n incégnitas.

A seguir, vamos descrever a técnica de resolucao de sistemas lineares de
n equagoes a n variaveis, conhecida como “Regra de Cramer”, a qual é uma

aplicagao direta de determinante e suas propriedades.
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Consideremos o sistema [linear de n equagdes a n varidveis e com coefi-

cientes em um dado corpo KJ:

(
a111 + 122 + -+ ATy — bl

211 + Q99T9 + - - - + Aonly — bg

\anlxl + Qoo + - - + AppXy = bn

Esse sistema pode ser matricialmente representado por AX = B, onde:

11 QA2 - Qin T by

Q21 Qg2 -+ A2y T2 bo
A=| T 7 Tl x=]| e B=

Ap1 QAp2 - Apn Tn bn

sao matrizes respectivamente de ordem n x n, n x 1 e n x 1, sobre K.

Durante a descricao desta técnica, faremos uso do determinante de ma-

trizes da forma;

a1 Q12 - A1(j-1) by aij+1) - Qip
21 Q22 -+ A2(j-1) by agi+1) - Q2p
Ap1 Gp2 - Ap(j-1) bn An(j+1) - Qnp

Observe que a matriz A; é a matriz obtida da matriz A, onde substituimos

a sua j-ésima coluna pela [Unica] coluna da matriz B.
Como AX = B, segue que:

(adjA)AX = (adjA)B

Mas, pelo teorema 3.1.1, temos:

(adjA)A = det(A)l
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Logo,
det(A)IX = (adjA)B

Mas I.X = X, portanto:

det(A)X = (adjA)B

Pela definicao do produto de matrizes, segue que:

i=1

que, de acordo com a defini¢ao 3.1.1, pode ser reescrito como:

n

det(A)z; =Y (—1)"bidet[A(i])]

i=1
mas, o segundo membro da igualdade acima ¢é exatamente o determinante da
matriz A;, isto é:

det(A)x; = det(A;)
Agora, se det(A) # 0, entdao podemos escrever:

_ det(Ay)
YT det(A)

,Vj€{1,2,"' >n}

Por ser baseada em fungoes determinantes, a regra de Cramer garante

que, se det(A) # 0, o sistema linear em questao possui solugao tnica em K.
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3.2.2 O uso da Regra de Cramer nos casos n=2e¢ n=3

Para sistemas lineares em que o nimero “n” de equacoes € 0 mesmo que o
nimero de incognitas e essa quantidade nao é grande, por exemplo, nos casos
n =2 oun = 3, e 0 objetivo seja resolver o sistema sem uso de software, isto
é, deseja-se resolver “manualmente”, acreditamos que a “Regra de Cramer”
seja bastante eficiente. E 6bvio que a técnica de escalonamento também tem
seu grande mérito, mas isto pode ser assunto para outro momento. A guisa

de aplicacao, vamos analisar o caso n = 2.

Seja o sistema de equagoes:

a1 x + appy = by (I)

a1 T + agy = by

no qual os elementos a1, a2, as; € age sao os coeficientes, x e y as incognitas e
by e by 0s termos independentes das equagoes, todos pertencentes a um corpo
K.

Dado esse sistema desejamos resolve-lo. Resolver esse sistema significa
determinar todos os pares ordenados (z,y) € R? que satisfacam as duas

equacgoes simultaneamente.

Sabemos que, no ensino médio, geralmente o aluno aprende a resolver
[algebricamente] esse sistema, ou pelo método de adigao, ou pelo método
de comparacgao ou, ainda, pelo método de substituicao. O método que
iremos focar sera o método de adigao. Esse método, generalizado abaixo, é

a conhecida “Regra de Cramer” desenvolvida, passo a passo.

Usando adequadamente o “método de adi¢do” no sistema (I) acima,

obtemos:

[a11a22 - a12a21]$ = byags — a12bs (H)

[a11a22 - auam]y = ay1by — bray
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O que fizemos acima foi, no caso da primeira equacao, explicitar a
incognita x e “eliminar” a varidvel y. Em outras palavras, encontramos um
outro sistema “mais simples”, onde toda solugao de (I) é solugao desse novo

sistema. [Observe que nao dissemos que sao equivalentes].

Para isso, multiplicamos a primeira equagao em (I) por asy [coeficiente de
y na segunda equagao em (I)] e multiplicamos a segunda equacao em (I) por

—aq2. a1 é coeficiente de y também, na primeira equagao de (I)].

Depois disso, somamos, ou seja, a primeira equacao em (II) é uma
combinacao linear das equagoes de (I), onde os escalares sao devidamente

escolhidos.

Analogamente para a segunda equagao acima, “eliminamos” a varidvel x
e ficamos s6 com y. Diretamente seria aplicar a regra de Cramer, s6 que

preferimos fazé-la passo a passo.

A equagao (II), reescrita de outra forma, é:

det(A) z = det(Ay)

det(A) y = det(As) (111)
onde:
A= 11 QAi12 A = by ai Ay = ap; by
Q21 A22 by a9 as;  bo

Agora, se det(A) # 0, teremos:

_ det(Ay) _ det(As)

r=—", = =
det(A) Y= det(A)

Cabe aqui uma observagao: cada equagao do sistema (II) é uma combi-

nagao linear das equagoes do sistema (I), portanto, toda solucao do sistema

(I) é necessariamente uma solucao do sistema (II), mas, nem toda solugao do

sistema (II) é uma solugao do sistema (I), se o det(A) = 0.
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Agora no caso n = 3 o sistema sera:

an + apy + a3z = by
21T + Ay + a3z = by (IV)

a3 + azy + azzz = b3

Nao vale a pena o esforco fisico para transformarmos o sistema (IV), passo
a passo, como feito no caso n = 2, pois isso implicaria em construirmos mui-
tas combinagoes lineares das equagoes acima, com coeficientes devidamente

escolhidos, entretanto, antecipamos o resultado final que sera:

det(A) z = det(A;)
det(A)y = det(Ay) (V)
det(A) z = det(As3)

onde:
11 daiz2 A3 by ai @13
A= @11 a2 Qi3 A= by aiz ais
@11 a2 13 bs a2 a3
ap; by a3 a; a2 b
Ay = a1 by ais Az = aj; aiz by

a11 bg ais a1 Qa2 b3

Finalmente, caso det(A) # 0, a soluc¢do do sistema é dada por:

_ det(Ay) _ det(As) _ det(As)
C T det(A) Y7 det(A)” ° T et (A)
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Como exemplo, utilizaremos a regra de Cramer para determinar as
solucoes do sistema linear de trés equagoes e trés incdgnitas, com coeficientes
em R, descrito abaixo:

2r+4y+z2=1
3+y+5z=3
r+2y+2z2=1

Conforme as notagoes acima, temos:

2 41 1 41 211 2 41
A=13 15 ,A=]315|,A4=|335|ed3=]313
1 2 2 1 2 2 11 2 1 21

De modo que: det(A) = —15, det(A;) = —7, det(As) = 1 e det(As) = —5.

Como det(A) # 0, aplicando a regra de Cramer, temos:

o det(Al) - 7 o det(A2> 1 B d@t(Ag) 1

T et(A) 150 YT det(Ad) T 150 C7 T det(A) 3

Assim, <1, —i, 1) € R? é a tnica solucao do referido sistema.
15° 1573 >

Vale ressaltar, entretanto, que a regra de Cramer, embora elegante do
ponto de vista matematico, torna-se extensa e trabalhosa para valores de
n relativamente grandes, visto que sao necessarios os calculos de n + 1
determinantes de matrizes de ordem n x n. Diante disso, outros métodos,
como o escalonamento, sao mais praticos e oportunos para a resolucao
de sistemas de n equacoes e n incégnitas, para nos, neste momento, fora
de objetivo, visto que estamos focados em aplicacbes nas quais a funcao

determinante se revele util e relevante.
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3.2.3 O determinante na classificacao de sistemas line-

ares de m equacgoes e n incognitas

Nesta subsecao, vamos discutir a resolubilidade de sistemas lineares de m

equagoes e n incégnitas, associada ao conceito de determinante.

Posteriormente, faremos uma abordagem geométrica da resolucao de
sistemas lineares de 2 equacoes e 2 incdgnitas, 2 equacgoes e 3 incognitas
e, finalmente, 3 equacoes e 3 incognitas. Tal abordagem busca favorecer a
aplicagao de determinantes no contexto da resolucao de sistemas de equacoes

lineares no Ensino Médio, atrelado a visualizagao geométrica.

Para atingirmos esse objetivo, vamos nos reportar a alguns conceitos
oriundos da Algebra Linear, que nos permitirao enunciar e demonstrar um
teorema fundamental para a andlise da existéncia de solucao de sistemas
lineares nao necessariamente homogéneo e de m equagoes e n incognitas,

muito conhecido - o chamado “Teorema de Rouche Capelli”.

Porém, antes de tudo, vamos a:

Introducao histérica

Teoremas importantes relacionados a classificacao de sistemas lineares de m
equacgoes e n incognitas e a determinacao de suas solugoes surgiram no século
XIX.

Segundo Kline (1972, p. 803), foi o matemético irlandés Henry John
Stephen Smith (1823 - 1883) quem introduziu a idéia de “matriz completa”
e “matriz incompleta” do sistema [em linguagem atual], que definiremos
neste tépico, para a discussao da existéncia e quantidade de solugoes desses
sistemas. [Vale ressaltar que a linguagem deste periodo nao fazia referéncia
a matrizes, visto que este conceito era ainda incipiente, como citado nas
secoes anteriores. Os textos da época referiam-se as matrizes completa e
incompleta do sistema como “arranjos ordenados” completo e incompleto,
respectivamente.| (KLINE, 1972, p. 803. Traducao nossa)
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Kline (1972, p. 803) destaca a obra “An Elementary Theory of Determi-
nants”, de 1867, de autoria do célebre britanico Charles Lutwidge Dodgson,
mais conhecido como Lewis Carroll (1832 - 1898), a qual apresenta resultados
gerais sobre sistemas lineares de m equacoes e n incognitas, com m > n,

m<nem=n.

Outros matemadticos, entre eles o francés Eugene Rouché (1832 - 1910),
o italiano Alfredo Capelli (1855-1910), o alemao Leopold Kronecker (1823 -
1891), bem como o préprio Arthur Cayley também deixaram contribuigdes
significativas nesta drea. Aos dois primeiros, inclusive, é atribuido o teorema

principal desta subsecao, denominado “Teorema de Rouché-Capelli”.

Diante disso, Kline (1972, p. 803) menciona o enunciado do Teorema de
Rouché-Capelli, em linguagem da época: “Para um sistema nao homogéneo
de m equacoes e n incégnitas admitir solugoes, é necessario e suficiente que a
maior ordem de um “menor” nao nulo, tanto do arranjo ordenado completo,

quanto incompleto, seja a mesma.”

Observagao: “Menor”, em linguagem atual, corresponde, ao mesmo tempo,
a uma submatriz B, quadrada, extraida de uma matriz A, qualquer, bem
como ao respectivo valor do determinante da submatriz B. (LACAZ NETTO,
1944, p. 8)

Vamos agora aos conceitos de Algebra Linear, necessarios aos propositos

desta subsecao.

Observacao 3.2.1. Dada uma matriz A, de ordem m xn e dado 0 <r <m
e 0 < s < n, podemos construir C)" x C}' submatrizes da matriz A, de ordem

r X s.

Definigao 3.2.1. (Caracteristica de uma matriz)

Seja A uma matriz de ordem m X n. Denominamos de caracteristica
de A ao unico nimero natural k, 0 < k < min{m,n}, tendo as sequintes

propriedades:

1. k=0, se A=0, isto ¢, se a matriz A for a matriz nula.
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2. Se a matriz A for nao nula, entdo existe uma submatriz quadrada, By,
de ordem k, 1<k < min{m,n}, da matriz A, tal que det(By,) # 0.

3. Qualquer submatriz quadrada B, de A, de ordem estritamente maior

que k, caso exista, tem determinante igual a 0.

Observagao 3.2.2. Por defini¢do, a caracteristica de uma matriz A € um
numero natural maior ou igual a 0 e menor ou tgual ao minimo entre o

numero de linhas e numero de colunas da matriz A.

Observacao 3.2.3. A caracteristica de uma matriz A € igual a caracteristica
de At, transposta de A.

Observacao 3.2.4. Se uma matriz B for obtida da matriz A, permutando-se
a ordem das linhas e/ou das colunas, entdo ambas tem a mesma caracteris-

tica, em decorréncia da definicao de determinante.

Observagao 3.2.5. Se uma matriz B for obtida da matriz A, eliminando-
se da matriz A todas as linhas que forem combinagoes lineares de linhas
restantes da matriz A e também eliminando-se todas as colunas que forem
combinacoes lineares das colunas restantes da matriz A, entdo ambas tem a

mesma caracteristica.

Definigao 3.2.2. (Orlamento ordem 1)

Seja A uma matriz , B e C submatrizes de ordem pxp ep+1xp—+1,
respectivamente, da matriz A. Dizemos que a submatriz C' € um orlamento de
ordem 1 da submatriz B, se B for a submatriz de C' formada pelas primeiras

p linhas e pelas primeiras p colunas da matriz C'.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Kronecker). Seja A uma matriz de ordem m x
n. A matriz A tem caracteristica p se, e somente se, existe uma submatriz
B,, de ordem p x p, tal que det(B,) # 0 e tal que qualquer orlamento C' de

ordem 1 de B, tem determinante igual a zero.
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Demonstracao.

Seja a matriz:

11 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

(=) E imediato, pela definicao de caracteristica, isto €, como A, por hipotese,
tem caracteristica p, entao existe uma submatriz B, de ordem p X p, tal que
det(B,) # 0 e, além disso, toda submatriz quadrada C, extraida de A, de
ordem estritamente maior que p, [caso exista], tem determinante nulo, por

defini¢ao de caracteristica, o que inclui os orlamentos de ordem 1 de B,.

(<) Reciprocamente, suponhamos que exista uma submatriz B,,, de ordem
p X p, extraida de A, tal que det(B,) # 0 e tal que qualquer orlamento C' de
ordem 1 de B, tem determinante igual a zero. Vamos provar que a matriz A

tem caracteristica p.

Pela Observacao 3.2.4, nao ha perda de generalidade em supor que B,
é constituida pelos elementos de interseccao das p primeiras linhas e das p

primeiras colunas da matriz A. Assim:

11 Qa2 -+ Aylp

Q21 Qg2 -+ Agp
det(B,)=| . |#0

ap1 Gp2 -+ Qpp
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Consideremos agora as submatrizes Cy abaixo, de ordem (p+1) X (p+1),

extraidas de A:

@11 Qa2 -+ A1p Q1s

Q21 Qg2 -+ QAgp Ags
Cs =

p1 Qpz2 -+ Qpp Ops

Qr1 Qpa - Qpp Gpg

para s =1,2,--- ;n e um valor de r fixado, r € {p+ 1,p+2,--- ,m}

Neste caso, det(Cs) = 0, para todos os valores possiveis de 7 e s.

De fato, se s = 1,2,--- | p, det(Cs) = 0, pois Cs possui duas colunas

iguais.

Caso s=p+1,p+2,---,n, as submatrizes C sao orlamentos de ordem
1 de B, para todor € {p+1,p+2,---,m}, logo, por hipdtese det(Cs) = 0.

Desenvolvendo tais determinantes pela iltima coluna [via o método de

Laplace], obtemos:

A15C1s + A25C2s + - -+ + apsdet(By,) = 0

Como det(B,) # 0, por hipétese, segue que:

Ars = )\lals + )\20,23 ++ )\paps

A % 1<i<

ara A, = ————, 1 <1 <p.

P det(B,) P

Desse modo, para s = 1,2,--- ,n, obtemos:

ar1y = )\1@11 + )\Qagl + -+ )\papl
Arop = )\1&12 + )\20/22 + -+ )\papg
arp = MNai, + A + + Apayp
Arp = Alaln + )\2&2n + + )\papn
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isto é, todas as linhas de ordem r da matriz A, (r = p+1,p+2,--- ,m),
sao combinacoes lineares das p primeiras linhas de A, segundo os coeficientes
A1, A2, -+, Ay, podendo, pela Observagao 3.2.5, serem desprezadas, sem que

a caracteristica da matriz A seja alterada.

Em outras palavras, a matriz A possui a mesma caracteristica de uma
matriz M, com exatamente p linhas [que correspondem as p primeiras linhas
de A]. Logo, pela Observacao 3.2.2, a caracteristica da matriz A assume, no
maximo, o valor p. Como, por hipétese, det(B,) # 0 e B, ¢ uma submatriz

de A, de ordem p X p, segue que a matriz A tem caracteristica p.

]

Definigao 3.2.3 (Classificagdo de sistemas lineares de m equagoes e n
incégnitas quanto ao numero de solugoes). Um sistema linear pode ser clas-
sificado como possivel, quando admite solugcao e impossivel, quando nao
admite solugao. Se o sistema for possivel, entdo o mesmo serd demnominado
determinado, se admitir uma tunica solu¢do e indeterminado, se admitir

mais de uma solucgao.

Representaremos um sistema linear de m equacoes e n incégnitas da

seguinte forma:

4
1171 + a12T2 + -+ - + A1 Ty, = Y1

2171 + Q222 + ++ + + A2 Ty = Y2

\amlxl + ApaZo + -0 F ATy = Ym

cujos coeficientes, incognitas e escalares pertencem a um corpo K. Para ana-
lisarmos esse sistema quanto a sua quantidade de solugoes, serao necessarias

as definicoes a seguir:
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Definigao 3.2.4 (Matriz completa do sistema). Denominamos matriz com-
pleta do sistema acima, a matriz de ordem m X (n + 1), formada pelos
coeficientes e pelos termos independentes do sistema, cada coluna ordenada
pela ordem do grau de cada monomio que aparece em cada linha e finalmente,
inclui-se o termo independente, e cada linha ordenada pela ordem das equa-

coes.

Definicao 3.2.5 (Matriz incompleta do sistema). Denominamos matriz in-
completa do sistema a submatriz de ordem m x n, obtida da matriz completa,
pela eliminacao da ultima coluna formada pelos termos independentes de cada

equacao.

Finalmente, enunciaremos o Teorema de Rouché-Capelli, o qual nos
permitira relacionar a possibilidade de resolugao de um sistema linear com a

caracteristica das matrizes completa e incompleta do sistema.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Rouché-Capelli). Seja um sistema linear de m
equacoes e n incognitas, cujos coeficientes, incognitas e escalares pertencem
a um corpo K. Se p corresponde a caracteristica da matriz incompleta
do sistema e q corresponde a caracteristica da matriz completa do sistema,
entao:

O sistema € possivel se, e somente se, p = q.

Demonstracao.

(=) E imediato.

Supondo que o sistema seja possivel, isto é, que admite pelo menos uma
solucao, entao a coluna dos termos independentes é uma combinacao linear

das colunas da matriz incompleta do sistema.

Neste caso, de acordo com a Observacao 3.2.5, para o calculo de g,
podemos desconsiderar a tltima coluna [dos termos independentes| da matriz
completa, mas, isto equivale a afirmar que a caracteristica da matriz completa

coincide com a caracteristica da matriz incompleta, isto é, ¢ = p.
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Reciprocamente, suponhamos que ¢ = p. Vamos mostrar que o sistema

abaixo:

.
1121 + a19%s + - -+ + a1, = by

A21T1 + Q22X + + ++ + ATy = b2

\amlxl + Qo + -0 F ATy, = bm

E possivel, isto é, admite pelo menos uma solucao.

Por hipétese temos: p=q. Logo, podemos extrair da matriz incom-
pleta, uma submatriz D,, de ordem p x p, com determinante diferente de
zero, e tal que qualquer orlamento de ordem 1 dessa submatriz, caso exista,

terd determinante nulo.

[Quaisquer destes orlamentos de ordem 1 s@o, obviamente, submatrizes

da matriz completa.|

Nao hé perda de generalidade, [decorréncia das observagoes anteriormente
feitas], em supor que essa submatriz seja constituida pelos elementos das p

primeiras linhas e as p primeiras colunas da matriz incompleta.

Temos, portanto:

@11 A2 - Al

Q21 Q22 -+ QAgp
det(Dp) = . . . . # 0

p1 Qp2 -+ Qpp

Além disso, na hipotese de p < m, sejam as submatrizes B, orlamentos

de ordem 1 de D, que contém a coluna dos termos independentes do sistema.
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Temos:

a1; a2 -+ Al by

Q21 Qg2 -+ QA by
det(B,)=| : = . i :|=0

apt Apz - Apy by

Qr1 Ap2 - QApp br

parar=p+1,p+2,--- ,m.

O determinante acima calculado via tltima coluna, nos da:

blO./l + b2a2 + 4 przp + brdet(Dp) =0 (39)

Como det(D,) # 0, podemos escrever:

br = b1 +bafa + -+ by (3.10)
de, 8 ai = 1,2
onde, f; = —————, parai=1,2,--- ,p.
’ det(D,)’ ¥ P
Portanto, concluimos que b, ¢ combinagao linear de by, by, - - - , by, segundo
os coeficientes By, B2, -+, Bp.

Provaremos agora, que o primeiro membro de qualquer equacao de ordem
r, [r=p+1,---,r = m|, [caso exista], do sistema, também é combinagao

linear dos primeiros membros das p primeiras equagoes, segundo 0s mesmos

coeficientes 31, B2, - - , B, e concluiremos, com isso, que qualquer equacao de
ordem r [r = p+1,--- ,m| do sistema, [caso exista], é combinagao linear das
p primeiras equagoes, segundo os mesmos coeficientes 51, 32, - - , 3,.
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Para tanto, consideremos as submatrizes:

ay;p a2 -+ Alp Als
Q21 Q22 -+ QAgp Qs
A, =
apr Ap2 -~ App Aps
Qry Qp2 -+ Qpp Gpg
para s = 1,2,---  n e fixemos um valor parar € {p+1,p+2,--- ,m}.
Sabemos, de andlise anterior, que det(Ay), para s € {1,2,--- n}, é

sempre nulo e todos compartilham as mesmas p primeiras colunas.

Multipliquemos agora, a ultima coluna de cada matriz A; por um escalar
x; [varidvel x; do sistema], para i = 1,2,--- ,n, [mantendo assim a nulidade

dos determinantes] e, posteriormente, vamos somé-las.

Devido a n-linearidade da funcao determinante, tal soma resulta que seu

determinante é nulo, isto é:

ain aiz e Gy (@@ 4 aTe 4 - F apey)
a1 e -+ Ggp (A21%1 + ATy + -+ + A2pTy)
=0
apr Apa -+ Gy (apT1 + apao + - - + appy)
Ar1 Ap2 - arp (arlml + AroTo + -+ arnxn)

Desenvolvendo o determinante acima através da ultima coluna, obtemos:

(@111 + @192 + - -+ + @1pTn) 1 + (a1T1 + A20T2 + -+ - + QopTy)s + -+ -+

+ (ap 1 + apoe + - - -+ appTp)p + (@121 + a2 + - - + @ppy) Dy =0
(3.11)

[Em 3.9 e 3.11, os coeficientes oy, (i = 1,2,---,p) sdo os mesmos, visto

que os determinantes em ambas as equagoes, compartilham as mesmas p

primeiras colunas.]
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E, portanto, temos:

(a1 + arpxs + -+ - + @ y) =P1(a1121 + @122 + - - - + A1)+

+02(an 1 + agnrs + - -+ + agp,)+

+Bp(apx1 + appxe + -+ - + Appy)

onde os coeficientes f;, (i = 1,2, - -+ , p) s@o os mesmos coeficientes da equagao
em 3.10.
Provamos assim, que as equagoes de ordem r, [r = p+ 1,--- ,m], [caso

existam], do sistema, sdo combinagoes lineares das p primeiras equagoes do

sistema.
Provaremos, enfim, que o sistema admite solucao.

Consideremos apenas as p primeiras equagcoes do sistema, cujos coeficien-

tes aparecem em D), e desprezemos as demais equacoes, caso existam.

Teremos, assim, o seguinte sistema:

(

1171 + a2 + - -+ + A1pTyp = bl — AQ1(p+1)L(p+1) — " — Aindp

A2171 + A22T2 + + + + A2pTp = by — Ap(py1)T(ps1) — *** — A2nTp

| Qp1Z1 T+ ppZ2 + -+ -+ AppTp = bp = Ap(p+1)T(p+1) — = Apnn
Como det(D,) # 0, a familia a n — p pardmetros Ty 1, Tpi2, - ,Tp, de

sistemas acima, é tal que cada sistema se torna possivel e determinado, [por
Cramer|, podendo ser calculado em funcao dos parametros =1, Tpi2, -+ , Tn,

que estao no segundo membro, [caso existam].
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Como, na hipétese de p = ¢, provamos que qualquer equagao de ordem
r, [r=p+1,---,m], [caso exista], do sistema é combinagao linear das p
primeiras equagoes do sistema, segue que toda solucao do sistema composto
pelas p primeiras equagoes, ¢ também solucao das demais equacoes do sistema
original, que eventualmente tenham sido desprezadas, portanto, o sistema é

possivel.

]

Corolario 3.2.3. Seja um sistema linear de m equacoes e n incognitas, no
qual os coeficientes e termos independentes pertencem a um corpo K. Seja
p a caracteristica da matriz incompleta do sistema e q a caracteristica da

matriz completa do sistema. O sistema € impossivel se, e somente se, p # q.

Observacao 3.2.6. Se p = g = n, entdo o sistema € possivel e determinado.

Observacao 3.2.7. Se p = ¢ < n, entdo o sistema € possivel e in-
determinado. Indeterminado significa que o sistema tem mais de uma
solugdo. A bem da verdade, hd uma familia de solu¢des dependentes de n—p
parametros [chamado grau de liberdade do sistema/. Esses n — p parametros
sao, eventualmente, chamados de varidveis livres, enquanto que as outras
varidveis passam a ser chamadas de varidveis dependentes [das varidveis

livres].

Vamos agora aplicar o teorema de Rouché-Capelli na classificacao de
alguns sistemas lineares abordados no Ensino Médio, visualizando-os geome-
tricamente, através dos exemplos a seguir. Nestes exemplos, denominaremos
M. e M, as matrizes completa e incompleta do sistema, respectivamente, e

Pe € p; suas respectivas caracteristicas.
Exemplo 3.2.1. Seja o sistema linear de duas equacoes e duas incognitas:

2+ 3y =5
—x+ 3y =2
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Temos:

2
M, = 3 5 e M, — 2 3
-1 3 2 -1 3

Notemos que p. = p; = n = 2, portanto o sistema € possivel e de-
terminado. De fato, geometricamente, o sistema representa duas retas
concorrentes no plano, que possuem um unico ponto em comum, o ponto

P = (1,1) que é a solugao do sistema, conforme representado na figura abaizo.

2
2
14
i
-1
i

X+3y=2

Figura 3.1: Representacao geométrica de um sistema de duas equacoes e duas
incégnitas.

Exemplo 3.2.2. Seja o sistema linear de duas equagoes e trés incognitas:

rT—2y+z=-—1
—2x +4y — 22 = -5
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Neste caso, temos:

1 -2 1 -1 1 -2 1
Mc = e Mz =
-2 4 -2 =5 -2 4 =2
Notemos que qualquer submatriz de M;, de ordem 2 X 2 possui determi-

nante nulo, portanto p; = 1.

Por outro lado, M. possut submatrizes de ordem 2 X2 cujo determinante é
1 -1

nao nulo, por exemplo, a submatriz B = -

. Temos que det(B) =

=7, logo p. = 2.
Como p; = 1 # 2 = p., seque, pelo teorema de Rouché-Capelli, que o

sistema € impossivel.

De fato, analisando geometricamente, vemos que o sistema representa
dois planos paralelos no espago, sem pontos em comum, como mostra a figura

-2x+4y-2z=-5

Figura 3.2: Representacao geométrica de um sistema impossivel de duas
equagoes e trés incognitas.
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Exemplo 3.2.3. Seja o sistema linear de trés equagoes e trés incognitas:

—2rx —2y—42=0
r+y+2z2=0
THY+z=-2

Temos:
-2 -2 -4 0 -2 -2 -4
M. = 1 1 2 0 e M; = 1 1 2
1 1 1 =2 1 1 1

Consideremos a submatriz B, de ordem 2 X 2, comum a M. e M;, tal que:

i

Temos que det(B) = —1 # 0.

Além disso, orlando a submatriz B com a linha e as colunas de M, que
nao figuram em B, obteremos matrizes de ordem 3 X 3, cujas duas primeiras
linhas sao maultiplas entre si, portanto seus determinantes sao nulos. Desse

modo, pelo teorema de kronecker, seque que p. = 2.

Da mesma forma, orlando a submatriz B com a linha e a coluna de M;
que nao figuram em B, obteremos a propria matriz M;, cujo determinante é

nulo. Portanto, pelo teorema de kronecker, p; = 2.

Desse modo, temos p. = p; = 2 < 3 = n, logo, pelo teorema de Rouché-

Capelli, o sistema € possivel e indeterminado.

Sabemos, da Geometria Analitica, que o sistema em questdao representa,
geometricamente, trés planos em R® e, para que o sistema seja possivel e
indeterminado, hd trés possibilidades para as posicoes relativas entre estes

trés planos no espaco:

120



1. Os trés planos sao coincidentes,

2. Dois dos planos sao coincidentes e o terceiro os intersecta ao longo de

uma reta,

3. Os trés planos sao distintos e se intersectam ao longo de uma reta.

A intencdo, neste momento, € determinar a posicao relativa entre estes 3
planos. Para isso, vamos analisar as posicoes relativas entre os planos, dois

a dois.

Sejamm: —2x —2y—42=0,v:x4+y+22=0el:x4+y+2=—-2.

(1) Posi¢ao relativa entre ™ e y:

Consideremos o sistema:

—2r—2y—42=0
r+y+22=0

Temos, neste caso:

-2 =2 -4 0 -2 =2 —4
j\4C = e Mz =
1 1 2 0 1 1 2
Para determinarmos p. e p;, basta notarmos que, em ambas as matrizes,

as linhas sao multiplas entre si, portanto qualquer submatriz, de ordem

2 X 2, extraida de M. e de M; terda determinante nulo.

Assim, sabemos que p. = p; = 1 < 3 = n, de modo que, pelo teorema
de Rouché-Capelli, o sistema € possivel e indeterminado e, neste caso,

ou 0s planos sao coincidentes ou se intersectam ao longo de uma reta.

Como o grau de liberdade do sistema € 2, seque que a interseccao é um

plano, logo 7 e v sao coincidentes.
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(1)

(I11)

Posicao relativa entre m e A:

Consideremos o sistema:

—2x —2y—42=0
THY+z=-2

Temos, neste caso:

-2 =2 —4 0 -2 =2 —4
Mc - € Mz =
1 1 =2 1 1 1
A caracteristica, em ambas as matrizes, corresponde a 2, jd que a

-2 —4
matriz C = . . € submatriz de ambas e possui determinante

nao nulo, portanto, p. = p; = 2 < 3 = n e o sistema € possivel e

indeterminado.

Como o grau de liberdade do sistema € 1 neste caso, a interseccao
entre os planos corresponde a pontos de uma reta e os planos m e A

intersectam-se ao longo de uma reta.

Posicao relativa entre v e A:

Como m e v sao coincidentes e \ intersecta ™ ao longo de uma reta,
seque que \ também intersecta v ao longo da mesma reta, e portanto,
temos a configuracao de w e 7y coincidentes e X\ os intersectando ao

longo de uma reta, confome representados na figura 3.3:
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z

m:—2x—2y—4z=0
~Yix+y+2z=0

Figura 3.3: Representacao geométrica de um sistema possivel e indetermi-
nado de trés equacoes e trés incognitas.

Nas préximas segoes, apresentaremos aplicacoes de determinantes relaci-

onadas & geometria plana e espacial em R? e R3.

3.3 O uso de determinante na verificacao da
condicao de alinhamento de trés pontos

no plano.

Nesta se¢ao, buscaremos estabelecer, através de determinantes, uma condicao
necessaria e suficiente para que trés pontos do plano estejam alinhados.

Iniciemos com um pouco de histéria.

Introducao histérica

A relagao entre Geometria e Algebra ¢ antiga. Eves (2011, p. 60), ressalta o

forte carater algébrico da geometria babilonica, por volta do ano 2000 a.C.

Ja no século XIX, o matematico britanico Arthur Cayley foi prodigioso

em apresentar resultados geométricos através de ferramentas algébricas.
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Segundo Boyer (2004, p. 258), Cayley priorizou o componente estético
de suas producgoes matematicas e, sobretudo, sentia prazer em resolver
problemas elementares relacionados a pontos, linhas e planos de maneiras
diferenciadas e elegantes. E a teoria de determinantes proporcionou-lhe um

excelente meio de atingir este proposito.

Comecemos, assim, pela condicao de alinhamento de trés pontos em R?,

na linguagem de determinantes.

Uma condicao necessaria e suficiente para que trés pontos do plano
estejam alinhados é a nulidade do determinante da matriz de ordem 3 cujas
linhas (ou colunas) sdo compostas pelas coordenadas dos pontos no plano

seguida do numero 1, isto é,

Afirmacgao 3.3.1. Dados os pontos A = (x1,y1), B = (22,y2) e C = (23,93),
pertencentes a R%.  Afirmamos que estes pontos estio alinhados, [isto ¢,

pertencem a uma mesma retal se, e somente se:

1 oy 1
Ty Yo 1|=0
To Yz 1

De fato, consideremos, inicialmente, os vetores 4 = (a1, b;) e U = (ag, bs),
em R2  Estes vetores sdo paralelos [ou Linearmente Dependentes| se, e
somente se, um for multiplo do outro, isto é, se © = av ou ¥ = au, para

algum escalar a € R.

Desse modo, se i e ¥ sao vetores paralelos, a matriz A, de ordem 2 x 2:

ap as
by by

cuja primeira linha é constituida pelas coordenadas do vetor « e a segunda

A:

linha é constituida pelas coordenadas do vetor ¥ possui caracteristica no
méximo igual a 1, visto que o determinante de A é nulo, [j& que uma linha é
miultipla da outra]. Em particular, se quaisquer dos vetores @ e ¢/ forem nao

nulos, a caracteristica da matriz A assume valor exatamente igual a 1.
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Consequentemente, os vetores @ e ¢ sdo nao paralelos [ou Linearmente

Independentes] se, e somente se, a caracteristica da matriz A for igual a 2.

Consideremos agora os pontos A = (z1,91), B = (x2,y2) e C = (23,93),
em R2. A, B e C sao colineares se, e somente se, os vetores B e AC forem

paralelos, isto é, se a matriz B:

To — X —
B— 2 1 Y2 ?J1]

T3 —T1 Ys— U

possuir caracteristica menor ou igual a 1.

O que, pela definicao de caracteristica, equivale a dizer que:

Lo — X —
det(B) = 2 1 Y2— W —0
T3 —T1 Ys— U
Desse modo,
oy 1 T (1 1 Ly
2— X1 Yo — Y1
To Yo 1l |=|x20—21 Yo—y1 0 ]= =0
T3 —T1 Ys— U
ro y3 1 r3—21 ys—y1 0O

Por exemplo, os pontos A = (2,5), B = (1,3) e C' = (4,9), pertencentes

a R? sdo colineares, visto que:

= = N
O W ot
—_ = =
I
e}
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3.4 O uso do determinante na obtencao da
equacao geral de retas que passam por

dois pontos dados e distintos.

Introducao histérica

Como descrito nos topicos anteriores, o trabalho de Cayley é extremamente
rico no sentido de relacionar geometria com a algebra, especialmente com a

teoria de determinantes.

Segundo Boyer (2004, p. 258), Cayley baseia-se em resultados atribuidos
ao matematico francés Gaspard Monge, considerado um dos precursores
do desenvolvimento da Geometria Descritiva, para descrever diversos entes
geométricos através da linguagem algébrica. Entre eles esta a equacao de
uma reta que contém dois pontos dados por meio de um determinante de

ordem 3.

Nesta secao, buscaremos deduzir esta equagao, com nossa linguagem e

com o apoio de conceitos de geometria analitica.

Afirmacao 3.4.1. Sejam M = (a1,b1) e N = (az2,by) pontos distintos e
pertencentes o R? . A qnica reta em R? que passa pelos pontos M e N

coincide com o conjunto de todos os pontos P = (x,y) do R* que satisfazem

a equagao:
z y 1
ay b1 11=0 (312)
as b2 1

Desenvolvendo este determinante pela primeira linha, obtemos a equacao
da reta expressa em sua forma geral Ax + By + C' = 0, onde:
by 1
by 1

aq 1 aq bl

A:

, B=— e C =

as by
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Com efeito:

Por definicao, uma reta que passa pelos pontos A e B é o conjunto de

todos os pontos P € R?, tais que os vetores ﬁ e 1@ sejam multiplos, isto

é, ﬁ = )\ﬁ, ou 1@ = )\ﬁ para algum A\ € R.

Desse modo, a reta r que passa pelos pontos M = (a1,b1) e N = (ag, bs),
distintos, é o conjunto de todos os pontos P = (z,y) € R?, tais que os vetores
P I
MP = (z—a1,y —b1) e MN = (ay — a1, a9 — a1) sdo multiplos entre si.

O que equivale, pela secao anterior, a:

rT—ar y—b _0
as —a; by —b
Isto é,
x—a, y—>b 0 r y 1
r—a y—0b
0= = ai bl 11=]a bl 1
as —a; by — b
as — aq bg—bl 0 (05} b2 1
Assim,
z y 1
aq b1 11=0
as b2 1

¢ a equacgao da tunica reta que contém os pontos M, N e P, que pode ser

expressa por:

by 1
by 1

onde: A =
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Por exemplo, a equacao da reta que contém os pontos A = (2,5) e

B = (1, 3), pertencentes & R? pode ser expressa por:

z y 1
2 5 1(=0
1 31
que ¢ equivalente a equacao na forma geral: 2x — y + 1 = 0, obtida

desenvolvendo-se o determinante acima pelos cofatores da primeira linha.

3.5 0O determinante no calculo da area de

triAangulos e paralelogramos.

Nosso objetivo é expressar a area de triangulos e paralelogramos conhecendo-
se as coordenadas de seus vértices. Esse problema sera resolvido apenas no

plano e no espaco, isto ¢, apenas em R? e R3.

Introducao historica

Eves (2011, p. 60) caracteriza a relagao entre Algebra e Geometria na
matematica babilonica, no periodo compreendido entre 2000 a.C e 1600 a.C.
Nesta época, ja havia certa familiaridade com &area de triangulos, trapézios
e paralelogramos e uma vasta gama de problemas geométricos que eram
essencialmente problemas de Algebra nao triviais. Entre estes problemas,
haviam aqueles que conduziam a sistemas de equacoes, nos quais, segundo
Santos (2007, p. 8), os babilonios utilizavam palavras no lugar de simbolos,
tais como comprimento, largura e profundidade para as atuais incognitas z,

yez.

Boyer (2004, p. 258), por sua vez, destaca a contribuicao de Cayley, o
qual estabelece a formula para o célculo da area de um triangulo através de

um determinante de ordem 3, como abordado nesta secao.
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Para atingirmos os objetivos desta secao, optamos por fazer uso de

algumas definicoes e observagoes pertinentes a Geometria Analitica:

Defini¢ido 3.5.1 (Produto Vetorial). Dados os vetores U = (a1, by, c1) e
v = (ag, by, ca), em R3, o produto vetorial de U por U € o vetor U AU,
tal que:

e e e ) )
1 G ay € a; 01
7/\7: a by o | = 6_1>— 6_2> 6_3>
by co az C2 as bo
(05} bQ (6))

onde e; = (1,0,0), e3 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1).

Observemos que UNY pode ser obtido através do “determinante simbo-
lico” da matriz de ordem 3 x 3, cujos elementos da primeira linha sao os
vetores e_f, € e & e os elementos da segunda [resp. terceira] linhas sao as
coordenadas do vetor o [resp. 7], calculado via os elementos da primeira

linha.

Defini¢ao 3.5.2 (Norma de um vetor). Sejam os pontos A e B em R? e o
vetor U = zﬁ A distancia entre os pontos A e B, denominamos norma ou

comprimento de U e denotamos por || |).

Observacao 3.5.1. Dados os vetores U = (a1,b1,c1) € U = (ag,be, c2), em

R3, a norma do produto vetorial UNY pode ser erpressa por:
1 AT = ([T [T sen £(W, )

Observacao 3.5.2. Estamos, agora, em condigcoes de descrever as dreas de
paralelogramos e triangulos em R? e R3, conforme desejamos. Buscaremos
relacionar a norma do produto vetorial de dois vetores ndio paralelos em R3

como sendo a drea de um paralelogramo “gerado” por esses dois vetores.

129



Inicialmente vamos determinar a 4rea de um paralelogramo em R? gerado
por 3 pontos nao colineares P = (x1,y1),Q = (x2,%2), R = (x3,y3). Vamos
considerar o espago R? como sub-espaco de R?, de modo que R?* = {(z,y,0) €
R} z € R, y € R}.

Afirmagao 3.5.1. Consideremos o paralelogramo, gerado pelos pontos nao
colineares P = (x1,y1),Q = (x2,y2), R = (x3,y3). A drea desse paralelo-

gramo pode ser obtida por:

1 oy 1
Sp=1| x2 y» 1
z3 ys3 1

De fato, tomemos os referidos pontos em R?, ou seja, vamos considerar:
P = (931,9170)762 = ($2;y2,0)7 R = ($3>y370)- Sejam: U = Q - P =
(x9 — 21,92 —y1,0) e U = R — P = (x3 — x1,y3 — ¥1,0), conforme a figura

abaixo:

Figura 3.4: Area de paralelogramos no plano.

Assim, a drea S, do paralelogramo pode ser obtida pela expressao:

S, =] -
S, =] - 11911 - sen £(, )
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O que, pela Observacao 3.5.1, corresponde a:

Sy =7 AT
Mas,
e 2=
L Ty — T —
ANT=|mg—m1 yo—1n O |=| ° o 24
T3 —T1 Ys— U
r3—21 y3—y1 O
Portanto:

" 2y y T oy 1
R 2— %1 Y2— U1
Sp = [|[u N || = =\l za y2 1
T3 —T1 Ys— U1 vy ys 1
3 U3

Por exemplo, a drea S, do paralelogramo em R?, gerado pelos pontos nao
colineares P = (1,2), @ = (5,2) e R = (4,6) corresponde a:

1 2
S,=1| 5 2 = 16| = 16
46

—_ =

Passemos & area S; de um tridngulo em R?:

Corolario 3.5.1. Consideremos o triangulo PQR, nao degenerado, e de
vértices: P = (x1,y1),Q = (z2,y2) e R = (x3,y3). Nestas condigdes, a drea

Sy desse triangulo pode ser obtida por:

Ty oy 1

1
St = 5 . T2 Y2 1
r3 Y3 1

O que é decorréncia do fato que o triangulo pode ser visto como sendo a

“metade” de um paralelogramo.
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Agora vejamos a mesma situacao em R3.

Afirmacao 3.5.2. Consideremos, em R3, o paralelogramo gerado pelos 3
pontos nao colineares P = (x1,11,21),Q = (r2,v2,22) ¢ R = (23,93, 23),

conforme a figura abaixo:

Q

-u
gl
)

X

Figura 3.5: Area de paralelogramos no espaco.

A drea S, desse paralelogramo pode ser obtida por:

2 2 2
vz 1 r 2 1 xy oy 1

S = Yo 20 1| +| a9 20 1| + |29 9o 1
ys 23 1 r3 23 1 r3 yz 1

De fato, consideremos os vetores @ = Q) — P = (x93 — x1,y2 — Y1, 22 — 21)

77:R_P:($3—$1,y3—y1,23—2’1>
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Sabemos, das discussoes anteriores, que a referida érea é dada por |[GAY]].

Além disso:

—

€1
UNU=| Ty — 21
T3 — I1
Y2 — Y1 22— 21
Ys — Y1 23— 21
oz 1
_>
Yo 22 1 |€e1—
ys zz 1

De modo que:

Sp = |l@ndl| =

€2 €3
Yo — Y1 22— 21 | —
Ys — Y1 23— 21
Tog —T1 22— 21 To—T1 Y2 — U1
e e+ e =
T3 —T1 23— 21 T3 —T1 Y2 — W
T 2 1 1 Y1 1
Ty 29 1 €_2> + T2 Y2 1 €_3>
T3 23 1 s Ys 1
2 2 2
(7 1 r 2 1 oy 1
Yo 29 1| + | 2o 290 1| +] 29 9o 1
ys 23 1 x3 23 1 r3 yz 1

Como exemplo, calcularemos a drea S, do paralelogramo em R?, gerado

pelos pontos nao colineares P = (2,2,1), Q = (=2,—1,1) e R = <1,

De acordo com a afirmacao 3.5.2, temos:

D
)

11
11
31
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Além disso:

Corolario 3.5.2. Consideremos em R? o tridngulo PQR, ndo degenerado,
cujos vértices sao: P = (x1,y1,21), Q = (z2,Y2,22) € R = (x3,ys,23). Nestas

condicoes, a drea Sy desse triangulo pode ser obtida por:

2 2 9
vz 1 1 z 1 oy 1

St: yQZgl +$2Z21 +932y21

N —

ys 23 1 r3 23 1 x3 yz 1

Que é decorréncia do fato que o triangulo pode ser visto como sendo a

“metade” de um paralelogramo.

3.6 O uso de determinante para determina-
cao da equacao de um plano no espaco

passando por trés pontos nao colinares.

Nosso objetivo é expressar através de determinantes a equacao de um plano
em R3 que passe por 3 pontos nao colineares. Mas antes, abordaremos este

tema historicamente.

Introducao histérica

Boyer (2004, p. 258) afirma que equagoes de planos em R? também foram
objetos de estudo de Cayley, o qual traduziu-as para a linguagem de de-
terminantes. Assim como faremos aqui, Cayley descreve a equagao de um
plano que contém tres pontos dados através de um determinante de ordem 4
e vai além, busca generalizar este resultado para n dimensoes, valendo-se de

determinantes de ordem n + 1.
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Neste sentido, Boyer ressalta o desejo de Cayley em buscar a generali-
zacdo em seus resultados. Segundo o préprio Cayley, ”[...] a nocao que é
realmente fundamental, subjacente e que permeia toda a analise moderna e
a geometria, é a de magnitude imaginaria na andlise e a de espago imaginario
em geometria.” (BOYER, 2004, p. 259. Tradugao nossa)

Em funcao do propodsito desta secao, enunciaremos a seguir, uma condigao

necesséria e suficiente para que dois vetores em R? sejam multiplos.

Por definicao, dados os vetores @ e ¥ em R3 dizemos que um ¢é
multiplo do outro, ou que ambos sao paralelos, ou ainda que sao linearmente
dependentes se, e somente se, existir algum escalar o € R, tal que, ou @ = av,
ou v = «.

Torna-se simples verificar que, se @ = (ay,by,¢1) e U= (ag, bg, ¢2) sdo dois
vetores em I3, entdo eles sao paralelos se, e somente se, a caracterfstica da

matriz A:

ap by o
A=
az by o
cuja primeira linha é constituida pelas coordenadas do vetor # e a segunda
linha é constituida pelas coordenadas do vetor ¥ é no maximo 1. Se um dos
vetores for nao nulo entdo os mesmos serao paralelos se a caracteristica da

matriz A for exatamente igual a 1.

Analogamente 4 e ¥ nao sao paralelos [também chamados linearmente
independentes| se, e somente se, a caracteristica da matriz A acima for

exatamente 2.

Conforme descrito no capitulo anterior, afirmar que a caracteristica da
matriz A é no maximo 1 é equivalente a afirmar que o determinante de
todas as submatrizes quadradas de ordem 2 x 2, extraidas da matriz A tem

determinante igual a zero, isto é:
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a; by ap ¢ by

as bo Q2 C2 by co

Agora, sejam A = (z1,y1,21), B = (T2,Yy2,20) e C = (x3,y3, 23), treés
pontos quaisquer em R®. Dizemos que estes 3 pontos do R? sdao colineares
se, e somente se, 0s vetores 1@ = (X9 —X1,Y2 — Y1,22 — 21) € 1@ = (x3 —
x1,Ys — Y1, 23 — 1) sao paralelos. Isto significa dizer que a caracteristica da

matriz:

To—T1 Yo—U1 22— 21

T3 —T1 Ys— Y1 3 — 21

M=

¢ menor ou igual a 1, isto é,

Tog — X1 Y2 — U1 —0 Tog — X1 22— 21 —0 Yo — Y1 22— 21 —0

T3 —T1 Ys— U1 T3 —T1 23— 21 Ys — Y1 23— 21

Mas isto significa que:

1 1 oz T Y1 21
Ty Yz Z2 | = | X2—T1 Y2 —Y1 R2— 21 |= 0
T3 Yz =3 T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

Portanto, uma condicao necessaria e suficiente para que trés pontos A =

(1,91,21), B = (72,92,22) ¢ C = (3, ¥3, 23) em R? sejam colineares é que:

1 Y1
To Y2 2o | =0
T3 Yz <3
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Por definigao, trés vetores @ = (ay,b1,c1), U = (ag,be,c), W =
(as, b3, c3) do R® moram em um plano, ou, em outras palavras, sao line-
armente dependentes, se, e somente se, um deles for uma combinacao linear
dos outros dois, isto é, existam nimeros reais « e 3, tais que, ou @4 = av+ S,

ou v = au + fw ou W = ot + BU, o que signifca que a matriz:

ap b
M = (05} b2 Cy
as by c3

tem caracteristica no maximo 2, pois, uma de suas linhas acaba sendo uma

combinagao linear das outras linhas. Em outras palavras:

ap by
Q9 b2 Cy | = 0
as by c3

Finalmente, se os trés vetores, u, U, w pertencerem a um plano e pelo
menos dois deles nao forem paralelos, entao a caracteristica da matriz M é

exatamente igual a 2.

Por defini¢ao, denominamos de plano em R?, passando por um ponto P
e gerado por dois vetores @ e ¥ nao paralelos, o conjunto de todos os pontos
X € R3, tais que o vetor P_)(2 seja uma combinacao linear dos vetores u e
U, em outras palavras, que os trés vetores u, U e F)_(z estejam nesse mesmo

plano.

Agora estamos em condicoes de descrevermos a equacgao de um plano que

passa por trés pontos nao colineares de R3.

Sejam A = (ay,b1,¢1), B = (ag,bs,c0) C = (as, bz, c3), trés pontos nao
colineares de R3. O plano em R? que passa por esses trés pontos é constituido
de todos os pontos X = (z,y,z) € R3 tais que os vetores 4 = ﬂ =
(x — a1,y — b1,z —c1), U = 1@ = (ag — ay,by — by,co — 1), W = 1@ =

(a3 — aq,b3 — by, c3 — ¢1), morem nesse plano, ou seja:
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r—a; y—b z—0c
a9 — aq b2_b1 Co — C1 =0

as—a; bsg—b; c3—c;

Essa é exatamente a equacao do tnico plano que passa pelos pontos A,

B, C, que pode ser também escrita da seguinte forma:

z y z 1
ay bl C1 1 —0
[25) b2 Cy 1
as bg C3 1

A Justificativa é simples, bastando ver que:

r y z 1 r—a; y—bp z—c 0
r—a; y—b z—c

aq b1 C1 1 aq bl C1 1
= = — | g — a1 bg—b1 Cy — C1

(05} bg Co 1 Ao — A bg—bl Cy — C1 0
as — ap bg—bl C3 — C1

as bg C3 1 a3 — ap bg—bl C3 — C1 0

Esta equacao pode ser escrita na forma cartesiana a seguir:

Ar+By+Cz+D =0

onde:

b1 C1 1 b b
2 — 01 C2—C
A= bQ Co 1 =
bg — bl C3 — C1
b3 C3 1
a; C 1
a2 —ap Cy—C
B =— g Co 1|=-—
ag—ay C3—0
as C3 1
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ay bll

as —a; by —b
O — 4 by 1| = 2 1 02 1
a3 — ap bg—bl
as bg 1
ap b
D=-— (05} b2 Co
az bz c3

Por exemplo, a equagao do plano 7 que contém os pontos A = (1,—1,3),
B =(4,0,1) e C =(2,1,3), possui equagao:

|

R

w
— = =

N A~ )8
—= O

Desenvolvendo o determinante acima pelos cofatores da primeira linha,

reescrevemos a equacao do plano m em sua forma cartesiana, isto é:

-1 3 1 1 31 -1 1 1 -1 3
0O 1 1|(-z—|4 1 1|-y+|4 0 1|-z2—[4 0 1]|=0
1 31 2 31 1 2 1 3

que corresponde a equagao:

dr —2y+52—-21=0

3.7 O determinante no calculo do volume de

paralelepipedos e tetraedros em R°.

Estamos em R3 e nosso objetivo é expressar o volume do paralelepipedo e do

tetraedro via determinantes. Antes, porém, faremos a introducao histérica.
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Introducao histérica

Como dissemos anteriormente, e conforme Eves (2011, p. 61), problemas
geométricos babilonios, que datam de aproximadamente 1600 a.C, eram
essencialmente, problemas de Algebra. Como exemplo, Eves menciona a
existéncia, em uma tablete de Argila deste periodo, de um problema que diz
respeito a volumes de troncos de piramide, cuja resolucao envolve um sistema

de equagoes do tipo:
2 +y?)=A z=ay+b

Ja na segunda metade do século XVIII, o matematico italiano Joseph
Louis Lagrange apresenta varios resultados relacionados, com destaque para
o artigo publicado em um periddico da Universidade de Berlim, intitulado
"Nouvelle solution du probleme du mouvement de rotaiton d'un corps de
figure quelquonq qui n’est animé par aucune force accélératrice”, de 1773, no
qual, segundo Muir (1905, p. 34), utiliza o determinante para expressar o
sextuplo do volume de uma piramide triangular.

! 1 1.0

Nas notagoes de lagrange, (xy'z" + y2'z i

+ ZI/y// . JIZ/yH . yl‘/Z// — 2z )
corresponde a seis vezes o volume de uma piramide triangular, cujos vértices
sao representados como coordenadas em um sistema cartesiano ortogonal, a
saber: (0,0,0), (z,v,2), (/,y,2) e (", y", 2").

De acordo com Boyer (2004, p. 258), o volume de tetraedros, via
determinantes, também foi objeto de estudo do britanico Cayley, em meados
do século XIX. Além disso, uma série de resultados similares foram atribuidos,
tanto a Cayley, quanto ao matematico alemao Ludwig Otto Hesse. Ambos,
segundo Boyer, efetivamente utilizaram determinantes em Geometria, bem

como em analise.

Faremos, neste momento, mengao a alguns conceitos de Geometria Ana-

litica, necesséarios aos propdsitos desta secao:
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(1) Dados os vetores U e U em R3, nao nulos e ndo miltiplos entre si, o
vetor U A 7, chamado produto vetorial dos vetores 4 e ¥ [nesta ordem|]

é ortogonal aos vetores Ued.

(2) Dados um ponto P = (x,, Y, 2,), em R? e um plano 7, tal que:

r Yy =z
rr Y1 oz
T2 Y2 Z2

T3 Y3 Zz3

—_ = =

cuja equacao cartesiana corresponde a Ax + By + Cz + D = 0, com:

oz 1 Ty oz 1 T oy 1
A=y 29 1 |,B=—|a9 2 1 [,C=|a9 yos 1 |e
ys z3 1 g3 zz 1 r3 ys 1

1 Y1 A
D=—|2y 1o 2
T3 Ys Z3

A distancia d(P, ), do ponto P ao plano 7, é dada por:

~ |Az, + By, + Cz, + D|

(3) Dados os vetores @ e ¥ em R?, o ntimero real | x 7], tal que |@ x 7] =

[|2]]-]|7]|-| cos(g)|, onde ¢ é o angulo entre os vetores 4 e ¥ ¢ denominado

d(P,)

produto escalar de 4 por v.

(4) O volume de um paralelepipedo em R?, que tem como arestas principais
i, U, w é dado pelo valor absoluto do produto misto: w x « A v, onde
aqui, neste produto, o simbolo x representa produto escalar e o simbolo

A representa produto vetorial.
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Figura 3.6: Volume de paralelepipedos no espaco.

Nosso objetivo é expressar o volume de um paralelepipedo gerado por 4
pontos nao coplanares, em funcao das coordenadas desses pontos, expressas
na base canonica. Consideremos o paralelepipedo gerado pelos 4 pontos
E = (v1,y1,21), F = (22,92, 22), H = (v3,y3,23) e I = (4,4, 21) em R?,
nao coplanares. Sejam U = EF = (o — x1,Ys — Y1, 20 — 21), ¥ = EH =
(x3 — x1,Y3 — Y1,23 — 21) € W =FEI = (x4 — T1,Ys — Y1, 24 — 21) SUAS trés

arestas “principais” conforme a figura acima.

Desse modo, retomando a representacao simbédlica do produto vetorial
U AU, estabelecida na secao 3.5 e considerando os itens (1), (2), (3) e (4)
acima, temos que, se m é o plano que contém a face EFGH e d(I,7) é a

distancia do ponto I ao plano m, entao:
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vz 1 Ty o2 1 Ty 1 T Y1 A

Yo 22 1 |Ta—| @2 20 1 |yat|m yo 1 |2a— |22 Yo 2o

a1, ) ys 23 1 x3 223 1 T3 2y3 1 1’32 Ys 23
yoz 1 Ty oz 1 T 1
Yo 290 1| + | @22 290 1| + |22 3o 1
ys 23 1 ry z3 1 r3 ys 1

Desse modo, o volume V,, do paralelepipedo gerado pelos 4 pontos E, F,

H e I, conforme a figura acima, é dado por:
Vo = |0 x (@ AT)| = [|(@ A D)]]|[w]].] cos(p)| = [[(@ AD)]| - d(L, )

onde ¢ é o angulo entre o vetor w e o vetor (4 A ), o produto ||w||-|cos(p)| é
exatamente a altura do paralelepipedo, que na verdade é a distancia d(I,7)

do ponto I até o plano 7. Portanto,

vz 1 1z 1 T oy 1 1 Y 2
V;; = Y2 29 1 Ty — | Ty 29 1 Ya —+ To Y2 1 24— | Tg Y2 29
ys 23 1 T3 z3 1 r3 ys 1 T3 Y3 23

Que pode ser reescrito da seguinte forma:

T Yy oz 1

T z9 1
% _ 2 Y2 22

T3 Y3 z3 1

Ty Yo za 1

A titulo de exemplo, calcularemos o volume V), do paralelepipedo gerado

5
pelos pontos nao coplanares A = (2,2,1), B = (-2,—1,1), C = <1, Z’3> e
D = (4,5,2).

143



Temos:

2 2 11
V= -2 -1 11 19— 12
1 2 31
4 5 21

De forma andloga, mas, lembrando-se que a area do triangulo de vértices
M, N, O é metade da area do paralelogramo, cujas arestas principais sejam
dadas pelo vetores @ e ¥, e que o volume do tetraedro € igual a um terco do
volume de um prisma triangular, cuja base corresponda a uma das faces do
tetraedro e cuja altura corresponda a altura do tetraedro, relativa a mesma
face, estabelecemos a férmula para o célculo do volume (V}), de um tetraedro

em R3.

De fato, seja o tetraedro M NOP, representado na figura a seguir, cujos
vértices sao os pontos M = (x1,y1,21), N = (22,99, 22), O = (v3,y3,23) e P =
(74, Y4, 24), ndo colineares em R3. Sem perda de generalidade, consideremos
sua base como sendo o triangulo M NO, de area S; e contido em um plano

.
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w—c_\/°

Figura 3.7: Volume de tetraedros no espaco.

Neste caso, temos:

Ve=g 5 @A D] d(Pm)
Lz oyio=
1 I z0 y2 2o
6 (|1 ay Ys 23
I x4 ys 2z
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3.8 O uso do determinante na obtencao da
equacao da circunferéncia que passa por

trés pontos dados e distintos.

O objetivo desta secao é expressar, via determinantes, a equacao da circunfe-
réncia que contém trés pontos distintos em R2. Antes de mais nada, faremos

uma breve analise histérica.

Introducgao histérica

Por volta do século XVIII, a teoria de determinantes ganhou aplicabilidade no

estudo de conicas, tendo em Cramer e Bezout seus principais contribuintes.

Segundo Muir (1905, p. 12) e Kline (1972, p. 606), a relagao entre
coOnicas e determinantes foi incialmente estabelecida por Cramer, ao associar
a determinacao dos coeficientes de equacoes de conicas a resolucao de sistemas

de equagoes lineares.

Neste aspecto, em sua obra "Introduction a ’analyse des lignes courbes
algébriques”, de 1750, Cramer provou que uma equacao, de grau n, de uma
curva, fica completamente determinada quando pelo menos w pontos
da curva sao conhecidos e a titulo de ilustragao, descreve a equacao conica
A+ By+ Cx + Dy* + Exy + 2> = 0, de grau 2, cujas incognitas A, B, C, D
e F podem ser determinadas através de um sistema linear de 5 equacoes e 5

incognitas, cuja resolugao é apresentada no apéndice da obra.
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Prosseguimos com o propdsito desta secao, afirmando que:

Afirmacao 3.8.1. A equacao da circunferéncia que contém os pontos P =

.Il, 1), = LE‘Q, 2) € = l’g, 3), nao CO’LTL@CLT’GS, em s e aa CLpOT.'
y1), Q y2) e R Y i0 coli R2, ¢ dad

224+ oz oy
I+yr v n
T34+ Ys To Yo

T3+ Y; T3 Y3

-0 (3.13)

—_ = =

De fato, desenvolvendo o determinante pela primeira linha, obtemos:

A(@*+y*) = Bx+Cy—D =0 (3.14)
onde,
r1 oy 1 2+ oy 1 2+ m 1
A=z o 1 |,B=|24+y; 1o 1[,C=|2+y; 22 1|e
r3 ys 1 rs+y; ys 1 T3 +y; w3 1

14yl T n

D=|2+y; 2 y
T3+ Y5 T3 ys
Observemos que A # 0, ja que |A| representa a drea do triangulo PQR,
que nao é degenerado, visto que os pontos PR nao sao colineares, por
hipotese.
Desse modo, afirmamos que a equacao 3.14 é uma equagao de circunfe-
rencia.

Com efeito, a equacao 3.14, apds completar quadrados, é equivalente a:

B 2+ e > B?-C?+4AD
Y794 YTo4) T 142
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B? — C?* +4AD -
4A?
Que o segundo membro é maior ou igual a zero, é decorréncia do fato de

0.

Portanto, precisamos justificar que

que os pontos P, () e R satisfazem a equacao. Agora, se o segundo membro
da equagao fosse nulo, entao a equagao teria uma tnica solucao e claramente,

vemos que a mesma tem, no minimo, 3 solucoes distintas.

Que cada ponto P, () e R satisfaz a equagao, é decorréncia do fato de
termos duas linhas iguais na matriz [3.13], quando se substituem as varidveis
pelas coordenadas dos referidos pontos e isto implica que o determinante é

nulo e, portanto, tais pontos satisfazem a equacao.

Como exemplo, determinaremos a equacao da circunferéncia que contém
os pontos nao colineares P = (1,2), Q@ = (7,0) e R = (5,—-2).

Pela Afirmacao 3.8.1, tal equacao é dada por:

2?2 +y2

12 4 22

72+ 02
52 + (_2)2

S
o N

ou seja,

22+
5! 1
49 7
29 5

Yy
2
0

—_ = =

—2

Agora, desenvolvendo o determinante acima pela primeira linha, temos:

(—16) (2% 4+ y?) + 1282 + 32y — 112 =0

Dividindo-se a equacao por (-16), obtemos:

2+ —8r — 2y =7
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Agrupando-se convenientemente os termos e somando-se (164+1) & ambos

os membros da equacao, temos:

2 —8r+16+1y* —2y+1=—-7+16+1
= (r—4)+ (y—1)? =10

que corresponde a equagao reduzida da circunferéncia em questao.

Encerramos este capitulo ressaltando a vasta gama de aplicagoes de
determinantes, envolvidas nas diversas areas do conhecimento humano, que,
pelo peso de nossos propésitos, ficaram de fora destas paginas, como a teoria
da eliminacao, transformacao de coordenadas, mudanca de varidveis em
integrais multiplas, solugoes de sistemas de equagoes diferenciais, redugao

de formas quadraticas, cédigos corretores de erros, para citar algumas.

Além disso, estendendo-se os conceitos de determinantes e matrizes para
ordens infinitas, de acordo com Kline (1972, p. 811), é possivel envolveé-los
na determinacao de coeficientes de séries de Fourier, na solucao de equagoes

diferenciais ordinarias e até no estudo de equagoes integrais.

De fato, pode-se estabelecer uma série de conexoes entre determinantes
e o Calculo Diferencial e Integral. Neste sentido, Boyer (2004, p. 260)
destaca o trabalho do alemao Ludwig Otto Hesse, que consolidou o conceito
de discriminante de fungoes em n variaveis para a classificacao de seus pontos
criticos, o qual nada mais é do que o determinante de uma matriz quadrada
denominada Matriz Hessiana, cujos elementos sao derivadas parciais de

segunda ordem da referida funcao.

Podemos vislumbrar, contudo, o poder da teoria de determinantes e
matrizes para o desenvolvimento da matematica e da fisica avancada em
nossos dias. A esse respeito, Kline (1972, p. 812), cita uma frase do fisico e
matemaético escocés Peter Guthrie Tait (1831 - 1901), com relagao ao trabalho
de Cayley no que diz respeito a teoria dos determinantes e matrizes: “Cayley
estd forjando as armas para as futuras geragoes de fisicos.”(KLINE, 1972, p.

812. Traducao nossa).
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Conclusao

Este trabalho traduz um grande esforco em estudar o intrincado assunto “de-
terminante”, de forma clara e devidamente fundamentada. Neste contexto,
nosso objetivo é o professor. Obviamente ha material para ser lapidado e
apresentado aos estudantes, porém, sem deixar de lado o rigor matematico

envolvido em sua estrutura.

Diante disso, procuramos delinear, ao longo deste trabalho, uma sequén-
cia logica e suficientemente robusta de conceitos, estabelecendo uma base
consistente para a abordagem do tema, de acordo com o nivel a que nos

propusemos, voltado para a formacao do professor do Ensino Médio.

E evidente que muitos contetidos que abordamos aqui nao sao passiveis
de serem ensinados aos alunos da Educacao Basica. Nao foi esta a intencao
como deixamos claro, nas paginas iniciais. Este trabalho foi pensado e escrito

para o professor.

Este sim, necessariamente, deve apropriar-se, no minimo, dos conceitos
aqui descritos, para que a sua atuacao em sala de aula, na abordagem de

determinantes, seja eficiente.

O intuito nao é capacitar o professor para ser um calculador de deter-
minantes, tampouco que ele produza calculadores de determinantes em suas
salas de aula. Para isto existem bons softwares, que realizam estas operagoes
em segundos, como os dois citados aqui. Nesse sentido, a “Calculadora de
determinantes” ainda permite a escolha do método de célculo, entre varios
disponiveis e exibe as operacgoes realizadas em cada método, podendo também

ser 1til no contexto pedagogico.
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O professor precisa ter em mente, que nao é suficiente conhecer algumas
regras e procedimentos relacionados a determinantes, suas propriedades e

métodos de calculo, e fazer com que seus alunos memorizem-nas.

Buscamos, todavia, com este trabalho, apresentar significacao, coerén-
cia, justificativas, enfim, razoes para se ensinar e aprender determinantes
atualmente. Um educador precisa levar em consideracao estes principios,
e internaliza-los, pois sé assim terda condicoes de promover aprendizagem

significativa em seus alunos.

E neste sentido, buscamos relacionar teoria, aplicagoes e histéria no es-
tudo de determinantes, fornecendo ao professor subsidios para que, primeiro,
ele proprio conheca razoavelmente o que esta ensinando e identifique razoes
para ensinar tal conteido aos seus alunos. Dai, fazendo sentido para o

professor, uma abordagem mais significativa tende a acontecer naturalmente.

E certo que houveram desafios, especialmente no capitulo 3, das apli-
cacoes. O desafio de apresentar a aplicabilidade do conceito, envolvida em
conteudos presentes no curriculo do Ensino Médio, com o rigor com o qual
nos propusemos, custou-nos algumas restrigoes e frustragoes, indicando que,
o ato de tornar um contetdo acessivel ao aluno, independente do nivel no qual
esteja, nao é tarefa simples, como muitos presumem e evidenciando o imenso
abismo que existe entre a transmissao de um contetido e a sua significacao,

sob o ponto de vista do aluno.

Nao obstante, ficou evidente, no desenvolvimento deste trabalho, e ressal-
tado ao final do capitulo 3, a importancia da teoria de determinantes para o
desenvolvimento da matematica e da fisica avancada na atualidade, um dos

fatores que justificam a sua aprendizagem nas salas de aula.

Do ponto de vista didatico, a abordagem histérica e as aplicagoes apre-
sentadas no capitulo 3 nao deixam duvidas de que a aprendizagem de
determinantes pode ser significativa e mais proxima da realidade do aluno.
Longe de esgotar o assunto, este capitulo objetiva promover pesquisas mais
aprofundadas e direcionadas, dentre as varias faces do conceito, para atender

expectativas de aprendizagem diferenciadas.
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Ainda no ambito didatico, nao podemos deixar de referenciar a figura
dos matematicos Arthur Cayley e Otto Hesse, pela variedade de relacoes que
promoveram entre determinantes e outras areas do conhecimento. Cayley,
como pode ser observado no capitulo 3, estabeleceu uma série de aplicagoes
para determinantes, especialmente na Geometria. Hesse, por sua vez, ga-
nha destaque internacional por uma aplicacao de determinantes ao Calculo
Diferencial e Integral. O trabalho desses homens, suas preocupagoes com
a estética e o rigor matematicos, em meados do século XIX, nos permitem
hoje, apresentar determinantes de uma forma mais significativa e agradavel,
evidenciando a beleza e a magnitude da matematica e buscando novas formas

de fazé-la e aprendé-la.

Gracas a Cayley, principalmente, pudemos vislumbrar, neste trabalho, o
potencial da Geometria em favorecer a aprendizagem de determinantes, pelo

nivel de significacao das aplicacoes nesta area.

Assim, acreditamos que este trabalho possa auxiliar o professor de Ma-
tematica da Educacao Bésica, fornecendo-lhe uma fundamentacgao tedrica
consistente de determinantes, um pouco de sua histéria e uma série de
aplicagoes, que visa a relaciond-lo a outros temas e conteudos curriculares

da Educacao Basica, buscando torné-lo, didaticamente, mais atrativo.

E mais que isso, esperamos que este trabalho desperte e promova reflexoes
e analises, em nés professores, acerca de nossa atuacao enquanto educadores,
da responsabilidade que temos no processo de aprendizagem e o quanto
podemos evoluir na capacidade de tornar conceitos matematicos acessiveis

a0s nossos alunos.

Desejamos, sobretudo, que este trabalho inspire outras iniciativas que
busquem resgatar o rigor da Matemaética aprendida na Educagao Bésica,
que, envolvida em componentes historicos, tecnologicos e praticos, torna-se

naturalmente agradavel, interessante e prazerosa de ser ensinada e aprendida.
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APENDICE A - Permutacoes

Faremos uma abordagem, dentro do possivel, clara e didéatica sobre

permutagoes.

Definigao A.1 (Permutagao). Seja E um conjunto nao vazio, denominamos
permutacao sobre E, toda funcao o : E — E que seja bijetora. Caso
o(x) =x,Vx € E, 0 é denominada permutacao identidade e denotada por

Oid-

Definicao A.2 (Permutacgao Inversa). Seja o uma permutacdo. Uma vez
que o € bijetora, existe uma permutacao B, tal que o = fo = 0,9. Fssa

permutacdo B é denominada permutacdo inversa de o e a denotaremos o~ *.

Para atingirmos nossos objetivos, estamos particularmente interessados
no caso em que E = J,, onde J, corresponde ao conjunto finito dos primeiros

n nimeros naturais nao nulos, ou seja J, = {1,2,--- ,n}, n > 1.

Uma permutacao o : J, — J,, serd denominada permutacgao de grau n.

Denotaremos o conjunto de todas as permutacoes o de grau n por S,,.

Uma vez que composta de funcoes bijetoras é uma fungao bijetora, que
toda funcgao bijetora é inversivel e que sua inversa também é bijetora , que a
permutacao identidade é uma funcao bijetora e que a composicao de fungoes
¢ associativa entao o conjunto das permutacgoes de grau n, S,, munido da
operagao de composi¢ao, tem uma estrutura de grupo [nao abeliano| se n > 3

e serd denominado grupo simétrico de ordem n.

A imagem de uma permutacao o de ordem n sera, por um abuso de

notacao, denotada por o(J,) = (o(1),0(2),--- ,0(n)).

De certa forma, é comum denotarmos uma permutacao o € .S,, da seguinte

forma:
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Além disso, a cardinalidade de S, é n! e isto é decorréncia do fato de
que, para a imagem do elemento 1 temos n possibilidades, para a imagem
do 2, uma vez fixada a imagem de 1, temos (n — 1) possibilidades e assim
prosseguindo, para a escolha da imagem de n haverda apenas uma unica

possibilidade, o que nos permite inferir que:

#S,=n(n—1)(n—-2)---2-1=n

Definicao A.3. Seja x € J, e 0 € S,,. Diremos que o fita x ou que x €
fizado por o, se o(x) = x. Se o(x) # x, diremos que o move T ou que x €
movido por o.

Definicao A.4 (Ciclo). Seja J, comn > 2,0 € S, eiy,i9, i, 1 <1 <mn,
numeros naturais distintos pertencentes a J,.

Se o(iy) = i9,0(iz) = i3, ,0(i,_1) = ir,0(i,) =11 €, além disso, o fixa 0s

demais elementos de J,, entao diremos que o é um r-ciclo ou um ciclo de

comprimento .

Denotaremos um r-ciclo o por (i1 iy - - 4,).

Estendemos a definicao de ciclo para a permutacgao identidade, afirmando
que a identidade é um ciclo de comprimento 1 e denotando por (i), onde i
pode ser qualquer niimero pertencente a .J,,. De modo geral, utilizaremos a

notacgao (1).

Definicao A.5. Seja J, e o, € S,,. Dizemos que o e p sao permutagoes

disjuntas se, para todo x € J,, tem-se:

o(2) £ 2 = ple) =2

ple) =z =o(r) #

Um conjunto de n permutagoes é chamado disjunto se quaisquer duas

permutagoes distintas desse conjunto forem disjuntas.
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Se duas permutagoes sao disjuntas, entao elas comutam sob a operagao

de composicao.

Definigao A.6 (Relagao de Equivaléncia). Seja E um conjunto ndo vazio.
Uma relacao de equivaléncia sobre E é um subconjunto R C E X E, que

satisfaz as sequintes propriedades:

(E1) (Propriedade Reflexiva): Para todo x € E, tem-se (x,x) € R,
(E2) (Propriedade Simétrica): Se (x,y) € R, entdo (y,z) € R,

(E3) (Propriedade Transitiva): Se (z,y) € R e (y,w) € R, entdo (z,w) € R.

Nessas condigoes, se (z,y) € R, diremos que z é equivalente a y mddulo

R e denotaremos por x = y(modR).

Definicao A.7 (Classes de equivaléncia). Seja E um conjunto e R uma

relacao de equivaléncia sobre E. Para todo a € E, o conjunto:

a={r€E|xz=a(modR)}

¢ denominado classe de equivaléncia modulo R determinada pelo elemento a,

que, por sua vez, denomina-se representante da classe de equivaléncia @.

Teorema A.1. Seja F um conjunto nao vazio, R uma relacdo de equivaléncia

sobre E e x e y dois elementos de E. As sequintes condicoes sao equivalentes:
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Demonstracao.

De fato:

(1) = (2), pela definicao de classe de equivaléncia.

(2) = (3). De (2), segue que x = y(modR) que, pela simetria, corresponde
ay = x(modR), logo y € T.

(3) = (4). De (3), segue que y = z(modR). Seja a € E. Pelas propriedades

simétrica e transitiva, temos que a = z(modR) < a = y(modR), portanto,

Y
(4) = (1). Como z € T segue, de (4), que = € 7 e, portanto, z = y(modR).
O

Toda classe de equivaléncia é sempre um conjunto nao vazio, decorréncia
da relacao ser reflexiva. Além disso, pelo teorema acima, duas classes de
equivaléncia sao sempre iguais ou disjuntas e a reuniao de todas as classes de

equivaléncia nos da todo o conjunto E.

Ainda, toda relagao de equivaléncia sobre um conjunto E, determina sobre
E uma particao de F, isto é, determina um subconjunto do conjunto das
partes de E [denominado conjunto quociente de E pela relacao de equiva-
léncia, muitas vezes denotado por E/R), o qual possui trés propriedades:
Cada elemento de E/R é nao vazio; dois elementos quaisquer de E/R, ou
sao iguais, ou sao disjuntos e, finalmente, a reuniao de todos os elementos de

E/R corresponde ao préprio conjunto E.

Definicao A.8. Seja J, e 0 € S,,. Definimos a relagao R, sobre o conjunto

Jn e induzida pela permutacdo o, por:

(r,9) ERy &3k €Z|o"(x) =1y
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Teorema A.2. R, é uma relagao de equivaléncia sobre J,

Demonstracao.

1. (Propriedade reflexiva): Vz € J,, tem-se 0%(z) = z, logo (z,z) € R,.

2. (Propriedade simétrica): Seja (x,y) € R,. Temos o(z) =y e o (y) =
x, portanto (y,x) € R,, para k = —1.

3. (Propriedade transitiva): Sejam (z,y),(y,w) € R,. Desse modo,
existem m,n € Z, tal que 0™ (x) =y e 0™(y) = w. Logo ¢"*"(z) = w
e (z,w) € R,.

]

Definicao A.9. As classes de equivaléncia determinadas pela relacdo de

equivaléncia R, em J, sao chamadas orbitas de o.

Baseado na defini¢ao acima, se z € J, e 0 € S,,, a 6rbita de ¢ determinada
pelo elemento = é o conjunto {o*(x),k € Z}, o qual é determinado por

sucessivas aplicacoes de o ao elemento x.

Além disso, no contexto de orbitas, dizer que o fixa x, significa afirmar

que a drbita de o determinada pelo elemento x é o conjunto unitério {z}.

Podemos dizer também que uma permutagao o # 0,4 é um r-ciclo [ r > 2]
se, e somente se, compoe-se de apenas uma orbita com mais de um elemento,

isto é, possui apenas uma Orbita nao trivial, com exatamente r elementos.

Lema A.3. Seja J, e 0 € S,,. Nestas condi¢oes, J,, pode ser particionado
em subconjuntos disjuntos Y1, Ys, -+, Y,,, tais que, para todo1 =1,2,--- ,m,
tem-se o(Y;) = Yi, de modo que cada o;, 1 < i < m, definida por
oi(x) = o(x),se x €Y, e oi(x) =2 se x € J,—Y;, é€um ciclo
de comprimento #Y;. Além disso, 0 = 010090 -+ 0 0, € €584 COMPOSICAO

independe da ordem.

160



Demonstracao.

Sejam Yi,Ys,--- .Y, as orbitas de 0. Como as Orbitas sao classes de
equivaléncia, segue, pelo Teorema A.1, que sao disjuntas. Além disso, pela
definigao de érbita, segue que, para todo i = 1,2,--- ;m, o(Y;) = Y;, de
modo que cada o; é um ciclo cujo comprimento é igual a #Y;. Obviamente
0 =010090---00, ¢a composicao independe da ordem, uma vez que os

ciclos sao disjuntos. O]

Lema A.4. Seja J, o conjunto dos nimeros naturais {1,2,--- ,n} e 0,0
r-ciclos , r > 2, pertencentes a S,. Seja a € J,, tal que o e B movem a e

o*(a) = B*(a), para todo inteiro k, entdo o = .

Demonstracgao.
Vamos denotar a = iy, logo 0 = (iy ig -+ i,) onde o (iy) =ig,- -+ ,0(ip_1) =
ir. Segue da hipdtese que = (i1 iy -+ i) onde B(i1) = ig, -+, B(ir_1) = iy

Donde segue que o = £3.

Cabe salientar, entretanto, que ao mencionarmos, no enunciado do lema,
que o e [ sao r-ciclos, a priori, nao significa que ambos sejam de mesmo
comprimento. A igualdade de comprimento desses ciclos é consequéncia da

hipétese de que o*(a) = 3%(a), para todo inteiro k. ]

Teorema A.5. Seja 0 € S, 0 # (1). Entio o é um produto de ciclos
disjuntos de comprimento maior ou igual a 2, e esta fatoracdo € unica, a

menos da ordem.

Demonstracao.
Sejam Yy, Ys, .- .Y, as drbitas nao unitarias de o. Seguindo as notagoes
do Lema A3, 0;, 1 < ¢ < m, definida por o;(z) = o(z), se z €

Y;, e oi(xr)=uz,se x€J,—Y; éum ciclode comprimento #Y;. Além
disso, essa familia de ciclos o; € S,, ¢ uma familia disjunta, uma vez que os
conjuntos Y;, 1 < ¢ < m sao disjuntos, logo, como ja dito anteriormente,

O = 0109 " " Om.
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Provaremos agora sua unicidade:

Seja 0 = Pi1fa- B = My2 Y onde 1Py B € M2y Sa0
fatoracoes de o em ciclos disjuntos de comprimento maior ou igual a 2. Dado

x € J,, suponhamos que ¢ mova x. Neste caso, exatamente um unico fator
B; e um tnico fator v;, 1 < i < m, 1 < 7 < r, movem x. Como sao
ciclos disjuntos, podemos comuta-los convenientemente, de modo que 31 e 1,

movam x. Assim, para todo inteiro k, temos:
o*(z) = i (z) = 71(2)

Entretanto, pelo Lema A.4, um ciclo fica completamente determinado
pela sua poténcia, quando aplicado a qualquer elemento que move. Portanto
b1 = v1. Estendendo este procedimento a todos os elementos movidos por o,
segue que m = r e que cada 3; ¢ igual a algum v;, V¢,5,1 <i<m,1 <j <
m. O

Definicao A.10. Denominamos um ciclo de comprimento 2 de transposi¢ao.

Teorema A.6. Toda permutacao o € S,, € um produto de transposicoes.

Demonstracao.
Baseado no Teorema A.5, basta escrever todo ciclo de comprimento maior
ou igual a 2, fator de ¢, como um produto de transposicoes. Isto pode ser

feito com base no seguinte fato:

ou se preferir:
(ir dg--vip) = (0 4)(in dpo1) oo (i1 d2)

Convém salientar que nesta decomposicao de um r-ciclo em produto de

transposicoes, a ordem é fundamental. n
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Desse modo, toda permutagao pode ser escrita como um produto (nao

comutativo) de transposi¢oes. Vejamos este exemplo:
12 39)=0 301 240 201 3

Além disso, tal fatoracao nao é unica, visto que:

(1 2 3)=(1 3)(1 2)=(2 3)(1 3)=(1 3)4 2)(1 2)(1 4) =
(1 3)4 2)(1 2)(1 492 3)2 3)

Provaremos a seguir que todas as fatoragbes de uma permutacdao o

em transposicoes possuem uma caracteristica em comum: a quantidade de

fatores é sempre par ou sempre fmpar.

Definicao A.11. Sejam J,, 0 € S, e g a fungao polinomial em n varidveis
definida por:

g(‘rhx?a e ,l’n) - H(IJ - xl)

j>i
Definiremos o polinomio em n varidveis a sequir:

9o = [ [(@ot) = 20)

j>i
Dizemos que o € par, se g, = g € que o € impar, se gy = —g

Notemos que na fungao g definida acima, a condigao j > i garante que
todo par de inteiros distintos pertencentes a J,, ird compor uma subtracao

em exatamente um fator de g.

Além disso, como ¢ é uma permutacao, g, também possui essa caracte-
ristica, ou seja, todo par de inteiros distintos pertencentes a J, compoe uma

subtracao em exatamente um fator de g,.

Desse modo, os fatores de g e g, sao iguais, a menos de seus sinais e,

consequentemente, g, = 1g.
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Por outro lado, se o e 8 pertencem a .S,,, temos:

9op = [ [@eno) = zen®) = (95)
j>i
Dai concluimos que, se o e 3 sao ambos pares ou ambos impares, entao
o[ é par, entretanto, se uma das permutacoes é par e a outra é impar, entao
o3 é impar. Isso nos permite dizer que o subconjunto de .S,,, constituido por
todas as permutacoes pares, é fechado em relagao a operacao de composicao

e mais que isso, constitui um subgrupo de S,, denominado:

Definicao A.12 (Grupo Alternado). Denominamos o conjunto de todas
as permutacoes pares pertencentes a S,, de grupo alternado de grau n e

denotamos por A,,.

Teorema A.7 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam (G,*) e (H,V)
dois grupos, f um homomorfismo de (G,*) em (H,V) e N o kernel de f.
Nestas condigoes, afirmamos que N € um subgrupo normal de (G,*) e o
grupo quociente G/N € isomorfo ao subgrupo Im(f). Particularmente, se f

for um epimorfismo, entdo G/N € isomorfo ao grupo (H,V).

Teorema A.8 (Teorema de Lagrange). Sejam (G, *) um grupo finito e H

um subgrupo de G. Nestas condigoes, temos:

Gl =[G : H].|H]

Onde |G| € a ordem do grupo G, isto €, o nimero de elementos de G e
[G : H|, conhecido como indice de H em G, representa o nimero de classes

laterais a esquerda [ou a direita] determinada por H sobre G.

Esses dois teoremas e suas respectivas demonstragoes, bem como as
defini¢oes dos conceitos empregados podem ser encontrados em qualquer livro

sobre Teoria dos Grupos.
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Algumas observacgoes:
Observacao A.1. Vamos admitir nas consideracoes abairo que n > 2.

Observacao A.2. Vamos considerar o primeiro teorema do isomorfismo nas
sequintes condigoes: G = S,, x =0, H={-1,1}, V=" ¢
¢ S, — {—1,1} definida por: p(o) =1, se o for par e p(c) = —1, se o

for impar.

Observagao A.3. p(o o7) = ¢(0).o(1). Decorréncia do fato de que
composta de permutacoes pares € par e composta de uma permutacao par

com uma permutacao impar € impar.

Observacao A.4. ¢ é um homomorfismo entre o grupo simétrico (G =

Sn,0) e o grupo multiplicativo (H = {—1,1},-).

Observacao A.5. N = ker(y)) = A,, isto é, o kernel do homomorfismo
acima, que corresponde ao subgrupo do grupo (S,,o) constituido de todas
as permutagoes que sdo levadas em 1, [ou seja, as permutacoes pares], €

exatamente o grupo alternado A,,.

Observacao A.6. O homomorfismo ¢ é na verdade um epimorfismo, isto é,
© € sobrejetora, uma vez que a permutacao identidade € par e a transposicao

(12) é impar.

Observacao A.7. Logo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo enunciado
acima, o grupo quociente G /A, € isomorfo a (H = {—1,1},-) e portanto é
um grupo de ordem 2 [isto €, o indice de A, sobre S,, denotado por[S,, : A,]

¢ 2] o que traduz, mais uma vez, que A, € normal [jd sabiamos isto por outra

n!
via] e portanto, pelo Teorema de Lagrange, temos que #A, = 5 de modo
que a quantidade de permutacoes pares € a mesma quantidade de permutacoes

impares.

Finalmente, vamos mostrar que se decompusermos uma permutagao
em um produto de transposicoes, apesar do numero de “fatores” nao ser
univocamente determinado, podemos afirmar que esse niimero é sempre par,

se a permutacao for par, ou sempre impar, se a permutacao for impar.
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Teorema A.9. o € S, € par se, e somente se, ¢ ¢ um produto de um
numero par de transposicoes; o € impar se, € somente se, o € um produto de

um numero impar de transposicoes.

Demonstracao.
Pela definicdo de paridade, (Definicao A.11), sabemos que a particular

transposigao (1 2) é impar.

De fato, seja 0 = (1 2). De outro modo, vamos denotar o da seguinte

123 -+ n
g =
213 - n

9o = [ [(@o) = wo) =

maneira;:

Temos:

S (1-)B-2A-2) (1 -B 1A - DE—1)--
~n=1)4-3)(5-3)---(n—=3)---(n—(n—1)) (3.15)
para n > 2.
Agora, considerando a fungao polinomial: g(zq,x2,--+ ,x,) = H(:Bj—xi),

temos, para n > 2:

g(xy, 9, -+ ,1y,) =
—2-1)B-DA-1)(n-1)3-2)d-2)(5-2)---
=2 =3)(5=3)--(1-3) (1~ (n = 1))
(3.16)

Analisando os produtorios em 3.15 e 3.16, vemos que ambos possuem 0s

mesmos fatores, a excessao do primeiro [fator]. Assim, podemos escrever:
Go=01-2)-a=—-a=—(1-a)=—g
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Portanto o = (1 2) é impar.
Provaremos agora que qualquer transposigdo 7 = (i j) é impar.

Suponhamos, por absurdo, que 7 seja par, isto é, 7 € A,,. Como A,, <1.5,,
isto é, A, é um subgrupo normal de S,,, entao todo conjugado de 7 = (i j)
também estd em A,,. Notemos que (1 2) é o conjugado de 7 = (i j), pois,
(12) =70 j)oy !, ondey =(i1)o(j2,sei>jey=(2o
(¢ 1), se 7 > i . Isto contradiz o fato que (1 2) é impar. Na verdade,
esse calculo é consequéncia de um teorema mais geral, o qual garante que:
“Duas permutacoes o e 7 sao conjugadas se, e somente se, elas tém a mesma

estrutura ciclica”.

Suponhamos que 0 € S,, e que 0 = T 0T, 0 - -+ 0 Ty, onde cada 7; € uma

transposi¢ao. Uma vez que ¢ é um homomorfismo, temos:
(o) =@(rioTmoTs - 0Ty,) = (1) 0 @(T2) 0o p(r3) 0 -+ - p(T) = (—=1)™

Como, por defini¢ao, o é par se, e somente se, ¢(c) = 1 e o é impar se,
e somente se, ¢(0) = —1, temos que o é par se, e somente se, m é par e o é

impar se, e somente se, m é fmpar. n

Corolario A.10. Se 0 € S, entao o numero de fatores que ocorrem em
qualquer fatoragao de o num produto de transposi¢oes € sempre par ou €

sempre impar.

Demonstracao.
Decorréncia do fato que uma permutacao nao pode ser par e impar simulta-

neamente. [

Definicao A.13. Seja 0 € S, e ¢ o epimorfismo descrito na Observagao

A.3. O walor de p(o) € denominado sinal da permutagdo o e denotado por

sgn(o).
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Lema A.11. Se o é uma permutagio, entio sgn(c) = sgn(oc™")

Demonstracao.

Pela Definicao A.2, temos que oo~ ! = oc7'o = 0,5. Por outro lado, a

Definicao A.11 estabelece que ;4 é uma permutacao par, logo, as composicoes
oo~ ! e 070 sdo ambas pares e, portanto, o e o~! sao ambas pares ou ambas

impares. [

De acordo com as notacoes do Teorema A.9, para determinarmos se uma
dada permutagao o ¢ par ou impar, basta determinarmos o valor de m, ou

seja, o nimero de transposicoes nas quais o se decompoe.

Em termos praticos, o sinal de uma permutacao o € .S,, também pode ser
obtido identificando-se, para todo par (7,j), 1 <i < j < n, aqueles nos quais
o(i) > o(j). Se a quantidade desses pares for um nimero par, o é par, caso

contrario, o é impar.

Exemplo A.1. Dada a permutacao:

1 23 456
O':
2 45 6 31
Vamos determinar o sinal de o.

Reescrevendo o como um produto de ciclos disjuntos de comprimento

maior do que ou igual a 2, temos:

o=(1246)(35)

Reescrevendo o ciclo (1 2 4 6) como um produto de transposigoes, temos:

o= (16)(14)(12)(35)

Assim, m =4 e ¢ é par.
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De outro modo, temos que os pares (i, j), tais que 1 <i < j < 6 sao:
(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5)
(2,6),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)

Basta determinarmos, entre esses pares, aqueles nos quais o (i) > o(j).
Sao eles: (1,6),(2,5),(2,6),(3,5),(3,6), (4,5), (4,6), (5,6)

Portanto, o é par, como ja constatado anteriormente.
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