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RESUMO

Nesta tese estudamos hipersuperficies conformemente euclidianas f : M3 — Q%(c), com
trés curvaturas principais distintas e curvatura média H ou curvatura escalar S constante,
em formas espaciais com curvatura seccional c¢. No caso em que a curvatura média H é
constante, inicialmente estendemos para c arbitrario um resultado provado por Defever
[10] quando ¢ = 0 e mostramos que uma tal hipersuperficie nao existe se H # 0. Nossos
principais resultados sao para o caso minimo H = 0. Se ¢ # 0, mostramos que f(M?3)
¢ um subconjunto aberto de um cone generalizado sobre um toro de Clifford em uma
hipersuperficie umbilica Q3(¢) C Q*(c), ¢ > 0, com ¢ > ¢ se ¢ > 0. Para ¢ = (0, mostramos
que, além do cone sobre o toro de Clifford em S? C R*, existe precisamente uma familia a
1-parametro de hipersuperficies conformemente euclidianas com trés curvaturas principais
distintas duas a duas nao congruentes, sendo o cone sobre o toro de Clifford o elemento
singular da familia. No caso em que a curvatura escalar é constante, estudamos apenas o
caso ¢ = 0. Mostramos, nesse caso, que f(M?3) é um subconjunto aberto de um cilindro

sobre uma superficie de curvatura Gaussiana constante do espaco euclidiano R3.

Palavras-chave: Hipersuperficies conformemente euclidianas. Hipersuperficies minimas.

Curvaturas principais distintas. Curvatura média constante. Curvatura escalar constante.



ABSTRACT

In this work we study conformally flat hypersurfaces f: M3 — Q%(c) with three distinct
principal curvatures in a space form with constant sectional curvature ¢, under the as-
sumption that either its mean curvature H or its scalar curvature S is constant. In case
H is constant, first we extend to any ¢ € R a theorem due to Defever when ¢ = 0 and
show that there is no such hypersurface if H # 0. Our main results are for the minimal
case H = 0. If ¢ # 0, we prove that f(M?3) is an open subset of a generalized cone over
a Clifford torus in an umbilical hypersurface Q*(¢) C Q*(c), ¢ > 0, with ¢ > c if ¢ > 0.
For ¢ = 0, we show that, besides the cone over the Clifford torus in S* C R*, there exists
precisely a one-parameter family of (congruence classes of ) minimal isometric immersions
f: M? — R* with three distinct principal curvatures of simply-connected conformally flat
Riemannian manifolds. Assuming S to be constant, we only study the case ¢ = 0. We
prove that f(M?3) is an open subset of a cylinder over a surface of nonzero constant Gauss

curvature in R3.

Keywords: Conformally flat hypersurfaces. Minimal hypersurfaces. Distinct principal

curvatures. Constant mean curvature. Constant scalar curvature.
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INTRODUCAO

Uma variedade Riemanniana é conformemente euclidiana se cada um de
seus pontos possui uma vizinhanga aberta conforme a um subconjunto aberto do espaco
euclidiano. Foi provado por Cartan [5] que se f : M™ — Q""!(c) é uma imersdo isomé-
trica de uma variedade Riemanniana M™, de dimensao n > 4, em uma forma espacial
Riemanniana Q"*!(c), de dimensao n + 1 e curvatura seccional constante c, entao M"
é conformemente euclidiana se, e somente se, f tem uma curvatura principal de multi-
plicidade! pelo menos n — 1. Uma hipersuperficie de Q"!(¢) com uma curvatura princi-
pal de multiplicidade n — 1 é localmente a envoltoria de uma familia a 1-parametro de
hipersuperficies umbilicas de Q"™!(c). Cartan também provou que toda hipersuperficie
f: M3 — Q*%c) com uma curvatura principal de multiplicidade dois é conformemente
euclidiana, e observou que a reciproca nao vale nesse caso.

O estudo de hipersuperficies conformemente euclidianas de dimensao trés
com trés curvaturas principais distintas, iniciado por Cartan, foi retomado recentemente
por Hertrich-Jeromin [17], o qual, inspirado em uma caracterizagdo dada por Cartan [5],
provou que uma hipersuperficie conformemente euclidiana f : M3 — Q%(c) com trés
curvaturas principais distintas admite localmente coordenadas principais (uy, us, ug) com
respeito as quais a métrica é dada por ds* = Z?:l vidu?, com vi = v} + v3. Como
consequéncia desse resultado, ele obteve uma série de aplicagoes, ver [18]. Um resul-
tado recente, demonstrado por Canevari e Tojeiro [4], completa o resultado de Hertrich-
Jeromin, estabelecendo que hipersuperficies conformemente euclidianas f : M3 — Q?*(c)
com trés curvaturas principais distintas sao caracterizadas pela existéncia de tais coorde-
nadas principais com algumas condicoes adicionais, ver Proposicao 1.9. Tal caracterizacao
foi o ponto de partida para a obtencao dos resultados desta tese.

Em [12], do Carmo e Dajczer mostraram que se f: M"™ — Q""1(c), n > 3,

tem uma curvatura principal A # 0 com multiplicidade n—1 e a outra curvatura principal

"Hipersuperficies f : M™ — Q"*1(¢) com uma curvatura principal de multiplicidade n — 1 sdo conhe-

cidas na literatura como hipersuperficies quasi-umbilicas.
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w6 tal que p # X e p= p(N), entdo f é uma hipersuperficie de rotagdo sobre uma curva
plana. Em particular, se f : M™ — Q""!(c), n > 3, é uma hipersuperficie conformemente
euclidiana com curvatura média constante e sem pontos umbilicos, com uma curvatura
principal de multiplicidade dois se n = 3, entdao ou f(M™) é um subconjunto aberto de
uma hipersuperficie de rota¢do com curvatura média constante ou ¢ = 0 e f(M") é um
subconjunto aberto de S'(¢) x R*™!, ¢ > 0. Da mesma forma, se f : M" — Q""(c),
n > 3, é uma hipersuperficie conformemente euclidiana com curvatura escalar constante
sem pontos umbilicos ou pontos com curvatura seccional constante ¢, com uma curvatura
principal de multiplicidade dois se n = 3, entdo f(M™) é um subconjunto aberto de uma
hipersuperficie de rotagao com curvatura escalar constante.

As curvas geratrizes das hipersuperficies de rotagao f : M™ — Q"*1(c),
n > 3, com curvatura média constante, foram descritas em [12], como solugoes de um certo
sistema de equacgoes diferenciais ordinéarias, enquanto que aquelas das hipersuperficies de
rotagao f : M"™ — Q""!(c), n > 3, com curvatura escalar constante foram classificadas por
Leite [24]. Portanto, no estudo de hipersuperficies conformemente euclidianas f : M™ —
Q"*!(c) com curvatura média ou escalar constante, o caso nao completamente entendido
ocorre quando n = 3 e a hipersuperficie tem trés curvaturas principais distintas.

Foi mostrado por Defever [11] que se f : M3 — R* é uma hipersuperficie
conformemente euclidiana com trés curvaturas principais distintas e curvatura de Gauss-
Kronecker K constante, entao K = 0, isto é, f tem uma curvatura principal identicamente
zero. Dai decorre que f(M?) é um subconjunto aberto de um cone sobre uma superficie
de curvatura Gaussiana constante em S?* C R* ou de um cilindro sobre uma superficie
de curvatura Gaussiana constante em R?, ver Proposicao 1.3. Ele também provou, em
[10], que uma hipersuperficie conformemente euclidiana do espaco euclidiano R?* com trés
curvaturas principais distintas e curvatura média constante é necessariamente minima.

Nesta tese estudamos hipersuperficies conformemente euclidianas f : M3 —
Q*(c) com curvatura média ou escalar constante e trés curvaturas principais distintas. No
caso em que a curvatura média é constante, inicialmente estendemos o teorema de Defever

[10] para ¢ # 0, mostrando que se f : M3 — Q?*(c) é uma hipersuperficie conformemente
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euclidiana com curvatura média constante e trés curvaturas principais distintas, entao f
¢ necessariamente minima (Teorema A).

Exemplos de hipersuperficies conformemente euclidianas minimas f : M3 —
Q*(c) com trés curvaturas principais distintas podem ser construidos do modo seguinte.
Considere um toro de Clifford g : R? — Q3(¢), ¢ > 0, com ¢ > ¢ se ¢ > 0, em uma
hipersuperficie umbilica Q3(¢) C Q*(c), e considere o cone generalizado sobre g em Q%(c),
isto ¢, a hipersuperficie parametrizada pela aplicacao G : R?> x I — Q%*(c¢) dada por
G(x,1) = expy(, (t§(g(r))), em que § & um campo de vetores unitdrio normal a inclusao
i+ Q%¢) — Q%c), exp ¢ a aplicagao exponencial de Q*(c) e I ¢ o intervalo aberto
(0,00), se ¢ < 0 e (0, \/15), se ¢ > 0. Mostramos que, se ¢ # 0, entdao esses sao todos
os exemplos possiveis, ou seja, uma hipersuperficie conformemente euclidiana minima de
Q*(c), ¢ # 0, com trés curvaturas principais distintas ¢ necessariamente um subconjunto
aberto de um cone generalizado sobre um toro de Clifford em uma hipersuperficie umbilica
Q3(¢) € Q*(c), ¢ > cse c> 0 (Teorema B).

O caso mais interessante, a respeito das hipersuperficies conformemente
euclidianas minimas com trés curvaturas principais distintas de uma forma espacial Q*(c),
ocorre quando ¢ = 0. Nesse caso, mostramos que, além do cone sobre um toro de Clifford
em S? C R*, existe precisamente uma familia a 1-parametro de (classes de congruéncias
de) imersoes isométricas minimas f : M3 — R?* com trés curvaturas principais distintas de
variedades Riemannianas simplesmente conexas conformemente euclidianas (Teorema C).

Nosso estudo das hipersuperficies conformemente euclidianas em R* com
curvatura escalar constante, além de visar uma completa classificagao das hipersuperficies
conformemente euclidianas em R* com uma funcao simétrica constante de suas curvaturas
principais, teve ainda uma outra forte motivacao. Variedades conformemente euclidianas
M? de dimensao trés com curvatura escalar constante sao precisamente as variedades
Riemannianas que tém tensor de curvatura harmonico, isto é, aquelas cuja divergéncia d*
de seu tensor curvatura R satisfaz d*R = 0, em que R é considerado como um elemento
de Q2(M,A>M), ou seja, como uma 2-forma em M tomando valores em A2M. Tendo em

vista a segunda identidade de Bianchi dR = 0, em que d ¢ a diferencial exterior, d*R =0 é
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equivalente a AR = (dd*+d*d)R = 0. Em qualquer dimensao, a identidade d*R = —d Ric
implica que uma variedade Riemanniana tem tensor de curvatura harmoénico se, e somente
se, seu tensor de Ricci é um tensor de Codazzi. Assim, variedades Riemannianas com
tensor de curvatura harmonico sao, em particular, generalizacoes naturais de variedades
de Einstein e de variedades cujo tensor de Ricci é paralelo.

Hipersuperficies de dimensao arbitraria com tensor de curvatura harménico
em formas espaciais foram estudadas por alguns autores (ver [28] e suas referéncias), po-
rém, uma classificagao esta longe de ser obtida. Por outro lado, hipersuperficies com tensor
de Ricci paralelo em formas espaciais foram classificadas por Reckziegel [32], depois de
trabalhos anteriores devidos a Lawson [27] e Ryan [33]. Em particular, se f : M™ — R™*!
¢ uma hipersuperficie com tensor de Ricci paralelo, entao ou M™ tem tensor de curvatura
nulo ou f(M™) ¢ um subconjunto aberto de uma esfera S"(¢) C R™™, um (n — k)-cilindro
sobre uma esfera S*(c) C R¥! ou um (n — 2)-cilindro sobre uma superficie em R? com
curvatura Gaussiana constante ¢ # 0. Note que as duas tltimas hipersuperficies nao sao
de Einstein e que apenas a ultima tem trés curvaturas principais distintas. Apesar do
fato de que a hipdtese do tensor de Ricci ser um tensor de Codazzi ser, a priori, uma
hipotese muito mais fraca do que aquela de o tensor de Ricci ser paralelo, provamos que
para hipersuperficies f : M? — R* com trés curvaturas principais distintas nao existe
nenhum exemplo satisfazendo a primeira condicao mas nao a segunda. Mais precisa-
mente, mostramos que se f : M3 — R* é uma hipersuperficie conformemente euclidiana
com trés curvaturas principais distintas e curvatura escalar constante, entao f(M?3) é um
subconjunto aberto de um cilindro sobre uma superficie em R3 com curvatura Gaussiana
constante nao nula (Teorema D). Como mencionado anteriormente, hipersuperficies con-
formemente euclidianas em R* com curvatura escalar constante e uma curvatura principal
com multiplicidade dois ou tém curvatura seccional constante igual a zero ou sao hipersu-
perficies de rotagao, e estas sdo classificadas em [24]. Portanto, nosso resultado completa
a classificacao das hipersuperficies conformemente euclidianas em R* com curvatura esca-
lar constante ou, equivalentemente, das hipersuperficies em R* com tensor de curvatura

harmoénico.
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Apresentamos a seguir uma breve descricao dos capitulos que formam esta
tese. No Capitulo 1 descrevemos alguns resultados sobre hipersuperficies conformemente
euclidianas em formas espaciais Q""!(c), n > 3. Recordamos a nocao de hipersuperficies
holonémicas e exibimos a caracterizagao dada por Canevari e Tojeiro 4] das hipersuper-
ficies conformemente euclidianas com trés curvaturas principais distintas, ver Teorema
1.9. Determinamos que relacao deve existir entre os pares associados a hipersuperficies
conformemente euclidianas congruentes de Q*(c) com trés curvaturas principais distintas
(um resultado técnico usado no capitulo subsequente), ver Proposi¢ao 1.2. Em seguida,
damos uma descri¢ao das hipersuperficies conformemente euclidianas de Q*(c) com trés
curvaturas principais distintas em que uma delas é identicamente nula, ver Proposi¢ao
1.3. Finalizamos apresentando resultados a respeito de hipersuperficies de Einstein, hi-
persuperficies com tensor de Ricci paralelo e hipersuperficies com tensor de curvatura
harmonico.

Os resultados principais desta tese encontram-se nos capitulos 2 e 3. No Ca-
pitulo 2 apresentamos os resultados acerca das hipersuperficies conformemente euclidianas
f: M? — Q%c) com curvatura média constante e trés curvaturas principais distintas,
ver Teoremas A, B e C. Para obter os resultados, adaptamos a caracterizacao dada por
Canevari e Tojeiro, mostrando que hipersuperficies conformemente euclidianas em Q*(c)
com trés curvaturas principais distintas e curvatura média constante determinam solucoes
particulares de um dado sistema de equacoes diferenciais parciais. A partir do estudo das
propriedades das solugoes desse sistema de equagoes foi possivel demonstrar os Teoremas
A e B. Para provar o Teorema C , mostramos que, reciprocamente, solu¢oes do sistema
dao origem a hipersuperficies conformemente euclidianas minimas de R* com trés cur-
vaturas principais distintas e, em seguida, associamos a cada tal solu¢ao uma folha de
uma distribuigao involutiva em uma certa subvariedade algébrica de dimensao quatro do
espaco euclidiano R®. No Capitulo 3 apresentamos a prova do Teorema D, seguindo uma

linha de raciocinio analoga aquela da demonstragao do Teorema A.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Este capitulo tem o objetivo de contextualizar os problemas estudados nesta

tese, assim como introduzir os conceitos com os quais trabalhamos.

1.1 Hipersuperficies conformemente euclidianas

Seja M"™ uma variedade Riemanniana de dimensdo n, com métrica (, ) e
conexao de Levi-Civita V. A menos de mengao em contrario, as variedades neste trabalho
serao sempre conexas. Seja X(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em
M™ e C*(M) o conjunto das fungoes diferenciaveis em M"™. O tensor de curvatura R, o

tensor de Ricci Ric e a curvatura escalar S de M™ sao definidos por

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - VixyiZ,

Ric(X,Y) = tr(Z — R(Z, X)Y),

1 .
q = mtr(Z — Ric(Z, 7)),

para quaisquer X, Y, Z € X(M), em que tr é o operador trago com respeito a métrica de

M"™. O tensor de Weyl C de M™ é definido por

(C(X,Y,Z),W) = (R(X,Y)Z,W)—L(X,W)Y, Z) — L(Y, Z)(X, W)

+ L(X, 2 (Y, W) + L(Y,W)(X, Z),

em que L é o tensor de Schouten de M™ definido por

L(X,Y) = <Ric (X,Y) - gS<X, Y)) .

n—2
Uma variedade Riemanniana M™ é conformemente euclidiana se cada ponto

de M™ admite uma vizinhanca que é conformemente difeomorfa a um aberto do R™.

14
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Equivalentemente, se cada ponto p € M"™ admite uma vizinhanca coordenada x : M D
U — R™ na qual a métrica g de M™ é dada por g|, = e** > " | da?, em que ¢ € C(U).

Toda variedade Riemanniana M? de dimensao dois é conformemente eucli-
diana, pois isso ¢ equivalente a existéncia de coordenadas locais isotérmicas, ou seja, coor-
denadas locais (, %) com respeito as quais a métrica de M? é expressa por e*?(dx? + dy?).
Esse resultado foi provado primeiro por Gauss [16], no caso analitico, e entao por Korn
[20] e Lichtenstein [25], no caso C'*°, ver Spivak [37|, pag. 314, para uma demonstragao.

Toda variedade Riemanniana com curvatura seccional constante é confor-
memente euclidiana. Por exemplo, a projegao estereografica é um difeomorfismo conforme
do complementar de um ponto em S™ no espago euclidiano. Por outro lado, o modelo do
semi-espago (ou o modelo da bola) exprime o espago hiperbolico como um subconjunto
aberto do espaco euclidiano munido de uma métrica conforme a euclidiana.

Um produto Riemanniano M; x My é conformemente euclidiano se, e so-

mente se, uma das seguintes possibilidades ocorrer:
(a) Um dos fatores tem dimensao um e o outro tem curvatura seccional constante.

(b) Ambos os fatores tém dimensao maior do que um e tém curvaturas seccionais cons-

tantes ou ambas nulas ou de mesmo modulo e sinais opostos.

Assim, por exemplo, se M"™ é uma variedade Riemanniana com curvatura seccional nao

constante, entao R x M"™ nao é uma variedade conformemente euclidiana.

As variedades Riemannianas M™, n > 3, conformemente euclidianas foram
b )

caracterizadas em termos dos tensores de Weyl e Schouten, por Schouten [35], como segue:

Teorema 1.1. Uma variedade Riemanniana M™ de dimensao n > 3 € conformemente

euclidiana se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(1) C=0.
(i) L € um tensor de Codazzi, ou seja,

(VxL)(Y,Z) = (VyL)(X,Z), para quaisquer X,Y,Z € X(M).

Além disso, (1) implica (i) quando n > 4, e (i) € automaticamente satisfeita se n = 3.
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Em [21], Kuiper mostrou o seguinte resultado global.

Teorema 1.2. Seja M", n > 3, uma variedade Riemanniana conformemente euclidiana
simplesmente conexa. Entao, M"™ pode ser conformemente imersa na esfera euclidiana
S"™ e essa imersao € unica, a menos de transformagoes conformes de S". Em particular,

se M™ é compacta, entao M™ é conforme a S".

Variedades Riemannianas conformemente euclidianas M™, n > 3, admitem

também a seguinte caracterizagao, veja [1].

Teorema 1.3. Seja M", n > 3, uma variedade Riemanniana simplesmente conexa. Fn-
tao, M™ € conformemente euclidiana se, e somente se, ela pode ser imersa isometrica-

mente como hipersuperficie do cone de luz V"1 C L2,

Em particular, M™*™ = S§"(¢) x H™(—c) é conformemente euclidiana para

quaisquer n,m € N e ¢ € R,. De fato, a imagem do mergulho canénico
S”(c) % Hm(_c) N Rn—H % Lm—l—l C Ln+m+2

¢ um subconjunto aberto do cone de luz V*+m+! c Lntm+2,

Uma hipersuperficie f : M™ — M™*! de uma variedade Riemanniana M™+!
¢é conformemente euclidiana se, com a métrica induzida por f, a variedade M™ é conforme-
mente euclidiana. Indicaremos por Q"(c) uma forma espacial Riemanniana de dimensao
n e curvatura seccional constante c. A seguinte caracterizacao de hipersuperficies confor-
memente euclidianas f : M™ — Q"(c), n > 4, foi dada por Cartan [5], veja também

[35] e [29].

Teorema 1.4. Se f: M™ — Q""(c), n > 3, é uma hipersuperficie que tem uma curva-
tura principal de multiplicidade pelo menos n—1, entao M"™ € conformemente euclidiana.
Reciprocamente, se f : M™ — Q"™ (c), n > 4, é uma hipersuperficie conformemente

euclidiana, entao f tem uma curvatura principal de multiplicidade pelo menos n — 1.

Uma hipersuperficie de Q"*!(¢) com uma curvatura principal de multipli-

cidade n — 1 é localmente a envoltoria de uma familia a 1-parametro de hipersuperficies
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umbilicas de Q"(c) C Q""!(c). Em R", elas podem ser explicitamente parametrizadas
como segue, ver [13] ou [8], pag. 127, para maiores detalhes.

Sejam ¢ : I — R""! uma curva imersa, com I C R um intervalo aberto, e

r: I — R uma fungao suave positiva com |r’'(t)| < |¢/(t)| para todo t € I. Sejam

@]

Para cada t, considere o hiperplano afim de R"! ortogonal a ¢/(t) que passa pelo ponto

rr!

S=— R=r

l]>

v(t) = c(t) — S(t)c(t) e, nesse hiperplano, considere a esfera S;'~' de raio R(t) e centro
em 7(t). Quando t varia em I, entdo S descreve o conjunto imagem da aplicacdo

g: I xS" ! — R*"! definida por

g(t,p) = c(t) = S(t)c'(t) + R(t)o(t, p), (1.1)

em que ¢ : [ x S — R"*! ¢ uma aplicacao diferenciavel tal que, para cada t € I fixo,
a aplicacdo ¢; : S"™1 — R" ¢,(p) = ¢(¢,p), ¢ uma imersao que satisfaz (¢, ' (t)) = 0
e |¢¢]? = 1. Qualquer que seja a aplicagao ¢ satisfazendo as condigoes acima, o conjunto
imagem de g serd o mesmo. Além disso, uma mudanga s = s(t), do parametro de t, com

s'(t) # 0, nao afeta a condigao |r’| < || ou o conjunto imagem de g.

Teorema 1.5. Suponha que g em (1.1) seja uma hipersuperficie imersa e que n > 4.
Entao g é uma hipersuperficie conformemente euclidiana sem pontos umbilicos com uma
curvatura principal A de multiplicidade n — 1, com X\ # 0 em todos os pontos.
Reciprocamente, toda hipersuperficie conformemente euclidiana f : M"™ —
R™ 1 n > 4, sem pontos umbilicos com uma curvatura principal A de multiplicidade n—1,

com X\ # 0 em todos os pontos, € localmente parametrizada por uma aplica¢ao da forma

(1.1).

O proprio Cartan [5] observou que a reciproca da Proposigao 1.4 nao vale
se n = 3 e que esse caso merecia uma atencao especial. De fato, ele obteve exemplos
de hipersuperficies conformemente euclidianas com trés curvaturas principais distintas

e exibiu uma caracterizagao para as hipersuperficies f : M3 — Q*(c) conformemente
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euclidianas com trés curvaturas principais distintas, ver [5], pagina 92, [18], cap. 2 ou [22],
para ver a caracterizagao e uma demonstragao.

Hipersuperficies conformemente euclidianas compactas de R** n > 4, fo-
ram descritas por do Carmo, Dajczer e Mercuri [13]. Geometricamente, elas sdo compostas
por (possivelmente infinitas) subvariedades nao umbilicas de R™™! que sao folheadas por
esferas S"71(c) e sao unidas através de seus bordos por um dos seguintes trés tipos de
subvariedades umbilicas de R™™! : um aberto de uma esfera S"(c); um n-plano delimitado
por uma esfera S*~!(c); uma esfera S"(c); um ponto.

A seguir é dada uma caracterizacao devida a do Carmo e Dajczer [12] de

uma subclasse da classe das hipersuperficies conformemente euclidianas de Q" (c).

Teorema 1.6. Seja f : M™ — Q" (c), n > 3, uma hipersuperficie. Suponha que as
curvaturas principais de f satisfagcam ki1 = ... = kpq = X £ 0, k, = p = pu(N) e

A —u#0. Entao f(M™) é um subconjunto aberto de uma hipersuperficie de rotagdo®.

Tendo em vista os teoremas 1.4 e 1.6, as hipersuperficies conformemente
euclidianas f : M"™ — Q""(c) de dimensao n > 4 com curvatura média constante, assim
como as hipersuperficies f : M3 — Q*(c) com curvatura média constante e uma curvatura

principal de multiplicidade pelo menos dois, sao caracterizadas como segue.

Corolario 1.1. Seja f : M™ — Q""(c), n > 3, uma hipersuperficie conformemente
euclidiana com curvatura média constante sem pontos umbilicos. Se n = 3, suponha que
f tenha uma curvatura principal com multiplicidade pelo menos dois. Entao ou f(M™) é
um subconjunto aberto de uma hipersuperficie de rotagao com curvatura média constante

ouc=0 e f(M™) é um subconjunto aberto de S*(¢) x R*~! C R+,

As curvas geratrizes das hipersuperficies de rotagao f : M™ — Q"*1(c),
n > 3, com curvatura média constante foram descritas em [12|, a partir das solugoes
de uma certa equagao diferencial ordinaria, ver expressao (3.13) no referido artigo. Em

particular, se f: M™ — Q"*1(c), n > 4, é uma hipersuperficie conformemente euclidiana

ver artigo [12], pagina 687 para definicdo de hipersuperficie de rotacdo em formas espaciais
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minima e sem pontos totalmente geodésicos, mostrou-se que f(M™) é um subconjunto
aberto de um catenoide generalizado.

Hipersuperficies conformemente euclidianas f : M™ — Q""!(c), n > 4, com
curvatura escalar constante, assim como hipersuperficies f : M3 — Q*(c) com curvatura
escalar constante e uma curvatura principal de multiplicidade pelo menos dois, também

sao caracterizadas como segue.

Coroléario 1.2. Seja f: M™ — Q" Y(c), n > 3, uma hipersuperficie conformemente eu-
clidiana com curvatura escalar constante sem pontos umbilicos ou pontos com curvatura
seccional constante c. Se n = 3, suponha que f tenha uma curvatura principal com multi-
plicidade pelo menos dois. Entao f(M™) é um subconjunto aberto de uma hipersuperficie

de rotacao com curvatura escalar constante.

As curvas geratrizes de hipersuperficies de rotagao f : M™ — Q"*i(c),
n > 3, com curvatura escalar constante foram descritas por Leite [24], em termos das
solugoes de uma certa equagao diferencial ordinaria, ver expressao (2.1) no artigo referido.

Em R"*! n > 3, a classificacdo ¢ a seguinte:
Teorema 1.7.

(i) Eziste, precisamente, uma familia a um pardmetro de hipersuperficies de rotagdao
completas de curvatura escalar constante S = 0, convergindo para um hiperplano.
Em R* a curva geratriz é uma pardbola, em R® € uma catendria e em R™, n > 6,

ela assintota duas retas. Em todos os casos, as hipersuperficies sao merqulhadas.

(1) Para cada S > 0, existe uma familia a um pardmetro de hipersuperficies de rota-
cao completas e mergulhadas de curvatura escalar constante S, todas periodicas e
cilindricamente limitadas, as quais convergem para uma sequéncia de esferas, duas

a duas verticalmente tangentes.

(111) Nao existem hipersuperficies de rota¢ao completas com curvatura escalar constante

S < 0.
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1.2 Hipersuperficies conformemente euclidianas com

trés curvaturas principais distintas

Nesta secao apresentamos alguns resultados locais a respeito das hipersu-

perficies conformemente euclidianas de Q*(c) com trés curvaturas principais distintas.

1.2.1. Uma caracterizacao local

Antes de apresentar os resultados desta secao precisamos recordar a nogao
de hipersuperficie holonomica.

Uma hipersuperficie f : M™ — Q""!(c) é holonémica se M"™ admite um
sistema de coordenadas ortogonais global (uy, ...,u,) tal que os campos de vetores coor-
denados 0; := aiuj sao, em cada ponto, auto-vetores do operador de Weingarten A = A
de f, em relacdo ao campo de vetores normal { € I'(N;M) globalmente definido. Seja
v; = |0;], e defina V; € C*(M), 1 < j < n, por

V.
Aaj - —jaj.
/l) .
j
Em termos desse sistema de coordenadas, a primeira e sequnda formas fundamentais de

f sao expressas, respectivamente, por

n

I= vadu? e I = Z Vivgdu?. (1.2)
i=1

=1

Denote v = (vy, ...,v,) € V = (Vi,..., V). Chamamos (v, V') o par associado a f.
Dizemos que f é localmente holonémica se cada ponto p € M"™ esta contido

em um subconjunto aberto U ¢ M" tal f = f|, : U — Q"*!(c) & holondmica.

Proposigao 1.1. Seja f: M™ — Q""(c) uma hipersuperficie holonémica com par asso-

ciado (v, V). Entao a tripla (v, h,V), onde h;j = -+ a—vi, satisfaz o sistema de EDP’s

— v; 0u
('L) a—uj = hji/ij (’LZ) auj + 8_ujj + kil h]“hkj + MV] + C’Uﬂ)j = 0,
oh oV, J )
(i) (9_u] = hijhk, (iv) 3_u] = h;;V; 1<i#j#k#i<n.
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Reciprocamente, se (v, h, V) € uma solugao do sistema (1.3) em um aberto simplesmente
conexo U C R™, com v; > 0 em todo ponto, para todo 1 < 1 < n, entao existe uma
hipersuperficie f : U — Q""(c) cuja primeira e sequnda formas fundamentais sao dadas

pelas equagoes em (1.2).

O préximo resultado é devido a E. Cartan. Uma demonstragao pode ser

encontrada em [22], p. 84. Ele foi fundamental para a obtengao dos Teoremas 1.8 e 1.9.

Lema 1.1. Seja f : M3 — Q%c) uma hipersuperficie com trés curvaturas principais
distintas. Sejam Ay, A2, A3 as curvaturas principais de f e {e1,eq,e3} o correspondente

referencial ortonormal de diregoes principais. Sao equivalentes:
(a) M3 é conformemente euclidiana,
(b) As sequintes equagdes sao satisfeitas:

(Veejen) =0 (1.4)

(A — Ae)es() + (O — Aes () + ( — Aei(he) = 0, (1.5)

sempre que 1 < i # j# k#1 < 3.

Observe que a equagao (1.4) implica que f é localmente holonémica. Inspi-

rado na caracterizacao dada por Cartan [5|, Jeromin [17] mostrou que

Teorema 1.8. Uma hipersuperficie conformemente euclidiana f : M> — Q*(c), com trés

curvaturas principais distintas, € localmente holonémica e a métrica induzida

3
ds® = E vZdu?
i=1

satisfaz v = v} + v3.

Como consequéncia desse resultado, Jeromin obteve uma série de aplicacoes
ao estudo local de hipersuperficies conformemente euclidianas de Q*(c) com trés curva-

turas principais distintas, ver [18]. Note que o resultado de Jeromin da apenas condigbes
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necessérias para uma hipersuperficie f : M® — Q%(c) com trés curvaturas principais
distintas ser conformemente euclidiana. Em [4] os autores completam o resultado de
Jeromin, dando condi¢oes necessarias e suficientes. FEles estabelecem que hipersuperfi-
cies conformemente euclidianas f: M3 — Q%(c) com trés curvaturas principais distintas
sao caracterizadas por serem holonémicas com par associado (v, V') satisfazendo algumas

equacgoes algébricas.

Teorema 1.9. Seja f: M3 — Q*(c) uma hipersuperficie holonémica cujo par associado

(v, V) satisfaz
3

3 3
=1 =1

i=1
onde (81, 09,03) = (1,—1,1). Entao, M? ¢ conformemente euclidiana e f tem trés curva-

turas principais distintas.
Reciprocamente, toda hipersuperficie conformemente euclidiana f : M3 —
Q*(c) com trés curvaturas principais distintas € localmente holonémica com o par associ-

ado (v, V') satisfazendo as equagoes em (1.6).

Observagao 1.1. Podemos produzir hipersuperficies conformemente euclidianas de Q*(c),
com trés curvaturas principais distintas, a partir da Proposigao (1.1) e do Teorema (1.9),
da maneira seguinte. Considere o sistema de EDP’s obtido do sistema (1.3) (para n = 3)

adicionando as equagoes

ov aV;

(La—uz + (5jhijvj + (Skhlk’l]k =0 e (Sla—uz + 5jhlj‘/3 + 5khlka = 0,
com (d1,d9,03) = (1,—1,1), ou seja, considere o sistema
(.. Oy, ... Oh;j Ohj;
(1) a—uj = hjﬂ]j, (11) auzj + aujj + hkihkj + ‘/1‘6 + CUin = 0,
... Oh; NNl L, .
(iii) %’f = hijh, (V) 5t =hV;, 1<i#jEkAILS, (1.7)
J J
v, o OV,
(V) (5,—,0 + @-hijvj + 5khzkvk = 07 (Vl) 51— + d,hw‘/; + 6khzk‘/;€ = 0.
L 81@ ﬁu,

Tal sistema tem as integrais primeiras

3 3 3
Zdz’l}? = Kl, Z&ﬂ)l‘/z = KQ e 251‘/12 = Kg, (18)
=1 =1

i=1
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com Kj, K3 e K3 constantes. Cada solugao (v,h,V), v; > 0, i = 1,2,3, em um aberto
simplesmente conexo U C R?, do sistema (1.7) satisfazendo as equagoes em (1.8), com
K, =0, Ky =0 e K3 = 1, determina uma hipersuperficie f : U — Q%(c) cuja métrica

induzida é conformemente euclidiana e f tem trés curvaturas principais distintas.

A seguir, descrevemos a relacao que devem satisfazer duas solugoes do sis-
tema (1.7) que determinam hipersuperficies conformemente euclidianas com trés curva-
turas principais distintas congruentes. Tal resultado serda usado na demonstragao do
Teorema C. Apresentamos uma demonstracao na Secgao 1.4.

Sejam (v, h, V) e (17,?1, V) solugdes do sistema (1.7), em abertos simples-
mente conexos U,U C R* com coordenadas (uy,ug,us) e (i, s, i), respectivamente,
como na Observagao 1.1. Indiquemos por f : U — Q*(c) a hipersuperficie conformemente
euclidiana com trés curvaturas principais distintas, determinada pela solugao (v, h, V), e

por
n

I= Zv?du? e I = z": Vivgdu?,
i=1

i=1
a primeira e segunda formas fundamentais de f. Similarmente, indiquemos por f : U —

Q*(c) a hipersuperficie conformemente euclidiana com trés curvaturas principais distintas,

determinada pela solugao (0, h, V), e por
[=Y"@da? o 1= Viodid
i=1 =1
a primeira e segunda formas fundamentais de f. Suponha que f e f sejam congruentes,
ou seja, que exista um difeomorfismo W : U — U tal que
[=0"] e IT=VT.
Proposicao 1.2. Com as consideracoes do ultimo pardgrafo, vale o sequinte:

(Z) Ou \If(ﬂl,ag,fbg) = (61’&1, 62122,637?1,3) +C, Vu= (fbl,ag,?jg) € U, C e Rg, €€ = :i:l,
1 =1,2,3. Neste caso, v; =v;0¥, 1 =1,2 3.

(ii) Ou W (iiy, Ty, Uis) = (e3ils, €xlly, €11i1) + C, Vi = (@i, Ug, Ui3) € U, C € R?, e ¢ = +1,

1 =1,2,3. Neste caso, v1 =v3o W, U9 =vy0W, 03 =vy0W.
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A seguir, damos uma descri¢ao das hipersuperficies conformemente euclidi-
anas de Q*(c) com trés curvaturas principais distintas em que uma delas é identicamente
nula. Antes disso, precisamos relembrar algumas definigoes.

Dada uma imersdo isométrica g : M™% — R™ % defina M" = M™% x RF
e f:M"— R™por f =gxid, em que id : R — RF ¢ a aplicacdo identidade. Chamamos
f um k-cilindro sobre g, ou simplesmente, um cilindro sobre g.

Sejam g: M™% — Q™~*(¢) uma imersdo isométrica e i: Q™ *(¢) — Q™(c),

¢ > ¢, uma inclusao umbilica. O fibrado normal de § = i o g se decompde como
N;M™ =i, NyM™ % @ N;Q™*(¢).

Assim, podemos considerar N;Q™ *(¢) como um subfibrado vetorial de N;M™. Agora,

defina f: N;Q™*(¢) — Q™(c) por

f(p7 U) = eng(p) v,

em que exp é a aplicagdo exponencial de Q™ (c). Chamamos f o cone generalizado sobre
g. Geometricamente, quando k = 1, o cone generalizado sobre g é obtido tomando, por

cada ponto g(p), a geodésica em Q™ (c) que passa por g(p) e ¢ ortogonal a Q™ 1(¢).

Proposigao 1.3. Seja f: M? — Q*(c) uma hipersuperficie conformemente euclidiana
com trés curvaturas principais distintas. Se uma das curvaturas principais € identicamente
nula, entio ou c =0 e f € localmente um cilindro sobre uma superficie g : M?(¢) — R3
com curvatura Gaussiana constante ¢ # 0 ou f € localmente um cone generalizado sobre
uma superficie g: M?(¢) — Q3(¢) com curvatura Gaussiana constante ¢ # ¢ em uma
hipersuperficie umbilica Q*(¢) C Q*(c), ¢ > ¢, com é > 0 se ¢ = 0. Se, além disso, f €
minima, entao f(M?3) é um subconjunto aberto de um cone generalizado sobre um toro de

Clifford em uma hipersuperficie umbilica Q*(¢) C Q*(c), ¢ >0, com ¢ > ¢ se ¢ > 0.

Demonstracao. Sejam ey, ey, e3 campos de vetores locais unitarios que sao diregoes prin-
cipais correspondentes as curvaturas principais distintas A\, Ao, A3, respectivamente. Pelo

Lema 1.1, para 1 <1 # j # k # i < 3, temos que

<v€i€j7ek> =0 (1.9)
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Segue da equagdo de Codazzi para f e da equagao (1.9) que

Veiei = Z()\Z - /\j)_lej()\i)ej. (]_]_1)
J7

Se, digamos, Ay = 0, entao a equagao (1.10) implica em
A3 tea(Na) = AT ea(Ar) = g,

portanto, a distribuicao {e;}+ gerada pelos campos e; e e3 ¢ umbilica? em M3, por (1.11).
Se ¢ é identicamente zero em M3, entdo {e*} é uma distribuicdo totalmente

3 e, portanto, M3 & localmente isométrica a um produto Riemanniano I x M?,

geodésica
pela versao local de um teorema de de Rham. Desde que M? é conformemente euclidiana,
segue que M? tem curvatura Gaussiana constante. Além disso, por um teorema de Molzan,
ver Corolario 17 em [30], f é localmente um produto extrinseco de imersoes isométricas
de seus fatores, o que nao é possivel se ¢ # 0, pois f tem trés curvaturas principais
distintas. Portanto, ¢ = 0 e f é localmente um cilindro sobre uma superficie com curvatura
Gaussiana constante em R3.

Se ¢ nao é identicamente zero em M3, dado & € M3, sejam ¢ uma folha de

{es}+ contendo z e j: 0 — M? ainclusao de o em M3. Denote g = foj. Entao o fibrado

normal Nzo de g se decompoe como

N;o = f.Njo © NyM = span{f.es} ® Ny M

6Xf*62 = f.Vxes +af (5. X, e2)
= _@Q*Xa

2Uma distribuicdo E em uma variedade Riemanniana M™ é dita ser umbilica se existe uma secio suave
0 € T'(E) de E, chamada campo curvatura média de E, tal que (VrS, X) = (T, S)(d, X), para quaisquer

T,ScT(E)e X cT'(EY).
3Uma distribuicio £ em uma variedade Riemanniana M" é dita ser totalmente geodésica se VS €

I'(E), sempre que S,T € T'(E).
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para todo X € X(0) = T'({ez}), em que V ¢ a conexdo induzida em §*TQ*(c). Decorre
disso que o campo de vetores normal n = f.es de g é paralelo com relagao a conexao

normal de g, e que o operador de Weingarten de g com respeito a 1 é dado por
Al =pl.

E um fato conhecido que isso implica que g(0) esta contido em uma hipersuperficie um-
bilica Q3(¢) C Q*(c), ¢ > ¢, isto &, existe uma hipersuperficie umbilica i : Q*(¢) — Q*(c)
e uma imersao isométrica g: M? = o — Q3(¢) tais que § = i 0 g. Além disso, desde que
em todo ponto y € ¢ a fibra L(y) = span{n(y)} coincide com o espago normal de i em
g(y), segue que f coincide com o cone generalizado sobre g em uma vizinhanga de z. Em
particular, M?® é um produto warped I x, M? e, sendo M? conformemente euclidiana,
M? tem curvatura Gaussiana constante.

Se, além disso, f é minima, entao g é um toro de Clifford em uma hiper-
superficie umbilica Q3(¢) C Q*(c), ¢ > 0, com ¢ > ¢ se ¢ > 0, e o argumento precedente
mostra que f(M?) é um subconjunto aberto de um cone generalizado sobre o toro de

Clifford g¢. n

Observagao 1.2. Uma demonstracao alternativa da ultima afirmacao da Proposicao 1.3
foi dada em [15]. Em [6] mostrou-se, mais geralmente que, se f: M3 — R?* ¢ uma
hipersuperficie conformemente euclidiana com trés curvaturas principais distintas com a
propriedade de que as linhas de curvatura correspondentes a uma das curvaturas principais
sao segmentos de circulos ou retas, entao existe uma transformacao conforme 7' de R* tal
que T'(f(M?) é um subconjunto aberto de um cilindro sobre uma superficie g : M?(¢) —
R? com curvatura Gaussiana constante ¢ # 0, um cone sobre uma superficie g: M?(¢) —
S? com curvatura Gaussiana constante ¢ # 1 ou de uma hipersuperficie de rotacao sobre

uma superficie g: M?(¢) — H? com curvatura Gaussiana constante.
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1.2.2. Hipersuperficies com uma funcao simétrica constante

A seguir apresentamos os resultados conhecidos sobre hipersuperficies con-
formemente euclidianas de Q*(c) com trés curvaturas principais distintas e com a propri-
edade de que uma das fungoes simétricas das curvaturas principais, ou seja, a curvatura
média, a curvatura escalar ou a curvatura de Gauss-Kronecker, é constante. Como vere-
mos, o Uinico caso em que se tem uma classificagado completa é aquele em que a curvatura

de Gauss-Kronecker é constante e ¢ = 0.

Curvatura média constante

Hipersuperficies conformemente euclidianas de Q*(c) com trés curvaturas
principais distintas e curvatura média constante foram estudadas por Defever [10], quando

¢ = 0. Ele mostrou que

Teorema 1.10. Uma hipersuperficie conformemente euclidiana f : M3 — R* com cur-

vatura média constante e trés curvaturas principais distintas € necessariamente minima.

Cones sobre toros de Clifford em S3(¢) C R* sdo exemplos de hipersuperficies
conformemente euclidianas f : M3 — R? minimas com trés curvaturas principais distintas.
De fato, seja g: R? —+ S* € R* um toro de Clifford parametrizado por

1
g(x1,x9) = E((:08(\/5:51), sen (v/21), cos(V2xy), sen (v2x,)). (1.12)
Entdo, o cone canonico F': (0,00) x R? — R* sobre g é dado por

F(s,x) = sg(x),

em que ¥ = (1, 72) € R% A primeira e segunda formas fundamentais de F' com respeito

ao campo de vetores normal e unitario

1

n(s, 1, Ts) = \/i(cos(\/gxl), sen (V211), — cos(V/215), — sen (V25))

I = ds* + s*(da? + dx3) e I = s(—dx? + dx3).
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Em termos das novas coordenadas uq, us, u3, relacionadas com s, z1, xs por
us =logs, u; = \/5;51 e U= \/5332,

a primeira e segunda formas fundamentais de F' tomam a forma

2u2 u

I= 62 (duf + 2duj +duj) e I = %(—duf + du3). (1.13)

Portanto, segue de 1.13 que F' é uma hipersuperficie conformemente euclidiana minima
com trés curvaturas principais distintas, sendo uma delas identicamente nula.

O exemplo anterior pode ser generalizado para uma forma espacial Q?*(c)
qualquer, produzindo exemplos de hipersuperficies f: M3 — Q*(c) conformemente eucli-
dianas minimas com trés curvaturas principais distintas também para ¢ # 0.

Comecamos com o toro de Clifford g: R? — S* C R* parametrizado por
(1.12). Se ¢ > 0, defina F': (0,7/y/c) x R* = S*(c) C R> = R* x R por

Fls.2) =z (cos(ys)es + sen (Vs)g(a).

onde x = (r1, %) e e5 &€ um vetor unitario gerado pelo fator R na decomposi¢ao ortogonal
R® = R* x R. Note que, para cada s = s fixado, a aplicagao Fj,: R* — S%(c), dada por

F.

4 (2) = F(sg,7), ¢ um toro de Clifford em uma hipersuperficie umbilica S3(¢) C S*(¢)

com curvatura ¢ = ¢/ sen?(y/csp), a qual tem

0

N,, = F*$|s:3O = —sen (v/esg)es + cos(v/esp)g

como campo de vetores normal e unitario ao longo de Fj,. Desde que
F(s+ sg,2) = cos(v/cs)Fy,(x) + sen (y/es) Ny, (),

concluimos que a aplicagdao s — F(s,z) parametriza a geodésica em S*(c) passando por
F, () tangente a Ny (x) em Fy (z). Portanto, I’ é, por definicdo, um cone generalizado
sobre Fy,. A primeira e segunda formas fundamentais de F' com respeito ao campo de

vetores normal e unitério

n(s,z1,xy) = %(cos(x/ﬁxl), sen (vV211), — cos(v/25), — sen (V2z5), 0)
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sao

1
I = ds® + ~sen?(y/cs)(dx? + dr3) e I = %\/Es)(—dx% + dzx3).
¢ c

Em termos das novas coordenadas uq, ug, u3, relacionadas com s, xq, xo por

dus Ve
fe_ V=2 2 1.14
ds sen (y/cs)’ w =V e uy =2, ( )

a primeira e segunda formas fundamentais de F' tomam a forma

sen 20 sen 6
5 (du? + 2du3 +du3) e I = NG

em que f = \/cs, a qual, em virtude da primeira equagao em (1.14), satisfaz

I= (—du? + du3), (1.15)

df
d_uQ = send.

Segue de (1.15) que F' é uma hipersuperficie conformemente euclidiana minima com trés
curvaturas principais distintas, sendo uma delas identicamente nula.

Se ¢ < 0, defina F': (0,00) x R? — H*(c) C L® por

F(s,x) = (cosh(y/—cs)es + senh (v/—cs)g(z)),

1
v —c
em que ¥ = (z1,79), e5 ¢ um vetor unitario tipo-tempo em L’ e es ¢ identificado com R*.

Como no caso anterior, para cada s = s, fixado, a aplicacao F,,: R?* — H*(c), dada por

F.

() = F(s0,2), ¢ um toro de Clifford em uma hipersuperficie umbilica S*(¢) C H*(c)

com curvatura ¢ = —c/senh ?(y/csg), e F' ¢ um cone generalizado sobre Fy,. A primeira e

segunda formas fundamentais de F' com respeito ao campo de vetores normal e unitario
1
n(s, 1, xy) = —Q(COS(\/§J}1), sen (vV/211), — cos(v/2z5), — sen (V2z5), 0)

Sao

senh (y/—cs)
Vv—c

Em termos das novas coordenadas uq, ug, u3, relacionadas com s, xq, xy por

1
I = ds* + — senh *(v/—cs)(d2? + dz3) e I = (—dx? + dx3).
—c

dus v —c
_ _ =+/2 =2 1.16
ds senh (v/—cs)’ w= V20 e ug \/_x% ( )
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temos que

senh 20 senh 0
I = ———(dui + 2du3 + duj I=—=
(dui + 2dus + duz) e N

—2c
em que 0(s) = y/—cs satisfaz, em virtude da primeira equagao em (1.16),

db
d_ug = senh 6.

(—du} + du3), (1.17)

Segue de (1.17) que F' é uma hipersuperficie conformemente euclidiana minima com trés

curvaturas principais distintas, sendo uma delas identicamente nula.

Curvatura de Gauss-Kronecker constante

Hipersuperficies conformemente euclidianas de Q*(c) com trés curvaturas
principais distintas e curvatura de Gauss-Kronecker constante foram estudadas por Defe-

ver [11], quando ¢ = 0. Ele mostrou que

Proposicao 1.4. Para uma hipersuperficie conformemente euclidiana f : M3 — R* com
curvatura de Gauss-Kronecker K constante e trés curvaturas principais distintas, o valor

dessa constante € necessariamente zero.

Uma hipersuperficie f : M3 — R* com curvatura de Gauss-Kronecker iden-
ticamente nula tem uma curvatura principal identicamente nula. Pela Proposi¢ao 1.3,
f(M3) é um subconjunto aberto ou de um cilindro sobre uma superficie de curvatura
Gaussiana constante em R3 ou de um cone sobre uma superficie de curvatura Gaussiana

constante em S? C R%.

Curvatura escalar constante

Os tnicos exemplos conhecidos de hipersuperficies conformemente euclidi-
anas f : M? — R* com curvatura escalar constante e trés curvaturas principais distintas
sao os cilindros sobre superficies g : M? — R3 com curvatura Gaussiana constante. Se-
gue da Proposicao 1.3 que esses sao os Unicos exemplos com uma curvatura principal

identicamente nula.
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Variedades conformemente euclidianas com curvatura escalar constante po-
dem ser vistas, em dimensao trés, como as variedades cujo tensor de curvatura ¢ harmo-
nico, as quais, por sua vez, sao aquelas cujo tensor de Ricci é um tensor de Codazzi.
Estas sao generalizagoes naturais das variedades de Einstein e das variedades cujo tensor

de Ricci ¢é paralelo. Essas relacoes sao discutidas na préxima secao.

1.3 Algumas classes particulares de variedades

Uma variedade Riemanniana M™ é Einstein se existe uma constante real A
tal que
Ric(X,Y) = MX,Y),

para todo p € M™ e X,Y € T,M. Uma variedade Riemanniana de dimensao dois M? ¢é
Einstein se, e somete se, tem curvatura de Gauss constante. Também é verdade que uma
variedade Riemanniana de dimensao n = 3 é de Einstein se, e somente se, tem curvatura
seccional constante. Em geral, todo espago de curvatura constante M"(c¢) é uma variedade
de Einstein, mas a reciproca deixa de ser verdade se n > 4. Um produto Riemanniano
M"(¢y) x M™ " (cq), de variedades Riemannianas de curvatura seccional constante, ¢ de
Einstein se, e somente se, (r—1)¢; = (n—r—1)cy. Variedades Einstein foram amplamente
estudadas, em [2]| se encontra uma descrigdo de varios resultados a esse respeito.

Em se tratando de hipersuperficies, os trabalhos de Ryan [34], juntamente

com aqueles de Thomas [38| e Fialkow [14], caracterizam as hipersuperficies de Einstein.
Proposigao 1.5. Seja f: M™ — Q" (c), n > 3, uma hipersuperficie de Einstein.
(a) Se ¢ <0, entio A > (n—1)c e M™ € um espago de curvatura constante —25.

(b) Sec =0, entio ou A =0 e M™ tem tensor curvatura nulo, ou A > 0 e a hipersuperfi-

cie € um subconjunto aberto de uma esfera redonda. Além disso, se a hipersuperficie
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¢ completa, entao ou € a esfera redonda, ou um (n — 1)-cilindro sobre uma curva

plana completa.

(c) Sec>0 e f écompleta, entao ou f € umbilica ou um produto de esferas.

Uma generalizagao natural das variedades de Einstein sao aquelas cujo ten-
sor de Ricci é paralelo, ou seja, VRic = 0. Hipersuperficies com tensor de Ricci paralelo
foram estudadas por Lawson [27], Ryan [33]| e Reckziegel [32]. De forma concisa, temos

que

Proposigao 1.6. Se f: M™ — Q" (c) tem seqgunda forma fundamental paralela, entao,

a menos de isometrias de Q" (c), f(M™) é um subconjunto aberto de
(i) S¥(6) x S"*(\e—¢),é>cek=0,...,n, sec>0;
(ii) SF(E) x R*™* ¢>0ek=0,...,n, sec=0;
(iii) SF(E) x H" *(\/c+&),¢>0ek=0,...,n, se c<0.
Em particular, as curvaturas principais de f sao constantes e no mdximo duas.

Proposigao 1.7. Se f: M™ — Q" (c) é uma hipersuperficie nio Einstein, com tensor
de Ricci paralelo e sequnda forma fundamental néo paralela, entdoc =0 e f: M™ — R
¢ um subconjunto aberto de um (n — 2)-cilindro sobre uma superficie g : M? — R3 com

curvatura Gaussiana constante ¢ # 0.

Segue da Proposicao 1.7 que, se f : M3 — Q*(c) ¢ uma hipersuperficie con-
formemente euclidiana com trés curvaturas principais distintas e tensor de Ricci paralelo,
entdao c =0 e f: M? — R* é um subconjunto aberto de um cilindro sobre uma superficie
g : M? — R? com curvatura Gaussiana constante ¢ # 0.

Uma generalizacao natural das variedades cujo tensor de Ricci é paralelo

sao as variedades M cujo tensor de Ricci é um tensor de Codazzi, ou seja,

(VxRic)(Y, Z) = (VyRic)(X, Z),
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para todo X,Y, Z € X(M). Essa classe de variedades coincide com a classe das variedades
cujo tensor curvatura ¢ harmonico, isto é, as variedades cuja divergéncia d* de seu tensor de
curvatura R satisfaz d*R = 0, em que R é considerado como um elemento de Q*(M, A2M),
ou seja, como uma 2-forma em M tomando valores em A2M. Com efeito, tendo em vista
a segunda identidade de Bianchi dR = 0, em que d é a diferencial exterior, d*R = 0 é

equivalente a

AR = (dd* + d*d)R = 0.

Em qualquer dimensao, a identidade d* R = —d Ric implica que uma variedade Riemanni-
ana tem tensor de curvatura harmonico se, e somente se, seu tensor de Ricci é um tensor
de Codazzi. Assim, variedades Riemannianas com tensor de curvatura harmonico sao, em
particular, generalizagoes naturais de variedades de Einstein e de variedades cujo tensor
de Ricci ¢é paralelo.

O estudo das variedades com tensor de curvatura harmoénico é um tépico
bastante amplo em geometria. Propriedades classicas sao resumidas na seguinte proposi-

gao, ver [2], pag. 435, ou [36].

Proposicao 1.8. Seja M™ uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3. Entdo, valem

as sequintes propriedades:

(a) M™ tem tensor de curvatura harmoénico se, e somente se, seu tensor de Ricci de M"™

é um tensor de Codazzi.

(b) Se n = 3, entdo M3 tem tensor de curvatura harmonico se, e somente se, M3 ¢é

conformemente euclidiana com curvatura escalar constante.

(c) Sen >4, entao M™ tem tensor de curvatura harmoénico se, e somente se, M™ tem

tensor de Weyl harménico e curvatura escalar constante.

Hipersuperficies com tensor de curvatura harmoénico foram estudadas por
Umehara em [39], por Ki, Nakagawa e Umehara em [19], e por Meumertzheim, Reckziegel

e Sachaaf em [28]. Algumas propriedades podem ser resumidas a seguir.
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Proposigao 1.9. Seja f : M™ — Q"™ (c) uma hipersuperficie com tensor de curvatura

harmonico. Entao vale o sequinte:

(a) f € localmente holonémica.

(b) Se toda curvatura principal de M™ tem multiplicidade maior do que um entdo f tem

curvatura média constante.

(c) Se alguma fun¢ao curvatura principal de f for constante, nao nula, e tiver multipli-

cidade maior do que um, entao f tem curvatura média constante.

(d) Se f tem curvatura média constante, entao f tem sequnda forma fundamental pa-

ralela.

Além do item (a) da Proposi¢ao 1.9, nao encontramos trabalhos sobre hi-

persuperficies com tensor de curvatura harménico e trés curvaturas principais distintas.

1.4 Demonstracao da Proposicao 1.2

A seguir, exibimos a demonstracao da Proposicao 1.2.

Demonstrac¢ao da Proposigio 1.2: Seja W : U — U, U = (4*, 4%, 1?) e denote

~ 0 0

ai‘ﬂ = 8@2- ’u € 6’z‘|\l/(11) = a_ui’\p(a)'
Desde que

3
- oYF
V.0, = a_ai(u)ak“\l/(a)»
k=1
obtemos,
3
o AL & ~ ~ ok oyYF N
0507 (@) = 1(Olas 0sla) = I(W.0ila, W.Dila) = ) o5 (05— (@vp(U (@)
i J
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1(3i]a, 9la)

I(V.0;]a, V.0;]a)

As igualdades anteriores determinam o seguinte sistema de equagoes:

( 8_1/}1 2U2
ou, ) 1

ot oyt 2
8U1 8u2

ot oyt .
8U1 6u3

8_1/J1 /U2

Oy ) 1

ooy
(9uQ 6u3

Ot
(8U3)

oL\ 2
(3o

3uQ 8U3 U
o?
(aus) s

2\ 2
+ <8i) vV

W\’
+ (a_ﬂl> Uy -+

¢23¢2
8u1 8u2 +
8¢2 81/12 N
0u1 8U3

1)
(5

oo

AN .
<3_ﬂ1) Usz, = Uf,
¢30¢30 _ 0
Gul 8%2 a ’
81/}3 a¢3 v = 0
(9u1 8u3 n ’
o3\ 2 .
(Gi) =
¢3 8@/}3 v = 0
8U2 8u3 n ’

(

oy
Diis

3\ 2
)

2
2 =9
) U3 = Us,

61‘/15

U3V,
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Como v2 = v — v} e v3V3 = vV, — vy V), o sistema A implica no sistema
( (’9 1 8 3\ 2 (’9 2\ 2 3\ 2
he (Y - (2 ] (Y (2] -
aul 8u1 aul (9u1
P T WP € T Tt T VR
2 8u1 8uz 8u1 8%2 8u1 8u2 8u1 8u2 ’
£ ot oYt 9Y® 0P 2+ O 3¢2 oP® OY° 2 = 0
3 8u1 8u3 aul 8u3 8u1 0u3 aul 8u3 ’
a 1 a 3 2 2 2 3 2
8u2 8u2 0uz auQ
P e WP € T Tt T VR
5 8U2 6u3 (‘9uQ 8U3 0u2 6u3 8u2 8u3 ’
(20N (Y fw” awi” _
| 6 (9113 8u3 ! (9u3 8u3 37
B = )
[ [fov 09\ ?] ow2\* 003\ ? o
g1 : (8_111) <8u1 nVi + E + Dy vVy = v,
ot oyt o 0y’ oV OP? Oy° 3¢3 o Ve — 0
g2 8U1 8uz 0u1 aUQ i 8u1 8’&2 611,1 6uQ 272 ’
progt  oY® oy’ oP? Oy° 3@/)3 o? -
93 (8U1 (‘9U3 8u1 ('9u3 Ul‘/l + 6u1 8U3 8u1 8u3 U2‘/2 N 07
S
a¢1 1/13 2 ZDQ 2 ¢3 2 B L
ga: [ (9u2 (a—m nVi  + 8u2 8_u2 vV = 0lh,
ot oYt 9P 0P O 3¢2 oP° OyY° B
95 ( Oty Ol Oily Oliz Vi + Oty Olig 8u2 Ol vale = 0
awl w?’ ’ AN LA -
\ [ 8U3 8_U3 nuVi  + 8_113 + (8_113 vV = w03V

Faca h; := f;V}

— g;v1. Entao, o sistema B implica no sistema
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( ff 8@/}1 a¢32 N 877[)22 31/132
! 0u1 8u1 0u1 aul
f 8w1 a¢1 awS awS N an 3?/12 awS awS
2 8u1 aUQ 8U1 (9u2 (9u1 8u2 8U1 8u2
£ ot opt  9y? 81/J3 L+ o? WZ o 81/J3
3 oty O0us aul 0ls o0ty 0us aul 0ls
5\ a@zﬂ a¢3 ? N aw ? a¢3 ?
t 81@ 8U2 81@ auQ
f a¢1 a¢l 81/)3 aw:’) N aw? a¢2 81/)3 aw:’)
o 81@ 8U3 8uQ 3U3 8u2 6U3 8u2 6u3
Iy awl awi* ?] P aw? ? a¢3 ?
L 6 8u3 8u3 | ! 8u3 8u3
c=1{ ]
2 2 3\ 2 N
hy : [(g:fl gqjl) _ (Ulv2 - UQV1)U2 =10 (01V1 - 171‘/1),
o2 op? O O3
ha (@Z) af a:i @Z) >(”1V2 — vl =0,
1 2 1 2
2 o 2 3 o 3
fa : (a:f a:f 55 a:ﬁ )(”1‘/2 —wlh)e =0,
1 3 1 3
wQ 2 w?) 2 ~
hy 8u2 aug) (01Va — 12 Vi) vg = Do (01 Va — Do V4),
2 ) 2 3 O 3
s (ai 6153 ai ai) (v2V2 —waVh)ws =0,
A A I
| he : [(8:2) + (3_753) (Ulv2 — U2V1)Uz = U3(U1V3 - U3V1>-

Desde que v1 V5 — vV

= vz, A = %1, ver equagao (2.3), o sistema C' implica no sistema
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—_

c( o2 2 P 2 ~ ~ R
(R
oUTout oy oy
. 8711 8112 8221 af@
oUTout oy oy’

a 2\ 2 a 3\ 2 3 B .
h42 [(%) + (8_152> ])\7)21)3 :UQ(Ul‘/Q —Ug‘/l),

a¢2 aw2 N awS a¢3
Oty Ouz Oty Jus

ov*\? (095 ?] e
[ ) st

=0,

=0,

h52 :0,

_D p—
( . awl ? 8w3 2] 2 U102 ~
fi: [(3_111> — (@_&1) v+ o, (U1V1 — U1V1) = Ula
f . 6201 a¢1 B aw30¢3 0
> Oy Oty Ofiy Oty
f . awl awl B aw3a¢3 0
5 Oy Oty Oty Oty
. op! ’ o ’ 2 VU2 -
fa: [(8_112> - (8_122) vy + A3 (U1V2 - 02‘/1) - U2a
f . 8¢1 ad)l B 6¢38¢3 0
°" iy Oy Olis Ol
WM\ (00PN B30 i
| fe : [(8_123> - (8_223) v+ )\—(vﬂ/}, —Usvl) = 03.
Note que

oYt oY\ 2 oYt 2_ o3\ 2 o3\ ? o3\ 2
nen=ie(5e) - (5) + (5e) - () - (5) < (52)
(oY 2 o3\ 2 oY 2_ o2\ 2 o\ 2 o2\ 2

wemnes () - (50) + (5s) = (Ge) + () —(Gs)-
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Vamos resolver o sistema E abaixo, o qual é um sistema formado por algumas equagoes do
sistema D. Em seguida verificamos quais das solugoes do sistema E servem para resolver
o sistema A.

( . a¢2 8¢2 N a¢3 aw:’, B a¢l al/}l aw?, 81/13 B

T 00, 05, | Oy aafo’ I o0 0n, O aaQ_o’
.'a¢28¢2+8¢3a¢3_0 ._a¢13¢1_3¢33¢3_0
12 5a, Ous T Ong Oug G R I P
OV2 2 O o3 oot ot Oy B
5 j3¢¢+¢¢_07 36:¢¢ ¢¢_0’

' Oy Olis | Oty Oty

Oty Olis Oty Oz
' 6w12 aw12 aw12 6w32 ang ang
. 8¢32 ang aw32 aw22 ang anQ

Vamos resolver o sistema F, lembrando que ¥ é um difeomorfismo, ou seja, det (g%) £ 0.
J

-

oo

Resolveremos o sistema dividindo em casos: para que se tenha

2 2 3 3
U Ou* | vt _

Oty Oy~ Oy Dty 0
é necessario que valha um dos dez casos abaixo:
(1) an B an _ aw3 B awi’) o
du,  Ouy Ou Oy
o? B o? B o3 B o3 .
@ 5% " om awm - ¢ a7
o? B o? B o3 B o3 .
®) o " om am ¢ w7
o? B o3 B o3 B o? .
S Tl R P el
8w2 B (92/)3 B aw?, B 32/12 .
N A T T
O? B o3 B O? o3 '
O e~ om C a7’ C "
O? B o3 B O? o’ '
D 5 "o, Y7 ¢ 7"
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o? O@D?’ 8@/}2 81/13
8) — = — 0 0;
( ) 8122 8711 8u1 7& ¢ 6’&2 7&
o? &D?’ 81/}2 81/13
9) — = —— 0 0;
( ) 8112 6122 8u1 7& © 6u1 7&
8@[12 GwQ 8¢3 8w3
(10) 5o #0, e #0, o #0 ¢ Fe 0
Ug
Estudaremos caso a caso.
Caso (1): Este caso nao pode ocorrer, pois det (g%) =0.
Caso(2):{g—1£:g—1£:g—g—,8~7é0edet( >7é0}:>g—1£7é063—1£7é0.
Atribuindo essas restri¢oes ao sistema F, ficamos com
. w3 a¢3 877/)3
J3 8uz 8U3 8113
- ad}l awl 87,/)1
Ja 8u1 GuQ =0 — 8_112 =0
. awl awl awl
t——=0 — =0
75" By Dits D
. 3w1 5’¢3
J7 0u1 @ug
Portanto, esse caso nao admite solugao real.

2 2 3 1
Caso(3):{g%:g%:g%—, %Oedet(aw)#O} ‘SQ%OeT;&O.
Atribuindo essas restri¢coes ao sistema F, ficamos com

‘ wi’: a¢3 aw?)
J2 8u1 8u3 8713
. awl a¢1 awl
: =0 = —=0
J4 8u1 8u2 aal
Jo 8uz 8U3 N 8113 a

. 8@01 2 8¢32
r(5) - ()

Portanto, esse caso nao admite solugao real.
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Caso(4):{%:g—g:g—g— %Oedet(aw)%O} 7;ﬁ;«éo 61&37&0
Atribuindo essas restri¢goes ao sistema F, ficamos com

J3 ¢ g—g:g—g =0 = g_Z: =0

A

J5 g—gig—gi =0 = g—;i =0

oYt o?
Foe () = (5
0P o?
e () = (G)”

Portanto, o sistema E tem solugao

Oty  Ous Ouy  Ous  Ouy Oy Oty Oy

3@01_5@01_8¢2_8¢2_8¢3_5¢3_0 . (8_@/)1>2Z<8_¢2> (awii

. (91/)2 o o 3 _8 3 o an 8’¢1i 8w1

Atribuindo essas restri¢coes ao sistema F, ficamos com

‘ an 6w2 B an _
- 6w1 awl _ awl _
. ad}l a¢1 _ ad}l B

‘ 8¢1 2 aw32
r(Gm) - (Ge)

Portanto, esse caso nao admite solugao real.

8U3

=

6#}3 7&0
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Caso (6): {g—g:g—ﬁ— ,g’i’z#O, o %Oedet(aw)%()} 8u17é0

Atribuindo essas restri¢goes ao sistema F, ficamos com
s
N
WU,

Note que isso implica det (g—f) = (. Portanto, esse caso nao pode ocorrer.
J

Caso (7): {6—%2:8_1?3_ 240, B2 e det(fw)#o}

Oty Otio > Oueg

Atribuindo essas restri¢oes ao sistema F, ficamos com

% U Rl
B N
det (gfj) #0 azpl 7é 0
G =0 = 221’}0
e

(Y (o

I\ Ditg Diiy

(2 (vt

/8 8u1 8112
Portanto, o sistema E tem solugao

opt ot ot ot oyt oyl
oty Ouy Ouy Ous Ouy  Ous

o

=0
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Caso (8): {52 = 22 =0, 22 20, %2 £0 ¢ det (32) #0}.
Atribuindo essas restri¢coes ao sistema F, ficamos com
oYt oP? o
72 B, 8u1 au?, =0 — 8123 =0
ooyt o
J3‘amau3_0 — 8_123_0
ot a¢1
det ( auj) £0 = ~#0
oyt oy! &pl B
‘75'8u18u3_0 — 8_111_0
L oYtoyt ot
jG'@ugaug_O — 3_712_0'
06\ (00
8u3 3@2

Portanto, esse caso nao admite solugao real.

Caso (9): {g—g:g—g— : g‘ﬁf £0, 2 8u 7&0 e det( )%O}
Atribuindo essas restri¢coes ao sistema F, ficamos com
1 9.1 1
R~
3 9.3 3
1 9.1 1
Jo aig:fg =0 = g_izo
2 912 2
OO,

Bug #0

Note que isso implica det (W) = 0. Portanto, esse caso nao pode ocorrer.
J

Caso (10): {52 #0, 52 £0, 32 £0, 32 20 ¢ det (32) #£0}.

Atribuindo essas restri¢coes ao sistema F, ficamos com

) 61/12 B ¢3 8@/)3 ) 2
)1 — 6_121_ <8U1 8u2>/ 2)

(i
ot
» aw? B 1/}3 3¢3 87,D2
I3 — 8_713 N <8U2 8U3 > / (8_1712>
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o (B /()

a¢3a¢3)/<a¢2) Lo
Oty Olis Oty Oty Otz

/\/\

P o | (oyPN\®  [ou\?| o
oy 0y [\om ) "\om ) |70 T g 0
8@02 aw? oY? B
8’&2 8U3 =0 — 8_113 =0
[ 1
det (a¢ ) £0 = % #0
an 8U3
. (%ﬂl awl _ awl _
‘75'8u18u3_0 — 8_111_0
. awl awl _ awl _
]6.(91,62(9163_0 — 8_1]/2_0
. w3 81p3 _0
Je 8u1 8u2 e

Isso contradiz a hipétese. Portanto, esse caso nao pode ocorrer.
Assim, vemos que o sistema E possui apenas as seguintes solugoes:

2 2 2
SOt out _out_owt ot _owt (a¢1> :<a¢2) :(a¢3) 0

8uz 8113 n 8711 B 8113 N 8&1 B 8122 n 8_111 8712 aﬂg

€
2 2 2
b.awl_alpl_a¢2_aw2_aw3_a¢3_o . (a_W)Z(adJZ):(&wB) 7&0

"o, Ouy Oy Ous Oty Ous Dl Dy Oy

[P

Usando a solucao “a

no sistema A, obtemos que v; = ‘a~ v e V; = g’/.’ Vi,

i = 1,2,3. Desde que V? — V2 + V2 =1 = V2 — V + V2, concluimos que % = +1,

i =1,2,3. Isto prova a afirmagao (i) da proposi¢ao.

De forma similar, usando a solucao “b” no sistema A, obtemos que v, =

o’ ¥ D2 ¥
‘Gu |vs, 2 = |8’LL2’U2’ U3 = |au o1 e Vi = ’8151“/37 Vy = |a_§~f2|v27 Vs = ‘Ou V1. Como
V2 -V3 +Vi=1 :V1 V2 +V3,segue que ‘?ﬁ = 41,71 =1,2,3. Isto prova a afirmacgao

(74) da proposigao. O



Capitulo 2

HIPERSUPERFICIES CONFORMEMENTE EUCLIDIANAS COM
CURVATURA MEDIA CONSTANTE E TRES CURVATURAS

PRINCIPAIS DISTINTAS EM Q(c)

Seja f : M3 — Q*(c) uma hipersuperficie conformemente euclidiana com
curvatura meédia constante e trés curvaturas principais distintas. Inicialmente, estende-
mos um resultado provado por Defever [10] quando ¢ = 0, mostrando que nao existem

tais hipersuperficies com curvatura média constante nao nula.

Teorema A. Se f : M? — Q*(c) é uma hipersuperficie conformemente euclidiana com
curvatura média constante e trés curvaturas principais distintas, entdao f € necessaria-

mente minima.

Exemplos de hipersuperficies conformemente euclidianas minimas f : M3 —
Q*(c) com trés curvaturas principais distintas sao os cones generalizados sobre toros de
Clifford, ver capitulo precedente. Quando ¢ # 0, provamos que nao existem outros exem-

plos.

Teorema B. Se f : M3 — Q*(c), ¢ # 0, € uma hipersuperficie conformemente eucli-
diana minima com trés curvaturas principais distintas, entio f(M?3) é um subconjunto

aberto de um cone generalizado sobre um toro de Clifford em uma hipersuperficie umbi-

lica Q3(¢) C Q%(c), ¢ >c sec>0.

O caso mais interessante ocorre no espaco euclidiano R*. Mostramos que,
além do cone sobre um toro de Clifford em S* C R*, existe precisamente uma familia a

1-parametro de outros exemplos.

45



46

Teorema C. Eziste precisamente uma familia a 1-pardmetro (de classes de congruéncias)
de imersoes isométricas minimas f : M3 — R* com trés curvaturas principais distintas

de variedades Riemannianas M3 simplesmente conexas conformemente euclidianas.

Mais precisamente, mostramos que existem uma variedade algébrica M* C
RS, a qual contém um par de retas /_ e £, tal que M = MA S ((_ U/ly) é uma
subvariedade regular do R®, sendo (¢_ U/, ) o conjunto singular de M*, uma distribuicio
involutiva D de codimensio 1 em M?* e um grupo finito G de involugoes de M?* isomorfo
a Lo X Ly X 1y X L, cujos elementos preservam a distribuicao D, satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) A cada folha o de D estao associadas uma aplicagao de recobrimento ¢, : U, — o,
de um aberto simplesmente conexo U, C R?, e uma imersao minima f, : U, — R*,
com trés curvaturas principais distintas, cuja métrica induzida é conformemente
euclidiana. O conjunto singular /_ U £, de M?* corresponde ao cone sobre um toro

de Clifford em S? c R*.

(ii) Se o e ¢ sao folhas distintas de D, entao f, é congruente a f5 se, e somente se, existe
um difeomorfismo ¢ : U, — Uz e © € G, tal que ¢5 o) = O o ¢,. Em particular,
g =0(0).

(iii) Se f: M3 — R* é uma imersao isométrica minima, com trés curvaturas principais
distintas, de uma variedade Riemanniana simplesmente conexa conformemente eu-
clidiana, entdao ou f(M?) ¢ um subconjunto aberto de um cone sobre um toro de
Clifford em S? ou existe uma folha o de D e um difeomorfismo local, p : M3 — V,

sobre um subconjunto aberto V' C U, tal que f é congruente a f, o p.

A ideia fundamental para a obtencao desses teoremas € usar a caracterizacao
das hipersuperficies conformemente euclidianas, dada no Teorema 1.9, como hipersuperfi-
cies holonémicas cujo par associado satisfaz certas expressoes e, a partir da Proposicao 1.1,
obter um sistema de equagoes diferenciais parciais para as hipersuperficies conformemente

euclidianas com curvatura média constante e trés curvaturas principais distintas.
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2.1 Uma caracterizacao local

Para o que segue, serd conveniente usar a seguinte versao equivalente do
Teorema 1.9. Neste capitulo, entendemos por curvatura média a curvatura média nao

normalizada.

Corolario 2.1. Seja f : M3 — Q*(c) uma hipersuperficie holonémica, cujo par associado

(v, V) satisfaz as equagoes

A V3 U1 (%)
2 _ .2 2 | AR (e 2y
vy =V, 2 3(v1 "03)+3 ’
(2.1)
A V2 U3 V1 A (%1 V2 U3
Vo= My B) Uty o () Gy
! 3('03—'_1)2)—'_3 ’ 3 3(U2+U1 +3 ’

em que N = +1 e H € a fungdo curvatura média de f. Entio, M3 é conformemente
euclidiana e f tem trés curvaturas principais distintas.

Reciprocamente, toda hipersuperficie conformemente euclidiana f : M3 —
Q*c) com trés curvaturas principais distintas € localmente uma hipersuperficie holoné-
mica cujo par associado (v, V') satisfaz as equagoes em (2.1), em que H € a fungao cur-

vatura média de f.

Demonstracao. Desde que a funcao curvatura média H de f fica expressa, em termos do
par (v, V), por
H=>) - (2.2)

i=1
serd suficiente mostrar que as equagoes em (1.6), juntamente com a equagdo (2.2), sdo
equivalentes as equagoes em (2.1).

Para isso, seja L? o espaco de Minkowski munido com o produto escalar

Lorentziano

(21,22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 — T2y2 + Z3Ys.
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As equagoes em (1.6) implicam que v = (vy,vq9,v3) e V. = (Vi, V5, V3) sdo ortogonais
com respeito a tal produto escalar, v é tipo-luz e V' é unitario tipo-espaco. Desde que
w = (—ws3,0,v1) é ortogonal a v, temos que v+ = Span{v,w}. Como V € vt existem
a,b € C>®(M?3) tais que

V =av + bw.

Note que V3 = avs. Para determinar b podemos usar as equagoes em (1.6) e obter

1= (V,V) = {av + bw, av + bw) = b*(w, w) = b*v3.

Assim,
V; A
V= "0+ ~w,
VU2 U2
com A = £1. Portanto,
1 1
Vi = U—(ngl — /\Ug) (§] ‘/3 = v-(‘/QU?, + /\Ul). (23)
2 2

Substituindo as equagoes em (2.3) na equagao (2.2), obtemos

A U3 (%1 (%)
VB=2(2-2)+ 20 2.4
2 3 ('Ul U3> * 3 ( )

Concluimos, substituindo a equagao (2.4) nas equagoes em (2.3), que as equagoes em (1.6)
e (2.2) implicam nas equagoes em (2.1). Reciprocamente, o fato de que as equagoes em

(2.1) implicam nas equagoes em (1.6) e (2.2) segue por um célculo direto. O

Segundo o Corolario 2.1, estudar propriedades locais das hipersuperficies
conformemente euclidianas f : M3 — Q?*(c) com curvatura média constante H e trés
curvaturas principais distintas é equivalente a estudar hipersuperficies holonémicas cujo
par associado (v, V') satisfaz (2.1), com H constante. Ou seja, precisamos estudar as
solugoes (v, h, V) do sistema (1.3) que satisfazem as equagoes em (2.1) com v; > 0 e H
constante.

Na proposigao a seguir, mostramos que solugoes (v, h, V') do sistema (1.3)
que satisfazem as equagoes em (2.1) com v; > 0 e H constante correspondem a solugoes

de um novo sistema de EDP’s envolvendo um ntimero menor de fungoes.
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Proposigao 2.1. Seja f : M3 — Q*(c) uma hipersuperficie holonémica com curvatura

média constante H, cujo par associado (v, V') satisfaz as equagoes em (2.1). Sejam

1 0vy 1 0vs 1 0uy
o = (Oél,OéQ,Oég) - - - -

(%) 8u1 ’ V3 aUQ7 U1 8u3

e ¢ = (vy,v9,vs, a1, g, a3). Entdo ¢ satisfaz o sequinte sistema de EDP’s:

(0 vy O v3
a_;i — (U—i( + V33 + v3)an, vaay, 3a1, 5 i 9lL a1a2,2v4(41)3 +v1)a1a3>
2 2
— = , — (V] — i3 + v3)an, v3an, 2— (4v 5) g, 2—= aoz), 2.5
ouy <v§ ,Ug(l TU3 + U3 )ag, vz g(l )1262 20v3 (2.5)
99 VS U3 oo g v3 v3 2 das
— = (via3, Sag, — (V] + v7v5 + vy))as, —2—=aas, 2— (4v vozoz,—),
| D (13%32}%(1 1V3 + v3)ag v%l?’v%(z 3)238u3
em que
day 1 V8 V)
T~ ot - Lot - 2t (3t + 2l
+ L(51}4 + 203v3) — @c—i- w(?ﬂ +v3 — 2uyvous H)H
gus ! 278 v3 183 2 3 e ’
Doy v3 1 v8
g o vg (305 + 2v5)ai — F(Uf — 3u3)a — U—z(%% +3v3)aj
102 3 1
(2.6)
1 sv3 Va3
— — (5 4 2 2,2 VU3 o 2 .2 2 HYH
9”%( vy — 20703) + _U1 1809 (vi — v3 — 2vivpusH)H,
Oovs v8 v} 1
8_u3 = _2(2“2 + 3”3) + 73 vh2 (27’1 - 3”3) + F(?’U% - U;l)ag
Uy 2U3 1
+ L (5 4 20e2) VIS LT3 (02 4 02 + 2010905 H) H.
9ud P 12 v3 18v3 2 1
Além disso, as sequintes relagoes algébricas sao satisfeitas:
30v; qotvd, 5, V3V,
F— vi —v3)c+ —=moH | as =0
(Ug’l}g Vs (vr —vg)e+ 180 S
3009 dogvi 5, v3Us
F vy +v3)c msH | az =0 2.7
(v?vg * vf (o1 +vp)e+ 18v] 3 3 ’ (2.7)

v

2, .2 1
vy +v3)C+

V103 8 (v +03) 18v

30 4 2,4 3
2
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em que
mp = (v3+ 4v?)(4v3 + v2) — 8vvouz(vs + v3)H,
my = (v¥ — 4v2)(4v? — v2) — Svyveus (v — v3)H,
my = (vi+ 40v3)(4v] + v3) + Bvivaug(vi + v3) H,
Fo= g [oufud(o + vd)ad + 9ubud(e? - ef)ad — 9uufod + o]l

— vivdvi(2viv] — 2vfvs — 2035 — viv3ed)].

Demonstragao. A tripla (v,h,V), em que h;; = ig—ia satisfaz o sistema de EDP’s
(@ S_Z — hyvy, (i) %‘: + ZZJ] + hgihig + ViV + cvy = 0,

(iii) aaLqu = hijhjp, (iv) 2_;/; =h;V;, 1<i#j#k#1<3, (2.8)
T 53-22 b hguy + Sehaor =0, () @S—I‘Zj 6,k V4 ihaVi = 0,

em que as equagoes (i), (ii), (iii) e (iv) seguem do fato de f ser uma hipersuperficie
holonémica com par associado (v, V'), ver Proposigao (1.1), enquanto que (v) e (vi) sdo
obtidas derivando as equagoes em (1.6). Usando as equagoes em (2.1) e as equagdes (i),

v) e (vi) em (2.8) podemos calcular 2% para verificar que
ou;

Vhp = vhgj, 1<i#j#k#i<3. (2.9)
De fato,
vi oV, . i),(v A 2 2 A 2 _?
0 Y L Vo, 4 Vyhyy VD Ava(vr +v5) —zvg)hls Aoy 5 v1>h12
ouq 3v1v35 3105
)\Ug )\Ug’ 5 5
_ _ - his — v2h
303 1 3v1v3 12 v v3v3 (v2hns = v3hia),
oVs A
0 = —= —Vihoy — Vahos = ———(v2ho3 — 3R
R 1121 31123 BU%UQU?Q) (Ul 23 — Ug 21),
oVs A
0 = ——VWh Vihsy = ———— (v h3s — v5hsy).
s oN3a + ViNng 30Z02us (vyhsg — vyhay)
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A partir da equagao (2.9) e a definicdo dos a5, podemos escrever as fungoes h;; assim:

5

V2 (%1 U1
hip = —ay, hoy = — 5 Qo, h31 = —as,
U1 U2U3 (%R
(2.10)
5 5
v v v
3 3 2
hyz = — 01, haz = —aw, h3s = — Q3.
V1Uy (%) V301
ov;

Substituindo as equagoes de (2.10) nas equagoes (i) e (v) do sistema (2.8) obtemos os T

i,7 =1,2,3 do sistema (2.5). Os gS%, 1,7 =1,2,3 e i # j sao obtidos a partir da equagao
J
(iii) do sistema (2.8), usando as equagoes 8—“? do sistema (2.5), e as equagoes de (2.10).

Para obter os go" i =1,2,3, observamos que a equagao (ii) do sistema (2.8), juntamente

com as equagoes ja obtidas do sistema (2.5) e as equagoes de (2.10), determinam o sistema

de equagoes lineares abaixo nas variaveis ga“
M.P =—B, (2.11)
em que
2, 4,2 9viv3 Ja
Yuivsvs 5 0 bt
U3 3u1
9v?v o
M = 12 3 0 uiviv: |, P = —
V5 Ous
0 9 2,,2,,4 91}%”32) %
V1303 2 Ous
e
o v T3 2 2.2
—9vjvg(v3 + v3)of + Ug (403 + v3) (v} — v3)e3 + 9v5ag — vivs (205 — viv3)
3
+ 9vfvgvic — vivdvg (v + v3 — viveus H)H
9“1“3 2 2.2
B G (4 + U2)(U2 + v3)a1 + 9“1042 9”2”3(”1 + 02)a3 U1U3(2U2 + vyv3)
= 2

+ vtvivie + vivpvs (vE — v2 + vyvevs H)H

9 8,,2
90507 — 9ol (v} — vf)a3 + 22 (403 —v) (0] + v3)ad — 030} (20 — 03ef)
1

+ Yvivgvie + vivivd (vs + v3 + vivevs H)H
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De fato,
i) Oh oh
0 W 222y hgihsa + ViVa + cviv9
8u1 8u2
2100 O [y o ( v} vy,
=7 — o ——w ——« ViVo + cvgv
3u1(1}1 )+8u2(v2v3 2 +U§v§’ 3+ ViVa + cvivg
(2.5) 1 9 4 28a1 90802 Doy o?
9“?”% 2 2v/ 2 2 2
+ L8 (4U2 + U3)(”1 Us)OQ + 9”2043 - U1U2(2U3 - U1U2)
3
+ Yuivyvic — vivivs(vi + Vi — U1U2U3H)H:|7
Oh Oh
0 = —2 4+ 20 4 hothgy + ViVs + coyvs
aul 811,3
o ( v3 d (un vy
= — — | -« -« ViVa + cvgv
8u1(vlv§ 1)+8u3(v3 ’ +v§v§ 2 il envs
1 9v?v§ Doy N 28a3 928 5 o 9 o o
= 9U VoVs —— — 4v v ) (v V3o
et | S outugu 500 — MU 42+ )+ )
— 303 (v +v3)a2 + 9das — vivZ (25 + vivd)
+ vivivie + vivgvs (v — v3 + vww;;H)H]
e
Oh Oh
0 = 23 + — 32 + h12h13 + ‘/2‘/3 + CU2V3
8uQ 8u3
9 (s o ( vs vy,
= —« — | =« ——« VoVs + cupv
81@( )+8U3(03vf3 +v%v§’ 1 VaVs 4 cvavs
1 o o 4002 9“3“?2, das 4.2/ 2 2\ 2
9uuv?
1}26 : (4U§ U%)(% + 02)043 + 9”3041 U2U3<2U1 U%”%)
1
+ 9vivgvie + vivsvs (v + v3 + vlvgng)H] .
Em seguida, verificando que det(M) = —1458v§v5v§ # 0, podemos concluir que o sistema

(2.11) tem uma tunica solu¢ao dada pelas equagoes em (2.6).
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Resta-nos mostrar que as relagbes em (2.7) s@o satisfeitas. Calculando as

82 2

derivadas mistas Buydur = Dupdu; i,7,k = 1,2,3 a partir das equagoes do sistema (2.5),

obtemos
0% 9%y 300, 4vto2 V3V,
0 — B _ oY% o 0 H
Ousduy  OuyOus VoV Vs (vi —vg)e+ 18v} M2t ) a2,
9%y 9%y 30y 4vvs VU3
0 = - = F 2+l 2mzH
OuzOuy  OugOus (U?Ug + vl (vi + vz)e+ 18v Img
e
0% Das 3004 vl VU3
0 — _ _ o2Vl o 0 3
Ou 0us  OuzOuy (vwg v8 (v + v3)e 1803 “
De fato,
(92041 1
Dudur ~ 18ui0l? {36@1123(271}1 + 4803 + vivs — 160v5)a7
— 36v5v3 (v} — 4v?v2 — 3vi)ad + 36vSvi(25v] + 16viv2 + 3v5)a3
+ dvivgug (2509 + 160viv3 — 11v?vg — 1208) — 36vivSvs(5v? — 3v3)c
+ vivdvs (100 — Tv2)H — 4S80S (50F — 3v2) H? | as,
82061
Juons Jodul? 18viv5 (2708 + 53v}vs + 16vivs — 6v5)as
— 18v%v3 (v} — 9v?v2 + 2v3)as + 18vSvs (15v] + vivs — 2u3)a’
+ 2vivgus (1509 + viv? + 4vfvg — 208) — 18vfvSvs(3v? — vi)c
— v3vdvs(—=3v} — bviv? + 2v5) H — 2vfuSvs(3vd — vg)Hz} Qg,
82a1 82(1/1 10
Dupdus - 10Uy = 91}2 <9U1U3 (Uz + U3>a1 + 9”1”2(”% - v%)ag

802002 | 22) 2 _ 22020 2(0,2 4 2,4 2,4 _ 2.2 2
— 9vsvs(v] + v3)a3 — vivyvs(2v7vy — 2uivg — 20505 — vlvzv?)))

dvivl Vi,
- = = e g (08 - wd) et - o)

— Suyvpuz(v] — v§)H> H} s

30v; dvtv? v3vy
= F— L2 —vd)c+ 2=moH |ay
9 6 1 3 7 )

VU3 U3 18vs
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o4

62042
T 8077 361}103(12111 + 34v203 + 25v5)a]
+ 360803 (408 + 14viv? — 33vivs — 27v5) a3 + 36vSvi(10v] + 22002 + 9vg) a3
+ dofvivg (1008 + 320viv3 + 59vivg + 2508) — 36v8v30S(8vF + Hud)c
— vivsvs (17v} + 10v2) H — 4v8v308(8v? + 502)H? | as,
820./2 —
+ 18v$v3 (408 + 9viv? — 28vivg — 27v8)a3 + 18v8v5(20v] + 27v?v3 + Yug )l
+ 20fv3v3 (2008 + 4Tviv3 + 44vivg + 1508) — 18v8vavs (4vd + 3vd)c
+ vivdvd (v? — v3)(4v? + 3v3)H — 20dv508 (4v? + 3v§)H2} as,
82042 82@2 10
usdus  Ouydus = [ 91}10 2 (91}1“3(“2 +v3)af + vy (vf — v3)a;
— 9v5v3(vf + v3)aj — vivivi(2ufvy — 20fvs — 20505 — va%U%))
dvjvs V33
+ 23] +v3)c+ 3—27 ((vf + 403) (4v] + v3)
U} 18]
+ 81)11)2’03(1}% + U%)H) H:| (0%
300, dojvs 5 v3Us
N (v(fngJr vf (v +vp)e+ 1807 T
820é3 —
Judus 181}4 = [361}11)3(3111 + 20302 — 10v3)a?

+ 360805 (3v] — 100202 + 1203)a3 — 360502 (1605 + 49viv? + 2020 — 408)a?
— dvjvsvs (1208 + 25viv2 — 20305 + 1008) + 36vSvSv3(3vd + 8v3)c

— v}dvs (Tv? 4+ 17v2) H + 408vSvs (3v] + 8v2)H? | ay,
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O L 18utol (20t 4+ 130202 + 2008)0?
= vivs (20 Vi3 v
Ouy0ug Yvivi? A 13 3
+ 20fv3v3 (209 + 10viv3 + 130205 + 2008) — 18v8vSvs (v? + 4v3)c
— vivdvd (2u] 4+ 9viv? + 4vg) H — 2050805 (v? + 4v§)H2} ay,
82043 02a3 10
Bu0us  OuyOus = 91}1 (91}1”3(“2 +v3)af + vy (vf — v3)a;

8,202 2\,.2 2.2 270,92, 4 2.4 2.4 2.2 2
- 9”2”3(”1 + 1)2)043 - U1U2U3(2U1U2 — 2vyv3 — 205v3 — U1”2U3)>
4v?pd vv3
1Y3 /. 2 2 1Y3 2 2 2 2
- % (v + Us)c + 1807 ((Uz + 4“3)(4% + Us)
Uy )

— 8uivou3(v3 + v%)H) H} oy

30v 4v?vd v V3
= ( SF — 163(v§+v§)c+—37m1H)041-
2

1
3 18

Nos lemas a seguir supomos que as hipéteses da Proposigao 2.1 sao satisfei-

tas e usamos suas notacgoes.

Lema 2.1. Se v; = v3 em todo ponto de M3, entao H = 0.

Demonstragio. Como v2 = v? +v2, temos que v, = v/2v; e obtemos a partir das equacoes

do sistema (2.5) que
8'111

oy 102 e =a=0, (2.12)

assim como

Doy 1
Ty 2(a + §H2U1 + cvi — 1),
1802 + 402 H? — 3v/2v, H + 36v3c — 18 = 0, (2.13)

1802 + 40’ H? 4 3v/2u  H + 36v%c — 18 = 0.

Comparando as duas ultimas equagoes em (2.13), podemos concluir que H = 0. O
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Lema 2.2. Nao existe um subconjunto aberto em M3 no qual as funcoes o, o, s se

anulam stmultaneamente.

Demonstragao. Suponha que exista um subconjunto aberto U C M? de sorte que a;(p) =
as(p) = as(p) = 0, para todo p € U. Entdo, as equagoes em (2.6) se reduzem as seguintes

equagoes em U

2(5v) + 203v3) — 18vivavic + v1vavs(vs + v3 — 2uveus H)H = 0, (2.14)

2(5v5 — 20%02) — 18v?v2vic + vivevs (v — V2 — 2 Vs H)H = 0 (2.15)
e

2(5v; + 203v3) — 18vivavic — vivaus(v? 4 v3 + 2u1vous H)H = 0. (2.16)

Comparando a equagao (2.14) com as equagoes (2.15) e (2.16), respectivamente, obtemos

que
g 203 0) g 208w
U1U2V3 V1U203
o que implica em uma contradicao. O

Lema 2.3. Nao existe um subconjunto aberto de M? no qual o =0 = a3 e v1 — v3 # 0.

Demonstrac¢ao. Suponha que oy = 0 = a3 e v —v3 # 0 em todo ponto de um subconjunto
aberto U C M?3. Pelo Lema 2.2, a funcdo o, nio se anula em nenhum ponto de um

subconjunto aberto e denso U C U. Entdo, as equacdes em (2.5) se reduzem as seguintes,

em U:
8vi 8’Ui 80[1' . .
— — 2, 1< <3
6u1 8U3 8u]‘ = 7& J=
e
dvy v} Ovy V2, 4 99 4 Ous
Oty = U—§OC27 E = U—g(% — vyU3 + v3) g, B = U3Q2. (2.17)

Além disso, como a3 = 0 = a3, as equagoes em (2.6) tornam-se, respectivamente,

0o 2y 2 1 4 2 2y UiV ViV2 o 2 | 2

0 = —(3v] — 2v3)a; + —5(5v] + 203v3) — —5=c+ —5(v5 +v3 — 2viveusH)H,  (2.18)
U3 9vs U3 18vs

Oay 1 4 VU3 UgU3

1
Ta, _v_§(vl — 3v3)as — 9—1}%(&')1);1 — 20303 + U—%c 1803 (vi —v3 — 2vv003H)H  (2.19)
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e
U% —5 (207 — 3v3)as + L(5U§j + 20f03) — @c — %(vf +v3 + 23 H)H.  (2.20)
vyv3 vy v3 18v3

Multiplicando a equagiao (2.18) por 205, a equagao (2.20) por 3vivjv? e, em seguida,

subtraindo-as, obtemos

1
i = 9058 [ — 2030203 (30? + 202) H? — vivpvs(6v] + vivd — dvg) H
! (2.21)
— 18020202 (30} + 202)c 4 2(60° + 16viv2 + 1905 + 4vd) | .
Por um lado, substituindo a equagao (2.21) na equagao (2.19), obtemos
8042 1
3 = 900801 {21}%@5@%(31}1 + 2uivs — 4vivi — 605 H?
+ v1v9v3(60F + V02 — 27vivg + 20208 + 1208 H
(2.22)

+ 18v2v3v2 (30§ + 2uiv? — dvivg — 605)c

— 4(v} — v3) (308 + 8viv3 + 16vivs + 605)|.

Por outro lado, derivando a equagdo (2.21) em relagdo a uy e usando as equagoes em

(2.17), obtemos

8042 (0%}
5 = 1800000} v3 (—4vivgui (5vf — 4vivs — 6uvg) H?

— 003 (8v8 — 27viv? — Svivg + 2408)H (2.23)

2, 3(5 4 2,2 4
— 36vivu3(hv] — 4vivs — 6v3)c

+ 8uyus(v? — vg)(vg + vg)(&)f + 31;%) )

Desde que ay # 0 em U, podemos eliminé-lo da equacio (2.23), em seguida subtrair os
membros a direita das igualdades em (2.22) e (2.23), e usar a hipdtese v; — vz # 0 para

obter

408 — 2vtv3 — 9vius + 4U3H B 203 (v} — v3)

2 _ 2 1,2
4vdvgug (v — v3) Vi3

H? + +9c¢ = 0. (2.24)

Derivando a equagao (2.24) em rela¢do a variavel up e usando as equagbes em (2.17),
obtemos

v1v3(2208 — 11vfvs — 4v?vs + 8 H = —16v3 (v — v3)2. (2.25)
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Como vy — vg # 0, deve-se ter
(2208 — 11vfv; — dvivg + 8v5) # 0

em U. Portanto, a equacao (2.25) implica em

1608(03 — 12)°

v1v3(2205 — 11viv2 — dvdvs + 8v§)’

H=— (2.26)

Finalmente, podemos derivar a equagao (2.26), em relagdo a ug, € usar as equagoes em

(2.17) para obter

1680 5,3 (02 _ 1,2\2
0=— . ”1522(”1 ;’31 —a, (2.27)

o que nos leva a uma contradigao, pois o lado direito da igualdade (2.27) é nao nulo. O

Lema 2.4. Nao existe um subconjunto aberto de M* no qual an =0 = «j, j € {1,3}.

Demonstra¢ao. Suponha que g = 0 = a; em todo ponto de um subconjunto aberto
U C M3. Pelo Lema 2.2, a fungio a3 nao se anula em nenhum ponto de um subconjunto
aberto e denso U C U. Entdo, restritas a U, a primeira e a segunda equacdes em (2.6)

podem ser reescritas assim:

4
0 = UU 4(3U1 +2v3)a3 9 <5U1 + 20503)

tv3 V5
U%U% V1U2 2 2
— —5-c+ —=(v; +v3 — 2v1v03H ) H,
18wv;
g (2.28)
1
0 = 2(20%+3 — (5v5 — 2
Uig( vt + 3v3)ag + 9Uil< U2 viv3)
2
== — vy —2 H)H.
2 1807 (v] — v — 2vv9v3H)
Eliminando a2 das equagoes em (2.28), obtemos
2 vl + Tviv? + 21)3H B 2v3 4 9c—0. (2.29)
201v9v3(v] + v3) viva
Derivando a equagao (2.29), com respeito a ug, e usando que ag # 0, obtemos

~ s (2107 + 210202 + vl
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Por fim, derivando a equac@o (2.30), com respeito a ug, e usando o fato de que H ¢é

constante, obtemos a seguinte contradicao:

_ 12003wvs(vf 4 v3)(Tvf + Tvivs + 2v3)

0
v3 (210 + 210203 + 4v3)?

Analogamente, suponha que ay = 0 = a3 em todo ponto de um subconjunto
aberto V' C M3. Pelo Lema 2.2, a funcido a; nao se anula em nenhum ponto de um
subconjunto aberto e denso Vv Entao, restritas a f/, a segunda e a terceira equacoes
em (2.6) podem ser reescritas assim:

4

v 1

_ 3 2 2\ 2 4 2,2
(05 vy

Ugvg VU3

c
2 3
vy 18wy

(v? — v3 — 2v1v9us H ) H,

1 (2.31)
0 = - (205 + 3v3)ad + w(&ug + 20%03)
2

wo

wdoo |

U%U% V1U3

2 2
c— —=(v7 +v5 + 2uivvs H ) H.
v3 187}3(1 2 10203H)

Eliminando o? das equagoes em (2.31), obtemos

2uf + Tojvi + Ty . 207

2,,2

H2
* 201 v9v3(v3 + v3) v3v3

+9¢ =0. (2.32)

Derivando a equagao (2.32), com relagao a g, e usando que oy # 0, obtemos

8v?(v3 + v3)

H=—— .
vouz(4vf + 2103203 + 21v3)

(2.33)

Por fim, derivando (2.33), com relacéo a uy, e usando o fato de que H ¢ constante, obtemos
a seguinte contradig¢ao:

 120vv3(v3 + v3)(20] + Tvvs + Tus)

0=
v (4vf + 2102032 + 2105)2

Lema 2.5. Se existem p € M3 e 1 < i # j < 3 tais que a;(p) # 0 # «;(p), entao
H=c=0.
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Demonstragao. Primeiro, mostraremos que a conclusao do lema vale no casoi =1ej = 2.
Seja p € M3 tal que a;(p) # 0 e as(p) # 0. Por continuidade, existe uma vizinhanga aberta
U C M? de p de sorte que a; e o nao se anulam em nenhum ponto de U. Restritas ao

aberto U, a primeira e a terceira equagoes em (2.7) implicam que
3

30v3 doPug 5 VU3
F— H=0
o0 g (v5 +v3)c+ 18v§m1
e
300, dotvs 5 V30,
F— — H=0
VU Vs (vr = vy)e+ 18@§m2 ’
ou, equivalentemente,
2,2,2
F = —%[mlfl — T2cv1v9v3(v3 + v3)],
(2.34)
U%U%U:’Qy[ H 72 ( 2 2)]
=— moH — T2cviv9us(vy — v3)].
540 2 10203 (V1 3
Subtraindo as duas equagdes em (2.34), obtemos
7 2 2
e T ) g +9¢ = 0. (2.35)
8?)11)2’1]3
Derivando a equagao (2.35), em relagao a usg, obtemos
21U1
Hay, = 0. 2.36
8?]2/03 a2 ( )

Desde que s # 0, a equagao (2.36) implica que H = 0. Pela equagao (2.35), ¢ = 0.
Agora, mostraremos que a conclusao do lema também valese i = 1e j = 3.
Seja U C M? uma vizinhanca aberta de p tal que a; e a3 nao se anulam em nenhum

ponto de U. Restritas ao aberto U, a segunda e a terceira equagoes em (2.7) implicam em

30vs |, Aol L L vl
V03 v§ (02 ¥ ug)e 183 "
e
B0vy  Avpvd o o Usv
F +v3)e + H =0,
T, + o (v] 4+ v3)c 1807 ms
ou, equivalentemente,
2,22
I = —01512(;)3 [m1H — 72cvivavs(vs + v3)],
(2.37)
vivavs 2, .2
F = _—[m3H —+ 720?]1?}27)3(7)1 + 02)]'

540
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Subtraindo as duas equagdes em (2.37) obtemos
H +9c=0. (2.38)

Se v; = v3 em um subconjunto aberto UcU, segue do Lema 2.1 que H = 0, consequen-

temente ¢ = 0 pela equagao (2.38). Assim, podemos supor que v? —v3 # 0 em todo ponto

de U. Derivando a equagao (2.38), em relagao a uy, obtemos

Hoy = 0. (2.39)

Como a; # 0, a equagao (2.39) implica que H = 0. Pela equagao (2.38), ¢ = 0.
Para finalizar, mostraremos que a conclusao do lema vale se : =2 e j = 3.
Seja U C M? uma vizinhanca aberta de p tal que oy e a3 nao se anulam em nenhum

ponto de U. Restritas ao aberto U, a primeira e a segunda equagoes em (2.7) implicam

em
30v; T vy
e (v —vd)e+ — 180 gmgH =0
e
30w 4vgvi v3U3
F H =0,
U?U;; + U? (Ul + 1)2) + 180 Im?)
ou, equivalentemente,
2,2 2
F=_0%% [moH — T2cv1v9v3(v? — v3)],
540
(2.40)
U%”%”z& 2,2 2 2 2
q0 V1v2l (msH + T2cvvav3(v] + v3)].
Subtraindo as duas equagdes em (2.40), obtemos
7 2 2
) g (2.41)
8’01’021)3
Derivando a equagao (2.41), em relagao a ug, obtemos
21’[)2
Hasz = 0. 2.42
8v1v3 s ( )

Como a3 # 0, a equacao (2.42) implica que H = 0. Pela equagao (2.41), ¢ = 0. O
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Lema 2.6. Se v, # v3 em algum ponto de M3, entdo H = ¢ = 0.

Demonstragao. Suponha que v1(py) # v3(pg) em algum ponto py de M3. Por continuidade,
existe uma vizinhanca aberta U C M? de py tal que v; # v3 em todos os pontos de U. Pelo
Lema 2.2, existem um subconjunto aberto U’ C U e i € {1, 2,3} tais que «;(p) # 0 para
todo p € U'. Segue dos Lemas 2.3 e 2.4 que existem um ponto ¢ € U’ e j € {1,2,3}, j # 1,
tais que a;(q) # 0. Assim, existe ¢ € M3, tal que a;(q) # 0 e a;(q) # 0, i # j, e a

conclusao segue do Lema 2.5. O]

Coroléario 2.2. Seja f : M? — Q*(c) uma hipersuperficie holonémica com curvatura mé-

dia constante H, cujo par associado (v,V') satisfaz as equagoes em (2.1). Vale o sequinte:
(a) Se vi = v3 em todo ponto de M3, entio H = (.

b) Se vi # v3 em algum ponto de M3, entao H = ¢ = 0.
g

2.2 Demonstracoes dos Teoremas A e B

Nesta secao apresentamos as demonstracoes dos teoremas A e B.

Demonstracao do Teorema A: Pelo Corolario 2.1, cada ponto € M? esta contido em um
subconjunto aberto U C M? de M? tal que f|, : U — Q*(c) ¢ uma hipersuperficie ho-
lonémica cujo par associado (v, V') satisfaz as equagoes em (2.1), em que H é a curvatura
média de f. Assim, f|, satisfaz as hipoteses da Proposigdo 2.1 e, portanto, a conclusao

do Corolario 2.2, isto é, H = 0. O

Demonstragao do Teorema B: Dado x € M3, existe um subconjunto aberto U C M3

contendo z tal que f|, : U — Q*(c) ¢ uma hipersuperficie holonémica com par associado
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(v, V). Como ¢ # 0, segue do Lema 2.6 que v; = v3 em U. Assim, Vo = 0 em U e,
portanto, Ay = 0 em U. Por analiticidade, )y ¢ identicamente zero em M3, ou seja, f tem
uma curvatura principal identicamente nula. A conclusao do teorema segue portanto da

Proposicao 1.3. U

2.3 Hipersuperficies conformemente euclidianas minimas
com trés curvaturas principais distintas em R*

Para a demonstracao do Teorema C precisamos obter mais informagoes a
respeito do sistema (2.5). Primeiro, vamos reescrever a Proposi¢ao 2.1, com H =0 = ¢,

e estabelecer uma reciproca.

Proposicao 2.2. Seja f: M? — R* uma hipersuperficie holonémica cujo par associado

(v, V) satisfaz as equagoes

V2 =02 4 (2.43)
e
A A A
Vi=—2(242), m=-2(2-2), Bu=2(2+2), r==£1 (244
3 \v3 vy 3 \vs v 3 \v2 v
Seja
1 (%2 1 (%3 1 81}1
= == - - ) 2.45
a = (o, 02,03) (’Ug Ouy’ vg Ouy’ vy Ous (245)
Entao, ¢ = (v, v9,v3, a1, 2, 3) satisfaz o sequinte sistema de EDP’s:
(O¢ vy Oy v3
-7 (2 2 2—=(4
9u, (v§ (v3 + vivs + U3)04171120417 041, D, 0410427 vé‘( vi +vi)anas |,
0¢ vy ve, 9.2 4 Oay
7 = L. = (vt — v 2— (4v7 — 2 2.46
ouy (U§042, Ué(% VU3 + U3)Qa, V302, U§( v — v3)anag, o Dy 042043 (2.46)

_ 3.4 2,2 4 3 2 2
- = (Ulag, —4043, —4(1)1 + V1V, + 1)2)043, —2—2CY10(3, 2—4(4?)2 — 113)062063, -
v T vy Oh U] Jug

¢ v v v3 Vs, (9043)
Y
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em que
Oy 1 4 PP 2y 2
(9_ul = v_§(3U2 —v3)aq — U_§(3U1 — 2v3) o,
+U4(3 + 203) a3 1(5 + 20503)
v v v Vo
vyt YT 2 9@3 1 2V3),
8062 4 1
e T A U?; (3v3 + 2v3)af — F(Uil - 3”3)@3
! 26 ’ (2.47)
1
- —2(21}1 + 3v3)a3 9 (5?}2 20iv3),
U
dag vg vt 2y 2
— = 3 (20i+3 20?2 — 3v3)a
s U§< 2 5)ad U2U§< 1 3)0%
Looa a4y 2 1
_I_ F(?)Ul - /U2)Of3 + 9 4<5U3 + 2U1U2)
1
Além disso, a sequinte equacao algébrica € satisfeita:
9vvs(v3 + vi)ad + 9vivi(vf — vi)ad — Jv3vi(vf + v3)aj
(2.48)
— vivdv3 (202vy — 20%v3 — 203v; — vivav:) = 0.
Reciprocamente, se ¢, = (v1,v2,v3, 1, 09,03), v; > 0, i = 1,2,3 € uma

solugdo do sistema (2.46) satisfazendo (2.43) em um aberto simplesmente conexo U C R3,

entao a equacao (2.48) € satisfeita e a tripla (v,h,V), em que v = (v1,v9,0v3), V =
(V1,V2,V3) e h = (hy;), com V; definido por (2.44) e h;; = %%, 1>i# 5 >3, ¢

solugao do sistema (1.3) e, portanto, dd origem a uma hipersuperficie holonomica minima

f:U =R cujo par associado (v, V') satisfaz (1.6).

Demonstragao. O sistema (2.46) segue do sistema (2.5) fazendo H = 0 = ¢. As equagoes

m (2.7), com H = 0 = ¢, implicam que
Fa; =0, Fay;=0 e Fas=0. (2.49)

Suponha, por absurdo, que F' nao se anule em algum ponto de M?3. Como F' é continua,
existe um subconjunto aberto U C M? tal que F(p) # 0 para todo p € U. Assim, segue

das equagdes em (2.49) que aq, ay e a3 sao identicamente nulas no aberto U e, portanto,
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as equagoes em (2.47) implicam que

5uf + 20302 = 0,

5uy — 20302 = 0, (2.50)

5v3 + 2vivi = 0.
Subtraindo as duas primeiras equagdes de (2.50) e usando a equagao (2.43), obtemos a
seguinte contradicao:

0= —3v;(vi +v3) #0.
Logo, F(p) = 0, para todo p € M? e, portanto, a equagao (2.48) é satisfeita.
Reciprocamente, seja ¢, = (vi,v2, 03, 01,2, 3), v; > 0, i = 1,2,3 uma

solugdo do sistema (2.46) satisfazendo (2.43) em um aberto simplesmente conexo U C R3.
Seja V' = (Vi, Vs, V3) em que V; é definido em (2.44) e h = (hyj), hij = %g—z, 1>i#j5>3.
Vamos verificar que (v, h, V') satisfaz o sistema (1.3). Note que (7) no sistema (1.3) segue
da definigao dos h;;. A verificacao das demais equagoes segue uma linha de raciocinio

analoga a um dos trés casos a seguir.

A
%—hmvz = 3 _ 2 2B (2B ha1
GUQ 3 8u2 U3 (%) U3 U1

_ )‘U%(4_22+22_4)
3
v?
- 1 /.2 2N/, .2 2 2
= 30900 (v] — v3)(v] — v3 +v3)n
3
— O’

Oz g by = 2 (LOve) _(LOuw) (100
Ous 1372 = Ous \ vy Ouq v Oy vg OUus

0 (1 1 v3 1 v3
= — | —ny | - | —a ——a
8u3 V1 . U1 U% ' U3 Uil ’

V2, 4 4 4 2 9
= _E(Ul — Uy + v3 + 20705 ) s
1

(Y
= B2 0+ a0 0+ oy
1
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ou

Ohia  Ohg
8u1 * 8u2

_ 8 1 v Lov ) (LOvw) (10w Lfvs wvs)iv v

N v; Ouq Uy \ Uy OUs vg OUus vg OUs 9 \vg v/ \v3s Uy
ez (“20”) (”1“2) (rt) 5 (2 2) (2
e __|__ - =
Ouy \ vov3 viv? Vg Vs vg U1

+ haihse + V1 Vs

8041 a
= o33 |IvivavsS — ——9?)21}101} v2)a?
91}1@2@3{ 125, 3 Dy tus’ (v3 + v3)aj
+ 9viv3 (4vs + v3)(vi — v3)as + vvSas — vivivs (205 — U%“%)}
(v — v3 + v3)
= W U%U§U§(5UIU2+2U1U3 21}21)3 ) 91)11)3(3@2_,_2@3)

+ 9003 (3v? — 203)a3 + 9021)304%}

= 0.

Assim, (v, h, V') satisfaz o sistema (1.3) e, pela Proposigao 1.1, determina uma hipersu-
perficie holonémica f : U — R* cuja primeira e segunda formas fundamentais sao dadas
por (1.2). Desde que o par (v, V) satisfaz as equagoes (2.43) e (2.44), ¢ imediato verificar

que f é minima e que o par (v, V) satisfaz as equagoes em (1.6). O

As duas proposigoes seguintes mostram que de fato o sistema (2.46) admite
solugbes ¢ = (vq, v, V3, (v, (o, (vg) satisfazendo (2.43) e (2.48). Mais que isso, tais solugoes
estao em correspondéncia com as folhas de uma folheacao de codimensao 1 de uma dada
variedade algébrica M2, Portanto, hipersuperficies conformemente euclidianas minimas
do R* com trés curvaturas principais distintas existem e estdo em correspondéncia com

folhas dessa folheacao, a qual construiremos a seguir.

Proposigao 2.3. Sejam G, F : R® — R fungdes definidas por G(x,y) = 23 — x3 — 23 ¢

F(z,y) = 9x%x§(w% + x%)y% + 9‘”%%(9@ - $3) 9$2$3($1 + x2)y§

2 2,22
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Sejam M* = F710)NnG7YH0) N {(x,y) € R%xy > 0,29 > 0,23 > 0ecy # 0} e (1 as

retas
(e ={(z,y) € Mz = (s, \/55,3), seR, ey=(0,£1,0)} C M (2.51)

Entio M* = M* < (0_ U Ly) € uma subvariedade regular do R® e {_ U, € o conjunto

singular de M*.

Demonstracao. Se p € M*, entao os campos gradientes das funcoes G e F' sao, respecti-

vamente, dados por

VG(p) = (= 221,222, —223,0,0,0)

e
OF OF OF
VE() = (G g g 801803 + e, 180030 — ), 180303 + ) ).
em que
OF
or 2 (3) = 180803402 — 30 + 1801022 — 2etadod (20} — alad — 2a),
1
OF
9@87( p) = 183230y} — 182323 (323 + 4a3)ys — 223 wyzs(daial — ¥ixs — 213)
2
e
OF 10,2, 2

:cha—m(p) = 182325 (375 + 423)y} — 182\ w3ys + 20 wswy(vias + dvia; + dajx3).

A conclusdo de que M* é uma subvariedade regular do R® e ¢_ U/, ¢ o conjunto singular

de M* é consequéncia dos dois fatos seguintes.

Fato 1: VF(p) # 0 para todo p € M*.

Prova: Se VF(p) =0 em p = (1, o, T3, Y1, Y2, y3) € M*, entao as igualdades g—i(p) =0

e gy}i( ) = 0 implicam que y; = y3 = 0. Assim, y, # 0 e segue de g—;(p) =0 que z3 = 7.
Portanto, zo = /21 e entdo 0 = 8F( ) = 20\/_56 , 0 que contradiz o fato de ser
x1 > 0. cqd.

Fato 2: O subconjunto {p € M* VF(p) = aVG(p), a € R~ {0}} coincide com ¢_ U/,
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Prova: Suponha que, para algum a € R ~\ {0},
VFE(p) =aVG(p). (2.52)

A igualdade vetorial (2.52) é composta por seis equagoes escalares, das quais as trés
tltimas implicam em y; = y3 = 0 e 3 = z;. Desde que 3 = z? + 22, obtemos que
Ty = v/2z1. Usando essas informagoes e a segunda equagio de (2.52), concluimos que

a = —10x1°. Finalmente, a primeira equagdo de (2.52) implica que y3 = 1. cqd. O

A proposigao a seguir mostra que os campos X1, Xs e X3, definidos abaixo,

determinam, em particular, uma distribuicdo involutiva de dimensao trés em M?.

Proposicao 2.4. Sejam X1, Xy, X5 : M* — RS definidos por

1
Xi(p) = ) ((% + 9323”3 + x3)$lyla fzyb x3y1, fszl( ), Qﬁx%yly% (8$§ + Qﬁ)m%yl%)a
2

1
Xz(p) = F (:L‘?yg, (»’U% - 1‘%33?; + x§)$2y2, wiyz, (83?% - ng)x%yly% ngz(P% 21'337;2;3/2?/3>7
3

1
X(p) = — (b, adys, (o + wdad + a3 mays, ~20%0dyne, (823 — 20)adnye, 21 As(p) ).
1

em que p = (1, T2, T3, Y1, Y2, y3) € M* e

1 2 Ty 1
Ai(p) = _4(337% — z3)y; — _51;(39”1 203) Y5 + —5og 7] (32T +253)y5 + — (5351 + 2a573),
Ty x5 s 923
A - x§32 22202 1434295322 32)1/2 154 952 12
2(p) = —%( Ty + 213)y; — x_g(% — 373)y5 — ;?( ry + 3w3)y3 — 9_:1;411( Ty — 27773),
g 354 2\ 92 1 4 4\ 2 1
As(p) = ;3(2952 + 3$3) x :E% (2% 3x3)y2 + x_zll(gxl - x2)y3 + 9%(553 + 2531%)

Entao, as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(i) {p € M*; Xi(p) =0} = ULy = {pe M* X;(p) =0} e Xo(p) #0, Vp e MY
(11) Os vetores X1(p), Xa(p), Xs5(p) sdo linearmente independentes em cada p € M,

(iii) Os campos de vetores X1, Xy, X3 sao tangentes a M*;
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(iv) As curvas v+ : R — M?* dadas por v+(t) = (e!,v/2¢!,¢et,0,41,0), sio curvas

integrais do campo Xy com yL(R) = l4;
(v) [X;, X;] =0 em M* para todo 1 < i # j < 3.

Demonstragao. (i) Primeiro, note que X5(p) = 0 se, e somente se, yo = 0 e Ay(p) = 0.
Desde que Ay(p) < 0, sempre que y» = 0, concluimos que X»(p) # 0, para todo p € M*.
Agora, observe que X (p) = 0 se, e somente se, y; = 0e A;(p) = 0. Assim, se
p = (71, T2, 3,91, Y2, y3) € M* & tal que X;(p) = 0, entao, desde que F(p) =0, G(p) = 0,
Ai(p) =0 e y; =0, temos que
ay; +byi = c,
dy; +eys = f, (2.53)

2 _ 9 2
Ty = x7 + T3,

em que
0 = 928ei(3a? — 203). 4= 928e3(a? — o),
b= —92823(323 + 223), e = —9x5x3(2? + 23),
c = viryrs(5a] + 2x3x3), [ = a?x3xi(223x) — 20303 — 203xs — pia3a?).
Desde que
a 14,10, 2 a ¢ 10,10, 2/ 2 _  2\2
det = —486x1 x5 3 # 0, det = bdxy xy x3(x] — 23)
d e d f
e
c b 2,10, 10(, 2 |  2\2
det = —bdzixy xy (] + 73)°,
f e
o sistema (2.53) tem uma unica solu¢ao dada por
p_ddEded? L @y
2 9212 3 921

Assim, y3 = 0 e, portanto, x; = x3 e yo = £1. Isso mostra que o subconjunto
{p € M*; Xi(p) =0} coincide com ¢_ U {,.
Similarmente, X3(p) = 0 se, e somente se, y3 = 0 e Az(p) = 0, ou seja, se, e

somente se, p = (1, T2, T3, Y1, Y2, Y3) € M* satisfaz
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ayi +bys = ¢,
dyi +ey; = f, (2.54)

2 __ .2 2
Ty = x7 + I3,

em que
a = 9z725(223 + 322), d = 9z328(23 + 23),
b= 9x5xd(22% — 322), e = 9xfxs (23 — 22),
c = —xiriri(5xd + 2232d), [ = 2232222325 — 20323 — 223w — 2?a33).
Desde que
a b a c
det = 48627 x5x3* # 0, det = 5421%z523° (25 + 23)*
d e d f
c b 10,,10,.2(,.2 _ .22
det = —bdx x w3 (a7 — x3)?,
f e
o sistema (2.53) tem uma unica solugao dada por
p oL @)
! 9212 2 923

Assim, y; = 0, 11 = 23 e yo = £1. Isso mostra que o subconjunto {p € M*; X3(p) = 0}

coincide com ¢_ U/, e a prova de (i) esta concluida.
(77) Primeiro, note que Xi(p), X2(p), X3(p) sdo dois a dois linearmente independentes.
Isso implica que se A1, A2, A3 € R sao tais que

MXi1(p) + A Xa(p) + A3 X5(p) =0, (2.55)

entdo ou A\; = Ao = A3 = 0 ou Ay # 0, 2 # 0 e A3 # 0. Mostraremos que a tltima
possibilidade nao pode ocorrer. Suponha que Ay # 0, Ay # 0 e A3 # 0. A equagdo(2.55)

implica no seguinte sistema de equagoes:
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/

z3riyi A + 28yads = 0,

r13y2 Ao + 2SysAs = 0,

_ 5 i
Ad@—;ﬂm@+%+2@%m2kzw,
L 2 |
2 4 4 2 2\ 2]
As(p) = — (a1 + 35 — 223a5)y3 | A2 = 0,
L 3 ]
2 4 4 2 2\ 2]
As(p) = —5 (321 + a3 + 20{23)y5 | A = 0
(L 1 |
Se mostrarmos que o sistema
( 2
Ai(p) — o (325 + x5 + 22523)y? = 0,
2
2 2,2y, 2
Ax(p) — 4(x1 + 325 — 2x123)y; = 0, (2.56)
T3
2 2
As(p) — (3931 + -’52 + 25519’72) y; =0,

\ xd

nao tem solucao em M*, estaremos provando que )\; = 0, para algum i € {1,2,3}, o que

contradira a hipotese. O sistema de equagoes (2.56) pode ser escrito como um sistema

linear nas variaveis y7, y3 e y3, como segue:

@y} + asys + azy; = aa,
biyi + bay3 + bsys = ba,
c1yi + cayi + es3yi = ¢
em que
a; = 92325 (3z] + 102323), by = 9x{al (323 + 2232),
as = 92%23(32% — 2232), by = 92823 (3z5 — 102223),

az = —9x5x3(3x] + 223), by = 9aba3(2x] + 33),

2 4

_ 2.4, 4(5 4 2.2 _ 24k 4 2.2
ay = 177573577 + 2w37w3), by = —xjx575(5Ysy — 20703),

c1 = 9725223 + 322),

co = 92¥25 (222 — 322),

_ 8,.2(9,.4 2.2
c3 = —9x525 (323 + 102773),
_ A4 2k 4 2,.2
cy = —xiryrs(5xs + 2z773).
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Desde que
a; ag as
det | by by by | =65610021228%23? (25 + 2323) (23 — 23 +23) =0
Ci1 C2 C3
e
ap Gz Q4
det | by by by | =—29160x1 2825 (x] + 2323) £ 0,
Ci Co (4

tal sistema nao tem solugoes. Com isso, provamos (7).

(¢ii) Para p € M*, temos que

(VE@).X0) = @+ )F0). (VEE). X)) = 2 (o +adsd + a0,
(VF@). %) = G+ ) F0). (VG0).Xa() = 2ot =l + )60,
(V). X)) = Rl +a)F@). (VC0) X)) = 2o+ alef +2)G0)

Desde que F(p) = G(p) = 0, as expressoes acima mostram que os campos X1, X5 e X3

sao tangentes a M?*.
(iv) E imediato verificar que 7/, (t) = Xo(7+(t)).

(v) Para mostrar que [X;, X;](p) = 0, para todo i,j = 1,2,3 ep € M?, basta observar
que F(p) = G(p) = 0 e, portanto,

229 (327 + 533)y1ys 2a3y1y2 4xizsy1ys

X X — 1 1 3 G 1 G 1 G

0, 6p) = (FIELESEG ), 2R G, ST Gy
%F( ) &F( ) 8(3$%—2x§)y1y2y3G( )) =0
923210 b 9252322 b rixd P ’
2a3Y1y3 Azar3y1y3 223 (527 + 223)y1y3

X, X - _ 3 G 3 G 3 1 3 G

0, 0(0) = — (2B Gy, 2Ny 2O I

10y3 8(3x1 — 223)y1y2y3 10y
F — G —F =0

9zir3x§ (v rixd (v). 923210 (»)
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e
dx23y2y3 2(2x% — 3x3)x3y2y3 22212y3
X () = (- MG, - ARSI G 2,
3 173 173

2,4 1 9,-10,.2 " 9p2 6.4
T3 921" 23 9r{r5T;3

_8(2%_31531)91(0293(;( ) 10ys F(p) 10y> F( )) =

A demonstracao da proposicao a seguir é obtida por um célculo direto.

Proposicao 2.5. Valem as sequintes propriedades:

(1) Para cada € = (e1,€2,€3), ¢, € {—1,1}, 1 < j < 3, a aplicagio P°: M- M

definida por

(w1, T2, T3, Y1, Y2, Y3) = (X1, T2, T3, €191, €2Y2, €3Y3), (2.57)
satisfaz
O X;(p) = €X;(2(p))
para todo p € M.
(1) A aplicagio ¥ : M= M definida por

xy xy g
U(z1, 22,73, Y1,Y2,Y3) = | T3, Ta, T1, —7Y3, —5 Y2, —g Y1 (2.58)
Ty T3 Tg

satisfaz

V. Xi(p) = X3(¥(p), W.Xao(p) =Xa(¥(p)) e W.X3(p) = Xu(¥(p))
para todo p € MA.

(11i) As aplicagoes ¥ e @, ¢ € {—1,1} x {—1,1} x {—1,1}, geram um grupo G de
mvolugoes de M* 1s0morfo a Lo X Ly X Ty X Ly que preserva a distribuicao D gerada

pelos campos de vetores X1, Xo e X3, definidos na Proposi¢ao 2.4.
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2.4 Demonstracao do Teorema C

Mostramos na secdo anterior que existe uma variedade algébrica M* C
RS, a qual contém um par de retas /_ e £, tal que M = MH ({— U ly) é uma
subvariedade regular do R® e (/_ U ¢ ) é o conjunto singular de M*, ver Proposicao 2.3.
Mostramos, também, que existem uma distribui¢ao involutiva D de codimensao 1 em .K/lv"‘,
ver Proposicao 2.4, e um grupo finito G de involugoes de M?* isomorfo a Dy X Loy X Ly X Yo
que preserva a distribuicao D, ver Proposigao 2.5.

A conclusao da demostracao do Teorema C sera obtida a partir de uma série

de lemas, os quais apresentamos a seguir.

Lema 2.7. A cada folha o de D estao associadas uma aplicagio de recobrimento ¢, :
U, — o, de um aberto simplesmente conexo U, C R3, e uma imersio minima f, :
U, — R*, com trés curvaturas principais distintas, cuja métrica induzida é conformemente
euclidiana. O conjunto singular ((_ U £y) de M* corresponde ao cone sobre um toro de

Clifford em S* C R*.

Demonstracio. Para todo ¢ € M* e para 1 < i < 3 indique por o Jl— M* a curva
integral maximal de X; passando por ¢, isto ¢, 0 € J7, 7.(0) = ¢, (72)'(t) = X;(7.(t)) para

todo t € J;, e Jé ¢ maximal com essa propriedade. Sejam
D(X,) = {(t,q) e Rx M*; t € J}}

e o' 1 D(X;) — M4 o fluxo de X;, dado por ¢i(t,q) = Ta(t).

Dada uma folha o de D, fixe p € o e defina U, = U,(p) por

. 1 2 3
Uy = {(ur, uz, ug); ug € T2, ug € Ty s s € ooy o urmn )

e ¢, = @Y por
G (U1, uz, uz) = ©°(uz, *(us, ' (ur,p))).
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Entao, 0 € U,, ¢,(0) = p e, para todo u € U,, temos que

9¢o
8ui

(1) = Xi(¢o(u)), 1<i<3.

Mostraremos que ¢, ¢ uma aplicacao de recobrimento sobre ¢. Dado x € o,
seja. By (0) C R? uma bola aberta de raio 2¢ centrada na origem tal que o5l Bac(0) € UM
difeomorfismo sobre B () = ¢%(By(0)). Observe que se t = (t1,ty,t3) e s = (51, 52, 53),
entao

bt +5) = 9*(t3, (P (ta, 0" (11, 85(5))))) = 657 (8), (2.59)

sempre que ambos os lados estiverem definidos. Assim, se z = ¢2(s), s = (s1, 2, 53) € U,,

[

entdo para todo y = ¢%(t) € Ba(x), t = (t1,t2,t3) € Bac(0), temos que

y = oL(t) = ¢2"(t) = h(s + ).

Isso mostra que Ba(z) C ¢2(U,) se x € ¢2(U,) e, portanto, ¢£(U,) é aberto em o.
Porém, desde que y = ¢Z(t) se, e somente se, x = ¢¥%(—t), como segue de (2.59), 0 mesmo
argumento mostra que z € ¢£(U,) se y € ¢£(U,) para algum y € By (x) e, portanto,
o\ ¢2(U,) é também aberto. Segue disso que ¢ & sobrejetora, ou seja, ¢2(U,) = o.

Agora, para cada x € o, escreva
(¢5) ' (%) = UseaTa

e, para cada o € A, seja Bgﬁ(ia) a bola de raio 2¢ centrada em Z,. Defina uma aplicagao
Vo Bac(x) — Bge(fa) por
Ya(y) = Fa + (67) " ().

Por (2.59) obtemos que

8 (a(y)) = 5T + (62) 7 (1))
= 62" ((62)7'(v))
= 62((67) 7 (1))
=Y,

para todo y € By (x). Assim, ¢? ¢ um difeomorfismo de Bs.(Z,) sobre By (x) sendo

o

1, sua inversa. Em particular, isso implica que B, (,) € Be(ifﬁ) sao disjuntas se « e 3



2.4. Demonstragao do Teorema C 76

sao indices distintos em A. Finalmente, resta verificar que se § € (¢2)~!(B.(z)), entdo

y e Be(ja) para algum o € A. Isso segue de

(5 — (65) 71 (D5(@) = 657D (=(d8) " (@5(9))) = .

Para a tultima igualdade observe que, por (2.59), para quaisquer x,y € o temos que

¢E(t) = y se, e somente se, ¢¥(—t) = x. Assim, ¢, : U, — o ¢ uma aplicagdo de

recobrimento.
Escrevendo ¢, = (v1, 09,3, 1,9, 3), tem-se que ¢, é uma solugao do
sistema (2.46) e satisfaz (2.43). Pela Proposi¢ao 2.2, definindo h;; = %%, 1>i#j>3,

e V1, V5, V3 pelas equagdes em (2.44), a tripla (v, h, V), em que v = (v1,v9,v3), V =
(V1,Va,V3) e h = (h;j), satisfaz o sistema (1.3) e, portanto, determina uma hipersuperficie
conformemente euclidiana minima f, : U, — R* com trés curvaturas principais distintas,
pela Proposicao 2.2.

Resta mostrar que o conjunto singular (¢_ U¢,) de M* corresponde ao cone
sobre um toro de Clifford em S* C R*. Para isso, observe que a aplicacio ¢, : R® — £,
definida por ¢, (uy, us, us) = (e%2,v/2e",€e*,0,1,0), ¢ uma solucio do sistema (2.46) e
satisfaz (2.43), donde determina uma hipersuperficie conformemente euclidiana minima
fi : R® — R* com trés curvaturas principais distintas, com uma curvatura principal

identicamente zero. Pela Proposigao 1.3, f, (R?) ¢ um cone sobre um toro de Clifford em

S? ¢ R4 m

Lema 2.8. Se 0 e 6 sao folhas distintas de D, entao f, € congruente a f5 se, e somente
se, existem um difeomorfismo ¢ : U, — Uz e © € G tais que ¢z o) = © o ¢,. Em

particular, & = O(0).

Demonstra¢ao. Dadas duas folhas distintas ¢ e ¢ da distribuicao D, as corresponden-
tes imersoes f, e f5, dadas pelo Lema 2.7, sao congruentes se existe um difeomorfismo
v: U, — Us tal que

Vils =1, e iz = I, (2.60)
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em que I, e I, sao a primeira e segunda formas fundamentais de f,, respectivamente, e
15, II; aquelas de f5. Segue da Proposicao 1.2 que, a menos de translagoes, ou 1 coincide

com a aplicacao dada por

@/Je(UhUz,U:&) = (€1U1, €2U2, 63”3),

para algum e = (e, €9, €3), com ¢; € {—1,1}, 1 <i < 3, ou ¥ é a composi¢ao de uma tal

aplicacao com a aplicacao dada por
e(ula Uz, Ug) = (Ug, Uz, ul)-

Agora, nao é dificil verificar que existe © € G tal que ¢5 019 = Oo¢,. De fato, indiquemos
por ¢, = (v1, V9, V3, a1, g, (v3) € G5 = (U1, Ve, U3, (1, (i, i3) as aplicagoes associadas a o e
o, respectivamente, dadas pelo Lema 2.7. Se

P(ur, ug, ug) = (e1ug, €2ug, €3uz), € € {—1,1}, 1 <1i <3,

entdo v; = 0; 0%, i = 1,2,3 e, ja que ¢, e @5 sdo solugoes do sistema (2.46), e portanto
o; = €;0; 0. Assim, ¢, = P05 01, em que P : M Mv4, ¢ definido como em (2.57).
Fazendo © = ®~¢, obtemos que ¢z 0 1) = O o ¢,, em particular & = O(o). Se

Y(ur, ug, u3) = (€3us, €aug, erur), € € {—1,1}, 1 <0 <3,

entdo vy = U301, Vg = Vg 01 € V3 = V; 0 Y e, jA que P, e s sao solugdes do sistema

(2.46), e portanto

U - o U -
) = €703, Q= €0y € Q3= €3_0].
U1 U3 Uy

Assim, ¢, = P o Vo @5 0 9, em que P° : MY = M* ¢ definido como em (2.57) e
U M* = M?*, ¢ definido como em (2.58). Fazendo © = (®° o ¥)~! obtemos que
G5 01 = O o ¢,, em particular & = O(0).

Reciprocamente, suponha que existam um difeomorfismo ¢ : U, — U; e
O € G tais que ¢z 0 1) = O o ¢,. Entao, verificando para cada elemento de G, conclui-
mos que, a menos de translagoes, ou ¥(uq, uz, u3) = (€1u1, €2us, €3uz) ou Y (uy, uz, usz) =
(e3us, €aug, 1uq), € € {—1,1}, 1 < i < 3, e em ambos os casos 1 satisfaz as relagoes em

(2.60), donde f5 é congruente a f,. O]
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Lema 2.9. Se f : M3 — R* ¢ uma hipersuperficie conformemente euclidiana minima
com trés curvaturas principais distintas, com M?® simplesmente coneza, entio ou f(M3)
¢ um subconjunto aberto de um cone sobre um toro de Clifford em S® C R?, ou existe uma
folha o de D e um difeomorfismo local p : M3 — V, sobre um subconjunto aberto V. C U,,

tal que f € congruente a f, o p.

Demonstragdo. Primeiro, vamos associar a f uma aplicagao ¢y : M> — M* da maneira
seguinte. Fixe um campo de vetores suave e globalmente definido &£, normal e unitario ao
longo de f, o qual existe pelo fato de que M? ¢ orientével. Denote por \; < Ay < )3 as

curvaturas principais de f com respeito a £ e sejam v; : M?® — R fungoes definidas por

Para cada 1 < j < 3, os auto-espagos Ty, = ker(A¢ — ;1) associados a A, em que A¢ é o
operador de Weingarten de f com respeito a £ e I é o endomorfismo identidade, determi-
nam uma distribuicao 1-dimensional em M?. Desde que M?3 é simplesmente conexa, existe
um campo de vetores unitério F;, globalmente definido em M?, tal que span{FE;} =T A -

Os campos Ey, By, E3 € X(M?) sdo diregoes principais de f com respeito a &, ou seja,
Sejam «; : M? — R funcoes definidas por

v (Y
o] = —1E1(’Ug), Qg = _2E2<U3) € 3 = —Eg(Ul). (261)
V2 U3 U1

Defina ¢ : M? — R® por ¢y = (v1, v, v3, a1, g, i3).

Agora, vamos mostrar que ou f(M?) ¢ um subconjunto aberto de um cone
sobre um toro de Clifford em S? ou ¢;(M?) é um aberto de uma folha o da distribuigao D.
Pela reciproca do Teorema 1.9, todo ponto p € M? admite uma vizinhanca aberta conexa
U C M3, munida com coordenadas locais (u, ug, ug), tal que B = Uij%. Restritas a U,

as equagoes em (2.61) sdo escritas como

1 Ovy 1 Ous 1 Ovy
o1 = — =, o = —_— =, g = ———
! V2 8u1 2 V3 0u2 3 V1 8U3
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e, portanto, a aplicagao ¢, : U — R®, definida por ¢, = ¢|v, é solugdo do sistema (2.46)
e satisfaz a equagdo algébrica (2.48), pela Proposigdo 2.2. Assim, ¢, (U) C M* e

9%y

5y (@) =Xiloy(g), 1=<i<3,

para todo ¢ € U. Portanto, ou ¢, (U) é um aberto de uma folha o da distribuigdo D ou
¢, (U) & um segmento aberto de uma das retas ¢_ ou £4. Se ocorrer a tltima possibilidade
para algum subconjunto aberto conexo U C M?3, entdao v3 = v; em U e, portanto, Ay = 0
em U. Por analiticidade, A, = 0 em M?3 e, pela Proposicao 1.3, f(M?) é um subconjunto
aberto de um cone sobre um toro de Clifford em S? C R*.

Se esse nao for o caso, temos que cada ponto p € M? admite uma vizinhanca
aberta U C M? tal que ¢;(U) esta contido em alguma folha o, de D. Por conexidade,
¢¢(M?) & um subconjunto aberto de alguma folha o de D. Se p : M® — U, é um
levantamento de ¢y com relacao a ¢,, isto ¢, ¢ = ¢, o p, entao p ¢ um difeomorfismo
local tal que f e f,op tém as mesmas primeira e segunda formas fundamentais. Portanto,

f é congruente a f, o p. [

Coroléario 2.3. Se f : M3 — R* ¢ uma imersdo isométrica minima, com trés curvaturas
principais distintas, de uma variedade Riemanniana conexa conformemente euclidiana,
entao ou f(M?) é um subconjunto aberto de um cone sobre um toro de Clifford em S ou

existe uma folha o de D e uma isometria 7 : R* — R* tal que 7(f(M?)) C f,(U,).

Demonstragio. Seja m : M® — M? o recobrimento universal de M? com a métrica do
recobrimento. Entéao, f : M® — R*, f = for, satisfaz as hipoteses do Lema 2.9. Portanto,
ou f(M?) é um subconjunto aberto de um cone sobre um toro de Clifford em S* ou existe
uma folha o de D e uma isometria linear 7 : R — R4, tal que 7(f(M?)) C f,(U,). Agora,
basta observar que f(M?) = f(M?), para concluir. O



Capitulo 3

HIPERSUPERFICIES CONFORMEMENTE EUCLIDIANAS COM
CURVATURA ESCALAR CONSTANTE E TRES CURVATURAS

PRINCIPAIS DISTINTAS EM R*

Neste capitulo apresentamos a seguinte descri¢ao local das hipersuperficies
conformemente euclidianas em R* com trés curvaturas principais distintas e curvatura

escalar constante.

Teorema D. Se f : M? — R* ¢ uma hipersuperficie conformemente euclidiana com
trés curvaturas principais distintas e curvatura escalar constante, entao f(M 3) € um sub-
conjunto aberto de um cilindro sobre uma superficie em R3 com curvatura Gaussiana

constante nao nula.

Em particular, decorre do teorema acima que, se o tensor de Ricci de uma
hipersuperficie f : M3 — R?* com trés curvaturas principais distintas ¢ um tensor de
Codazzi, entao ele é necessariamente paralelo.

Para a demonstracao do Teorema D, usamos a caracterizacao obtida no
Teorema 1.9 das hipersuperficies conformemente euclidianas em R?* com trés curvatu-
ras principais distintas como hipersuperficies holonémicas cujo par associado satisfaz as
condigoes algébricas (1.6) e, com a hipotese de que a curvatura escalar é constante e a
Proposicao 1.1, mostramos que uma das curvaturas principais de f deve ser identicamente

nula. O resultado segue entao da Proposigao 1.3.

3.1 Uma caracterizacao local

Sera conveniente usar a seguinte versao equivalente do Teorema 1.9.

80
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Corolario 3.1. Seja f : M3 — R* uma hipersuperficie holonémica cujo par associado
(v, V) satisfaz as equagoes

2 2 2
Uy = U7 + Uz,

1T T
Vi = Son0s vy +v3) + (5\/1)jl + v3v3 + 3vivivis |,

T - (3.1)
Vo = Soron Mov? —vd) + 5\/1)11 + v3v3 + 3vivsv3S |,

- _
Vs = Soin AMvi +v3) — 5\/1)1* + v3v3 + 3vivavis |,

em que \,0 € {—1,1} e S € a curvatura escalar de f. Entio, M3 é conformemente
euclidiana e f tem trés curvaturas principais distintas.

Reciprocamente, toda hipersuperficie conformemente euclidiana f : M3 —
R* com trés curvaturas principais distintas € localmente holonémica e seu par associado

(v, V) satisfaz as equagoes em (3.1), em que S € a curvatura escalar de f.

Demonstracao. Desde que a curvatura escalar S de f fica expressa, em termos do par
(v, V), por

ViVous + ViVavg + VaVauy = vivaus S, (3.2)
é suficiente mostrar que as equagdes em (1.6), juntamente com a equagao (3.2), sdo equi-

valentes as equagoes em (3.1). Para isso, recorde que as equagoes em (1.6) implicam

em
1 1
Vi=—WVovy = dvs) e Vg =—(Vous + Avy), (3.3)
V2 ()
ver equagao (2.3). Substituindo as duas tltimas equagoes em (3.2), obtemos que
2\ 1
Vit o (1 T Ve — g1 8) =0, (3.4)

a qual é uma equagao quadratica em V5. Desde que a equagao (3.4) tem raizes reais, entao

4
A = ——(v] + v3v; + 3vjv3v3S) > 0
uivs

1
Vo= — [A(vf —v3) + 5\/011 + v3v2 + 3vivsv3s |,
3’01’03




3.1. Uma caracterizacgao local 82

com § € {—1,1}. Para obter as outras equagdes de (3.1) basta substituir a equagao
anterior nas equagoes em (3.3).
Por uma substitui¢ao direta, verifica-se que as equagdes em (3.1) implicam

nas equagoes em (1.6) e (3.2). O

Segue do Corolario 3.1 que estudar propriedades locais das hipersuperficies
conformemente euclidianas f : M3 — Q*(¢) com curvatura escalar constante S e trés
curvaturas principais distintas é equivalente a estudar hipersuperficies holonémicas cujo
par associado (v, V') satisfaz as equagoes em (3.1), com S constante. Assim, precisamos
estudar as solugoes (v, h, V') do sistema (1.3) que satisfazem as equagoes em (3.1) com

v; > 0 e S constante.

Proposicao 3.1. Seja f : M? — R* uma hipersuperficie holonémica, com curvatura
escalar constante S, cujo par associado (v,V') satisfaz as equagoes em (3.1). Suponha

que a curvatura de Gauss-Kronecker de f nao se anule em nenhum ponto de M3. Seja

1 0vy 1 9vg 1 Ovy

o B o B B aug) e X = (v1,v9,v3, 1,0, 03). Entao X satisfaz o

o = (()[1,0!2,0(3) = (

sequinte sistema de equagoes diferenciais parciais:

(0X vsVy — v3V3 vsVa  Oay viVy + v3Va — vilj Oavs
8 - 3 Qa, Vo, 3 Qaq, 3 3 10, ’
Uy V105 Vo vy Vo ouq vy Vo Oouq
0X v‘fVl vl + vg‘/}, day Oay —v3V) + v3Vy + vg’V},
a == 3 Ao, 3 Qg, V309, ) ) 3 Qo3 |, (35)
Us v3V3 VU3 V3 Ouy’ Ouy v3Vs
ox - UgVQa vV — vg’Vga v3V) — vdVs + ngg& N Jag Oarg
\8u3 - 1443, 'Ui)"/l 3 'U%U?,‘/l 3 Ui))‘/l 1¢¢3, 8U3’ aug 9
em que
dag  —vy + v3(202 + vHVE — vivs(v: — HViVs + v2(v3 + v3)VE
= 3 1003,
ouy vvsViVa
day vy + v3(vF — )V + vv(d] + v)ViVa + v (v — 203) V5
= 3 109, (36)
Ouy Vo3 Vo V3
Doy _ —vf + 30} W)VE — vaus(of — WDVVh + o320 4 DV
== 203,

Ous vV V3



3.1. Uma caracterizacgao local 83

4 2,2 4 2 2
doy _(Ul — vjvy — vp)Vi — viva(vf + Uz)V2a2
ouy V103 Vo !

_ 2 QuiveVi + (vf - 21}?2’)‘/2)‘/1043 (3.7)

VoS V2

_ vy (3iV1 — wy(v] + 21}3)V2)V2a2 BECIAZ

vv3Vh V3 3 v
Doy v3(3vsVa — ws(vi + 205)Vs)Vs
Y2 a
s v V1 Va !
(v; — v3vs — v3)Va — vyus(v + V3V
— 3 a; (3.8)
(A

03 (2u9u3Va + (20f + U%)V},)VQQQ N Va3 Vo V3
TV g

b0y (03 + RV + oWV
ous v 0§ V7 !

=+ U%(Ul(QU% _5U§)‘/1 — 3U§‘/3)‘/1ag (39)
vyv3Va V3

2 2 4 2,.2 4
U1U3(Ul — U3)‘/1 + (Ul — UVjv3 — Ug)véa/g _ viv3Vi Vs

3 2

_|_
viuzVg v3

Além disso, as sequintes equacoes algébricas sao satisfeitas:
041F1 = O, OéQFQ =0 e OégFg = 0, (310)
em que as funcoes Fy, Fy, Fy : M? — R estao definidas na Segdo 3.3.

Demonstragao. Inicialmente, observe que a curvatura de Gauss-Kronecker de f é diferente

de zero em um ponto p € M? se, e somente se, Vi(p) # 0, Va(p) # 0 e V3(p) # 0.
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A tripla (v, h, V'), em que h;; = ig— satisfaz o seguinte sistema de EDP’s:
(i) g; = hyv;, (i) %ZJ + gh]; + hyibg + ViV; = 0,
(i) %]Zf = hishir,  (iv) % —hyVi, 1<i#j#k#i<3, (3.11)
\ (v) (512—21 + d;hijvj + Sphav, = 0, (vi) 522_1‘2 + 6;hi;V + 6hia Vi, = 0,

em que as equagoes (i), (ii), (iii) e (iv) seguem do fato de f ser uma hipersuperficie
holonémica com par associado (v, V'), ver Proposi¢ao 1.1, enquanto que (v) e (vi) sdo

obtidas derivando as equagoes em (1.6). Usando as equagoes em (3.1) e (3.11), podemos

calcular 2 . Vi e verificar que

Vivihg = Vivthyy, 1<i#j#k#i<3. (3.12)
A partir das equagdes (i) e (v) do sistema (3.11) e da equagdo (3.12) obtemos os 9%

i, =1,2,3, do sistema (3.5). De modo similar, podemos usar as equagoes (i) e (iit) do

sistema (3.11), a equagdo (3.12) e as equagoes ja obtidas do sistema (3.5) para obter os

gZ‘;, i,7 =1,2,3 e i # j do sistema (3.5). Para obter os go” i =1,2,3 do sistema (3.5),

observe que a equacgao (ii), do sistema (3.11), juntamente com as equagoes ja obtidas do

sistema (3.5) e as equagoes em (3.12), determinam o sistema de equagoes lineares abaixo

nas variaveis g;j;, i=1,2,3:
M.P=—-B, (3.13)
em que
doy
U1U2U3V1V2V3 U1U2U3V1 VaVs 0 duy
Oa
M= | vidviVi VoV 0 vivSviViVEVs |, P = 8_u2
2
0 Wi VALV vl vdViVEV; a3
au;g
e

2 2 2
a110q + 12005 + 13053 + Q14
B = Cl2104% + Clzzoé% + CL23Oé§ +asy |

2 2 2
az107 + a3205 + agzoy + asq
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sendo
ay = —v]Vi'Va vy (vf — 4v3)Vi — vy (v — v5)Va + 05 (305 + v3) V)
an = —vgViVy' [v7 (v} + v5)Vi + 03 (301 + v3)Va — v5(40f + v3) V3]
ags = v V3 Va[vi (v; — 45) Vi — v3(v3 — 4v5)V2 + v5 (v + v3) V]
a;; = —UQU§VIV32(U§’V2 — vg’Vg); a3 = v1v2v3V2V a1y = v1v2ng2V2V2
az = v{vausVEVYs  asg = vy (Vi — Vo) Vi Vay  aag = 0iupus VPV VY,
az = v VIV agy = —0iusViEVa(0] Vi — 3Va); aga = 0{ugu VEVRVY,
Em seguida, verificando que det(M) = —2v{20320i2VAVAV £ 0, concluimos que o sistema

(3.13) tem uma tunica solugdo, a qual é dada pelas equagoes em (3.7), (3.8) e (3.9).

Resta mostrar que as equagoes em (3.10) sdo satisfeitas. Calculando as

. . P2a; . OPqy . . . ~ .
derivadas mistas Buyour = Dupou;r b k,7 =1,2,3, a partir das equagoes do sistema (3.5),

obtemos que

9% 0% B —2a9 Fy 9% 0%as B 2000 F5 '
Ougdu;  Ouiduy  6561v7v5v] V1V2V3 Ougduz  OQuzgdug 656107V vV VEVE

%oy oy 203 F; _ 0%y 0%y —2a3F; _
Ouzdu;  Ouiduz  6561v5vsvIVEVLVE' OusO0us 8u28u3 6561v13030SVEVLVE

0%y B Doy 200 Fy . 0%as B Pag —201 Fy
Ouiduy  Ougduy 6561005 vI VAV, Juiduz  Ouzduy 656108033 VRV

[]

Nos lemas a seguir supomos que as hipoteses da Proposicao 3.1 sejam sa-

tisfeitas e usamos suas notagoes.
Lema 3.1. Nao existe aberto U C M? tal que ay(p) = 0, as(p) =0, az(p) =0, Vp e U.

Demonstragdo. Suponha que exista um subconjunto aberto U C M? tal que a;(p) = 0,
as(p) =0 e ag(p) = 0 para todo p € U. Neste caso, as equagoes em (3.7), (3.8) e (3.9) se
resumem a ViV, = 0, VLV53 =0 e V1V3 = 0. Mas isso é um absurdo, pois, por hipotese,

V; # 0 em todos os pontos de M?, i =1,2,3. O]
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Lema 3.2. S # 0.

Demonstragcao. Suponha por absurdo que S = 0. Entao, as fungoes Fj;, satisfazem

F% — FZ = 19683vfvstv3?; F2% — F2 = 218Tv}vi*ui?; (3.14)
F2% — F2% = 218Tvjnust,  Fl — Fi = 218Tvfvi%03; (3.15)
F2 — F} = —19683v}*0Svi?; F2 — F}, = —2187v1%50i?; (3.16)
F2 — Fo = —2187Tv°vjust;,  Fy — Foy = —2187v{ vjvs’; (3.17)
F2 — F2, = 19683v;*v*0s;  F2% — F2, = 2187v v vs; (3.18)
F2 — F2% = 218Tv %08, Fip — Fay = 21870 vy vs. (3.19)

Segue das equacoes em (3.14)-(3.19) que Fi, + AdFjgq1y) #0, 1 =1,2,3e k =1,3,5,7.
Observe que as fungoes Fj;, estao definidas no conjunto {(vi(p),v2(p),vs(p)) € R3; p €
M?}, o qual é um subconjunto do cone C'y = {(zy, 79, 23) € R* 2? — 22 + 23 = 0}. Vistas
como fungdes definidas em C', elas satisfazem as equagoes em (3.14)-(3.19) e

Fip+ MFigan) >0, k=1,357

Fop+ Fysr) >0, k=1,3,5.7

(3.20)

Fo — Fygery <0, k=1,3,5.7

Fy + M0Fspe1) >0, k=1,357T,
em todo ponto de C.. De fato, as Fy;, sao continuas, C'; é conexo e, no ponto x = (1, V5, 2),

temos que

Fiy + MFy5 = 5184(1269 — 179v21\0);  Fis + AN0Fy, = 432(1293 + 187v/21)0);

Fis 4+ M Fig = 1728(363 4+ 67v21)\0);  Fir 4+ AFis = 432(657 — 137v/21)0);

Fiyy + MoFy, = 5184(—5283 + 1153V2I\d);  Fhs + A0Fyy = 432(—1101 + 241v/21)6);

For + M0 Fhs = 432(—3249 4+ 709v/2108);  Fas + A0 Fhs = 1728(—141 + 31v/21)0);
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Fi1 4+ A0F3, = 648(114903 — 25073V21IA0);  Fys + A0 Fss = 216(3081 — 671v/21\6);

Fi3 4+ A0F3y = 54(23991 — 5231V/21\0);  Fyr + M0 Fss = 54(70659 — 15419v/21)6).

Assim, segue das equagoes em (3.20) que F; # 0 em todos os pontos de M?. Portanto, as
equagoes em (3.10) dizem que a; = ay = a3 = 0 em todos os pontos de M3, o que é um

absurdo pelo Lema 3.1. O

Lema 3.3. Nenhuma das fungoes 1 — Sv?, 1+ Sv3, 1 — Sv? pode se anular em abertos

de M?3.

Demonstragdo. Suponha que exista um subconjunto aberto U C M? em que 1+ Sv3 = 0.

Em particular, v, é constante em U. Como V5 # 0, segue da equagao (3.4) que v —v3 # 0

e
2\
Vi — — 2 _ ,2)
2 30103 (v1 Us)
Portanto,
A
Vie —— 2 (2 2 R VAN 2 2
1 E (v] +v3) 3 30105 (vy + U3)
e
A
VA s = 2 — )2 ek + 20) £ 0.
102

Assim, como vy é constante, as equagoes do sistema (3.5) dizem que

U?Vl —+ ng'g,

4
_ Ovy __ vVe
Ugngg Q2 € 0

_ Ova __ _ Oag __
0 = V20vq, 0 - — dus U:fvl Qs,

— Ou  Ousg
ou seja, a; = ap = az = 0, 0 que contradiz o Lema 3.1.
Os demais casos seguem de forma completamente andloga, uma vez que V;

e V3 satisfazem equagoes do tipo (3.4), a saber,

2\ 1
Vit g0 + o) Vi 4 5 (1 - 0iS) =0

2\

3U1U2

Vit —

1
(v + 3)Va + (1= 05) = 0.
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Lema 3.4. A funcio ajasas € identicamente nula em M3.

Demonstracao. Suponha que exista um ponto de M? no qual oy, as e a3 nao se anulem.
Por continuidade, existe um subconjunto aberto U C M? em que «a;(p) # 0, para todo
p € U et =1,2,3. Diminuindo o aberto U, se necessario, podemos supor que as fungoes
—1+ Sv} 1+ Svi e —1+ Sv2 nao se anulem em nenhum ponto de U, pelo Lema 3.3.
Desde que as fungoes aq, as e a3 nao se anulam em nenhum ponto de U,
segue das equagoes em (3.10) que F; = 0 em U, ¢ = 1,2,3 e, portanto, a3, a3 e o2

satisfazem o seguinte sistema de equagoes lineares
(
AlOé% + AQO{% + Ag()é% = —Ao,

BlOé% + BQO{% -+ Bgag = —Bo, (321)

L 0104% + 02043 + CgOZ% = —CQ,

em que
Ag = vivivi(Fiy + AoF1a); By = v30dvi(Fy + AoFh);  Cy = vivivi(Fs + Ao F3y);
A = 90205 (Fi3 + AMF14); By = 90305 (Fays + M Fyy);  C) = 9vivi(Faz + A5 F3y);
Ay = 90803 (Fi5 + MFig); By = 90803 (Fas + MFyg); Oy = 9vivi(Fas + A5 F3e);
Az = 90803 (Fi7 + M0F1g); Bz = 9uSv2(Fyr + AoFag); Oz = 9vSv3 (Fay + Ao Fsg).
Note que

Al AQ A3 A() Al A2
det | By By B3 | =0 e det| By B, By | =1+ Aoy,

Cl CQ Cg C'0 CI C2
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em que,
Ty = —223125%1803%22 (v? — v3) [(12811%4 + 1152072032 + 4608v%v; + 10864v;8v§
+ 1712701508 + 20124v{*03° + 20298v;2v1% + 201240;%v3* 4+ 1712705030
+ 10864v§v3® + 4608v{v3® + 1152v{v3% + 128v3!) — 3SvivivE (64v® + 56001503
+ 21360505 + 4671v{10S + 661201208 + 690601010 4 661205012 + 467105034
+ 213601030 + 5600 vs® + 64v3°) — 9S%vivgus (8001 + 512v{*vE + 1349v{?v]
+ 19460105 + 19460505 + 19460503° + 1349viv3? + 512vfvi* + 80v3°)
+ 81.5%v§vSv§ (24v{? 4 1450{%2 + 344vfv] + 4140505 + 344viv§ + 1450 03"
+ 24v3?) — 815%vfvSvs (140 + 940803 + 189viv] + 94vivs + 1408)
— 2435%0{%03%030 (4o} + viv? + 4v3) + 1458560%221%2@%2]
e
Y1 = 2231252089022 [ — 2(641)%4 + 4800202 + 14640205 + 22280180 + 1557v{%v
+ 14401010 — 210012032 + 1440{%3* + 15570f0i0 + 222805018 + 146407020
+ 480viv3? + 647)%4) + 3Sviviva (1281)%0 + 880018032 + 230401003 + 2541v 40§
+ 42001205 — 88201930 + 42008v1% + 254108 vi* 4 2304viv3® + 880vivi® + 1281}%0)
— 815%0fvsv§ (v — v3)?(8vf + 43v§vE + T8vivs + 43vv§ + 8v5)
— 8153%0fv§v§ (1601 + 59v{%0Z + T00vfvs 4+ T0vvS + T0viv§ + 590l + 16v3?)

+ 4055 vfvdof (5uf + 16v5vF + 12viv] + 16vfv§ + 505)

— 7295501%03%010 (v} + v3) (v + v3) + 729561)%211%2@%2] VUi 4 0302 + 3v?vdulS.
Agora, note que
2] — i = 2030105002054 (=1 4 Su7)° (1 + Svd)*(—1 + Sv3)°.

Desde que S # 0, pelo Lema 3.2, segue da equagao anterior que z; + Ady; # 0. Portanto,

o sistema (3.21) nao admite solugado, o que é uma contradicao. O
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Lema 3.5. Nao existe um aberto U C M? tal que a;(p) = 0 = a;j(p) e ar(p) # 0, para
todope U, 1<i#j#k#1<3.

Demonstracao. Novamente, diminuindo o aberto U, se necesséario, podemos supor que as
fungoes —1 + Sv?, 1+ Sv3 e —1 4 Sv? ndo se anulem em nenhum ponto de U, pelo Lema
3.3. Vamos dividir a demonstracao em trés casos distintos.
Caso 1: oy =0=ay e ag #0.

Suponha que exista um subconjunto aberto U C M?3 tal que ay(p) = 0 =
as(p) e az(p) # 0 para todo p € U. Nesse caso, segue das equagoes (3.7) e (3.8) que

vivsViEVs + (3uivaVi — vivgVe — 203V)as = 0, (3.22)

vivaVEVs — (20503Va + 20303 Vs + w5V 3)a3 = 0.
Segue de (3.22) que

Vi3 ViVs (BvivaVi — vivsVa — 203V3)
det = 0.
vivaVEVs —(2v5v3Vs + 20305 Vs + 0§V 3)
Calculando o determinante acima e usando as expressoes de Vi, V5 e V3, dadas em (3.1),

obtemos que

ai + Aoby = 0,
em que
a; = v3(1308 + 12vfv3 + Yvivg + 208) — 3Sv?v3 (208 + 15viv2 + 6vivg + 05)
+ 9S%vivava (v + v3)
e
b = —2(v3(Tv] 4 40iv? + v3) + 3Sviv3 (vf — 2vivd — v3)) /ot + v30E + 3vivduds.
Note que

0= a% — b% = 271}%1}5032,( 14+ Svf)Q(—l + Svi)(v% + 35(1}% + v%)Q).
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Assim, como as fungoes 1 — Sv? e 1 — Sv3 ndo se anulam em nenhum ponto de M3

concluimos que
- v (3.23)
3(vf + v3)*’ '

em todos os pontos do aberto U. Em particular,

201 + 2002 + 03

\/vil + 0302 + Jvtdeds = 123 (3.24)
vy + U35

Derivando a equacdo (3.23), em relagdo a uz, e usando as equagoes do sistema (3.5)

obtemos
0= 0S _ 202V (207 + 31}%) — vy V(2037 — vg))a
Ous 3v3Vi (v + v3)3 5

Substituindo as expressoes de V; e Vs, dadas em (3.1), e (3.24) na expressao anterior,

obtemos que
0— oS _ _2113(2vil + 2viv3 + v3) (A(20] + 2002 — v) — 6(v] + vivi — o)) N
Jus vty Vi(v? + v2)3 5
o que implica
o) = 6t + v — o) =0,

A2vt 4 2viv3 —
pois a # 0 por hipotese. Desde que A, 0 € {—1,1}, obtemos da tltima equagao que

0= ()\(21)1 + 2v1v3 vg))2 (5(1}1 + vag v§))2 = 1)11)2(31;1 + 31}1@3 2v3)

ou seja,
3v] + 302 — 2u; = 0.

Note que a tltima equacao ¢ equivalente, em presenca de v; = vy + v3,

3(v? +v3)? = 1lv;.

Substituindo a tltima equagao em (3.23) concluimos que
1
1103’

S=—
ou seja, vz é constante em U e, portanto, v; e v, também sao constantes em U. Isso é um

absurdo, pois pelo sistema (3.5),

avl
L= 0.
3u3 v1as 7&
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Caso 2: aps =0=a3 e a; #0.
Esse caso é completamente anélogo ao caso anterior.
Caso 3: oy =0=ag e ay #0.
Suponha que exista um subconjunto aberto U C M? tal que ay(p) = 0 =

az(p) e as(p) # 0, para todo p € U. Segue das equagoes (3.7) e (3.8) que
V3 VaVE + (2070 Vi + 08Vs — 2003Vs)ad = 0
—v3vaVoVE + (203V) — w303V — 3vivdVi)as = 0.
Decorre das duas equagoes acima que

v3us Vo Vs (20702 V1 4 09Va — 20103 V53)
det =0.
—v305Va Vs (207Vi — viviVi — 3vivsVs)
Calculando o determinante acima e usando as expressoes de Vi, V5 e V3, dadas em (3.1),

obtemos que

a; + )\5[)1 = 0,
onde
a; = v3(208 — 3vjvs — 8v8) — 3Sviv3 (V8 — 3uivs + 6vivs + 8vS) + 9S%vlvius (v — v3),
e
by = 2(v3 (v} — 20703 + 4v;) — 3Svivs (v — 203)) \/vjL + v3v3 + 3vPv3v3sS.
Note que
0=aj — b = 27Tv{vivs(—1 + Sv3)*(1 4 Sv3)( — v3 + 35S (v} — v3)?),
ou seja,
v3
S = 3.25
e 52
Em particular,
(v1 + v3)? Vi + v
N 30202025 — _ , = 41, 3.26
\/vl v3v: + vivivi 7 =) K pe— K (3.26)
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Derivando a equagao (3.25), em relacdo a ug, e usando as equagoes do sistema (3.5)

obtemos
S  2(v]Vi + 3u7uiVy — 3viuiVs — viVs)

= — Q9.
Ouy 3v3(v? — v3)3V3

Substituindo, na equacdo anterior, as expressoes de V) e V3, dadas em (3.1), e (3.26),

obtemos que

S 2xw3(vi + v3)((vf + 4fv] + vi) + Ak(vf + 3viv] + v3))
Oug uivg(v? — v3)3V3

a27é07

o que contradiz o fato de S ser constante. O

Lema 3.6. Nao existe um aberto U C M? tal que a;(p) = 0, a;(p) # 0 e ax(p) # 0,
para todop e U, 1 <1 # j#k #1i<3.

Demonstragdo. Suponha que exista um subconjunto aberto U C M3 em que a;(p) = 0,
as(p) # 0 e az(p) # 0, para todo p € U. Assim, segue das equagdes em (3.10) e da equagao
(3.7) que F» =0, F3 =0¢e g%i = 0, ou seja, a3 e a2 satisfazem o sistema de equagoes

lineares
([ 9uSv2(Fas + A6 Fag)a2 + 9uSv2(For + A6 Fag)a2 = —v20202(Fyy + A0 Fs),

9v3v2(F35 + AN F36) s + 9vSv3 (Fa7 + Ao Fsg)ai = —vivdvs (F3p + Ao Fsg),

v} (20102V4 + (v} — 2v§)V2)V1a2 N v3 (3v3V; — va(v? + 21}%)%)%@2 EITAAZ

2 3 ’
. vauS V2 vV Vs v2

o qual implica que

9U?U§(F25 + /\(SF26> 9'U§U§(F27 + )\5F28) ’U%U%U%(Fm + )\5F22)

det 9U§U§(F35 + /\5F36> 9U§U§(F37 + )\5F38) ’U%U%U%(Fg,l + )\(5F32) =0.
vi’ (2v1v2V1 + (v% — 2v§)V2) 1%1 vg (31):13‘/1 — v (v% + 2v§)Vg) Va vivaVi Vi
2§V v1v3V1V3 v3

Calculando o determinante podemos concluir que

) + )\5y2 = O,
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em que s e yo estao definidos na Segao 3.3. Note que
0 =235 —y5 = 223010350282 (—1 + Sv]) (1 + Sv3)*(—1 + Sv3)3 Py (vy, va),
onde
Pi(vi,vs) = (52(24 115502 + 1005%;*))140 . (55%5(9 + 23502 + 4052v§))v§
+((8 = 3503 + 45520} + 2005%§ + 1008"05) ) of

— (03(7+ 25503 +1008%0) ot + (Tod(1 + 8503) ) o} — 28505,
Diminuindo o aberto U, se necessario, podemos supor que as fungoes —1 +
Svi, 14 Svs e —1 + Sv2 nao se anulem em nenhum ponto de U, pelo Lema 3.3. Desde
que S # 0, a funcao Pj(vy,vy) € identicamente zero em U. Note que a aplica¢do (vq,vz) :
U — R?% u v+ (vi(u),v2(u)) tem posto 2 em todos os pontos de U e, portanto, tem

como imagem um subconjunto aberto de R2. De fato, segue das equagoes em (3.5) que

a/Ul 8’1)2
Ouy  Ouy 30v3vy

det 82}? 81;; - 1}311/3 \/vi1 + v3v3 + 3vivsviS # 0.
6U3 87,1,3

Desde que P;(vq,v2) € um polindmio em vy, seus coeficientes devem ser todos iguais a

zero, em particular

28508 = 0,

o que é um absurdo, ja que S # 0 e vy > 0. n

3.2 Demonstracao do Teorema D

A demonstragao do teorema D segue da Proposigao 1.3 e dos resultados

obtidos na secao anterior:

Demonstracao do Teorema D: Basta provar que a curvatura de Gauss-Kronecker de f é
identicamente zero, o que implica em f ter uma curvatura principal identicamente zero,

e usar a Proposicao 1.3 para concluir a demonstracao do teorema.
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Suponha que exista um ponto de M? no qual a curvatura de Gauss-Kronecker
de f seja nao nula. Por continuidade e pela reciproca do Corolario 3.1, existe um sub-
conjunto aberto U C M? tal que a curvatura de Gauss-Kronecker de f nao se anula
em nenhum ponto do aberto U e f|y : U — R?* ¢ uma hipersuperficie holonémica com
par associado (v, V') satisfazendo as equagoes em (3.1). Assim, f|y satisfaz as hipoteses
da Proposicao 3.1 e, portanto, seu par associado (v, «) satisfaz as condi¢oes dos Lemas
3.1-3.6.

Pelo Lema 3.1, existem um subconjunto aberto U; C U e i € {1,2,3}, tais
que «;(p) # 0 para todo p € U;. Segue do Lema 3.5 que existe um subconjunto aberto
Uy CUyeje{l,23},j#1i, tal que o(q) # 0 para todo g € Us. Finalmente, segue do
Lema 3.6 que existe um ponto py € Us tal que ay(pg) # 0, k # 4, j. Assim, mostramos
que existe py € U tal que a;(po) # 0, aa(po) # 0 e as(po) # 0, o que contradiz o Lema

3.4. Portanto, a curvatura de Gauss-Kronecker de f é identicamente nula. 0

3.3 As funcoes I, Fy e I}

Nesta secao apresentamos as fungoes Fj e Fj, 1 =1,2,3e k =1,...,8, assim

como as funcoes xy e ys.
Fi = vlvdvi(Fi + A0Fi2) + viv§(Fiz + AN F)a?
+ 9002 (Fi5 + A0 Fi6)a3 + 9vSv2(Fyr + Ao Fig)as;
Fy = vlvdvi(Fo + A0Fa) + viv§(Fas + AN Fhy)a?
+ 9ufv3 (Fas 4+ A0 Fag)03 + 90503 (For + A6 Fog)a;
F3 = v?vivi(F3 + A0Fs) + 9vivg(Fa3 + Ao Fsy)ad

+ 9@?U§(F35 + /\6F36>Oé§ + 9U§U§(F37 + )\5F38>Oé§,
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Fll

F14

(v3 + v3)[(64v3 — 208v3'vZ + 280v}%v] — 27TV 0§ 4 286v505 — 27Tv5vs"
+ 280v3v3? — 208vivit 4 64v3%) + 3Svivivd(2(16v)? — 4203%v% + 30v5v;
— 130508 + 300505 — 4203030 + 16v3%) — 3Svivivs (2805 — 35vSv2 + Juyvs
— 350305 + 280§) — 9S%vivsvg (vl + v3) (v — vf) + 5ASPV§VSS) ]

[(64v35 — 1120303 — Bvj?v§ + 290v3°0§ + 460v505 + 290530 — Svjvi?

— 112v3v3* + 64v3%) 4+ 9Svivavs ( — 2(vf + v3) (V3 + v3)* (v} — v3)

— Svi(2005 — v§v3 — 15v505 — V3§ + 2005)

+ 35%vivivi(4vs + 5v3v3 + 4v3)) |\ /vl + v303 + 3vFvedS;

(16v3* + 4v3?v2 — 3vi%5 — 10050V — 130508 + 24v50v1° — 80v3vi? + 64vi?)
+ 95020303 ((203° — BoSvE — 17vSv] + 8vv§ — 320305 + 4003°)

— 35030303 (30§ + 3ujvs + 4vdvg — 2005) + 15S%vivgvs(vE + v3));

(16032 + 1203%03 — 3vdv] — 19v5v§ — 24v305 — 48v3v3° + 64v3?)

+ 9Svivdvi ((2v3° — 5v5v3 — 17vSvs + 8vje§ — 320305 + 4005°)

— 3Svivivi(3vS + 3vavs + 4vivg — 2009)

+ 155%vivgvs (v + v2)) | /vt + v303 + 3vFv2edsS;

(64031 — 800?02 + 24003 — 1305vS — 100508 — 3v30vi0 + 4v3vi? + 16v3)
+ 95020303 (40030 — 48v§v3 + 4vSv] — 8vju§ — 3v3ef + 16v30)

+ 65vIv303(1005 — 13v5v3 — 4v3vg + v§) + 155%vivsvs (v — v3));
(64032 — 48v3%v3 — 24v5v§ — 190505 — 3v3v§ + 1203030 + 16v3?)

+ 3Svivivi ((88v5 — 92v5v3 — 39vsus + viv§ + 4005)

+ 36Sviviv(2vy — 3v3v3 — v3)) |/ vt + V303 + BvfvFvdsS;
(v2 + v3) (1603 — 60v3%3 + 93v8vs — 94vSvs + 93vivs — 60vIvVLY + 16vi?)
+ 9Svivdvd ((16v3° — 470503 + 44vSvs + dvgvs — 11vdv§ + 203°)

+ 3Svivdvi (20§ — dv3v3 + 6vsvs — 3u5) — 155%vivivs (vl + v3));
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Fis = [(16v3* — 36v)°03 + 9v5vs + 14050§ + Jvgv§ — 3603010 + 16v3%)

+ 35v¥v3v3 (4005 — 107v§v3 + 69vjvs — 200305 — 205)

— 18Svivdvd (205 — 40303 + v5)) ] /i + v3v} + 3vivduiS;

Fy = (v? —v3)[(640{% + 208v{*02 + 280v{%v5 + 277v;%v§ + 2860505 + 2770010
+ 280viv3? + 208vivst + 64v3°) + 3vPv3v3S (2(16v12 + 42v{%3 + 30v5v]
+ 130508 + 30viv§ + 4202010 + 16v3%) — 3Svivivs (2808 + 350502 + Juivg
+ 35005 + 28v§) — 9S%vivavs (vl + v3) (V2 4 v3) + 5453 Vusus) |;

Fp = [(6401% + 112v{*03 — 8ui?v§ — 2901°0§ + 460505 — 29v§v3® — Butvs?
+ 112vfv3* + 64v3%) 4+ 9Svivdvs (2(v — v3)*(v? + v3) (V3 + vi)

— Sv2(2008 + 803 — 15v]vs + vius + 2008)

+ 35%0ivgvi(4vf — 5vPvd + 4v3)) | \/vf 4+ v3v3 + 3vPv3elS;

Fos = (v —02)(160{% + 60v{%2 + 930805 + 940505 + 93viv§ + 60v2vi0 + 16vi?)
+ 95030303 (201" 4 110f03 + 4vivi — 440§ — 4Tviv§ — 16v3°)
— 3Svivdvi(3vf + 6uivl + dvivs + 205) + 155%vivsvs(v3 + v3));

Foy = [(160{? 4 36v{°03 + 9vfvs — 14v§0§ + Jviv§ + 3607l + 16v3?%)

— 35030303 (20§ — 200503 — 69viv] — 107vfv§ — 4005)

+ 18Sviviv (v} + dvivi + 2v5)) ] /of + v3vE + 3vivdviS;

Fos = (64v{* + 8001202 + 24v1{%3 + 13v0§ — 100508 + 3vivl® + 4vivl? — 16vi)
+ 9500303 (4001 + 320503 + 8vbv] + 17vfv§ — 5v¥o§ — 20i0)
+ 350203032009 + 4viv? — 3vivs + 30§) + 155%vivivs (v — v3));

Foe = [(64vf + 48v{%% — 240fv5 + 190505 — 3vfv§ — 1202030 + 16v3?)

+ 3Svivdvi ((88vF + 44vfvi — 3vivs + 26viv§ — 205)

+ 18Svivdvi(dvf — viv? — vf))] /o + v3v? 4 3vivduis;
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Foy

F28

F35

(16011 — 4v{202 — 30{%;3 + 100505 — 130805 — 24010i0 — 80v?vi? — 64011)
+ 9500303 (1601 + 30§03 — 8vivs — dviv§ — 48vv§ — 40v30)

+ 6500303 (vf + 4vfv3 — 13vivf — 100§) — 155%vivgvs (v + v3));
[(16v]% — 1201%03 — 3vfvs + 1900 — 24vef + 48vivs° + 64v3?)

+ 3Svivdvi ((400F — v§v3 — 39vivs + 92viv§ + 88v5)

— 36Svivivi(v] — 3vivi — 20))] /i + v30? + 3vivduiS;

(vi + v3)[(6401 — 208v{*v} + 280v{%v] — 27705 4 286v5v5 — 2TTviv;"
+ 280 vy? — 208vivat + 64v3%) — 3Svivivi( — 2(16v1? — 4201°v3 + 30vfvs
— 130805 + 30viv§ — 420010 + 16v3?) + 3Svivivs (2808 — 350803 + vivg
— 350705 + 2808) — 95%vivgvs(vi — v3)(v3 + v3) — 54SPuiuSVS) |;

[ — (640{° — 112v{*v3 — 8u{?v] + 290{%0§ + 460F05 + 290030 — Suviv}?

— 1120fv3* + 640v3%) — 9Svivgv3 (2(v] — v3) (v + v3)%(v3 + v3)

— Sv2(2008 — v8v2 — 15vfvy — v3v§ + 2008)

+ 3S%vfv3vs (4] + 5vfvd + 403))) | /vi + v3v3 + 3vivdlS;

(6401t — 8001?03 + 24v1{%35 — 13v8v§ — 100908 — 3vivd? + 4v?vi? + 16v3)
— 9S5v2v3v3 ( — (400{" — 48v}v3 + 4vivy — 8vivs — 3vfvs + 16v3°)

+ 6500303 (—100§ 4 13vfv3 + 4vfvy — 08) 4+ 155%vivivs (v + v3));

[ — (640} — 48v{%3 — 24vv] — 190i0§ — 3uivs§ + 12003° + 16v}?)

+ 35vPv3v3 ((—88vf + 920803 + 39vfv] — viv§ — 4008)

+ 36Svivivi(—2v] 4 3vivi + v3))] /i + v3v3 + 3viv3e3S;
(v + v2) (16012 — 60v1%32 + 93v8v5 — 940508 + 93viv§ — 60v3vi0 + 16vi2)
+ 9Svivdvd ((16v° — 47vfv3 + 44vfvs + dviv§ — 11vivs + 203°)

+ 3Svivdvi (20§ — vl + 6vivy — 3u5) — 155%vtvsvs(vf — v3));
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F36

F37

To =

= [ = (16v{2 — 36v{%3 + 9vfv] + 14v§vs + vl — 36viv® + 16v5?)

+ 3500303 ((—400F 4 107003 — 69vivg + 20005 + 208)

+ 18Svivdvd(2v] — 4vfvd + v3)) ] /of + v3v} + 3vivduiS;

= (160" + 401202 — 30v1%5 — 100508 — 130805 + 24vi0l — 80v?vi? + 64vi?)

— 9Svivdvi ((—2vi° 4 5ofvs + 17vivs — 8viv§ + 32vfv§ — 4003°)

+ 351}%1}%1}%(3@? + 31)%1}% + 41}%1}3 — 2008) — 155’%%1}31}%(1}% + v%));

= [ — (16012 + 120{%3 — 3vfvs — 19v§v§ — 24viv§ — 48vv3° + 64v3?)

— 35030303 ((—2vf — 26viv5 — 3vivy — 44005 + 88v5)

+ 18Svivdvd(—vf + vPv3 + 4v3)) | /vl + v3v2 + 3vPv303S;
18SviTvgvs [(— 2048030 — 145920802 — 443520605 — T46720%40§ — 75408v7%v§
— 4544103010 — 139760 8vi? — 26101803t + 432011010 — 427012018 — 1377601020
— 38511vfv3? — 492400503 — 337440030 — 12096viv3® — 179205°)
— 9Svivdvi (25603t + 768vF2v3 — 177605 — 11680v{%v§ — 21987v{50}
— 188910v{10i% — 6213v12v3% + 198v{%vit — 22508030 + 2908018 + 6090 w20
+ 480viv3? + 11203) + 275%vivavs (19207 + 14240193 + 433601805 + 6858v{50]
+ 5808vi108 + 2337v1%vi0 + 126v{%01% — 28205vit + 57005016 + 1167vvi®
+ 66403030 + 1281}%2) — 2753080808 (592018 + 40320{%v2 + 10854v{1vi
+ 1390201208 + 7326v1%8§ — 18908010 — 6090v¢vi? + 387vivit 4+ 513vivi6 + 1281)%8)
+ 7295408 v808 (321}}4 + 7501203 — 2001%3 — 166005 — 1000805 + 41vivi®
+ 128vivi? + 461)31,4) + 729550%%501}%0(631&0 + 2470802 + 368083 + 177viv§
— 1420f0§ — 9201°) — 14585%0{v303? (620§ + 96v1v3 + 18vivi — 23v8)

+ 3280557 vi%vytvit];
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yo = 18Sv{Tvjvd[( — 20480 — 13568v%v3 — 36800vi*vs — 51568v2v§ — 3832003005
— 134050v;%03% — 10290{5v3% + 726v{*vi* + 6vi?0i0 — 52901 %1% + 14447vf02"
+ 3164005032 + 27472v{v3* 4 112000703 + 179202%)
+ 3Sviv3v3 (2560 + 38400203 + 1819207005 + 40736v1%v§ + 461250{ 60
+ 2153701403 — 197401201 — 106201 %1* + 3033vfvi® — 191508018 — 6864v]v3°
— 4368vv3? — 896v3*) + 27S%vivivs (640 + 336v{%vF + 7200155 + 978v{*v§
+ 1287v{%v§ + 126001030 — 420fv3? — 990vvi* — 117036 + 296viv5® + 96v3°)
— 815%v§v§v§ (17601 + 1088vi*vf + 2618vi2v5 + 28340, %05 + 875vfv§ — 637viv3"
— 301viv3? 4 179vivs* + 80v3°) + 24354 v5vsvs (160012 + 525v{%2 + 50Tvivs
— 350808 — 390viv8§ — 16503030 — 442}%2) — 7295%0{%030010 (211}? + v$v2 — 135viv]

— 123viv§ — 7008) — 7295501 203%v32(41v} + 650303 + 80v3)

+ 21870S7vi4v%4v;;4} VUi 4 0302 + 3vPududS.
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