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Resumo

O presente trabalho teve como objetivo principal, estudar a significancia de zeros
numa analise de dados observaveis e latentes. Nos conjuntos de dados observaveis que ocor-
rem excessos de zeros, é comum a existéncia de sobredispersao. Neste sentido os modelos
Zero-Inflacionados Série de Poténcia (ZISP) foram propostos para acomodar o excesso de
zeros. Especificamente para a analise de dados observaveis com excesso de zeros desenvolve-
mos um estudo da estatistica gradiente, proposta por Terrell (2002), para testar as hipoteses
em relacao ao parametro de inflacao do modelo ZISP, baseado na avaliacao da performance
da estatistica gradiente em comparacao com as estatisticas classicas da razao de verossimi-
lhanga (Wilks, 1938), escore (Rao, 1948) e Wald (Wald, 1943). Por outro lado, recentemente
a fragilidade é modelada por distribuicoes discretas sob os inteiros nao negativos e permite
fragilidade zero, isto é, individuos que ndo apresentam o evento de interesse (fragao de risco
zero). Para este tipo dados de latentes, propusemos um novo modelo de sobrevivéncia indu-
zida por fragilidade discreta com distribuicao ZISP. Essa proposta traz uma descricao mais
real dos individuos sem risco, pois inclui individuos curados devido aos fatores genéticos
(imunes) modelados como a fragao de risco zero deterministico, enquanto que, os individuos
curados por tratamento sao modelados pela fracao de risco zero aleatério. Neste contexto
desenvolvemos também a estatistica gradiente para verificar a significancia do parametro de
risco zero para dados modelados pela fracao de risco zero deterministico. E para comple-
tar o desenvolvimento das propostas, apresentamos os resultados de estudos de simulacao e

exemplos de aplicagao com uso de dados reais.

Palavras-chave: Teste gradiente, Modelos zero-inflacionados Série de Poténcia, Modelo

Série de Poténcia, Analise de sobrevivéncia, Fragilidade, Risco zero.



Abstract

The present work’s main objective is to study the significance of zeros in an obser-
vable and latent data. In observable data set that occur excess of zeros, its common to have
sobredispersion. In this sense, the models zero-inflated power series (ZISP) were proposed
to accommodate these excesses. Specifically for the analysis of observed data, it was made
a study of gradient statistic, proposed by Terrell (2002), to test the hypotheses in relation
to inflation parameter ZISP models. This test is based on evaluation of the performance
of gradient statistic compared with the classical likelihood ratio (Wilks, 1938), score (Rao,
1948) and Wald (Wald, 1943) statistics. In addition, recently, fragility has being modeled
by discrete distributions using non-negative integers values that allows zero fragility, which
means, individuals who do not present the event of interest (fraction of zero risk). For this
type of latent data, we have proposed a new survival model induced by discrete frailty with
ZISP distribution. This proposal brings a real description of individuals without risk, because
individuals cured due to genetic factors (immune) are modeled by fraction of deterministic
zero risk, while the cured by treatment are modeled by fraction of random zero risk. In this
context, we also developed the gradient statistic to verify parameter significance of zero risk
for data modeled by fraction of deterministic zero risk. To show our proposals, we present

the results of simulation studies and applications using real data.

Keywords: Gradient statistic, Zero-Inflated Power Series Model, Power Series Model, Sur-

vival Analysis, Fragility, zero risk.
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Capitulo 1

Introducao

Dados de contagem com excesso de zeros (ou zero-inflacionados) sdo comumente
encontrados em muitas areas, incluindo a medicina (Bohning et al., 1999), satde publica
(Zhou & Tu, 2000), ciéncia ambiental (Agarwal et al., 2002), agricultura (Hall, 2000) e apli-
cagoes industriais (Lambert, 1992). Excesso de zeros é uma indicagao de sobredispersao nos
dados, significando que a incidéncia de zero na contagem é geralmente maior do que o espe-
rado. A incidéncia de zeros na contagem tem status especial do ponto de vista pratico. Por
exemplo, Ridout et al. (2001) apontaram que, na contagem de lesoes das doengas em plan-
tas, uma planta pode nao ter lesoes porque ¢ resistente a doenca, ou simplesmente porque

nao ha esporos que pousaram sobre elas que causam a doenca.

A literatura sobre os modelos zero-inflacionados é extensa, dentre os quais citamos
os trabalhos Consul & Jain (1973), Gupta et al. (1995), Van den Broek (1995), Yang et al.
(2007), del Castillo & Pérez-Casany (2005), Patil & Shirke (2007), Choo-Wosoba et al. (2015),
Barriga & Louzada (2014), Samani et al. (2012) e Deng & Zhang (2015). Gupta et al. (1995)
estudaram a distribuigdo zero-inflacionado Série de Poténcia. Van den Broek (1995) desen-
volveu o teste escore para testar o excesso de zero no modelo zero-inflacionado Poisson. Ja
Gupta et al. (1996) desenvolveram o teste da razdo de verossimilhanga para testar a inflacao
de zeros no modelo zero-inflacionado Poisson generalizado. Ridout et al. (2001) propuseram
o uso do teste escore para testar os modelos zero-inflacionado Poisson e zero-inflacionado
Binomial Negativa, enquanto que Gupta et al. (2005) desenvolveram o teste escore para
testar o parametro de inflacao de zeros no modelo zero-inflacionado Poisson Generalizado.
Xiang et al. (2006) desenvolveram o teste escore para o parametro de inflacio de zeros em
dados de contagem correlacionados com excesso de zeros. Deng & Zhang (2015) propuse-
ram o teste escore para testar a incidéncia de zeros no modelo zero-inflacionado Binomial.
Todem et al. (2012) estudaram a eficiéncia do teste escore para verificar a homogeneidade
em modelos generalizados com excesso de zeros. Hsu et al. (2014) desenvolveram o teste de
Wald para inflacao ou deflacao de zeros em dados de contagem. No entanto nao temos conhe-

cimento na literatura do desenvolvimento do teste gradiente (Terrell, 2002) em modelos para



dados de contagem com excesso de zeros. Neste trabalho desenvolvemos o teste gradiente

para testar a inflagdo de zeros nos modelos zero-inflacionados Série de Poténcia.

A ideia béasica da derivacao de modelos para dados de contagem com excessos de
zeros ¢ misturar uma distribuicao degenerada em zero com distribuicoes de probabilidade
discretas (modelos de base) como Poisson, Geométrica, Binomial, Binomial Negativa, entre

outras.

Gupta et al. (1995) introduziram o modelo Série de Poténcia inflacionado de zeros,
ao misturar a distribuicao Série de Poténcia com a distribuicao degenerada em zero. O

modelo tem a seguinte funcao de probabilidade

ag
1— ==
w+ ( W)A(G)’ z=0
P(Z =2z w,0) = (1.1)
(1-— >az_6z =1.2.3
wA(H)’ z=1,2,3,...

em que a, > 0 depende somente de z, 6 € (0, s) (s pode ser 00) é o parametro de poténcia da

série, A(0) = E a,0” é a funcao série que atua como constante normalizadora, sendo finita

zek
e duas vezes diferenciavel (K é um conjunto nao vazio enumeravel de inteiros nao negativos)

e w é o parametro de inflagao ou deflacao de zeros, que pode assumir valores negativos.

Alguns modelos zero-inflacionados (ZI) importantes sao as distribuigdes ZI-Binomial,
Z1-Poisson, ZI-Binomial Negativa e ZI-Logaritmica. Por exemplo, se k ¢ um inteiro positivo,
a. = (*) e A() = (1 + 0)*, entdo (1.1) define a distribui¢do ZI-Binomial. Alguns membros

desta familia de distribuicoes sao usados neste trabalho e sao enumerados a seguir

a,=1/ze A0) =, 0 >0: ZI-Poisson ,
a,=1eA®) =(1—-0)"", 0<0<10: ZI-Geométrica ,
-1
a, = (k —]L_ - ! ) e A() = (1-60)"% 0< 6 <1: ZI-Binomial Negativa ,
a,=1/(z+1) e A(f) = —log(1 —0)/0, 0 <6 < 1:ZI-Logaritmica .

Note que quando w = 0 a distribui¢do em (1.1) se reduz a distribuicao Série de Poténcia. A
média e a varidncia para a classe de distribui¢ao zero-inflacionados Série de Poténcia (ZISP)
sao dadas, respectivamente, por

1 — w)A'(6)

E[Z] = ( ) (A -w)

( / " !/ 2
e VarlZ] = g (ABAG)A'(0) — (1~ )o(49))
em que A'(0) = dA(0)/dO e A"(0) = d*A(0)/dH>. As expressoes da primeira, segunda e
terceira derivadas da funcao A(f) sdo escritas na Tabela 1.1 para facilitar seu uso no desen-

volvimento deste trabalho.



A funcao geradora de probabilidades do modelo ZISP é dada por

A(6€)
A(6)

Gz(§) =w+ (1 -w) el <1

Os modelos zero-inflacionados tém duas representacoes (Todem et al., 2012): a re-
presentacao hierarquica e a marginal. O modelo em (1.1) sob a representacdo hierarquica,
w representa o peso da mistura e ¢ uma probabilidade, e 0 < w < 1. Enquanto que
na representagdo marginal, a distribuicdo de probabilidade, 0 < P(Z = z;w,0) < 1, se
w+(1—w)ag/A(0) > 0 0 que implica, 57— < w < 1. Nessa representagao w ¢ o parametro
de inflacao de zeros, quando w > 0, e é o parametro de deflacao de zeros, quando w < 0.

Neste estudo consideramos o modelo em (1.1) na representacao marginal.

Tabela 1.1: Derwadas da fungao A(0)

Modelo A(6) A'(6) A"(0) A"(9)
Poisson el el e? ef
Geométrico (1 —6)~1 (1-0)2 —2(1-0)73 6(1—0)~*
Logarftmica —logél—e) %Jrl;g(lfe) 0(39_2)_5(—99_);2; log(1—6) (—1(190_%{)135;2—6) n 6log9(41—49)

Os modelos de fragilidade sao caracterizados pela introducao de um efeito aleatorio,
representado por uma varidvel aleatéria continua nao observavel no modelo. Este efeito
aleatorio, denominado fragilidade sao utilizados para a modelagem de heterogeneidade na
andlise de dados de sobrevivéncia. Na andlise desses dados a distribuicao da fragilidade em
general é assumida continua (Hougaard, 1986, Vaupel et al., 1979). Em alguns casos pode ser
apropriado considerar distribui¢oes discretas para a distribui¢ao da fragilidade (Caroni et al.,
2010). Dados de sobrevivéncia contendo unidades experimentais em que o evento de interesse
ndo aconteceu mesmo ap6s um periodo longo de observagio (dados de sobrevivéncia com
fragdo de cura (Ibrahim et al., 2001, Maller & Zhou, 1996). Nessa situacdo essas unidades
experimentais tém fragilidade igual a zero. A fragilidade neste caso pode representar, por
exemplo, a presenca de um nimero desconhecido de fatores que levam & ocorréncia do
evento de interesse. Fragilidade zero corresponde a um modelo que contém uma proporgao

de individuos livre do evento de interesse (risco zero).

Neste trabalho, também propomos uma classe de modelos de sobrevivéncia indu-
zidos por fragilidade discreta com distribui¢ao dada em (1.1) para a modelagem de dados
de sobrevivéncia com fragdo de cura (Maller & Zhou, 1996, Rodrigues et al., 2009a). Uma
andlise estatistica do modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade discreta é obtido con-
siderando as abordagens cléassica e Bayesiana. Além disso, o teste gradiente foi desenvolvido

para testar as hipoteses a respeito da proporgao de individuos com risco zero.



1.1 Estatistica gradiente

Grande parte da literatura trata os problemas de teste de hipéteses em modelos
paramétricos, tais como os modelos com excesso de zeros, os modelos de sobrevivéncia, entre
outros. As estatisticas de teste usuais para grandes amostras sdao as estatisticas da razao
de verossimilhanga (Wilks, 1938), escore (Rao, 1948) e Wald (Wald, 1943), no entanto,
recentemente uma nova estatistica foi proposta por Terrell (2002) para resolver problemas
de testes de hipoteses em alguns modelos paramétricos (Lemonte, 2016, Lemonte & Ferrari,
2011, 2012). A formulacdo das estatisticas para o caso de uma hipotese nula simples sao

apresentadas a seguir.

Considere que vy, ...,y, denotam n realizacoes de alguma caracteristica de uma
populacao com fun¢do densidade ou probabilidade, f(y,9), ¥ € © C RP. Quando nao ha
parametros de pertubacao, o interesse é testar a hipoteses nula simples Hy : @ = 9¥¢g versus
Hy : 9 # 99, em que ¥y é um vetor especificado para 9 € ©. Sejam ((), U(9) e K(9) a
log-verossimilhanca, o vetor escore e a matriz de informacao de Fisher relativas ao vetor 99,
respectivamente. As estatisticas comumente usadas para testar Hy versus H; sao: razao de

verossimilhanga (Spg), escore de Rao (Sg) e Wald (Sw ), que sdo dadas, respectivamente,

por
S = 2[0(9) — (D)), (1.2)

Sk = U(90)" K (90)U(8)), (1.3)

Sy = (9 =) K 19)® — ), (1.4)

em que 9 é o estimador de maxima verossimilhanca de 6.

Terrell (2002) propos uma estatistica denominada gradiente. Esta estatistica é ob-

tida das estatisticas de escore e de Wald, e é dada por
Se = U(D)" (9 — ). (1.5)

Note que a estatistica gradiente é muito mais simples de ser calculada, ja que nao envolve a
matriz de informacao observada ou esperada, tampouco a inversa da matriz. Lemonte & Ferrari
(2011) e Lemonte et al. (2016) compararam por meio de simulagoes, os testes da razao de
verossimilhanca, escore, Wald e gradiente em modelos de Birbaun-Saunders com regressao
linear e nao linear, respectivamente. Lemonte & Ferrari (2012) obtiveram os poderes locais

dos testes baseados com as estatisticas de razao de verossimilhanca, escore, Wald e gradiente



para os parametros da familia Exponencial uniparamétrica e concluiram que nenhuma das
estatisticas ¢ uniformemente superior as outras. O livro de Lemonte (2016) apresenta resul-
tados analiticos e evidencias numéricas do teste gradiente. A obtencao do teste gradiente é

mostrado no Apéndice A.1.

1.2 Objetivos

No contexto apresentado acima, o objetivo desta tese é propor procedimentos al-
ternativos aos testes classicos, para os testes de hipoteses dos parametros de uma familia
de distribui¢ao discreta zero-inflacionado (distribuigdo ZISP) que unifica varios modelos.
Além disso, propor um novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade discreta
com distribuicao ZISP, que inclui como caso particular o modelo de tempo de promocao
(Yakovlev et al., 1993) e o modelo proposto por Cancho et al. (2013), entre outros. Dessa
forma, podemos relacionar os seguintes objetivos especificos que foram atingidos no decorrer

desta tese:

(i) desenvolver o teste gradiente para testar a inflacdo (ou deflacdo) no modelo ZISP
dada em (1.1) e avaliar por meio de um estudo de simula¢do o teste para pequenas,

moderadas e grandes tamanhos amostrais;

(i) fazer um estudo comparativo do poder do teste proposto com os testes escore, Wald e

razdo de verossimilhanca para o procedimento descrito em (i);

(iii) estudar as propriedades estruturais do modelo de sobrevivéncia induzida por fragilidade
discreta com distribui¢do dada em (1.1) e desenvolver os procedimentos inferenciais

por meio da perspectiva classica e Bayesiana;

(iv) desenvolver o teste gradiente para o novo modelo de sobrevivéncia com fracao de cura.

1.3 Organizagao da tese

A tese se desenvolve como segue. No Capitulo 2, apresentamos o modelo ZISP
na presenca e auséncia de covariaveis, obtemos a funcao escore e a matriz de informacao
de Fisher, desenvolvemos os testes, gradiente, escore, Wald e da razao de verossimilhanca.
Além disso, comparamos o poder dos testes das estatisticas de teste gradiente, escore, Wald
e razao de verossimilhanca por meio de um estudo de simulagao e realizamos uma aplicagao
a um conjunto de dados reais. No Capitulo 3 apresentamos um novo modelo de sobrevivéncia
induzido por fragilidade discreta com distribuicao ZISP. Uma abordagem classica utilizando
o método de méxima verossimilhanca é considerada para fazer a inferéncia sobre os parame-

tros do modelo. Além disso, desenvolvemos o teste gradiente para avaliar a adequabilidade



do modelo de tempo de promocao. Também, realizamos um estudo de simulacao com o ob-
jetivo de avaliar o desempenho do método de estimagao e do teste proposto e, uma aplicagao
do modelo para um conjunto de dados reais da literatura. No Capitulo 4 desenvolvemos
métodos Bayesianos de estimagao para o modelo ZISP-FC usando o método Monte Carlo
Cadeias de Markov (MCMC). Finalmente, as principais conclustes desta tese com base nos
resultados obtidos, bem como algumas perspectivas futuras de pesquisa sao discutidas no
Capitulo 5.



Capitulo 2

Teste Gradiente no Modelo

Zero-Inflacionado Série de Poténcia

Neste Capitulo, mostramos a obtencao da estatistica gradiente para testar a inflacao
(ou deflacdo) de zeros no modelo zero-inflacionado Série de Poténcia dada em (1.1), ou
seja, testar a hipotese nula composta, Hy : w = wp contra Hy @ w # wy, em que wy €
uma quantidade especificada para w. Além disso, comparamos a performance da estatistica
gradiente com as estatisticas da razao de verossimilhanca, escore e Wald para pequenas,

moderadas e grandes amostras.

2.1 Os modelos Zero-Inflacionado Série de Poténcia

A distribui¢do do modelo zero-inflacionado Série de Poténcia (ZISP) dada em (1.1),
reparametrizado em w = ¢/(1 + ¢) (veja, Van den Broek, 1995), tem a func¢ao de probabi-
lidade dada por

¢+CL0A(¢9)_1 B
T 1re P!
P(Z;0,0) = (2.1)
z -1
% 2=1,23,...

em que 0 € (0, s) (s pode ser 00) e —ag/A(0) < ¢ < oco. Como observado por Van den Broek
(1995), com essa parametrizacao as estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros
do modelo sdo muito mais estaveis numericamente. A média e a variancia do ZIPS nesta

parametrizacao sao dadas, respectivamente, por

0A'(0)
(1+¢)A(6)

eAT()
eVarlZl =05 A0) [(

0A'(6) r
1+ ¢)AW0) ] -

E[Z] =



Note que o modelo ZISP se reduz ao modelo Série de Poténcia quando ¢ = 0 e ¢ > 0
indica sobredispersao. Também pode-se demonstrar que o modelo (2.1) pertence a familia

Exponencial bi-paramétrica (veja a Proposicao 1 no Apéndice B.2).

Considere 7, ..., Z, uma amostra aleatéria de tamanho n de uma populacao com
distribui¢ao dada em (2.1). O logaritmo da fun¢ao verossimilhanca de ¥ = (6, ¢), dada a

amostra observada z = (z1, ..., 2,), € dada por

() =Y {—log(1 + ¢) + I(z—0) log(¢ + agA(0) ") + Iz, 0)[log(az,)
i (2.2)

+ z;log(0) — log(A(0))]}.

em que Iyz oy € a funcao indicadora sendo igual a 1 se Z; = 0, e 0 em caso contrario. Os esti-
madores de méaxima verossimilhanga (EMV) dos parametros do modelo ZISP, denotados por

0 e ¢, sao os valores de 0 e ¢, respectivamente, que maximizam a funcao log-verossimilhanca.

Com a primeira derivada da fung¢ao de log-verossimilhanca dada em (2.2) em relacao
a cada parametro do modelo, obtemos a fungio (ou vetor) escore U (9) = (U1 (), Ux(9)) T,

cujos elementos sao dados por

L oUW)  —agng  A(6)  A0)
Ui0) = =55~ = ST aeA@ T A2 T ((” ~mo)g — A(e)) ’ 2.9
U(ﬂ)_@f(ﬁ)_ -n N no ’
T 00 146 ot alA()

em que ng = y . I(;,—0) ¢ a contagem de todas as observagoes iguais a zero.

Os EMV de 0 e ¢ sao obtidos resolvendo o sistema de equacoes nao lineares dadas
em (2.3), fazendo U (9¥) = 0. Dessas equagbes obtemos a seguinte relagao entre os EMV dos
parametros do modelo ZISP

- ny — nagA(f)
¢ :
n—mno
0A'(0)
A9) — ag

(2.4)

I\

Y

> zid(z;>0)

¢ a média das observacgoes positivas. As equagoes em (2.4) para os
n—ng

em que z =
modelos ZI-Poisson e ZI-Geométrica tém solugoes explicitas. Inferéncias sobre os parametros
do modelo podem ser baseadas na normalidade assintotica que, sob certas condicoes de
regularidade (Cox & Hinkley, 1979), tém distribui¢ao assintoticamente Normal com vetor
de médias ¥ e matriz de variancia-covariancia, a inversa da matriz de informacao de Fisher

avaliada no EMV de 9.



A matriz de informacao de Fisher para 9 é dada por

(2.5)

K@) = —E {W(’?)} _

09700

Kll K12
K21 K22 7

em que Ky, = —F [%;’;)2] , Kog = —F [82(;92)2] e Kip=Kyy=-F [%] , sendo que cada

componente da matriz de informacao de Fisher para 99 é dado por

P V(@)A"w)(aowme))—A’<9>2<a0+2¢A<9>>}
u=1g A0) 6+ aA(®) )
n [04(0)  AW)A'(6) — (A(0))? L
1+¢[A<9> ! age T wAl) ’}’
Ky = Ky = ndo A'(0) _ (1 —agA(0)™)

T+ 06+ aA@) ) AWEP "~ T+ 0026 +ad@) )

A inversa de matriz de informacao de Fisher é dada por

Kll K12

1 .
K (9) = [Kﬂ K22] (2.6)
em que Kll = (Kll — K12K231K21)_1, K12 == K21 - _Kﬂ1K12<K22 - KQlKﬂlKIQ)_I €
K2 = (K — Ky K;'K12)™. As componentes K%, j = 1,2 é a variancia do EMV 9, e

K% j #k=1,2, é a covariancia entre os EMV de 9; e 9.

A hipétese de interesse é testar se o parametro de inflagdo (ou deflagao) de zeros no
modelo ZISP, pode assumir um valor pré-especificado, ou seja, tem-se interesse em testar as

hipoteses
HO . QZ5 = gbo, contra H1 . gzﬁ 7é ¢0, (27)

em que ¢g € valor especificado de ¢. A estatistica gradiente para testar as hipoteses em (2.7)

é dada por

_ -n no T

em que 6 é 0 EMV de 6 sob a hipoteses nula e $ é¢ o EMV no espago paramétrico.

As estatisticas tradicionais usadas para testar as hipoteses em (2.7) sdo: a estatistica



razao de verossimilhanca dada por

ol 1+ ¢ ¢+ agA(f) ™!
SLr = 2 [ nlog <1+¢0> + ng log (gbo—l—aoA(é)_l)

+(n —np) (zlog <5> —log (%))] :

em que 6 ¢ o EMV de 6 sob Hy e as estatisticas escore e de Wald dadas, respectivamente,

(2.9)

D>

por )
. —n Un 22, 3
Sg = <1 ot e aoA(é)—l) K*(9) (2.10)
e
Sw = K2(9) 7 (¢ — ¢0)?, (2.11)
em que

-1

K2(D) = < —n(1 —aoA(é)_l) > N < e A,@>2K1
(1+ ¢0)2(¢o + agA(0)~) (1+ o) (¢ + agA(B)"1) A@B)2 )] ~ "

com

Ko@) = M A(0)A"(0)(ag + ¢oA(0)) — A'(0)*(ag + 200 A(0))
H 1+ ¢ A(0)*(¢o + agA(G))
n|0A'(0)  A(O)A"(0) — (A'(H))? A1
T | A0 A(6)? (1~ a0A(f) )] |

As estatisticas de teste em (2.8)-(2.11), sob Hy, tém distribuicao assintoticamente

Qui-quadrado com um grau de liberdade.

2.1.1 Casos particulares

Nesta subsecao apresentamos alguns casos particulares do modelo ZISP, conjunta-
mente com resultados obtidos, tais como o vetor escore, a matriz de informacao de Fisher
e as estatisticas de teste dadas em (2.8)-(2.11) para testar a hipotese H, dada em (2.7).
Quando A() = €%, 0 > 0 e a. = 1/2! no modelo em (2.1), obtém-se o modelo ZI-Poisson

10



(ZIP) cuja fungao de probabilidade é dada por

¢+e“9 =0
1+¢ 7ZZ_
P(Z::6.0) = 9 (2.12)
e Y%

em que —e~? < ¢ < 0o é 0 parametro de inflacdo ou deflacdo de zeros.
De (2.3), os elementos do vetor escore sao dados por

0 —

—nNge z
pu— _— _— 1 _ —
s (1-5) (2.13)
Up(9) = —— 4 — |
Y140 gte?
O EMV de ¢ é dado por )
. 0
b= To —ne (2.14)
n—no

em que 0 ¢ 0 EMV de 0, que resulta da solugao de 0 na equacao

A

0

1—e?

7=
Considerando a func¢ao de Lambert W (Weisstein, 2002), o EMV do parametro 0 é dado por

0=7z+LW(—ze?). (2.15)

De (2.5) temos que a matriz de informacao de Fisher dos parametros do modelo ZIP resulta
em
n pe ? 1 o ne—?
- (1+9) <(¢+e—9) 9) (p+e=?)(1+¢)
K(9,¢) = : (2.16)
ne? 1—e?
T Gte (119 n <—(1+¢)2(¢+e79>)
A estatistica gradiente dada em (2.8) para testar a hipotese Hy em (2.7) no modelo

ZIP resulta em

So = (14 s ) (6w

+
1+¢0 ¢0+€7

em que 0 ¢ 0 EMV de 0 sob Hy, que nesse caso ¢ a média amostral dos dados de contagem.

As estatisticas de teste da razao de verossimilhanca, escore e Wald dadas em (2.9)-
(2.11) para testar a hipotese Hy em (2.7), correspondente ao modelo ZIP sao dadas, respec-

tivamente por

11



1+ ¢ b+e 0 N
Str = 2 [—nlog (1 ij{)) + ng log (gfo—:—ee—é> + (n —nyp) (zlog (5) — (60— 9))] :

2
SR:( = )Km(é,ﬁbo)

1+¢o  ¢o+e?

Sw = (¢ — ¢0)’K*(0,6) ",

sendo

R B B T i B N R N (S A
s (14 0)2(¢o + e (o + e ) (1 + o) (1+¢0) \(¢o+e0) 6 ’

e
o= (sfites) (o) (ot (855 0) )
(1+¢)2(¢p+e7?) (¢ +e~hatt)(1 4 ¢) (1+0) \(p+e?) 0

Agora, no caso em que A(f) = (1 —60)7', 0 € (0,1) e a,, = 1 no modelo ZISP em

(2.1), obtém-se o modelo ZI-Geométrica (ZIG), com fun¢ao de probabilidade dada por

1+¢ A~ T
P(Z;;¢,0) = (2.17)
05(1-6)
arg 70

em que —(1 — 6) < ¢ < oo é o parametro de inflacdo ou deflagdo de zeros.

De (2.3), os elementos do vetor escore sao dados por

—Tyo Z 1
~ syt (G-
:1+¢+¢+u—m'

(2.18)

A partir de (2.4), obtém-se os EMVs dos parametros do modelo ZIG que resultam em

g=mo—nll—0) (2.19)
n—"ng
e
0=1-1/z (2.20)
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De (2.5), obtemos a matriz de informacao dos parametros do modelo ZIG dada por

n 1 0 —n
1+¢ <¢>+(179) N (179)2> (1+¢)(6+(1-0))
K(0,0) =
—-n n(l—(l—@))
(1+¢)(¢+(1-0)) (1+¢)2(o+(1-9))

A estatistica gradiente (2.8) para testar a hipotese Hy em (2.7), para o modelo ZIG,

Y 1o T
SG_(1+¢0+¢0—|—(1—0~)>(¢ 9250)7

em que 6 = é 0o EMV de 0 sob a hipotese nula.

é dada por

As estatisticas do teste da razdo de verossimilhanca, escore e Wald dadas em (2.9)-
(2.11) para testar a hipotese Hy em (2.7), correspondente ao modelo ZIG sdo dadas, respec-

tivamente, por

2
- Ho 2207
SR(1+¢O ¢0+(1_9~)) K (67¢0)7
Sw(o — ¢0)"K*(8,6) ",
em que

—1\ 1
n(l—(1-6) _< n ] )2 n ( L 9)]
(L+¢0)2(do+(1=0))  \(1+¢o)(do+(1-0))/) [1+¢0 \¢o+(1-6) 1-0 ’

= = — + ~ .
1+ \o+(1-0) 1-6

Finalmente, quando A(f) = M 0 € (0,1) e a;, = —5 em (2.1), o modelo

ZISP se reduz ao modelo ZI-Logaritmica (ZIL) com fun¢ao de probabilidade dada por

K22 (é7 (ZSO)

K205 n(1-(1-0) < o )
1+026+0-0) \(1+d)d+(1—0)

1 0
1+¢(¢_log(1—9)> 7 =0

-1 gritl
1+ ¢ (2 +1)log(l—0)

,Zz‘>0

em que < ¢ < o0 é o parametro de inflagao ou deflacao de zeros.

0
log(1—0)
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De (2.3), temos que os elementos do vetor escore sao dados por

—ng £ +1log(1—0) z 1 1
Ui0) = Soe =) =0 togi—pg ) (5* (1—0)log(1—0) 5)’
Un(9) -n nolog(1 — 0)

T 1+ 4 plog(l—60) —0°
(2.21)

De (2.4) os EMVs dos parametros do modelo ZIL resultam da solu¢do em 0 e gzg nas equacgoes

. . 6 A
. log(1 — 6) + nf 15 T1og(1—10)
g nologl=0)+nb . i . (2.22)
(n —np)log(1 —0) —log(1—6)—10
De (2.5) obtemos a matriz de informacao dos parametros do modelo ZIL dada por
D) i) | i O~ Toati=ar _(9—1) log(1-0)—0
T At Bty T e B T i - Delos(-0)-07
K(0,0) =
Tt (9-1)log(1-6)—0 n YTl log?(1-0)
"TTIRe -D(6log(1-0)-0)? (42 T 1+ (log(1-0)-0)°
em que

20 -(2-0)logl—0) 6+ (1—0log(1-9))
(¢ + A(0)~1)(1 = 60)2log* (1 —6) (¢ + A(6)7)*(1 — 0)log(1 — 0)

0?4+ 62log(1 —0) — (1 —0)*log*(1 — 0)

B
(1 —6)20%1log*(1 — 0)

A estatistica gradiente (2.8) para testar a hipotese Hy em (2.7) para o modelo ZIL,

[ —n ng log(1 — 6) "
Sa = (1 + %o - ¢olog(l — ) — 5) (&= o),

é dada por

em que 6 é 0 EMV de 6 sob a hipotese nula.

As estatisticas do teste da razao de verossimilhanca, escore e Wald dadas em (2.9)-
(2.11) para testar a hipotese Hy em (2.7), correspondente ao modelo ZIL, sao dadas, respec-

tivamente, por
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N [ R ~ A
B 14 ¢ ) o (a\ 6, [(1-4
SLR =2 [—nlog <1—i—¢0> + ng log (W + (Il — Ilo) ZlOg 5 — 510g 1_ é y
log(1—0)

_ 2
B —n ng log(1 — 0) 99 )
Sk = <1+¢o * o log(1 — 6) —é) K6, @)

e
Sw = (¢ — ¢0)*(K*(6,4)) ",
em que
225 —-n o - ﬁ 10g2(1 *é) n 1%_(5 +log(1 _é) ’ —1 -
K220, ¢g) = n 7 _ _ K
O = Tr o T Th o0 Golor(-D-02  \ (15 60)(00 - ) e =0 ;
e
0 N 0 6
K- n% " log(1—0) A n(+1— 1og(1—é)) nl T log(1-0) £
11 — — ~ ~ -
1+ 0 (1 + ¢0)1 — i Lo

%~ it (9= 1)log(1—0) 4
L+do (60— 1)(dolog(l—0)—0)>

2.2 Teste gradiente no modelo de regressao zero-inflacionado

Série de Poténcia

Em muitas aplicacoes préticas é comum assumir que os parametros do modelo de-
pendam de covaridveis. Nesta Secao, consideramos covariaveis no parametro de poténcia 6
no modelo (2.1) e desenvolvemos a estatistica gradiente para o modelo de regressao zero-
inflacionado Série de Poténcia. Para a i-ésima observacao, o parametro ¢; relaciona-se com

as covariaveis «; = (21, ..., 2;y) por meio de uma funcao de ligacdo da seguinte forma

em que ¢g(-), representa uma func¢ao de ligacao continua monétona e duas vezes diferenciavel
com dominio R, 8= (B1,...,5,)" (p <n) é o vetor de parametros de regressio (3 € RP)
associado ao vetor de covaridveis @; e n(-; -) € uma fungao possivelmente linear ou nao-
linear, continua e diferenciavel com respeito aos componentes de B. Seja X = X(8) =

On/0B" a matriz de derivadas de n = (7,...,7,) com respeito a B' e assume-se que o
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posto(X) = p.

Para 7y, ..., Z, uma amostra aleatoria de tamanho n em que cada Z; segue o modelo
de regressdo ZISP (Z; ~ ZISP(6;,¢)) e com a expressao (2.23), temos que o logaritmo da
funcao de verossimilhanga de ¥ dada a amostra observada z = (z1, ..., z,) pode ser escrita

como

= " {—log(1+ ) + I(;,—0) log(¢ + ag A(6:) ") + I(,50 [log(a,) (2.24)

+ z;log(0;) — log(A(6;))]} -

Diferenciando (2.24) em relacdo aos parametros do modelo, B e ¢, obtemos o vetor escore
U (9) = (U] (9),Us(9)), cujos elementos sao

NO=Tor — 2 o5 T+ eon (3~ )|} o6

(2.25)

LW n 1
U2('l9) = a¢ = 1 +¢ + ; {[(21:0)¢+6L0A(91’>1}’

99, _ 997 (m) on
B8 —  on 9B

em que

Os EMV de 9 denotado por 9 podem ser obtidos ao maximizar a funcao log-
verossimilhanga (2.24), o qual é equivalente a resolver o sistema de equagoes Ul(f@) =0e
UQ(ﬁ) = 0. Estas equacoes sao nao lineares e nao possuem solucao explicita, entao con-
sideramos o algoritmo do Newton-Rapson, implementado no pacote pscl no software R

(R Development Core Team, 2009) para estimar as solugdes.

Sob usuais condigoes de regularidade, de (2.5) temos que a matriz de informacao de

Fisher dos parametros 3 e ¢ no modelo de regressao ZISP tem como componentes

B 92((9) A"(0:) _ (1+24(6:) (A'(6:))*] 96; 06
Kﬁﬁ__E<8ﬂ8BT> 1+¢Zl 0i2_¢+a014(9) A(0;)* }aﬁ—raﬂ

A(0;)  A6:)

_i [uz- L 1 aA@) (A"(ei) (A’(@i)%)?)] 06; 9,

02 1+¢ 0BT 0B

=1

—ay 91 “ 1-— aoA(Qi)il A/(01> 0291
1+¢ZA 28/3%*;[ e x| oom

(2.26)
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I ) 0
Kpp = E(aﬂaqs) 1+¢Z ¢>+aoA 1) A(0:)? 0B

(2.27)

W)\ _ 1 - 4 -1 1 = 1—apA(6)™"
) T (1+¢)? ; ¢+ agA(l;)" + o ; BT a6 T (2.28)

0%, _ 9g7'(n) & 921 (n) (on)° A0
em qué 53753 = ~ oy a,aTgﬁ+ on? (%) e E[Zil(zoﬂ)]—l‘i—(1+¢>)A(9i)'

Note que Kgg representa uma submatriz de dimensao (p x p), Kg, = Kyg com dimensao

p X 1 e a dimensao de Ky4 ¢ 1 X 1 correspondente a um valor escalar.

O interesse é formular a estatistica gradiente sob os testes de hipoteses em relacao
aos parametros do modelo de regressao ZISP. Sejam 19, e 195 subconjuntos disjuntos do vetor
de paradmetros ¥ e geram uma particao do vetor escore e a matriz de informacao de Fisher,

dadas por
Us,

ve)=| 2

K(9) = (2.29)

Ky,9, Ko,
T .
K’l?g’ﬂl K"SQ'&Q

- _ 0% _ kT 82¢ _ 92¢
em que Kyg,9, = — L [819?6191}7 K9, = Kg,9, = —E [aa{aﬁz] e Koy, =—F [&9;&92}’

e uma das componentes da matriz inversa de informagao de Fisher relacionada ao vetor de

parametros que deseja-se testar ¢ dada por

K192192 = (K192'l92 - KlglﬁzK’l;llﬁlK'ﬂl'ﬁQ)il' (230)

A hipoétese para testar é:

HO : 192 = ’1920 contra H1 . ’192 7é 1920

em que Y99 é um vetor pré-especificado.

Para formular as estatisticas de teste, primeiramente considere 9 = (9],95)7 e 9 =
(97,95,)", que sao as estimativas de méxima verossimilhanca de 9 sob o espago para-
métrico completo e sob a hipdtese nula Hj, respectivamente. A estatistica gradiente para

testar a hipotese H, é dada por
SG - UJQ (’32 - ’1920), (231)

em que ﬁ'ﬁg = U192(19)|19:1§‘

A formulacao das estatisticas usuais como o teste da razao de verossimilhanca, escore
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e Wald sao dadas, respectivamente, por

Sir=2 (5(19) . e(é)) , (2.32)
Sk = Ug, K220y, (2.33)

e
SW - (192 - ’1920)T([A(192192)71(’l§2 - ’1920), (234)

em que K292 = K9292(9)|,_5, e (K9292)71 = (K?292(9))~!| ,_5 sio obtidos de (2.30).

As quatro estatisticas sob Hy e algumas condicoes de regularidade, convergem em distribui-

¢ao para uma distribui¢do Qui-quadrado com dim(¥);) graus de liberdade.

Com as expressoes das estatisticas gradiente, da razao de verossimilhanca, escore e

Wald em (2.31) - (2.34), temos interesse em desenvolver procedimentos sobre o parametro

de inflacdo (ou deflagdo) de zeros no modelo de regressao ZISP, ou seja, deseja-se testar a
hipotese

Hy: ¢ = ¢g, contra Hy: ¢ # ¢y, (2.35)

em que ¢q é valor especificado do ¢. A estatistica gradiente para testar a hipétese nula em
(2.35) é dada por

N < 1 .
SG - (1 —+ ¢0 + ZI(Zi:O)QbO + aoA(é’i)_1> <¢ - ¢0)a (236)

i=1

em que 6; = g_l(’r](wi;,é)) ¢ EMV de 6; sob hipotese nula e ¢ é 0 EMV de ¢ no espaco
paramétrico completo. As estatisticas da razao de verossimilhanca, escore e Wald sao dadas,

respectivamente, por

1+ ¢ . &+ apA(6;) !
Srr =2 |—nlo + Ii..~0 1o =
L & (1 + <z>o> Zl (o008 <¢0 + apA(f;) !
A é) (2.37)
- 0; - A(6;
+Y zilesolog| = | =) I..s0lo f ,
ZZ:; (2:>0) g<0i> ; (2:>0) g(A(@))]
em que 0; = g(n(z;; B)) ¢ EMV de 6; sob o espago paramétrico completo.
Sp=|—+ zn: I(2=0) L K%(9) (2.38)
1 + ¢U =1 ¢0 + CL()A(@i)_l
e
Sw = (6 — ¢o) K (9)". (2.39)
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As estatisticas dadas em (2.36) - (2.39) para testar H, convergem em distribui¢ao
para uma distribuicdo Qui-quadrado com dim(¢) = 1 graus de liberdade. Também é de
interesse testar o parametro de poténcia, #;, com objetivo de verificar a significancia das
covariaveis x;. Sejam (3; e B2 subconjuntos disjuntos do vetor de parametros 3. Deseja-se

testar
Hy : By = B20, contra H : Ba # B2, (2.40)

em que By é o vetor especificado de 3,.

Para testar (2.40), considere as parti¢oes Ug, () e Ug, () do vetor escore Ui(9) (2.25).
Seja Ug,(¥) um vetor com r elementos, enquanto que Ug, (¥) contém p — r elementos. Da
submatriz K#P definida em (2.27) escolha-se a particao Kgf que corresponde a submatriz
de dimensao r x r formada pelas r linhas e as r colunas relacionadas aos parametros 3.
Desta forma apresentamos a formulagao da estatistica gradiente para testar a hipotese nula,

dada por
SG - ng (BQ - ,620). (241)

As estatisticas da razao de verossimilhanca, escore e Wald sao dadas, respectivamente, por

Spr = 2(0(9) — ((9)), (2.42)
Sk = U, K5°(9)Us, (2.43)
Sw = (B — ﬁ2o)Tkgf(ﬂ)fl<Bz — Bao), (2.44)

em que ¥ = (BI,B;,QAS) e = (BI,B;O,@ sao os EMVs de 9 sob o espaco paramétrico
completo e sob Hj, respectivamente. (752, f(ﬂiﬂ(ﬂ) e Rgﬁ(ﬁ)_l sao obtidos por meio de
(2.30).

As estatisticas dadas em (2.41)-(2.44) sob Hj e algumas condigbes de regularidade,
convergem em distribui¢do para uma distribui¢do Qui-quadrado com dim(3y) = r graus de
liberdade.

2.2.1 Casos particulares

Nesta subsecao apresentamos alguns casos particulares do modelo de regressao ZISP,
e considere que o parametro de poténcia relacionado as covariaveis a; sera por meio de uma
funcao linear que adotara diferentes funcoes de ligacao dependendo do caso particular do
modelo ZISP. De (2.12) temos que o modelo de regressdo ZI-Poisson com covariaveis no

parametro 6; considerando a funcao de ligagao logaritmica e uma funcdo linear em (2.23)
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dada por
log(t;) = =8 ou 0; = exp(x:3),

em que 3 = (B1,...,05,)" € o vetor de parametros de regressao (8 € RP) associado ao vetor

de covariaveis x; = (2;1,...,2;) comi=1,..., n.

De (2.25), os elementos do vetor escore com respeito a B e ¢ correspondente ao

modelo de regressao ZI-Poisson, sao escritos como

o9 " —e~ %9,
Ul(ﬁ) = L — Z {[(Zizo)m + I(zi>0)(zi — 91)} m:
i=1
(2.45)

o)~ -1 1
0= 5550 =2 {5 e (57 |

Por meio de (2.5), temos que a matriz de informagao de Fisher dos parametros B e ¢ no

modelo de regressao ZI-Poisson tem como componentes

B U\ -~ [e 0 —ob)+o\, T
Rop =& (%%T) -2 { AT 0)@+e7) } e

Koo =—F (%2;(52) - 2_; { (1+ ¢)€(Zi+ ") } i (2.46)

Kpp = —E Y L™
e (w) 1:1{1+¢ ¢+e9i>}‘

Na forma matricial
Kpp =Y dix)m; = X diag(d)X e Kgy=—-) wiw/ =-X"W,
i=1 =1

em que X = (x1,T9,...,®,)" e diag(d) ¢ uma matriz diagonal n x n com (i,i)-ésima

entrada dada por

(e~ (1 — ¢t:) + ¢)0;
(14 ¢)(¢+e%)

e W = diag(W)Xe, em que e, ¢ um vetor que tem como primeiro valor igual a 1 e tém

di(’g) =

os outros elementos iguais a 0 e diag(W') é uma matriz diagonal n x n com (i,7)-ésima

componente dada por

Qie_ei
(1+0)(p+e b))

w;(9) =
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De (2.6), tem-se

-1

K98, ¢) = (i { ( L—e® } - WTX[XTdmg(d)X]—leW> L (2.47)

2N\ + 0P (G+e?)

As estatisticas gradiente, da razao de verossimilhanga, escore e Wald dadas em (2.36) -
(2.39) para testar H, em (2.35), correspondentes ao modelo de regressdo ZI-Poisson sio

dadas, respectivamente, por

R = —1 1
Sc = (d)—qﬁo)Z{lJr% + L=0) (m)}

i=1

~

n 14 n A+ —0; R _ . -
SLr = 2; {—1og (1 +gz<5b()) + I(z,=0) log (ﬁ) + 1.0 [zii(B — B) — (0; — z)]},

Sw = (& — ¢o)*K*(8,0) ",

sendo B ¢ o EMV de B sob a hipo6teses nula e, B e ngﬁ sao os EMVs no espaco paramétrico
completo e, K22(3,¢) e K22(83,¢)~! sio obtidos de (2.47).

Agora, no caso do modelo de regressao ZI-Geométrica com covaridveis no parametro

0; em (2.17), considerando a fung¢ao de ligagao logistica associada a fungao linear em (2.23)

91‘ o . eXp(mz:B>
o (25) == o 0 e

os elementos do vetor escore definidos em (2.25), correspondentes ao modelo sao dados por

dada por

Ul(ﬂ) = Z {-[(zi_())m + ](zi>0) [9—1 - (1 _ 01)} } 1+ GXp(ZEiﬁ) T, (2.48)

—-n - 1
Us(9) = 77 ; {f(zio)m} : (2.49)

A matriz de informacao de Fisher dada em (2.5) para os parametros 3 e ¢ no modelo de

regressao ZI-Geométrica tem como componentes

T

RS -2 (1+2(1—6)7Y) 1-302(1—-06;)7" 0?
Kﬁﬂ‘m;[u—e»_ o+ (1—6:)  6:(1-06) ](Hewif’)

(2.50)
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K - ; 2.51
po = 1+¢Z[gb—l—(l—@))(l—i—expwi,@)}wz (2:51)
e
¢+ RS 0;
: 9.5
Z 1+¢> 1+¢;<¢+<1—9»>2 (2:52)
as quais expressas na forma matricial podem ser escritas como
Kgg = Zczijl = X "diag(c)X e Kgy = tha}: - X"H,
i=1 i=1
em que X = (T, Ty,...,x,) ediag(c)éuma matriz diagonal nxn com (i, i)-ésima entrada
dada por
) - ( 2 142(1-6)" 1—303(1—61)_1) 02
T 1+ \(1—6) ¢+ (1 -0, 0;(1 — ;) (14 e=iB)2’

e H = diag(H)Xe, em que e, ¢ um vetor que tem como primeiro valor igual a 1 e tém
os outros elementos iguais a 0 e diag(H) é uma matriz diagonal n x n com (i,7)-ésima

componente dada por

1 0;
hi(9) = 1+¢ ((¢+ (1—6;)(1+ 6:”['))) '
De (2.6) tem-se
K% (0 (Z i 1 Zn: : >_H "X [X diag(c)X]"' X "H
e TS G0 |

(2.53)

As estatisticas gradiente, da razdo de verossimilhanga, escore e Wald dadas em (2.36)
- (2.39) para testar Hy em (2.35), correspondentes ao modelo de regressao ZI-Geométrica,

sao dadas, respectivamente, por

—nNn - 1
Sq = (¢ ¢0) (1 T+ %o + ; {[(Z¢:0)M}> )
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R 1 o0
o = <1+¢O+Z[(ZFO)¢O+(1—9})>K (8,9)

i=1

Sw = (6= 60)*K*(8,0)"",
em que K22(3,¢) e K?%(3,¢)"! sdo obtidas de (2.53).

Alternativamente, os diferentes modelos podem ser comparados, penalizando os
ajustes usando o critério de informacao de Akaike (1973) dado por AIC = —2((9) + dim(19)
e o critério de Schwarz (1978) definido por SBC' = —2{(9) + dim(?) log(n), em que dim(¥)
¢ o namero de parametros. Portanto, para os modelos em avaliagao com o mesmo conjunto
de dados, sera selecionado o melhor modelo, aquele que possui o menor valor de critério de

selecao.

2.3 Estudo de simulacao

Nesta secao apresentamos um estudo de simulacao com e sem covariaveis com a
finalidade de avaliar a performance da distribuicdo da estatistica gradiente (Sg) com as
distribuigoes das estatisticas da razao de verossimilhanca (Spr), escore (Sg) e Wald (Sw),
nos modelos ZIP e ZIG, em testar as hipoteses: Hy : ¢ = 0 contra H; : ¢ # 0, para amostras

pequenas, moderadas e grandes.

2.3.1 Simulacoes sem covariidveis no modelo ZI-Poisson

Neste caso, sem covariaveis, o estudo de simulagao é baseado na estimacao da taxa
de rejeicao das distribuicoes empiricas e do poder do teste das quatro estatisticas assumindo

a hipotese nula.

Consideramos 10000 réplicas de Monte Carlo utilizadas na comparagao do tamanho
do teste e os niveis nominais dos testes foram o = 1%,5% e 10%. Esta configuragio foi
realizada em cinco diferentes tamanhos de amostras n = 30, 50, 100, 200, 400 e 600. Em cada
caso, consideramos uma variacao de 6 = 0.5,1, 2. Os valores de 6 foram escolhidos para a
geracao de zeros, pois quanto menor for o valor de 6, maior serd o nimero de zeros gerados. A
implementagao das simulagoes foi desenvolvida no software R (R Development Core Team,

2009) e os resultados da taxa de rejeicao estao apresentados na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Tazas de rejeicao da hipdtese H, : ¢ = 0, no modelo ZI-Poisson, para diferentes

valores de 0.

0=0,5 9=1,0 0 =2,0

n  (a%) Se¢ Sk Sir Sw Se Sk Sir Sw Se Sk Sir Sw
30 11,0 07 05 29 1,0 08 1,0 19 0,8 06 0,6 1,0
5 32 34 41 59 50 46 47 53 39 38 45 56

10 72 90 87 97 9,7 10,1 10,3 104 86 84 95 98

50 1 09 08 09 22 08 09 10 1,7 0,9 08 1,0 20
5 47 44 49 59 49 46 53 55 47 48 56 62

10 97 97 103 105 10,1 10,1 10,6 10,3 10,2 10,1 10,8 10,4

100 1 1,1 09 1,1 20 1,0 09 10 16 10 09 10 16
5 48 50 50 65 50 50 50 57 49 49 51 57

10 10,0 102 10,0 120 101 10,3 102 11,2 10,0 102 102 108

200 1 1,0 10 1,1 15 1,1 1,1 1,1 14 1,0 1,1 1,1 14
5 48 50 50 54 49 50 51 53 50 51 51 53

10 99 10 100 10,6 10,0 10,0 10,0 10,3 10 10,0 10,1 10,3

400 11,0 1,0 10 12 1,0 1,0 10 1,1 1,0 1,0 10 1,0
5 49 49 51 53 49 49 50 52 50 50 50 5,1

10 99 100 101 104 98 99 10,0 10,0 98 98 10,0 10,0

600 1 09 09 09 1,1 12 12 12 10 1,0 10 10 1.1
5 49 49 50 50 49 51 50 50 49 48 49 49

10 98 98 98 99 10,2 102 10,2 10,0 99 99 98 98

Da Tabela 2.1 observa-se que as taxas de rejeicao nula do teste gradiente apre-
senta uma boa aproximagao aos valores nominais para tamanhos amostrais pequenos (n =
30,50, 100) comparados com os resultados dos testes usuais. A medida que aumenta o ta-
manho das amostras o teste gradiente é equivalente aos testes de escore, Wald e da razao
de verossimilhanca para testes de hipoteses em relacao ao parametro de inflagao do modelo

Z1-Poisson. Note que as taxas do teste de Wald sao superestimadas em alguns casos.
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Tabela 2.2: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 50 sob Hy : ¢ = 0.

P;=1,07 Ps=1,64 Pg=271 Pg;=384 Pgy=06,63
0,5 | Se 1,07 1,66 2,54 3,66 6,93
Sk 1,07 1,63 2,61 3,60 6,21
Sir 1,09 1,71 2,75 3,73 6,32
Sy 1,08 1,76 3,08 5,16 11,60
1,0 | Se 1,11 1,67 2,77 3,91 6,35
Sk 1,10 1,71 2,73 3,77 6,53
Sig 1,10 1,70 2,72 3,80 6,72
Sy 1,10 1,66 2,78 3,78 7,63
2,0 | Sg 1,11 1,71 2,76 3,78 6,60
Sk 1,12 1,70 2,74 3,82 6,46
Sir 1,15 1,73 2,88 3,97 6,87
Sw 1,12 1,71 2,87 4,36 8,33

Tabela 2.3: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 200 sob Hy : ¢ = 0.

P:=1,07 Ps=1,64 Pyg=271 Pg;=23284 Pgy=6,63
0,5 | Se 1,05 1,64 2,68 3.80 6,55
Sh 1,08 1,66 2,73 3.83 6,52
Sig 1,09 1,65 2,72 3,84 6,77
Sy 1,08 1,66 2,83 3,96 7,68
1,0 | Sg 1,05 1,62 2,75 3.83 6,39
Sk 1,06 1,62 2,71 3.86 6,84
Sir 1,06 1,62 2,72 3.88 6,85
S 1,04 1,61 2,71 3,92 6,96
2.0 | S 1,07 1,65 2,69 3.89 6,64
Sh 1,08 1,66 2,71 3,88 6,69
Sir 1,08 1,66 2,73 3.89 6,76
Sy 1,08 1,65 2,75 3,90 7.40

Nas Tabelas 2.2-2.3 sao apresentados os quantis da distribuicao empirica da estatis-
tica gradiente, razao de verossimilhanca, escore e Wald, conjuntamente com os quantis da
distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade, em que observamos que os quantis sao
bem aproximados aos quantis teoéricos. Esses resultados podem ser observados na Figura 2.1.
Mas, em alguns casos os quantis empiricos diferem do quantil teérico para a estatistica de
Wald.
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Figura 2.1: Quantis empiricos das distribuicées Sq, Sr, SLr ¢ Sw quando 6 = 1.
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O poder do teste das quatro estatisticas é apresentado na Tabela 2.4 para n = 100
e 200, em que ¢ considerado uma pequena variacao de ¢ para observar a variacao do poder
da estatistica gradiente. Os resultados, indicam que a estatistica gradiente é competitivo as

estatisticas de escore, da razao de verossimilhanca e Wald, pois o poder do teste é similar.

Tabela 2.4: Poder do teste de ¢ quando 6 = 2.

a=0,01 a=0,05 a=0,10
n ¢| S¢ Sr Stk Sw | S¢ Sk Stk Sw | Se¢ Sk Sir Sw
100 0,00 | 0,01 0,01 001 002|005 005 006 006|010 010 0,10 0,11
0,04 | 0,04 0,04 0,03 0,01]0,03 0,12 0,11 0,07 | 0,20 0,20 0,18 0,14
0,08 | 0,15 0,13 0,12 004|031 030 029 019 | 042 040 039 0,32
012 | 030 028 026 011|052 049 048 037|063 061 060 0,53
0,16 | 0,49 046 043 024 | 069 067 0,66 056|078 077 0,76 0,70
020 | 0,65 0,62 060 038|08 081 081 072|089 088 088 0,84
024 | 078 075 0,73 053|091 090 089 083|095 094 094 092
028 | 087 085 084 068|095 095 095 091|097 097 097 0,96
0,32 | 0,92 0,90 0,90 0,78 0,97 097 097 095|099 098 0,98 0,98
0,36 | 0,96 0,95 094 085|099 099 099 0097|099 099 099 0,99
040 | 0,97 0,97 096 090|099 099 099 0098|100 1,00 1,00 0,99
044 | 098 098 098 094|099 099 099 0099|100 1,00 1,00 1,00
048 | 099 099 099 096|100 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
0,52 | 1,00 099 099 098|100 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
0,56 | 1,00 099 0,99 098|100 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 | 1,00 1,00 1,00 0,99 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
064 | 1,00 1,00 1,00 099 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
0,68 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
200 0,00 | 0,01 001 001 001|005 005 005 006|010 0,10 0,10 0,10
0,04 | 0,08 007 006 003|020 019 0,18 013|029 029 028 023
008|032 029 028 017|053 052 050 043 | 0,64 0,63 062 0,57
0,12 | 061 058 0,56 043|080 0,79 078 072|087 086 086 0,83
0,16 | 083 082 0,80 0,70 | 094 0093 093 090 | 097 096 096 0,95
020|094 093 092 087|098 098 098 097|099 099 099 0,99
024008 098 098 095|100 1,00 099 099 | 1,00 1,00 1,00 1,00
0,28 10,99 099 099 098|100 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
032 1,00 1,00 1,00 099 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00
0,36 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00

27



o | <
i =
o | @
S [S]
© ©
8 8
£ -
g s g 3
(S N
[S] (=]
o | o 4
S c
T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
® @
(a) n =100 (b) n = 200

o |
o
[}
@
g <@
D o
g
o
o
5]
8
g I
— SG
N | — SR
° —— SLR
— sw
o
S
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
[
(¢) n =400

Figura 2.2: Poder do teste Sg,Sgr, SLr € Sw para diferentes valores de ¢ e tamanhos de amostra
n = 100,200 e 400 quando 0 = 1, ao nivel nominal de 1%.
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Figura 2.3: Poder do teste Sg,Sgr, SLr € Sw para diferentes valores de ¢ e tamanhos de amostra
n = 100,200 e 400 quando 0 = 1, ao nivel nominal de 5%.
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Figura 2.4: Poder do teste Sg,Sgr, SLr € Sw para diferentes valores de ¢ e tamanhos de amostra
n = 100,200 e 400 quando 0 = 1, ao nivel nominal de 10%.

As Figuras 2.2 - 2.4 mostram o poder do teste para as estatistica gradiente, escore, da
razao de verossimilhanca e Wald, em que observa-se que as quatro estatisticas tém o mesmo
poder, para amostras grandes. Mas, a estatistica Wald tem menos poder para amostras de

tamanho n = 100.
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2.3.2 Simulacoes sem covariidveis no modelo ZI-Geométrica

O estudo de simulacao ¢ baseado na estimacao das taxas de rejeicao das distribuicoes
empiricas e do poder do teste das quatro estatisticas assumindo a hip6tese nula para o modelo

Z1-Geométrica.

Foram consideradas 10000 réplicas de Monte Carlo utilizadas na comparacao do
tamanho do teste e os niveis nominais dos testes foram o = 1%, 5% e 10%. Esta configuracao
foi realizada em cinco diferentes tamanhos de amostras n = 30, 50, 100, 200, 400 e 600. Em
cada caso consideramos uma variacao de # = 0,3; 0,5 e 0,7. Os resultados das taxas de
rejeicao estao apresentados na Tabela 2.5 e observa-se que os valores estimados do teste
gradiente apresentam melhor aproximacao comparado com as taxas dos testes de escore,
Wald e razao de verossimilhanca. Os valores das taxas de rejeicao sao aproximados ao valor
nominal do teste na medida que aumenta o tamanho das amostras. O teste gradiente é
equivalente aos testes de escore, Wald e razao de verossimilhanca, para os testes de hipoteses
em relagao ao parametro de inflagao do modelo ZI-Geométrica. Neste caso também acontece

que, quanto menor for o valor de #, maior serd nimero de zeros gerados.

Tabela 2.5: Tazas de rejeicdo da hipdtese para testar H, : ¢ = 0, no modelo ZIG, para diferentes
valores de 0.

9=0,3 9=0,5 9=0,7
n (a%)  Sc SLR Sr Sw Sc SLR Sr Sw Sec  Sir Sr Sw
30 1 1,50 0,62 5,92 4,64 0,90 0,94 5,05 3,05 0,94 087 4,85 2,68
5 447 447 973 9,12 449 520 10,11 7,10 436 529 916 6,63
10 7,89 9,71 12,28 11,40 9,38 11,04 13,85 11,40 9,65 10,19 13,50 10,74
50 1 1,18 0,98 4,96 4,54 0,94 0,94 2,92 1,64 1,06 1,06 3,50 2,20
5 476 48 920 8,16 492 492 736 596 498 566 7,84 6,20
10 8,66 10,24 13,84 11,98 9,70 9,80 12,24 10,06 9,98 10,42 12,68 10,78
100 1 1,18 1,00 336 2,70 0,90 080 1,74 124 1,02 1,20 198 1,60
5 5,04 5,02 7,92 6,88 4,56 4,98 6,46 5,54 480 4,94 6,02 5,20
10 9,62 10,30 12,40 11,78 9,62 9,68 11,56 10,68 9,60 9,60 10,76 9,84
200 1 1,01 096 198 1,71 0,97 090 153 127 120 120 181 159
5 4,75 5,09 5,99 5,69 4,93 5,08 5,62 5,15 5,29 5,27 5,66 5,34
10 9,80 10,27 11,02 10,82 9,49 9,64 10,12 9,84 9,77 9,79 10,46 10,08
400 1 094 093 146 136 1,00 089 1,06 095 091 089 1,10 094
5 497 492 531 515 472 ATL 485 4,73 465 464 495 4,69
10 10,03 9,98 10,48 10,25 9,42 9,55 9,68 9,63 9,79 9,71 10,06 9,87
600 1 1,04 1,03 1,38 1,28 1,08 0,94 1,06 0,93 1,26 1,22 1,34 1,24
5 494 502 520 514 492 500 535 5,16 515 527 542 527
10 9,76 9,87 10,15 10,05 10,24 10,19 10,24 10,11 995 996 10,30 10,11
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Tabela 2.6: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 100 sob Hy : ¢ = 0.

P;=1,07 Ps=1,64 Pg=271 Pg;=384 Pgy=06,63
0,3 | Sg 1,10 1,66 2,67 3,86 6,98
Srr 1,06 1,66 2,87 3,85 6,76
Sk 1,17 1,78 3,23 5,11 14,02
Sy 1,14 1,73 3,01 4,73 11,72
0,5 | Sg 1,07 1,64 2,64 3,67 6,40
Sir 1,08 1,64 2,69 3,84 6,32
Sk 1,11 1,71 2,97 4,36 8,23
Sy 1,08 1,66 2,82 4,01 7,20
0,7 | Sg 1,09 1,62 2,65 3,77 6,68
Sir 1,11 1,67 2,66 3,83 6,92
Sk 1,13 1,68 2,83 4,25 9,33
Sw 1,10 1,62 2,68 3,90 7,98

Tabela 2.7: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 400 sob Hy : ¢ = 0.

P:=1,07 Ps=1,64 Pyg=271 Pg;=23284 Pgy=6,63
0,3 | Sg 1,08 1,68 2,71 3,82 6,52
Sir 1,10 1,66 2,70 3,81 6,58
Sk 1,08 1,68 2,81 4,01 7.41
Sy 1,07 1,67 2,77 3,93 7,19
0,5 | S 1,05 1,60 2,63 3,75 6,60
Sir 1,05 1,61 2,64 3.73 6,42
Sr 1,05 1,60 2,64 3,77 6,79
Sy 1,05 1,59 2,60 3,71 6,58
0,7 | Se 1,03 1,62 2,68 3,72 6.53
Sir 1,03 1,63 2,66 3,72 6,41
Sk 1,03 1,63 2,71 3,80 6,76
Sy 1,03 1,62 2,68 3,73 6,55

Nas Tabelas 2.6-2.7 sao apresentados os quantis da distribuicao empirica da estatis-
tica gradiente, da razao de verossimilhanca, escore e Wald, conjuntamente com os quantis
da distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade, em que observamos que os quantis
sao bem aproximados aos valores quantis teéricos. Esses resultados podem ser observados
nas Figura 2.5. Note que a estatistica gradiente e da razao de verossimilhanca sao melhores

comportadas em relacao as outras estatisticas mesmo par uma amostra pequena.
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O poder do teste das quatro estatisticas, sao apresentadas graficamente nas Figuras
2.6-2.8 em que tem-se considerado uma pequena variagao de ¢ para observar a variagao do
poder da estatistica gradiente. Os resultados indicam que a estatistica gradiente é compe-
titivo as estatisticas de escore, da razao de verossimilhanca e Wald pois o poder do teste
é similar. Note que o poder da estatistica gradiente é maior aos outros quando se trata de

amostra pequena e moderada (n = 100, 200).
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Figura 2.6: Poder do teste Sg,Sgr, SrLr € Sw para diferentes valores de ¢ e tamanhos de amostra
n = 100, 200,400 e 600 quando 6 = 0,7, ao nivel nominal de 1%.
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2.3.3 Simulacao com covariaveis no modelo ZI-Poisson

Para avaliar o desempenho da estatistica gradiente (Sg) com a estatistica da razao
de verossimilhancga (Spr), escore (Sg) e Wald (Sy/) foram simulados valores do modelo de re-
gressao ZI-Poisson (2.13) com parametros ¢ = 0 e 6; = exp(f1 + faxi1 + f3xi2), i =1,...,n,
em que ; = —1,0; = —0,5, B3 = 1 e a covariavel x;; foi gerada de uma distribuicao Ber-
noulli com probabilidade de sucesso igual a 0, 5 e a covariavel ;> gerada de uma distribuigao
Uniforme no intervalo (0, 1). A avalia¢do é em termos da estimacao das taxas de rejei¢ao nula,
e comparacao da distribuicao empirica das estatistica gradiente com a distribuicao teérica.
O estudo ¢é baseadas em 1000 amostras de Monte Carlo de tamanhos n = 30, 50, 100, 200 e

400 do modelo regressao ZI-Poisson com ¢ = 0.

Tabela 2.8: Tazas de rejei¢io da hipdtese para testar Hy : ¢ = 0 no modelo de regressao ZI-Poisson.

n (%) Se¢ Stk Sk Sw
30 1 1,50 080 050 0,00
5 630 390 220 0,30
10 10,80 8,00 560 1,50
50 1 1,30 0,70 030 0,00
5 440 290 130 0,50
10 9,60 6,90 390 230

100 1 090 030 0,10 0,00
5 370 270 1,10 0,80
10 840 6,50 3,70 3,00
200 1 1,00 080 040 0,20
5 480 380 2,70 1,90
10 9,00 820 6,30 5,60
400 1 1,00 080 040 0,20
5 550 4,70 280 2,70
10 10,60 9,70 7,70 7,30

Na Tabela 2.8 é apresentada as taxas de rejeicao nula para os valores nominais de
1%,5% e 10%. No caso quando a amostra ¢ de tamanho n = 30, as taxas das estatisticas
escore e Wald respectivas apresentam resultados subestimados aos valores nominais. E as
taxas de rejeicao empiricas do teste gradiente apresenta melhor aproximacgao aos valores
nominais na medida que aumenta o tamanho amostral. A Tabela 2.9 mostra os percentis
empiricos das estatisticas de teste que sao satisfatoriamente aproximados com o percentil
tedrico, na medida que aumenta o tamanho das amostras, indicando que a distribuicao

assintotica ¢ uma Qui-quadrado com um grau de liberdade.

37



Tabela 2.9: Percentis estimados sob Hy : ¢ = 0.

n  Estatisticas P;=1,07 Pg=1,64 Pg=2,71 Pgs=23,84 Pgg=26,63

30 Sq 0,96 1,56 2,87 4,46 9,23
SLr 0,72 1,08 1,84 2,57 5,25
Sk 0,36 1,36 2,33 3,47 6,89
Sw 0,67 0,95 1,54 2,01 3,13
50 Sa 0,38 1,47 2,68 3,95 6,97
SLr 0,71 1,15 1,93 2,79 4,99
Sk 0,82 1,34 2,37 3,37 6,07
Sw 0,68 1,07 1,76 2,38 3,75
100 Sa 1,10 1,75 2,78 3,84 5,84
Sir 0,90 1,38 2,09 2,93 4,09
Sk 1,02 1,60 2,52 3,50 5,10
Sw 0,87 1,33 1,99 2,58 3,62
200 Sa 0,94 1,52 2,44 3,42 6,93
SLr 0,33 1,29 2,01 2,73 5,18
Sk 0,90 1,44 2,26 3,15 6,25
Sw 0,82 1,27 1,96 2,67 4,92
400 Sq 0,92 1,48 2,65 3,85 6,69
SLr 0,84 1,32 2,27 3,23 5,28
Sk 0,89 1,42 2,51 3,60 6,18
Sw 0,84 1,31 2,24 3,13 5,08
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Também é de interesse estimar as probabilidades de rejeicao das estatisticas gradi-
ente, razao de verossimilhanca, score e Wald em relacao ao teste Hy : S = B3 = 0 definido
em (2.40) para trés valores nominais o« = 1%, 5% e 10% considerando os tamanhos de amos-
tra n = 100, 200, 400 e 600. Para diferentes valores de ¢ = 1 e 2. Os resultados apresentam-se
na Tabela 2.10 e observamos que a medida que o tamanho de amostra aumenta os valores
empiricos das taxas de rejeicao das estatisticas gradiente e razao de verossimilhanga sao

melhores aproximados a seus valores nominais.

Tabela 2.10: Tazas de rejeicio da hipdtese Hy : B = B3 = 0 para S, Spr, Sr € Sw para diferentes
tamanhos de amostra no modelo de regressao ZI-Poisson

¢=1,0 ¢ =2,0

n (&%) | Se Stk Sk Sw Se Stk Sk Sw
100 1 220 230 4,00 1,30 320 150 440 0,50
5 6,50 6,30 840 5,50 740 630 9,30 3,50

10 10,30 10,30 12,50 9,40 13,50 13,00 1540 7,30

200 1 1,10 1,20 1,30 0,70 0,90 090 1,30 0,30
5 520 540 570 4,40 580 5,60 6,60 4,40

10 990 990 11,50 9,10 10,70 10,50 11,50 9,10
400 1 120 1,20 1,60 1,10 1,10 1,10 1,30 1,00
5 540 540 580 5,10 490 490 530 4,50

10 10,90 10,90 11,30 10,50 9,80 10,00 10,30 9,40
600 1 1,00 1,00 1,10 1,00 1,20 120 140 1,10
5 500 490 530 4,80 6,20 620 650 5,80

10 990 9,90 10,20 9,90 10,90 11,00 11,10 10,50

2.3.4 Simulacoes com covariaveis no modelo ZI-Geométrica

Para avaliar o desempenho da estatistica gradiente (Sg) com a estatistica da razao
de verossimilhanga (Spg), escore (Sg) e Wald (Sy) foram simulados valores do modelo de

regressao ZI-Geométrica (2.17) com parametros

exp(f1 + fazin + Baxio)

p=0e b= (1+ exp(B1 + Bowit + B3i2))

1=1,...,n,

em que $; = 1,0, = —1, 3 = —0,5 e a covariavel x;; foi gerada de uma distribuicao
Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0,5 e a covariavel x;, foi gerada de uma
distribui¢cao Uniforme no intervalo (0,1). A avaliagdo é em termos da estimacao das taxas
de rejeicao nula, e comparagao da distribuicao empirica das estatistica gradiente com a
distribuicao teorica. O estudo é baseado em 1000 amostras de Monte Carlo de tamanhos
n = 30, 50, 100, 200, 400 e 600 do modelo regressao ZI-Geométrica com ¢ = 0.
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Na Tabela 2.11 é apresentado as taxas de rejeicao nula para os valores nominais
de 1%, 5% e 10% em que é observado as taxas de rejeigdo empiricas do teste gradiente
sao melhor aproximadas aos valores nominais comparadas com os testes usuais que estao
subestimando os niveis nominais, em todos os casos. Na Tabela 2.12 temos os percentis
os empiricos das quatro estatisticas de teste aproximados aos valores do percentil teérico,

indicando que distribuigao assintotica é uma Qui-quadrado com um grau de liberdade.

Tabela 2.11: Tazas de rejeicao da hipotese Hy : ¢ = 0 no modelo de regressao ZI-Geométrica.

n (%) Se Str Sk Sw
30 1 140 030 000 0,00
5 490 270 060 0,10
10 1050 610 2,60 0,60
50 1 150 090 000 0,00
5 560 290 120 050

10 10,10 7,20 3,40 2,10

100 1 120 040 0,00 0,00
5 430 3,00 1,30 1,10
10 870 7,30 3,70 3,10
200 1 1,20 0,70 0,10 0,10
5 440 3,60 2,10 1,90
10 10,00 850 570 5,10

400 1 1,30 0,50 0,10 0,00
5 430 390 240 240
10 930 820 640 6,20

600 1 1,60 1,10 0,60 0,60
5 6,00 520 3,70 350
10 11,80 10,90 8,70 8,40
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Tabela 2.12: Percentis estimados sob Hg : ¢ = 0.

n Estatisticas P7=1,07 Pg=1,64 Pg=271 Pgs=3,84 Pgg=56,63

30 Sq 0,92 1,46 2,77 3,83 7,44
SLr 0,30 1,24 2,24 2,97 5,21
Sk 0,66 0,95 1,59 2,04 3,16
Sw 0,61 0,88 1,38 1,74 2,48
50 Sa 0,92 1,52 2,72 4,09 7,66
SLr 0,83 1,34 2,26 3,29 5,87
Sk 0,69 1,06 1,71 2,40 4,26
Sw 0,66 1,00 1,56 2,12 3,34
100 Sa 0,94 1,43 2,52 3,65 7.17
Sir 0,36 1,29 2,21 3,12 5,86
Sk 0,75 1,09 1,79 2,48 4,35
Sw 0,73 1,05 1,70 2,32 3,88
200 Sa 0,94 1,46 2,70 3,73 6,76
SLr 0,89 1,36 2,45 3,35 5,89
Sk 0,81 1,20 2,09 2,81 4,72
Sw 0,80 1,18 2,04 2,71 4,43
400 Sq 1,03 1,48 2,56 3,64 6,82
SLr 0,99 1,41 2,40 3,37 6,16
Sk 0,91 1,29 2,15 2,95 5,19
Sw 0,91 1,28 2,12 2,89 5,02
600 Sa 1,09 1,78 2,94 4,12 7.22
Sir 1,05 1,71 2,79 3,86 6,64
Sk 0,98 1,58 2,53 3,44 5,71
Sw 0,98 1,57 2,50 3,39 5,57
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Da mesma forma que o modelo anterior foram estimadas as taxas de rejeicao das
estatisticas gradiente, da razao de verossimilhanca, score e Wald em relacao ao teste Hj :
Ps = B3 = 0 para trés valores nominais a = 1%, 5% e 10% considerando os tamanhos
de amostra n = 100, 200,400 e 600, para diferentes valores de ¢ = 1 e 2. Os resultados sao
apresentados na Tabela 2.13 e observamos que a medida que o tamanho de amostra aumenta
os valores empiricos das taxas de rejeicao sao melhor aproximados a seus valores nominais.
Note que as taxas do teste escore apresenta valores superestimados enquanto que do Wald
tém resultados subestimados aos valores nominais.

Tabela 2.13: Tazas de rejeicdo nula de Hy : o = B3 = 0 para Sq, Spr, Sr € Sw para diferentes
tamanhos de amostra no modelo de regressio ZI-Geométrica

6=1,0 ¢ =20

n  (a%)| Se¢ Stk Sk Sw S¢Stk Sk Sw
100 1 1,60 1,50 540 0,50 300 1,50 4,80 0,40
5 6,70 6,90 1120 3,90 730 6,10 10,10 2,90

10 | 11,70 12,50 15,90 10,00 12,00 12,00 1530 6,30
200 1 0,80 080 220 0,60 1,40 1,40 3,60 0,70
5 6,10 6,230 7,90 5,90 590 620 810 5,10

10 | 10,40 10,90 13,10 10,30 10,70 11,00 14,30 9,80
400 1 0,50 050 0,90 0,50 1,20 1,30 1,70 1,30
5 560 560 6,10 5,60 550 5,70 6,70 540

10 9,80 9,90 10,80 980 1040 11,10 12,10 10,60

600 1 1,30 1,40 1,60 1,10 1,40 1,40 1,60 1,20
5 440 450 5,10 4,50 450 4,60 550 440

10 | 10,00 10,20 10,90 10,20 10,00 10,10 10,70 9,30

2.4 Aplicacao

Aplicamos os resultados obtidos neste capitulo em dois conjuntos de dados reais.
O primeiro conjunto de dados foram introduzidos por Carrivick et al. (2003) num estudo
sobre lesoes sofridas por empregados de limpeza em um hospital na Australia. O segundo
conjunto dados, analisado por Ridout et al. (2001), refere-se ao numero de raizes produzidas

por brotos de macieira colunar Trajan micropropagadas.
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2.4.1 Aplicacao 1: Lesoes em empregados da limpeza.

Os dados referem-se ao niimero de lesoes sofrido por empregados da limpeza de um
hospital na Australia. Nota-se neste conjunto de dados que a propor¢ao de empregados que

nao sofreram nenhuma lesao foi 78,07% de um total de 342 empregados.

Nimero de lesoes 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nimero de empregados 267 52 16 4 2 0 0 0 1

Nesse conjunto de dados ajustamos o modelo ZI-Poisson e ZI-Geométrica. As esti-

mativas de maxima verossimilhanca (EMV) dos parametros dos modelos sdo apresentados
na Tabela 2.14.

Tabela 2.14: EMV para os pardmetros com ajuste dos modelos ZI-Poisson e ZI-Geométrica para
os dados de lesoes em empregados da limpeza.

Modelo | 6 (erro padrao) & (erro padrao)
ZIP | 0,8638 (0,1341)  0,6209 (0,0536)
ZIG | 0,6696 (0.0706) 0.6725 (0.0740)

As quantidades em parenteses sao os erros padroes das estimativas de maxima ve-
rossimilhanca. Os modelos diferem bastante na estimativa do zero deterministico, pois o
modelo ZI-Poisson estima 62,09 % de zeros que sao deterministicos nos dados, enquanto que
o modelo ZI-Geométrica estima, aproximadamente, 67,25% de zeros deterministicos e 32,75
% de zeros provem de forma aleatéria. A EMV da proporcao de empregados da limpeza que
nao sofreram acidentes no trabalho resultou em 78,07%. As estimativas sao aproximadas

com a proporc¢ao amostral.

Os resultados dos testes de hipoteses nula Hy : w = 0 contra H; : w # 0 sao apresen-
tados na Tabela 2.15. Podemos observar que as quatro estatisticas, avaliadas pelos modelos
Z1-Poisson e ZI-Geométrica, indicam que a proporcao de empregados que nao sofreram lesoes

é significativamente diferente de zero.

Tabela 2.15: Estimativas das estatisticas e nivel descritivo do teste de hipoteses Hy : w = 0.

Modelo ZI-Poisson Modelo ZI-Geométrica
Estatisticas Estimativas Nivel descritivo Estimativas Nivel descritivo
Sa 46,60 8,6 x 10712 6,30 0,01
SLr 34,00 5,51 x 107 5,37 0,02
Sk 39,47 3,35 x 10710 4,08 0,04
Sw 19,31 1,11 x 1075 3,96 0,05
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2.4.2 Aplicacao 2: Cultivos de macgas

Nesta segunda aplicacao consideramos o conjunto de dados extraido de Ridout et al.
(2001). Esses dados se referem ao namero de raizes produzidas por 270 brotos de macieira
colunar Trajan micropropagadas. Os brotos foram produzidos em oito diferentes culturas,
onde cada um possui uma das quatro concentracoes distintas de citocinina BAP sob um
fotoperiodo de 8 ou 16 horas. Em cada cultura foram utilizados grupos de 30 ou 40 brotos.
Nos 140 brotos cultivados sob fotoperiodo de 8 horas, apenas dois falharam na producgao
de raizes. Ja nos 130 brotos sob fotoperiodo de 16 horas, observaram-se 62 amostras falhas.
O foco do estudo é evidenciar a influéncia da concentragdo de citocinina BAP em dois
fotoperiodos no crescimento de raizes de macieiras Trajan. O tamanho amostral corresponde
an =270 e a porcentagem de zeros observados foi de 23,7%. Os dados foram coletados de
cada broto micropropagado: y; : nimero de raizes; x;;: concentracao de citocinina BAP e x;o:
fotoperiodo (0=8-horas , 1=16-horas) , i = 1,...,270. Na Figura 2.9 mostra a distribuicao

do nimero de raizes dos 270 brotos.

50
1

40

Numero brotos cultivados
30
|

20
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 17

Numero de raizes produzidas pelos brotos de maca

Figura 2.9: Distribui¢do do nimero de raizes produzidas pelos brotos de maga.

Ajustamos para este conjunto de dados os modelos de regressao ZI-Poisson e ZI-Geométrica

considerando as funcoes de ligacao logaritmica e logistica,

log(0;) = Bo + frzir + Pazay, i=1,....1n

0;
log (1 — 9') = Bo + Brxia + Baxy,

respectivamente.

Também, calculamos os critérios AIC e SBC para os dois modelos, os resultados obtidos
estao na Tabela 2.16.
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Tabela 2.16: Valores de mdzimo da log-verossimilhanca e os critérios AIC e SBC com ajuste dos
modelos ZI-Poisson e ZI-Geométrica para dados de cultivos de maga.

Modelo | max ¢(-) AIC SBC
ALY -677,5669 1363,134 1377,528
Z1G -710,9049  1429,81 1444,204

Considerando os critérios estabelecidos na Tabela 2.16, selecionamos o modelo ZI-Poisson
como um modelo apropriado para estes dados. Os EMVs sao apresentados na Tabela 2.17
em que o simbolo * indica o nivel descritivo da covaridvel X; é nao significativo ao nivel de

significAncia nominal de 5%.

Tabela 2.17: EMV para os pardmetros do modelo ZI-Poisson para os dados de cultivos de maca.

Covariaveis Parametros | Estimativas E.P max ¢(-) Nivel descritivo
T1, To Bo 1,969 0,061 -677,6 2 x 10716

B 0,001 0,005 0, 895"

Ba -0,289 0,062 3,88 x 107
T Bo 1,890 0,049  -688.,8 2 x 10716

B 3,4 x 1075 0,005 0,994*
T Bo 1,974 0,032 -677,6 2 x 10716

By 0,288 0,062 3.91x10°°

Verificamos por meio das estimativas das estatisticas que a proporcao de brotos
sem raizes é diferente de zero. Os resultados sao apresentados na Tabela 2.18, em que as
estatisticas rejeitam a hipotese Hy : w = 0 colocando-se em favor do modelo ZI-Poisson para
modelar os dados.

Tabela 2.18: Estimativas das estatisticas de teste e nivel descritivo para o teste Hy : w = 0 do
modelo ZI-Poisson.

Estatisticas Estimativas Nivel descritivo

Sc 962,533 2,5 x 10721
SR 216,766 4,6 x 1074
Sk 4,861 2,7 x 1072
Sy 47,380 5,8 x 10712

Agora avaliamos a influéncia das covariaveis (concentragao de citocinina BAP e fotoperiodo)
na producao de raizes. Para isto testamos Hy : 1 = [ = 0 contra H; : Ao menos um é
diferente de zero. As Tabelas 2.19 e 2.20 mostram que a covariavel com informacao de
concentracao de citocinina BAP nao tem influencia no crescimento de raizes e que a producao

delas depende altamente do fotoperiodo, sendo que (35 é diferente do zero.
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Tabela 2.19: Estimativas das estatisticas e nivel descritivo para o teste Hy : 51 = P2 = 0 do modelo
ZI-Poisson.

Estatisticas Estimativas Nivel descritivo

Se; 23,103 9,62 x 107
Sk 22,537 1,28 x 1075
Sk 21,592 2,05 x 1077
Sy 21,324 2,34 x 1070

Tabela 2.20: Testando a significincia das hipdteses, Hy : 51 =0 e Hy: o =0 .

Hy:6,=0 Hy:B,=0
Estatisticas Estimativas Nivel descritivo Estimativas Nivel descritivo
Sa 0,017 0,895 23,103 1,535 x 1076
SLr 0,018 0,895 22,537 2,061 x 107¢
Sk 0,017 0,895 21,591 3,373 x 1076
Sw 0,018 0,895 21,323 3.879 x 1076

2.5 Conclusoes

Neste capitulo foi estudada a performance da estatistica gradiente, em problemas de
teste de hipoteses para o parametro de inflagao (ou deflagao) de zeros e a influéncia das cova-
ridveis no parametro de poténcia do modelo zero-inflacionado Série de Poténcia. A estatistica
gradiente foi comparada com as estatisticas da razao de verossimilhanga, escore e Wald em
termos da taxa de rejeicao e do poder da estatistica de teste. Além disso, mostramos os gra-
ficos dos quantis empiricos e as curvas do poder do teste das distribuicoes das estatisticas,
onde mostrou-se que a estatistica gradiente tem um comportamento equivalente as estatis-
ticas tradicionais: da razao de verossimilhanca, escore e Wald. Também, foi observado que a
vantagem da estatistica gradiente é a simplicidade do seu célculo, quando comparada com
as estatisticas de Wald e de escore, pois nao envolve o calculo da matriz de informacao de
Fisher (ou observada). Esses resultados também foram confirmadas quando aplicados a dois
conjuntos de dados de contagem com excesso de zeros da literatura. Portanto, concluimos
que a estatistica gradiente ¢ uma alternativa as estatisticas tradicionais em problemas de

testes de hipoteses em modelos zero-inflacionados Série de Poténcia.

46



Capitulo 3

Um Modelo de Sobrevivéncia Induzida
por Fragilidade Discreta: Enfoque

Classico

3.1 Introducao

A andlise de sobrevivéncia é composta por um conjunto de técnicas para a anélise
de dados que envolve tempos ou mais exatamente, tempos até a ocorréncia de um evento
de interesse em individuos (ou unidades experimentais). O evento de interesse pode ser por
exemplo, a morte de um individuo de uma determinada doenca, reincidéncia de um tumor,
quebra de uma componente eletronica, falha de um equipamento industrial, resposta a um
inquérito no ambito da psicologia, inadimplentes de clientes de banco, cancelamento de
cartao de crédito de uma financeira entre outros. Assim, a anélise estatistica que envolvem
dados de tempo de um evento de interesse (ou tempos de sobrevivéncia) desempenha um
papel importante na medicina, epidemiologia, biologia, demografia, economia, engenharia e

outros areas do conhecimento.

A anélise de sobrevivéncia implicitamente assume que as populacoes sao homo-
géneas, ou seja, todos os individuos tém o mesmo risco de morte. Como mencionado no
Capitulo 1, é frequentemente importante considerar a populagao heterogénea, ou seja, uma
mistura de individuos com diferentes riscos. Um modelo de fragilidade fornece uma maneira
conveniente de introduzir heterogeneidade e associacoes nao observadas em modelos para
dados de sobrevivéncia. Em sua forma mais simples, a fragilidade é um fator de proporci-
onalidade aleatério nao observado que modifica a funcao de risco de um individuo, ou de
individuos relacionados. Em esséncia, o conceito remonta ao trabalho de Greenwood & Yule
(1920) em "propensao a acidentes". O termo de fragilidade foi introduzido por Vaupel et al.

(1979) em modelos de sobrevivéncia univariadas. Aplicacoes a problemas na anélise de dados
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de sobrevivéncia multivariada a partir do trabalho de Clayton (1978).

Estudos sobre modelos de fragilidade geralmente assumem uma variavel aleato-
ria continua e nao negativa. Distribuicoes de fragilidade frequentemente utilizadas inclui
a distribuicao Gama (Hougaard, 1984, Vaupel et al., 1979), Inversa Gaussiana (Hougaard,
1984), Log-Normal (dos Santos et al., 1995, Vu & Knuiman, 2002) ou a distribuicao Estével
Positiva (Hougaard, 1986). Por meio da perspectiva computacional essas distribui¢oes sao
convenientes ja que é simples obter de forma fechada as funcoes de sobrevivéncia, densidade
e risco, a partir da funcao transformada de Laplace. Por outro lado, as distribuicoes de fragi-
lidade continuas nao permitem ter risco zero. Aalen & Hjort (2002) propuseram o processo
de Poisson Composto Continuo (PPCC) para a distribuicao de fragilidade que considera
um subgrupo de individuos nao susceptiveis ao evento de interesse. Uma das propriedades
matematicas desse modelo é que, o ponto de massa em zero corresponde a inclusao de um
subgrupo dos individuos nao susceptiveis. Isso muitas vezes é biologicamente razoavel, uma
vez que apenas um subgrupo de individuos pode ter a composicao genética que o torna vulne-
réavel a determinadas doencas. Existem algumas situagoes nas quais ¢ apropriado considerar
a fragilidade distribuida discretamente, por exemplo, quando a heterogeneidade dos tempos
de sobrevivéncia surge por causa da presenca de um nimero aleatorio de falhas por unidade
ou pela causa da exposi¢ao a danos em um ntmero aleatoério de ocasides (Aalen & Tretli,
1999, Moger et al., 2004).

Na literatura sao encontrados dois tipos de modelos de fragilidade discretos. O pri-
meiro tipo é construido por meio da separacao da variadvel de fragilidade, Z, em aqueles
com nameros fixos ou aleatérios com pontos de massa de probabilidade. A maioria de tais
referéncias acabam por considerar misturas finitas (Xue & Brookmeyer, 1997), em que Z
¢ um grupo ou indicador de estrato assumindo poucos valores, ao vez de considerar uma
distribuicao de probabilidade sobre um suporte mais amplo. Estes autores afirmaram que
seu principal resultado também ¢é valido com uso das distribuicoes de fragilidade discre-
tas, bem como as continuas, mas nao prosseguiram essa linha de investigacao. Li & Zhong
(2002) referiram ao modelo de riscos proporcionais com fragilidade discreta ao modelo de
mistura finita como em Xue & Brookmeyer (1997). Recentemente, Wienke (2010) conside-
rou o Processo de Poisson Composto Discreto (PPCD) para os modelos de fragilidade, e
afirma que pode ser 1til para um modelo de sobrevivéncia que contenha uma proporcao de
unidades experimentais para os quais o evento de interesse nao ocorre mesmo apos um pe-
riodo longo de observagao (modelo de sobrevivéncia com fragdo de cura). O segundo tipo de
modelos de fragilidade discreta considera que a variavel de fragilidade ¢ um nimero aleatério
de componentes com massa de probabilidade nos niimeros inteiros nao negativos. Embora
fora mencionada a possibilidade desse modelo, nao foi investigada em detalhe. Recente-
mente, Caroni et al. (2010) desenvolveram os modelos de fragilidade discreta utilizando as
distribuicdes Geométrica, Poisson e Binomial e Ata & Ozel (2013) propuseram o modelo de

fragilidade discreta baseado no PPCD. Os modelos propostos por esses autores podem ser
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considerados como caso particular do modelo de sobrevivéncia com fracao de cura proposto
por Tsodikov et al. (2003).

Em muitas aplicacoes, o modelo de fragilidade assume um modelo de risco pro-
porcional condicionado ao efeito aleatorio (fragilidade), em que uma variavel aleatoria nao
negativa (fragilidade) Z, indica o nivel de risco individual e atua multiplicativamente na
funcao de risco. Mais especificamente, a funcao do risco condicionada a fragilidade pode ser
escrita como

h(t1Z) = Z ho(t), (3.1)

em que ho(t) é a fungdo de risco de base (ou basal). Note que a fungao de risco de base ho(t)
pode ser escolhida ndo parametricamente ou parametricamente (como por exemplo, as dis-
tribui¢oes Weibull, Exponencial, Gama, Gompertz e Log-Logistico). O modelo de fragilidade

pode também ser representado por sua funcao de sobrevivéncia condicional
t
S(t|Z) = Pr(T > t|Z) = exp (—Z/ ho(u)du) =exp (—ZHy(t)), (3.2)
0

em que Hy(t) = fot ho(u)du é uma fungao de risco acumulado.

A funcdo de sobrevivéncia incondicional (ou marginal), S(t), pode ser obtida por
integracao sobre o suporte da distribuicao da variavel aleatoria Z. Assim, a funcao de so-

brevivéncia incondicional é dada por
S(t) = /S(tIZ)dF(Z)dZ = E(5(t12)) = L[Ho(t)],

em que F'(z) é a fungao de distribuicao de Z e L(s) ¢ a transformada de Laplace de Z. As dis-
tribuicoes mais comuns em muitas aplicagoes sao as distribuigoes Gama, Inversa Gaussiana,

Positiva Estavel, entre outros.

Em (3.2) se a fragilidade for discreta com suporte nos inteiros nao negativos, {0,1,2,...} e
a distribuicao de probabilidades de Z especificada por Pr|Z = z| = p,, para z = 0,1,...,

entao a funcao de sobrevivéncia incondicional pode ser escrita como
S(t) =Y S(tlo)p: = Ez(S(t|2)) = Gz[Se(1)); (3:3)
z=0

em que Gz(s) ¢ a fungdo geradora de probabilidade de Z e Sy(t) = exp(—Hy(t)) ¢ a
fungdo de sobrevivéncia basal. Note que S(t) em (3.3) é a fun¢do de sobrevivéncia pro-
posta por Rodrigues et al. (2009b). Também ¢ facil demonstrar que se Pr(Z = 0) > 0, a
funcao de sobrevivéncia em (3.3) é impropria, ou seja, lim; o, S(t) = Gz(0) = Pr(Z =
0) > 0. Essas propriedades caracterizam os modelos de sobrevivéncia com fragao de cura
(Maller & Zhou, 1996). No caso que Pr(Z = 0) = 0, a fungdo de sobrevivéncia é propria, ou
seja, limy 00 S(t) = Gz(0) = Pr(Z =0) =0 e limy;_, S(t) = Gz(1) = 1.
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A literatura sobre modelos de sobrevivéncia com fracao de cura é extensa e esta em
rapida evolucao pois, estes modelos descrevem cada vez melhor os mecanismos biol6gicos dos
pacientes frente a uma doenca. Os livros de Maller & Zhou (1996) e Ibrahim et al. (2001),
como também artigos de Cooner et al. (2006), Cooner et al. (2007), Tournoud & Ecochard
(2007), Zhao et al. (2009), de Castro et al. (2009), Rodrigues et al. (2009a), Rodrigues et al.
(2009b), de Castro et al. (2010), Cancho et al. (2010), Cancho et al. (2011) e recentes pu-
blicagoes de Eudes et al. (2013), Milani et al. (2015), Ortega et al. (2015), Rodrigues et al.
(2015), Macera et al. (2015), Morita et al. (2016), Cordeiro et al. (2016), Cancho et al. (2016)
poderiam ser citados como alguns exemplos para desenvolvimento desta pesquisa de traba-
lho.

Neste Capitulo, propomos um novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade
discreta com distribuicao ZISP dada em (2.1) para dados de sobrevivéncia. A distribui¢ao
do tempo para o acontecimento do evento de interesse neste tipo de modelos é escolhida

pelos proprios conjuntos de dados por meio do comportamento da funcao de risco.

Este Capitulo esta organizado como segue. Na Secao 3.2 formulamos o modelo de
sobrevivéncia com fracao de cura, baseada na distribuicao zero-inflacionado Série de Potén-
cia. O procedimento inferencial por meio do método de maxima verossimilhanca é tratado
na Secao 3.2.2. Os resultados de um estudo de simulacao sao apresentados na Secao 3.3.
Uma aplicagao com dados reais é apresentada na Secao 3.4. Finalmente, na Secao 3.5 é

apresentado algumas conclusoes do Capitulo.

3.2 O modelo

O novo modelo resulta ao considerar que a distribuicao da varidvel de fragilidade 7

definida em (3.3) ¢ a distribui¢do ZISP dada em (2.1) reproduzida novamente como

¢+CLQA(9)_1 .
“ire 770
P(Z:0,¢) = (3.4)
z -1
% 2=1,2,3 ...

A fungao geradora de probabilidade para a fragilidade Z com distribuicao dada em (3.4) é

dada por (06)
4 Abe
=130 T Troap =t (3.5)

Gz(§)
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em que 0 € (0,s) (s pode ser 00) e —ag/A(0) < ¢ < 0o. Sob essas condigdes, de (3.5) temos

que a fun¢ao de sobrevivéncia incondicional dada em (3.3) resulta em

_ o+ A(BS(1)AB) !
N 1+¢ '

S(t) (3.6)

ag

¢
6 T 17040
Note que, se ¢ = 0 em (3.6) entao S(t) = A(05(t))/A(#), que resulta no modelo proposto

por Cancho et al. (2013). Este modelo inclui como caso particular os modelos propostos por
Caroni et al. (2010).

Ja que limy o, S(t) = > 0, a funcao de sobrevivéncia (3.6) é impropria.

De (3.6) também ¢ obtido a fragao de risco zero (curados), que ¢ dada por

¢ Qo

po =l S = =5+ T gae)

(3.7)

Note que, quando § — s a fracdo de risco zero tende para o zero deterministico, ¢/(1 + ¢),

enquanto que # — 0 a fracao de risco zero tende para um.

Nesta modelagem a fragao de risco zero em (3.7) modela os individuos que nao estdo em
risco porque eles nao apresentaram o evento de interesse. A fracao apresenta duas compo-
nentes. A primeira é uma fracao de risco zero deterministico referida aos individuos imunes
que sao os pacientes curados por caracteristicas genéticas e possuem uma forte resisténcia
imunologica que tornam eles ser livres da doenca. A segunda componente é uma fracao de
risco zero aleatéria referida & individuos que inicialmente estavam em risco e pelo trata-
mento ou exposicao a radiagao resultaram curados. Assim ressaltamos que a descomposi¢ao
dessa fracao ¢ importante porque permite determinar que proporcao de pacientes tornam-se

curados devido a fatores genéticos e que propor¢ao é devido ao tratamento.
Portanto, a fracao dos curados por tratamento é dado por

Qo

b= . 3.8
% T+ 0)40) 39
A correspondente funcao de densidade de (3.6) é dada pela expressao
, Ofo(t) A (0Sy(t
fit) = =5(t = SR ZERD), (3.9)

em que A'(0S(t)) = A'(0) |o=osot) € fo(t) = —dSo(t)/dt é a fungao de densidade basal.

Consequentemente a funcao de risco correspondente ¢ dada por

ey — PRDA@) A (5)(1)
o+ AWG) TAESI(D)

(3.10)

A fungao de densidade f(t) e a funcao de risco h(t) sao improprias, uma vez que a fungao
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de sobrevivéncia S(t) ¢ impropria. O modelo de sobrevivéncia com fracdo de cura (3.6),
de agora em diante, serd denominado modelo de sobrevivéncia zero-inflacionada Série de
Poténcia com fragao de cura (ZISP-FC). A fun¢do de sobrevivéncia dos individuos em risco

ou individuos suscetiveis ao evento de interesse, denotada por S,.(t), ¢ dada por

A(@So(t)) — Qg

Suelt) = P(T > 117 2 1) = =200

(3.11)
Note que, Spc(0) = 1 e Sye(00) = 0, ou seja, S, ¢ uma fun¢do de sobrevivéncia propria.
A partir do modelo dado em (3.11), com diferentes escolhas para a distribui¢do da variavel
de fragilidade Z e para a distribuicao basal, pode resultar em vérias familias de distri-
bui¢oes propostas recentemente. Por exemplo, a familia Weibull-Geométrica proposta por
Barreto-Souza et al. (2010) é obtida se considerarmos que a variavel Z segue uma distribui-
cao Geomeétrica e a distribui¢ao basal é uma distribuicao Weibull. Agora se a distribuicao de
base tem distribuicao Exponencial com taxa de falha # > 0 obtemos a distribuicao proposta
por Chahkandi & Ganjali (2009), membros desta familia de distribui¢ao tem fungao taxa de
falha decrescente e inclui as familias de distribui¢ao proposta por Adamidis & Loukas (1998),
Kus (2007) e Tahmasbi & Rezaei (2008). Para as propriedades desta familia de distribui¢ao
veja o trabalho de Chahkandi & Ganjali (2009).

Existe uma relagdo matematica entre o modelo (3.6) e o modelo de mistura padrao

(Berkson & Gage, 1952, Boag, 1949), que pode ser escrito como
S(t) = po+ (1 = po) She(?), (3.12)

em que py dada em (3.7). Assim temos a fracdo dos nao curados que é dada por 1 — py =
17(1014(9)_1
1+¢

Baseado nos resultados de Li et al. (2001), os modelos ZISP-FC representados como
modelo de mistura em (3.12) sdo identificaveis desde que Sy (t) seja uma fungao parametri-

camente especificada, que no caso é dada em (3.11).

3.2.1 Alguns casos particulares

Nesta subsecao apresentamos alguns modelos que resulta de nossa formulacao. Par-

ticularmente, ¢ considerado quando Z segue uma distribuicao ZIP, ZIG e ZIL.

Se Z & uma variavel com distribuicao ZIP, entdo de (3.6), a func¢do de sobrevivéncia

é dada por
b e—0(1=So(t))

BT (1+ ¢)

Note que, quando ¢ = 0 em (3.13), o modelo se reduz ao modelo de tempo de promogao

S(t) (3.13)
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introduzida por Chen et al. (1999). De (3.7), a propor¢ao de risco zero é dada por

-6
po = lim S(t) = ¢ +C

o0 (1+¢) (1+¢)

De (3.9), a correspondente fun¢ao densidade é dada por

B efo(t>€—0(1—so(t))
(o)

e a fungao de risco (3.10) correspondente é expressa por

f(t)

0 fo(t)e 0(1=5()

ht) = s
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0.6
|

h(t)

0.4
0.4

0.2
1
0.2

0.0

0.0

Figura 3.1: Fungoes de sobrevivéncia e risco do modelo ZIP-FC para alguns pardmetros seleciona-
dos.

Note que a funcao de risco decresce quando v; < 1 indicando que a taxa de falha diminui

ao longo do tempo, isto é, os acontecimentos do evento de interesse sao baixos.

Agora, se Z tem distribui¢do ZIG, entao em (3.6), a fungdo de sobrevivéncia é dada
pela seguinte expressao

By (1-0)
)= T T T o) - 650) (3.14)

A fracao de risco zero é dada por




As correspondentes funcoes de densidade e risco sao dadas, respectivamente, por

0(1 —0) fo(?)

0= T o o%mF

e a fungao de risco (3.10) correspondente é expressa por

~ 01 =0)fo(t)(1 — 0S(t))?
huy_¢+(y—®u—9&@»4'
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Figura 3.2: Fungoes de sobrevivéncia e risco do modelo ZIG-FC para alguns pardmetros selecio-
nados.

Finalmente, quando Z tem distribuicao ZIL, a funcao de sobrevivéncia incondicional

é dada por
' s = 0, toell = Su(0)]
TT4o 0+ 0)S(d)logl— 0]

A fragao de risco zero é dada por

(3.15)

_ 9 0
149 (1+¢)log[l —0]

Do

A fungao densidade associada ao modelo (3.15) com fragao de risco zero é expressa por

_ —fo®) 1 0.5(t)
0 = 3775 St loa(1 —0) |1 65o(0) T 80— P00}
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e a correspondente fungao de risco dada em (3.10) é dada por

—fo(®) 8S0(t)
S 10s(10) | Tsorn T 108(1 — 850(t))

log(1—650 (1)
¢+ S Tos(1-6)

h(t) =

Os modelos de sobrevivéncia dadas em (3.13)-(3.15) sao denominados, respectiva-
mente, de modelos de sobrevivéncia ZIP, ZIG e ZIL com fracao de cura. Apresentamos as
Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 que mostram os diferentes comportamentos das funcoes de sobrevi-
véncia e risco dos modelos ZIP-FC, ZIG-FC e ZIL-FC, respectivamente, para alguns valores

selecionados,

1.0
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0.8
0.8

0.6
1
0.6
1
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0.4

0.2
1
0.2
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Figura 3.3: Fungées de sobrevivéncia e risco do modelo ZIL-FC para alguns pardmetros seleciona-
dos.

3.2.2 Inferéncia

Considere os tempos de sobrevivéncia de n individuos, T3,...,T, e C4,...,C, o0s
respectivos tempos de censura. Suponha que é observado t; = min{T;, C;} e 6; = [(T; < C;),
em que §; = 1 se t; € um tempo de sobrevivéncia e §; = 0 se é o tempo de censura a direita.
Seja «; = (z1,...,%;) 0 vetor de covariaveis para o i-ésimo individuo. Assumindo que o

parametro 6 do modelo (3.6) se relaciona com as covariaveis por meio de

em que B = (B1,...,05,)" € o vetor de parametros de regressao (8 € RP) associado ao vetor
de covariavel x;. Aqui 7(+,-) € uma fungao continua duas vezes diferenciavel. Finalmente, g(-)

¢ a funcao de ligacao continua monotona e duas vezes diferenciavel com dominio R*. Seja X
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a matriz de derivadas de n = (11, ...,7,) com respeito a 3. Assume-se que o posto(X) = p.
Uma possivel funcao de ligagao para o parametro 6; do modelo ZIP é ¢(60;) = log(6;) (ligagao
logaritmica) e para o parametro 6; dos modelos ZIG e ZIL é g(0;) = log(0;/(1 —0;)) (ligagao
logistica). Com esta fungao de ligagao os modelos sao identificaveis, como pode ser visto em
Li et al. (2001).

Com a expressao (3.16), o logaritmo da fungio de verossimilhanga de 9 = (¢,~,8")

sob censura nao informativa pode ser escrito como

() = —nlog(1+ )+ > {—log(A(6:)) + 6 [log(6:) + log(fo(t:; 7))

i=1

+log(A(0:50(t:,7)))] + (1 — 6:) log [0A(0:) + A(6:So(t;; )]} - (3.17)
A estimativa de maxima verossimilhanga (EMV) do parametro 9 pode ser obtida maximi-
zando a funcao de log-verossimilhanca.

Diferenciando (3.17) com respeito a B3, v e ¢, obtemos o vetor escore U' (9) =
(U] (9),U) (9),Us(19)) cujos elementos sao

oH(9) = [ —A(6) 1 A"(0:5(ti, 7))
N0 ="55" =2 Vs sy )
(3.18)
- e} 96
_ W) [ [ 1 9fe(t) | G:A(0:iSo(ti ) DSo(ti, )
ba(B) = vy i1 {61 {fo(tﬂ) Iy A'(0:So(ti, 7)) vy }
(3.19)
0;A'(0:50(ti,y))  9So(ti, )
M rwris e e
_oW) _ —n |y A(9;)
Us®) =55 = 17g T 2 {(1 O 5A0) + Aot ) } o B2)
em que g%’ = 89718(;@ x, .

Os EMV de ¥ também podem ser obtidos resolvendo o sistema de equagoes nao
lineares nos parametros, U(v¥) = 0. Como as equagdes nao lineares nao tém solucdo expli-

cita, consideramos o algoritmo do Newton-Rapson, implementada no optim no software R
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(R Development Core Team, 2009).

Sob certas condicoes de regularidade (Cox & Hinkley, 1979), pode ser mostrado que
a distribuigao assintética do estimador de maxima verossimilhanca 9 6 Normal multivariada
com vetor de médias 1 e matriz de covariancias 2(5), a qual pode ser estimada por f](@) =
{J(9)}7!, avaliada em ¥ = ¥, em que

Jag Jpy Jss
J) =[O | (3.21)
99T OV ﬁT'y ‘YT’Y Yo )
Jao Ty Joo

Jgp € uma submatriz de ordem p x p, Jg, de ordem (p+5) X (p+s5), Jgp de (p+s+1) X1, Jyq
de s X s e Jyy € escalar. Os elementos da matriz de informacao observada sao apresentados
no Apéndice C.2.

As estimacoes intervalares dos parametros do modelo sao baseados na normalidade
assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca (EMV). O nivel de confianca 100 x
(1 — @)% é assumido para calcular o intervalo de confianga de cada componente ¥ do vetor

de parametros ¥ dada por
D+ Zop00/ J-1(D) (3.22)

em que Z,/; ¢ o valor do /2 quantil superior da distribui¢do Normal padrao e J*1(1§) é o
elemento da diagonal da inversa da matriz J(9) e corresponde ao estimador da variancia do

parametro 1.

Além da estimacao dos parametros, o teste de hipoteses é outra questao importante.
Sejam 19 e ¥, subconjuntos disjuntos do vetor de parametros 9 do modelo de sobrevivéncia
ZISP-FC. A particdo associada no vetor escore e na matriz de informacao observada sao
dadas por
Ui(9)

vio) = Us(9)

e J(9) = (3.23)

Jll J12
J21 J22

Nosso objetivo é testar Hy : Y9 = ¥g9 contra Hy : ¥ # Jg2, em que ¥, nao é especificado.
Seja 9 o vetor que maximiza ¢(9) restrita a Hp, a estatistica da razao verossimilhanga é

dada por
Sir =2 (e(fé) - g(é)) .

As estatistica gradiente, escore e Wald sao dadas, respectivamente, por

S = Us(9) " (92 — ¥20), (3.24)

Sg = Us(9)T J2(0)Us(V) (3.25)
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SW == (’192 - ’1920)Tj22<19)71(’l§2 - ’1920)., (326)

em que

J22 - (J22 - lejﬂljlg)il.

As quatro estatisticas sob Hy e sob algumas condicoes de regularidade, converge em distri-

bui¢ao para uma distribuigdo Qui-quadrado com dim(?;) graus de liberdade.

Em especial temos interesse em desenvolver procedimentos para testar sobre o para-
metro zero deterministico do modelo ZISP-FC dada em (3.6), ou seja, testar a hipotese nula,
Hy: ¢ = ¢y contra Hy : ¢ # ¢g, em que ¢y é uma quantidade especificada para ¢. Note que,
quando ¢y = 0, as hipoteses permitem avaliar a adequabilidade do modelo de sobrevivéncia

proposta por Cancho et al. (2013).

A estatistica gradiente para testar a hipotese Hy é dada por

_y A-8)AG) o\
o {22:1: GoA(0:) + A0;So(ti;7)) 1+ ¢0} <¢ %) : (3.27)

sob Hj a estatistica dada em (3.27) e em certas condigdes de regularidade tem distribuigao

Qui-quadrado com um grau de liberdade para amostras suficientemente grandes.

Alternativamente, os diferentes modelos podem ser comparados, penalizando os

ajustes usando os critérios AIC e SBC como descritos no Capitulo 2.

3.2.3 Meétodo Bootstrap

Outra técnica de inferéncia sobre os parametros do modelo ZISP-FC é o uso do
método Bootstrap (Efron 1979). Esse método possui vantagens por nao utilizar resultados
assintoticos para a distribuicao dos estimadores ¥ e fornece uma outra forma de construgao
dos intervalos de confianca baseado em estimativas bootstrap quando trata-se de uma amostra
"pequena', ou quando for critica a suposicdo de normalidade. Uma adaptacao desta técnica
no modelo ZISP-FC seguem as sugestoes de Efron (1981) e Efron & Tibshirani (1986) para

dados de sobrevivéncia.

Os intervalos de confianca bootstrap nao paramétrico sao obtidos ao replicar B amos-
tras com reposigao de tamanho n, (¢*1,6*1, z*Y), ... (¢*B,§*B 2*P) de uma amostra original
(t,6, ). Para cada reamostra (¢**,5** 2**), b = 1,..., B sao calculados os estimadores de
maxima verossimilhanca dos pardmetros. Os intervalos com nivel 100 x (1 — a)% de confi-
anga para cada um dos parametros sao obtidos ao calcular os quantis (1 — «/2) e («/2) dos

respectivos B estimadores de méaxima verossimilhanga.
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3.3 Estudo de simulacao

Os resultados inferenciais obtidos na Se¢ao 3.2.2 sao assinto6ticos. Sendo assim, de-
senvolvemos um estudo de simula¢do com diferentes tamanhos amostrais (n = 50, 100, 200
400 e 600) a fim de avaliar as propriedades dos estimadores de méxima verossimilhanca dos
parametros do modelo ZIP-FC com distribuicao basal Weibull, cuja funcao de risco ¢ dada
por ho(t) = 717t" 1. Em nosso estudo de simulagao consideramos que v, = 2, 7o = 1,
¢ =0,5;2,0 e o parametro 6 é relacionado com a covariavel & por meio da ligacao logarit-
mica como em (3.16), isto é, log(6;) = Bo + frzs. i = 1,...,n. A covariavel x; é gerado da
distribuicao Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0,5 e, 5y = 2 e 5, = —2. As
observagoes censuradas C; foram gerados da distribui¢ao Uniforme, U(0,7), em que 7 con-
trola a porcentagem de censura. Para cada parametro (¢, 71,72, Bo, f1) € para cada tamanho

amostral n, consideramos 65% de observacoes censuradas.

Realizamos 1000 simulacoes em cada tamanho amostral e foram obtidas as EMV
dos parametros do modelo de sobrevivéncia ZIP-FC; Na Tabela 3.1 apresentamos a média
das EMV, o desvio padrao, o viés e a raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM)
das EMVs nas diversas simulagoes. Observa-se que o viés e o REQM tendem para zero a
medida que o tamanho da amostra aumenta em consequéncia as EMV sao préximas dos
verdadeiros valores. A Figura 3.4 mostra a distribuicao empirica dos EMV, para n = 600,
onde observamos que a distribuicao dos EMV sao aproximadamente simétricas ao redor da
média das EMVs (linha vertical em vermelho), o que indica que a normalidade assintotica
dos EMV estéa satisfeita. Mas esta propriedade nao é verificada para amostras menores ou

iguais que n = 100, como mostra a Figura 3.5.

Figura 3.4: Histograma das estimativas de mdzima verossimilhanca dos pardimetros do modelo
ZIP-FC para n = 600.



Tabela 3.1: Média das EMV, viés e raiz quadrada do erro quadrdtico médio (REQM) dos pardme-
tros do modelo de sobrevivéncia ZIP-FC.

»=0,5 ¢ =2
n ¢ 4! 72 Bo B ¢ 4! 72 Bo B
50 Média 0,52 2,23 139 269 -2,15| 1,95 2,38 1,78 3,08 -2,13
DP 0,32 045 1,50 1,68 0,72| 1,13 0,70 2,18 2,28 1,08

Viés 0,02 0,23 039 069 -0,15|-0,05 0,38 0,78 1,08 -0,14
REQM | 0,32 051 1,55 1,81 0,73| 1,13 080 2,31 2,52 1,08

PC 0,93 0,96 0,71 099 094 094 0,95 095 097 0,94
100 Meédia | 0,50 2,10 1,18 2,31 -2,05| 2,03 2,19 1,30 2,78 -2,14
DP 021 029 0,84 1,11 046 | 084 047 140 184 0,76

Vies 0,00 0,10 0,18 0231 -0,05| 0,03 0,19 0,30 0,78 -0,14
REQM | 021 0,31 0,8 1,15 047 | 0,84 051 143 2,00 0,77

PC 0,93 094 0092 099 095| 094 095 0,79 1,00 094
200 Meédia | 0,50 2,06 1,10 2,11 -2,04| 2,05 2,09 1,13 244 -2,06
DP 0,13 020 052 062 034|055 031 091 126 0,51

Viés 0,00 0,06 0,10 0,11 -0,04| 0,05 0,09 0,13 0,44 -0,06
REQM | 0,13 021 053 063 034 0,55 032 092 1,33 0,52

PC 0,93 0,95 096 097 094| 095 094 088 1,00 0,95
300 Média | 0,50 2,03 1,056 2,06 -2,02| 2,02 2,05 1,08 2,26 -2,03
DP 0,11 0,17 0,39 040 026| 044 0,24 065 0,94 0,40

Viés 0,00 0,03 0,05 0,06 -0,02| 0,02 0,05 0,08 026 -0,03
REQM | 0,11 0,17 0,40 040 026 | 0,44 025 0,66 0,97 0,40

PC 0,94 0,94 096 0096 094| 093 094 0,92 0,98 0,94
400 Media | 0,50 2,02 1,02 2,06 -2,02| 2,02 204 1,05 221 -2.02
DP 0,00 0,14 033 031 022] 034 021 055 0,76 0,35

Viés 0,00 0,02 0,02 0,06 -0,02| 0,02 0,04 005 0,20 -0,02
REQM | 0,09 0,14 0,33 032 022 0,34 021 055 0,78 0,35

PC 0,94 0,96 097 097 0,96| 095 094 0,93 0,97 0,94
600 Média | 0,50 2,02 1,01 204 -2,01| 2,01 2,03 1,02 2,12 -2,02
DP 0,07 0,11 025 023 0,18| 029 0,16 0,41 053 0,28

Viés | -0,00 0,02 001 0,04 -0,01| 0,01 003 0,02 0,12 -0,02
REQM | 0,07 0,11 0,25 024 0,18 0,29 0,16 041 0,54 0,28
PC 0,94 0,96 097 097 095| 094 095 0,96 097 0,95
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Figura 3.5: Histograma das estimativas de mdzima verossimilhanga dos pardmetros do modelo
ZIP-FC para n = 100.

3.4 Aplicacao

A metodologia apresentada neste capitulo sera aplicada ao conjunto de dados cole-
tados em um estudo sobre melanoma com o objetivo de avaliar o desempenho da aplicacao
de uma dosagem alta de interferon alfa-2b como forma de prevenir recorréncia do cancer. Os
pacientes foram incluidos no estudo entre 1991 e 1995, sendo acompanhados até 1998. Uma
descri¢ao mais detalhada dos dados pode ser vista em Kirkwood et al. (2000) e Ibrahim et al.
(2001). A variavel resposta (1) representa o tempo até a morte do paciente ou o tempo de
censura. Da amostra original foram removidos 10 pacientes para os quais ha valores faltantes
em uma das covariaveis (z3), restando n = 417 pacientes, com 56% de observagdes censu-
radas. As variaveis incluem ¢: tempo (em anos; média = 3,18 e desvio padrao = 1,69); z1:
tipo de tratamento (0: sem tratamento, n = 204; 1: interferon, n = 213); x5: idade (em anos;
média = 48,0 e desvio padrao = 13,1); x3: categoria do nodulo (1, n = 82; 2, n = 87 ; 3,
n=137; 4, n = 111); x4: sexo (0: masculino, n = 263; 1: feminino , n = 154); x5: capacidade
funcional (0: ativo, n=363; 1: outras, n = 54) e x4: espessura do tumor (em mm, média =
3,94 e desvio padrao = 3,20).

Na Figura 3.6(a) apresentamos a estimativa de Kaplan-Meier da func¢ao de sobrevi-

véncia para os dados descritos anteriormente, onde observamos a existéncia de uma aprecia-
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vel fracao de individuos com risco zero, pelo menos no que concerne ao intervalo de tempo
abrangido pelo estudo. Na Figura 3.6(b) temos o grafico TTT (Sun & Kececloglu, 1999),
onde constatamos que a funcao de risco é crescente, sugerindo que o modelo Weibull para a
distribuicao basal a qual é uma alternativa adequada de modelagem destes dados. A distri-
bui¢ao de Weibull considerada tem fungao de sobrevivéncia dada por Sy(t;y) = exp(—72t™)

e fungao densidade fo(t;y) = Y172t~ exp(—79t™), para t > 0, 71,72 > 0.

0.4 0.6 0.8 1.0
6 8

Fung&o de sobrevivéncia
6(i/n)

0.2

0.0
0

T T T T T T T T T T T T T
(0] 1 2 3 a 5 6 7 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) (b)

Figura 3.6: (a) Estimativa de Kaplan-Meier da func¢ao de sobrevivéncia e (b) grdafico TTT.

Os modelos de sobrevivéncia zero-inflacionado Poisson e zero-inflacionado Geométrica com
fracao de cura (ZIP-FC e ZIG-FC) com distribuicao basal Weibull considerada para os tem-
pos de vida, foram ajustados aos dados em que a relagao entre o parametro # do modelo e as
covariaveis foi feita pela ligagao logaritmica e logistica, respectivamente, como em (3.16) com
x=(1,21,...,26)" e B=(Bo,B1,...,3)" . Para obter as estimativas de méxima verossimi-
lhanca dos parametros em cada modelo, utilizamos o método de otimizagao BFGS (Lange,
1999) (uma funcao da linguagem R), cujos resultados estdo apresentados na Tabela 3.2.
Observamos que as covariaveis sao nao-significativas com excegao da covariavel categoria do

nodulo (x3) e da covariavel idade (x3).

A Figura 3.7 apresenta o grafico dos residuos wversus os valores esperados das esta-
tisticas de ordem da distribuicao Normal padrao, o qual indica o afastamento da suposicao
da normalidade para os residuos nos modelos ZIP-FC Weibull e ZIG-FC Weibull. Observe

que ambos os modelos podem ser adequados ao ajuste deste conjunto de dados.
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Tabela 3.2: EMVs com ajuste dos modelos de sobrevivéncia ZIP-FC Weibull ¢ ZIG-FC Weibull
para 0s dados de melanoma.

Modelo ZIP-FC Weibull Modelo ZIG-FC Weibull
Parametro  Estimativas DP Intervalo de confianca Estimativas DP Intervalo de confianca
assintotico 95% assintotico 95%
¢ 0,4609 0,1303 (0,2466; 0,6752) 0,3523 0,1660 (0,0788; 0,6251)
Y1 1,8490 0,1263 (1,6014; 2,0965) 2,0830 0,1624 (1,7646; 2,4014)
Y2 0,1259 0,0258 (0,0753; 0,1764) 0,0700 0,0267 (0,0176; 0,1224)
Bo -1,7452 0,5149 (-2,7543; -0,7360) -1,6157 0,7095 (-3,0063; -0,2251)
B1 -0,0567 0,1922 (-0,4334; 0,3200) -0,1733 0,2604 (-0,6836; 0,3370)
B2 0,0147 0,0074 (0,0002; 0,0292) 0,0166 0,0090 (-0,0010; 0,0343)
B3 0,5231 0,0855 (0,3555; 0,6907) 0,6779 0,1227 (10,4374; 0,9184)
B4 -0,1268 0,1973 (-0,5134; 0,2599) -0,1007 0,2586 (-0,6076; 0,4061)
Bs 0,2401 0,2711 (-0,2913; 0,7714) 0,2377 0,3541 (-0,4562; 0,9317)
Be 0,0447 0,0296 (-0,0133; 0,1026) 0,0406 0,0369 (-0,0317; 0,1128)
max £(+) -506,2046 max £(+) -504,8615
AlC 1032,409 AIC 1029,723
SBC 1072,740 SBC 1070,054
g o 2 o
i . N E
Percentis daN(0, 1) Percentis daN(O, 1)
(a) (b)

Figura 3.7: (a) Estimativa dos residuos para o modelo ZIP-FC Weibull. (b) Estimativa dos residuos
para o modelo ZIG-FC Weibull.

Considerando os critérios estabelecidos na Tabela 3.2 selecionamos o modelo ZI-
(Geométrica como um modelo apropriado para estes dados. Prosseguimos com um modelo
simplificado com apenas as covariaveis categoria do nédulo e idade, seguindo procedimen-
tos assintoticos e Boostrap cujos resultados compoem a Tabela 3.3. Um procedimento nao
paramétrico bootstrap foi realizado considerando B = 5000 réplicas obtendo assim os esti-
madores e intervalos bootstrap com 95% de confianca. E possivel observar nesses resultados

que os intervalos assintoticos e bootstrap nao apresentam grandes diferencas e, em todas as
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situacgoes, esses intervalos cont ‘'mm o verdadeiro valor dos parametros.

Confrontando os modelos das Tabelas 3.2 e 3.3, de acordo com a estatistica da razao de
verossimilhanca (Spgr), o modelo simplificado propicia um ajuste tdo bom quanto o do modelo
da Tabela 3.2 (Spr = 2,747 com 6 graus de liberdade, nivel descritivo = 0, 8399). Portanto,
adotamos o modelo da Tabela 3.3 e a Figura 3.8 mostra o grafico de residuos para o modelo

simplificado.

Tabela 3.3: EMVs assintdticas e bootstrap com ajuste do modelo de sobrevivéncia ZIG-FC Weibull
simplificado.

Parametro Estimativas Intervalo de confianca Estimativas Intervalo de confianca
assintotico 95% bootstrap 95%
[0) 0,3493 (0,0225; 0,6760) 0,3663 (0,0599; 0,6778)
" 2,0668 (1,7518; 2,3818) 2,0879 (1,8004; 2,3999)
Yo 0,0727 (0,0187; 0,1266) 0,0677 (0,0137; 0,1218)
Bo -1,5506 (-2,7619; -0,3393) -1,2633 (-2,3856; -0,1701)
Ba 0,0182 (0,0006; 0,0358) 0,0171 (0,0028; 0,0307)
B3 0,6373 (0,4132; 0,8614) 0,6380 (0,4746; 0,8125)

Residuo

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Percentis da N(O, 1)

Figura 3.8: Estimativa de residuos para o modelo simplificado ZIG-FC Weibull.

A estimativa de méaxima verossimilhanca (EMV) de propor¢ao de risco zero deter-
ministico, w = ¢/(1 + ¢), é 0,259 (0,092). Esta propor¢ao indica que 25,9% dos individuos
possuem fatores genéticos proprios que permitiram estar livres da doenca. A quantidade em
parénteses é o erro padrao da EMV, obtida apds aplicar o método delta (Cox & Hinkley,
1979).

Os testes de hipoteses de interesse dada na Secao 3.2.2, sao equivalentes as seguintes

hipoteses: Hy : w = 0 contra Hy : w # 0. Essas hipoteses permitem avaliar o modelo de
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sobrevivéncia tempo de promogao considerado por Yakovlev et al. (1993) contra o modelo
Z1G-FC. Na Tabela 3.4 sao apresentados os resultados das estatisticas de teste. Pode-se
observar que as quatro estatisticas, ao nivel de significancia de 5%, indicam que o modelo

de tempo de promocao nao é adequado para o ajuste dos dados de melanoma.

Tabela 3.4: Estimativas das estatisticas e nivel descritivo para o teste de hipdtese Hy : w = 0 nos
dados de melanoma.

Sa Sk SLr Sw
Estatistica 3,3222 3,8656 8,8907 4,4442
Nivel descritivo 0,0683 0,0493 0,0029 0,0350

A Figura 3.9 mostra a funcao de sobrevivéncia estratificada por nivel categoria do n6dulo
em pacientes com idade igual a 32 e 66 anos, que correspondem aos percentis 10 e 90.
Estes graficos destacam o impacto combinado das covaridveis sobre a fracao de curados.
Observamos que os tempos de sobrevivéncia de pacientes com melanoma diminui com a

idade e o nivel de categoria do nodulo.

Figura 3.9: Funcdo de sobrevivéncia sob modelo ZIP-FC estratificada por categoria de nédulo para
pacientes com idade igual a 32 anos (painel esquerdo) e 66 anos (painel direito) e, fragao cura
(painel central).
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Finalmente, a Tabela 3.5 apresenta o EMV da fracao de cura para os graficos da
Figura 3.9. Os intervalos de confianca aproximado de 95% de confianca foram obtidos apos
a aplicacao do método delta. Note que a fracao de cura entre os pacientes com idade de 32 e
66 anos em cada categoria de nédulo, os intervalos nao se sobrepoem. A Figura 3.9 mostra
a fracao de cura como funcao da idade, onde observamos que a fragao de cura de pacientes

com melanoma diminui com a idade.

Tabela 3.5: Estimativa de mdxima verossimilhanca para fracdo de curados estratificada por cate-
goria de nodulo e idade dos pacientes.

Categoria de Erro  Intervalo de confianga
Idade Nodulo Estimativa Padrao assintotico 95%
32 1 0,6891 0,0564 0,5786; 0,7997

0,5723  0,0479
0,4661  0,0395
0,3854  0,0443
0,5749  0,0544
0,4683  0,0411
0,3869  0,0434
0,3329  0,0569

0,4783; 0,6663
0,3886; 0,5436
0,2986; 0,4722
0,4682; 0,6816
0,3877; 0,5488
0,3018; 0,4720
0,2214; 0,4444
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3.5 Conclusoes

Neste Capitulo, propusemos o modelo de sobrevivéncia zero-inflacionado Série de
Poténcia com fragao de cura. O modelo é flexivel e inclui como casos particulares os mode-
los de sobrevivéncia propostos por Cancho et al. (2013) e Caroni et al. (2010), e o modelo
de tempo de promocao proposto por Yakovlev et al. (1993). O modelo permite estimar a
proporcao de individuos sem risco, ou seja, a proporcao de individuos imunes e curados;
e avaliar de melhor forma a eficiéncia de um tratamento para o paciente. Procedimentos
inferenciais foram desenvolvidos por meio de uma perspectiva cléssica baseada no método
de méaxima verossimilhanca e um estudo de simulacao indicou que a normalidade assintotica
dos EMV estao satisfeitas para tamanhos amostrais maiores que 100. Um conjunto de da-
dos de tempos de sobrevivéncia da literatura foi ajustado ao modelo proposto mostrando o
potencial da modelagem para esta andlise de dados de sobrevivéncia. Aplicamos também o
método bootstrap nesse conjunto de dados e observou-se que as estimativas dos parametros

comparado com os resultados assintéticos sao similares.
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Capitulo 4

Modelo de sobrevivéncia induzida por

Fragilidade Discreta: Enfoque bayesiano

No Capitulo 3 foram desenvolvidos procedimentos inferénciais desde a perspectiva
classica (ou frequentista) para o modelo de sobrevivéncia Zero Inflacionado Série de Poténcia
com fracdo de cura (ZISP-FC) definido em (3.6), baseado em resultados assintoticos. Para
amostras de tamanhos pequenos ou moderados esses resultados podem nao ser confidveis,
tornando-se um problema sério uma vez que em geral, trabalha-se com amostras nao muito
grandes. Um procedimento alternativo que pode contornar esse problema é por meio da
utilizacao de métodos Bayesianos. O uso de métodos Bayesianos, além de serem uma alter-
nativa de andlise, permite ainda a incorporacao de conhecimento a priori por meio de uma
distribuicao a priori. Neste Capitulo apresenta-se o procedimento inferencial desde de uma
perspectiva Bayesiana para o modelo ZISP-FC, usando o método de simulacao via cadeias
de Markov (Gelfand & Smith, 1990).

4.1 Inferéncia Bayesiana no modelo ZISP-FC

Consideramos novamente o modelo ZISP-FC definido em (3.6) com fungao de so-

brevivéncia dada por
—1
1+¢

com 6 > 0e —ag/A(0) < ¢ < 00 e Sy(t) a funcdo de sobrevivéncia basal, a proporgao de
2
1+¢

, >0, (4.1)

individuos com risco é dada por py = + (‘1—0) A correspondente funcao densidade de

T+¢)A(0
probabilidade ¢ dado por

_0fo(?) A’(GSO(t))‘

(4.2)
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Como no Capitulo 3, considere os tempos de sobrevivéncia de n individuos, 11, ..., T,
e C,...,C, os respectivos tempos de censura. Suponha que é observado t; = min{7;, C;}
e 0; = I(T; < ), em que 6; = 1 se t; € um tempo de sobrevivéncia e §; = 0 se é o tempo
de censura a direita. Seja ; = (z;1, ..., x;,) denotando o vetor de covaridveis par o i-ésimo
individuo. Assumindo que o parametro 6 do modelo (3.6) se relaciona com as covariaveis

por meio de

em que 3 = (B1,...,05,)" € o vetor de parametros de regressao (3 € RP) associado ao vetor
de covariavel x;. Aqui 7(-,-) é uma func¢ao continua duas vezes diferenciavel. Finalmente,
g(+) é a fungao de ligacao continua mondtona e duas vezes diferenciavel com dominio R™.
Uma possivel fun¢ao de ligagdo para o parametro 6; do modelo ZIP 60; é g(6;) = log(6;)
(ligagao logaritmica) e para o parametro 6; dos modelos ZIG e ZIL é g(6;) = log(0;/(1 —6;))
(a ligagao logistica). Com a expressao (4.3), o logaritmo da fungao de verossimilhanca de

9 = (¢,7,8") sob censura nao informativa pode ser escrito como

n

LOID) =5 [ 53 Ot ) A OSu(tan)* (6A0) + A0S(0)' ™ (40

i=1 v

sendo D = (t,8,z) com t = (t;,...,t,) , 6 = (61,...,0,) ex = (21,...,2,).

Uma parte fundamental da analise Bayesiana é especificar distribuicoes a prior: para
todos os parametros desconhecidos do modelo. A fim de garantir distribuicoes a posteriori
proprias, adotamos distribuicoes a prior: proprias para todas as quantidade desconhecidas

do modelo. Assim consideramos as seguintes distribuicoes a priori para os parametros do
modelo ZISP-FC

e 0|8 ~ U(max{—1, —ag/A(0;)}, p), com p > 0 conhecido, suficientemente grande,
o (3; ~N(u,07), pt; e 05 sdo conhecidos, com j =1,...,p.
o v, ~ Gama(ag,b), k = 1,2 com ay e by conhecidos,
em que N(u,0?) denota a distribuigdo Normal com média média 1 e variancia 0%, Gama(a, b)

denota a distribuigio Gama com média a/b e variancia a/b* e U(c,d) denota a distribuigao

uniforme no intervalo a e b.

A distribui¢ao a priori conjunta dos parametros 3, ¢ e v do modelo ZISP-FC &
dada por

1 ao— )2
7' 1722 1exp{—2?:1 bivi — ?:1 (6]2;%]) }

m(9) = m(d|B)m(B) () o p — max{—1, —ao/A(0;)} ’

(4.5)

nota-se que no caso em que a; =b; =0 (i =1,2) e 0; — 00 (j = 1,...,p) a funcdo de
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densidade a prior: conjunta é impropria, ou seja

1
M72(p — max{—1, —ao/A(6:)})

() x

Combinando a fungao verossimilhanga (4.4) e a funcao de densidade a priori con-

junta (4.5) e o Teorema de Bayes pode-se mostrar que a densidade conjunta a posteriori de
= (¢,7,B") ¢ dada por

w(01D) ocr 5z [ gy (- olt DA OGSt 1)) (6A6) + ASH(0))' ™ ().
(4.6)

em que D é o conjunto de dados observados.

Notamos que a densidade a posteriori conjunta (4.6) nao é uma densidade padrao,
portanto somente podemos avaliar as densidades a posteriori marginais por meio de méto-
dos de aproximagao, tais como o método de Laplace (Kass et al., 1991) ou usando métodos
de simulacao de Monte Carlo via Cadeia de Markov, tais como o amostrador de Gibbs
(Casella & George, 1992) e Metropolis-Hasting (Chib & Greenberg, 1995). Nesta andlise

consideraremos os métodos MCMC por serem de facil implementacao computacional.

Para obtermos uma amostra a posteriori de ¢,y e 3, fazemos uso do algoritmo de

Gibbs que se baseia em sucessivas geragoes das distribuicoes condicionais de 7 (¢|3,, D),

m(v8,¢,D) e m(Blv, ¢, D).

Da densidade a posteriori conjunta dada em (4.6) pode-se demonstrar que as den-

sidades condicionais posteriori completas para o algoritmo de Gibbs sao dadas por

n

" [TioA©:) + AB:So(t:; 7)) 7(418).

=1

[0:A"(0;50(t:;7))])" [9A(6;) + A(0:So(t:;7))]' " =(B), (4.7)

m(6|8,7,D 1+¢

= =

(8|, ¢, D) 1A9i)

<.
Il

[folts; M)A (8:50 (7)) [0 A(6:) + A(0;So(ti57))]) % =()

—.

@
I
=

(18, ¢, D)

Observe que as densidades dadas em (4.7) nao sao conhecidas de modo que faremos uso do
algoritmo de Metropolis-Hasting para gerar ¢, v e 3 das densidades condicionais a posterioris

completas.

Uma alternativa Bayesiana para testar as hipoteses dadas Secao 3.2.2 é por meio da
determinagao do fator de Bayes do modelo sob a hipotese nula (modelo Mj) com respeito a
hipotese alternativa (modelo M;). Como sugerido por Geisser & Eddy (1979) neste trabalho

utiliza-se o pseudo-fator de Bayes para testar essas hipoteses considerando as verossimi-
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lhancas preditivas marginais do modelo My e M; e essas verossimilhancas sao obtidas como

produto das densidades preditivas condicionas ordenadas (CPO) definidas por

f(yr|,D(_r)) = /@f(yr|’l9)7r(’l9|p(_r))d’07 r=1...,n, (4.8)

em que D) ¢ o conjunto de observacdes com r-ésima observacao excluida. O pseudo-fator

de Bayes do modelo M, com respeito ao modelo M; é definido por

[T, f(y, /D7), M)
[T f(y|D"), M)

PSFBy; = (4.9)
em que f(y.|D"", M;), j=0,1 é o CPO, para r-ésima observagio do modelo sob H;, j = 0, 1.

Rejeita-se a hipotese nula Hy, se PSFBy; < 1, portanto, o melhor modelo é o modelo M.

Por exemplo, tem-se interesse em testar as hipoteses Hy : ¢ = 0 vs Hy : ¢ # 0, ou
seja, deseja-se comparar o modelo ZISP-FC e o modelo Série de Poténcia com fracao de cura
(SP-FC) proposta por Cancho et al. (2013). Sob as hipotese Hy (ou Hy), nao é possivel obter
uma expressao analitica para C'PO. Uma estimativa do CPO pode ser obtida por integracao
de Monte Carlo, com amostras a posteriori. Seja 9%, ... 9 & uma amostra a posteriori
dos parametros do modelo sob Hy, uma estimativa do CPO para o modelo SP-FC é dado

por
S i A0 5o, !
S i <9( )fO(tr>(ATi0)()t))> , sed, =1,

N TD(fT)jM e . —
/(| 7 exs (Aetsgen) ™ se 8, =0

A(6W)

4.1.1 Analise de diagnéstico caso a caso

Apo6s a modelagem é importante verificar as suposicoes feitas para o modelo condu-
zido, para um estudo da robustez com o intuito de encontrar possiveis observagoes influentes,
as quais podem causar distorcoes nos resultados da anélise. Uma maneira comum de avaliar
a influéncia de uma observacao no ajuste de um modelo é por meio da delecao de casos
Cook & Weisberg (1982), em que o efeito de remover cada caso completamente da anélise
é estudado. Baseada no mesmo raciocinio, a metodologia da andlise de influéncia caso a
caso com um abordagem Bayesiana possibilita determinar quais casos podem influenciar nos

resultados da anélise.

Seja Dy (P, P_;)) a medida de divergéncia 1) entre P e P_;, em que P é a distribui-
cao a posterior: de 19 dado dados completos, e P_;) é a distribuigao a posteriori de 9 sem o

1-ésimo caso. Especificamente,

Du(P.Ry) = [ w0y o P Yao (1.10)
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Dy (P, P—;) ¢ uma medida do efeito da omissao do i-ésimo caso dos dados completos na
distribuicao a posteriori de 9. Note que em geral, D(P, P_;) # D(P_;,P) e 1 é uma
fungao convexa com, (1) = 0; Dey & Birmiwal (1994) apresenta vérias escolhas da funcao
Y como por exemplo, se (u) = —log(u) obtemos a divergéncia Kullback-Leibler (K-L
divergéncia); se ¥(u) = (u — 1)log(u) temos J-distancia que ¢ uma versao simétrica da
divergéncia Kullback-Leibler; ¢(u) = 0, 5|u — 1] refere-se a distancia variacional ou a norma

Ly e, se ¥(u) = (u— 1) ¢ a divergéncia Qui-Quadrado (x*-divergéncia).

Existe uma relagdo matematica entre o CPO definida em (4.8) ¢ a medida de -

divergéncia, que pode ser escrita como

Dy (P, P—y)) = Eyp [w (%)} : (4.11)

em que o valor esperado é tomado com rela¢do a distribuicao a posteriori m(9|D) e L(9|D;) é
a fungao de verossimilhanga da i-ésima observagao. De (4.11) a K-L divergéncia (Cho et al.,

2009), pode ser representada por

De (4.11) uma estimativa de Monte Carlo de Dy (P, P_;) por amostragem a partir da
distribuicdo a posteriori do 9 pode ser obtida. Seja 9V, ... 9@ uma amostra de tamanho
S de 7(¥|D). Entao a estimativa de Monte Carlo de Dy (P, P_;)) é dada por

& CPO;
D (P z) _52:: < (90 |D)>

Peng & Dey (1995) e Weiss (1996) ressaltaram a dificuldade em detectar o ponto de corte da

medida de divergéncia, na deteccao de observagoes influentes ou nao. Como em Peng & Dey

(4.13)

(1995) considere o experimento de uma moeda viesada com probabilidade de sucesso p e

outra moeda nao viesada, entao a medida de -divergéncia entre a moeda nao viesada e

R A e

em que fo(w) = p¥(1 —p)* e fi(w) = 0,5, = = 0,1. No entanto, se Dy(fo, f1) = dy(p),

entao pode ser facilmente verificado que d,, satisfaz a seguinte funcao

viesada é dada por

dy(p) = VTR D), (419

Note que a fungdo dy(-) é simétrica em torno de p = 0,5 e atinge o valor minimo neste
ponto, dy(0,5) = 0 e fo = fi. Além disso, se p > 0,75 (ou p < 0,25), como uma moeda

fortemente enviesada, temos que dy,(0,75) = d,2(0,75) = 0,25, portanto, o i-ésimo caso
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¢ considerado influente quando dg, (0,75) > 0,25 ou d,2 > 0,25. Assim, para divergéncia
K — L, podemos considerar a observacao influente quando dx_; > 0,14 e, analogamente,
usando o J-distancia, a observacao com d; > 0,27 pode ser considerada como observacao

influente.

4.2 Estudo de simulacao

Nesta Secao é apresentado um estudo de simulagao para investigar a propriedades
frequentistas das estimativas Bayesianas dos parametros do modelo ZISP-FC e verificar o
comportamento do pseudo fator de Bayes para descriminar modelos sob Hj e sob H;. Como
a Secao 3.3, um estudo de simulagao ¢ baseado no modelo ZIP-FA com distribuicao basal
Weibull, cuja fungao de risco dada por ho(t) = 172t ~!. Em nosso estudo de simulagao con-
sideramos que v; = 2, 5 =1, ¢ = 0,5;2,0 e o parametro 6 é relacionado com a covariavel
x por meio da ligacao logaritmica como em (3.16), isto é, log(6;) = fo + frx;- i = 1,... ,n.
A covaridvel z; é gerada da distribuicdo Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0,5
e, Bo =2 e B = —2. As observagdes censuradas C; foram geradas da distribui¢ao Uniforme,
U(0,7), em que 7 controla a porcentagem de censura. Neste estudo consideramos aproxi-
madamente 65% de observacoes censuradas. Varias combinacoes de tamanhos amostrais
(n = 100,200, 400 e 600) foram considerados no estudo. Realizamos 1000 simulacoes para
cada tamanho de amostra e foram obtidas a média, desvio padrao (DP), viés, raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) e a probabilidade de cobertura do intervalo HPD de 95%,

para cada parametro do modelo de sobrevivéncia ZIP-FC.

Para cada simulagdo foi considerado a distribuicdo a priori dada em (4.5) com
v; ~ Gama(1,0.01), j = 0,1, B; ~ N(0,100) e ¢|B ~ U(max{—1,—¢%},100). A partir
das densidades condicionais completas foram gerados duas cadeias separadas cada uma com
25000 iteracoes cada uma. Como as densidades condicionais nao sao de familias de distri-
buicao conhecida, utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hasting embutidos nos ciclos do
amostrados de Gibss. Com a finalidade de diminuir o efeito dos pontos iniciais foram des-
cartadas as primeiras 5000 iteracoes e para evitar o problema de autocorrelacao das séries,
fixamos um espacamento de tamanho 10, conduzindo uma amostra a posterior: de 1000 para

cada cadeia. A convergéncia das amostras foi monitorada por varios critérios considerados
em Cowles & Carlin (1996).

Na Tabela 4.1 reportamos as médias de Monte Carlo da média a posteriori, desvio
padrao das médias a posteriori (DP), raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM) das
médias, viés e a probabilidade de cobertura (PC) do intervalo HPD de 95% de confianga
para cada parametro do modelo ZISP-FC. Observa-se que o viés e o REQM, tende para
zero a medida que o tamanho da amostra aumenta em consequéncia as médias a posteriors

sao proximas dos verdadeiros valores. Além disso as probabilidades de cobertura sao bem
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aproximadas com o nivel de confianga de 95 %. Destacamos que os resultados de simulagao

classicos e Bayesianos sao similares.

Tabela 4.1: As médias de Monte Carlos da média a posteriori, desvio padrdo das médias a poste-
riori (DP), raiz quadrada do erro quadrdtico médio (REQM) das médias, viés e a probabilidade de
cobertura (PC) do intervalo HPD de 95% de confianga para cada parémetro do modelo ZISP-FC.

$=0,5 =20
n ¢ 7 Y2 Bo B1 ® 8! V2 Bo B
100 Média | 055 2,09 225 221 -196|227 222 249 229 -202
DP 0,17 025 1,02 060 048 | 0,65 039 097 074 0,76

VIES | 0,05 0,09 025 021 004|027 022 049 029 -0,02
REQM | 0,18 0,27 1,05 063 048 | 070 045 1,08 080 0,76

PC 0,97 093 0,96 097 094|096 091 099 098 0,94
200 Média | 0,54 2,05 2,16 2,12 -1,99 [ 2,19 2,08 223 222 -1,96
DP 0,12 0,17 0,78 040 0,32 | 047 026 096 0,58 0,53

VIES | 0,04 005 0,16 0,12 0,01 |0,19 008 023 022 0,04
REQM | 0,13 0,18 0,79 042 0,32 | 0,50 027 099 062 0,53

PC 095 094 094 097 094|097 094 098 098 0,93
400 Meédia | 0,53 2,02 2,06 2,06 -1,99 | 2,13 205 2,03 222 -1,96
DP 0,08 012 051 025 023|035 017 0,78 044 0,33

VIES | 0,03 002 0,06 006 001|013 005 003 022 0,04
REQM | 0,09 0,13 051 0,26 023|038 017 0,78 049 0,33

PC 0,97 094 095 097 092|095 095 092 0,97 0,94
600 Media | 0,50 1,97 1,96 2,00 -1,82|231 207 195 215 -2,01
DP 0,07 006 0,19 002 0,12 | 040 0,04 034 044 0,24

VIES |-0,00 -0,03 -0,04 -0,00 0,18 | 0,31 0,07 -0,05 0,15 -0,01
REQM | 0,05 0,05 0,14 0,02 0,20 | 045 0,13 0,28 039 0,20
PC 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Para avaliar o pseudo fator de Bayes consideramos testar as hipoteses Hy : ¢ = 0 vs
Hy : ¢ #0. O que é equivalente o modelo ZIP-FC e o modelo tempo de promog¢ao proposta
por Chen et al. (1999). Amostras de diferente tamanhos (n = 100, 200 400 e 600) do modelo
modelo ZIP-FC gerado com os mesmos parametros dadas acima e ¢ = 0;0,5 e 2. Mil
amostras foram geradas para cada simulacao. Na Tabela 4.2, apresenta-se a porcentagem de
vezes que hipoteses nula é rejeitada considerando-se os pseudos fator de Bayes do modelo sob
Hy com respeito o modelo sob H;. Consideramos que Hj é rejeitada quando PSF By, < 1.
Esses resultados indicam que pseudo fator de Bayes consegue descriminar o modelo de forma

adequada.
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Tabela 4.2: Porcentagens de vezes que Hy : ¢ = 0 foi rejeitada em 1000 amostras.

n
¢ 100 200 300 400 600
0,0 12,1 11,2 109 10,2 95
0,5 84,4 988 99,0 100,0 100,0
20 852 97,0 100,0 100,0 100,0

4.3 Aplicacao

A metodologia apresentada neste Capitulo sera aplicado ao conjunto de dados de
melanoma descrita em (3.4). Os modelos de sobrevivéncia zero-inflacionado Poisson e zero-
inflacionado Geométrica com fracao de cura (ZIP-FC e ZIG-FC) com distribui¢ao basal
Weibull considerada para os tempos de vida, foram ajustados aos dados em que a relagao
entre o parametro 6 do modelo e as covariaveis foi feita pela ligacao logaritmica e logistica,

respectivamente, como em (3.16) com = = (1,2y,...,26)" e B = (8o, B1,...,5) -

Na analise Bayesiana, consideramos a distribuicao a priori dada em (4.5) com f; ~
N(0,100), v; ~ Gama(1,0.01), j = 0,1,...,6 , ¢ ~ U(max{—1,—e%},100) (para modelo
ZIP-FC) ¢ ~ U(max{—1,—(1—6;)'},100) e as amostras a posteriori sao obtidas de mesma
forma que na Secao 4.2. Na Tabela 4.3 sao apresentados os sumarios a posterior: dos
parametros dos Modelos ZIP-FC e ZIG-FC, em que observamos que para ambos modelos com

excecao da covariavel categoria de nodulo (z3), todas as covariaveis sdo nao significativas.

Tabela 4.3: Média, mediana e desvio padrio (DP) a posteriori e o intervalo HPD de 95% de
confianga dos pardmetros dos Modelos ZIP-FC e ZIG-FC, para os dados de melanoma.

Modelo ZIP-FC Weibull Modelo ZIG-FC Weibull
Intervalo HPD (95%) Intervalo HPD (95%)

Parametro Média Mediana DP LI LS Média Mediana DP LI LS

¢ 0,471 0,470 0,145 0,203 0,769 0,425 0,421 0,170 0,128 0,781
a 1,830 1,831 0,125 1,592 2,070 2,100 2,097 0,169 1,787 2,435
8 0,126 0,124 0,027 0,077 0,182 0,061 0,060 0,026 0,013 0,110
Bo 1,622 -1,652 0,533 -2,582 -0,521 21,297 -1,375 0,859 -3,016 0,283
b1 20,047  -0,043 0,194 -0,464 0,297 20,212 -0,207 0,267 -0,731 0,295
B2 0,014 0,014 0,007 -0,001 0,028 0,016 0,016 0,009 -0,002 0,035
B3 0,498 0,499 0,087 0,327 0,662 0,679 0,678 0,120 0,448 0,913
B4 -0,129 -0,127 0,198 -0,511 0,264 -0,063 -0,066 0,266  -0,608 0,433
Bs 0,236 0,236 0,276  -0,342 0,745 0,235 0,236 0,373  -0,497 0,965
B 0,040 0,040 0,028 -0,015 0,095 0,035 0,036 0,038 -0,036 0,111
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Para detectar as possiveis observacoes influentes na distribuicao a posteriori dos
parametros do modelo, as estimativas de Monte Carlo das medidas de v-divergéncia foram
obtidas com as amostras a posteriori dos parametros dos modelos ZIP-FC e ZIG-FC. Na
Figura 4.1 apresenta-se as estimativas de Monte Carlo das medidas de divergéncia K — L,
distancia L, distancia J e a divergéncia x?, onde a observagio 176 é indicado como possivel
observacao influente, no modelo ZIP-FC, mas essa observacao nao é identificado no modelo
Z1G-FC, indicado que o esse modelo é robusto na presenca de observagoes influentes. A
Tabela 4.4 contém as medidas de divergéncia para a observacao 176, onde observa-se que se
trata-se de uma paciente do sexo masculino, de 53 anos de idade, tratado sem interferon,
com categoria de nédulo de nivel 4, com capacidade funcional ativo, espessura de tumor 1,92

cm e que faleceu apos 6 anos de ser detectado a doenca.

Tabela 4.4: Estimativas de de Monte Carlo das medidas ¥-divergéncia para os modelos ZIP-FC e
ZIG-FC.

Medida
Modelo ¢t x1 xo 3 24 x5 x5 Dg_p Dy Dy, D,»
ZIP-FC 6 0 53 4 0 0 1,92 0,262 0,561 0,287 0,608
Z1G-FFC 6 0 53 4 0 0 1,92 0,161 0,341 0,224 0,341
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Figura 4.1: Estimativas de Monte Carlo das medidas de -divergéncia do modelo do modelo ZIP-
FC (panel direito) e ZIG-FC (panel esquerdo) para dados de melanoma.

A seguir comparamos os modelos ZIP-FC (modelo M;) e ZIG-FC (modelo M),
utilizando o pseudo fator de Bayes. A estimativa de Monte Carlo do pseudo fator de Bayes
do modelo ZIG-FC com respeito ao modelo ZIP-FC resultou, PSF By, = 4,5, isto indica

uma forte evidéncia a favor do modelo ZIG-FC. Para confirmar esse resultado, consideramos
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o critério Bayesiano DIC ("deviance information criteria") proposta por Spiegelhalter et al.
(2002) e a versao Bayesiana do AIC ("Aikake information criterion") e BIC ("Bayesian
information criterion") discutida por Brooks (2002). Na Tabela 4.5, apresenta-se as estima-
tivas dos critérios, onde observa-se para todos critérios que o modelo ZIG-FC melhor para
a modelagem dos dados de melanoma. Portanto retemos o modelo ZIG-FC na analise a

continuacao

Tabela 4.5: Estimativas de Monte Carlo do DIC, EAIC ¢ EBIC para o ajuste dos dados de mela-
noma.

Modelo DIC EAIC EBIC
ZIP-FC 1032,037 1042,295 1082,625
Z1G-FC  1029,056 1039,814 1080,145

Com a finalidade de comparar os resultados da andlise classica, do modelo ZIG-FC
simplificado com andlise Bayesiana, ajustamos o modelo considerando as covariaveis idade
(x2) e categoria do nodulo (z3). Na Tabela 4.6 apresentamos as estimativas Bayesianas para

o modelo simplificado, esse resultado sao similares aos resultados cléssicos.

Tabela 4.6: Sumdrio a posteriori, média, mediana, desvio padrao e intervalo HPD de 90% de
confianga, para o modelo simplificado.

Desvio Intervalo HPD (90%)

Média Mediana padrao LI LS
o 0,382 0,381 0,174 0,099 0,664
v 2,056 2,053 0,157 1,808 2,317
v 0,069 0,066 0,029 0,018 0,113
By -1,263  -1,341 0,744  -2,447 -0,160
BQ 0,017 0,017 0,009 0,001 0,031
By 0,622 0621 0,117 0,427 0,808

A estimativa Bayesiana da propor¢ao de risco zero deterministico, w = ¢/(1+ ¢) é
0,276(0,0987) a qual indica que um 27,6% dos individuos curados da melanoma tem fatores

genéticos proprios que permitem a cura da doenca.

A seguir testa-se as hipoteses Hy : w = 0 contra H; : w # 0, com a finalidade de
avaliar se a variavel de fragilidade pode ser modelada pela distribuicao Geométrica. Para
isso estimamos o pseudo fator de Bayes do modelo de sobrevivéncia Geométrica com fragao
de cura (modelo M) com respeito o modelo ZIG-FC (modelo M;) cujo valor resultou em

PSEFBy; = 0,312, o qual indica que o modelo Geométrico nao é adequado para modelar a

76



varidvel de fragilidade nos dados de melanoma. Esse resultado ¢ confirmado pelo critérios
DIC, AIC e BIC com mostra as estimativas dadas na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Estimativas Bayesianas DIC, EAIC e EBIC para o ajuste dos dados de melanoma.

Modelo DIC EAIC EBIC
Z1G-FC 1023,458 1030,344 1054,543
Geométrica-FC  1026,301 1031,338 1051,504

A Figura 4.2 mostra a funcao de sobrevivéncia estratificada por nivel categoria do
nodulo em pacientes com idade igual a 32 e 66 anos, que correspondem aos percentis 10 e
90. Estes graficos destacam o impacto combinado das covariaveis sobre a fragao de curados.
Nestes graficos, observamos que os tempos de sobrevivéncia dos pacientes com melanoma

diminui com a idade e o nivel de categoria do noédulo.
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Figura 4.2: Estimativa Bayesiana da fungdo de sobrevivéncia sob modelo ZIG-FC estratificada por
categoria de nddulo para pacientes com idade igual a 32 anos (painel esquerdo) e 66 anos (painel
direito) e, fracao cura (painel central).
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Finalmente, apresentamos a Tabela 4.8 com as estimativas Bayesianas da fracao de
cura e os intervalos HPD ao nivel de 90% de confianca. Note que a fragao de cura entre
os pacientes com idade de 32 e 66 anos em cada categoria de nodulo, os intervalos nao se
sobrepoem. A Figura 4.2 mostra a fracao de cura como funcao da idade, onde observamos

que a fracao de cura de pacientes com melanoma diminui com a idade.

Tabela 4.8: Estimativa Bayesianas para fracdo de curados estratificada por categoria de nddulo e
tdade dos pacientes.

Categoria de  Média Mediana Desvio Intervalo HPD (90%)

Idade Nodulo Padrao LI LS
32 1 0,6573 0,6661  0,0732 0,5429 0,7787
2 0,5549  0,5569  0,0553 0,4686 0,6470
3 0,4644  0,4650  0,0421 0,3999 0,5366
4 0,3957  0,3965  0,0459 0,3169 0,4656
66 1 0,5652 00,5667  0,0582 0,4795 0,6718
2 0,4718  0,4708  0,0432 0,3991 0,5414
3 0,3995 0,3998  0,0437 0,3287 0,4712
4 0,3497  0,3515  0,0557 0,2604 0,4378

4.4 Conclusoes

Neste Capitulo foi desenvolvido uma andlise Bayesiana para o modelo ZISP-FC.
A metodologia Bayesiana é baseada em métodos de Monte Carlo via cadeia de Markov
(MCMC). O pseudo fator de Bayes foi considerado para testar hipoteses a respeito do para-
metro de interesse do modelo ZISP-FC. A fim de avaliar a robustez do modelo na presenca
de observacoes influentes, foi desenvolvida uma anélise de diagnostico Bayesiano As propri-
edade frequentistas das estimativas Bayesianas sao investigadas por meio de um estudo de
simulacao. E a potencialidade da metodologia Bayesiana ¢ demonstrada no ajuste de um

conjunto de dados coletados em estudo de melanoma.
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Capitulo 5
Conclusoes e Pesquisas Futuras

Neste trabalho foi formulada a distribuicdo da estatistica gradiente para testar a
inflacdo de zeros nos modelos zero inflacionado série de poténcias (ZISP). Como casos par-
ticulares, os modelos zero-inflacionado Poisson e zero-inflacionado Geométrica foram abor-
dados para avaliar a performance da estatistica gradiente em comparacao das estatisticas
da razao de verossimilhanca, escore e Wald, para pequenas, moderadas e grandes tamanhos
de amostras, baseado em um estudo de simulagao. Resultados de simulagao mostraram que
o desempenho da estatistica gradiente foi competitiva as estatisticas classicas para os casos
com e sem covariaveis. Na avaliacdo do poder do teste, verificamos que a estatistica gradiente
foi a melhor. Também, foram apresentados dois exemplos de aplicacao, sendo um perten-
cente a area de satide piblica e a outra da agronomia em que as estatisticas identificaram a
significancia do excesso de zeros para cada problema. Com este estudo realizado, a estatistica
gradiente se torna uma metodologia alternativa e atrativa aos testes classicos na andlise do

parametro de inflacao nos modelos ZISP.

Um novo modelo para dados de sobrevivéncia com fracao de cura foi proposto e
estudadas as propriedades estruturais. O novo modelo foi obtido partir de um modelo de
fragilidade com distribuicao ZISP. Esse modelo tem a propriedade de classificar a proporgao
de individuos com risco zero em duas componentes (imunes e curados), uma que é devido
aos fatores proprios dos individuos (ou fatores determisticos) e a segunda é devido a fatores
aleatorios. Além disso o modelo proposto inclui como casos particulares o modelo proposto
por Cancho et al. (2013) entre outros. Também foram desenvolvidas procedimentos inferén-
ciais para os parametros do modelo proposto, baseada na metodologia de maxima verossimi-
lhanca. Para estudar as propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verosimilhanca
dos parametros do modelo, um estudo de simulacao foi realizado e o estudo mostrou que a
normalidade assintotica é satisfeita para amostras maiores de 100. Também a metodologia

é avaliada em uma aplicacao baseado em um estudo de pacientes com melanoma.

Alternativamente a metodologia classica, foram desenvolvidas procedimentos infe-
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rénciais desde uma perspectiva Bayesiana A metodologia Bayesiana é baseada em métodos
de Monte Carlo via Cadeia de Markov. Além disso, un estudo de diagnostico por meio de
uma medida de divergéncia geral que inclui como caso particular a medida de divergéncia
de Kullback-Leibler foi realizado. O teste Bayesiano baseado no pseudo fator de Bayes para
testar a testar hipoteses a respeito dos parametros do novo foi desenvolvido e, o estudo
de simulacao mostra o poder de descriminagao dos modelos do pseudo fator de Bayes é

adequado.

Trabalhos futuros

Como continuagao da desenvolvida presente tese propomos os seguintes temas de

pesquisa.
1. Investigar o teste gradiente para os modelos ZISP semiparamétricos na linha de Li
(2012).

2. Seria interessante desenvolver um estudo da estatistica gradiente nos modelos zero
inflacionados Conway-Maxwell-Poisson (ZI-COM) proposto por Barriga & Louzada
(2014).

3. Desenvolver o estudo da estatistica gradiente em modelos aditivos generalizados para

dados de contagem zero inflacionados na linha de Nian (2014).
4. Estudar os modelos ZISP-FC para dados de sobrevivéncia bivariados e multivariados.

5. Utilizar os modelos ZISP-FC para dados com eventos recorrentes, a qual é uma pro-

posta que estende o trabalho de Macera et al. (2015).

6. Considerar generalizacoes do modelo de fragilidade como fragilidade compartilhada

nas suas diversas dire¢oes (Liang et al., 1995) para os modelos ZISP-FC.
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Apéndice A

A.1 Obtencao da estatistica Gradiente
Seja a estatistica Wald modificada proposta por Hayakawa & Puri (1985) dada por

Swm = (9 — 9) 'K (90) (9 — 90) (A1)

Suponha uma matriz quadrada L,, tal que LT L = K (19). Usamos as estatisticas de escore

dada em (1.3) e Wald modificada em (A.1), que podem ser rescritas na forma

Sp = [L'U@)] L U®,),
Swim = [L(8 —9)]"L(0 — )

em que os vetores L1U(dy) e L(¥ — 9) possuem distribuicao N, (0,1,) para um n sufi-
cientemente grande. I, é uma matriz identidade de ordem r. Entao pode-se afirmar que
L7'U(9) — L(1§ — 1) convergem em probabilidade para zero. Além o produto desses dois
vetores padronizados segue uma distribuigao Qui-quadrado central com r graus de liberdade

e resulta em
(LT U@0)]TL(D = 9) = U(9o) (L™ 1) TL(D = Fo) = U ()" (I — Do).
Assim a estatistica gradiente é dada por

Se = U(0) (9 — 9y).

A.1.1 Normalidade assintotica das estatisticas

A estatistica de Wald em (1.4) possui uma forma quadratica correspondente a dis-

PN

tribuicdo Normal assintotica com media ¥ e matriz de covariancia K (1), isto &,

(9 — o) 2 N,(0, K(9)),
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em que dim(¥g) = r, logo pela forma quadratica temos

D 2
SW — Xp-
A estatistica escore em (1.3) baseia-se na normalidade assintotica da componente de interesse

da funcao escore
U () 2 N,(0, K(89) "),

assim também pela sua forma quadratica

SRBUC2

Esta propriedade assintotica também a possui a estatistica Spr e foi mostrado em Wilks
(1938). Enquanto a normalidade assintotica da estatistica gradiente é mostrada no Teorema
1 de Terrell (2002), desde que os dados cumprem as condi¢oes de regularidade para ¢(9)
(Bickel e Doksum ,2001 Capitulo 6.2), sendo 9 a estimativa assintoticamente eficiente para

1. Em consequéncia Sg possui uma distribui¢do Qui-quadrado com (r) graus de liberdade.

Portanto, as estatisticas (1.2) - (1.5) sdo equivalentes até primeira ordem, pois todas
convergem sob hipotese nula para a distribuicao x2. Disto, a hipotese nula H, pode ser
rejeitada para grandes valores das estatisticas mencionadas, comparados com o quantil de
ordem 1 — « da distribui¢ao Qui-quadrado com (r) graus de liberdade para um nivel de

significancia nominal determinado.
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Apéndice B

B.1 Propriedades do modelo SP

A obtencao da esperanca e variancia do modelo SP é baseado na transformacao

exponencial natural. Considere

Q(X,n) = exp{nT(X) + do(n) + e(X)}j0,1,2,.3(x)
em que do(n) = d(c'(n)). Assim, a esperanca e variancia de T'(X) sao dadas, respectiva-

mente, por

E[T(X)] = —do(n) e
Var[T(X)] = —dg(n).

Para X = Z, a forma exponencial da classe série de poténcias é dada por
Q(Z = z,0) = exp{zlogd — log A(0) + loga,},

em que ¢(0) =logf, d(0) = —log A(0) e e(z) =loga.. Logo, se T(Z) = z e n = ¢(#), temos
que do(n) = d(e"). Portanto, a forma exponencial natural do modelo SP pode ser reescrita

da forma
Qo(z,m) = exp{zn —log A(e") +loga.}

em consequéncia por reducao de termos, a esperanca e a variancia sao dadas, respectiva-

mente, por
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E[Z;0] = A(len)A’(e”) (B.1)
B 1 dA(e") do o
= _A(e”) 7 %, df = edn

0 .
~ap"

Varlz:0) = AR (82)
A(B)A'(0)0 + A(B)A”(8)6% — 62(A'(6))?
(AP

0A'(0) ., [ A"0) TA0)]
O (Aw) -5 )

O segundo momento é dado por

E[Z%,0) = Var[Z;0) + (E[Z;0])* = % (A'(0) +0A7(0)) . (B.3)

Também, é possivel obter as expressoes da esperanca e da variancia pelo método dos mo-

mentos.

A fungao geradora de probabilidade (f.g.p) para esta classe de distribuicoes é dada

por

(B.4)

B.2 Propriedades do modelo ZISP

A esperanca e a variancia sao dadas, respectivamente, por

E|Z;0] = izP(Z;ﬁ) (B.5)

2=0
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Precisamos calcular o segundo momento, que é da forma

E[Z%9Y] =

io: 22P(Z;9)
z=0

0 <A’(0) + 9A”(0))
(1+9¢) A(0) '

Podemos determinar também o r-ésimo momento, que é dado por

E[Z"; 9]

Logo, a variancia é dada por

V[Z;9] =

E[Z*;9] — (E[Z;9))?
E[Z2:0)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

1+¢
VI(Z,0) + E[Z;0)>

—(%ﬁﬁ%z

et - ()

1 ¢

. . 012
TgVIZ Bz

1+
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A funcao geradora de probabilidade é dada por

> Yy P(Z;9)
2z;=0

0 ¢+ a0A<0)71

Gz;ﬂ

¢+ agA(0)~!

B.2.1 Calculo da funcao score e da matriz de IF

Primeiras derivadas:

ol
0¢

Igualando a zero, resulta que

Logo,

ol _
% = Z{](zio)

=1

146 " 07 ad@)

 np —nagA() !

¢+ 600/1(9)‘1

¢+CLOA

1
=6+ aoA(Q)_l}

i 0)
e (3 )

Z[('Zl 0)+ ezzz (z>0) — TQ;ZI%>O)'

1

(B.10)



Da mesma forma, igualamos a zero, substituimos ¢ e reduzimos os termos, tem-se

A'(6)

5;2¢1(2i>0) = ¢+_aojl((;0)*1 A0 + (n —np) A0) (B.11)
= ot A'(0) A'(9)
a % + apA(6)! A()? + (n—no) A(0)
- o 1A
= (n—no) (1 —a0)A(0)-L A(9) +1 A0)
Lim wleen o 0A(0)
(n = o) A(6) — ay
. oA
T A(H) — Qo

Segundas derivadas

P = 5 (o s (A0 400 ()

i=1
1 o (A6
__le(z >0) — [( ; - ( ( >> (B.12)

_ . [AGAO) a0 + A(0)) — A(0)2(ag + 20A(0))] <
- ’ { A(0)* (o + aoA(Q)*l) ] Z]<Zi=0)

1 A(9)A” 9
—9—2 Z Zi](zi>0) - ( ) ( Z ‘[(Zz>0)7
=1
0% u 1 1
92 ; {m Tlecogy aoA(9)1)2} ! (B-13)
Pr & AO) —ao

em que,

A'(0) = DA(6),09,
)

0 (A0) _ AD)A"(0) — (A'(H))*
9 (A(G)) N A(6)? ’
0 (A(0) _ A(B)*A"(0) — 2(A'(6))*A(0)
%(mw): A" |
Precisamos aplicar a esperanca nas segundas derivadas. Usamos E[/(.,—¢)| = P(z; =
0) = %&?71 e E[l,>0) = P(z > 0) = % para encontrar os valores das com-

ponentes da matriz de informacao de Fisher. Primeiramente, calcularmos a esperanca em

(B.11)
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N —ap  A(0) < A(0) &

il ;Zi](mm] = G aA) A((e))Q ;P(zi =0)+ A(<0)) ;P(zi > 0)
- “ EC
T 1+¢ [A0) + (1 —aA(6) 1) | A(6)

- ng A
FE iZIZiI(Zi>O)] = 1f¢ A((g; (B15)
Logo,
P [AOAO)(a + $AWD)) — A'(0)* (a0 + 20A(0)
E {@92:| - 0 |: A(0)4(¢+a0A(0) ) :| ZE ‘[(21 0)
>~ Blaluoo] - 20X O EOR 5 gy

L, {M)A"(exaaww»—A/<9>2<ao+2¢A< )
° A(0)1(0+ ap A(B) ) 146

n[OA) | AOA6) ~ (A(6)? L

‘1+¢[Aw>+ o <1—%Aw>>]

o n 1 "
E [(9752] T (14 0)?  (d+aAB) )2 Z_: Fll=o)
—n(1 — agA(0)™1)
(1+¢)%(¢ + agA(0)71)’
2 _nag A0y T o
b {39%} (14 ¢)(¢ + aoA(0)1) A(6)* b {34539} '

Proposicao 1. O modelo ZISP pertence a familia exponencial de dois parametros
entao as condicoes de regularidade sao validas e os EMV sao assintoticamente Normais.

Prova

Consideramos de forma geral

e+PO0)
P(Z50,0) =4 pot) 9 (B.16)
1+¢ v = 1,40,

Podermos rescrever na seguinte forma

t(2i) . (1—t(z:))
1+¢ 1+¢
em que
1 . =
’z) = { ,se z; =0
0 ,sez >1.

88



Aplicando o logaritmo, obtemos

log P(z;;0,9) = t(z){log(¢+ P(0;60)) —log(1+ ¢)} + (1 — t(2;)){log P(2;6) —log(1 + ¢)}
— (=) loa(é + P(0;6)) + (1 — t(z)) log P(z::6) — log(1 + 6).

Logo, a expressao acima pode ser escrita da forma
P(z;0,0) = W(z)V (0, 9) exp{t(2:)C1(0, ¢) + (1 — t(2:))C2(0,9)},

em que C] = log(¢ + P(0;0)), Cy =log P(z;;0), W(z) =1e V(0,¢0) = (1+¢)~t. Assim, o
modelo ZISP pertence a familia exponencial de dois parametros. C; e Cy tem interior nao

vazio e T(Z;) = (t(z:),1 — t(2;)) ¢ uma estatistica suficiente e completa.

89



Apéndice C

C.1 Meétodo do grafico TTT

Uma técnica de verificacao grafica é importante porque permite extrair informacao
qualitativa que pode ser utilizada na determinacao empirica da forma da funcao de risco.

Esta técnica é conhecida como TTT-plot proposto por Sun & Kececloglu (1999).

A curva T'TT é construida obtendo um grafico de

[27‘;1 Tin + (0 —7) T r
G(r/n) = === 5 versus — (C.1)
(> im1 Tin) n
emquer=1,...,neT;.,, 1t=1...,n sao as estatisticas de ordem da amostra.

E provado que a fungdo de risco cresce (decresce) se o grafico TTT é concavo (con-
vexo) e a distribuigdo de Weibull que acomoda essas formas de curva, é a candidata ao
ajuste. Se a curva é convexa e entao concava a fungdo de risco tem a forma de "U", e no

caso reverso é unimodal.

C.2 DMatriz de informacao observada do modelo ZISP-FC

Componentes da matriz K(1)

Kas :zn: {_A(ei)A/(Gi) — (A(6:))* 5 [1 — S2(ti) A/(GiSO(ti§7))A///(0i50(ti37)2 — (A”(0:50))?

A(6;)? 6? A'(0;S0(ti37))
Clég - Cgél 8@ 892 8292
IS }aﬂw "D oposT
(C.2)
em que

c1 = ¢A(0;) + A(0;50(ts; 7)),

co = ¢ = A (0;) + A'(0;50(ti; 7)) So(ti: ),
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o = @A (0;) + A"(0;S0(ti;7))So(ti;7)?,

= ‘ o\ QA(0:) + A'(6:50(ti, v))So(ti, )
5, Af(e@-s()(ti,v))S”““”] =000 + Aot )

_ AW [1 A"(6:50(:,7))
A

O[OS e (A Su ) A BS0(ti 7)) — (A (BuSolt )’
Kov=2_ {5’ {Afwiso(t@-;v» + Biho(ti57) ( A(6,50(t:7)? )}

00 — e 0So(ts;y) 06;
(1=3) cf } oy 0B’
(C.3)
em que
e
¢y = A'0;S0(ti; 7)) + 0:S0(ti; ) A" (0;50(ti;7)).
Ka, — zn: {(1 —5) (pA(0;) + A(0:So(ti; 7)) A'(0;) — (9A'(6;) + A'(0:S0(ti; 7)) A(6;) } d0;
o ’ (GA(0;) + A(0:S0(t:;7)))? 0B’
(C4)
ey 1 9%foltisn) | oA (B:iSo(ti; 1) A" (8:So(tis 7)) — (A" (B:So(ti:7)))? [ 9So(tsin)
Ko =2 {‘51 fotan oy T 20,5 (7)) ()
A"(0:S0(ti;7)) *So(ti;7) oy adi —dic] (980(tisy) ’ dy 9*So(ti;7)
& A'(0;S0(ti;v)) 072 A0 cf ( v ) T o }
(C.5)
em que
dy = A/(Qiso(tz'W)),
dy = A"(0:50(ti;7))0:

cy = A'(0:50(t:;7))0:
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n

- L AO:So(ti)AWG:)  8So(ti)
Koy = ; {_(1 — 0;)0; (PA(6;) + A(0:So(ti; 7)) O } (C.6)

" (A8
Koo = T oy Z{ 0) + AWG:50 (7)) } (©1)

=1

C.3 Vetor escore e matriz de informacao observada do
modelo ZIP- FC

Logaritmo da funcao de verossimilhanga

((9) = —nlog(l + ¢) + Z {=0i + di[log(6;) + log fo(ts;7) + 0:50(ti;7)]

=1

(1 —0;) log[g exp(6;) + exp(0;So(ts;7))]} -

Elementos do vetor escore

n | peli + ePiSo(tiin) 5 (¢ ~) e
Ul( { 1+51 +SO( i )} +(1_51) qbe +6950(27)) 91337;

- 1 9fo(tisn) |, 0So(tizy)] | (1= 8:)0ie®5oWm) 95y (t;;4)
V) a Z {5Z fo(tizy)  Om o om " peti + eiSo(tin)) Oy ’

1
- i — 5:)0: e(0iSo(tiry)) .
Us(9) Z 52 1 9 fo(ti; )+0i850(tza’7)]+(1 5:)0ie ") 9o (tis) |
372 ti;y)  Oy2 072 pebi 1 e(0:iSo(ti) I

Uy (9 — +Z e
)= 50 =17 {¢e +eesom>>}
(©8)
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em que

00;
- 01332—,
B
8 tz, 1
y = (14 (1 —r2)logt)yapt™ e ™™,
7
O50tiy) o yog pe—nt
871
(9 tz, _ _
fo( 7) — (,}/1 _ 71721671)6 ’}/Qt'Ylt'yl 17
V2
aSO(ti;’Y) — e mtMym
02

Componentes da matriz observada

Componentes da submatriz Kz,

0?( N €1y — Cl1 | o 7 T

em que
c = (be‘gi + e(eiso(ti;’Y))7
Cyp = C = ¢69i + 6(9150(ti§7))5’0(ti; ’Y),
éQ = gbeei + e(eiSO(tiW))So(ti; 7)2’

¢69i + e(aiSO(t;'Y))SO (t“ ’Y)
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