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Resumo

O presente trabalho teve como objetivo principal, estudar a signi�cância de zeros

numa análise de dados observáveis e latentes. Nos conjuntos de dados observáveis que ocor-

rem excessos de zeros, é comum a existência de sobredispersão. Neste sentido os modelos

Zero-In�acionados Série de Potência (ZISP) foram propostos para acomodar o excesso de

zeros. Especi�camente para a análise de dados observáveis com excesso de zeros desenvolve-

mos um estudo da estatística gradiente, proposta por Terrell (2002), para testar as hipóteses

em relação ao parâmetro de in�ação do modelo ZISP, baseado na avaliação da performance

da estatística gradiente em comparação com as estatísticas clássicas da razão de verossimi-

lhança (Wilks, 1938), escore (Rao, 1948) e Wald (Wald, 1943). Por outro lado, recentemente

a fragilidade é modelada por distribuições discretas sob os inteiros não negativos e permite

fragilidade zero, isto é, indivíduos que não apresentam o evento de interesse (fração de risco

zero). Para este tipo dados de latentes, propusemos um novo modelo de sobrevivência indu-

zida por fragilidade discreta com distribuição ZISP. Essa proposta traz uma descrição mais

real dos indivíduos sem risco, pois inclui indivíduos curados devido aos fatores genéticos

(imunes) modelados como a fração de risco zero determinístico, enquanto que, os indivíduos

curados por tratamento são modelados pela fração de risco zero aleatório. Neste contexto

desenvolvemos também a estatística gradiente para veri�car a signi�cância do parâmetro de

risco zero para dados modelados pela fração de risco zero determinístico. E para comple-

tar o desenvolvimento das propostas, apresentamos os resultados de estudos de simulação e

exemplos de aplicação com uso de dados reais.

Palavras-chave: Teste gradiente, Modelos zero-in�acionados Série de Potência, Modelo

Série de Potência, Análise de sobrevivência, Fragilidade, Risco zero.
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Abstract

The present work's main objective is to study the signi�cance of zeros in an obser-

vable and latent data. In observable data set that occur excess of zeros, its common to have

sobredispersion. In this sense, the models zero-in�ated power series (ZISP) were proposed

to accommodate these excesses. Speci�cally for the analysis of observed data, it was made

a study of gradient statistic, proposed by Terrell (2002), to test the hypotheses in relation

to in�ation parameter ZISP models. This test is based on evaluation of the performance

of gradient statistic compared with the classical likelihood ratio (Wilks, 1938), score (Rao,

1948) and Wald (Wald, 1943) statistics. In addition, recently, fragility has being modeled

by discrete distributions using non-negative integers values that allows zero fragility, which

means, individuals who do not present the event of interest (fraction of zero risk). For this

type of latent data, we have proposed a new survival model induced by discrete frailty with

ZISP distribution. This proposal brings a real description of individuals without risk, because

individuals cured due to genetic factors (immune) are modeled by fraction of deterministic

zero risk, while the cured by treatment are modeled by fraction of random zero risk. In this

context, we also developed the gradient statistic to verify parameter signi�cance of zero risk

for data modeled by fraction of deterministic zero risk. To show our proposals, we present

the results of simulation studies and applications using real data.

Keywords: Gradient statistic, Zero-In�ated Power Series Model, Power Series Model, Sur-

vival Analysis, Fragility, zero risk.
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Capítulo 1

Introdução

Dados de contagem com excesso de zeros (ou zero-in�acionados) são comumente

encontrados em muitas áreas, incluindo a medicina (Böhning et al., 1999), saúde pública

(Zhou & Tu, 2000), ciência ambiental (Agarwal et al., 2002), agricultura (Hall, 2000) e apli-

cações industriais (Lambert, 1992). Excesso de zeros é uma indicação de sobredispersão nos

dados, signi�cando que a incidência de zero na contagem é geralmente maior do que o espe-

rado. A incidência de zeros na contagem tem status especial do ponto de vista prático. Por

exemplo, Ridout et al. (2001) apontaram que, na contagem de lesões das doenças em plan-

tas, uma planta pode não ter lesões porque é resistente à doença, ou simplesmente porque

não há esporos que pousaram sobre elas que causam a doença.

A literatura sobre os modelos zero-in�acionados é extensa, dentre os quais citamos

os trabalhos Consul & Jain (1973), Gupta et al. (1995), Van den Broek (1995), Yang et al.

(2007), del Castillo & Pérez-Casany (2005), Patil & Shirke (2007), Choo-Wosoba et al. (2015),

Barriga & Louzada (2014), Samani et al. (2012) e Deng & Zhang (2015). Gupta et al. (1995)

estudaram a distribuição zero-in�acionado Série de Potência. Van den Broek (1995) desen-

volveu o teste escore para testar o excesso de zero no modelo zero-in�acionado Poisson. Já

Gupta et al. (1996) desenvolveram o teste da razão de verossimilhança para testar a in�ação

de zeros no modelo zero-in�acionado Poisson generalizado. Ridout et al. (2001) propuseram

o uso do teste escore para testar os modelos zero-in�acionado Poisson e zero-in�acionado

Binomial Negativa, enquanto que Gupta et al. (2005) desenvolveram o teste escore para

testar o parâmetro de in�ação de zeros no modelo zero-in�acionado Poisson Generalizado.

Xiang et al. (2006) desenvolveram o teste escore para o parâmetro de in�ação de zeros em

dados de contagem correlacionados com excesso de zeros. Deng & Zhang (2015) propuse-

ram o teste escore para testar a incidência de zeros no modelo zero-in�acionado Binomial.

Todem et al. (2012) estudaram a e�ciência do teste escore para veri�car a homogeneidade

em modelos generalizados com excesso de zeros. Hsu et al. (2014) desenvolveram o teste de

Wald para in�ação ou de�ação de zeros em dados de contagem. No entanto não temos conhe-

cimento na literatura do desenvolvimento do teste gradiente (Terrell, 2002) em modelos para
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dados de contagem com excesso de zeros. Neste trabalho desenvolvemos o teste gradiente

para testar a in�ação de zeros nos modelos zero-in�acionados Série de Potência.

A ideia básica da derivação de modelos para dados de contagem com excessos de

zeros é misturar uma distribuição degenerada em zero com distribuições de probabilidade

discretas (modelos de base) como Poisson, Geométrica, Binomial, Binomial Negativa, entre

outras.

Gupta et al. (1995) introduziram o modelo Série de Potência in�acionado de zeros,

ao misturar a distribuição Série de Potência com a distribuição degenerada em zero. O

modelo tem a seguinte função de probabilidade

P (Z = z; ω, θ) =


ω + (1− ω)

a0

A(θ)
, z = 0

(1− ω)
azθ

z

A(θ)
, z = 1, 2, 3, . . .

(1.1)

em que az > 0 depende somente de z, θ ∈ (0, s) (s pode ser∞) é o parâmetro de potência da

série, A(θ) =
∑
z∈K

azθ
z é a função série que atua como constante normalizadora, sendo �nita

e duas vezes diferenciável (K é um conjunto não vazio enumerável de inteiros não negativos)

e ω é o parâmetro de in�ação ou de�ação de zeros, que pode assumir valores negativos.

Alguns modelos zero-in�acionados (ZI) importantes são as distribuições ZI-Binomial,

ZI-Poisson, ZI-Binomial Negativa e ZI-Logarítmica. Por exemplo, se k é um inteiro positivo,

az =
(
k
n

)
e A(θ) = (1 + θ)k, então (1.1) de�ne a distribuição ZI-Binomial. Alguns membros

desta família de distribuições são usados neste trabalho e são enumerados a seguir

az = 1/z! e A(θ) = eθ, θ > 0 : ZI-Poisson ,

az = 1 e A(θ) = (1− θ)−1, 0 < θ < 10 : ZI-Geométrica ,

az =

(
k + z − 1

k − 1

)
e A(θ) = (1− θ)−k, 0 < θ < 1 : ZI-Binomial Negativa ,

az = 1/(z + 1) e A(θ) = − log(1− θ)/θ, 0 < θ < 1 : ZI-Logarítmica .

Note que quando ω = 0 a distribuição em (1.1) se reduz à distribuição Série de Potência. A

média e a variância para a classe de distribuição zero-in�acionados Série de Potência (ZISP)

são dadas, respectivamente, por

E[Z] =
(1− ω)θA′(θ)

A(θ)
e V ar[Z] =

(1− ω)θ

A(θ)2
(A(θ)A′(θ)A′′(θ)− (1− ω)θ(A′(θ))2),

em que A′(θ) = dA(θ)/dθ e A′′(θ) = d2A(θ)/dθ2. As expressões da primeira, segunda e

terceira derivadas da função A(θ) são escritas na Tabela 1.1 para facilitar seu uso no desen-

volvimento deste trabalho.
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A função geradora de probabilidades do modelo ZISP é dada por

GZ(ξ) = ω + (1− ω)
A(θξ)

A(θ)
, |ξ| ≤ 1.

Os modelos zero-in�acionados têm duas representações (Todem et al., 2012): a re-

presentação hierárquica e a marginal. O modelo em (1.1) sob a representação hierárquica,

ω representa o peso da mistura e é uma probabilidade, e 0 ≤ ω ≤ 1. Enquanto que

na representação marginal, a distribuição de probabilidade, 0 ≤ P (Z = z;ω, θ) < 1, se

ω+(1−ω)a0/A(θ) ≥ 0 o que implica, −a0
A(θ)−a0 ≤ ω < 1. Nessa representação ω é o parâmetro

de in�ação de zeros, quando ω > 0, e é o parâmetro de de�ação de zeros, quando ω < 0.

Neste estudo consideramos o modelo em (1.1) na representação marginal.

Tabela 1.1: Derivadas da função A(θ)

Modelo A(θ) A′(θ) A′′(θ) A′′′(θ)

Poisson eθ eθ eθ eθ

Geométrico (1− θ)−1 (1− θ)−2 −2(1− θ)−3 6(1− θ)−4

Logarítmica − log(1−θ)
θ

θ
1−θ+log(1−θ)

θ2
θ(3θ−2)−2(θ−1)2 log(1−θ)

(1−θ)2θ3
(−11θ2+15θ−6)

(θ−1)3θ3 + 6 log(1−θ)
θ4

Os modelos de fragilidade são caracterizados pela introdução de um efeito aleatório,

representado por uma variável aleatória contínua não observável no modelo. Este efeito

aleatório, denominado fragilidade são utilizados para a modelagem de heterogeneidade na

análise de dados de sobrevivência. Na análise desses dados a distribuição da fragilidade em

general é assumida contínua (Hougaard, 1986, Vaupel et al., 1979). Em alguns casos pode ser

apropriado considerar distribuições discretas para a distribuição da fragilidade (Caroni et al.,

2010). Dados de sobrevivência contendo unidades experimentais em que o evento de interesse

não aconteceu mesmo após um período longo de observação (dados de sobrevivência com

fração de cura (Ibrahim et al., 2001, Maller & Zhou, 1996). Nessa situação essas unidades

experimentais têm fragilidade igual a zero. A fragilidade neste caso pode representar, por

exemplo, a presença de um número desconhecido de fatores que levam à ocorrência do

evento de interesse. Fragilidade zero corresponde a um modelo que contém uma proporção

de indivíduos livre do evento de interesse (risco zero).

Neste trabalho, também propomos uma classe de modelos de sobrevivência indu-

zidos por fragilidade discreta com distribuição dada em (1.1) para a modelagem de dados

de sobrevivência com fração de cura (Maller & Zhou, 1996, Rodrigues et al., 2009a). Uma

análise estatística do modelo de sobrevivência induzido por fragilidade discreta é obtido con-

siderando as abordagens clássica e Bayesiana. Além disso, o teste gradiente foi desenvolvido

para testar as hipóteses a respeito da proporção de indivíduos com risco zero.
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1.1 Estatística gradiente

Grande parte da literatura trata os problemas de teste de hipóteses em modelos

paramétricos, tais como os modelos com excesso de zeros, os modelos de sobrevivência, entre

outros. As estatísticas de teste usuais para grandes amostras são as estatísticas da razão

de verossimilhança (Wilks, 1938), escore (Rao, 1948) e Wald (Wald, 1943), no entanto,

recentemente uma nova estatística foi proposta por Terrell (2002) para resolver problemas

de testes de hipóteses em alguns modelos paramétricos (Lemonte, 2016, Lemonte & Ferrari,

2011, 2012). A formulação das estatísticas para o caso de uma hipótese nula simples são

apresentadas a seguir.

Considere que y1, . . . , yn denotam n realizações de alguma característica de uma

população com função densidade ou probabilidade, f(y,ϑ), ϑ ∈ Θ ⊂ Rp. Quando não há

parâmetros de pertubação, o interesse é testar a hipóteses nula simples H0 : θ = ϑ0 versus

H1 : ϑ 6= ϑ0, em que ϑ0 é um vetor especi�cado para ϑ ∈ Θ. Sejam `(ϑ), U(ϑ) e K(ϑ) a

log-verossimilhança, o vetor escore e a matriz de informação de Fisher relativas ao vetor ϑ,

respectivamente. As estatísticas comumente usadas para testar H0 versus H1 são: razão de

verossimilhança (SLR), escore de Rao (SR) e Wald (SW ), que são dadas, respectivamente,

por

SLR = 2[`(ϑ̂)− `(ϑ0)], (1.2)

SR = U(ϑ0)>K(ϑ0)U(ϑ0)), (1.3)

e

SW = (ϑ̂− ϑ0)>K−1(ϑ̂)(ϑ̂− ϑ0), (1.4)

em que ϑ̂ é o estimador de máxima verossimilhança de θ.

Terrell (2002) propôs uma estatística denominada gradiente. Esta estatística é ob-

tida das estatísticas de escore e de Wald, e é dada por

SG = U(ϑ0)>(ϑ̂− ϑ0). (1.5)

Note que a estatística gradiente é muito mais simples de ser calculada, já que não envolve a

matriz de informação observada ou esperada, tampouco a inversa da matriz. Lemonte & Ferrari

(2011) e Lemonte et al. (2016) compararam por meio de simulações, os testes da razão de

verossimilhança, escore, Wald e gradiente em modelos de Birbaun-Saunders com regressão

linear e não linear, respectivamente. Lemonte & Ferrari (2012) obtiveram os poderes locais

dos testes baseados com as estatísticas de razão de verossimilhança, escore, Wald e gradiente
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para os parâmetros da família Exponencial uniparamétrica e concluíram que nenhuma das

estatísticas é uniformemente superior às outras. O livro de Lemonte (2016) apresenta resul-

tados analíticos e evidencias numéricas do teste gradiente. A obtenção do teste gradiente é

mostrado no Apêndice A.1.

1.2 Objetivos

No contexto apresentado acima, o objetivo desta tese é propor procedimentos al-

ternativos aos testes clássicos, para os testes de hipóteses dos parâmetros de uma família

de distribuição discreta zero-in�acionado (distribuição ZISP) que uni�ca vários modelos.

Além disso, propor um novo modelo de sobrevivência induzido por fragilidade discreta

com distribuição ZISP, que inclui como caso particular o modelo de tempo de promoção

(Yakovlev et al., 1993) e o modelo proposto por Cancho et al. (2013), entre outros. Dessa

forma, podemos relacionar os seguintes objetivos especí�cos que foram atingidos no decorrer

desta tese:

(i) desenvolver o teste gradiente para testar a in�ação (ou de�ação) no modelo ZISP

dada em (1.1) e avaliar por meio de um estudo de simulação o teste para pequenas,

moderadas e grandes tamanhos amostrais;

(ii) fazer um estudo comparativo do poder do teste proposto com os testes escore, Wald e

razão de verossimilhança para o procedimento descrito em (i);

(iii) estudar as propriedades estruturais do modelo de sobrevivência induzida por fragilidade

discreta com distribuição dada em (1.1) e desenvolver os procedimentos inferenciais

por meio da perspectiva clássica e Bayesiana;

(iv) desenvolver o teste gradiente para o novo modelo de sobrevivência com fração de cura.

1.3 Organização da tese

A tese se desenvolve como segue. No Capítulo 2, apresentamos o modelo ZISP

na presença e ausência de covariáveis, obtemos a função escore e a matriz de informação

de Fisher, desenvolvemos os testes, gradiente, escore, Wald e da razão de verossimilhança.

Além disso, comparamos o poder dos testes das estatísticas de teste gradiente, escore, Wald

e razão de verossimilhança por meio de um estudo de simulação e realizamos uma aplicação

a um conjunto de dados reais. No Capítulo 3 apresentamos um novo modelo de sobrevivência

induzido por fragilidade discreta com distribuição ZISP. Uma abordagem clássica utilizando

o método de máxima verossimilhança é considerada para fazer a inferência sobre os parâme-

tros do modelo. Além disso, desenvolvemos o teste gradiente para avaliar a adequabilidade
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do modelo de tempo de promoção. Também, realizamos um estudo de simulação com o ob-

jetivo de avaliar o desempenho do método de estimação e do teste proposto e, uma aplicação

do modelo para um conjunto de dados reais da literatura. No Capítulo 4 desenvolvemos

métodos Bayesianos de estimação para o modelo ZISP-FC usando o método Monte Carlo

Cadeias de Markov (MCMC). Finalmente, as principais conclusões desta tese com base nos

resultados obtidos, bem como algumas perspectivas futuras de pesquisa são discutidas no

Capítulo 5.
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Capítulo 2

Teste Gradiente no Modelo

Zero-In�acionado Série de Potência

Neste Capítulo, mostramos a obtenção da estatística gradiente para testar a in�ação

(ou de�ação) de zeros no modelo zero-in�acionado Série de Potência dada em (1.1), ou

seja, testar a hipótese nula composta, H0 : ω = ω0 contra H1 : ω 6= ω0, em que ω0 é

uma quantidade especi�cada para ω. Além disso, comparamos a performance da estatística

gradiente com as estatísticas da razão de verossimilhança, escore e Wald para pequenas,

moderadas e grandes amostras.

2.1 Os modelos Zero-In�acionado Série de Potência

A distribuição do modelo zero-in�acionado Série de Potência (ZISP) dada em (1.1),

reparametrizado em ω = φ/(1 + φ) (veja, Van den Broek, 1995), tem a função de probabi-

lidade dada por

P (Z; θ, φ) =


φ+ a0A(θ)−1

1 + φ
, z = 0

azθ
zA(θ)−1

1 + φ
, z = 1, 2, 3, . . .

(2.1)

em que θ ∈ (0, s) (s pode ser∞) e −a0/A(θ) ≤ φ <∞. Como observado por Van den Broek

(1995), com essa parametrização as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros

do modelo são muito mais estáveis numericamente. A média e a variância do ZIPS nesta

parametrização são dadas, respectivamente, por

E[Z] =
θA′(θ)

(1 + φ)A(θ)
e V ar[Z] =

θ2A′′(θ)

(1 + φ)A(θ)
−
[

θA′(θ)

(1 + φ)A(θ)

]2

.
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Note que o modelo ZISP se reduz ao modelo Série de Potência quando φ = 0 e φ > 0

indica sobredispersão. Também pode-se demonstrar que o modelo (2.1) pertence à família

Exponencial bi-paramétrica (veja a Proposição 1 no Apêndice B.2).

Considere Z1, . . . , Zn uma amostra aleatória de tamanho n de uma população com

distribuição dada em (2.1). O logaritmo da função verossimilhança de ϑ = (θ, φ), dada a

amostra observada z = (z1, . . . , zn), é dada por

`(ϑ) =
∑
i

{
− log(1 + φ) + I(zi=0) log(φ+ a0A(θ)−1) + I(zi>0)[log(azi)

+ zi log(θ)− log(A(θ))]} .
(2.2)

em que I{Zi=0} é a função indicadora sendo igual a 1 se Zi = 0, e 0 em caso contrário. Os esti-

madores de máxima verossimilhança (EMV) dos parâmetros do modelo ZISP, denotados por

θ̂ e φ̂, são os valores de θ e φ, respectivamente, que maximizam a função log-verossimilhança.

Com a primeira derivada da função de log-verossimilhança dada em (2.2) em relação

a cada parâmetro do modelo, obtemos a função (ou vetor) escore U(ϑ) = (U1(ϑ), U2(ϑ))>,

cujos elementos são dados por

U1(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂θ
=

−a0n0

φ+ a0A(θ)−1

A′(θ)

A(θ)2
+

(
(n− n0)

z̄

θ
− A′(θ)

A(θ)

)
,

U2(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂φ
=
−n

1 + φ
+

n0

φ+ a0A(θ)−1
,

(2.3)

em que n0 =
∑

i I(zi=0) é a contagem de todas as observações iguais a zero.

Os EMV de θ e φ são obtidos resolvendo o sistema de equações não lineares dadas

em (2.3), fazendo U(ϑ) = 0. Dessas equações obtemos a seguinte relação entre os EMV dos

parâmetros do modelo ZISP

φ̂ =
n0 − na0A(θ̂)−1

n− n0

,

z̄ =
θ̂A′(θ̂)

A(θ̂)− a0

,

(2.4)

em que z̄ =
∑
i ziI(zi>0)

n−n0
é a média das observações positivas. As equações em (2.4) para os

modelos ZI-Poisson e ZI-Geométrica têm soluções explícitas. Inferências sobre os parâmetros

do modelo podem ser baseadas na normalidade assintótica que, sob certas condições de

regularidade (Cox & Hinkley, 1979), têm distribuição assintoticamente Normal com vetor

de médias ϑ e matriz de variância-covariância, a inversa da matriz de informação de Fisher

avaliada no EMV de ϑ.
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A matriz de informação de Fisher para ϑ é dada por

K(ϑ) = −E
[
∂2`(ϑ)

∂ϑ>∂ϑ

]
=

[
K11 K12

K21 K22

]
, (2.5)

em que K11 = −E
[
∂`(ϑ)2

∂θ2

]
, K22 = −E

[
∂`(ϑ)2

∂φ2

]
e K12 = K21 = −E

[
∂`(ϑ)2

∂θ∂φ

]
, sendo que cada

componente da matriz de informação de Fisher para ϑ é dado por

K11 =
na0

1 + φ

[
A(θ)A′′(θ)(a0 + φA(θ))− A′(θ)2(a0 + 2φA(θ))

A(θ)4(φ+ a0A(θ)−1)

]

+
n

1 + φ

[
θA′(θ)

A(θ)
+
A(θ)A′′(θ)− (A′(θ))2

A(θ)2
(1− a0A(θ)−1)

]
,

K12 = K21 =
na0

(1 + φ)(φ+ a0A(θ)−1)

A′(θ)

A(θ)2
e K22 =

−n(1− a0A(θ)−1)

(1 + φ)2(φ+ a0A(θ)−1)
.

A inversa de matriz de informação de Fisher é dada por

K−1(ϑ) =

[
K11 K12

K21 K22

]
(2.6)

em que K11 = (K11 − K12K
−1
22 K21)−1, K12 = K21 = −K−1

11 K12(K22 − K21K
−1
11 K12)−1 e

K22 = (K22 − K21K
−1
11 K12)−1. As componentes Kjj, j = 1, 2 é a variância do EMV ϑj e

Kjk, j 6= k = 1, 2, é a covariância entre os EMV de ϑj e ϑk.

A hipótese de interesse é testar se o parâmetro de in�ação (ou de�ação) de zeros no

modelo ZISP, pode assumir um valor pré-especi�cado, ou seja, tem-se interesse em testar as

hipóteses

H0 : φ = φ0, contra H1 : φ 6= φ0, (2.7)

em que φ0 é valor especi�cado de φ. A estatística gradiente para testar as hipóteses em (2.7)

é dada por

SG =

(
−n

1 + φ0

+
n0

φ0 + a0A(θ̃)−1

)
(φ̂− φ0), (2.8)

em que θ̃ é o EMV de θ sob a hipóteses nula e φ̂ é o EMV no espaço paramétrico.

As estatísticas tradicionais usadas para testar as hipóteses em (2.7) são: a estatística
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razão de verossimilhança dada por

SLR = 2

[
−n log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+ n0 log

(
φ̂+ a0A(θ̂)−1

φ0 + a0A(θ̃)−1

)

+(n− n0)

(
z̄ log

(
θ̂

θ̃

)
− log

(
A(θ̂)

A(θ̃)

))]
,

(2.9)

em que θ̃ é o EMV de θ sob H0 e as estatísticas escore e de Wald dadas, respectivamente,

por

SR =

(
−n

1 + φ0

+
n0

φ0 + a0A(θ̃)−1

)2

K22(ϑ̃) (2.10)

e

SW = K22(ϑ̂)−1(φ̂− φ0)2, (2.11)

em que

K22(ϑ̂) =

( −n(1− a0A(θ̃)−1)

(1 + φ0)2(φ0 + a0A(θ̃)−1)

)
−

(
na0

(1 + φ0)(φ0 + a0A(θ̃)−1)

A′(θ̃)

A(θ̃)2

)2

K−1
11

−1

com

K11(ϑ̃) =
na0

1 + φ0

[
A(θ̃)A′′(θ̃)(a0 + φ0A(θ̃))− A′(θ̃)2(a0 + 2φ0A(θ̃))

A(θ̃)4(φ0 + a0A(θ̃)−1)

]

+
n

1 + φ0

[
θ̃A′(θ̃)

A(θ̃)
+
A(θ̃)A′′(θ̃)− (A′(θ̃))2

A(θ̃)2
(1− a0A(θ̃)−1)

]
.

As estatísticas de teste em (2.8)-(2.11), sob H0, têm distribuição assintoticamente

Qui-quadrado com um grau de liberdade.

2.1.1 Casos particulares

Nesta subseção apresentamos alguns casos particulares do modelo ZISP, conjunta-

mente com resultados obtidos, tais como o vetor escore, a matriz de informação de Fisher

e as estatísticas de teste dadas em (2.8)-(2.11) para testar a hipótese H0 dada em (2.7).

Quando A(θ) = eθ, θ > 0 e az = 1/z! no modelo em (2.1), obtém-se o modelo ZI-Poisson
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(ZIP) cuja função de probabilidade é dada por

P (Zi;φ, θ) =


φ+ e−θ

1 + φ
, zi = 0

e−θθzi

(1 + φ)zi!
, zi > 0

(2.12)

em que −e−θ ≤ φ <∞ é o parâmetro de in�ação ou de�ação de zeros.

De (2.3), os elementos do vetor escore são dados por

U1(ϑ) =
−n0e

−θ

φ+ e−θ
− (n− n0)

(
1− z̄

θ

)
U2(ϑ) =

−n
1 + φ

+
n0

φ+ e−θ
.

(2.13)

O EMV de φ é dado por

φ̂ =
n0 − ne−θ̂

n− n0

, (2.14)

em que θ̂ é o EMV de θ, que resulta da solução de θ̂ na equação

z̄ =
θ̂

1− e−θ̂
.

Considerando a função de Lambert W (Weisstein, 2002), o EMV do parâmetro θ é dado por

θ̂ = z̄ + LW (−z̄e−z̄). (2.15)

De (2.5) temos que a matriz de informação de Fisher dos parâmetros do modelo ZIP resulta

em

K(θ, φ) =


− n

(1+φ)

(
φe−θ

(φ+e−θ)
− 1

θ

)
− ne−θ

(φ+e−θ)(1+φ)

− ne−θ

(φ+e−θ)(1+φ)
n
(

1−e−θ
(1+φ)2(φ+e−θ)

)
 . (2.16)

A estatística gradiente dada em (2.8) para testar a hipótese H0 em (2.7) no modelo

ZIP resulta em

SG =

(
−n

1 + φ0

+
n0

φ0 + e−θ̃

)
(φ̂− φ0),

em que θ̃ é o EMV de θ sob H0, que nesse caso é a média amostral dos dados de contagem.

As estatísticas de teste da razão de verossimilhança, escore e Wald dadas em (2.9)-

(2.11) para testar a hipótese H0 em (2.7), correspondente ao modelo ZIP são dadas, respec-

tivamente por
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SLR = 2

[
−n log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+ n0 log

(
φ̂+ e−θ̂

φ0 + e−θ̃

)
+ (n− n0)

(
z̄ log

(
θ̂

θ̃

)
− (θ̂ − θ̃)

)]
,

SR =

(
−n

1 + φ0

+
n0

φ0 + e−θ̃

)2

K22(θ̃, φ0)

e

SW = (φ̂− φ0)2K22(θ̂, φ̂)−1,

sendo

K22(θ̃, φ0) =

n
(

1− e−θ̃

(1 + φ0)2(φ0 + e−θ̃)

)
−

(
− ne−θ̃

(φ0 + e−θ̃)(1 + φ0)

)2(
− n

(1 + φ0)

(
φ0e
−θ̃

(φ0 + e−θ̃)
− 1

θ̃

))−1
−1

,

e

K22(θ̂, φ̂) =

n
(

1− e−θ̂

(1 + φ̂)2(φ̂+ e−θ̂)

)
−

(
− ne−θ̂

(φ̂+ e−hatθ)(1 + φ̂)

)2(
− n

(1 + φ̂)

(
φ̂e−θ̂

(φ̂+ e−θ̂)
− 1

θ̂

))−1
−1

.

Agora, no caso em que A(θ) = (1 − θ)−1, θ ∈ (0, 1) e azi = 1 no modelo ZISP em

(2.1), obtém-se o modelo ZI-Geométrica (ZIG), com função de probabilidade dada por

P (Zi;φ, θ) =


φ+ (1− θ)

1 + φ
, zi = 0

θzi(1− θ)
(1 + φ)

, zi > 0

(2.17)

em que −(1− θ) ≤ φ <∞ é o parâmetro de in�ação ou de�ação de zeros.

De (2.3), os elementos do vetor escore são dados por

U1(ϑ) =
−n0

φ+ (1− θ)
+ (n− n0)

(
z̄

θ
− 1

(1− θ)

)
,

U2(ϑ) =
−n

1 + φ
+

n0

φ+ (1− θ)
.

(2.18)

A partir de (2.4), obtêm-se os EMVs dos parâmetros do modelo ZIG que resultam em

φ̂ =
n0 − n(1− θ̂)

n− n0

(2.19)

e

θ̂ = 1− 1/z̄. (2.20)
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De (2.5), obtemos a matriz de informação dos parâmetros do modelo ZIG dada por

K(θ, φ) =


n

1+φ

(
1

φ+(1−θ) −
θ

(1−θ)2

)
−n

(1+φ)(φ+(1−θ))

−n
(1+φ)(φ+(1−θ))

n(1−(1−θ))
(1+φ)2(φ+(1−θ))

 .

A estatística gradiente (2.8) para testar a hipótese H0 em (2.7), para o modelo ZIG,

é dada por

SG =

(
−n

1 + φ0

+
n0

φ0 + (1− θ̃)

)
(φ̂− φ0),

em que θ̃ = é o EMV de θ sob a hipótese nula.

As estatísticas do teste da razão de verossimilhança, escore e Wald dadas em (2.9)-

(2.11) para testar a hipótese H0 em (2.7), correspondente ao modelo ZIG são dadas, respec-

tivamente, por

SLR = 2

[
−n log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+ n0 log

(
φ̂+ (1− θ̂)
φ0 + (1− θ̃)

)
+ (n− n0)

(
z̄ log

(
θ̂

θ̃

)
+ log

(
1− θ̂
1− θ̃

))]
,

SR =

(
−n

1 + φ0

+
n0

φ0 + (1− θ̃)

)2

K22(θ̃, φ0),

SW(φ̂− φ0)2K22(θ̂, φ̂)−1,

em que

K22(θ̃, φ0) =

 n(1− (1− θ̃))
(1 + φ0)2(φ0 + (1− θ̃))

−
(

n

(1 + φ0)(φ0 + (1− θ̃))

)2
[

n

1 + φ0

(
1

φ0 + (1− θ̃)
+

θ̃

1− θ̃

)]−1−1 ,
K22(θ̂, φ̂) =

 n(1− (1− θ̂))
(1 + φ̂)2(φ̂+ (1− θ̂))

−

(
n

(1 + φ̂)(φ̂+ (1− θ̂))

)2 [
n

1 + φ̂

(
1

φ̂+ (1− θ̂)
+

θ̂

1− θ̂

)]−1−1 .

Finalmente, quando A(θ) = − log(1−θ)
θ

, θ ∈ (0, 1) e azi = 1
zi+1

em (2.1), o modelo

ZISP se reduz ao modelo ZI-Logaritmica (ZIL) com função de probabilidade dada por

P (Zi;φ, θ) =


1

1 + φ

(
φ− θ

log(1− θ)

)
, zi = 0

−1

1 + φ

θzi+1

(zi + 1) log(1− θ)
, zi > 0

em que θ
log(1−θ) < φ <∞ é o parâmetro de in�ação ou de�ação de zeros.
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De (2.3), temos que os elementos do vetor escore são dados por

U1(ϑ) =
−n0

φ log(1− θ)− θ

θ
1−θ + log(1− θ)

log(1− θ)
+ (n− n0)

(
z̄

θ
+

1

(1− θ) log(1− θ)
− 1

θ

)
,

U2(ϑ) =
−n

1 + φ
+

n0 log(1− θ)
φ log(1− θ)− θ

.

(2.21)

De (2.4) os EMVs dos parâmetros do modelo ZIL resultam da solução em θ̂ e φ̂ nas equações

φ̂ =
n0 log(1− θ̂) + nθ̂

(n− n0) log(1− θ̂)
e z̄ =

θ̂

1−θ̂ + log(1− θ̂)

− log(1− θ̂)− θ̂
. (2.22)

De (2.5) obtemos a matriz de informação dos parâmetros do modelo ZIL dada por

K(θ, φ) =


−n

φ− θ
log(1−θ)
1+φ A+

n(θ+1− θ
log(1−θ) )

θ2(1+φ)1− θ
log(1−θ)

− n
1− θ

log(1−θ)
1+φ B −n

φ− θ
log(1−θ)
1+φ

(θ−1) log(1−θ)−θ
(θ−1)(φ log(1−θ)−θ)2

−n
φ− θ

log(1−θ)
1+φ

(θ−1) log(1−θ)−θ
(θ−1)(φ log(1−θ)−θ)2

−n
(1+φ)2

+ n
φ− θ

log(1−θ)
1+φ

log2(1−θ)
(φ log(1−θ)−θ)2


em que

A =
−2θ − (2− θ) log(1− θ)

(φ+ A(θ)−1)(1− θ)2 log3(1− θ)
+

θ + (1− θ log(1− θ))
(φ+ A(θ)−1)2(1− θ) log(1− θ)

B =
−θ2 + θ2 log(1− θ)− (1− θ)2 log2(1− θ)

(1− θ)2θ2 log2(1− θ)

A estatística gradiente (2.8) para testar a hipótese H0 em (2.7) para o modelo ZIL,

é dada por

SG =

(
−n

1 + φ0

+
n0 log(1− θ̃)

φ0 log(1− θ̃)− θ̃

)
(φ̂− φ0),

em que θ̃ é o EMV de θ sob a hipótese nula.

As estatísticas do teste da razão de verossimilhança, escore e Wald dadas em (2.9)-

(2.11) para testar a hipótese H0 em (2.7), correspondente ao modelo ZIL, são dadas, respec-

tivamente, por
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SLR = 2

−n log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+ n0 log

 φ̂− θ̂
log(1−θ̂)

φ0 − θ̃
log(1−θ̃)

+ (n− n0)

(
z̄ log

(
θ̂

θ̃

)
− θ̃

θ̂
log

(
1− θ̂
1− θ̃

)) ,

SR =

(
−n

1 + φ0

+
n0 log(1− θ̃)

φ0 log(1− θ̃)− θ̃

)2

K22(θ̃, φ0)

e

SW = (φ̂− φ0)2(K22(θ̂, φ̂))−1,

em que

K22(θ̃, φ0) =

 −n
(1 + φ0)2

+ n
φ0 − θ̃

log(1−θ̃)

1 + φ0

log2(1− θ̃)
(φ0 log(1− θ̃)− θ̃)2

−

 n

(1 + φ0)(φ0 − θ̃
log(1+θ̃)

)

θ̃
1−θ̃

+ log(1− θ̃)

log2(1− θ̃)

2

K̃−1
11


−1

e

K̃11 = −n
φ0 − θ̃

log(1−θ̃)

1 + φ0

Ã+
n(θ̃ + 1− θ̃

log(1−θ̃))

θ̃2(1 + φ0)1− θ̃
log(1−θ̃)

− n
1− θ̃

log(1−θ̃)

1 + φ0

B̃

−n
φ0 − θ̃

log(1−θ̃)

1 + φ0

(θ̃ − 1) log(1− θ̃)− θ̃
(θ̃ − 1)(φ0 log(1− θ̃)− θ̃)2

.

2.2 Teste gradiente no modelo de regressão zero-in�acionado

Série de Potência

Em muitas aplicações práticas é comum assumir que os parâmetros do modelo de-

pendam de covariáveis. Nesta Seção, consideramos covariáveis no parâmetro de potência θ

no modelo (2.1) e desenvolvemos a estatística gradiente para o modelo de regressão zero-

in�acionado Série de Potência. Para a i-ésima observação, o parâmetro θi relaciona-se com

as covariáveis xi = (xi1, . . . , xip) por meio de uma função de ligação da seguinte forma

g(θi) = ηi = η(xi,β), i = 1, . . . , n. (2.23)

em que g(·), representa uma função de ligação contínua monótona e duas vezes diferenciável
com dominio R+, β = (β1, . . . , βp)

> (p < n) é o vetor de parâmetros de regressão (β ∈ Rp)

associado ao vetor de covariáveis xi e η(· ; ·) é uma função possivelmente linear ou não-

linear, contínua e diferenciável com respeito aos componentes de β. Seja X = X(β) =

∂η/∂β> a matriz de derivadas de η = (η1, . . . , ηn) com respeito a β> e assume-se que o
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posto(X) = p.

Para Z1, . . . , Zn uma amostra aleatória de tamanho n em que cada Zi segue o modelo

de regressão ZISP (Zi ∼ ZISP(θi, φ)) e com a expressão (2.23), temos que o logaritmo da

função de verossimilhança de ϑ dada a amostra observada z = (z1, . . . , zn) pode ser escrita

como

`(ϑ) =
n∑
i=1

{
− log(1 + φ) + I(zi=0) log(φ+ a0A(θi)

−1) + I(zi>0)[log(azi)

+ zi log(θi)− log(A(θi))]} .
(2.24)

Diferenciando (2.24) em relação aos parâmetros do modelo, β e φ, obtemos o vetor escore

U>(ϑ) = (U>1 (ϑ), U2(ϑ)), cujos elementos são

U1(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂β
=

n∑
i=1

{
I(zi=0)

−a0A
′(θi)A(θi)

−2

φ+ a0A(θi)−1
+ I(zi>0)

[
zi
θi
− A′(θi)

A(θi)

]}
∂θi
∂β

,

U2(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂φ
=
−n

1 + φ
+

n∑
i=1

{
I(zi=0)

1

φ+ a0A(θi)−1

}
,

(2.25)

em que ∂θi
∂β

= ∂g−1(η)
∂η

∂η
∂β
.

Os EMV de ϑ denotado por ϑ̂ podem ser obtidos ao maximizar a função log-

verossimilhança (2.24), o qual é equivalente a resolver o sistema de equações U1(ϑ̂) = 0 e

U2(ϑ̂) = 0. Estas equações são não lineares e não possuem solução explícita, então con-

sideramos o algoritmo do Newton-Rapson, implementado no pacote pscl no software R

(R Development Core Team, 2009) para estimar as soluções.

Sob usuais condições de regularidade, de (2.5) temos que a matriz de informação de

Fisher dos parâmetros β e φ no modelo de regressão ZISP tem como componentes

Kββ = −E
(
∂2`(ϑ)

∂β∂β>

)
=

a0

1 + φ

n∑
i=1

[
A′′(θi)

A(θi)2
− (1 + 2A(θi))

φ+ a0A(θi)−1

(A′(θi))
2

A(θi)4

]
∂θi
∂β>

∂θi
∂β

−
n∑
i=1

[
µi
θ2
i

+
1− a0A(θi)

−1

1 + φ

(
A′′(θi)

A(θi)
− (A′(θi))

2

A(θi)2

)]
∂θi
∂β>

∂θi
∂β

−a0

1 + φ

n∑
i=1

A′(θi)

A(θi)2

∂2θi
∂β>∂β

+
n∑
i=1

[
µi
θi
− 1− a0A(θi)

−1

1 + φ

A′(θi)

A(θi)

]
∂2θi

∂β>∂β
,

(2.26)
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Kβφ = −E
(
∂2`(ϑ)

∂β∂φ

)
=

a0

1 + φ

n∑
i=1

A′(θi)

(φ+ a0A(θi)−1)A(θi)2

∂θi
∂β

(2.27)

e

Kφφ = −E
(
∂2`(ϑ)

∂φ2

)
= − 1

(1 + φ)3

n∑
i=1

φ+ a0A(θi)
−1 +

1

1 + φ

n∑
i=1

1− a0A(θi)
−1

(φ+ a0A(θi)−1)2
, (2.28)

em que ∂2θi
∂β>∂β

= ∂g−1(η)
∂η

∂2η
∂β>∂β

+ ∂2g−1(η)
∂η2

(
∂η
∂β

)2

e E[ziI(zi>0)] = µi = θiA
′(θi)

(1+φ)A(θi)
.

Note que Kββ representa uma submatriz de dimensão (p × p), Kβφ = Kφβ com dimensão

p× 1 e a dimensão de Kφφ é 1× 1 correspondente a um valor escalar.

O interesse é formular a estatística gradiente sob os testes de hipóteses em relação

aos parâmetros do modelo de regressão ZISP. Sejam ϑ1 e ϑ2 subconjuntos disjuntos do vetor

de parâmetros ϑ e geram uma partição do vetor escore e a matriz de informação de Fisher,

dadas por

U(ϑ) =

[
Uϑ1

Uϑ2

]
, K(ϑ) =

[
Kϑ1ϑ1 Kϑ1ϑ2

K>ϑ2ϑ1
Kϑ2ϑ2

]
. (2.29)

em que Kϑ1ϑ1 = −E
[

∂2`
∂ϑ>1 ∂ϑ1

]
, Kϑ1ϑ2 = K>ϑ2ϑ1

= −E
[

∂2`
∂ϑ>1 ∂ϑ2

]
e Kϑ2ϑ2 = −E

[
∂2`

∂ϑ>2 ∂ϑ2

]
,

e uma das componentes da matriz inversa de informação de Fisher relacionada ao vetor de

parâmetros que deseja-se testar é dada por

Kϑ2ϑ2 = (Kϑ2ϑ2 −K>ϑ1ϑ2
K−1
ϑ1ϑ1

Kϑ1ϑ2)
−1. (2.30)

A hipótese para testar é:

H0 : ϑ2 = ϑ20 contra H1 : ϑ2 6= ϑ20

em que ϑ20 é um vetor pré-especi�cado.

Para formular as estatísticas de teste, primeiramente considere ϑ̂ = (ϑ̂>1 , ϑ̂
>
2 )> e ϑ̃ =

(ϑ̃>1 ,ϑ
>
20)>, que são as estimativas de máxima verossimilhança de ϑ sob o espaço para-

métrico completo e sob a hipótese nula H0, respectivamente. A estatística gradiente para

testar a hipótese H0 é dada por

SG = Ũ>ϑ2
(ϑ̂2 − ϑ20), (2.31)

em que Ũϑ2 = Uϑ2(ϑ)|ϑ=ϑ̃.

A formulação das estatísticas usuais como o teste da razão de verossimilhança, escore

17



e Wald são dadas, respectivamente, por

SLR = 2
(
`(ϑ̂)− `(ϑ̃)

)
, (2.32)

SR = Ũ>ϑ2
K̃ϑ2ϑ2Ũϑ2 (2.33)

e

SW = (ϑ̂2 − ϑ20)>(K̂ϑ2ϑ2)−1(ϑ̂2 − ϑ20), (2.34)

em que K̃ϑ2ϑ2 = Kϑ2ϑ2(ϑ)|ϑ=ϑ̃, e (K̂ϑ2ϑ2)−1 = (Kϑ2ϑ2(ϑ))−1|ϑ=ϑ̂ são obtidos de (2.30).

As quatro estatísticas sob H0 e algumas condições de regularidade, convergem em distribui-

ção para uma distribuição Qui-quadrado com dim(ϑ2) graus de liberdade.

Com as expressões das estatísticas gradiente, da razão de verossimilhança, escore e

Wald em (2.31) - (2.34), temos interesse em desenvolver procedimentos sobre o parâmetro

de in�ação (ou de�ação) de zeros no modelo de regressão ZISP, ou seja, deseja-se testar a

hipótese

H0 : φ = φ0, contra H1 : φ 6= φ0, (2.35)

em que φ0 é valor especi�cado do φ. A estatística gradiente para testar a hipótese nula em

(2.35) é dada por

SG =

(
−n

1 + φ0

+
n∑
i=1

I(zi=0)
1

φ0 + a0A(θ̃i)−1

)
(φ̂− φ0), (2.36)

em que θ̃i = g−1(η(xi; β̃)) é EMV de θi sob hipótese nula e φ̂ é o EMV de φ no espaço

paramétrico completo. As estatísticas da razão de verossimilhança, escore e Wald são dadas,

respectivamente, por

SLR =2

[
−n log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+

n∑
i=1

I(zi>0) log

(
φ̂+ a0A(θ̂i)

−1

φ0 + a0A(θ̃i)−1

)

+
n∑
i=1

ziI(zi>0) log

(
θ̂i

θ̃i

)
−

n∑
i=1

I(zi>0) log

(
A(θ̂i)

A(θ̃i)

)]
,

(2.37)

em que θ̂i = g(η(xi; β̂)) é EMV de θi sob o espaço paramétrico completo.

SR =

(
−n

1 + φ0

+
n∑
i=1

I(zi=0)
1

φ0 + a0A(θ̃i)−1

)
K̃φφ(ϑ) (2.38)

e

SW = (φ̂− φ0)2K̂φφ(ϑ)−1. (2.39)
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As estatísticas dadas em (2.36) - (2.39) para testar H0 convergem em distribuição

para uma distribuição Qui-quadrado com dim(φ) = 1 graus de liberdade. Também é de

interesse testar o parâmetro de potência, θi, com objetivo de veri�car a signi�cância das

covariáveis xi. Sejam β1 e β2 subconjuntos disjuntos do vetor de parâmetros β. Deseja-se

testar

H0 : β2 = β20, contra H1 : β2 6= β20, (2.40)

em que β20 é o vetor especi�cado de β2.

Para testar (2.40), considere as partições Uβ1(ϑ) e Uβ2(ϑ) do vetor escore U1(ϑ) (2.25).

Seja Uβ2(ϑ) um vetor com r elementos, enquanto que Uβ1(ϑ) contém p − r elementos. Da
submatriz Kββ de�nida em (2.27) escolha-se a partição Kββ

β2
que corresponde a submatriz

de dimensão r × r formada pelas r linhas e as r colunas relacionadas aos parâmetros β2.

Desta forma apresentamos a formulação da estatística gradiente para testar a hipótese nula,

dada por

SG = Ũ>β2
(β̂2 − β20). (2.41)

As estatísticas da razão de verossimilhança, escore e Wald são dadas, respectivamente, por

SLR = 2(`(ϑ̂)− `(ϑ̃)), (2.42)

SR = Ũ>β2
K̃ββ
β2

(ϑ)Ũβ2 (2.43)

e

SW = (β̂2 − β20)>K̂ββ
β2

(ϑ)−1(β̂2 − β20), (2.44)

em que ϑ̂ = (β̂>1 , β̂
>
2 , φ̂) e ϑ̃ = (β̃>1 ,β

>
20, φ̃) são os EMVs de ϑ sob o espaço paramétrico

completo e sob H0, respectivamente. Ũβ2 , K̃ββ
β2

(ϑ) e K̂ββ
β2

(ϑ)−1 são obtidos por meio de

(2.30).

As estatísticas dadas em (2.41)-(2.44) sob H0 e algumas condições de regularidade,

convergem em distribuição para uma distribuição Qui-quadrado com dim(β2) = r graus de

liberdade.

2.2.1 Casos particulares

Nesta subseção apresentamos alguns casos particulares do modelo de regressão ZISP,

e considere que o parâmetro de potência relacionado às covariáveis xi será por meio de uma

função linear que adotará diferentes funções de ligação dependendo do caso particular do

modelo ZISP. De (2.12) temos que o modelo de regressão ZI-Poisson com covariáveis no

parâmetro θi considerando a função de ligação logarítmica e uma função linear em (2.23)
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dada por

log(θi) = xiβ ou θi = exp(xiβ),

em que β = (β1, . . . , βp)
> é o vetor de parâmetros de regressão (β ∈ Rp) associado ao vetor

de covariáveis xi = (xi1, . . . , xip) com i = 1, . . . , n.

De (2.25), os elementos do vetor escore com respeito a β e φ correspondente ao

modelo de regressão ZI-Poisson, são escritos como

U1(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂β
=

n∑
i=1

{
I(zi=0)

−e−θiθi
φ+ e−θi

+ I(zi>0)(zi − θi)
}
x>i

U2(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂φ
=

n∑
i=1

{
−1

1 + φ
+ I(zi=0)

(
1

φ+ e−θi

)}
.

(2.45)

Por meio de (2.5), temos que a matriz de informação de Fisher dos parâmetros β e φ no

modelo de regressão ZI-Poisson tem como componentes

Kββ = −E
(
∂2`(ϑ)

∂β∂β>

)
=

n∑
i=1

{
e−θi(1− φθi) + φ

(1 + φ)(φ+ e−θi)

}
θix
>
i xi,

Kβφ = −E
(
∂2`(ϑ)

∂β∂φ

)
= −

n∑
i=1

{
e−θi

(1 + φ)(φ+ e−θi)

}
θix
>
i ,

Kφφ = −E
(
∂2`(ϑ)

∂φ2

)
=

n∑
i=1

{
1− e−θi

(1 + φ)2(φ+ e−θi)

}
.

(2.46)

Na forma matricial

Kββ =
n∑
i=1

dix
>
i xi = X>diag(d)X e Kβφ = −

n∑
i=1

wix
>
i = −X>W ,

em que X = (x1,x2, . . . ,xn)> e diag(d) é uma matriz diagonal n × n com (i, i)-ésima

entrada dada por

di(ϑ) =
(e−θi(1− φθi) + φ)θi

(1 + φ)(φ+ e−θi)
,

e W = diag(W )Xep em que ep é um vetor que tem como primeiro valor igual a 1 e têm

os outros elementos iguais a 0 e diag(W ) é uma matriz diagonal n × n com (i, i)-ésima

componente dada por

wi(ϑ) =
θie
−θi

(1 + φ)(φ+ e−θi)
.
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De (2.6), tem-se

Kφφ(β, φ) =

(
n∑
i=1

{
1− e−θi

(1 + φ)2(φ+ e−θi)

}
−W>X[X>diag(d)X]−1X>W

)−1

. (2.47)

As estatísticas gradiente, da razão de verossimilhança, escore e Wald dadas em (2.36) -

(2.39) para testar H0 em (2.35), correspondentes ao modelo de regressão ZI-Poisson são

dadas, respectivamente, por

SG = (φ̂− φ0)
n∑

i=1

{
−1

1 + φ0

+ I(zi=0)

(
1

φ0 + e−θ̃i

)}
,

SLR = 2
n∑
i=1

{
− log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+ I(zi=0) log

(
φ̂+ e−θ̂i

φ0 + e−θ̃i

)
+ I(zi>0)[zixi(β̂ − β̃)− (θ̂i − θ̃i)]

}
,

SR =

[
n∑
i=1

{
−1

1 + φ0

+ I(zi=0)

(
1

φ0 + e−θ̃i

)}]2

K̃φφ(β, φ)

e

SW = (φ̂− φ0)2K̂φφ(β, φ)−1,

sendo β̃ é o EMV de β sob a hipóteses nula e, β̂ e φ̂ são os EMVs no espaço paramétrico

completo e, K̃22(β, φ) e K̂22(β, φ)−1 são obtidos de (2.47).

Agora, no caso do modelo de regressão ZI-Geométrica com covariáveis no parâmetro

θi em (2.17), considerando a função de ligação logística associada à função linear em (2.23)

dada por

log

(
θi

1− θi

)
= xiβ ou θi =

exp(xiβ)

1 + exp(xiβ)
,

os elementos do vetor escore de�nidos em (2.25), correspondentes ao modelo são dados por

U1(ϑ) =
n∑
i=1

{
I(zi=0)

1

φ+ (1− θi)
+ I(zi>0)

[
zi
θi
− 1

(1− θi)

]}
θi

1 + exp(xiβ)
x>i (2.48)

e

U2(ϑ) =
−n

1 + φ
+

n∑
i=1

{
I(zi=0)

1

φ+ (1− θi)

}
. (2.49)

A matriz de informação de Fisher dada em (2.5) para os parâmetros β e φ no modelo de

regressão ZI-Geométrica tem como componentes

Kββ =
1

1 + φ

n∑
i=1

[
−2

(1− θi)
− (1 + 2(1− θi)−1)

φ+ (1− θi)
− 1− 3θ2

i (1− θi)−1

θi(1− θi)

]
θ2
i

(1 + exiβ)2
x>i xi,

(2.50)
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Kβφ =
1

1 + φ

n∑
i=1

[
θi

(φ+ (1− θi))(1 + expxiβ)

]
x>i (2.51)

e

Kφφ =
n∑
i=1

φ+ (1− θi)
(1 + φ)3

+
1

1 + φ

n∑
i=1

θi
(φ+ (1− θi))2

, (2.52)

as quais expressas na forma matricial podem ser escritas como

Kββ =
n∑
i=1

cix
>
i xi = X>diag(c)X e Kβφ =

n∑
i=1

hix
>
i = X>H ,

em queX = (x1,x2, . . . ,xn)> e diag(c) é uma matriz diagonal n×n com (i, i)-ésima entrada

dada por

ci(ϑ) =
1

1 + φ

(
−2

(1− θi)
− 1 + 2(1− θi)−1

φ+ (1− θi)
− 1− 3θ2

i (1− θi)−1

θi(1− θi)

)
θ2
i

(1 + exiβ)2
,

e H = diag(H)Xep em que ep é um vetor que tem como primeiro valor igual a 1 e têm

os outros elementos iguais a 0 e diag(H) é uma matriz diagonal n × n com (i, i)-ésima

componente dada por

hi(ϑ) =
1

1 + φ

(
θi

(φ+ (1− θi))(1 + exiβ)

)
.

De (2.6) tem-se

Kφφ(ϑ)−1 =

(
n∑
i=1

φ+ (1− θi)
(1 + φ)3

+
1

1 + φ

n∑
i=1

θi
(φ+ (1− θi))2

)
−H>X[X>diag(c)X]−1X>H .

(2.53)

As estatísticas gradiente, da razão de verossimilhança, escore e Wald dadas em (2.36)

- (2.39) para testar H0 em (2.35), correspondentes ao modelo de regressão ZI-Geométrica,

são dadas, respectivamente, por

SG = (φ̂− φ0)

(
−n

1 + φ0

+
n∑
i=1

{
I(zi=0)

1

φ0 + (1− θ̃i)

})
,

SLR =2

(
−n log

(
1 + φ̂

1 + φ0

)
+

n∑
i=1

I(zi=0) log

(
φ̂+ (1− θ̂i)
φ0 + (1− θ̃i)

)

+
n∑
i=1

ziI(zi>0) log

(
θ̂i

θ̃i

)
+

n∑
i=1

I(zi>0) log

(
1− θ̂i
1− θ̃i

))
,
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SR =

(
−n

1 + φ0

+
n∑
i=1

I(zi=0)
1

φ0 + (1− θ̃i)

)
K̃φφ(β, φ)

e

SW = (φ̂− φ0)2K̂φφ(β, φ)−1,

em que K̃22(β, φ) e K̂φφ(β, φ)−1 são obtidas de (2.53).

Alternativamente, os diferentes modelos podem ser comparados, penalizando os

ajustes usando o critério de informação de Akaike (1973) dado por AIC = −2`(ϑ) + dim(ϑ)

e o critério de Schwarz (1978) de�nido por SBC = −2`(ϑ) + dim(ϑ) log(n), em que dim(ϑ)

é o número de parâmetros. Portanto, para os modelos em avaliação com o mesmo conjunto

de dados, será selecionado o melhor modelo, aquele que possui o menor valor de critério de

seleção.

2.3 Estudo de simulação

Nesta seção apresentamos um estudo de simulação com e sem covariáveis com a

�nalidade de avaliar a performance da distribuição da estatística gradiente (SG) com as

distribuições das estatísticas da razão de verossimilhança (SLR), escore (SR) e Wald (SW ),

nos modelos ZIP e ZIG, em testar as hipóteses: H0 : φ = 0 contra H1 : φ 6= 0, para amostras

pequenas, moderadas e grandes.

2.3.1 Simulações sem covariáveis no modelo ZI-Poisson

Neste caso, sem covariáveis, o estudo de simulação é baseado na estimação da taxa

de rejeição das distribuições empíricas e do poder do teste das quatro estatísticas assumindo

a hipótese nula.

Consideramos 10000 réplicas de Monte Carlo utilizadas na comparação do tamanho

do teste e os níveis nominais dos testes foram α = 1%, 5% e 10%. Esta con�guração foi

realizada em cinco diferentes tamanhos de amostras n = 30, 50, 100, 200, 400 e 600. Em cada

caso, consideramos uma variação de θ = 0.5, 1, 2. Os valores de θ foram escolhidos para a

geração de zeros, pois quanto menor for o valor de θ, maior será o número de zeros gerados. A

implementação das simulações foi desenvolvida no software R (R Development Core Team,

2009) e os resultados da taxa de rejeição estão apresentados na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Taxas de rejeição da hipótese Ho : φ = 0, no modelo ZI-Poisson, para diferentes

valores de θ.

θ = 0, 5 θ = 1, 0 θ = 2, 0

n (α%) SG SR SLR SW SG SR SLR SW SG SR SLR SW

30 1 1,0 0,7 0,5 2,9 1,0 0,8 1,0 1,9 0,8 0,6 0,6 1,0

5 3,2 3,4 4,1 5,9 5,0 4,6 4,7 5,3 3,9 3,8 4,5 5,6

10 7,2 9,0 8,7 9,7 9,7 10,1 10,3 10,4 8,6 8,4 9,5 9,8

50 1 0,9 0,8 0,9 2,2 0,8 0,9 1,0 1,7 0,9 0,8 1,0 2,0

5 4,7 4,4 4,9 5,9 4,9 4,6 5,3 5,5 4,7 4,8 5,6 6,2

10 9,7 9,7 10,3 10,5 10,1 10,1 10,6 10,3 10,2 10,1 10,8 10,4

100 1 1,1 0,9 1,1 2,0 1,0 0,9 1,0 1,6 1,0 0,9 1,0 1,6

5 4,8 5,0 5,0 6,5 5,0 5,0 5,0 5,7 4,9 4,9 5,1 5,7

10 10,0 10,2 10,0 12,0 10,1 10,3 10,2 11,2 10,0 10,2 10,2 10,8

200 1 1,0 1,0 1,1 1,5 1,1 1,1 1,1 1,4 1,0 1,1 1,1 1,4

5 4,8 5,0 5,0 5,4 4,9 5,0 5,1 5,3 5,0 5,1 5,1 5,3

10 9,9 10 10,0 10,6 10,0 10,0 10,0 10,3 10 10,0 10,1 10,3

400 1 1,0 1,0 1,0 1,2 1,0 1,0 1,0 1,1 1,0 1,0 1,0 1,0

5 4,9 4,9 5,1 5,3 4,9 4,9 5,0 5,2 5,0 5,0 5,0 5,1

10 9,9 10,0 10,1 10,4 9,8 9,9 10,0 10,0 9,8 9,8 10,0 10,0

600 1 0,9 0,9 0,9 1,1 1,2 1,2 1,2 1,0 1,0 1,0 1,0 1,1

5 4,9 4,9 5,0 5,0 4,9 5,1 5,0 5,0 4,9 4,8 4,9 4,9

10 9,8 9,8 9,8 9,9 10,2 10,2 10,2 10,0 9,9 9,9 9,8 9,8

Da Tabela 2.1 observa-se que as taxas de rejeição nula do teste gradiente apre-

senta uma boa aproximação aos valores nominais para tamanhos amostrais pequenos (n =

30, 50, 100) comparados com os resultados dos testes usuais. À medida que aumenta o ta-

manho das amostras o teste gradiente é equivalente aos testes de escore, Wald e da razão

de verossimilhança para testes de hipóteses em relação ao parâmetro de in�ação do modelo

ZI-Poisson. Note que as taxas do teste de Wald são superestimadas em alguns casos.
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Tabela 2.2: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 50 sob H0 : φ = 0.

θ P,7 = 1, 07 P,8 = 1, 64 P,9 = 2, 71 P,95 = 3, 84 P,99 = 6, 63

0,5 SG 1,07 1,66 2,54 3,66 6,93

SR 1,07 1,63 2,61 3,60 6,21

SLR 1,09 1,71 2,75 3,73 6,32

SW 1,08 1,76 3,08 5,16 11,60

1,0 SG 1,11 1,67 2,77 3,91 6,35

SR 1,10 1,71 2,73 3,77 6,53

SLR 1,10 1,70 2,72 3,80 6,72

SW 1,10 1,66 2,78 3,78 7,63

2,0 SG 1,11 1,71 2,76 3,78 6,60

SR 1,12 1,70 2,74 3,82 6,46

SLR 1,15 1,73 2,88 3,97 6,87

SW 1,12 1,71 2,87 4,36 8,33

Tabela 2.3: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 200 sob H0 : φ = 0.

θ P,7 = 1, 07 P,8 = 1, 64 P,9 = 2, 71 P,95 = 3, 84 P,99 = 6, 63

0,5 SG 1,05 1,64 2,68 3,80 6,55

SR 1,08 1,66 2,73 3,83 6,52

SLR 1,09 1,65 2,72 3,84 6,77

SW 1,08 1,66 2,83 3,96 7,68

1,0 SG 1,05 1,62 2,75 3,83 6,89

SR 1,06 1,62 2,71 3,86 6,84

SLR 1,06 1,62 2,72 3,88 6,85

SW 1,04 1,61 2,71 3,92 6,96

2,0 SG 1,07 1,65 2,69 3,89 6,64

SR 1,08 1,66 2,71 3,88 6,69

SLR 1,08 1,66 2,73 3,89 6,76

SW 1,08 1,65 2,75 3,90 7,40

Nas Tabelas 2.2-2.3 são apresentados os quantis da distribuição empírica da estatís-

tica gradiente, razão de verossimilhança, escore e Wald, conjuntamente com os quantis da

distribuição Qui-quadrado com um grau de liberdade, em que observamos que os quantis são

bem aproximados aos quantis teóricos. Esses resultados podem ser observados na Figura 2.1.

Mas, em alguns casos os quantis empíricos diferem do quantil teórico para a estatística de

Wald.
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O poder do teste das quatro estatísticas é apresentado na Tabela 2.4 para n = 100

e 200, em que é considerado uma pequena variação de φ para observar a variação do poder

da estatística gradiente. Os resultados, indicam que a estatística gradiente é competitivo às

estatísticas de escore, da razão de verossimilhança e Wald, pois o poder do teste é similar.

Tabela 2.4: Poder do teste de φ quando θ = 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10

n φ SG SR SLR SW SG SR SLR SW SG SR SLR SW

100 0,00 0,01 0,01 0,01 0,02 0,05 0,05 0,06 0,06 0,10 0,10 0,10 0,11

0,04 0,04 0,04 0,03 0,01 0,13 0,12 0,11 0,07 0,20 0,20 0,18 0,14

0,08 0,15 0,13 0,12 0,04 0,31 0,30 0,29 0,19 0,42 0,40 0,39 0,32

0,12 0,30 0,28 0,26 0,11 0,52 0,49 0,48 0,37 0,63 0,61 0,60 0,53

0,16 0,49 0,46 0,43 0,24 0,69 0,67 0,66 0,56 0,78 0,77 0,76 0,70

0,20 0,65 0,62 0,60 0,38 0,83 0,81 0,81 0,72 0,89 0,88 0,88 0,84

0,24 0,78 0,75 0,73 0,53 0,91 0,90 0,89 0,83 0,95 0,94 0,94 0,92

0,28 0,87 0,85 0,84 0,68 0,95 0,95 0,95 0,91 0,97 0,97 0,97 0,96

0,32 0,92 0,90 0,90 0,78 0,97 0,97 0,97 0,95 0,99 0,98 0,98 0,98

0,36 0,96 0,95 0,94 0,85 0,99 0,99 0,99 0,97 0,99 0,99 0,99 0,99

0,40 0,97 0,97 0,96 0,90 0,99 0,99 0,99 0,98 1,00 1,00 1,00 0,99

0,44 0,98 0,98 0,98 0,94 0,99 0,99 0,99 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00

0,48 0,99 0,99 0,99 0,96 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,52 1,00 0,99 0,99 0,98 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,56 1,00 0,99 0,99 0,98 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,60 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,64 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,68 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

200 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01 0,05 0,05 0,05 0,06 0,10 0,10 0,10 0,10

0,04 0,08 0,07 0,06 0,03 0,20 0,19 0,18 0,13 0,29 0,29 0,28 0,23

0,08 0,32 0,29 0,28 0,17 0,53 0,52 0,50 0,43 0,64 0,63 0,62 0,57

0,12 0,61 0,58 0,56 0,43 0,80 0,79 0,78 0,72 0,87 0,86 0,86 0,83

0,16 0,83 0,82 0,80 0,70 0,94 0,93 0,93 0,90 0,97 0,96 0,96 0,95

0,20 0,94 0,93 0,92 0,87 0,98 0,98 0,98 0,97 0,99 0,99 0,99 0,99

0,24 0,98 0,98 0,98 0,95 1,00 1,00 0,99 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00

0,28 0,99 0,99 0,99 0,98 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,32 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,36 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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(c) n = 400

Figura 2.2: Poder do teste SG, SR, SLR e SW para diferentes valores de φ e tamanhos de amostra

n = 100, 200 e 400 quando θ = 1, ao nível nominal de 1%.
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(b) n = 200
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(c) n = 400

Figura 2.3: Poder do teste SG, SR, SLR e SW para diferentes valores de φ e tamanhos de amostra

n = 100, 200 e 400 quando θ = 1, ao nível nominal de 5%.
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(c) n = 400

Figura 2.4: Poder do teste SG, SR, SLR e SW para diferentes valores de φ e tamanhos de amostra

n = 100, 200 e 400 quando θ = 1, ao nível nominal de 10%.

As Figuras 2.2 - 2.4 mostram o poder do teste para as estatística gradiente, escore, da

razão de verossimilhança e Wald, em que observa-se que as quatro estatísticas têm o mesmo

poder, para amostras grandes. Mas, a estatística Wald tem menos poder para amostras de

tamanho n = 100.
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2.3.2 Simulações sem covariáveis no modelo ZI-Geométrica

O estudo de simulação é baseado na estimação das taxas de rejeição das distribuições

empíricas e do poder do teste das quatro estatísticas assumindo a hipótese nula para o modelo

ZI-Geométrica.

Foram consideradas 10000 réplicas de Monte Carlo utilizadas na comparação do

tamanho do teste e os níveis nominais dos testes foram α = 1%, 5% e 10%. Esta con�guração

foi realizada em cinco diferentes tamanhos de amostras n = 30, 50, 100, 200, 400 e 600. Em

cada caso consideramos uma variação de θ = 0, 3; 0, 5 e 0, 7. Os resultados das taxas de

rejeição estão apresentados na Tabela 2.5 e observa-se que os valores estimados do teste

gradiente apresentam melhor aproximação comparado com as taxas dos testes de escore,

Wald e razão de verossimilhança. Os valores das taxas de rejeição são aproximados ao valor

nominal do teste na medida que aumenta o tamanho das amostras. O teste gradiente é

equivalente aos testes de escore, Wald e razão de verossimilhança, para os testes de hipóteses

em relação ao parâmetro de in�ação do modelo ZI-Geométrica. Neste caso também acontece

que, quanto menor for o valor de θ, maior será número de zeros gerados.

Tabela 2.5: Taxas de rejeição da hipótese para testar Ho : φ = 0, no modelo ZIG, para diferentes

valores de θ.

θ = 0, 3 θ = 0, 5 θ = 0, 7

n (α%) SG SLR SR SW SG SLR SR SW SG SLR SR SW

30 1 1,50 0,62 5,92 4,64 0,90 0,94 5,05 3,05 0,94 0,87 4,85 2,68

5 4,47 4,47 9,73 9,12 4,49 5,20 10,11 7,10 4,36 5,29 9,16 6,63

10 7,89 9,71 12,28 11,40 9,38 11,04 13,85 11,40 9,65 10,19 13,50 10,74

50 1 1,18 0,98 4,96 4,54 0,94 0,94 2,92 1,64 1,06 1,06 3,50 2,20

5 4,76 4,86 9,20 8,16 4,92 4,92 7,36 5,96 4,98 5,66 7,84 6,20

10 8,66 10,24 13,84 11,98 9,70 9,80 12,24 10,06 9,98 10,42 12,68 10,78

100 1 1,18 1,10 3,36 2,70 0,90 0,80 1,74 1,24 1,02 1,20 1,98 1,60

5 5,04 5,02 7,92 6,88 4,56 4,98 6,46 5,54 4,80 4,94 6,02 5,20

10 9,62 10,30 12,40 11,78 9,62 9,68 11,56 10,68 9,60 9,60 10,76 9,84

200 1 1,01 0,96 1,98 1,71 0,97 0,90 1,53 1,27 1,20 1,20 1,81 1,59

5 4,75 5,09 5,99 5,69 4,93 5,08 5,52 5,15 5,29 5,27 5,66 5,34

10 9,80 10,27 11,02 10,82 9,49 9,64 10,12 9,84 9,77 9,79 10,46 10,08

400 1 0,94 0,93 1,46 1,36 1,00 0,89 1,06 0,95 0,91 0,89 1,10 0,94

5 4,97 4,92 5,31 5,15 4,72 4,71 4,85 4,73 4,65 4,64 4,95 4,69

10 10,03 9,98 10,48 10,25 9,42 9,55 9,68 9,53 9,79 9,71 10,05 9,87

600 1 1,04 1,03 1,38 1,28 1,08 0,94 1,06 0,93 1,26 1,22 1,34 1,24

5 4,94 5,02 5,29 5,14 4,92 5,00 5,35 5,16 5,15 5,27 5,42 5,27

10 9,76 9,87 10,15 10,05 10,24 10,19 10,24 10,11 9,95 9,96 10,30 10,11
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Tabela 2.6: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 100 sob H0 : φ = 0.

θ P,7 = 1, 07 P,8 = 1, 64 P,9 = 2, 71 P,95 = 3, 84 P,99 = 6, 63

0,3 SG 1,10 1,66 2,67 3,86 6,98

SLR 1,06 1,66 2,87 3,85 6,76

SR 1,17 1,78 3,23 5,11 14,02

SW 1,14 1,73 3,01 4,73 11,72

0,5 SG 1,07 1,64 2,64 3,67 6,40

SLR 1,08 1,64 2,69 3,84 6,32

SR 1,11 1,71 2,97 4,36 8,23

SW 1,08 1,66 2,82 4,01 7,20

0,7 SG 1,09 1,62 2,65 3,77 6,68

SLR 1,11 1,67 2,66 3,83 6,92

SR 1,13 1,68 2,83 4,25 9,33

SW 1,10 1,62 2,68 3,90 7,98

Tabela 2.7: Percentis estimados com amostra de tamanho n = 400 sob H0 : φ = 0.

θ P,7 = 1, 07 P,8 = 1, 64 P,9 = 2, 71 P,95 = 3, 84 P,99 = 6, 63

0,3 SG 1,08 1,68 2,71 3,82 6,52

SLR 1,10 1,66 2,70 3,81 6,58

SR 1,08 1,68 2,81 4,01 7,41

SW 1,07 1,67 2,77 3,93 7,19

0,5 SG 1,05 1,60 2,63 3,75 6,60

SLR 1,05 1,61 2,64 3,73 6,42

SR 1,05 1,60 2,64 3,77 6,79

SW 1,05 1,59 2,60 3,71 6,58

0,7 SG 1,03 1,62 2,68 3,72 6,53

SLR 1,03 1,63 2,66 3,72 6,41

SR 1,03 1,63 2,71 3,80 6,76

SW 1,03 1,62 2,68 3,73 6,55

Nas Tabelas 2.6-2.7 são apresentados os quantis da distribuição empírica da estatís-

tica gradiente, da razão de verossimilhança, escore e Wald, conjuntamente com os quantis

da distribuição Qui-quadrado com um grau de liberdade, em que observamos que os quantis

são bem aproximados aos valores quantis teóricos. Esses resultados podem ser observados

nas Figura 2.5. Note que a estatística gradiente e da razão de verossimilhança são melhores

comportadas em relação às outras estatísticas mesmo par uma amostra pequena.
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Figura 2.5: Quantis empíricos das distribuições SG, SLR, SR e SW quando θ = 0, 5.
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O poder do teste das quatro estatísticas, são apresentadas gra�camente nas Figuras

2.6-2.8 em que tem-se considerado uma pequena variação de φ para observar a variação do

poder da estatística gradiente. Os resultados indicam que a estatística gradiente é compe-

titivo às estatísticas de escore, da razão de verossimilhança e Wald pois o poder do teste

é similar. Note que o poder da estatística gradiente é maior aos outros quando se trata de

amostra pequena e moderada (n = 100, 200).
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Figura 2.6: Poder do teste SG, SR, SLR e SW para diferentes valores de φ e tamanhos de amostra

n = 100, 200, 400 e 600 quando θ = 0, 7, ao nível nominal de 1%.
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Figura 2.7: Poder do teste SG, SR, SLR e SW para diferentes valores de φ e tamanhos de amostra

n = 100, 200, 400 e 600 quando θ = 0, 7, ao nível nominal de 5%.
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Figura 2.8: Poder do teste SG, SR, SLR e SW para diferentes valores de φ e tamanhos de amostra

n = 100, 200, 400 e 600 quando θ = 0, 7, ao nível nominal de 10%.
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2.3.3 Simulação com covariáveis no modelo ZI-Poisson

Para avaliar o desempenho da estatística gradiente (SG) com a estatística da razão

de verossimilhança (SLR), escore (SR) e Wald (SW ) foram simulados valores do modelo de re-

gressão ZI-Poisson (2.13) com parâmetros φ = 0 e θi = exp(β1 +β2xi1 +β3xi2), i = 1, . . . , n,

em que β1 = −1, β2 = −0, 5, β3 = 1 e a covariável xi1 foi gerada de uma distribuição Ber-

noulli com probabilidade de sucesso igual a 0, 5 e a covariável xi2 gerada de uma distribuição

Uniforme no intervalo (0, 1). A avaliação é em termos da estimação das taxas de rejeição nula,

e comparação da distribuição empírica das estatística gradiente com a distribuição teórica.

O estudo é baseadas em 1000 amostras de Monte Carlo de tamanhos n = 30, 50, 100, 200 e

400 do modelo regressão ZI-Poisson com φ = 0.

Tabela 2.8: Taxas de rejeição da hipótese para testar H0 : φ = 0 no modelo de regressão ZI-Poisson.

n (%) SG SLR SR SW

30 1 1,50 0,80 0,50 0,00

5 6,30 3,90 2,20 0,30

10 10,80 8,00 5,60 1,50

50 1 1,30 0,70 0,30 0,00

5 4,40 2,90 1,30 0,50

10 9,60 6,90 3,90 2,30

100 1 0,90 0,30 0,10 0,00

5 3,70 2,70 1,10 0,80

10 8,40 6,50 3,70 3,00

200 1 1,10 0,80 0,40 0,20

5 4,80 3,80 2,70 1,90

10 9,00 8,20 6,30 5,60

400 1 1,00 0,80 0,40 0,20

5 5,50 4,70 2,80 2,70

10 10,60 9,70 7,70 7,30

Na Tabela 2.8 é apresentada as taxas de rejeição nula para os valores nominais de

1%, 5% e 10%. No caso quando a amostra é de tamanho n = 30, as taxas das estatísticas

escore e Wald respectivas apresentam resultados subestimados aos valores nominais. E as

taxas de rejeição empíricas do teste gradiente apresenta melhor aproximação aos valores

nominais na medida que aumenta o tamanho amostral. A Tabela 2.9 mostra os percentis

empíricos das estatísticas de teste que são satisfatoriamente aproximados com o percentil

teórico, na medida que aumenta o tamanho das amostras, indicando que a distribuição

assintótica é uma Qui-quadrado com um grau de liberdade.
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Tabela 2.9: Percentis estimados sob H0 : φ = 0.

n Estatísticas P,7 = 1, 07 P,8 = 1, 64 P,9 = 2, 71 P,95 = 3, 84 P,99 = 6, 63

30 SG 0,96 1,56 2,87 4,46 9,23

SLR 0,72 1,08 1,84 2,57 5,25

SR 0,86 1,36 2,33 3,47 6,89

SW 0,67 0,95 1,54 2,01 3,13

50 SG 0,88 1,47 2,68 3,95 6,97

SLR 0,71 1,15 1,93 2,79 4,99

SR 0,82 1,34 2,37 3,37 6,07

SW 0,68 1,07 1,76 2,38 3,75

100 SG 1,10 1,75 2,78 3,84 5,84

SLR 0,90 1,38 2,09 2,93 4,09

SR 1,02 1,60 2,52 3,50 5,10

SW 0,87 1,33 1,99 2,58 3,62

200 SG 0,94 1,52 2,44 3,42 6,93

SLR 0,83 1,29 2,01 2,73 5,18

SR 0,90 1,44 2,26 3,15 6,25

SW 0,82 1,27 1,96 2,67 4,92

400 SG 0,92 1,48 2,65 3,85 6,69

SLR 0,84 1,32 2,27 3,23 5,28

SR 0,89 1,42 2,51 3,60 6,18

SW 0,84 1,31 2,24 3,13 5,08
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Também é de interesse estimar as probabilidades de rejeição das estatísticas gradi-

ente, razão de verossimilhança, score e Wald em relação ao teste H0 : β2 = β3 = 0 de�nido

em (2.40) para três valores nominais α = 1%, 5% e 10% considerando os tamanhos de amos-

tra n = 100, 200, 400 e 600. Para diferentes valores de φ = 1 e 2. Os resultados apresentam-se

na Tabela 2.10 e observamos que a medida que o tamanho de amostra aumenta os valores

empíricos das taxas de rejeição das estatísticas gradiente e razão de verossimilhança são

melhores aproximados a seus valores nominais.

Tabela 2.10: Taxas de rejeição da hipótese H0 : β2 = β3 = 0 para SG, SLR, SR e SW para diferentes

tamanhos de amostra no modelo de regressão ZI-Poisson

φ = 1, 0 φ = 2, 0

n (α%) SG SLR SR SW SG SLR SR SW

100 1 2,20 2,30 4,00 1,30 3,20 1,50 4,40 0,50

5 6,50 6,30 8,40 5,50 7,40 6,30 9,30 3,50

10 10,30 10,30 12,50 9,40 13,50 13,00 15,40 7,30

200 1 1,10 1,20 1,30 0,70 0,90 0,90 1,30 0,30

5 5,20 5,40 5,70 4,40 5,80 5,60 6,60 4,40

10 9,90 9,90 11,50 9,10 10,70 10,50 11,50 9,10

400 1 1,20 1,20 1,60 1,10 1,10 1,10 1,30 1,00

5 5,40 5,40 5,80 5,10 4,90 4,90 5,30 4,50

10 10,90 10,90 11,30 10,50 9,80 10,00 10,30 9,40

600 1 1,00 1,00 1,10 1,00 1,20 1,20 1,40 1,10

5 5,00 4,90 5,30 4,80 6,20 6,20 6,50 5,80

10 9,90 9,90 10,20 9,90 10,90 11,00 11,10 10,50

2.3.4 Simulações com covariáveis no modelo ZI-Geométrica

Para avaliar o desempenho da estatística gradiente (SG) com a estatística da razão

de verossimilhança (SLR), escore (SR) e Wald (SW ) foram simulados valores do modelo de

regressão ZI-Geométrica (2.17) com parâmetros

φ = 0 e θi =
exp(β1 + β2xi1 + β3xi2)

(1 + exp(β1 + β2xi1 + β3xi2))
, i = 1, . . . , n,

em que β1 = 1, β2 = −1, β3 = −0, 5 e a covariável xi1 foi gerada de uma distribuição

Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0, 5 e a covariável xi2 foi gerada de uma

distribuição Uniforme no intervalo (0, 1). A avaliação é em termos da estimação das taxas

de rejeição nula, e comparação da distribuição empírica das estatística gradiente com a

distribuição teórica. O estudo é baseado em 1000 amostras de Monte Carlo de tamanhos

n = 30, 50, 100, 200, 400 e 600 do modelo regressão ZI-Geométrica com φ = 0.
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Na Tabela 2.11 é apresentado as taxas de rejeição nula para os valores nominais

de 1%, 5% e 10% em que é observado as taxas de rejeição empíricas do teste gradiente

são melhor aproximadas aos valores nominais comparadas com os testes usuais que estão

subestimando os níveis nominais, em todos os casos. Na Tabela 2.12 temos os percentis

os empíricos das quatro estatísticas de teste aproximados aos valores do percentil teórico,

indicando que distribuição assintótica é uma Qui-quadrado com um grau de liberdade.

Tabela 2.11: Taxas de rejeição da hipótese H0 : φ = 0 no modelo de regressão ZI-Geométrica.

n (%) SG SLR SR SW

30 1 1,40 0,30 0,00 0,00

5 4,90 2,70 0,60 0,10

10 10,50 6,10 2,60 0,60

50 1 1,50 0,90 0,00 0,00

5 5,60 2,90 1,20 0,50

10 10,10 7,20 3,40 2,10

100 1 1,20 0,40 0,00 0,00

5 4,30 3,00 1,30 1,10

10 8,70 7,30 3,70 3,10

200 1 1,20 0,70 0,10 0,10

5 4,40 3,60 2,10 1,90

10 10,00 8,50 5,70 5,10

400 1 1,30 0,50 0,10 0,00

5 4,30 3,90 2,40 2,40

10 9,30 8,20 6,40 6,20

600 1 1,60 1,10 0,60 0,60

5 6,00 5,20 3,70 3,50

10 11,80 10,90 8,70 8,40
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Tabela 2.12: Percentis estimados sob H0 : φ = 0.

n Estatísticas P,7 = 1, 07 P,8 = 1, 64 P,9 = 2, 71 P,95 = 3, 84 P,99 = 6, 63

30 SG 0,92 1,46 2,77 3,83 7,44

SLR 0,80 1,24 2,24 2,97 5,21

SR 0,66 0,95 1,59 2,04 3,16

SW 0,61 0,88 1,38 1,74 2,48

50 SG 0,92 1,52 2,72 4,09 7,66

SLR 0,83 1,34 2,26 3,29 5,87

SR 0,69 1,06 1,71 2,40 4,26

SW 0,66 1,00 1,56 2,12 3,34

100 SG 0,94 1,43 2,52 3,65 7,17

SLR 0,86 1,29 2,21 3,12 5,86

SR 0,75 1,09 1,79 2,48 4,35

SW 0,73 1,05 1,70 2,32 3,88

200 SG 0,94 1,46 2,70 3,73 6,76

SLR 0,89 1,36 2,45 3,35 5,89

SR 0,81 1,20 2,09 2,81 4,72

SW 0,80 1,18 2,04 2,71 4,43

400 SG 1,03 1,48 2,56 3,64 6,82

SLR 0,99 1,41 2,40 3,37 6,16

SR 0,91 1,29 2,15 2,95 5,19

SW 0,91 1,28 2,12 2,89 5,02

600 SG 1,09 1,78 2,94 4,12 7,22

SLR 1,05 1,71 2,79 3,86 6,64

SR 0,98 1,58 2,53 3,44 5,71

SW 0,98 1,57 2,50 3,39 5,57
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Da mesma forma que o modelo anterior foram estimadas as taxas de rejeição das

estatísticas gradiente, da razão de verossimilhança, score e Wald em relação ao teste H0 :

β2 = β3 = 0 para três valores nominais α = 1%, 5% e 10% considerando os tamanhos

de amostra n = 100, 200, 400 e 600, para diferentes valores de φ = 1 e 2. Os resultados são

apresentados na Tabela 2.13 e observamos que a medida que o tamanho de amostra aumenta

os valores empíricos das taxas de rejeição são melhor aproximados a seus valores nominais.

Note que as taxas do teste escore apresenta valores superestimados enquanto que do Wald

têm resultados subestimados aos valores nominais.

Tabela 2.13: Taxas de rejeição nula de H0 : β2 = β3 = 0 para SG, SLR, SR e SW para diferentes

tamanhos de amostra no modelo de regressão ZI-Geométrica

φ = 1, 0 φ = 2, 0

n (α%) SG SLR SR SW SG SLR SR SW

100 1 1,60 1,50 5,40 0,50 3,00 1,50 4,80 0,40

5 6,70 6,90 11,20 3,90 7,30 6,10 10,10 2,90

10 11,70 12,50 15,90 10,00 12,00 12,00 15,30 6,80

200 1 0,80 0,80 2,20 0,60 1,40 1,40 3,60 0,70

5 6,10 6,30 7,90 5,90 5,90 6,20 8,10 5,10

10 10,40 10,90 13,10 10,30 10,70 11,00 14,30 9,80

400 1 0,50 0,50 0,90 0,50 1,20 1,30 1,70 1,30

5 5,60 5,60 6,10 5,60 5,50 5,70 6,70 5,40

10 9,80 9,90 10,80 9,80 10,40 11,10 12,10 10,60

600 1 1,30 1,40 1,60 1,10 1,40 1,40 1,60 1,20

5 4,40 4,50 5,10 4,50 4,50 4,60 5,50 4,40

10 10,00 10,20 10,90 10,20 10,00 10,10 10,70 9,80

2.4 Aplicação

Aplicamos os resultados obtidos neste capítulo em dois conjuntos de dados reais.

O primeiro conjunto de dados foram introduzidos por Carrivick et al. (2003) num estudo

sobre lesões sofridas por empregados de limpeza em um hospital na Austrália. O segundo

conjunto dados, analisado por Ridout et al. (2001), refere-se ao número de raízes produzidas

por brotos de macieira colunar Trajan micropropagadas.
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2.4.1 Aplicação 1: Lesões em empregados da limpeza.

Os dados referem-se ao número de lesões sofrido por empregados da limpeza de um

hospital na Austrália. Nota-se neste conjunto de dados que a proporção de empregados que

não sofreram nenhuma lesão foi 78, 07% de um total de 342 empregados.

Número de lesões 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Número de empregados 267 52 16 4 2 0 0 0 1

Nesse conjunto de dados ajustamos o modelo ZI-Poisson e ZI-Geométrica. As esti-

mativas de máxima verossimilhança (EMV) dos parâmetros dos modelos são apresentados

na Tabela 2.14.

Tabela 2.14: EMV para os parâmetros com ajuste dos modelos ZI-Poisson e ZI-Geométrica para

os dados de lesões em empregados da limpeza.

Modelo θ̂ (erro padrão) ω̂ (erro padrão)

ZIP 0,8638 (0,1341) 0,6209 (0,0536)

ZIG 0,6696 (0.0706) 0.6725 (0.0740)

As quantidades em parenteses são os erros padrões das estimativas de máxima ve-

rossimilhança. Os modelos diferem bastante na estimativa do zero determinístico, pois o

modelo ZI-Poisson estima 62,09 % de zeros que são determinísticos nos dados, enquanto que

o modelo ZI-Geométrica estima, aproximadamente, 67,25% de zeros determinísticos e 32,75

% de zeros provêm de forma aleatória. A EMV da proporção de empregados da limpeza que

não sofreram acidentes no trabalho resultou em 78, 07%. As estimativas são aproximadas

com a proporção amostral.

Os resultados dos testes de hipóteses nula H0 : ω = 0 contra H1 : ω 6= 0 são apresen-

tados na Tabela 2.15. Podemos observar que as quatro estatísticas, avaliadas pelos modelos

ZI-Poisson e ZI-Geométrica, indicam que a proporção de empregados que não sofreram lesões

é signi�cativamente diferente de zero.

Tabela 2.15: Estimativas das estatísticas e nível descritivo do teste de hipóteses H0 : ω = 0.

Modelo ZI-Poisson Modelo ZI-Geométrica

Estatísticas Estimativas Nível descritivo Estimativas Nível descritivo

SG 46,60 8, 6× 10−12 6,30 0,01

SLR 34,00 5, 51× 10−9 5,37 0,02

SR 39,47 3, 35× 10−10 4,08 0,04

SW 19,31 1, 11× 10−5 3,96 0,05
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2.4.2 Aplicação 2: Cultivos de maçãs

Nesta segunda aplicação consideramos o conjunto de dados extraído de Ridout et al.

(2001). Esses dados se referem ao número de raízes produzidas por 270 brotos de macieira

colunar Trajan micropropagadas. Os brotos foram produzidos em oito diferentes culturas,

onde cada um possui uma das quatro concentrações distintas de citocinina BAP sob um

fotoperíodo de 8 ou 16 horas. Em cada cultura foram utilizados grupos de 30 ou 40 brotos.

Nos 140 brotos cultivados sob fotoperíodo de 8 horas, apenas dois falharam na produção

de raízes. Já nos 130 brotos sob fotoperíodo de 16 horas, observaram-se 62 amostras falhas.

O foco do estudo é evidenciar a in�uência da concentração de citocinina BAP em dois

fotoperíodos no crescimento de raízes de macieiras Trajan. O tamanho amostral corresponde

a n = 270 e a porcentagem de zeros observados foi de 23, 7%. Os dados foram coletados de

cada broto micropropagado: yi : número de raízes; xi1: concentração de citocinina BAP e xi2:

fotoperíodo (0=8-horas , 1=16-horas) , i = 1, . . . , 270. Na Figura 2.9 mostra a distribuição

do número de raízes dos 270 brotos.
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Figura 2.9: Distribuição do número de raízes produzidas pelos brotos de maçã.

Ajustamos para este conjunto de dados os modelos de regressão ZI-Poisson e ZI-Geométrica

considerando as funções de ligação logarítmica e logística,

log(θi) = β0 + β1xi1 + β2x2i, i = 1, . . . , n

e

log

(
θi

1− θi

)
= β0 + β1xi1 + β2x2i,

respectivamente.

Também, calculamos os critérios AIC e SBC para os dois modelos, os resultados obtidos

estão na Tabela 2.16.

44



Tabela 2.16: Valores de máximo da log-verossimilhança e os critérios AIC e SBC com ajuste dos

modelos ZI-Poisson e ZI-Geométrica para dados de cultivos de maçã.

Modelo max `(·) AIC SBC

ZIP -677,5669 1363,134 1377,528

ZIG -710,9049 1429,81 1444,204

Considerando os critérios estabelecidos na Tabela 2.16, selecionamos o modelo ZI-Poisson

como um modelo apropriado para estes dados. Os EMVs são apresentados na Tabela 2.17

em que o simbolo ∗ indica o nível descritivo da covariável Xi é não signi�cativo ao nível de

signi�cância nominal de 5%.

Tabela 2.17: EMV para os parâmetros do modelo ZI-Poisson para os dados de cultivos de maçã.

Covariáveis Parâmetros Estimativas E.P max `(·) Nivel descritivo

x1, x2 β0 1,969 0,051 -677,6 2× 10−16

β1 0,001 0,005 0, 895∗

β2 -0,289 0,062 3, 88× 10−6

x1 β0 1,890 0,049 -688,8 2× 10−16

β1 3, 4× 10−5 0,005 0, 994∗

x2 β0 1,974 0,032 -677,6 2× 10−16

β2 -0,288 0,062 3, 91× 10−6

Veri�camos por meio das estimativas das estatísticas que a proporção de brotos

sem raízes é diferente de zero. Os resultados são apresentados na Tabela 2.18, em que as

estatísticas rejeitam a hipótese H0 : ω = 0 colocando-se em favor do modelo ZI-Poisson para

modelar os dados.

Tabela 2.18: Estimativas das estatísticas de teste e nível descritivo para o teste H0 : ω = 0 do

modelo ZI-Poisson.

Estatísticas Estimativas Nível descritivo

SG 962,533 2, 5× 10−211

SLR 216,766 4, 6× 10−49

SR 4,861 2, 7× 10−2

SW 47,380 5, 8× 10−12

Agora avaliamos a in�uência das covariáveis (concentração de citocinina BAP e fotoperíodo)

na produção de raízes. Para isto testamos H0 : β1 = β2 = 0 contra H1 : Ao menos um é

diferente de zero. As Tabelas 2.19 e 2.20 mostram que a covariável com informação de

concentração de citocinina BAP não tem in�uencia no crescimento de raízes e que a produção

delas depende altamente do fotoperíodo, sendo que β2 é diferente do zero.
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Tabela 2.19: Estimativas das estatísticas e nível descritivo para o teste H0 : β1 = β2 = 0 do modelo

ZI-Poisson.

Estatísticas Estimativas Nível descritivo

SG 23,103 9, 62× 10−6

SLR 22,537 1, 28× 10−5

SR 21,592 2, 05× 10−5

SW 21,324 2, 34× 10−5

Tabela 2.20: Testando a signi�cância das hipóteses, H0 : β1 = 0 e H0 : β2 = 0 .

H0 : β1 = 0 H0 : β2 = 0

Estatísticas Estimativas Nível descritivo Estimativas Nível descritivo

SG 0,017 0,895 23,103 1, 535× 10−6

SLR 0,018 0,895 22,537 2, 061× 10−6

SR 0,017 0,895 21,591 3, 373× 10−6

SW 0,018 0,895 21,323 3.879× 10−6

2.5 Conclusões

Neste capítulo foi estudada a performance da estatística gradiente, em problemas de

teste de hipóteses para o parâmetro de in�ação (ou de�ação) de zeros e a in�uência das cova-

riáveis no parâmetro de potência do modelo zero-in�acionado Série de Potência. A estatística

gradiente foi comparada com as estatísticas da razão de verossimilhança, escore e Wald em

termos da taxa de rejeição e do poder da estatística de teste. Além disso, mostramos os grá-

�cos dos quantis empíricos e as curvas do poder do teste das distribuições das estatísticas,

onde mostrou-se que a estatística gradiente tem um comportamento equivalente às estatís-

ticas tradicionais: da razão de verossimilhança, escore e Wald. Também, foi observado que a

vantagem da estatística gradiente é a simplicidade do seu cálculo, quando comparada com

as estatísticas de Wald e de escore, pois não envolve o cálculo da matriz de informação de

Fisher (ou observada). Esses resultados também foram con�rmadas quando aplicados a dois

conjuntos de dados de contagem com excesso de zeros da literatura. Portanto, concluímos

que a estatística gradiente é uma alternativa às estatísticas tradicionais em problemas de

testes de hipóteses em modelos zero-in�acionados Série de Potência.
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Capítulo 3

Um Modelo de Sobrevivência Induzida

por Fragilidade Discreta: Enfoque

Clássico

3.1 Introdução

A análise de sobrevivência é composta por um conjunto de técnicas para a análise

de dados que envolve tempos ou mais exatamente, tempos até a ocorrência de um evento

de interesse em indivíduos (ou unidades experimentais). O evento de interesse pode ser por

exemplo, a morte de um indivíduo de uma determinada doença, reincidência de um tumor,

quebra de uma componente eletrônica, falha de um equipamento industrial, resposta a um

inquérito no âmbito da psicologia, inadimplentes de clientes de banco, cancelamento de

cartão de crédito de uma �nanceira entre outros. Assim, a análise estatística que envolvem

dados de tempo de um evento de interesse (ou tempos de sobrevivência) desempenha um

papel importante na medicina, epidemiologia, biologia, demogra�a, economia, engenharia e

outros áreas do conhecimento.

A análise de sobrevivência implicitamente assume que as populações são homo-

gêneas, ou seja, todos os indivíduos têm o mesmo risco de morte. Como mencionado no

Capítulo 1, é frequentemente importante considerar a população heterogênea, ou seja, uma

mistura de indivíduos com diferentes riscos. Um modelo de fragilidade fornece uma maneira

conveniente de introduzir heterogeneidade e associações não observadas em modelos para

dados de sobrevivência. Em sua forma mais simples, a fragilidade é um fator de proporci-

onalidade aleatório não observado que modi�ca a função de risco de um indivíduo, ou de

indivíduos relacionados. Em essência, o conceito remonta ao trabalho de Greenwood & Yule

(1920) em "propensão a acidentes". O termo de fragilidade foi introduzido por Vaupel et al.

(1979) em modelos de sobrevivência univariadas. Aplicações a problemas na análise de dados
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de sobrevivência multivariada a partir do trabalho de Clayton (1978).

Estudos sobre modelos de fragilidade geralmente assumem uma variável aleató-

ria contínua e não negativa. Distribuições de fragilidade frequentemente utilizadas inclui

a distribuição Gama (Hougaard, 1984, Vaupel et al., 1979), Inversa Gaussiana (Hougaard,

1984), Log-Normal (dos Santos et al., 1995, Vu & Knuiman, 2002) ou a distribuição Estável

Positiva (Hougaard, 1986). Por meio da perspectiva computacional essas distribuições são

convenientes já que é simples obter de forma fechada as funções de sobrevivência, densidade

e risco, a partir da função transformada de Laplace. Por outro lado, as distribuições de fragi-

lidade contínuas não permitem ter risco zero. Aalen & Hjort (2002) propuseram o processo

de Poisson Composto Contínuo (PPCC) para a distribuição de fragilidade que considera

um subgrupo de indivíduos não susceptíveis ao evento de interesse. Uma das propriedades

matemáticas desse modelo é que, o ponto de massa em zero corresponde à inclusão de um

subgrupo dos indivíduos não susceptíveis. Isso muitas vezes é biologicamente razoável, uma

vez que apenas um subgrupo de indivíduos pode ter a composição genética que o torna vulne-

rável a determinadas doenças. Existem algumas situações nas quais é apropriado considerar

a fragilidade distribuída discretamente, por exemplo, quando a heterogeneidade dos tempos

de sobrevivência surge por causa da presença de um número aleatório de falhas por unidade

ou pela causa da exposição a danos em um número aleatório de ocasiões (Aalen & Tretli,

1999, Moger et al., 2004).

Na literatura são encontrados dois tipos de modelos de fragilidade discretos. O pri-

meiro tipo é construído por meio da separação da variável de fragilidade, Z, em aqueles

com números �xos ou aleatórios com pontos de massa de probabilidade. A maioria de tais

referências acabam por considerar misturas �nitas (Xue & Brookmeyer, 1997), em que Z

é um grupo ou indicador de estrato assumindo poucos valores, ao vez de considerar uma

distribuição de probabilidade sobre um suporte mais amplo. Estes autores a�rmaram que

seu principal resultado também é válido com uso das distribuições de fragilidade discre-

tas, bem como as continuas, mas não prosseguiram essa linha de investigação. Li & Zhong

(2002) referiram ao modelo de riscos proporcionais com fragilidade discreta ao modelo de

mistura �nita como em Xue & Brookmeyer (1997). Recentemente, Wienke (2010) conside-

rou o Processo de Poisson Composto Discreto (PPCD) para os modelos de fragilidade, e

a�rma que pode ser útil para um modelo de sobrevivência que contenha uma proporção de

unidades experimentais para os quais o evento de interesse não ocorre mesmo após um pe-

ríodo longo de observação (modelo de sobrevivência com fração de cura). O segundo tipo de

modelos de fragilidade discreta considera que a variável de fragilidade é um número aleatório

de componentes com massa de probabilidade nos números inteiros não negativos. Embora

fora mencionada a possibilidade desse modelo, não foi investigada em detalhe. Recente-

mente, Caroni et al. (2010) desenvolveram os modelos de fragilidade discreta utilizando as

distribuições Geométrica, Poisson e Binomial e Ata & Özel (2013) propuseram o modelo de

fragilidade discreta baseado no PPCD. Os modelos propostos por esses autores podem ser
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considerados como caso particular do modelo de sobrevivência com fração de cura proposto

por Tsodikov et al. (2003).

Em muitas aplicações, o modelo de fragilidade assume um modelo de risco pro-

porcional condicionado ao efeito aleatório (fragilidade), em que uma variável aleatória não

negativa (fragilidade) Z, indica o nível de risco individual e atua multiplicativamente na

função de risco. Mais especi�camente, a função do risco condicionada à fragilidade pode ser

escrita como

h(t|Z) = Z h0(t), (3.1)

em que h0(t) é a função de risco de base (ou basal). Note que a função de risco de base h0(t)

pode ser escolhida não parametricamente ou parametricamente (como por exemplo, as dis-

tribuições Weibull, Exponencial, Gama, Gompertz e Log-Logístico). O modelo de fragilidade

pode também ser representado por sua função de sobrevivência condicional

S(t|Z) = Pr(T > t|Z) = exp

(
−Z

∫ t

0

h0(u)du

)
= exp (−ZH0(t)) , (3.2)

em que H0(t) =
∫ t

0
h0(u)du é uma função de risco acumulado.

A função de sobrevivência incondicional (ou marginal), S(t), pode ser obtida por

integração sobre o suporte da distribuição da variável aleatória Z. Assim, a função de so-

brevivência incondicional é dada por

S(t) =

∫
S(t|z)dF (z)dz = E(S(t|Z)) = L[H0(t)],

em que F (z) é a função de distribuição de Z e L(s) é a transformada de Laplace de Z. As dis-

tribuições mais comuns em muitas aplicações são as distribuições Gama, Inversa Gaussiana,

Positiva Estável, entre outros.

Em (3.2) se a fragilidade for discreta com suporte nos inteiros não negativos, {0, 1, 2, . . . } e
a distribuição de probabilidades de Z especi�cada por Pr[Z = z] = pz, para z = 0, 1, . . . ,

então a função de sobrevivência incondicional pode ser escrita como

S(t) =
∞∑
z=0

S(t|z)pz = EZ(S(t|Z)) = GZ [S0(t)], (3.3)

em que GZ(s) é a função geradora de probabilidade de Z e S0(t) = exp(−H0(t)) é a

função de sobrevivência basal. Note que S(t) em (3.3) é a função de sobrevivência pro-

posta por Rodrigues et al. (2009b). Também é fácil demonstrar que se Pr(Z = 0) > 0, a

função de sobrevivência em (3.3) é imprópria, ou seja, limt→∞ S(t) = GZ(0) = Pr(Z =

0) > 0. Essas propriedades caracterizam os modelos de sobrevivência com fração de cura

(Maller & Zhou, 1996). No caso que Pr(Z = 0) = 0, a função de sobrevivência é própria, ou

seja, limt→∞ S(t) = GZ(0) = Pr(Z = 0) = 0 e limt→0 S(t) = GZ(1) = 1.
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A literatura sobre modelos de sobrevivência com fração de cura é extensa e está em

rápida evolução pois, estes modelos descrevem cada vez melhor os mecanismos biológicos dos

pacientes frente a uma doença. Os livros de Maller & Zhou (1996) e Ibrahim et al. (2001),

como também artigos de Cooner et al. (2006), Cooner et al. (2007), Tournoud & Ecochard

(2007), Zhao et al. (2009), de Castro et al. (2009), Rodrigues et al. (2009a), Rodrigues et al.

(2009b), de Castro et al. (2010), Cancho et al. (2010), Cancho et al. (2011) e recentes pu-

blicações de Eudes et al. (2013), Milani et al. (2015), Ortega et al. (2015), Rodrigues et al.

(2015), Macera et al. (2015), Morita et al. (2016), Cordeiro et al. (2016), Cancho et al. (2016)

poderiam ser citados como alguns exemplos para desenvolvimento desta pesquisa de traba-

lho.

Neste Capítulo, propomos um novo modelo de sobrevivência induzido por fragilidade

discreta com distribuição ZISP dada em (2.1) para dados de sobrevivência. A distribuição

do tempo para o acontecimento do evento de interesse neste tipo de modelos é escolhida

pelos próprios conjuntos de dados por meio do comportamento da função de risco.

Este Capítulo está organizado como segue. Na Seção 3.2 formulamos o modelo de

sobrevivência com fração de cura, baseada na distribuição zero-in�acionado Série de Potên-

cia. O procedimento inferencial por meio do método de máxima verossimilhança é tratado

na Seção 3.2.2. Os resultados de um estudo de simulação são apresentados na Seção 3.3.

Uma aplicação com dados reais é apresentada na Seção 3.4. Finalmente, na Seção 3.5 é

apresentado algumas conclusões do Capítulo.

3.2 O modelo

O novo modelo resulta ao considerar que a distribuição da variável de fragilidade Z

de�nida em (3.3) é a distribuição ZISP dada em (2.1) reproduzida novamente como

P (Z; θ, φ) =


φ+ a0A(θ)−1

1 + φ
, z = 0

azθ
zA(θ)−1

1 + φ
, z = 1, 2, 3, . . .

(3.4)

A função geradora de probabilidade para a fragilidade Z com distribuição dada em (3.4) é

dada por

GZ(ξ) =
φ

1 + φ
+

A(θξ)

(1 + φ)A(θ)
, |ξ| ≤ 1, (3.5)
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em que θ ∈ (0, s) (s pode ser ∞) e −a0/A(θ) ≤ φ <∞. Sob essas condições, de (3.5) temos

que a função de sobrevivência incondicional dada em (3.3) resulta em

S(t) =
φ+ A(θS0(t))A(θ)−1

1 + φ
. (3.6)

Já que limt→∞ S(t) = φ
1+φ

+ a0
(1+φ)A(θ)

> 0, a função de sobrevivência (3.6) é imprópria.

Note que, se φ = 0 em (3.6) então S(t) = A(θS0(t))/A(θ), que resulta no modelo proposto

por Cancho et al. (2013). Este modelo inclui como caso particular os modelos propostos por

Caroni et al. (2010).

De (3.6) também é obtido a fração de risco zero (curados), que é dada por

p0 = lim
t→∞

S(t) =
φ

1 + φ
+

a0

(1 + φ)A(θ)
. (3.7)

Note que, quando θ → s a fração de risco zero tende para o zero determinístico, φ/(1 + φ),

enquanto que θ → 0 a fração de risco zero tende para um.

Nesta modelagem a fração de risco zero em (3.7) modela os indivíduos que não estão em

risco porque eles não apresentaram o evento de interesse. A fração apresenta duas compo-

nentes. A primeira é uma fração de risco zero determinístico referida aos indivíduos imunes

que são os pacientes curados por características genéticas e possuem uma forte resistência

imunológica que tornam eles ser livres da doença. A segunda componente é uma fração de

risco zero aleatória referida à indivíduos que inicialmente estavam em risco e pelo trata-

mento ou exposição à radiação resultaram curados. Assim ressaltamos que a descomposição

dessa fração é importante porque permite determinar que proporção de pacientes tornam-se

curados devido à fatores genéticos e que proporção é devido ao tratamento.

Portanto, a fração dos curados por tratamento é dado por

p∗0 =
a0

(1 + φ)A(θ)
. (3.8)

A correspondente função de densidade de (3.6) é dada pela expressão

f(t) = −S ′(t) =
θf0(t)

1 + φ

A′(θS0(t))

A(θ)
, (3.9)

em que A′(θS(t)) = A′(θ) |θ=θS0(t) e f0(t) = −dS0(t)/dt é a função de densidade basal.

Consequentemente a função de risco correspondente é dada por

h(t) =
θf0(t)A(θ)−1A′(θS0(t))

φ+ A(θ)−1A(θS0(t))
. (3.10)

A função de densidade f(t) e a função de risco h(t) são impróprias, uma vez que a função
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de sobrevivência S(t) é imprópria. O modelo de sobrevivência com fração de cura (3.6),

de agora em diante, será denominado modelo de sobrevivência zero-in�acionada Série de

Potência com fração de cura (ZISP-FC). A função de sobrevivência dos indivíduos em risco

ou indivíduos suscetíveis ao evento de interesse, denotada por Snc(t), é dada por

Snc(t) = P (T > t|Z ≥ 1) =
A(θS0(t))− a0

A(θ)− a0

. (3.11)

Note que, Snc(0) = 1 e Snc(∞) = 0, ou seja, Snc é uma função de sobrevivência própria.

A partir do modelo dado em (3.11), com diferentes escolhas para a distribuição da variável

de fragilidade Z e para a distribuição basal, pode resultar em várias famílias de distri-

buições propostas recentemente. Por exemplo, a família Weibull-Geométrica proposta por

Barreto-Souza et al. (2010) é obtida se considerarmos que a variável Z segue uma distribui-

ção Geométrica e a distribuição basal é uma distribuição Weibull. Agora se a distribuição de

base tem distribuição Exponencial com taxa de falha θ > 0 obtemos a distribuição proposta

por Chahkandi & Ganjali (2009), membros desta família de distribuição tem função taxa de

falha decrescente e inclui as famílias de distribuição proposta por Adamidis & Loukas (1998),

Kus (2007) e Tahmasbi & Rezaei (2008). Para as propriedades desta família de distribuição

veja o trabalho de Chahkandi & Ganjali (2009).

Existe uma relação matemática entre o modelo (3.6) e o modelo de mistura padrão

(Berkson & Gage, 1952, Boag, 1949), que pode ser escrito como

S(t) = p0 + (1− p0)Snc(t), (3.12)

em que p0 dada em (3.7). Assim temos a fração dos não curados que é dada por 1 − p0 =
1−a0A(θ)−1

1+φ
.

Baseado nos resultados de Li et al. (2001), os modelos ZISP-FC representados como

modelo de mistura em (3.12) são identi�cáveis desde que Snc(t) seja uma função parametri-

camente especi�cada, que no caso é dada em (3.11).

3.2.1 Alguns casos particulares

Nesta subseção apresentamos alguns modelos que resulta de nossa formulação. Par-

ticularmente, é considerado quando Z segue uma distribuição ZIP, ZIG e ZIL.

Se Z é uma variável com distribuição ZIP, então de (3.6), a função de sobrevivência

é dada por

S(t) =
φ

1 + φ
+
e−θ(1−S0(t))

(1 + φ)
. (3.13)

Note que, quando φ = 0 em (3.13), o modelo se reduz ao modelo de tempo de promoção
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introduzida por Chen et al. (1999). De (3.7), a proporção de risco zero é dada por

p0 = lim
t→∞

S(t) =
φ

(1 + φ)
+

e−θ

(1 + φ)
.

De (3.9), a correspondente função densidade é dada por

f(t) =
θf0(t)e−θ(1−S0(t))

(1 + φ)
,

e a função de risco (3.10) correspondente é expressa por

h(t) =
θf0(t)e−θ(1−S0(t))

φ+ e−θ(1−S0(t))
.
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Figura 3.1: Funções de sobrevivência e risco do modelo ZIP-FC para alguns parâmetros seleciona-

dos.

Note que a função de risco decresce quando γ1 < 1 indicando que a taxa de falha diminui

ao longo do tempo, isto é, os acontecimentos do evento de interesse são baixos.

Agora, se Z tem distribuição ZIG, então em (3.6), a função de sobrevivência é dada

pela seguinte expressão

S(t) =
φ

1 + φ
+

(1− θ)
(1 + φ)(1− θS0(t))

. (3.14)

A fração de risco zero é dada por

p0 =
φ

1 + φ
+

(1− θ)
(1 + φ)

.
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As correspondentes funções de densidade e risco são dadas, respectivamente, por

f(t) =
θ(1− θ)f0(t)

(1 + φ)(1− θS0(t))2
,

e a função de risco (3.10) correspondente é expressa por

h(t) =
θ(1− θ)f0(t)(1− θS0(t))2

φ+ (1− θ)(1− θS0(t))−1
.
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Figura 3.2: Funções de sobrevivência e risco do modelo ZIG-FC para alguns parâmetros selecio-

nados.

Finalmente, quando Z tem distribuição ZIL, a função de sobrevivência incondicional

é dada por

S(t) =
φ

1 + φ
+

log[1− S0(t)θ]

(1 + φ)S0(t) log[1− θ]
. (3.15)

A fração de risco zero é dada por

p0 =
φ

1 + φ
− θ

(1 + φ) log[1− θ]
.

A função densidade associada ao modelo (3.15) com fração de risco zero é expressa por

f(t) =
−f0(t)

1 + φ

1

S0(t)2 log(1− θ)

[
θS0(t)

1− θS0(t)
+ log(1− θS0(t))

]
,
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e a correspondente função de risco dada em (3.10) é dada por

h(t) =

−f0(t)
S0(t)2 log(1−θ)

[
θS0(t)

1−S0(t)
+ log(1− θS0(t))

]
φ+ log(1−θS0(t))

S0(t) log(1−θ)

.

Os modelos de sobrevivência dadas em (3.13)-(3.15) são denominados, respectiva-

mente, de modelos de sobrevivência ZIP, ZIG e ZIL com fração de cura. Apresentamos as

Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 que mostram os diferentes comportamentos das funções de sobrevi-

vência e risco dos modelos ZIP-FC, ZIG-FC e ZIL-FC, respectivamente, para alguns valores

selecionados,
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Figura 3.3: Funções de sobrevivência e risco do modelo ZIL-FC para alguns parâmetros seleciona-

dos.

3.2.2 Inferência

Considere os tempos de sobrevivência de n indivíduos, T1, . . . , Tn e C1, . . . , Cn os

respectivos tempos de censura. Suponha que é observado ti = min{Ti, Ci} e δi = I(Ti ≤ Ci),

em que δi = 1 se ti é um tempo de sobrevivência e δi = 0 se é o tempo de censura a direita.

Seja xi = (xi1, . . . , xip) o vetor de covariáveis para o i-ésimo indivíduo. Assumindo que o

parâmetro θ do modelo (3.6) se relaciona com as covariáveis por meio de

g(θi) = ηi = η(xi,β) = xiβ, i = 1, . . . , n, (3.16)

em que β = (β1, . . . , βp)
> é o vetor de parâmetros de regressão (β ∈ Rp) associado ao vetor

de covariável xi. Aqui η(·, ·) é uma função contínua duas vezes diferenciável. Finalmente, g(·)
é a função de ligação contínua monótona e duas vezes diferenciável com domínio R+. Seja X
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a matriz de derivadas de η = (η1, . . . , ηn) com respeito a β>. Assume-se que o posto(X) = p.

Uma possível função de ligação para o parâmetro θi do modelo ZIP é g(θi) = log(θi) (ligação

logarítmica) e para o parâmetro θi dos modelos ZIG e ZIL é g(θi) = log(θi/(1− θi)) (ligação
logística). Com esta função de ligação os modelos são identi�cáveis, como pode ser visto em

Li et al. (2001).

Com a expressão (3.16), o logaritmo da função de verossimilhança de ϑ = (φ,γ,β>)

sob censura não informativa pode ser escrito como

`(ϑ) = −n log(1 + φ) +
n∑
i=1

{− log(A(θi)) + δi [log(θi) + log(f0(ti; γ))

+ log(A′(θiS0(ti, γ)))] + (1− δi) log [φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))]} . (3.17)

A estimativa de máxima verossimilhança (EMV) do parâmetro ϑ pode ser obtida maximi-

zando a função de log-verossimilhança.

Diferenciando (3.17) com respeito a β, γ e φ, obtemos o vetor escore U>(ϑ) =

(U>1 (ϑ), U>2 (ϑ), U2(ϑ)) cujos elementos são

U1(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂β
=

n∑
i=1

{
−A′(θi)
A(θi)

+ δi

[
1

θi
+
A′′(θiS0(ti, γ))

A′(θiS0(ti, γ))
S0(ti, γ)

]

+(1− δi)
φA′(θi) + A′(θiS0(ti, γ))S0(ti, γ)

φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))

}
∂θi
∂β

,

(3.18)

U2(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂γ
=

n∑
i=1

{
δi

[
1

f0(t; γ)

∂f0(t; γ)

∂γ
+
θiA

′′(θiS0(ti, γ))

A′(θiS0(ti, γ))

∂S0(ti, γ)

∂γ

]

+(1− δi)
θiA

′(θiS0(ti, γ))

φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))

∂S0(ti, γ)

∂γ

}
,

(3.19)

e

U3(ϑ) =
∂`(ϑ)

∂φ
=
−n

1 + φ
+

n∑
i=1

{
(1− δi)

A(θi)

φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))

}
, (3.20)

em que ∂θi
∂β

= ∂g−1(xiβ)
∂β

x>i .

Os EMV de ϑ̂ também podem ser obtidos resolvendo o sistema de equações não

lineares nos parâmetros, U(ϑ) = 0. Como as equações não lineares não têm solução explí-

cita, consideramos o algoritmo do Newton-Rapson, implementada no optim no software R
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(R Development Core Team, 2009).

Sob certas condições de regularidade (Cox & Hinkley, 1979), pode ser mostrado que

a distribuição assintótica do estimador de máxima verossimilhança ϑ̂ é Normal multivariada

com vetor de médias ϑ e matriz de covariâncias Σ(ϑ̂), a qual pode ser estimada por Σ̂(ϑ̂) =

{J(ϑ̂)}−1, avaliada em ϑ = ϑ̂, em que

J(ϑ) = −
[
∂2`(ϑ)

∂ϑ>∂ϑ

]
=

 Jββ Jβγ Jβφ

J>βγ Jγγ Jγφ

J>βφ J>γφ Jφφ

 , (3.21)

Jββ é uma submatriz de ordem p×p, Jβγ de ordem (p+s)×(p+s), Jβφ de (p+s+1)×1, Jγγ
de s× s e Jφφ é escalar. Os elementos da matriz de informação observada são apresentados
no Apêndice C.2.

As estimações intervalares dos parâmetros do modelo são baseados na normalidade

assintótica dos estimadores de máxima verossimilhança (EMV). O nível de con�ança 100×
(1− α)% é assumido para calcular o intervalo de con�ança de cada componente ϑ do vetor

de parâmetros ϑ dada por

ϑ̂±Zα/2
√
J−1(ϑ̂) (3.22)

em que Zα/2 é o valor do α/2 quantil superior da distribuição Normal padrão e J−1(ϑ̂) é o

elemento da diagonal da inversa da matriz J(ϑ) e corresponde ao estimador da variância do

parâmetro ϑ.

Além da estimação dos parâmetros, o teste de hipóteses é outra questão importante.

Sejam ϑ1 e ϑ2 subconjuntos disjuntos do vetor de parâmetros ϑ do modelo de sobrevivência

ZISP-FC. A partição associada no vetor escore e na matriz de informação observada são

dadas por

U(ϑ) =

[
U1(ϑ)

U2(ϑ)

]
e J(ϑ) =

[
J11 J12

J21 J22

]
. (3.23)

Nosso objetivo é testar H0 : ϑ2 = ϑ02 contra H1 : ϑ2 6= ϑ02, em que ϑ1 não é especi�cado.

Seja ϑ̃ o vetor que maximiza `(ϑ) restrita a H0, a estatística da razão verossimilhança é

dada por

SLR = 2
(
`(ϑ̂)− `(ϑ̃)

)
.

As estatística gradiente, escore e Wald são dadas, respectivamente, por

SG = U2(ϑ̃)>(ϑ̂2 − ϑ20), (3.24)

SR = U2(ϑ̃)>J̃22(ϑ)U2(ϑ̃) (3.25)
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e

SW = (ϑ̂2 − ϑ20)>Ĵ22(ϑ)−1(ϑ̂2 − ϑ20)., (3.26)

em que

J22 = (J22 − J21J
−1
11 J12)−1.

As quatro estatísticas sob H0 e sob algumas condições de regularidade, converge em distri-

buição para uma distribuição Qui-quadrado com dim(ϑ1) graus de liberdade.

Em especial temos interesse em desenvolver procedimentos para testar sobre o parâ-

metro zero determinístico do modelo ZISP-FC dada em (3.6), ou seja, testar a hipótese nula,

H0 : φ = φ0 contra H1 : φ 6= φ0, em que φ0 é uma quantidade especi�cada para φ. Note que,

quando φ0 = 0, as hipóteses permitem avaliar a adequabilidade do modelo de sobrevivência

proposta por Cancho et al. (2013).

A estatística gradiente para testar a hipótese H0 é dada por

SG =

{
n∑
i=1

(1− δi)A(θ̃i)

φ0A(θ̃i) + A(θ̃iS0(ti; γ̃))
− n

1 + φ0

}(
φ̂− φ0

)
. (3.27)

sob H0 a estatística dada em (3.27) e em certas condições de regularidade tem distribuição

Qui-quadrado com um grau de liberdade para amostras su�cientemente grandes.

Alternativamente, os diferentes modelos podem ser comparados, penalizando os

ajustes usando os critérios AIC e SBC como descritos no Capítulo 2.

3.2.3 Método Bootstrap

Outra técnica de inferência sobre os parâmetros do modelo ZISP-FC é o uso do

método Bootstrap (Efron 1979). Esse método possui vantagens por não utilizar resultados

assintóticos para a distribuição dos estimadores ϑ e fornece uma outra forma de construção

dos intervalos de con�ança baseado em estimativas bootstrap quando trata-se de uma amostra

"pequena", ou quando for crítica a suposição de normalidade. Uma adaptação desta técnica

no modelo ZISP-FC seguem as sugestões de Efron (1981) e Efron & Tibshirani (1986) para

dados de sobrevivência.

Os intervalos de con�ança bootstrap não paramétrico são obtidos ao replicar B amos-

tras com reposição de tamanho n, (t∗1, δ∗1, x∗1), . . . , (t∗B, δ∗B, x∗B) de uma amostra original

(t, δ, x). Para cada reamostra (t∗b, δ∗b, x∗b), b = 1, . . . , B são calculados os estimadores de

máxima verossimilhança dos parâmetros. Os intervalos com nível 100 × (1 − α)% de con�-

ança para cada um dos parâmetros são obtidos ao calcular os quantis (1− α/2) e (α/2) dos

respectivos B estimadores de máxima verossimilhança.
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3.3 Estudo de simulação

Os resultados inferenciais obtidos na Seção 3.2.2 são assintóticos. Sendo assim, de-

senvolvemos um estudo de simulação com diferentes tamanhos amostrais (n = 50, 100, 200

400 e 600) a �m de avaliar as propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança dos

parâmetros do modelo ZIP-FC com distribuição basal Weibull, cuja função de risco é dada

por h0(t) = γ1γ2t
γ1−1. Em nosso estudo de simulação consideramos que γ1 = 2, γ2 = 1,

φ = 0, 5; 2, 0 e o parâmetro θ é relacionado com a covariável x por meio da ligação logarít-

mica como em (3.16), isto é, log(θi) = β0 + β1xi. i = 1, . . . , n. A covariável xi é gerado da

distribuição Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0, 5 e, β0 = 2 e β1 = −2. As

observações censuradas Ci foram gerados da distribuição Uniforme, U(0, τ), em que τ con-

trola a porcentagem de censura. Para cada parâmetro (φ, γ1, γ2, β0, β1) e para cada tamanho

amostral n, consideramos 65% de observações censuradas.

Realizamos 1000 simulações em cada tamanho amostral e foram obtidas as EMV

dos parâmetros do modelo de sobrevivência ZIP-FC; Na Tabela 3.1 apresentamos a média

das EMV, o desvio padrão, o viés e a raiz quadrada do erro quadrático médio (REQM)

das EMVs nas diversas simulações. Observa-se que o viés e o REQM tendem para zero a

medida que o tamanho da amostra aumenta em consequência as EMV são próximas dos

verdadeiros valores. A Figura 3.4 mostra a distribuição empírica dos EMV, para n = 600,

onde observamos que a distribuição dos EMV são aproximadamente simétricas ao redor da

média das EMVs (linha vertical em vermelho), o que indica que a normalidade assintótica

dos EMV está satisfeita. Mas esta propriedade não é veri�cada para amostras menores ou

iguais que n = 100, como mostra a Figura 3.5.
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Figura 3.4: Histograma das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo

ZIP-FC para n = 600.
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Tabela 3.1: Média das EMV, viés e raiz quadrada do erro quadrático médio (REQM) dos parâme-

tros do modelo de sobrevivência ZIP-FC.

φ = 0, 5 φ = 2

n φ γ1 γ2 β0 β1 φ γ1 γ2 β0 β1

50 Média 0,52 2,23 1,39 2,69 -2,15 1,95 2,38 1,78 3,08 -2,13

DP 0,32 0,45 1,50 1,68 0,72 1,13 0,70 2,18 2,28 1,08

Viés 0,02 0,23 0,39 0,69 -0,15 -0,05 0,38 0,78 1,08 -0,14

REQM 0,32 0,51 1,55 1,81 0,73 1,13 0,80 2,31 2,52 1,08

PC 0,93 0,96 0,71 0,99 0,94 0,94 0,95 0,95 0,97 0,94

100 Média 0,50 2,10 1,18 2,31 -2,05 2,03 2,19 1,30 2,78 -2,14

DP 0,21 0,29 0,84 1,11 0,46 0,84 0,47 1,40 1,84 0,76

Víes 0,00 0,10 0,18 0,31 -0,05 0,03 0,19 0,30 0,78 -0,14

REQM 0,21 0,31 0,86 1,15 0,47 0,84 0,51 1,43 2,00 0,77

PC 0,93 0,94 0,92 0,99 0,95 0,94 0,95 0,79 1,00 0,94

200 Média 0,50 2,06 1,10 2,11 -2,04 2,05 2,09 1,13 2,44 -2,06

DP 0,13 0,20 0,52 0,62 0,34 0,55 0,31 0,91 1,26 0,51

Viés 0,00 0,06 0,10 0,11 -0,04 0,05 0,09 0,13 0,44 -0,06

REQM 0,13 0,21 0.53 0,63 0,34 0,55 0,32 0,92 1,33 0,52

PC 0,93 0,95 0,96 0,97 0,94 0,95 0,94 0,88 1,00 0,95

300 Média 0,50 2,03 1,05 2,06 -2,02 2,02 2,05 1,08 2,26 -2,03

DP 0,11 0,17 0,39 0,40 0,26 0,44 0,24 0,65 0,94 0,40

Viés 0,00 0,03 0,05 0,06 -0,02 0,02 0,05 0,08 0,26 -0,03

REQM 0,11 0,17 0,40 0,40 0,26 0,44 0,25 0,66 0,97 0,40

PC 0,94 0,94 0,96 0,96 0,94 0,93 0,94 0,92 0,98 0,94

400 Média 0,50 2,02 1,02 2,06 -2,02 2,02 2,04 1,05 2,21 -2,02

DP 0,09 0,14 0,33 0,31 0,22 0,34 0,21 0,55 0,76 0,35

Viés 0,00 0,02 0,02 0,06 -0,02 0,02 0,04 0,05 0,20 -0,02

REQM 0,09 0,14 0,33 0,32 0,22 0,34 0,21 0,55 0,78 0,35

PC 0,94 0,96 0,97 0,97 0,96 0,95 0,94 0,93 0,97 0,94

600 Média 0,50 2,02 1,01 2,04 -2,01 2,01 2,03 1,02 2,12 -2,02

DP 0,07 0,11 0,25 0,23 0,18 0,29 0,16 0,41 0,53 0,28

Viés -0,00 0,02 0,01 0,04 -0,01 0,01 0,03 0,02 0,12 -0,02

REQM 0,07 0,11 0,25 0,24 0,18 0,29 0,16 0,41 0,54 0,28

PC 0,94 0,96 0,97 0,97 0,95 0,94 0,95 0,96 0,97 0,95
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Figura 3.5: Histograma das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo

ZIP-FC para n = 100.

3.4 Aplicação

A metodologia apresentada neste capítulo será aplicada ao conjunto de dados cole-

tados em um estudo sobre melanoma com o objetivo de avaliar o desempenho da aplicação

de uma dosagem alta de interferon alfa-2b como forma de prevenir recorrência do câncer. Os

pacientes foram incluídos no estudo entre 1991 e 1995, sendo acompanhados até 1998. Uma

descrição mais detalhada dos dados pode ser vista em Kirkwood et al. (2000) e Ibrahim et al.

(2001). A variável resposta (T ) representa o tempo até a morte do paciente ou o tempo de

censura. Da amostra original foram removidos 10 pacientes para os quais há valores faltantes

em uma das covariáveis (x3), restando n = 417 pacientes, com 56% de observações censu-

radas. As variáveis incluem t: tempo (em anos; média = 3, 18 e desvio padrão = 1, 69); x1:

tipo de tratamento (0: sem tratamento, n = 204; 1: interferon, n = 213); x2: idade (em anos;

média = 48,0 e desvio padrão = 13,1); x3: categoria do nódulo (1, n = 82; 2, n = 87 ; 3,

n=137; 4, n = 111); x4: sexo (0: masculino, n = 263; 1: feminino , n = 154); x5: capacidade

funcional (0: ativo, n=363; 1: outras, n = 54) e x6: espessura do tumor (em mm, média =

3, 94 e desvio padrão = 3, 20).

Na Figura 3.6(a) apresentamos a estimativa de Kaplan-Meier da função de sobrevi-

vência para os dados descritos anteriormente, onde observamos a existência de uma apreciá-
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vel fração de indivíduos com risco zero, pelo menos no que concerne ao intervalo de tempo

abrangido pelo estudo. Na Figura 3.6(b) temos o grá�co TTT (Sun & Kececloglu, 1999),

onde constatamos que a função de risco é crescente, sugerindo que o modelo Weibull para a

distribuição basal a qual é uma alternativa adequada de modelagem destes dados. A distri-

buição de Weibull considerada tem função de sobrevivência dada por S0(t;γ) = exp(−γ2t
γ1)

e função densidade f0(t;γ) = γ1γ2t
γ1−1 exp(−γ2t

γ1), para t > 0, γ1, γ2 > 0.
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Figura 3.6: (a) Estimativa de Kaplan-Meier da função de sobrevivência e (b) grá�co TTT.

Os modelos de sobrevivência zero-in�acionado Poisson e zero-in�acionado Geométrica com

fração de cura (ZIP-FC e ZIG-FC) com distribuição basal Weibull considerada para os tem-

pos de vida, foram ajustados aos dados em que a relação entre o parâmetro θ do modelo e as

covariáveis foi feita pela ligação logarítmica e logística, respectivamente, como em (3.16) com

x = (1, x1, . . . , x6)> e β = (β0, β1, . . . , β6)>. Para obter as estimativas de máxima verossimi-

lhança dos parâmetros em cada modelo, utilizamos o método de otimização BFGS (Lange,

1999) (uma função da linguagem R), cujos resultados estão apresentados na Tabela 3.2.

Observamos que as covariáveis são não-signi�cativas com exceção da covariável categoria do

nódulo (x3) e da covariável idade (x2).

A Figura 3.7 apresenta o grá�co dos resíduos versus os valores esperados das esta-

tísticas de ordem da distribuição Normal padrão, o qual indica o afastamento da suposição

da normalidade para os resíduos nos modelos ZIP-FC Weibull e ZIG-FC Weibull. Observe

que ambos os modelos podem ser adequados ao ajuste deste conjunto de dados.
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Tabela 3.2: EMVs com ajuste dos modelos de sobrevivência ZIP-FC Weibull e ZIG-FC Weibull

para os dados de melanoma.

Modelo ZIP-FC Weibull Modelo ZIG-FC Weibull

Parâmetro Estimativas DP Intervalo de con�ança Estimativas DP Intervalo de con�ança

assintótico 95% assintótico 95%

φ 0,4609 0,1303 (0,2466; 0,6752) 0,3523 0,1660 (0,0788; 0,6251)

γ1 1,8490 0,1263 (1,6014; 2,0965) 2,0830 0,1624 (1,7646; 2,4014)

γ2 0,1259 0,0258 (0,0753; 0,1764) 0,0700 0,0267 (0,0176; 0,1224)

β0 -1,7452 0,5149 (-2,7543; -0,7360) -1,6157 0,7095 (-3,0063; -0,2251)

β1 -0,0567 0,1922 (-0,4334; 0,3200) -0,1733 0,2604 (-0,6836; 0,3370)

β2 0,0147 0,0074 (0,0002; 0,0292) 0,0166 0,0090 (-0,0010; 0,0343)

β3 0,5231 0,0855 (0,3555; 0,6907) 0,6779 0,1227 ( 0,4374; 0,9184)

β4 -0,1268 0,1973 (-0,5134; 0,2599) -0,1007 0,2586 (-0,6076; 0,4061)

β5 0,2401 0,2711 (-0,2913; 0,7714) 0,2377 0,3541 (-0,4562; 0,9317)

β6 0,0447 0,0296 (-0,0133; 0,1026) 0,0406 0,0369 (-0,0317; 0,1128)

max `(·) -506,2046 max `(·) -504,8615

AIC 1032,409 AIC 1029,723

SBC 1072,740 SBC 1070,054
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Figura 3.7: (a) Estimativa dos resíduos para o modelo ZIP-FC Weibull. (b) Estimativa dos resíduos

para o modelo ZIG-FC Weibull.

Considerando os critérios estabelecidos na Tabela 3.2 selecionamos o modelo ZI-

Geométrica como um modelo apropriado para estes dados. Prosseguimos com um modelo

simpli�cado com apenas as covariáveis categoria do nódulo e idade, seguindo procedimen-

tos assintóticos e Boostrap cujos resultados compõem a Tabela 3.3. Um procedimento não

paramétrico bootstrap foi realizado considerando B = 5000 réplicas obtendo assim os esti-

madores e intervalos bootstrap com 95% de con�ança. É possível observar nesses resultados

que os intervalos assintóticos e bootstrap não apresentam grandes diferenças e, em todas as
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situações, esses intervalos cont�mm o verdadeiro valor dos parâmetros.

Confrontando os modelos das Tabelas 3.2 e 3.3, de acordo com a estatística da razão de

verossimilhança (SLR), o modelo simpli�cado propicia um ajuste tão bom quanto o do modelo

da Tabela 3.2 (SLR = 2, 747 com 6 graus de liberdade, nível descritivo = 0, 8399). Portanto,

adotamos o modelo da Tabela 3.3 e a Figura 3.8 mostra o grá�co de resíduos para o modelo

simpli�cado.

Tabela 3.3: EMVs assintóticas e bootstrap com ajuste do modelo de sobrevivência ZIG-FC Weibull

simpli�cado.

Parâmetro Estimativas Intervalo de con�ança Estimativas Intervalo de con�ança

assintótico 95% bootstrap 95%

φ 0,3493 (0,0225; 0,6760) 0,3663 (0,0599; 0,6778)

γ1 2,0668 (1,7518; 2,3818) 2,0879 (1,8004; 2,3999)

γ2 0,0727 (0,0187; 0,1266) 0,0677 (0,0137; 0,1218)

β0 -1,5506 (-2,7619; -0,3393) -1,2633 (-2,3856; -0,1701)

β2 0,0182 (0,0006; 0,0358) 0,0171 (0,0028; 0,0307)

β3 0,6373 (0,4132; 0,8614) 0,6380 (0,4746; 0,8125)

●
●

●
●

●
●

● ●
●●●●●●●●●●●●●●

●●●●
●●●

●●●●●●
●●●●

●●●●●
●●●●

●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●
●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●

●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●

●●●●●●●●
●●●●●●●●

●●●●●●
●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●

●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●
●●●●●

●●●●●
●●●●●●●●

●●●●● ● ●

● ●
●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

 Percentis da N(0, 1)

R
es

íd
uo

Figura 3.8: Estimativa de resíduos para o modelo simpli�cado ZIG-FC Weibull.

A estimativa de máxima verossimilhança (EMV) de proporção de risco zero deter-

minístico, ω = φ/(1 + φ), é 0,259 (0,092). Esta proporção indica que 25,9% dos indivíduos

possuem fatores genéticos próprios que permitiram estar livres da doença. A quantidade em

parênteses é o erro padrão da EMV, obtida após aplicar o método delta (Cox & Hinkley,

1979).

Os testes de hipóteses de interesse dada na Seção 3.2.2, são equivalentes às seguintes

hipóteses: H0 : ω = 0 contra H1 : ω 6= 0. Essas hipóteses permitem avaliar o modelo de
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sobrevivência tempo de promoção considerado por Yakovlev et al. (1993) contra o modelo

ZIG-FC. Na Tabela 3.4 são apresentados os resultados das estatísticas de teste. Pode-se

observar que as quatro estatísticas, ao nível de signi�cância de 5%, indicam que o modelo

de tempo de promoção não é adequado para o ajuste dos dados de melanoma.

Tabela 3.4: Estimativas das estatísticas e nível descritivo para o teste de hipótese H0 : ω = 0 nos

dados de melanoma.

SG SR SLR SW

Estatística 3,3222 3,8656 8,8907 4,4442

Nível descritivo 0,0683 0,0493 0,0029 0,0350

A Figura 3.9 mostra a função de sobrevivência estrati�cada por nível categoria do nódulo

em pacientes com idade igual a 32 e 66 anos, que correspondem aos percentis 10 e 90.

Estes grá�cos destacam o impacto combinado das covariáveis sobre a fração de curados.

Observamos que os tempos de sobrevivência de pacientes com melanoma diminui com a

idade e o nível de categoria do nódulo.
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Figura 3.9: Função de sobrevivência sob modelo ZIP-FC estrati�cada por categoria de nódulo para

pacientes com idade igual a 32 anos (painel esquerdo) e 66 anos (painel direito) e, fração cura

(painel central).
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Finalmente, a Tabela 3.5 apresenta o EMV da fração de cura para os grá�cos da

Figura 3.9. Os intervalos de con�ança aproximado de 95% de con�ança foram obtidos após

a aplicação do método delta. Note que a fração de cura entre os pacientes com idade de 32 e

66 anos em cada categoria de nódulo, os intervalos não se sobrepõem. A Figura 3.9 mostra

a fração de cura como função da idade, onde observamos que a fração de cura de pacientes

com melanoma diminui com a idade.

Tabela 3.5: Estimativa de máxima verossimilhança para fração de curados estrati�cada por cate-

goria de nódulo e idade dos pacientes.

Categoria de Erro Intervalo de con�ança

Idade Nódulo Estimativa Padrão assintótico 95%

32 1 0,6891 0,0564 (0,5786; 0,7997)

2 0,5723 0,0479 (0,4783; 0,6663)

3 0,4661 0,0395 (0,3886; 0,5436)

4 0,3854 0,0443 (0,2986; 0,4722)

66 1 0,5749 0,0544 (0,4682; 0,6816)

2 0,4683 0,0411 (0,3877; 0,5488)

3 0,3869 0,0434 (0,3018; 0,4720)

4 0,3329 0,0569 (0,2214; 0,4444)

3.5 Conclusões

Neste Capítulo, propusemos o modelo de sobrevivência zero-in�acionado Série de

Potência com fração de cura. O modelo é �exível e inclui como casos particulares os mode-

los de sobrevivência propostos por Cancho et al. (2013) e Caroni et al. (2010), e o modelo

de tempo de promoção proposto por Yakovlev et al. (1993). O modelo permite estimar a

proporção de indivíduos sem risco, ou seja, a proporção de indivíduos imunes e curados;

e avaliar de melhor forma a e�ciência de um tratamento para o paciente. Procedimentos

inferenciais foram desenvolvidos por meio de uma perspectiva clássica baseada no método

de máxima verossimilhança e um estudo de simulação indicou que a normalidade assintótica

dos EMV estão satisfeitas para tamanhos amostrais maiores que 100. Um conjunto de da-

dos de tempos de sobrevivência da literatura foi ajustado ao modelo proposto mostrando o

potencial da modelagem para esta análise de dados de sobrevivência. Aplicamos também o

método bootstrap nesse conjunto de dados e observou-se que as estimativas dos parâmetros

comparado com os resultados assintóticos são similares.
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Capítulo 4

Modelo de sobrevivência induzida por

Fragilidade Discreta: Enfoque bayesiano

No Capítulo 3 foram desenvolvidos procedimentos inferênciais desde a perspectiva

clássica (ou frequentista) para o modelo de sobrevivência Zero In�acionado Série de Potência

com fração de cura (ZISP-FC) de�nido em (3.6), baseado em resultados assintóticos. Para

amostras de tamanhos pequenos ou moderados esses resultados podem não ser con�áveis,

tornando-se um problema sério uma vez que em geral, trabalha-se com amostras não muito

grandes. Um procedimento alternativo que pode contornar esse problema é por meio da

utilização de métodos Bayesianos. O uso de métodos Bayesianos, além de serem uma alter-

nativa de análise, permite ainda a incorporação de conhecimento a priori por meio de uma

distribuição a priori. Neste Capítulo apresenta-se o procedimento inferencial desde de uma

perspectiva Bayesiana para o modelo ZISP-FC, usando o método de simulação via cadeias

de Markov (Gelfand & Smith, 1990).

4.1 Inferência Bayesiana no modelo ZISP-FC

Consideramos novamente o modelo ZISP-FC de�nido em (3.6) com função de so-

brevivência dada por

S(t) =
φ+ A(θS0(t))A(θ)−1

1 + φ
, t > 0, (4.1)

com θ > 0 e −a0/A(θ) ≤ φ < ∞ e S0(t) a função de sobrevivência basal, a proporção de

indivíduos com risco é dada por p0 = φ
1+φ

+ a0
(1+φ)A(θ)

. A correspondente função densidade de

probabilidade é dado por

f(t) = −S ′(t) =
θf0(t)

1 + φ

A′(θS0(t))

A(θ)
. (4.2)
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Como no Capítulo 3, considere os tempos de sobrevivência de n indivíduos, T1, . . . , Tn

e C1, . . . , Cn os respectivos tempos de censura. Suponha que é observado ti = min{Ti, Ci}
e δi = I(Ti ≤ Ci), em que δi = 1 se ti é um tempo de sobrevivência e δi = 0 se é o tempo

de censura a direita. Seja xi = (xi1, . . . , xip) denotando o vetor de covariáveis par o i-ésimo

indivíduo. Assumindo que o parâmetro θ do modelo (3.6) se relaciona com as covariáveis

por meio de

g(θi) = ηi = η(xi,β) = xiβ, i = 1, . . . , n. (4.3)

em que β = (β1, . . . , βp)
> é o vetor de parâmetros de regressão (β ∈ Rp) associado ao vetor

de covariável xi. Aqui η(·, ·) é uma função contínua duas vezes diferenciável. Finalmente,

g(·) é a função de ligação contínua monótona e duas vezes diferenciável com domínio R+.

Uma possível função de ligação para o parâmetro θi do modelo ZIP θi é g(θi) = log(θi)

(ligação logarítmica) e para o parâmetro θi dos modelos ZIG e ZIL é g(θi) = log(θi/(1− θi))
(a ligação logística). Com a expressão (4.3), o logaritmo da função de verossimilhança de

ϑ = (φ,γ,β>) sob censura não informativa pode ser escrito como

L(ϑ|D) =
1

(1 + φ)n

n∏
i=1

1

A(θi)
(θif0(ti; γ)A′(θiS0(ti; γ)))

δi (φA(θi) + A(θiS0(t)))1−δi (4.4)

sendo D = (t, δ,x) com t = (t1, . . . , tn)>, δ = (δ1, . . . , δn)> e x = (x1, . . . , xn).

Uma parte fundamental da análise Bayesiana é especi�car distribuições a priori para

todos os parâmetros desconhecidos do modelo. A �m de garantir distribuições a posteriori

próprias, adotamos distribuições a priori próprias para todas as quantidade desconhecidas

do modelo. Assim consideramos as seguintes distribuições a priori para os parâmetros do

modelo ZISP-FC

• φ|β ∼ U(max{−1,−a0/A(θi)}, ρ), com ρ > 0 conhecido, su�cientemente grande,

• βj ∼ N(µj, σ
2
j ), µj e σ2

j são conhecidos, com j = 1, . . . , p.

• γk ∼ Gama(ak, bk), k = 1, 2 com ak e bk conhecidos,

em que N(µ, σ2) denota a distribuição Normal com média média µ e variância σ2, Gama(a, b)

denota a distribuição Gama com média a/b e variância a/b2 e U(c, d) denota a distribuição

uniforme no intervalo a e b.

A distribuição a priori conjunta dos parâmetros β, φ e γ do modelo ZISP-FC é

dada por

π(ϑ) = π(φ|β)π(β)π(γ) ∝
γa1−1

1 γa2−1
2 exp

{
−
∑2

i=1 biγi −
∑p

i=1
(βj−µj)2

2σ2
j

}
ρ−max{−1,−a0/A(θi)}

, (4.5)

nota-se que no caso em que ai = bi = 0 (i = 1, 2) e σj −→ ∞ (j = 1, . . . , p) a função de
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densidade a priori conjunta é imprópria, ou seja

π(ϑ) ∝ 1

γ1γ2(ρ−max{−1,−a0/A(θi)})
.

Combinando a função verossimilhança (4.4) e a função de densidade a priori con-

junta (4.5) e o Teorema de Bayes pode-se mostrar que a densidade conjunta a posteriori de

ϑ = (φ,γ,β>) é dada por

π(ϑ|D) ∝ 1

(1 + φ)n

n∏
i=1

1

A(θi)
(θif0(ti; γ)A′(θiS0(ti; γ)))

δi (φA(θi) + A(θiS0(t)))1−δi π(ϑ),

(4.6)

em que D é o conjunto de dados observados.

Notamos que a densidade a posteriori conjunta (4.6) não é uma densidade padrão,

portanto somente podemos avaliar as densidades a posteriori marginais por meio de méto-

dos de aproximação, tais como o método de Laplace (Kass et al., 1991) ou usando métodos

de simulação de Monte Carlo via Cadeia de Markov, tais como o amostrador de Gibbs

(Casella & George, 1992) e Metropolis-Hasting (Chib & Greenberg, 1995). Nesta análise

consideraremos os métodos MCMC por serem de fácil implementação computacional.

Para obtermos uma amostra a posteriori de φ,γ e β, fazemos uso do algoritmo de

Gibbs que se baseia em sucessivas gerações das distribuições condicionais de π(φ|β,γ,D),

π(γ|β, φ,D) e π(β|γ, φ,D).

Da densidade a posteriori conjunta dada em (4.6) pode-se demonstrar que as den-

sidades condicionais posteriori completas para o algoritmo de Gibbs são dadas por

π(φ|β,γ,D) ∝ 1

(1 + φ)n

n∏
i=1

[φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))]1−δi π(φ|β),

π(β|γ, φ,D) ∝
n∏
i=1

1

A(θi)
[θiA

′(θiS0(ti; γ))]δi [φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))]1−δi π(β),

π(γ|β, φ,D) ∝
n∏
i=1

[f0(ti; γ)A′(θiS0(ti; γ))]δi [φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))]1−δi π(γ)

(4.7)

Observe que as densidades dadas em (4.7) não são conhecidas de modo que faremos uso do

algoritmo de Metropolis-Hasting para gerar φ, γ e β das densidades condicionais a posterioris

completas.

Uma alternativa Bayesiana para testar as hipóteses dadas Seção 3.2.2 é por meio da

determinação do fator de Bayes do modelo sob a hipótese nula (modelo M0) com respeito a

hipótese alternativa (modeloM1). Como sugerido por Geisser & Eddy (1979) neste trabalho

utiliza-se o pseudo-fator de Bayes para testar essas hipóteses considerando as verossimi-
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lhanças preditivas marginais do modelo M0 e M1 e essas verossimilhanças são obtidas como

produto das densidades preditivas condicionas ordenadas (CPO) de�nidas por

f(yr|D(−r)) =

∫
Θ

f(yr|ϑ)π(ϑ|D(−r))dϑ, r = 1, . . . , n, (4.8)

em que D(−r) é o conjunto de observações com r-ésima observação excluída. O pseudo-fator

de Bayes do modelo M0 com respeito ao modelo M1 é de�nido por

PSFB01 =

∏n
r=1 f(yr|D(−r),M0)∏n
r=1 f(yr|D(−r),M1)

(4.9)

em que f(yr|D(−r),Mj), j=0,1 é o CPOr para r-ésima observação do modelo sob Hj, j = 0, 1.

Rejeita-se a hipótese nula H0, se PSFB01 < 1, portanto, o melhor modelo é o modelo M1.

Por exemplo, tem-se interesse em testar as hipóteses H0 : φ = 0 vs H1 : φ 6= 0, ou

seja, deseja-se comparar o modelo ZISP-FC e o modelo Série de Potência com fração de cura

(SP-FC) proposta por Cancho et al. (2013). Sob as hipótese H0 (ou H1), não é possível obter

uma expressão analítica para CPO. Uma estimativa do CPO pode ser obtida por integração

de Monte Carlo, com amostras a posteriori. Seja ϑ(i), . . . ,ϑ(S), é uma amostra a posteriori

dos parâmetros do modelo sob H0, uma estimativa do CPO para o modelo SP-FC é dado

por

f̂(yr|D(−r),M0) =

 S
∑S

i=1

(
θ(i)f0(tr)

A′(θ(i)S0(tr))

A(θ(i))

)−1

, se δr = 1,

S
∑S

i=1

(
A(θ(i)S0(tr))

A(θ(i))

)−1

, se δr = 0

4.1.1 Análise de diagnóstico caso a caso

Após a modelagem é importante veri�car as suposições feitas para o modelo condu-

zido, para um estudo da robustez com o intuito de encontrar possíveis observações in�uentes,

as quais podem causar distorções nos resultados da análise. Uma maneira comum de avaliar

a in�uência de uma observação no ajuste de um modelo é por meio da deleção de casos

Cook & Weisberg (1982), em que o efeito de remover cada caso completamente da análise

é estudado. Baseada no mesmo raciocínio, a metodologia da análise de in�uência caso a

caso com um abordagem Bayesiana possibilita determinar quais casos podem in�uenciar nos

resultados da análise.

Seja Dψ(P, P(−i)) a medida de divergência ψ entre P e P(−i), em que P é a distribui-

ção a posteriori de ϑ dado dados completos, e P(−i) é a distribuição a posteriori de ϑ sem o

i-ésimo caso. Especi�camente,

Dψ(P, P(−i)) =

∫
π(ϑ;D) ψ

(
π(ϑ|D)

π(ϑ|D(−i))

)
dϑ, (4.10)
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Dψ(P, P(−i)) é uma medida do efeito da omissão do i-ésimo caso dos dados completos na

distribuição a posteriori de ϑ. Note que em geral, D(P, P(−i)) 6= D(P(−i), P ) e ψ é uma

função convexa com, ψ(1) = 0; Dey & Birmiwal (1994) apresenta várias escolhas da função

ψ como por exemplo, se ψ(u) = − log(u) obtemos a divergência Kullback-Leibler (K-L

divergência); se ψ(u) = (u − 1) log(u) temos J-distancia que é uma versão simétrica da

divergência Kullback-Leibler; ψ(u) = 0, 5|u− 1| refere-se a distância variacional ou a norma

L1 e, se ψ(u) = (u− 1)2, é a divergência Qui-Quadrado (χ2-divergência).

Existe uma relação matemática entre o CPO de�nida em (4.8) e a medida de ψ-

divergência, que pode ser escrita como

Dψ(P, P(−i)) = Eϑ|D

[
ψ

(
CPOi

L(ϑ|Di)

)]
, (4.11)

em que o valor esperado é tomado com relação à distribuição a posteriori π(ϑ|D) e L(ϑ|Di) é
a função de verossimilhança da i-ésima observação. De (4.11) a K-L divergência (Cho et al.,

2009), pode ser representada por

DK−L(P, P(−i)) = log(CPOi) + Eϑ|D{logL(ϑ|Di)}. (4.12)

De (4.11) uma estimativa de Monte Carlo de Dψ(P, P(−i)) por amostragem a partir da

distribuição a posteriori do ϑ pode ser obtida. Seja ϑ(1), . . . ,ϑ(Q) uma amostra de tamanho

S de π(ϑ|D). Então a estimativa de Monte Carlo de Dψ(P, P(−i)) é dada por

̂Dψ(P, P(−i)) = − 1

S

S∑
s=1

[
ψ

(
ĈPOi

L(ϑ(s)|Di)

)]
. (4.13)

Peng & Dey (1995) e Weiss (1996) ressaltaram a di�culdade em detectar o ponto de corte da

medida de divergência, na detecção de observações in�uentes ou não. Como em Peng & Dey

(1995) considere o experimento de uma moeda viesada com probabilidade de sucesso p e

outra moeda não viesada, então a medida de ψ-divergência entre a moeda não viesada e

viesada é dada por

Dψ(f0, f1) =

∫
ψ

(
f0(w)

f1(w)

)
f1(w)dw, (4.14)

em que f0(w) = pw(1 − p)w e f1(w) = 0, 5, x = 0, 1. No entanto, se Dψ(f0, f1) = dψ(p),

então pode ser facilmente veri�cado que dψ satisfaz a seguinte função

dψ(p) =
ψ(2p) + ψ(2(1− p))

2
. (4.15)

Note que a função dψ(·) é simétrica em torno de p = 0, 5 e atinge o valor mínimo neste

ponto, dψ(0, 5) = 0 e f0 = f1. Além disso, se p > 0, 75 (ou p ≤ 0, 25), como uma moeda

fortemente enviesada, temos que dL1(0, 75) = dχ2(0, 75) = 0, 25, portanto, o i-ésimo caso

71



é considerado in�uente quando dL1(0, 75) > 0, 25 ou dχ2 > 0, 25. Assim, para divergência

K − L, podemos considerar a observação in�uente quando dK−L > 0, 14 e, analogamente,

usando o J-distancia, a observação com dJ > 0, 27 pode ser considerada como observação

in�uente.

4.2 Estudo de simulação

Nesta Seção é apresentado um estudo de simulação para investigar a propriedades

frequentistas das estimativas Bayesianas dos parâmetros do modelo ZISP-FC e veri�car o

comportamento do pseudo fator de Bayes para descriminar modelos sob H0 e sob H1. Como

a Seção 3.3, um estudo de simulação é baseado no modelo ZIP-FA com distribuição basal

Weibull, cuja função de risco dada por h0(t) = γ1γ2t
γ1−1. Em nosso estudo de simulação con-

sideramos que γ1 = 2, γ2 = 1, φ = 0, 5; 2, 0 e o parâmetro θ é relacionado com a covariável

x por meio da ligação logarítmica como em (3.16), isto é, log(θi) = β0 + β1xi. i = 1, . . . , n.

A covariável xi é gerada da distribuição Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0, 5

e, β0 = 2 e β1 = −2. As observações censuradas Ci foram geradas da distribuição Uniforme,

U(0, τ), em que τ controla a porcentagem de censura. Neste estudo consideramos aproxi-

madamente 65% de observações censuradas. Várias combinações de tamanhos amostrais

(n = 100, 200, 400 e 600) foram considerados no estudo. Realizamos 1000 simulações para

cada tamanho de amostra e foram obtidas a média, desvio padrão (DP), viés, raiz quadrada

do erro quadrático médio (REQM) e a probabilidade de cobertura do intervalo HPD de 95%,

para cada parâmetro do modelo de sobrevivência ZIP-FC.

Para cada simulação foi considerado a distribuição a priori dada em (4.5) com

γj ∼ Gama(1, 0.01), j = 0, 1, βj ∼ N(0, 100) e φ|β ∼ U(max{−1,−eθi}, 100). A partir

das densidades condicionais completas foram gerados duas cadeias separadas cada uma com

25000 iterações cada uma. Como as densidades condicionais não são de famílias de distri-

buição conhecida, utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hasting embutidos nos ciclos do

amostrados de Gibss. Com a �nalidade de diminuir o efeito dos pontos iniciais foram des-

cartadas as primeiras 5000 iterações e para evitar o problema de autocorrelação das séries,

�xamos um espaçamento de tamanho 10, conduzindo uma amostra a posteriori de 1000 para

cada cadeia. A convergência das amostras foi monitorada por vários critérios considerados

em Cowles & Carlin (1996).

Na Tabela 4.1 reportamos as médias de Monte Carlo da média a posteriori, desvio

padrão das médias a posteriori (DP), raiz quadrada do erro quadrático médio (REQM) das

médias, viés e a probabilidade de cobertura (PC) do intervalo HPD de 95% de con�ança

para cada parâmetro do modelo ZISP-FC. Observa-se que o viés e o REQM, tende para

zero a medida que o tamanho da amostra aumenta em consequência as médias a posteriori

são próximas dos verdadeiros valores. Além disso as probabilidades de cobertura são bem
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aproximadas com o nível de con�ança de 95 %. Destacamos que os resultados de simulação

clássicos e Bayesianos são similares.

Tabela 4.1: As médias de Monte Carlos da média a posteriori, desvio padrão das médias a poste-

riori (DP), raiz quadrada do erro quadrático médio (REQM) das médias, viés e a probabilidade de

cobertura (PC) do intervalo HPD de 95% de con�ança para cada parâmetro do modelo ZISP-FC.

φ = 0, 5 φ = 2, 0

n φ γ1 γ2 β0 β1 φ γ1 γ2 β0 β1

100 Média 0,55 2,09 2,25 2,21 -1,96 2,27 2,22 2,49 2,29 -2,02

DP 0,17 0,25 1,02 0,60 0,48 0,65 0,39 0,97 0,74 0,76

VIES 0,05 0,09 0,25 0,21 0,04 0,27 0,22 0,49 0,29 -0,02

REQM 0,18 0,27 1,05 0,63 0,48 0,70 0,45 1,08 0,80 0,76

PC 0,97 0,93 0,96 0,97 0,94 0,96 0,91 0,99 0,98 0,94

200 Média 0,54 2,05 2,16 2,12 -1,99 2,19 2,08 2,23 2,22 -1,96

DP 0,12 0,17 0,78 0,40 0,32 0,47 0,26 0,96 0,58 0,53

VIES 0,04 0,05 0,16 0,12 0,01 0,19 0,08 0,23 0,22 0,04

REQM 0,13 0,18 0,79 0,42 0,32 0,50 0,27 0,99 0,62 0,53

PC 0,95 0,94 0,94 0,97 0,94 0,97 0,94 0,98 0,98 0,93

400 Média 0,53 2,02 2,06 2,06 -1,99 2,13 2,05 2,03 2,22 -1,96

DP 0,08 0,12 0,51 0,25 0,23 0,35 0,17 0,78 0,44 0,33

VIES 0,03 0,02 0,06 0,06 0,01 0,13 0,05 0,03 0,22 0,04

REQM 0,09 0,13 0,51 0,26 0,23 0,38 0,17 0,78 0,49 0,33

PC 0,97 0,94 0,95 0,97 0,92 0,95 0,95 0,92 0,97 0,94

600 Média 0,50 1,97 1,96 2,00 -1,82 2,31 2,07 1,95 2,15 -2,01

DP 0,07 0,06 0,19 0,02 0,12 0,40 0,04 0,34 0,44 0,24

VIES -0,00 -0,03 -0,04 -0,00 0,18 0,31 0,07 -0,05 0,15 -0,01

REQM 0,05 0,05 0,14 0,02 0,20 0,45 0,13 0,28 0,39 0,20

PC 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Para avaliar o pseudo fator de Bayes consideramos testar as hipóteses H0 : φ = 0 vs

H1 : φ 6= 0. O que é equivalente o modelo ZIP-FC e o modelo tempo de promoção proposta

por Chen et al. (1999). Amostras de diferente tamanhos (n = 100, 200 400 e 600) do modelo

modelo ZIP-FC gerado com os mesmos parâmetros dadas acima e φ = 0; 0, 5 e 2. Mil

amostras foram geradas para cada simulação. Na Tabela 4.2, apresenta-se a porcentagem de

vezes que hipóteses nula é rejeitada considerando-se os pseudos fator de Bayes do modelo sob

H0 com respeito o modelo sob H1. Consideramos que H0 é rejeitada quando PSFB01 < 1.

Esses resultados indicam que pseudo fator de Bayes consegue descriminar o modelo de forma

adequada.
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Tabela 4.2: Porcentagens de vezes que H0 : φ = 0 foi rejeitada em 1000 amostras.

n

φ 100 200 300 400 600

0,0 12,1 11,2 10,9 10,2 9,5

0,5 84,4 98,8 99,0 100,0 100,0

2,0 85,2 97,0 100,0 100,0 100,0

4.3 Aplicação

A metodologia apresentada neste Capítulo será aplicado ao conjunto de dados de

melanoma descrita em (3.4). Os modelos de sobrevivência zero-in�acionado Poisson e zero-

in�acionado Geométrica com fração de cura (ZIP-FC e ZIG-FC) com distribuição basal

Weibull considerada para os tempos de vida, foram ajustados aos dados em que a relação

entre o parâmetro θ do modelo e as covariáveis foi feita pela ligação logarítmica e logística,

respectivamente, como em (3.16) com x = (1, x1, . . . , x6)> e β = (β0, β1, . . . , β6)>.

Na análise Bayesiana, consideramos a distribuição a priori dada em (4.5) com βj ∼
N(0, 100), γj ∼ Gama(1, 0.01), j = 0, 1, . . . , 6 , φ ∼ U(max{−1,−eθi}, 100) (para modelo

ZIP-FC) φ ∼ U(max{−1,−(1−θi)−1}, 100) e as amostras a posteriori são obtidas de mesma

forma que na Seção 4.2. Na Tabela 4.3 são apresentados os sumários a posteriori dos

parâmetros dos Modelos ZIP-FC e ZIG-FC, em que observamos que para ambos modelos com

exceção da covariável categoria de nódulo (x3), todas as covariáveis são não signi�cativas.

Tabela 4.3: Média, mediana e desvio padrão (DP) a posteriori e o intervalo HPD de 95% de

con�ança dos parâmetros dos Modelos ZIP-FC e ZIG-FC, para os dados de melanoma.

Modelo ZIP-FC Weibull Modelo ZIG-FC Weibull

Intervalo HPD (95%) Intervalo HPD (95%)

Parâmetro Média Mediana DP LI LS Média Mediana DP LI LS

φ 0,471 0,470 0,145 0,203 0,769 0,425 0,421 0,170 0,128 0,781

α 1,830 1,831 0,125 1,592 2,070 2,100 2,097 0,169 1,787 2,435

β 0,126 0,124 0,027 0,077 0,182 0,061 0,060 0,026 0,013 0,110

β̂0 -1,622 -1,652 0,533 -2,582 -0,521 -1,297 -1,375 0,859 -3,016 0,283

β̂1 -0,047 -0,043 0,194 -0,464 0,297 -0,212 -0,207 0,267 -0,731 0,295

β̂2 0,014 0,014 0,007 -0,001 0,028 0,016 0,016 0,009 -0,002 0,035

β̂3 0,498 0,499 0,087 0,327 0,662 0,679 0,678 0,120 0,448 0,913

β̂4 -0,129 -0,127 0,198 -0,511 0,264 -0,063 -0,066 0,266 -0,608 0,433

β̂5 0,236 0,236 0,276 -0,342 0,745 0,235 0,236 0,373 -0,497 0,965

β̂6 0,040 0,040 0,028 -0,015 0,095 0,035 0,036 0,038 -0,036 0,111
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Para detectar as possíveis observações in�uentes na distribuição a posteriori dos

parâmetros do modelo, as estimativas de Monte Carlo das medidas de ψ-divergência foram

obtidas com as amostras a posteriori dos parâmetros dos modelos ZIP-FC e ZIG-FC. Na

Figura 4.1 apresenta-se as estimativas de Monte Carlo das medidas de divergência K − L,
distancia L1, distância J e a divergência χ2, onde a observação 176 é indicado como possível

observação in�uente, no modelo ZIP-FC, mas essa observação não é identi�cado no modelo

ZIG-FC, indicado que o esse modelo é robusto na presença de observações in�uentes. A

Tabela 4.4 contém as medidas de divergência para a observação 176, onde observa-se que se

trata-se de uma paciente do sexo masculino, de 53 anos de idade, tratado sem interferon,

com categoria de nódulo de nível 4, com capacidade funcional ativo, espessura de tumor 1,92

cm e que faleceu após 6 anos de ser detectado a doença.

Tabela 4.4: Estimativas de de Monte Carlo das medidas ψ-divergência para os modelos ZIP-FC e

ZIG-FC.

Medida

Modelo t x1 x2 x3 x4 x5 x6 DK−L DJ DL1 Dχ2

ZIP-FC 6 0 53 4 0 0 1,92 0,262 0,561 0,287 0,608

ZIG-FC 6 0 53 4 0 0 1,92 0,161 0,341 0,224 0,341
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Figura 4.1: Estimativas de Monte Carlo das medidas de ψ-divergência do modelo do modelo ZIP-

FC (panel direito) e ZIG-FC (panel esquerdo) para dados de melanoma.

A seguir comparamos os modelos ZIP-FC (modelo M1) e ZIG-FC (modelo M0),

utilizando o pseudo fator de Bayes. A estimativa de Monte Carlo do pseudo fator de Bayes

do modelo ZIG-FC com respeito ao modelo ZIP-FC resultou, PSFB01 = 4, 5, isto indica

uma forte evidência a favor do modelo ZIG-FC. Para con�rmar esse resultado, consideramos
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o critério Bayesiano DIC ("deviance information criteria") proposta por Spiegelhalter et al.

(2002) e a versão Bayesiana do AIC ("Aikake information criterion") e BIC ("Bayesian

information criterion") discutida por Brooks (2002). Na Tabela 4.5, apresenta-se as estima-

tivas dos critérios, onde observa-se para todos critérios que o modelo ZIG-FC melhor para

a modelagem dos dados de melanoma. Portanto retemos o modelo ZIG-FC na análise a

continuação

Tabela 4.5: Estimativas de Monte Carlo do DIC, EAIC e EBIC para o ajuste dos dados de mela-

noma.

Modelo DIC EAIC EBIC

ZIP-FC 1032,037 1042,295 1082,625

ZIG-FC 1029,056 1039,814 1080,145

Com a �nalidade de comparar os resultados da análise clássica, do modelo ZIG-FC

simpli�cado com análise Bayesiana, ajustamos o modelo considerando as covariáveis idade

(x2) e categoria do nódulo (x3). Na Tabela 4.6 apresentamos as estimativas Bayesianas para

o modelo simpli�cado, esse resultado são similares aos resultados clássicos.

Tabela 4.6: Sumário a posteriori, média, mediana, desvio padrão e intervalo HPD de 90% de

con�ança, para o modelo simpli�cado.

Desvio Intervalo HPD (90%)

Média Mediana padrão LI LS

φ 0,382 0,381 0,174 0,099 0,664

γ1 2,056 2,053 0,157 1,808 2,317

γ2 0,069 0,066 0,029 0,018 0,113

β̂0 -1,263 -1,341 0,744 -2,447 -0,160

β̂2 0,017 0,017 0,009 0,001 0,031

β̂3 0,622 0,621 0,117 0,427 0,808

A estimativa Bayesiana da proporção de risco zero determinístico, ω = φ/(1 + φ) é

0, 276(0, 0987) a qual indica que um 27, 6% dos indivíduos curados da melanoma tem fatores

genéticos próprios que permitem a cura da doença.

A seguir testa-se as hipóteses H0 : ω = 0 contra H1 : ω 6= 0, com a �nalidade de

avaliar se a variável de fragilidade pode ser modelada pela distribuição Geométrica. Para

isso estimamos o pseudo fator de Bayes do modelo de sobrevivência Geométrica com fração

de cura (modelo M0) com respeito o modelo ZIG-FC (modelo M1) cujo valor resultou em

PSFB01 = 0, 312, o qual indica que o modelo Geométrico não é adequado para modelar a

76



variável de fragilidade nos dados de melanoma. Esse resultado é con�rmado pelo critérios

DIC, AIC e BIC com mostra as estimativas dadas na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Estimativas Bayesianas DIC, EAIC e EBIC para o ajuste dos dados de melanoma.

Modelo DIC EAIC EBIC

ZIG-FC 1023,458 1030,344 1054,543

Geométrica-FC 1026,301 1031,338 1051,504

A Figura 4.2 mostra a função de sobrevivência estrati�cada por nível categoria do

nódulo em pacientes com idade igual a 32 e 66 anos, que correspondem aos percentis 10 e

90. Estes grá�cos destacam o impacto combinado das covariáveis sobre a fração de curados.

Nestes grá�cos, observamos que os tempos de sobrevivência dos pacientes com melanoma

diminui com a idade e o nível de categoria do nódulo.
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Figura 4.2: Estimativa Bayesiana da função de sobrevivência sob modelo ZIG-FC estrati�cada por

categoria de nódulo para pacientes com idade igual a 32 anos (painel esquerdo) e 66 anos (painel

direito) e, fração cura (painel central).
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Finalmente, apresentamos a Tabela 4.8 com as estimativas Bayesianas da fração de

cura e os intervalos HPD ao nível de 90% de con�ança. Note que a fração de cura entre

os pacientes com idade de 32 e 66 anos em cada categoria de nódulo, os intervalos não se

sobrepõem. A Figura 4.2 mostra a fração de cura como função da idade, onde observamos

que a fração de cura de pacientes com melanoma diminui com a idade.

Tabela 4.8: Estimativa Bayesianas para fração de curados estrati�cada por categoria de nódulo e

idade dos pacientes.

Categoria de Média Mediana Desvio Intervalo HPD (90%)

Idade Nódulo Padrão LI LS

32 1 0,6573 0,6661 0,0732 0,5429 0,7787

2 0,5549 0,5569 0,0553 0,4686 0,6470

3 0,4644 0,4650 0,0421 0,3999 0,5366

4 0,3957 0,3965 0,0459 0,3169 0,4656

66 1 0,5652 0,5667 0,0582 0,4795 0,6718

2 0,4718 0,4708 0,0432 0,3991 0,5414

3 0,3995 0,3998 0,0437 0,3287 0,4712

4 0,3497 0,3515 0,0557 0,2604 0,4378

4.4 Conclusões

Neste Capítulo foi desenvolvido uma análise Bayesiana para o modelo ZISP-FC.

A metodologia Bayesiana é baseada em métodos de Monte Carlo via cadeia de Markov

(MCMC). O pseudo fator de Bayes foi considerado para testar hipóteses a respeito do parâ-

metro de interesse do modelo ZISP-FC. A �m de avaliar a robustez do modelo na presença

de observações in�uentes, foi desenvolvida uma análise de diagnóstico Bayesiano As propri-

edade frequentistas das estimativas Bayesianas são investigadas por meio de um estudo de

simulação. E a potencialidade da metodologia Bayesiana é demonstrada no ajuste de um

conjunto de dados coletados em estudo de melanoma.
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Capítulo 5

Conclusões e Pesquisas Futuras

Neste trabalho foi formulada a distribuição da estatística gradiente para testar a

in�ação de zeros nos modelos zero in�acionado série de potências (ZISP). Como casos par-

ticulares, os modelos zero-in�acionado Poisson e zero-in�acionado Geométrica foram abor-

dados para avaliar a performance da estatística gradiente em comparação das estatísticas

da razão de verossimilhança, escore e Wald, para pequenas, moderadas e grandes tamanhos

de amostras, baseado em um estudo de simulação. Resultados de simulação mostraram que

o desempenho da estatística gradiente foi competitiva às estatísticas clássicas para os casos

com e sem covariáveis. Na avaliação do poder do teste, veri�camos que a estatística gradiente

foi a melhor. Também, foram apresentados dois exemplos de aplicação, sendo um perten-

cente a área de saúde pública e a outra da agronomia em que as estatísticas identi�caram a

signi�cância do excesso de zeros para cada problema. Com este estudo realizado, a estatística

gradiente se torna uma metodologia alternativa e atrativa aos testes clássicos na análise do

parâmetro de in�ação nos modelos ZISP.

Um novo modelo para dados de sobrevivência com fração de cura foi proposto e

estudadas as propriedades estruturais. O novo modelo foi obtido partir de um modelo de

fragilidade com distribuição ZISP. Esse modelo tem a propriedade de classi�car a proporção

de indivíduos com risco zero em duas componentes (imunes e curados), uma que é devido

aos fatores próprios dos indivíduos (ou fatores determísticos) e a segunda é devido a fatores

aleatórios. Além disso o modelo proposto inclui como casos particulares o modelo proposto

por Cancho et al. (2013) entre outros. Também foram desenvolvidas procedimentos inferên-

ciais para os parâmetros do modelo proposto, baseada na metodologia de máxima verossimi-

lhança. Para estudar as propriedades assintóticas dos estimadores de máxima verosimilhança

dos parâmetros do modelo, um estudo de simulação foi realizado e o estudo mostrou que a

normalidade assintótica é satisfeita para amostras maiores de 100. Também a metodologia

é avaliada em uma aplicação baseado em um estudo de pacientes com melanoma.

Alternativamente a metodologia clássica, foram desenvolvidas procedimentos infe-
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rênciais desde uma perspectiva Bayesiana A metodologia Bayesiana é baseada em métodos

de Monte Carlo via Cadeia de Markov. Além disso, un estudo de diagnóstico por meio de

uma medida de divergência geral que inclui como caso particular a medida de divergência

de Kullback-Leibler foi realizado. O teste Bayesiano baseado no pseudo fator de Bayes para

testar a testar hipóteses a respeito dos parâmetros do novo foi desenvolvido e, o estudo

de simulação mostra o poder de descriminação dos modelos do pseudo fator de Bayes é

adequado.

Trabalhos futuros

Como continuação da desenvolvida presente tese propomos os seguintes temas de

pesquisa.

1. Investigar o teste gradiente para os modelos ZISP semiparamétricos na linha de Li

(2012).

2. Seria interessante desenvolver um estudo da estatística gradiente nos modelos zero

in�acionados Conway-Maxwell-Poisson (ZI-COM) proposto por Barriga & Louzada

(2014).

3. Desenvolver o estudo da estatística gradiente em modelos aditivos generalizados para

dados de contagem zero in�acionados na linha de Nian (2014).

4. Estudar os modelos ZISP-FC para dados de sobrevivência bivariados e multivariados.

5. Utilizar os modelos ZISP-FC para dados com eventos recorrentes, a qual é uma pro-

posta que estende o trabalho de Macera et al. (2015).

6. Considerar generalizações do modelo de fragilidade como fragilidade compartilhada

nas suas diversas direções (Liang et al., 1995) para os modelos ZISP-FC.
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Apêndice A

A.1 Obtenção da estatística Gradiente

Seja a estatística Wald modi�cada proposta por Hayakawa & Puri (1985) dada por

SWm = (ϑ̂− ϑ0)>K(ϑ0)(ϑ̂− ϑ0) (A.1)

Suponha uma matriz quadrada Lr×r tal que L>L = K(ϑ). Usamos as estatísticas de escore

dada em (1.3) e Wald modi�cada em (A.1), que podem ser rescritas na forma

SR = [L−1U(ϑ0)]>L−1>U(ϑ0),

SWm = [L(ϑ̂− ϑ0)]>L(ϑ̂− ϑ0)

em que os vetores L−1U(ϑ0) e L(ϑ̂ − ϑ0) possuem distribuição Nr(0, Ir) para um n su�-

cientemente grande. Ir é uma matriz identidade de ordem r. Então pode-se a�rmar que

L−1U(ϑ0)− L(ϑ̂− ϑ0) convergem em probabilidade para zero. Além o produto desses dois

vetores padronizados segue uma distribuição Qui-quadrado central com r graus de liberdade

e resulta em

[L−1U(ϑ0)]>L(ϑ̂− ϑ0) = U(ϑ0)>((L−1)>)>L(ϑ̂− ϑ0) = U(ϑ0)>(ϑ̂− ϑ0).

Assim a estatística gradiente é dada por

SG = U(ϑ0)>(ϑ̂− ϑ0).

A.1.1 Normalidade assintótica das estatísticas

A estatística de Wald em (1.4) possui uma forma quadrática correspondente à dis-

tribuição Normal assintótica com media ϑ0 e matriz de covariância K(ϑ̂), isto é,

(ϑ̂− ϑ0)
D−→ Nr(0, K(ϑ̂)),
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em que dim(ϑ0) = r, logo pela forma quadrática temos

SW
D−→ χ2

r.

A estatística escore em (1.3) baseia-se na normalidade assintótica da componente de interesse

da função escore

U(ϑ0)
D−→ Nr(0, K(ϑ0)−1),

assim também pela sua forma quadrática

SR
D−→ χ2

r.

Esta propriedade assintótica também a possui a estatística SLR e foi mostrado em Wilks

(1938). Enquanto a normalidade assintótica da estatística gradiente é mostrada no Teorema

1 de Terrell (2002), desde que os dados cumprem as condições de regularidade para `(ϑ)

(Bickel e Doksum ,2001 Capitulo 6.2), sendo ϑ̂ a estimativa assintoticamente e�ciente para

ϑ. Em consequência SG possui uma distribuição Qui-quadrado com (r) graus de liberdade.

Portanto, as estatísticas (1.2) - (1.5) são equivalentes até primeira ordem, pois todas

convergem sob hipótese nula para a distribuição χ2
r. Disto, a hipótese nula H0 pode ser

rejeitada para grandes valores das estatísticas mencionadas, comparados com o quantil de

ordem 1 − α da distribuição Qui-quadrado com (r) graus de liberdade para um nível de

signi�cância nominal determinado.
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Apêndice B

B.1 Propriedades do modelo SP

A obtenção da esperança e variância do modelo SP é baseado na transformação

exponencial natural. Considere

Q(X, η) = exp{ηT(X) + d0(η) + e(X)}I{0,1,2,...}(x)

em que d0(η) = d(c−1(η)). Assim, a esperança e variãncia de T (X) são dadas, respectiva-

mente, por

E[T (X)] = −d′0(η) e

V ar[T (X)] = −d′′0(η).

Para X = Z, a forma exponencial da classe série de potências é dada por

Q(Z = z, θ) = exp{z log θ − logA(θ) + log az},

em que c(θ) = log θ, d(θ) = − logA(θ) e e(z) = log az. Logo, se T (Z) = z e η = c(θ), temos

que d0(η) = d(eη). Portanto, a forma exponencial natural do modelo SP pode ser reescrita

da forma

Q0(z, η) = exp{zη − logA(eη) + log az}

em consequência por redução de termos, a esperança e a variância são dadas, respectiva-

mente, por
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E[Z; θ] =
1

A(eη)
A′(eη) (B.1)

= − 1

A(eη)

dA(eη)

dθ

dθ

dη
, dθ = eηdη

=
θ

A(θ)
A′(θ)

V ar[Z; θ] =
A(eη)(A(eη))′′η − (A(eη)′η)2

(A(eη))2
(B.2)

=
A(θ)A′(θ)θ + A(θ)A′′(θ)θ2 − θ2(A′(θ))2

(A(θ))2

=
θA′(θ)

A(θ)
+ θ2

(
A′′(θ)

A(θ)
−
[
A′(θ)

A(θ)

]2
)
.

O segundo momento é dado por

E[Z2; θ] = V ar[Z; θ] + (E[Z; θ])2 =
θ

A(θ)
(A′(θ) + θA′′(θ)) . (B.3)

Também, é possível obter as expressões da esperança e da variância pelo método dos mo-

mentos.

A função geradora de probabilidade (f.g.p) para esta classe de distribuições é dada

por

Gz;θ =
A(θz)

A(θ)
. (B.4)

B.2 Propriedades do modelo ZISP

A esperança e a variância são dadas, respectivamente, por

E[Z;ϑ] =
∞∑
z=0

zP (Z;ϑ) (B.5)

= 0 +
∞∑
z=1

z
azθ

z

(1 + φ)A(θ)

=
1

(1 + φ)
E[Z; θ]

=
θ

(1 + φ)

A′(θ)

A(θ)
.
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Precisamos calcular o segundo momento, que é da forma

E[Z2;ϑ] =
∞∑
z=0

z2P (Z;ϑ) (B.6)

= 0 +
∞∑
z=1

z2 azθ
z

(1 + φ)A(θ)

=
1

(1 + φ)
E[Z2; θ]

=
θ

(1 + φ)

(
A′(θ) + θA′′(θ)

A(θ)

)
.

Podemos determinar também o r-ésimo momento, que é dado por

E[Zr;ϑ] =
∞∑
z=0

zrP (Z;ϑ) (B.7)

= 0 +
∞∑
z=1

zr
azθ

z

(1 + φ)A(θ)

=
E[Zr; θ]

1 + φ
.

(B.8)

Logo, a variância é dada por

V [Z;ϑ] = E[Z2;ϑ]− (E[Z;ϑ])2 (B.9)

=
E[Z2; θ]

1 + φ
−
(
E[Z; θ]

1 + φ

)2

=
V [Z; θ] + E[Z; θ]2

1 + φ
−
(
E[Z; θ]

1 + φ

)2

=
1

1 + φ
V [Z; θ] +

φ

1 + φ
E[Z; θ]2.
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A função geradora de probabilidade é dada por

Gz;ϑ =
∞∑
zi=0

yziP (Zi;ϑ) (B.10)

= y0φ+ a0A(θ)−1

1 + φ
+
∞∑
zi=1

yzi
aziθ

ziA(θ)−1

1 + φ

=
φ+ a0A(θ)−1

1 + φ
+
A(θ)−1

1 + φ

∞∑
zi=1

azi(θy)zi

=
φ

1 + φ
+
A(θ)−1

1 + φ
(a0 +

∞∑
zi=1

azi(θy)zi)

=
φ

1 + φ
+

1

1 + φ

A(θy)

A(θ)

=
φ

1 + φ
+

1

1 + φ
Gz;θ.

B.2.1 Cálculo da função score e da matriz de IF

Primeiras derivadas:

∂`

∂φ
=

n∑
i=1

{
−1

1 + φ
+ I(zi=0)

1

φ+ a0A(θ)−1

}
=

−n
1 + φ

+
n0

φ+ a0A(θ)−1
.

Igualando a zero, resulta que

φ =
n0 − na0A(θ̂)−1

n− n0

.

Logo,

∂`

∂θ
=

n∑
i=1

{
I(zi=0)

−a0

φ+ a0A(θ)−1

A′(θ)

A(θ)2
+ I(zi>0)

(
zi
θ
− A′(θ)

A(θ)

)}
=

−a0

φ+ a0A(θ)−1

A′(θ)

A(θ)2

n∑
i=1

I(zi=0) +
1

θ

n∑
i=1

ziI(zi>0) −
A′(θ)

A(θ)

∑
i

I(zi>0).
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Da mesma forma, igualamos a zero, substituímos φ e reduzimos os termos, tem-se

1

θ

n∑
i=1

ziI(zi>0) =
−n0a0

φ+ a0A(θ)−1

A′(θ)

A(θ)2
+ (n− n0)

A′(θ)

A(θ)
(B.11)

=
−n0a0

n0−na0A′(θ̂)−1

n−n0
+ a0A(θ)−1

A′(θ)

A(θ)2
+ (n− n0)

A′(θ)

A(θ)

= (n− n0)

[
a0

(1− a0)A(θ)−1

1

A(θ)
+ 1

]
A′(θ)

A(θ)∑n
i=1 ziI(zi>0)

(n− n0)
=

θA′(θ)

A(θ)− a0

z̄ =
θ̂A′(θ̂)

A(θ̂)− a0

.

Segundas derivadas

∂2`

∂θ2
=

n∑
i=1

{
I(zi=0)

[
−a0

φ+ a0A(θ)−1

∂

∂θ

(
A′(θ)

A(θ)2

)
+
A′(θ)

A(θ)2

∂

∂θ

(
−a0

φ+ a0A(θ)−1

)]
− 1

θ2
ziI(zi>0) − I(zi>0)

∂

∂θ

(
A′(θ)

A(θ)

)}
(B.12)

= −a0

[
A(θ)A′′(θ)(a0 + φA(θ))− A′(θ)2(a0 + 2φA(θ))

A(θ)4(φ+ a0A(θ)−1)

] n∑
i=1

I(zi=0)

− 1

θ2

n∑
i=1

ziI(zi>0) −
A(θ)A′′(θ)− (A′(θ))2

A(θ)2

n∑
i=1

I(zi>0),

∂2`

∂φ2
=

n∑
i=1

{
1

(1 + φ)2
+ I(zi=0)

−1

(φ+ a0A(θ)−1)2

}
, (B.13)

∂2`

∂φ∂θ
=

∂2`

∂θ∂φ
=

n∑
i=1

{
I(zi=0)

A′(θ)

A(θ)

−a0

(φ+ a0A(θ)−1)2

}
, (B.14)

em que,

A′(θ) = ∂A(θ)/∂θ,

∂

∂θ

(
A′(θ)

A(θ)

)
=
A(θ)A′′(θ)− (A′(θ))2

A(θ)2
,

∂

∂θ

(
A′(θ)

A(θ)2

)
=
A(θ)2A′′(θ)− 2(A′(θ))2A(θ)

A(θ)4
.

Precisamos aplicar a esperança nas segundas derivadas. Usamos E[I(zi=0)] = P (zi =

0) = φ+a0A(θ)−1

1+φ
e E[I(zi>0)] = P (zi > 0) = 1−a0A(θ)−1

1+φ
para encontrar os valores das com-

ponentes da matriz de informação de Fisher. Primeiramente, calcularmos a esperança em

(B.11)
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1

θ
E

[
n∑
i=1

ziI(zi>0)

]
=

−a0

φ+ a0A(θ)−1

A′(θ)

A(θ)2

n∑
i=1

P (zi = 0) +
A′(θ)

A(θ)

n∑
i=1

P (zi > 0)

=
n

1 + φ

[
a0

A(θ) + (1− a0A(θ)−1)

]
A′(θ)

A(θ)

E

[
n∑
i=1

ziI(zi>0)

]
=

nθ

1 + φ

A′(θ)

A(θ)
. (B.15)

Logo,

E

[
∂2`

∂θ2

]
= −a0

[
A(θ)A′′(θ)(a0 + φA(θ))− A′(θ)2(a0 + 2φA(θ))

A(θ)4(φ+ a0A(θ)−1)

] n∑
i=1

E[I(zi=0)]

− 1

θ2

n∑
i=1

E[ziI(zi>0)]−
A(θ)A′′(θ)− (A′(θ))2

A(θ)2

∑
i

E[I(zi>0)]

= −a0

[
A(θ)A′′(θ)(a0 + φA(θ))− A′(θ)2(a0 + 2φA(θ))

A(θ)4(φ+ a0A(θ)−1)

]
n

1 + φ

− n

1 + φ

[
θA′(θ)

A(θ)
+
A(θ)A′′(θ)− (A′(θ))2

A(θ)2
(1− a0A(θ)−1)

]
,

E

[
∂2`

∂φ2

]
=

n

(1 + φ)2
− 1

(φ+ a0A(θ)−1)2

n∑
i=1

E[I(zi=0)]

=
−n(1− a0A(θ)−1)

(1 + φ)2(φ+ a0A(θ)−1)
,

E

[
∂2`

∂θ∂φ

]
=

−na0

(1 + φ)(φ+ a0A(θ)−1)

A′(θ)

A(θ)2
= E

[
∂2`

∂φ∂θ

]
.

Proposição 1. O modelo ZISP pertence a família exponencial de dois parâmetros

então as condições de regularidade são válidas e os EMV são assintóticamente Normais.

Prova

Consideramos de forma geral

P (Zi; θ, φ) =

{
φ+P (0,θ)

1+φ
, zi = 0

P (z;θ)
1+φ

, zi = 1, 2, 3, . . .
(B.16)

Podermos rescrever na seguinte forma

P (Zi; θ, φ) =

{
φ+ P (0, θ)

1 + φ

}t(zi){P (zi; θ)

1 + φ

}(1−t(zi))

em que

t(z) =

{
1 , se zi = 0

0 , se zi ≥ 1.
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Aplicando o logaritmo, obtemos

logP (zi; θ, φ) = t(zi){log(φ+ P (0; θ))− log(1 + φ)}+ (1− t(zi)){logP (z; θ)− log(1 + φ)}

= t(zi) log(φ+ P (0; θ)) + (1− t(zi)) logP (zi; θ)− log(1 + φ).

Logo, a expressão acima pode ser escrita da forma

P (zi; θ, φ) = W (zi)V (θ, φ) exp{t(zi)C1(θ, φ) + (1− t(zi))C2(θ, φ)},

em que C1 = log(φ+ P (0; θ)), C2 = logP (zi; θ), W (zi) = 1 e V (θ, φ) = (1 + φ)−1. Assim, o

modelo ZISP pertence a família exponencial de dois parâmetros. C1 e C2 tem interior não

vazio e T (Zi) = (t(zi), 1− t(zi)) é uma estatística su�ciente e completa.
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Apêndice C

C.1 Método do grá�co TTT

Uma técnica de veri�cação grá�ca é importante porque permite extrair informação

qualitativa que pode ser utilizada na determinação empírica da forma da função de risco.

Esta técnica é conhecida como TTT-plot proposto por Sun & Kececloglu (1999).

A curva TTT é construída obtendo um grá�co de

G(r/n) =
[
∑r

i=1 Ti:n + (n− r)Tr:n]

(
∑n

i=1 Ti:n)
versus

r

n
(C.1)

em que r = 1, . . . , n e Ti:n, i = 1 . . . , n são as estatísticas de ordem da amostra.

É provado que a função de risco cresce (decresce) se o grá�co TTT é côncavo (con-

vexo) e a distribuição de Weibull que acomoda essas formas de curva, é a candidata ao

ajuste. Se a curva é convexa e então concava a função de risco tem a forma de "U", e no

caso reverso é unimodal.

C.2 Matriz de informação observada do modelo ZISP-FC

Componentes da matriz K(ϑ)

Kββ =

n∑
i=1

{
−A(θi)A

′(θi)− (A′(θi))
2

A(θi)2
− δi

[
1

θ2i
− S2

0(ti; γ)
A′(θiS0(ti; γ))A′′′(θiS0(ti; γ))− (A′′(θiS0))2

A′(θiS0(ti; γ))2

]
+(1− δi)

c1ċ2 − c2ċ1
c21

}
∂θi
∂β

∂θi
∂β>

+D
∂2θi

∂β∂β>

(C.2)

em que

c1 = φA(θi) + A(θiS0(ti; γ)),

c2 = ċ1 = φA′(θi) + A′(θiS0(ti; γ))S0(ti; γ),
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ċ2 = φA′′(θi) + A′′(θiS0(ti; γ))S0(ti; γ)2,

e

D =
−A′(θi)
A(θi)

+ δi

[
1

θi
+
A′′(θiS0(ti, γ))

A′(θiS0(ti, γ))
S0(ti, γ)

]
+ (1− δi)

φA′(θi) + A′(θiS0(ti, γ))S0(ti, γ)

φA(θi) + A(θiS0(ti; γ))
.

Kβγ =
n∑
i=1

{
δi

[
A′′(θiS0(ti; γ))

A′(θiS0(ti; γ))
+ θiS0(ti; γ)

(
A′(θiS0(ti; γ))A′′(θiS0(ti; γ))− (A′(θiS0(ti; γ)))2

A′(θiS0(ti; γ))2

)]
(1− δi)

c1c
∗
2 − c2c

∗
1

c2
1

}
∂S0(ti; γ)

∂γ

∂θi
∂β

,

(C.3)

em que

c∗1 = A(θiS0(ti; γ))θi

e

c∗2 = A′(θiS0(ti; γ)) + θiS0(ti; γ)A′′(θiS0(ti; γ)).

Kβφ =
n∑
i=1

{
(1− δi)

(φA(θi) + A(θiS0(ti; γ)))A′(θi)− (φA′(θi) + A′(θiS0(ti; γ)))A(θi)

(φA(θi) + A(θiS0(ti; γ)))2

}
∂θi
∂β

.

(C.4)

Kγγ =

n∑
i=1

{
δi

[
1

f0(ti; γ)

∂2f0(ti; γ)

∂γ2
+ θ2i

A′(θiS0(ti; γ))A′′′(θiS0(ti; γ))− (A′′(θiS0(ti; γ)))2

A′(θiS0(ti; γ))2

(
∂S0(ti; γ)

∂γ

)2

θi
A′′(θiS0(ti; γ))

A′(θiS0(ti; γ))

∂2S0(ti; γ)

∂γ2

]
+ (1− δi)θi

c1d
?
1 − d1c?1
c21

(
∂S0(ti; γ)

∂γ

)2

+
d1
c1

∂2S0(ti; γ)

∂γ2

}
(C.5)

em que

d1 = A′(θiS0(ti; γ)),

d?1 = A′′(θiS0(ti; γ))θi

e

c?1 = A′(θiS0(ti; γ))θi
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Kφγ =
n∑
i=1

{
−(1− δi)θi

A′(θiS0(ti; γ))A(θi)

(φA(θi) + A(θiS0(ti; γ)))2

∂S0(ti; γ)

∂γ

}
(C.6)

e

Kφφ =
n

(1 + φ)2
−

n∑
i=1

{
(A(θi))

2

(φA(θi) + A(θiS0(ti; γ)))2

}
. (C.7)

C.3 Vetor escore e matriz de informação observada do

modelo ZIP- FC

Logaritmo da função de verossimilhança

`(ϑ) = −n log(1 + φ) +
n∑
i=1

{−θi + δi[log(θi) + log f0(ti; γ) + θiS0(ti; γ)]

(1− δi) log[φ exp(θi) + exp(θiS0(ti; γ))]} .

Elementos do vetor escore

U1(ϑ) =
∂`

∂β
=

n∑
i=1

{
−1 + δi

[
1

θi
+ S0(ti; γ)

]
+ (1− δi)

φeθi + e(θiS0(ti;γ))S0(ti; γ)

φeθi + e(θiS0(ti;γ))

}
θix
>
i ,

U2(ϑ) =
∂`

∂γ1
=

n∑
i=1

{
δi

[
1

f0(ti; γ)

∂f0(ti; γ)

∂γ1
+ θi

∂S0(ti; γ)

∂γ1

]
+

(1− δi)θie(θiS0(ti;γ))

φeθi + e(θiS0(ti;γ))

∂S0(ti; γ)

∂γ1

}
,

U3(ϑ) =
∂`

∂γ2
=

n∑
i=1

{
δi

[
1

f0(ti; γ)

∂f0(ti; γ)

∂γ2
+ θi

∂S0(ti; γ)

∂γ2

]
+

(1− δi)θie(θiS0(ti;γ))

φeθi + e(θiS0(ti;γ))

∂S0(ti; γ)

∂γ2

}
,

U4(ϑ) =
∂`

∂φ
=
−n

1 + φ
+

n∑
i=1

{
(1− δi)eθi

φeθi + e(θiS0(ti;γ))

}
,

(C.8)
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em que

∂θi
∂β

= θix
>
i ,

∂f0(ti; γ)

∂γ1

= (1 + (1− γ2) log t)γ2γ1t
γ1−1e−γ2t

γ1 ,

∂S0(ti; γ)

∂γ1

= −γ2t
γ1 log te−γ2t

γ1 ,

∂f0(ti; γ)

∂γ2

= (γ1 − γ1γ2t
γ1)e−γ2t

γ1 tγ1−1,

∂S0(ti; γ)

∂γ2

= −e−γ2tγ1 tγ1 .

Componentes da matriz observada

Componentes da submatriz Kβγ

∂2`

∂β∂β>
=

n∑
i=1

{
−δi
θ2
i

+ (1− δi)
[
c1ċ2 − c2ċ1

c2
1

]
θ2
ixix

>
i +Dθixix

>
i

}
(C.9)

em que

c1 = φeθi + e(θiS0(ti;γ)),

c2 = ċ1 = φeθi + e(θiS0(ti;γ))S0(ti; γ),

ċ2 = φeθi + e(θiS0(ti;γ))S0(ti; γ)2,

D =

{
−1 + δi

[
1

θi
+ S0(t; γ)

]
+ (1− δi)

φeθi + e(θiS0(t;γ))S0(ti; γ)

φeθi + e(θiS0(ti;γ))

}
.

∂2`

∂β∂γ1

=
n∑
i=1

{
δi − (1− δi)

φθie
θi(1+S0(ti;γ))(1− S0(ti; γ))

(φeθi + e(θiS0(ti;γ)))2
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