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RESUMO

Apresentamos nesta tese os resultados obtidos para os modelos de Ising e Heisenberg de spin
1/2, nos casos bi e tridimensional, com desordem ou frustragdo. Aplicamos a teoria de campo
efetivo associada a Técnica do Operador Diferencial - TOD. Uma nova formulagdo desta
técnica permitiu o desenvolvimento de um algoritmo onde os coeficientes sdo agora construidos
de forma totalmente automatica. Isso possibilitou crescermos o nimero N de spins do
aglomerado e assim observar o comportamento do sistema quando tende para o caso real
(N—<0), tendo como limite o tempo computacional necessario para efetivar todas as operacgdes.

Aplicamos esta metodologia no estudo do modelo de Ising com campo aleatério - RFIM,
onde utilizamos trés distribuicGes de probabilidade para o campo: bimodal, gaussiana e
gaussiana duplo-pico. Os diagramas de fase no plano t - h foram obtidos para os casos
Ferromagnético-F e Antiferromagnético-AF com auxilio do procedimento da construcdo de
Maxwell (igualdade das energias livres na linha de transicdo de fase), identificando o ponto
tricritico - PTC em cada caso. Apresentamos duas propostas para obtencdo da energia livre,
sendo que em uma delas foi possivel o estudo do comportamento das propriedades
termodinamicas nas regides de 12 e 2% ordem.

Para uma segunda aplicagdo dessa implementacdo numérica, utilizamos o modelo de
Heisenberg quéntico de spin 1/2 anisotropico (com parametro de anisotropia 4), que recai nos
casos particulares importantes que sdo: Ising unidimensional (4=1) e Heisenberg isotrépico
(4=0), sendo aplicado no estudo de filmes finos magnéticos formados por monocamadas onde a
presenca de superficies livres altera consideravelmente o comportamento do sistema.
Simulamos nesse caso, a frustragdo dos spins considerando interagdes entre primeiros (J;) e
segundos (J2) vizinhos com interagdes F e AF respectivamente, estando relacionados atraves do
pardmetro a=J;/J,. Estudamos a influéncia do aumento da dimensionalidade do sistema, feito
através do acréscimo no nimero de camadas (L) do filme, no comportamento do diagrama de
fasest - a.

Para finalizar, aplicamos as relagbes do Grupo de Renormalizagdo no Hamiltoniano
Heisenberg para um filme fino para o estudo do comportamento dos expoentes criticos em
funcdo de parametros como a temperatura e nimero de camadas.



ABSTRACT

In this work, we present the results obtained for Ising models and Heisenberg spin 1/2, where
two and three-dimensional, with disorder or frustration. We apply effective field theory
associated with the Operator Differential Technique - TOD. A new formulation of this
technique has enabled the development of a numerical implementation where the coefficients
are now constructed fully automatically. This allowed growing up the number N of spins of the
cluster and thus observe the behavior of the system when it tends to the real case (N—w), which
is bounded by the computational time needed to carry out all operations.

We apply this methodology to study the Ising model with random field - RFIM, where we use
three probability distributions for the field: bimodal, gaussian and gaussian double-peaked. The
phase-diagrams were obtained in t - h plane for the cases Ferromagnetic-F and
Antiferromagnetic-AF with the aid of Maxwell's construction procedure (equality of the free
energies at line phase transition) identifying the tricritical point - PTC in each case. We present
two proposals for obtaining the free energy, and in one of them it was possible to study the
behavior of the thermodynamic properties in the regions of 1% and 2% order.

For a second application of numerical implementation, we use the quantum model of
anisotropic Heisenberg spin (1/2) (with anisotropy parameter A), which lies in the particular
cases that are important: one-dimensional Ising (A=1) and isotropic Heisenberg (A=0), being
applied in the study of magnetic thin films formed by monolayers where the presence of free
surfaces substantially alters the system behavior. We simulate this case, the spin frustration of
considering interactions between the first (J;) and second (J) interactions with neighboring F
and AF respectively, being related by the parameter a=J,/J,. We studied the influence of
increasing the dimensionality of the system, made by increasing the number of layers (L) of the
film, the behavior of the phase diagram a. - t.

Finally, we apply the relations of the Renormalization Group in the Heisenberg Hamiltonian
for a thin film to study the behavior of critical exponents as a function of parameters such as
temperature and number of layers.
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Capitulo 1

Introducao

O fenémeno do magnetismo ji era bem conhecido pelos gregos antigos e ao longo
dos séculos tem despertado o interesse do homem na busca de uma descricao completa
deste fendémeno. Essa busca tem seu momento marcante nos Séc XVIII e XIX com os
trabalhos de Ampeére, Faraday, Maxwell, dentre outros, que com base em resultados
experimentais criaram um ramo da Fisica que hoje conhecemos como Eletromagnetismo.
Nos materiais, uma explicacao plausivel para o comportamento magnético sé apareceu no
Séc. XX com o advento da Mecanica Quantica. A partir desta época, diversos modelos
magnéticos que envolvem interagoes entre os spins localizados (isolante) ou itinerantes
(metal) sobre uma rede cristalina, tém sido propostos a fim de descrever as propriedades
macroscopicas dos compostos magnéticos.

Na impossibilidade de resolver a mecénica estatistica de modelos interagentes, méto-
dos aproximativos foram desenvolvidos para reproduzir resultados qualitativos das pro-
priedades magnéticas. Com o desenvolvimento da simulagao computacional em Fisica,
introduzida por John von Neumann, e o aumento na capacidade de processamento de
dados dos computadores, algoritmos como Monte Carlo tém se tornado uma importante
ferramenta tedrica para a simulacao do comportamento de sistemas reais.

Os materiais ferromagnéticos sao bem conhecidos e utilizados em vérias aplicagoes
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tecnoldgicas como gravacao magnética e na medicina. Pesquisas recentes sugerem tam-
bém a utilizagao dos antiferromagnetos em tecnologias emergentes, caso da spintronica,
: das fi fveis de implementacao do qubit! tagao quanti
que é uma das formas possiveis de implementagao do qubit’ em computagao quantica.
Dessa forma, a descricao completa do comportamento termodindmico desses materiais é

de grande interesse tanto do ponto de vista cientifico quanto tecnolégico.

1.1 Transicao de Fase e Fendmenos Criticos

E caracteristica de certos materiais na natureza sofrer mudancas em suas propriedades
fisicas quando certos pardmetros sao alterados como temperatura, pressao, campo mag-
nético, provocando assim uma transicao de fase no sistema. Como exemplo, temos: os
fluidos, sistemas magnéticos e ferroelétricos, superfluidos, supercondutores, ligas bindrias,
cristais liquidos, sistemas que sofrem mudancas estruturais, entre outros. Esta transicao
de fase caracteriza-se por apresentar quebra espontanea de simetria o que provoca efeitos
macroscopicamente observados (perda de magnetizagdo em sistemas ferromagnéticos, al-
teragdo na densidade de fluidos, etc).

Podemos estudar este comportamento das transicoes de fases de um dado sistema
por meio de um diagrama de fases que delimita a regiao de existéncia de cada fase
sob a variagdo dos parametros externos, ou através de uma funcao de estado (densidade,
magnetizacao, energia interna, etc) que reflete uma mudanca de fase sob a variagdo de um
pardmetro externo. Quando esta fungao de estado assume valores diferentes nas distintas
fases e se anula na fase mais desordenada, entao esta é definida como paradmetro de ordem.
Por exemplo, para sistemas ferromagnéticos o parametro de ordem é a magnetizacao?’;
por outro lado, para uma transicao liquido-gds, o parametro de ordem é a diferenca das
densidades do liquido e do gés.

O desenvolvimento tedrico no estudo das transi¢coes de fase foi iniciado na década

'O quantum de informagao.
2Para um antiferromagneto, o pardmetro de ordem é a diferenca das magnetizacdes das sub-redes A
e B definida como mg = (ma —mp)/2.
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de 60, quando os conceitos basicos de classe de universalidade e escala das funcoes
termodinamicas foram introduzidas, além dos principios de cédlculo associado ao grupo
de renormalizacao.

Um dos critérios para a classificacao quanto a ordem de uma transicao de fase é dado
através da descontinuidade da fungao energia livre g(7), H). Uma transicao de primeira
ordem é caracterizada pela descontinuidade da magnetizagdo e/ou entropia (primeira
derivada da energia livre). Uma transi¢do de segunda ordem (ou continua) é carac-
terizada pela descontinuidade da susceptibilidade e calor especifico (segunda derivada da
energia livre). Devemos salientar que, mesmo numa de primeira ordem a susceptibilidade
pode vir a sofrer divergéncia quando o sistema atinge uma temperatura critica T,.. Por
outro lado, numa transicao de segunda ordem, a magnetizagao esponténea (com H = 0),
para um ferromagneto, por exemplo, vai a zero continuamente quando 7" = T,.. Além
da magnetizagao, outras grandezas apresentam singularidades no ponto critico (T..). A
denominacao de ponto critico s6 deve ser dada aqueles referentes & transicao de segunda
ordem, no caso da transicao de fase de primeira ordem chamamos apenas de ponto de
transicdo. A medida que T — 7., o sistema simplesmente comeca a ajustar-se sobre
todas as escalas de comprimento. Estes ajustes aparecem sob a forma de flutuagoes tér-
micas os quais tornam-se muito grandes nas proximidades destes pontos. Por exemplo,
a susceptibilidade estd associada a flutuacao da magnetizacao, o calor especifico a flutu-
agao da energia interna do sistema (Hamiltoniano do ponto visto teérico). Na Fig.(1.1)
temos esquematizado o comportamento da magnetizagao quando ocorre uma transicao
de primeira ou segunda ordem 3.

Segundo o teorema de Yang e Lee, numa transi¢cdo continua (2% ordem) para um
ferromagneto, o ponto critico no diagrama de fase no plano H — T corresponde a (H = 0,
T =T,). Para T < T,, a magnetizagdo nao é nula e dizemos que o sistema tem uma

ordem de longo-alcance. De um ponto de vista qualitativo, a ordem de longo-alcance

30 termo transicdo de fase de “segunda ordem”, usado de forma sinénima com transicdo de fase
continua, é um resquicio da classificagao de transicoes de fases em primeira, segunda, terceira,...ordem
devido a Ehrenfest.
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kn'ifa’-l kT, /J
(a) (b) "*¢

Figura 1.1: Parametro de ordem (magnetizacao) em funcao da temperatura mostrando
os dois tipos de transi¢ao: (a) primeira e (b) segunda ordem.

no ferromagneto pode ser entendida como a competicao entre a energia de troca J;;,
responsdvel pelo alinhamento dos spins paralelamente, e a energia térmica KgT', que
tem a fungdo de destruir esta ordem magnética. Para altas temperaturas (KgT >>
J), o sistema comporta-se aproximadamente como se nao existisse a interacao (fons
livres) de modo que o efeito microscopico dos spins serd a auséncia de ordem magnética
(magnetizacao espontanea). A medida que diminui a temperatura, a interacdo de troca
comeca a ficar relevante e os spins a curtas disténcias (< comprimento de correlagao &)
ficam correlacionados. Quando o sistema atinge a temperatura critica, ou seja, KgT ~ J,
o comprimento de correlacao diverge, ou seja, todos os spins da rede se correlacionam,
e o sistema sofre uma transicao de fase. A existéncia de correlacoes de longo-alcance é

responsdvel pelo comportamento singular das funcoes termodinamicas.

1.1.1 Expoentes Criticos

Como podemos observar na Fig.(1.1), na transicao de segunda ordem, a magnetizacao
varia continuamente com o aumento da temperatura até se tornar nula na temperatura

de transicao T,.. Em torno de T,, a magnetizacao varia com a temperatura de acordo com
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uma lei de poténcia definida por

m~ |t

onde t = 1 — T/T,. é a temperatura reduzida, 7' é a temperatura absoluta e 5 é um
expoente critico. Além da magnetizacao, outras grandezas termodinamicas apresentam
singularidades no ponto critico. Tais singularidades também sao caracterizadas por uma
lei de poténcia ao redor do ponto critico, cada qual com um expoente critico bem definido.
Em geral, para um sistema canonico que sofre transi¢ao de 2% ordem (continua), ao redor
do ponto critico (H = 0,7 = T.) as grandezas termodinAmicas apresentam os seguintes

comportamentos assintéticos:

a) Magnetizacao

g ) M(t,H=0)~ (=t)P, (t — 07) | (L.1)

M(T,H) = —=2 =
OH M(t=0,H)~ HY (H — 0%)

Note que M(T, H) é a grandeza canonicamente conjugada ao campo H, assim sendo,

para o antiferromagneto m; estd acoplada (conjugada) com o campo staggered H.

b) Susceptibilidade

W == (5m) = (12)
c) Calor especifico .
Co(t) = T (8—7“92) ~ [t (1.3)
d) Fungao de correlagao
Ge(r) = (@ (0)e 7 (7)) — (T (0)) e (o (7)), (1.4)
G(r) ~ %, (r — o0), (1.5)

onde £ ~ [t|7¥ é o comprimento de correlacio que mede o tamanho médio dos

aglomerados correlacionados.
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Baseados em argumentos de estabilidade dos potenciais termodindmicos, varios au-

tores obtiveram relacoes de desigualdade entre os expoentes criticos, tais como:

¢

a+28+~v>2  (Rushbrooke, 1963)
a+ B(1+6) > 2, (Griffiths, 1965) w6
vd > 2 — «, (Josephson,1967)
(2—=n)v > 7, (Fisher,1969).

\

Os expoentes criticos {a, 3,7, d,v,n} dependem fortemente da dimensionalidade da
rede (d) e da dimensdao do pardmetro de ordem (n) para sistemas com interacdo de
curto alcance. Por exemplo, para o modelo de Ising em duas dimensées (n = 1,d = 2)
temos a presenca de uma transicao de fase em kL} = 2.269... com os seguintes ex-
poentes criticos exatos: {a = 0(log), 5 = %,7 = %,(5 =15,v=1,n= 1/4}, enquanto o
modelo de Heisenberg isotrépico (n = 3) em duas dimensdes (d = 2) nao apresenta
transicao de fase (7, = 0) segundo o teorema de Mermin-Wagner[1]. Por outro lado, o
modelo XY (n = 2,d = 2) nao apresenta ordem de longo-alcance convencional, mas apre-
senta uma ordem topoldgica associada aos vértices formados pelos spins que é destruida
numa dada temperatura caracteristica Tx7 onde o comprimento de correlacao diverge
exponencialmente[2]. Essa dependéncia dos expoentes criticos com os valores de n e d ¢ o
que define a Classe de Universalidade. Essas idéias culminaram na década de 70 com
o desenvolvimento da teoria do grupo de renormalizacao, que rendeu o prémio Nobel de
Fisica a K. G. Wilson|[3].

Outra caracteristica marcante dessa classe (ou hipétese) de universalidade é a inde-
pendéncia dos expoentes criticos com o valor do spin (S), assim o modelo de Heisenberg
quantico de spin % 3D tem os mesmos expoentes do seu equivalente cldssico (S = 00)[4, 5]
bem como seu equivalente quéntico antiferromagnético numa rede 3D nao frustrada[6, 7).

Existem, porém, alguns modelos que violam a hipétese de universalidade. O primeiro
modelo exatamente solivel por Baxter[8, 9] é o de oito vértices, que apresenta uma

linha critica no diagrama de fase com os pardmetros do Hamiltoniano onde os expoentes
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criticos variam continuamente. Este modelo é uma generalizacao para a descricao de
cristais com ligagao de hidrogénio. Seja ;1 o pardmetro presente no modelo de oito vér-
tices, entao Baxter mostrou que os expoentes criticos apresentam os seguintes valores:
a=2—-I = Fﬂw v = 2—’;, 0=15n= i. Suzuki[10] propds uma pequena hipétese de
universalidade, no qual definiu os expoentes criticos em termos do inverso do expoente
critico do comprimento de correlagao (%) Desta forma os expoentes criticos reduzi-
dos {a = 2’7‘1 =2 f= g = % ey=1= %} sao independentes do parametro u. Outro
modelo que viola a hipétese de universalidade é o Ising numa rede quadrada com inter-
agoes de primeiros (J) e segundos (J') vizinhos. Os primeiros estudos indicam na regiao
|J'/J| < 1 uma variagdo continua dos expoentes criticos com o pardmetro v = J'/J[11],
no entanto, resultados recentes tem mostrado que o conceito de classe de universalidade
tem de ser estendido, por exemplo, se J' < 0 e J > 0 (sistemas Lifshitz (N, d, m)).

A determinacao experimental dos expoentes criticos {f3, 0, 7, a, 1, v} depende es-
pecialmente da escolha do intervalo para a varidvel ¢. O intervalo considerado pequeno
¢ uma escolha delicada que é fortemente influenciada pelo tipo de material analisado,
ou seja, o primeiro problema técnico para os fisicos experimentais é identificar a regiao
critica (intervalo para t), regiao esta onde temos fortes flutuacoes térmicas®. Para sis-
temas magnéticos escolhe-se para regiao critica |t| ~ 1073, enquanto que para supercon-
dutores temos [t| ~ 1071, transigao lambda (HZ?) |t| ~ 10~7. Esta escolha da regiao
critica é feita baseada no fato de que a medida do expoente critico nao é afetada por
esta escolha, e conseqiientemente a inclinacao da curva (reta) do gréfico In(f(t)) versus
In(|t|) estd relacionada com o seu expoente critico associado.

Temos da solugao exata do modelo de Ising 2D, os seguintes expoentes criticos {5 = %,

v = %, 0=15,a=0,v=1,n= i} que satisfazem igualdades das relagoes dadas nas

Eqgs.(1.6). Assim sendo, esperamos para quaisquer sistemas que os expoentes criticos nao

4Do teorema da flutuacdo-dissipacio temos que a susceptibilidade magnética, que diverge em T = T,
(com H = 0), estd relacionada com a flutuacdo da magnetizacdo e representa na realidade a fungio de
correlagao das flutuagdes dos spins (fungéo de correlacao).
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Modelo B y d o v n
Ising 2D 1/8 | 7/4 | 15 | 0 (log) 1 | 1/4
Ising 3D 033124 | 4.8 0.10 | 0.63 | 0.04
XY 3D 0.34 | 1.30 | 4.8 0.01 | 0.66 | 0.04
Heisenberg 3D | 0.36 | 1.39 | 4.8 | —0.12 | 0.71 | 0.04
Campo Médio | 1/2 | 1 3 | 0(disc) | 1/2 | O

Materiais B y d o v n
Fe 0.39 | 1.33 | 435 | —0.11 — —
Co 0441123 |335| —0.095 | — -
Ni 0.38 | 1.34 | 4.58 | —0.10 - -

Gd0,67COo_33 0.41 | 1.16 | 3.60 0.02 — —
Gdo,gCOo_g 0.44 | 1.29 | 3.96 —0.17 — —

Tabela I.1: Valores tedricos e experimentais dos expoentes criticos

sejam independentes entre si mas guardem certas relacoes ° que postulamos ser dadas

por

(

a+28+v=2,
a+p0+1) =2,

v =B(6-1), (1.7)
vd =2 — «,

| @=nr=r,
onde d ¢ a dimensionalidade do sistema, que para o modelo de Ising acima temos d = 2.

Na Tabela-1.1 apresentamos, resumidamente, os valores dos expoentes criticos (3, 7,
a, 0, v, n de modelos tedricos que apresentam transicao de fase de segunda ordem, e
comparamos com alguns valores experimentais. Os resultados dos expoentes obtidos via

aproximacao de campo médio sao universais e independem da dimensao e simetria do

Hamiltoniano.

®Estas relagoes postuladas sdo baseadas nas desigualdades Eq.(1.6) que para o modelo de Ising 2d
temos a igualdade exata.
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Nessa tabela, observamos que para a simetria Ising os expoentes criticos sao distintos
quando analisados em dimensoes diferentes d = 2 e d = 3, mas o uso de topologias dife-
rentes numa mesma dimensao estes expoentes sao unicos. Ou seja, os expoentes criticos
do modelo de Ising 3D numa rede cibica simples e numa rede ciibica de corpo centrado,
sao os mesmos. A aproximacao de campo médio despreza as flutuacoes térmicas, que
sao relevantes na criticalidade, por isto, foi argumentado por Ginzburg (conhecida como
critério de Ginzburg [12]) que para d > 4 os expoentes criticos sdo universais, independem
do tipo de modelo analisado e que os valores de campo médio sao considerados exatos.
De uma outra maneira, dizemos que para altas dimensoes d > 4 as flutuagoes sao irrele-
vantes. Outro resultado tedrico interessante observado na Tabelal.l, tem relacao com
as universalidades dos expoentes 0 e 77 para os trés modelos analisados, fato corroborado

por célculos de grupo de renormalizagdo no espaco real[13].

1.1.2 Hipodtese de Widom e Universalidade

A solugao exata do modelo de Ising em duas dimensoes sem campo externo [14], re-
presenta o marco da época moderna do estudo de transicao de fase e fendmenos criticos.
Com conhecimento prévio desta solucao exata, Widom [15], Domb e Hunter [16], obser-
varam que quando os parametros que caracterizam a regido critica (¢ e H) variam, as
fungoes termodinadmicas preservam a dependéncia funcional, mudando apenas em escala.
Assim, o comportamento critico de um sistema é ditado pela parte singular das fungoes
termodinamicas, a qual pode ser descrita apenas em termos dos parametros que traduzem
)

as “distancias ” ao ponto critico. Desta maneira, foi assumida para a parte singular da

energia livre uma fun¢ao homogénea generalizada do tipo

sing(A"t, N H) = Agsing(t, H), (1.8)

onde os dois expoentes = e y definem o grau de homogeneidade, fazendo com que a

Eq.(1.8) seja verdadeira para qualquer valor de \. Embora nao permita uma abordagem

21



microscopica dos fendmenos criticos, a hipétese de escala aponta um caminho para gen-
eralizar a equacao de Curie-Weiss, obtendo apenas os expoentes criticos em funcao dos

parametros x e y, isto é,

Bzﬂ
2y—1
=
- (1.9)
:E’
a:2x—1
\ x

combinando as relagoes acima, mostramos, por exemplo, as identidades de Rushbrooke:
a+20+~ =2, Griffiths: a+5(d+1) =2 e Widom: v = (6 —1). Além de relacionar os
expoentes criticos por intermédio de igualdades, Eq.(1.9), a hipétese de escala Eq.(1.8) faz
predicoes especificas com relacao a equacao de estado magnética. Diferenciando ambos

os lados da Eq.(1.8) na varidvel H, obtemos que
M\t N H) = NV M(t, H), (1.10)

e escolhendo \*|t| = 1, encontramos

M(t,H) H
= (1) A

onde temos usado as relagoes (1.11), sendo A = 6 = 4+ v . Em temos das varidveis

M(t,H . N .
m = |(t‘ i Leh = %, denominados de magnetizacao e campo escalares, respectivamente,

a Eq. (1.11) pode ser reescrita na forma reduzida

m = Fy(h), (1.12)

onde o lado direito da Eq.(1.12) é uma funcao apenas da varidvel renormalizada h e o
sinal + indica se a temperatura critica é atingida a partir da fase desordenada (7' = T.")
ou da fase ordenada (T'="T.). A Eq.(1.12) é uma equagao de estado magnética ou de

escala visto que ela relaciona as varidveis M, H e T. Além disso, esta relacao implica que
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m como uma fungdo de h recai sobre duas curvas universais diferentes, ou seja, F, (h)
para temperaturas acima de T, e F_(h) para temperaturas abaixo de T,. Na Fig.(1.2)

temos os resultados experimentais para o ferromagneto CrBrs [17].
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Figura 1.2: Comportamento de % versus Mét"ﬁH) para o composto ferromagnético C'rBrs
obtido experimentalmente[17]. Observe os colapsos das duas curvas, uma para T' > T, e

a outra para T" < T, confirmando a hip6tese de Widom.

Resultados andlogos para a susceptibilidade x (¢, H) e calor especifico a campo con-
stante Cy(t, H) podem ser obtidos a partir da diferenciagao da Eq.(1.8) e escolhendo

também \"|t| = 1. Assim sendo, encontramos os seguintes resultados:

x(t, H) x(t H) _ G, (1.13)

¢ [¢]" Tt
e — o () = v (114

onde G4 (h) e Yyi(h) sao outras fungdes universais.

1.1.3 Argumento de Kadanoff

Supondo que a hipétese de escala Eq.(1.8) é verdadeira, necessita-se de uma explicacao

microscopica para tal relagao. Baseado no fato de que, préximo do ponto critico as
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correlagoes do sistema tém alcance muito grande (¢ — oo) e detalhes de curto-alcance
nao sao fundamentais para seu comportamento, Kadanoff[18] apresentou um argumento
heuristico para chegar a Eq.(1.8). Este argumento baseia-se em dividir a rede de tamanho
a? (d é a dimensao e a o parametro da rede) em células de tamanho a’® (onde o’ = La

e a < La < £ perto de T,), conforme mostra a Fig.(1.3).

--------

-------

ooooooo

ooooo

-----

-----

ooooooo

Figura 1.3: Divisao de uma rede bidimensional em células de tamanho La, sendo a a
distancia entre primeiros-vizinhos da rede. A escolha de L é de tal forma que L > 1 e
La < £[19].

Substituindo cada célula por um tnico spin, o que corresponde a eliminacao de graus
de liberdade, e supondo que o Hamiltoniano do novo sistema terd a mesma forma do
Hamiltoniano original, com parametros renormalizados, é possivel escrever a FEq.(1.8)
admitindo a invaridncia da fungao de particao, identificando L com o fator de escala da
renormalizacao.

Apés a renormalizacao temos os novos parametros H' = L¥»H (campo) e J' = L¥J
(acoplamento) modificados. Préximo da criticalidade a fungao de particao fica invariante

na renormalizacao, ou seja,

ZN/@/,H)) EZN@,H), (115)

onde t'=L¥%t e L = (N/N')*/¢ sendo d a dimensdo do espago. Com a relacio acima

a hipétese de Widon fica completamente justificada. As determinacoes de y; e y (ex-
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poentes criticos térmico e magnético, respectivamente) sao feitas a partir do processo
de renormalizacao usado. A base de qualquer proposta aproximativa de GR tem como

ponto de partida a relagao para a energia livre (hipétese de Widom) dada por
gn(t, H) = Lign(t', H'), (1.16)

sendo
KgT

gn(t, H) = — B2 W [Zx(t, H)]. (1.17)

1.1.4 Teoria de Landau

A teoria de Landau [19] permite determinar, qualitativamente, os diagramas de fases
nas vizinhangas dos pontos criticos e multicriticos, trata na realidade da transi¢ao entre
fases que possuem simetrias distintas. Antes do desenvolvimento desta teoria fenome-
nolégica, vamos fazer algumas consideracoes relevantes para o entendimento desta teoria.
Seja um sistema com n varidveis termodindmicas independentes, caracterizado por n + 1
campos {Hy, Hy...H,}, sendo um deles ( Hp, por exemplo) fun¢do dos demais. Por
exemplo, temperatura (7'), pressao (P), potencial quimico (1), campo magnético (H) e
elétrico (E) s@o denominados, genericamente, de campos. O campo dependente, para o
qual usaremos o simbolo ¢(Hy, Hy, H,), serd chamado de potencial termodindmico. As
grandezas canonicamente conjugadas sao denominadas de densidades {p,} e podem ser

obtidas por simples derivadas, ou seja,

0
p;=— <a—gj)m com i # j. (1.18)

Os potenciais termodindmicos sao fungoes tipo energia para as quais o equilibrio
termodinamico corresponde a um minimo global. Também sao chamados de energia
livre, uma nomenclatura que nos lembra as origens da termodindmica em problemas de
engenharia: onde se deseja saber quanto de energia esté livre para a realizacao de trabalho

mecanico em diversas situacoes. A existéncia de vdrios potenciais termodinamicos esté
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relacionada com a necessidade prética de se descrever sistemas através dessa ou daquela
varidvel de estado. Por exemplo, em algumas situacoes pode ser trivial controlar a
temperatura e o volume do sistema, enquanto que a pressao e a entropia ficam livres para
tomarem qualquer valor. Em outros casos pode ser mais simples controlar a temperatura
e a pressao, deixando o volume livre. A energia interna é um potencial termodindmico
adequado para uma descrigdo em termos de X (volume, por exemplo), S (entropia) e N
(nimero de particulas). Temos outros tipos de potenciais termodindmicos mais comuns
que sao: as energias livres de Helmholtz e de Gibbs, e o grande potencial termodinamico.

Na formulacao da termodinamica é fundamental que energia e a entropia sejam quan-
tidades extensivas. Absolutamente, toda estrutura matemédtica da termodindmica de-
pende dessa propriedade. No caso genérico de uma varidvel, por exemplo X, se defini-
mos z = X/N, onde N e o numero de particulas do sistema, podemos garantir que X
é extensiva se r nao depender de N quando N — oo. A condicao N — oo é chamada
de limite termodindmico. Em sistemas continuos podemos estabelecer o limite termodi-
namico através do volume, ou seja, V' — oo, mas lembrando que o limite deve ser tomado
mantendo-se a densidade (de massa ou de particulas) constante. E sempre possivel esco-
lher o potencial ¢(Hy, Hs, H,) como uma fungao dos campos, implicando na estabilidade
termodinamica do sistema.

Quando duas fases I e II estao em equilibrio, cada campo deve ter o mesmo valor
em ambas as fases, isto é, Hf = H]U (j = 0,1,..n). Se pensarmos no espago dos
n campos independentes, esta condicao de equilibrio definird uma hipersuperficie de
dimensao (n — 1) neste espago. Desde que pelo menos uma das densidades seja uma
funcao descontinua dos campos nesta hipersuperficie, entao teremos uma superficie de
coexisténcia ou de transicao de primeira ordem. Caso contrério teremos superficie critica,
onde as diferencas de densidade entre duas fases tendem a zero continuamente.

No diagrama de fase pode existir pontos nos quais varias fases coexistem, e sao de-
nominados de pontos multicriticos. De acordo com as regras de Gibbs e Zernike, a

observacao de tais pontos numa mistura de substancias puras é possivel apenas acima de
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um certo nimero de componentes. Um ponto bicritico (duas fases criticas em coex-
isténcia ou duas linhas criticas que se interceptam), sé pode ser observado numa mistura
com pelo menos 4 componentes. Um ponto tetracritico (quatro fases ordindrias se tor-
nam idénticas), s6 pode ser observado numa mistura de no minimo cinco componentes,
etc.

O ponto tricritico (ver Fig.(1.4)) corresponde ao ponto onde trés fases se tornam
idénticas ou trés linhas criticas que se interceptam. Nessa figura, mostramos esquematica-
mente o diagrama de fase tridimensional no espago dos parametros (T, H, H;), referente a
um sistema antiferromagnético. Temos aqui H, = H' que representa o campo staggered
conjugado com o pardmetro de ordem mg do sistema antiferromagnético. A linha ponti-
lhada representa, no plano 7' — H, a linha de transi¢ao de primeira ordem (coexisténcia
das fases AF e P). A linha continua representa a transicao de fase de segunda ordem.
Se considerarmos Hg # 0 podemos obter duas superficies S; e S; de transicao de fase
de acordo com Hy < 0 e Hy > 0, respectivamente. O ponto (7}, Hy,0) foi denominado
por Griffiths [20] de ponto tricritico. Este ponto foi detectado experimentalmente em
misturas de H Z —H : , materiais metamagnéticos (F.Cly e N;NOs - 2H50) que se carac-
terizam por alta anisotropia, em modelos tedricos de Blume e Capel, magneto diluido
(annealed), Ising com campo aleatério, Heisenberg com interagdo Dzyaloshinski-Moriya

e metamagneto diluido.

Ao redor do ponto tricritico t = (T'—1T;) /Ty < 1 e H = H; (metamagneto), as
grandezas termodindmicas apresentam comportamentos de leis de poténcias com ex-

poentes criticos diferentes dos relacionados ao longo da linha critica. Por exemplo, na

%l ao redor do PTC.

. ~ L, 9. _1 . e _
aproximagao de campo médio 3 = 5 na linha critica e 3, =

Na auséncia de campo externo, a energia livre F' é expandida em termos de poténcias
pares do pardmetro de ordem magnética, por exemplo, onde para o caso de um sistema

ferromagnético o parametro de ordem é a magnetizacao. Assim sendo, ficaremos com a
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5

Figura 1.4: Diagrama de fase referente a um sistema antiferromagnético no espaco de
parametro (T, H, Hy). S; e Sy representam as superficies de primeira ordem. A seta em
¢ indica o PTC.

seguinte expansao de Landau para a energia livre:

a b c
F=-m?+-m*+-m® + ... 1.19
M gm s (1.19)
onde a,b,c = f(T). Em particular, Landau supos a = a,(T — T,.), tal que a, > 0 e T.
¢ a temperatura critica. Fazendo uma andlise do minimo da energia livre (F'(m) = 0,
F"(m) > 0), ficaremos com os seguintes resultados para a primeira e segunda derivadas

até o termo de sexta poténcia em m

oF
3, — Mo + 2bm® + 3em® = 0, (1.20)
m
O*F
iz = + 6bm* + 15em* < 0. (1.21)
m

Da Eq.(1.20) encontramos cinco raizes, ou seja: m = 0, £m, e £m_, sendo que

my = \/2—10 (—bﬂ: Vb2 — 4ac). Para a > 0 devemos ter T" > T, qualquer que seja o

valor de b, a solugao m = 0 é um ponto de minimo, entao apenas as solucoes +m. sao
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fisicamente aceitdveis, assim sendo a Eq.(1.21) ficard reescrita nesta solu¢ao por

om? c

2R 1
(8 ) = Vb2 — dacm?, (1.22)
m=md4

resultando que m_ corresponde a um ponto de maximo e m, a um o ponto de minimo
e o sistema se encontra num estado ordenado (m # 0).

Considere agora a > 0, b > 0 e ¢ > 0, entao a solugao m = 0 é um ponto de minimo,
as solucoes m = +m4 sao complexas. Assim sendo, o tinico ponto de minimo é a solucao
desordenada m = 0, e dizemos que o eixo positivo b > 0 é uma linha critica.

Por outro lado, se a > 0, b < 0 e ¢ > 0 as trés solugoes m = 0, +m sao pontos de
minimos, ou seja, o sistema se encontra num estado triplamente degenerado. Escolhemos

como referéncia F'(T,0) = 0, obtemos da Eq.(1.20) o seguinte resultado:

da

2 _
my=

(1.23)

comparando com a solugao my = \/ i (—b +vb? — 4ac) obtida acima, encontramos

ac
b= —44/—, (1.24)

3
que é uma linha de primeira ordem, onde m tem uma descontinuidade que vai a zero na

forma

m = (@)1/4, (1.25)

c
sendo a = a,(T.—T). Da Eq.(1.25) obtemos na aproximacao de campo médio o expoente
tricritico 5, = 1/4.

Portanto, podemos concluir que o conjunto de pontos criticos que geram a linha de
transicao de segunda ordem sao dados pelas seguintes condigoes: a = 0, b > 0 e ¢ > 0.

O ponto que separa na linha de transicao de fase as regioes de primeira e de segunda
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Figura 1.5: Comportamento da energia livre no plano a — b. Sendo indicadas as regioes
de transicao de primeira e segunda ordem, além do ponto tricritico.
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ordem é denominado de ponto tricritico (PTC), as condigbes para determinagao deste
ponto sdo dadas pelas seguintes expressdes: a = 0, b =0 e ¢ > 0. E interessante observar
que para a < 0 e b < 0 nao existe fase. Estes comportamentos sao ilustrados no plano

a — b apresentado na Fig.(1.5).

1.2 Técnica do Operador Diferencial (TOD)

A aproximagcao de campo médio (MFA), nas suas diversas formas (campo molecular,
desigualdade de Bogoliubov, interacao de longo-alcance, Bragg-Williams), é a primeira
e mais simples metodologia utilizada para estudar fendmenos criticos, onde o conceito
de campo molecular foi introduzido inicialmente por Weiss [21] para o ferromagnetismo
(F) e posteriormente por Neéel [22] para o antiferromagnetismo (AF). MFA encontra
certas inconsisténcias nas propriedades magnéticas quando comparamos com resultados
experimentais, sobretudo por causa do “desprezo” das fungoes de correlagoes presentes
no tratamento de muitos corpos interagentes. Por exemplo, MFA prediz erroneamente
uma transicdo de fase para o modelo de Ising 1d (7. # 0); obtém expoentes criticos
universais® {3 =1/2,v=1,0=3,a=0,n =0, v = 1/2} independentes da dimensao-d
e simetria do Hamiltoniano.

Védrias outras técnicas tém sido usadas para estudar modelos magnéticos, entre essas
podemos citar a Teoria de Campo Efetivo (Effective Field Theory - EFT). Esta teoria é
baseada em aglomerados finitos com N sitios centrais (EFT-N), com uma quantidade de
z vizinhos para cada sftio que indica a topologia da rede e também a dimensao espacial
D. Os spins da vizinhanca, em relacao aos sitios centrais, apresentam uma orientacao
espacial bem definida, sendo usada uma direcao privilegiada para os spins da vizinhanca
(aproximagao axial), enquanto que as varidveis de spins dos sitios centrais tém a liberdade

de usar todas as suas componentes espaciais.

6 A medida que a dimensdo espacial cresce, as flutuacdes térmicas decrescem e dizemos que para d > 4
as flutuagdes sdo irrelevantes, tornando a solugdo MFA exata.
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No ensemble canénico, a média térmica de uma dada grandeza O é dada por

(0) = <Tr(/9\exp(—67:\{)> | (1.26)

Z

onde Z =Tr exp(—ﬁﬁ) é a funcao de particao, Oé¢o operador associado ao observavel
O, =1/kgT (kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta) e Tr{- - - }
¢é o funcional traco no espaco dos spins associado ao Hamiltoniano H.

Dado o Hamiltoniano H com N spins é sempre possivel separar o sistema em duas
partes: uma representando o aglomerado (cluster) finito 2 com n < N spins, que descreve
as interagoes dentro do aglomerado e sua vizinhanca, e a parte restante {2’ que nao possui
spins deste aglomerado. Assim sendo, podemos reescrever o Hamiltoniano H na forma
fatorada

H = Ho + He, (1.27)

onde 7'79 representa o Hamiltoniano do aglomerado 2 e 7'79/ representa a parte do Hamil-
toniano restante (£').

Escolhemos uma grandeza que contenha apenas varidveis de spin do aglomerado (2,
ou seja, O(f2). Caso Ho e Ho comutem, isto é, [ﬁg, 7/-\(9/} = 0, o trago da Eq.(1.26)
pode ser efetuado em dois passos: primeiramente o trago sobre o aglomerado finito (7'rq)
e em seguida sobre os spins da vizinhanca nao pertencentes ao aglomerado (7'r¢, ), acom-

panhado da fatoragao
oxp [ 3Pl + )] = exp | 078 exp [ 572 129

segundo podemos definir o trago Trq = Tr,,Trq, e desta maneira, obtemos o valor médio
a partir da Eq.(1.27) por
Tré exp (—67?(5,) Tro [@(Q) exp (—Bﬁg)}

(0(©) = ~ , (1.29)
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onde separamos os tragos para cada termo. Multiplicando o numerador da Eq.(1.29) por

um fator unidade do tipo

Tr exp (—67—?) Trexp (—Bﬁ)
1= — = — — (1.30)
Tr exp (—67—() Trg exp (—57’(@) Trqoexp (—ﬁHQ)
ficaremos com
OQ) = iTT {Tm [@(Q) exp (—57’79)} exp (—Bﬁ) } 1.31)

Z Trqoexp (—57:\{9)

Combinando, mediante as propriedades de separacao do traco e do Hamiltoniano, na

Eq.(1.31), obtemos

o

exp <—ﬁﬁ) : (1.32)

Comparando a Eq.(1.32) com a definicao dada pela Eq.(1.26), teremos que o valor

médio da grandeza @(Q) fica reduzido ao céalculo parcial no aglomerado finito, ou seja,

<Tm {6(9) exp(—ﬁﬁg>] >
(0) = — : (1.33)
Trqoexp (—67’[9)

Podemos ainda generalizar a Eq.(1.33) para obter a fungao de correlagio (A(Q')B(Q2)),
onde A(f)) é uma grandeza que nao contém varidveis de spin do aglomerado €2, que

seguindo os procedimentos adotados anteriormente obtemos

Tr [B(Q) eXP(—ﬁﬁQ)} > (1.34)

(AQ)B(Q)) = <A(9') p
Trqexp (—ﬁHQ)

A Eq.(1.34) é exata para sistemas cldssicos, pois neste limite as varidveis de spin
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presentes no Hamiltoniano comutam. Por outro lado, para modelos quanticos, a Eq.(1.34)
nao é exata uma vez que [ﬁg, 7:29/] # 0. S& Barreto e Fittipaldi [23] aplicaram de forma
aproximada a Fq.(1.34) para estudar as propriedades termodinamicas e a criticalidade
do modelo de Ising —% com campo transverso.

Vamos considerar como protétipo de estudo o modelo de Ising descrito pelo seguinte

Hamiltoniano:

Hy =—J) 0i0j, (1.35)
(i)

onde J (J > 0 e J < 0 corresponde aos sistemas ferromagnético e antiferromagnético,
respectivamente) ¢ a interagao de troca, o; (= £1 para um sistema de spins S = 1/2)
denota as varidveis de spin e a notagao (i # j) representa a soma sobre os primeiros
vizinhos (z) numa rede cristalina.

A titulo de ilustragao, usaremos um aglomerado com N = 1 spin (ou aglomerado com
um sitio central) onde, da Eq.(1.35) reescrevemos o Hamiltoniano para este aglomerado

na forma

Hi=—Jo1» 0,5, (1.36)
K

H
sendo que J representa o vetor primeiros vizinhos ao redor do spin ¢;. Para o sistema
ferromagnético, a magnetizagao por spin m = (o) é obtida a partir da Eq.(1.33), usando
O = o4, ou seja,

m = (o) = <tanh KZO’IJF? >, (1.37)

5
sendo que K = 3J.

Esta identidade ficou sendo conhecida como identidade de Callen e Suzuki [24, 25],
onde temos no lado direito uma média estatistica de varidveis de spins (vizinhos ao
sitio 01) do argumento da fungdo tangente hiperbdlica. A aproximagdo de campo mé-
dio (MFA) equivale a reescrever a Eq.(1.37) como uma média no argumento, obtendo
assim uma expressao auto-consistente para a magnetizacao tipo Curie-Weiss. A identi-

dade de Callen-Suzuki foi primeiramente aplicada para se obter funcoes de correlacao e
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temperatura critica do modelo de Ising 2D usando o método da expansao em série de
altas temperaturas. Diversos autores, tais como: Matsudara [26], Frank e Mitran [27],
Tanaka e Urya [28], Zhang [29], usaram a identidade de Callen-Suzuki para se obter as
propriedades criticas do modelo de Ising de spin S = 1/2.

A técnica do operador diferencial (TOD) desenvolvida por Honmura e Kaneyoshi [30],

tem como ponto de partida o uso da identidade
exp(aD,)F(z) = F(x + a), (1.38)

onde D, = % é denominado de operador diferencial em relacdo a varidvel © e F(z) é

uma funcao analitica. Escrita de outra maneira temos:
F(a) = exp(a.D,)F(x) |4=0 -

Definindo F'(z) = tanh(x), a Eq.(1.37) ficara reescrita na forma
m = <H exp(KUl+?DI)> F(z)],_- (1.39)
K
Usando a identidade de van der Waerden para a varidvel de spin o; = £17, dada por

e??" = cosh(p) + o; sinh(yp), (1.40)

a Eq.(1.39) ficard

m = <H [cosh(KDz) +to,.7 sinh(KDx)} > F(x),_, - (1.41)

—

6

Vamos desenvolver a Eq.(1.41) para uma rede quadrada (z = 4) e denotemos por

{02, 03, 04, 05} 0s spins vizinhos ao sitio oy, assim sendo, ficaremos com a seguinte

"V4lida até quando ¢; é matriz 2 x 2.
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expressao para a magnetizacao:

m:<f1bfﬂagﬁ4>mew, (1.42)
7

onde o, = cosh(KD,) e f, = sinh(KD,). Sendo F(x) uma funcdo impar, ou seja,

F(—x) = —F(x), a aplicacao de qualquer operador (/9\par na func¢ao F(x) no ponto x = 0

o resultado é nulo, ou seja, @par F(x)|,_, = 0. Desta maneira, a Eq.(1.42) ficara reduzida

a forma
1 1
m = A (K) <Z (0g+ 03+ 04+ 05)> + A3(K) <Z (020304 + (1.43)
020305 + 030405 + 020405)) ,
sendo
1
A =403, F(x)|,_, = §(t4 + 2ty) (1.44)
€
1
Az =4, F(2)],_o = §(t4 — 2ty), (1.45)

onde t, = tanh(nK). Para obter as expressoes de A;(K) e A3(K) usamos a identi-
dade do operador diferencial dado pela Eq.(1.38). Aplicando a propriedade da simetria

translacional, a Eq.(1.43) ficard sendo dada por

m = Ay(K) + As(K)T, (1.46)

onde I' é a funcao de correlacao de trés spins dada por

I' = (0,0;01) (1.47)

comi#j#1=23,4,5.

A Eq.(1.46) é exata, mas de dificil manipulacao, pois envolve no segundo membro o
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célculo da funcao de correlacao, gerando assim um sistema infinito de equagoes acopladas,
de vérias funcoes de correlacao. Este fato é semelhante ao que acontece no formalismo
da funcao de Green de Zubarev. Assim sendo, algum tipo de aproximacdo (para o
desacoplamento da fungao de correlagao) deve ser usada. A aproximagdo mais simples
consiste em desprezar as correlagoes entre os spins (RPA-random phase aproximation),
ou seja,

(0i0j - 01) = (0i) (oj) - (o), (1.48)

sendo ¢ # j # .

Usando a aproximacao dada na Eq.(1.48) na Eq.(1.46) ficaremos com seguinte resul-

C1- Ay(K)

A temperatura critica é obtida da Eq.(1.49) fazendo m — 0, resultando na expressao

tado para a magnetizacao:

dada por
A(K,) =1, (1.50)

da qual encontramos, a partir de um processo numérico, o seguinte resultado T, = K ~
3.09 (=4, MFA) que pode ser comparada com a solucao exata T, = 2.27 .
Para uma rede com niimero de coordenacgao arbitrério z, podemos aplicar a aproxi-

magao dada pela Eq.(1.48) e obter a equacao de estado dada por
m = [y +mB, ) F)],_,. (151)

No limite m — 0, da Eq.(1.51) encontramos 7. resolvendo numericamente a expressao
dada por
Ay =z2a2'8, F(2)|,_, = 1. (1.52)

Para a rede cubica simples (2 = 6) obtemos da Eq.(1.52) a temperatura critica

T. ~ 5.07, que podemos comparar com os resultados de simulagao de Monte Carlo

37



T, ~ 4.51. Devido o uso da propriedade de cinemética de spin 0? = 1, na teoria de
campo efetivo em aglomerado com um spin (EFFT — 1), descrito acima, os resultados
quantitativos sdo superiores aos obtidos por campo médio (MFA). Em particular, o valor
exato T, = 0 para a rede unidimensional (z = 2) obtida pela Eq.(1.52) representa um
grande avanco em relacdo a MFA. A medida que o mimero de coordenacio z cresce,
temos um aumento gradual no valor de T,., como é esperado fisicamente por tornar os
spins mais correlacionados. No limite z — oo temos que t. = T../z converge para o resul-
tado de campo médio t. = 1, onde agora em dimensao infinita (z — co) MFA representa
a solucao exata.

Outros tipos de desacoplamentos tém sido aplicados na Eq.(1.47). Por exemplo,
Kaneyoshi e colaboradores [31] propuseram um desacoplamento em que se leva em con-

sideracao as flutuacoes dos spins ao redor do spin ¢y na forma dada por
oi = (03) + Alo1 = (03)), (1.53)

onde \ representa uma reacao (denominada de campo de Onsager) de um spin devido
a presenca dos vizinhos. Usando esta nova aproximagao, Kaneyoshi e colaboradores

obtiveram uma temperatura critica igual a da aproximacao de Bethe-Peierls, ou seja,
T, =——. (1.54)

Desejando obter melhores valores de 7., mas mantendo a simplicidade de desacopla-
mento da aproximacao RPA, vamos aumentar o tamanho do aglomerado para N = 2
spins. Desta maneira teremos o seguinte Hamiltoniano para o caso Ising

z—1

z—1
Hy = —Joio9 — JalzaHg»l - JUQZUQJr?Q. (1.55)
i

=
61
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Sendo a magnetizacao definida por m = % (01 + 039) , obtemos

shnh((ﬁ_+-6&)
m — (1.56)
cosh(C; + C3) + exp(—2K) cosh(Cy + Cs)

sendo .
C, = KZaH?p, (p=1,2). (1.57)

Er

Definindo a funcao
sinh(z; + x2)
= 1.
Gy, ) cosh(xy + z2) + exp(—2K) cosh(xq + 22)’ (1.58)
generalizamos a propriedade do operador diferencial, ou seja,

exp(ay1 Dy, + a2 Dy,)G (21, 22) = G(x1 + a1, 22 + ag), (1.59)

onde D, = £ (v = x4, x3) € 0 operador diferencial. Aplicando a Eq.(1.59) na Eq.(1.56)

ficaremos com a seguinte expressao para a magnetizagao:
z— z—1
= <Hexp KDy0,, 5 Hexp KDy,0,, 7. )> G(21,72) 4, 4peo - (1.60)

Uma andlise mais cuidadosa na Eq.(1.60) evidencia logo a presenga de dois tipos

z—1 z—1
de vizinhos, expressos através dos produtérios [] e []. Dependendo da topologia da
e

rede os spins centrais o; e 09 podem admitir vizinhos comuns 2z’ desta maneira podemos

expandir a Eq.(1.60) resultando

< H exp(KDq,0,5)) H exp(KDy,0,,7.)

Hexp [K (D, + D,,) 07}> G(21,22) |5, 4y - (1.61)

39



Q
O Q
s : ' A
© ‘01 ng\\ © © .50'1 .50'2
® ‘ I
0 o o6
Q
Q 0 0 0
FEN i o 0
O Ol S
O \.‘ql 0’2\ . e E [e7] ‘GE
. o o
o NS0 b o
O

(d)

Figura 1.6: Estrutura topolégica das redes: (a) kagomé, (b) quadrada, (c) triangular e
(d) cubica simples.

Claramente, a forma explicita de vizinhos, comuns ou nao aos sitios 1 e 2, no aglome-
rado com dois spins centrais assegura a distincao da topologia da rede. Para ilustrar a
topologia da rede no aglomerado com dois spins, na Fig.(1.6) apresentamos a rede kagomé
(z=4e 7z =1), quadrada (z =4 e 2/ = 0), triangular (z = 6 e 2’ = 2) e ciibica simples
(z=6¢72 =0).

Usando a identidade de van der Waerden e aproximacao linear na Eq.(1.61) obtemos

a expressao

!/

" (Qaray + MBu10) " G172 4y 1o

(1.62)
onde o, = cosh(KD,), 3, = sinh(KD,), a4, = cosh(K (D, + D,,)) e B, =
sinh(K (D, + Dy,)).

z—2'—

m= (am + mﬁan)ZiZlil (Oém + mBIZ)

No limite m — 0, podemos determinar a temperatura critica a partir da Eq.(1.62),

na teoria de campo efetivo com aglomerado de dois spins (EFT-2), resolvendo numerica-

40



Rede z 7z EFT-1 EFT-2 Exato/Monte Carlo
Kagomé 4 1 3.089 2.923 2.143
Quadrada 4 0 3.089 3.025 2.269
Triangular 6 2 5.073 4.950 3.641
Cubica Simples 6 0  5.073 5.039 4.511

Tabela 1.2: Valores da temperatura critica para véarias redes em 2D e 3D no modelo de
Ising-1/2 obtidas via teoria de campo efetivo com aglomerados de 1 spin (EFT-1) e 2

spins (EFT-2) . Os resultados EFT sdo comparados com a solucao exata (2d) e simulacao
de Monte Carlo (3d).

mente a seguinte expressao:

AV (K,) =1, (1.63)
sendo
AP = [2e =2 = D7 a7, + e ek e,
G('T17:C2)|x1,x2:0' (164)

Da Eq.(1.63) obtemos T, para diversas topologias de redes. Na Tabela-1.2 apresen-
tamos os resultados para T, obtidos por EFT-1 e EFT-2, que sao comparados com as
solucoes exatas em redes bidimensionais (2D) e simulagao de Monte Carlo para a rede
cibica simples (3D).

Observamos claramente a superioridade de EFT-2, do ponto de vista qualitativo,
quando a andlise é feita com relacao a topologia da rede. Porém, os resultados quanti-
tativos para T, nao estao ainda em boa concordancia com os valores rigorosos (exatos
e simulagoes de Monte Carlo). Uma andlise de tamanho finito pode também ser desen-
volvida, mas a convergéncia dos valores é muito lenta em diregao aos resultados rigorosos,
0 que a priori, nao justifica o desenvolvimento do presente formalismo para aglomerado

com N > 2.
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1.3 Motivacao e Apresentacao da Tese

A teoria de campo efetivo(EFT) associada a técnica do operador diferencial (TOD)
tem apresentado bons resultados tanto qualitativa quanto quantitativamente quando
comparados com resultados obtidos por métodos mais rigorosos como o de simulacao
computacional utilizando o método de Monte Carlo. No entanto, este método tem en-
contrado limitagao em sua aplicacao pois a introducao da relagao de cinemética de spin
faz com que os coeficientes da equacao de estado crescam exponencialmente com o au-
mento do tamanho do aglomerado de spins o que impedia muitas vezes a extensao da
andlise para sistemas maiores e mais complexos.

No entanto, uma nova proposta de aplicacao da TOD desenvolvida por Viana e de
Sousa[32] favoreceu uma implementacdo numeérica, que serd desenvolvida no Capitulo
2, onde os coeficientes sao obtidos integralmente no préprio algoritmo utilizado para
calcular as raizes das equagoes. Isso tem possibilitado a aplicacao desta técnica utilizando
aglomerados cada vez maiores e assim uma observagao mais precisa do comportamento
dos sistemas pode ser feita. Nesta tese trataremos o modelo de Ising com campo aleatoério
e filmes-finos magnéticos com interagoes de primeiros e segundos vizinhos.

O modelo de Ising com campo aleatério tem sido tratado na literatura com grande
interesse na medida que a existéncia de um ponto tricritico no diagrama de fases no plano
t X h ainda nao estd completamente compreendido devido a divergéncia nos resultados en-
contrados pelas diversas técnicas empregadas (como serd discutido posteriormente), bem
como a dimensionalidade critica a partir da qual temos a existéncia de ordem de longo
alcance no sistema. Essa aplicacao tem seu desenvolvimento apresentado no Capitulo 3
desta tese com os resultados para as curvas criticas e fungoes termodindmicas. Utilizamos
trés diferentes técnicas para uma melhor andlise e comparacao dos resultados.

Outra importante discussao é a respeito da influéncia da dimensionalidade e da pre-
senca de superficies em sistemas conhecidos como filmes-finos no comportamento das
fungoes termodindmicas e nas propriedades na regiao da criticalidade. A possibilidade

de controlar o nimero de camadas do filme possibilita observar esses comportamentos
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quando o sistema passa de 2D para 3D (crosssover de dimensionalidade). No Capitulo 4
desenvolvemos uma importante investigacao neste sistema que trata do comportamento
da curva critica no plano ¢ X a onde « é o parametro que relaciona a interacao en-
tre primeiros e segundos vizinhos, definido por a = j—f, quando variamos o nuimero de
camadas.

Seguindo a linha de investicao dos expoentes criticos desenvolvida por Amazonas e de
Sousa[33] aplicamos a teoria do Grupo de Renormalizacdo para obter o comportamento
dos expoentes criticos vy, y, € S em funcao do nimero de camadas do filme. Tais sis-
temas apresentam sua construcao experimental bem conhecida e procuramos comparar
os resultados tedricos aqui encontrados com os ja observados tanto teérico quanto exper-
imentalmente, disponiveis na literatura.

Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos as principais conclusoes deste trabalho e

perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Implementacao Numérica da

Técnica do Operador Diferencial

2.1 Introducao

No capitulo anterior foi discutida a Técnica do Operador Diferencial (TOD) e
seus resultados foram comparados com solugoes exatas e rigorosas como a simulacao de
Monte Carlo. Para aplicacoes envolvendo sistemas mais complexos® essa técnica tem-se
mostrado de dificil aplicagao devido a quantidade de termos gerados para cada coeficiente
da equacao de estado. Como exemplo de aplicacao desta técnica temos o trabalho de
Cabral Neto? que aplicou a TOD no estudo das propriedades termodinamicas e critical-
idade de filmes-finos e super redes magnéticas, onde a cada novo cédlculo da equagao de
estado era exigida a construgao de novos coeficientes, introduzidos de forma manual no
algoritmo. Este processo consumia muito tempo, sendo um fator que limitou a aplicacao

da técnica a sistemas com aglomerado pequeno (até N = 2 spins).

1Sistemas com interacdes entre primeiros e segundos vizinhos ou considerando uma quantidade maior

de sitios no aglomerado, por exemplo.
2Tese de doutorado defendida em 2004 desenvolvida através do convénio UFAM/UFSCar.
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Assim, uma implementacao numérica onde os coeficientes fossem construidos de forma
automaética através de uma subrotina no FORTRAN foi feita, possibilitando o estudo de
sistemas magnéticos com um nimero maior de sitios do aglomerado tendo apenas o
limite do processamento computacional como um fator limitante em sua aplicacao. A
possibilidade da construcao de um algoritmo que realizasse o processo de construcao dos
coeficientes de forma automética ocorreu devido a uma nova formulagao da aplicacao
da TOD estar em funcao de exponenciais e nao mais de fungoes trigonométricas o que
favoreceu o processo de substituicao dos argumentos das exponenciais na funcao semente.

O estudo dos diagramas de fases para a verificacao de uma possivel existéncia de
pontos tricriticos em sistemas competitivos foi feita por Viana e de Sousa através da
aplicagao da construgao de Maxwell utilizando uma primeira proposta de energia livre
(®) para esta técnica, originada da teoria de Landau onde a equac@o de estado é dada
por um processo de minimizagao com relacao ao pardmetro de ordem do sistema (g—i).
Os resultados apresentados estao em concordancia com os encontrados na literatura, no
entanto, a falta de uma completa caracterizagao deste funcional impossibilitou a obtencao
do comportamento das propriedades termodindmicas. Isso motivou a busca por uma nova
proposta de energia livre associada a TOD. Esta nova formulacao foi obtida a partir
do tratamento da energia interna para aglomerados finitos apresentando resultados mais
satisfatérios que a primeira proposta além do que possibilitou a determinacao das funcoes
termodinamicas.

Nosso objetivo neste Capitulo é apresentar a nova formulacao da TOD em termos
de funcoes exponenciais e o processo de implementacao numeérica aplicada a um sistema
simples, como é o caso do modelo de Ising Ferromagnético em uma rede cibica (3D) e
quadrada (2D) com interagoes entre primeiros vizinhos. Os resultados para a temperatura

de transicao em funcao do nimero N de sitios do aglomerado foram obtidos para esta

nova formulacao e andlise de tamanho finito.
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2.2 Desenvolvimento do Algoritmo

Como um dos primeiros modelos para explicar o magnetismo, o modelo de Ising
tem sido amplamente estudado pelos mais variados métodos. Inicialmente, os resultados
encontrados por Onsager e o método numérico de Monte Carlo tornaram-se um marco
na aplicacao da Mecéanica Estatistica pois representam um referencial na aplicacao de
outros métodos como campo médio e expansao em série. Atualmente, a aplicacao da
computacao através de softwares e algoritmos mais eficientes tem permitido a ampliacao
do estudo do magnetismo através dos modelos de Ising e Heisenberg para sistemas mais
complexos, antes impossiveis de serem tratados dada a enorme tarefa de construcao
dos coeficientes. Como consequéncia, novos fendémenos tém sido observados dando nova
motivacao ao estudo do magnetismo.

Utilizando a aproximacao de campo efetivo para o desacoplamento dos operadores de
spin, a técnica do operador diferencial (TOD) gera uma equacao de estado dada por uma

expansao em série de poténcias da magnetizacao

m=Y" A (2.1)
1=0

onde z é o nimero de coordenagao da rede cristalina assumindo os valores z = 6 para
o caso da rede cubica e z = 4 para uma rede quadrada. Os coeficientes A; apresentam
toda a informacao do sistema com relagao a parametros externos ou internos que possam
influenciar no comportamento do sistema.

A forma tradicional de aplicacao da TOD resulta em coeficientes que tem sua estrutura
composta por uma combinacao das fungoes trigonométricas sinh (aD,) e cosh (aD,).
Para um desenvolvimento numérico, esta forma nao se mostrou adequada pois o processo
de substituicao acontece no argumento das fungoes. Para contornar essa dificuldade,
utilizamos as seguintes relacoes para as fungoes hiperbdlicas:

) e¥ —e” eV +e”
sinhv = — coshv = —
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cuja consequéncia é obtermos agora uma combinacao de exponenciais que ao serem apli-
cadas na fungao "semente" F(x), originada do célculo da média de um dado operador,

retornam & identidade fundamental da TOD:

e P F(z) = F(a) |p—o .

Numericamente, realizamos a aplicacao da TOD na forma exponencial simplesmente
fazendo a substituicao da varidvel x pelo termo o no argumento da funcao. Isso foi
feito através de uma subrotina sistematica e eficiente no software FORTRAN, possibili-
tando o estudo de sistemas magnéticos com um maior nimero de sitios do aglomerado,
tendo apenas o limite do processamento computacional como um fator limitante em sua
aplicacao.

O estudo dos diagramas de fases para a verificagaio de uma possivel existéncia de
pontos tricriticos em sistemas competitivos usando a TOD foi feita por Viana e de Sousa
através da metodologia da construgao de Maxwell (igualdade das energias livres), uti-
lizando assim uma primeira proposta de energia livre (®) originada da idéia da teoria
de Landau, onde a equagao de estado é dada através de um processo de minimizacao
com relagao ao pardmetro de ordem do sistema (g—i = 0). Os resultados encontrados
neste trabalho estao em concordancia com os apresentados pela literatura, no entanto,
a falta de uma completa caracterizacao deste funcional impossibilitou a obtencao do
comportamento das propriedades termodindmicas, em particular a entropia.

Isso motivou a busca por uma nova proposta de energia livre associada & TOD. Esta
nova formulacao foi obtida a partir do tratamento da energia interna para aglomerados
finitos apresentando resultados mais satisfatérios que a primeira proposta, além do que
possibilitou a determinagao das propriedades termodindmicas em funcao da temperatura.

Nosso objetivo neste Capitulo é apresentar uma nova formulagao da TOD em termos
de funcoes exponenciais e o processo de implementacao numeérica aplicada a um sistema

simples, como é o caso do protétipo do modelo de Ising Ferromagnético em uma rede

ctibica (3D) e quadrada (2D) com interagoes entre primeiros vizinhos, juntamente com
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a formulagao da energia livre para estes casos. Os resultados para a temperatura de
transicao em funcao do mimero N de sitios do aglomerado foram obtidos e uma anélise

de tamanho finito foi discutida.

2.2.1 Aplicagao para N = 2 Sitios Centrais

O modelo de Ising ferromagnético (F') para um sistema infinito ¢ dado pelo Hamilto-

niano

H - — z JijSZ'Sj, (22)
5]

onde J;; ¢ a interacao de exchange entre os sitios i e j, S; é a componente no eixo z do
operador de spin no sitio <.
Tratando a Eq.(2.2) através da aproximagao de aglomerados finitos para N = 2 sitios

centrais (EFT-2), conforme mostrado na Fig.(2.1), obtemos:

e
o5 ‘ i

|
i
4 oy
Oe Sz 253
. o1

3 1Sy

Figura 2.1: Arranjo ferromagnético para um aglomerado com N = 2 spins numa rede
cuibica simples.

H2:—J5152—J5120i—J5220j, (23)
@ J

onde o; é o operador de spin dos sitios vizinhos ao aglomerado, J a interacao entre
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primeiros vizinhos e denotaremos por n; o mimero de coordenacgao associado a cada sitio

i do aglomerado. Colocando a Eq.(2.3) na forma reduzida, Hy = —Hs, ficamos:

2
Hy=KSS+ > CaS;,

J=1

sendo

ij :szaj,
J

o termo relacionado as interagbes com os primeiros vizinhos (C,) do sitio j e K = /.
Obtemos a matriz do operador H,, aplicando na base A que usualmente a diagonaliza.

Para um aglomerado com N = 2 e spin % é dada por:

A= [‘++>7 ‘+_>7 |_+>7 ‘__>]7
cuja matriz resultante é
K+C, —C, 0 0 0
0 —-K+C,, +C,, 0 0
0 0 —-K — Cxl - CJJz 0
O O 0 K - Cxl + sz

Os termos da diagonal principal desta matriz sao os autovalores de Hy na base A cuja

soma, ou traco da matriz, define a funcao de particao dada por

Zo = Trel’2,

(2.6)

Manipulando algebricamente a Eq.(2.6) apds a substitui¢do dos elementos do trago

na identidade (2.5) encontramos:



Zy = 2e™ cosh(Cy, + Cy,) + 2¢* cosh(C,, — C,). (2.7)

A magnetizacao por spin é definida por:

1
m:§<51+52>,

que resulta na expressao

_— sinh(Cy, + Cy,) 2.8)
~ \cosh(C,, + C,,) +e 2K cosh(C,, — C,,) /"’ ’

sendo a funcao geradora Fy(z1,xs):

sinh(z1 + x2)
cosh(zy + x3) + e=2K cosh(z; — 22)

Fy(ry,m9) = (2.9)

A extensao da Técnica do Operador Diferencial para duas varidveis aplicada na
Eq.(2.8) permite colocarmos a média da magnetizacao em funcdo dos operadores difer-

enciais D,, e D,,. Assim temos:

m = <€Xp (CI1D$1) exXp (Oxle’z)) FQ(xla $2) ‘1’1:962:0 .

Substituindo pela expressao que define cada termo (', e transformando o somatério

nos argumentos em produtos de exponenciais obtemos

ni nog
m = <H exp (ko;Dy,) H exp (kali2)> Fo(x1,29) |4y =z9=0 -
i=1 i=1
Aplicando a relacdo de cinemética de spin para o caso de spin 1 (o; = %1):

2

exp (ao;) = cosh(a) 4 o; sinh(«),

seguida das relacoes trigonométricas:
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cosh(a) = ——,

sinh(a) = ————,

obtemos

m = <H la;exp (K Dy, ) + b;exp (—K Dy, )]

1=1

n2

H la;exp (K D,,) + b; exp (—Ksz)]> Fy(x1,29) |oy=a9=0 , (2.10)

i=1

1—0;
2

onde a; = —12"" eb, =
O desenvolvimento da Eq.(2.10) apresenta uma dificuldade devido as correlagoes en-
tre spin que é resolvida utilizando uma aproximacao para o desacoplamento entre os

operadores de spin dada por

(010903...) >~ {(o1){02){(03)...,

o que permite aplicarmos a média térmica nos termos a; e b; e considerar cada operador
de spin separadamente.

A condicao do sistema ser do tipo ferromagnético implica que a média térmica aplicada
em todos os operadores resulta no mesmo valor m. Substituindo estes resultados na

Eq.(2.10) e colocando cada produtério na sua forma binomial, resulta em:

m = {i [(Zi)a(”l’pl)bpl exp ((n; — 2p1)KDI1)] :

p1=0
ng

> [z exp (02 — 2p2) K D) } SICTE — (2.11)
p2=0

_ 14+m _1-m
sendo agora a = 5™ e b = 5™,

O desenvolvimento da Eq.(2.11) mostrou que podemos coloca-la em uma forma mais
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compacta, agrupando os termos comuns em cada somatério, resultando na forma final

para a magnetizacao:

p1=0p2=0 [i=1

Fy(1,22) gy =5=0 (2.12)
i=1

2
exp [Z(nZ —2p;))KD,,

O fato de colocarmos a Eq.(2.11) na sua forma compacta dada pela Eq.(2.12) represen-

tou um ganho muito grande em termos de eficiéncia do algoritmo (tempo computacional).

2.2.2 Generalizacao para N > 4 Spins

O Hamiltoniano reduzido para este caso é dado por

q
Hy=KY S8+ Y ChS;, (2.13)
(4,9) i=1

onde E indica que a soma é feita sobre todas as combinagoes possiveis entre os sitios @
e 7 do aglomerado para um total de ¢ sitios centrais, e

n;
Cxi =K E 0j,
J=1

corresponde & interagdo do i-ésimo sitio central com seus n; vizinhos. As Figs.(2.2) e
(2.3) ilustram este ponto na construgao do Hamiltoniano para uma quantidade N = ¢
de sitios do aglomerado.

Quando este Hamiltoniano é escrito na base ortogonal adequada para os ¢ sitios
centrais, encontramos uma matriz ji diagonalizada, semelhante a (2.5). Isto facilita a
obtencao da funcao de particao através de um processo numérico pois basta realizarmos

a soma sobre todas as combinagoes possiveis, considerando que S; = +1.
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Figura 2.2: Arranjo para uma rede cibica ferromagnética, considerando aglomerado com
N = 4 sitios centrais e seus primeiros vizinhos.

Assim sendo, temos para o caso de ¢ sitios centrais a seguinte expressao para a funcao

de particao Z,

Z, = Z Z exp(H,). (2.14)
s

\=£1  Sy=%1

A magnetizacao é definida por

1
m:5<51+...+5q>, (2.15)

ou, em funcao da derivada da funcao de particao reescrevemos

m = é <a% ln(Zq)> , (2.16)
onde ¢ é o termo associado ao operador S, do aglomerado no Hamiltoniano reduzido na
Eq.(2.13).

A aplicacao da identidade fundamental da TOD para o caso de ¢ sitios centrais

deve ser generalizada pois temos agora a existéncia de ¢ operadores diferenciais. Essa

generalizagao pode ser feita utilizando uma formulagao "vetorial" dada por:
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Figura 2.3: Arranjo para uma rede ferromagnética considerando aglomerado com N = 9
sitios centrais.

exp(a.D)F,(r) = F,(a) |r=o , (2.17)

sendo r = (1, ..., %), a = (a1, ...,aq) € D = (Dy,, ..., Dy,) (com D,, = 0/0x;).
Usando a relacao dada pela Eq.(2.17) em (2.16) resulta em:

m = <H €xp (szDzz)> Fq(a) lr=0 ,

i=1

onde a fungdo Fy(a) é obtida considerando a fun¢do de particio dada pela Eq.(2.14)
associada ao processo de derivagdo numérica definido na Eq.(2.13).

Aplicando os procedimentos descritos para EFT-2, obtemos a funcao magnetizacao

para q sitios centrais dada por:

56



n= 3 ()

Pq=0

(2.18)
Agrupando as Eqs.(2.12) e (2.18) em func@o de poténcias da magnetizagido temos a

equacao de estado na forma de uma expansao em série de poténcias, dada por:

m=> Am (2.19)
=1

onde z é o nimero de sitios primeiros vizinhos circundantes ao aglomerado. Por exemplo,

para uma rede quadrada e N = 2 temos z = 4. Para N = 4 temos z = 8, etc.

2.2.3 Analise dos Termos e Implementagao Numérica

Para uma implementacao numérica que reproduza corretamente o processo de con-
strugao dos coeficientes A; definidos na Eq.(2.19), é necessédrio que saibamos previamente
a forma com que esses termos sao agrupados no processo distributivo.

Para essa verificagdo, vamos analisar inicialmente o primeiro somatério presente na

Eq.(2.11):

ni

Z (Zi)a(nl_l)l)bpl exp ((nl _ 2p1>KDZ1) _

p1=0
[(t)amblelmEDm) 4 () qm-Dple((m=2KD=) 4 + (nl)aobnle(_”lKDxl)] .

(2.20)

O termo aPb? pode ser expandido da seguinte forma:
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o = (o) (-3n)
P (p—i1) (i1) a (g—i2) (i2)
CEOETE @ EOE T ) e

i19=0

- 22O ET@ e () e

que em uma forma mais compacta fica:

p

q
R 3y ST 221

11=012=0

Introduzindo o coeficiente ¢(p, q,1) dado por:

C<p7 q, Z) = ap,il bq,i27

que na implementacao é um vetor que guarda os valores para cada conjunto de varidveis

p,q e i, onde o indice i (i = i1 + i3) d4d a poténcia da magnetizagao, ficando a Eq.(2.21):

aPb? = i i c(p, q,i)m’.

11=012=0
Substituindo este resultado na Eq.(2.20) e agrupando os termos em fungao da poténcia

de m fica:
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Z <n1) q(m—p1)pp1 exp ((n1 — 2p1)KDx1) —

P1=0 y41

() etm,0,0)6m P 4+ ()e((my — 1), 1,0)em D1 4
+(Zi)c(0, ni, 0)6(*n1)KDz1} mO+

[(%1)C<n1’ 0’ 1)€n1KDx1 + (7;1)0((”1 - 1) ) 17 1)€(n172)KDx1 + ...
—'—(nl)C(O, ny, 1)6(—711)KD1.1i| m1_|_

ni

[(nl)c(nlv Ov nl)eanDz1 + (nl)c((nl - 1) ) 17 nl)e(nl_Q)KDCCI + o

0
+(n1) c(0, nl,nl)e("“?"l)KDm} mh

Fazendo o mesmo procedimento para o segundo somatério obtemos uma expressao
semelhante, sendo que agora o maior expoente para a magnetizacao é dado por ns.
Realizando a multiplicagao termo a termo de cada um dos dois somatoérios encon-

tramos:

n1 o
Z <n1) a(m =P pp1 o(n1—=2p1) K Day Z (n2) q(n2=p2) pp2 o (n2—2p2) KDy _

p1=0 P p2=0 D2
(") (") ey + g, 0, 0) K Doy 2K Dig) 4

+ )( ) 0 ni + nQ’O)e(*mKDmlfngKsz)} mO+

[
(n
() (@) e(ny + ng, 0, 1)em K De Fn2KDey)
(n

+ )( ) O n1 + na, 1)6(_77/1KD1'1—77/2KD1-2):| m1+

[(761) (762)0(711 + na, 07 ni + ng)e(”lKDwﬁnzKsz) + .

—|—(Zi) (Z;)C(O, ny + N2, N1 —+ n2)€(—n1KDm1—n2KDl.2) mn1+n2.
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Observar que o coeficiente c(eq, e,1) estd associado ao resultado do produto dos ter-
mos a e b de ambos os somatdrios, o que faz com que sua localizacao como vetor seja
dado pela combinacao dos indices respectivos de cada termo.

Assim, podemos observar o padrao geral de formacao para o coeficiente A; para o

caso de apenas dois produtérios:

A — < )(7(1)2) c(i, 0, 7)emEDaytn2K Do) 4 (2.22)

n
| ( ) ) (i = (p1 + p2), (p1 + pa) , i) =20KDer b2 KDes) o

+ ... (O 7 'l) (- anD:xl*nQKDxZ)'
ny Ny » &y
3

Esse processo pode ser generalizado para uma quantidade indefinida de somatérios?,
sendo limitado apenas pela capacidade de processamento computacional na construcao
dos coeficientes, pois a cada somatoério adicionado no processo representa um looping
(comando do) a mais no programa. O caso geral corresponde a expressao final para a
construgao dos coeficientes dado pela Eq.(2.12). Notar que na Eq.(2.22) ainda nao foi
aplicada na funcao geradora F'(z1, x2) dada pela Eq.(2.9). Isso é feito simplesmente sub-
stituindo o termo associado a cada operador D,, nas varidveis x; presentes no argumento
dessa funcao. Podemos colocar o processo de construcao da equagao de estado na forma
de um fluxograma, mostrado na Fig(2.4).

Aplicando para o caso de uma rede quadrada ferromagnética com N = 2 sitios centrais
com interacoes somente entre primeiros vizinhos, temos que n; = ny, = 3. Com isso

obtemos os seguintes coeficientes:

3Sendo que cada somatério estd associado & interacao do sitio do aglomerado com sua vizinhanca.
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INiCIO

v

Definigdo da Fungdo Geradora
F(x,,X,) para a magnetizagdo e
G(x,,X,) para Energia Livre.

!

Entrada do valor do nimero
total de coordenagdo n.

'

Construgdo do
coeficiente c(p,q,i).

|

Entrada do valor do nimero de
coordenagdo n; para cada sitio
do aglomerado.

>
v

Variando o indice p; de cada
somatario.

|

Construgdo dos
coeficientes A;

|

Equacdo de Estado e
Energia Livre.

)

FIM

Se pi <= ni
faga:

Figura 2.4: Fluxograma mostrando o processo numérico para a construcao dos coefi-
cientes A; para a equacao de estado. Para a energia livre temos o mesmo procedimento.
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3 sinh(9) 3 sinh($) 3 sinh(2)
A= —a Tt N, -2 T3 2y, -2 1
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9  sinh(3)
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sinh(¢) 3 sinh(2) 9  sinh(2)

Y
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2
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3 sinh(9) 3 sinh($) N 3 sinh(2) N
5= 9: 6y, 2 4 _2 Q _2
16 cosh(8) +e % 4cosh(3) +e 7 cosh(2)  8cosh(2) + e cosh(§)
9  sinh(3)

29

16 cosh(2) + et

onde os termos pares sao nulos devido ao comportamento simétrico da Eq.(2.19) apresen-
tada para o caso ferromagnético. O procedimento pode ser desenvolvido para qualquer

tamanho de aglomerado, limitando sua aplicacao & capacidade computacional.

2.2.4 Equacao de Estado Através da Nova Proposta de Energia

Livre

Para andlise dos diagramas de fase, Viana e de Sousa propuseram uma nova forma
de determinagao da energia livre associada a técnica do operador diferencial. Essa nova
proposta parte da definicao da média de um operador feita para aglomerados finitos.
Nessa abordagem, vimos que um sistema de N spins pode ser separado em duas partes: a
primeira parte €2 constituida por Ng spins que contém as varidveis de spin do aglomerado
e de seus vizinhos, e uma parte €)' que nao contém as varidveis de spin do aglomerado,
sendo N = N + Ngq/. Com base nisso podemos reescrever o Hamiltoniano do sistema de

N spins como:
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Hy = Ha + Hor, (2.23)

onde Hy é o Hamiltoniano para um sistema com N spins, Hg o Hamiltoniano que contém
as varidveis de spin associadas ao aglomerado e seus vizinhos e Hq: correspondendo as
interacoes com o restante do sistema. Considerando que a propriedade fisica O esteja
relacionada com as varidveis de spin do aglomerado, e considerando também o caso em
que Hq e Hg comutam, ou seja [Hq, Ho/] = 0, o valor médio da propriedade O pode ser

reduzida para o célculo parcial

)=o) - (TreCBlenC it

Trqexp (—fHgq)
onde Hg é o modelo de Ising puro para N = 2, dado pela Eq.(2.4).

Aplicando a defini¢ao usual de energia interna na relacao (2.23) temos:

U= (Hy) = ((Ha)q) + (He) - (2.24)

Utilizando a definicao de funcao de particao candnica para os espacos com N e Ng

particulas, podemos reescrever a Eq.(2.24) na forma:

o 0
~ 55 Un(2) = (=35 (0 (Za)) ) + (o) (2.25)

onde

Zg =Trqexp (—fHgq) .

No limite termodindmico, a energia livre de Helmholtz é dada por:

o = —%ID(ZN),

que para o espaco do aglomerado fica:
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A partir dessas relagoes, a Eq.(2.25) ficard reescrita na forma

0 0
5500 = {52 (580) ) + (o). (2.27)
Usando o fato que:
0 0
(55 600) = 35 (580),
podemos reescrever a Eq.(2.27) por:
0 0
a5 (B2) = a5 (B%q) + (Ho) -

Aplicando a integracao em relacao a /3, obtemos a relacao para a energia livre:

1
b = <(I)Q> + E/ <HQ/> dg. (2.28)
A anadlise do segundo termo mostra que este representa a interagao dos vizinhos do
aglomerado com a segunda vizinhanga, mostrado na Fig.(2.3) e que pode, em primeira
aproximacao, ser dado por

(Hor) = ym?, (2.29)
sendo v um termo desconhecido. Aplicando a Eq.(2.29) na Eq.(2.28), sendo m e

varidveis independentes, obtemos
d = (®g) + Am?, (2.30)

onde A pode ser determinado a partir das condig¢oes de contorno para o estado funda-

mental do sistema e (®g) a média da funcao energia livre dada pela Eq.(2.26) no espago
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Nq do aglomerado, onde podemos aplicar a relagao fundamental da TOD resultando em

uma expansao do pardmetro de ordem na forma

(Pq) = Zn: Cym’, (2.31)

onde os coeficientes C; sao obtidos aplicando a TOD na funcao geradora encontrada para
a energia livre na Eq.(2.26).
No estado fundamental, a energia interna por particula obtida do Hamiltoniano dado
pela Eq.(2.4) é dado por
HO HN (O'z‘,O'jzl)

n
Eo = JN JN Dk

onde n é o nimero de coordenacao da rede de spins. Nesta situacao, vale a relacao para

a energia livre:

Aplicando estas condigoes na Eq.(2.30), obtemos a expressao para A:

A=E,— 1y (m=1),

onde ¥ = @—ﬁ.

Tendo a forma da energia livre corrigida do sistema dada pela Eq.(2.30), aplicamos
o principio da minimizagao da energia livre com relacao ao parametro de ordem, assim

obtendo a equacao de estado:

n

1 )
“ox iCym Y, (2.32)

1=0

m =

a partir da qual podemos obter a temperatura critica do sistema.
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2.3 Analise dos Resultados

A proposta de uma nova formulacao de energia livre e equagao de estado deve apre-
sentar resultados condizentes com os ja encontrados por outros métodos na literatura.
Assim, verificar sua tendéncia de comportamento quando o sistema tende para o limite
termodindmico é crucial para a validagao da proposta. Como exemplo deste procedi-
mento, temos o trabalho de Suzuki, Katori e Hu[l], que apresentaram os resultados para
o Método da Anomalia Coerente (CAM) no estudo dos fendémenos criticos.

Nesta secao apresentamos os resultados da temperatura critica em funcao do nimero
N de sitios do aglomerado para os casos de uma rede quadrada e cibica simples ferro-
magnética, onde consideramos a equagao de estado dada pela Eq.(2.32) obtida a partir
da nova formulagao da energia livre. A andlise de tamanho finito é obtida considerando

a expressao:

te=t:+ AN (2.33)

onde t: é o valor da temperatura critica encontrada pela processo de extrapolagao no
limite termodindmico, ¥ um expoente critico que para teorias de campo médio é igual a
0.5 e A uma constante obtida do coeficiente angular da reta.

Na Fig.(2.5) encontramos o valor de ¢, considerando aglomerados com até N = 36
sitios centrais numa rede quadrada. Podemos ter uma idéia desse arranjo fazendo uma
extensao da Fig.(2.3) para este caso. A temperatura critica parte de um valor menor
tendendo ao valor exato, t. = 2.27, na medida que aumentamos o niimero de sftios do
aglomerado. A anélise de tamanho finito mostra que ¢¥ = 2.21, bem préximo do valor
exato. Suzuki[l] encontrou para a rede quadrada o valor ¢} = 2.24 aplicando a CAM em
campo médio na aproximagao de aglomerados finitos, onde foi usado aglomerado com até
N = 69 spins.

No caso da rede cibica, temos os resultados mostrados na Fig.(2.6) para aglomerado

com até N = 16 spins. A temperatura critica apresenta o mesmo comportamento da
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rede quadrada na medida que aumentamos o nimero de spins do aglomerado, no entanto,
para trés dimensoes a tendéncia ao valor "exato ", t. = 4.51, é reduzida devido o arranjo
tridimensional da estrutura! obtendo aproximadamente t* = 4.03. Neste caso, Suzuki
encontrou t; = 4.53 utilizando aglomerado com até N = 81 sitios centrais.

Observamos através destes resultados que esta nova proposta é promissora pois tem
apresentado comportamento que tende ao valor exato com o crescimento do nimero de si-
tios do aglomerado. Esses resultados estimularam sua aplicagao no estudo dos diagramas

de fases em sistemas com campo aleatério que serd tema de estudo do préximo capitulo.

4Em um arranjo tridimensional os spins encontram-se com um nimero maior de ligacdes com seus
vizinhos, o que dificulta o processo de convergéncia do método.
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Figura 2.5: Na figura acima, em (a) temos o comportamento da temperatura critica
reduzida t. = % em funcao da quantidade N de sitios do aglomerado para uma rede
quadrada ferromagnética. Em (b) temos a andlise de tamanho finito encontrando o valor

t. = 2.21 para N — oc.
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Figura 2.6: Na figura acima temos em (a) o comportamento da temperatura critica
reduzida t. = 2L em funcio da quantidade N de sitios do aglomerado para uma rede
ctibica simples ferromagnética. Em (b) temos a andlise de tamanho finito encontrando o
valor t. = 4.03 para N — oo.
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Capitulo 3

Modelo de Ising com Campo

Aleatdrio

3.1 Introducao

O éxito na aplicagao da Mecénica Estatistica no estudo de sistemas fluidos e
magnéticos tém levado a um melhor entendimento dos principios fundamentais que regem
o comportamento da matéria. Em particular, temos a teoria das transi¢oes de fase
continua, ditas de segunda ordem, que estd muito bem compreendida[l, 2] tanto do
ponto de vista tedrico quanto experimental. No entanto, temos na natureza a ocorréncia
muito comum de transicoes de fase de primeira ordem. Para esse caso, o comprimento de
correlacao permanece com um valor finito e assim, um comportamento universal nao se
faz mais presente no sistema e caracteristicas interessantes passam a ser observadas tais
como: descontinuidade do parametro de ordem e das fungoes termodindmicas no ponto de
transicao e a presenca de um calor latente, necessédrio para um reordenamento do sistema
dentro de uma mesma temperatura. Para alguns sistemas, essa transicao de primeira
ordem pode tornar-se continua com a alteragao de pardmetros externos como a pressao e

o campo magnético aplicado ou com a adi¢ao de impurezas[3|. Essas influéncias podem
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ser bem definidas ou de cardter aleatério levantando entao uma importante questao que
¢ a influéncia da aleatoriedade sobre a transicao de fase termodinamica.

Para o estudo da influéncia da aleatoriedade no sistema, tem-se trabalhado com o
modelo de Ising com campo aleatério (RFIM - Random Field Ising Model) dado pelo

Hamiltoniano

H=+J> 88— hs;, (3.1)
(@.7) j

onde o segundo termo ¢ a interagao Zeeman, h; a varidvel aleatoria associada ao campo
magnético, S; a varidvel de spin do sitio ¢ na dire¢ao axial (eixo z) com a soma abrangendo
todos os sitios da rede e +.J simulando os estados ferromagnético (1117) e antiferromag-
nético (T/7]). Este modelo tem atraido um grande interesse a partir da sua simulagao
experimental, da existéncia de uma dimensao critica abaixo da qual nao existe ordem de
longo alcance e da presenca de fendmenos de multicriticalidade.

Experimentalmente, podemos obter o RFIM a partir de um antiferromagneto Ising
diluido na presenga de um campo magnético uniforme[4, 5]. Como exemplo de sis-
temas que tém sido extensivamente investigados temos os compostos Fe,Znq_,.Fs e
Fe,Mg,_.Cly que, para certos valores de concentracao, sao considerados como padroes
para a realizacao experimental do RFIM. Especificamente, o composto Fe,Mg;_,Cls
apresenta um comportamento de vidro de spin Ising para x < 0.55 sendo considerado
um tipico RFIM para altas concentracoes magnéticas, pois apresenta o fenémeno da
multicriticalidade[6]-[8]. Fisicamente, a presenca de impurezas nesses compostos leva a
variacoes locais na soma de interacoes de troca, que ligam um determinado sitio a outros
sitios da rede, de tal forma que a aplicagao de um campo magnético externo uniforme
gera uma reversao nos sitios com impurezas, alterando a magnetizacao local que pode
variar tanto em sinal como em magnitude. Isso leva ao aparecimento de um campo
aleatorio local, o que altera drasticamente o comportamento critico do sistema. Esse

modelo inicialmente tornou-se relevante no estudo da instabilidade eletrénica em com-
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postos do tipo Ky Pt(C'N)y4Brg3.3H20 proposto por Sham e Patton[9] para explicar a
auséncia de ordem de longo alcance nesse material.

A influéncia da aleatoriedade do campo magnético no comportamento critico do sis-
tema foi tratado inicialmente por Larkin[10] no estudo de supercondutores e, mais tarde,
generalizada por Imry e Ma[l1], onde analisaram o modelo isotrépico cléssico com re-

Ve d que

lacao & influéncia dos parametros n, que dd o total de componentes de spin
especifica a dimensionalidade do sistema. Através de argumentos associados & energia
necesséria para a formacdo de dominios magnéticos no estado fundamental®, seguido a
aplicagao de um campo aleatério, e na observacao da divergéncia da funcao suscepti-
bilidade de estados ordenados, mostraram que para n = 1 nao existe ordem de longo
alcance para dimensionalidades menores que o valor critico d. = 2. Para sistemas com
simetria continua, ou seja, n > 2, conclufram que a ordem deixa de existir para valores
abaixo de d. = 4, isso acontecendo mesmo para o estado fundamental, resultado este
que difere da teoria de campo médio que fornece d. = 6 encontrado por Lacour-Gayet e
Toulouse[12, 13]* no estudo do gés ideal de Bose. No entanto, os autores j& destacavam
que este comportamento para sistemas com simetria continua nao é exato, pois apenas
a parte linear foi utilizada na andlise da fungao de correlacao.

Seguindo estes resultados, Schneider e Pytte[14] resolveram o modelo exato de Ising
dado pela Eq.(3.1) através do principio variacional de Bogoliubov, associado a uma dis-
tribuicao de probabilidade gaussiana, com a energia livre do sistema obtida pelo método

das réplicas. A linha de transicao encontrada foi inteiramente de segunda ordem sepa-

rando uma fase ferromagnética de uma fase vidro de spin com a fase ferromagnética

1Com n = 1 para o modelo de Ising, n = 2 modelo XY e n = 3 simulando o modelo de Heisenberg.
No caso classico, para n > 2 o sistema é dito de simetria continua, com a varidvel de spin podendo
assumir qualquer valor no plano de rotacgao.

2A criagdo desses dominios no estado fundamental destroi a ordem de longo alcance no sistema.

3 Aqui hé uma intensa discussdo & respeito do valor de d, utilizando argumentos de grupo de renor-
malizagao, andlise de expansao € e teoria de perturbacao. Estabeleceram a regra para m > 2 na qual
um sistema d-dimensional (4 < d < 6) com interacdo de curto alcance e campo aleatério apresenta os
mesmos expoentes criticos de um sistema puro d — 2 dimensional. Para n = 1 essa regra nao pode ser
aplicada devido a problemas com a convergéncia dos elementos da expansao.
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apresentando-se instdvel em qualquer temperatura para um campo suficientemente alto.

A simulagao de Monte Carlo foi desenvolvida por Landau e Lee[15] no estudo de
modelos RFIM 3D como uma tentativa de prover dados "experimentais" para esse caso.
A andlise dos expoentes criticos mostrou que abaixo de k7'/J ~ 2 a transigao torna-se
de primeira ordem, sugerindo a presenca de um ponto tricritico, resultado este em de-
sacordo com os obtidos através de métodos de expansao em série[12, 16, 17], que sugerem
nao existir transicao de fase para d < 4 para o modelo de Ising com campo aleatério.
Surge entao o fendémeno da multicriticalidade no estudo de RFIM, no entanto, isto pode
ser consequéncia do tamanho finito do sistema ou indicando uma quebra na regra de
dimensionalidade para o modelo de Ising. Estes resultados foram confirmados mais tarde
por Rasmussen, Novotny e Landau[18] utilizando MCRG (Monte Carlo Renormalization
Group), Hernandez e Diep[19] através da andlise dos histogramas em Monte Carlo e
também por Fytas[20] usando algoritmo de Wang-Landau. Para o caso 3D observaram
uma descontinuidade na transicao, onde os expoentes criticos sao aparentemente modifi-
cados pelo campo aleatério com uma transicao de segunda ordem para campos abaixo de
ht ~ 1.8. Na regiao acima desse valor nao apresentou dados consistentes, o que levou os
autores a tratar esta regiao como sendo de primeira ordem e para d = 2 nao encontraram
nenhuma transicao de fase.

Aharony[21], trabalhando com o modelo classico da Eq.(3.1), onde os spins apresen-
tam n componentes, aplicou teoria de campo médio e argumentos de grupo de renor-
malizagao com a varidvel aleatéria h; tratada através de uma distribuicao bimodal. O
diagrama de fases T,(h) foi obtido com uma linha de transigdo de primeira e segunda
ordem separadas por um ponto tricritico localizado em h* = 0.44 ¢ T* = 0.67 (com os
campos medidos em unidades de zJ e a temperatura em unidade de zJ/k, sendo z o
nimero de coordenacao), sendo verificado que este comportamento esta associado dire-
tamente aos detalhes da fungao distribuicao P(h;) utilizada. Ele observou que sempre
que uma distribuicao simétrica e analitica para os campos apresenta um valor minimo

a campo nulo, devemos esperar um ponto tricritico e transicao de primeira ordem para
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temperaturas suficientemente baixas, o que explica o diagrama encontrado por Schneider
e Pytte, pois a funcao gaussiana apresenta um valor méximo em torno de h = 0. Em
geral, temos que a existéncia de um ponto tricritico é uma caracteristica presente nos
diagramas de fase em teorias de campo médio para distribui¢oes bimodais.

A possibilidade da existéncia de um ponto tricritico no diagrama de fases do RFIM
gerou novos e intensos debates na busca de uma completa caracterizacao desse sistema.
No entanto, a confirmagao de um valor definitivo para a dimensionalidade critica ainda
continua a espera de uma determinagao mais precisa tanto tedrica quanto experimental-
mente. Apesar de ter sido encontrado que d. = 2 para o caso Ising utilizando analises
tedricas rigorosas[22, 23], argumentos de Grupo de Renormalizac¢ao[24, 25|, expansao em
série em altas temperaturas|[26], simulacoes numéricas[27, 18] e dados experimentais[28],
alguns métodos como o da equivaléncia, ordem por ordem, em teoria de perturbacao
no modelo de Ginzburg-Landau e cdlculos de Grupo de Renormalizacao [13, 17, 29, 30],
sugerem d. = 3. Essa discrepancia de resultados pode ser consequéncia das aproximacoes
existentes em cada método ao tentar reproduzir o comportamento de sistemas reais ou
no método de medicao gerando conclusoes erroneas. Como exemplo do esforco de aper-
feigpamento dos métodos temos o trabalho de Grinstein e Ma[24] usando novos modelos
de interface no RFIM e também Imbrie[23], onde encontraram novamente d. = 2. Este
resultado foi confirmado experimentalmente por Belanger e Jaccarino[28, 31] usando o
método de birrefringéncia linear nos antiferrogmagnetos Fe,Zn;_,F» e Mn,Zn;_, Fs.

Experimentalmente, as contradigoes encontradas no valor de d. estao relacionadas a
longos tempos de equilibrio e comportamento dependente da histéria* observado, dentre
outros casos, em modelos como o sélido-sélido (SOS) para verificar a taxa de crescimento
das barreiras de dominios em funcao da aplicacao do campo aleatério, da interacao de
troca e da temperatura. A forma como o sistema é resfriado também influencia nos
resultados. No caso de um antiferromagneto resfriado na presenca de um campo aleatorio,

normalmente nao apresenta ordem de longo alcance até nas mais baixas temperaturas

4Para uma discussao mais aprofundada, ver as referéncias em [32].
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estudadas. Por outro lado, a ordem de longo alcance antiferromagnética é estabelecida
quando é resfriado a campo nulo, que persiste sob aplicacao de fortes campos. Assim,
num dado ponto do plano h(t) o sistema pode apresentar ordem de longo alcance ou nao,
isso dependendo de como o ponto tenha sido atingido. Nao estd ainda claro qual desses
dois procedimentos de resfriamento produz o estado de equilibrio verdadeiro sobre o qual
tanta atencao tedrica tem sido dispensado, assim podemos ter d. = 2 ou 3.

O desenvolvimento de métodos computacionais mais precisos e o aumento no poder
de processamento permitiram andlises com resultados mais conclusivos no estudo da
influéncia da fungao distribuicao utilizada nos diagramas de fase. Para trés dimensoes,
a andlise da expansao em série[26] em altas temperaturas determinou o ponto tricritico
em h! = 0.28 £0.03 e T = 0.58 £ 0.01 estando em boa concordancia com os resultados
obtidos anteriormente. A visao geral que emerge da andlise de séries é que cada vez mais
a linha de transicao é de primeira ordem quanto mais a dimensionalidade é reduzida.
Uma questao importante surge ai: a partir de qual dimensao aparece o ponto tricritico?
Para responder a essa pergunta, Houghton e Khurana[33] aplicaram expansao em série no
RFIM com distribuicao gaussiana. Variando a dimensionalidade d entre 6 e 3 do sistema,
encontraram para essa distribuicao um possivel ponto tricritico para d = 3 com a curva
apresentando um leve comportamento reentrante.

A caracterizagao do tipo de transigao para o RFIM tridimensional no regime de baixas
temperaturas também tem apresentado divergéncias nos resultados encontrados. Expan-
soes em série em alta temperatura[34] e uma andlise de escala no estado fundamental[35]
encontraram transicoes continuas, tanto para as distribuicoes gaussiana quanto bimodal.
No entanto, védrios outros trabalhos[36]-[38] sugerem uma transi¢do de primeira ordem
para este modelo. Isto ocorre porque a magnetizacao e os expoentes criticos associados ao
calor especifico sao muito pequenos nesse regime, dificultando uma observacao mais pre-
cisa do comportamento da magnetizacao, se varia continua ou descontinuamente no ponto
de transigao. No entanto, para quatro dimensoes, uma andlise do estado fundamental|[35]

conduz a uma transicao de primeira ordem, no caso bimodal e uma continua para uma
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distribuicao gaussiana, de acordo com as previsoes de campo médio.

Com o objetivo de verificar a tendéncia de comportamento do sistema com o aumento
do nimero de sitios na rede e outras possiveis influéncias na linha de transicao, Grest
e Soukoulis[39], trabalhando com simulagdo de Monte Carlo e campo médio no estudo
do RFIM com as distribui¢coes bimodal e gaussiana, cresceram o sistema até L = 200
para o caso 2D e L = 40 para 3D. O diagrama A(T) para 2D foi obtido com auxilio da
funcao energia livre via campo médio, sendo A a varidvel aleatéria associada ao campo
magnético. A curva em T = 0 toca o eixo A no valor A. e observa-se uma diminuicao
desse valor, com tendéncia a zero, conforme aumenta o niimero de sitios na simulacao®.
Este comportamento, derivado de campo médio e confirmado por Monte Carlo no estudo
da magnetizacao, fornece evidéncias para a auséncia de ordem de longo alcance em 2D
conforme previsto por Imry e Ma. Para o caso 3D foi obtido apenas o valor de A. com
uma tendéncia de diminuicao desse valor, mas de maneira muito menos acentuada que
no caso 2D. Um ponto tricritico nao foi observado devido a utilizacao da distribuicao
gaussiana para a obtencao desse diagrama. A transicao de primeira ordem pode ser
observada aplicando a distribui¢ao bimodal na construcao da curva para a magnetizagao.
Uma caracteristica desse diagrama para o caso gaussiano é a diminui¢ao do valor da
magnetizagao no estado fundamental com o aumento do campo aplicado. Os diagramas
de fases encontrados para o caso antiferromagnético num campo uniforme sao similares
ao RFIM, fato este ja destacado por Aharony[13].

Atualmente, o estudo do RFIM tem contado com técnicas mais avangadas para a
andlise dos diagramas de fase e comportamento da magnetizacao, tais como o uso de
distribuigao dupla[41] e tripla gaussiana usando o método das réplicas[42], Teorias de
Campo Efetivo (EFT)[43]-[49], aplicagdo em redes hierdrquicas[50] e metamagnetos com

interagbes entre primeiros e segundos vizinhos[51] o que tem melhorado os resultados,

Essa tendéncia de comportamento do diagrama de fases também foi encontrado mais tarde por
Fortin[40] usando Grupo de Renormalizacdo mostrando que a linha de transicao obtida é resultado das
limitagoes/aproximagoes das técnicas utilizadas.
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confirmando tendéncias de comportamento ja observadas.

A aplicagao de EFT tem mostrado a existéncia de um ponto tricritico somente para
o caso z > 6 [45], mas a aplicac@o de um campo transverso feita por Sarmento[47] encon-
trou um ponto tricritico associado a um comportamento reentrante para valores maiores
que z = 4, considerando distribuicao de probabilidade bimodal. Esse comportamento
reentrante também foi observado por Fortin[40], Akinci[43] e Yusuf[44] préximo do ponto
tricritico o que pode ser indicio de uma linha de instabilidade.

Nosso objetivo nesse Capitulo é aplicar a técnica do operador diferencial (TOD) na
aproximacao de campo efetivo (EFT) em aglomerados finitos para o estudo do RFIM.
Os diagramas de fase e propriedades termodindmicas serao obtidos para o RFIM nos
sistemas Ferro (F) e antiferromagnético(AF) em duas e trés dimensoes. Nesses sistemas,
temos basicamente a linha de transigdo separando a fase ordenada (F/AF) da fase de-
sordenada Paramagnética (P). A implementacao computacional dessa técnica permitiu o
crescimento dos aglomerados com N = 1,2,4,8 e 12 spins, o que favoreceu a observacao
da tendéncia de comportamento do sistema para o limite exato (N — oco). Para essa
andlise, utilizamos os métodos da construcao de Maxwell, através de duas propostas de
energia livre, e da andlise da descontinuidade na derivada da magnetizacao (‘Z—T) na regiao
de transicao de fase. Consideramos as fungoes distribuicao de probabilidade bimodal,
gaussiana e gaussiana duplo-pico e também com o campo transverso sendo tratado para
N = 1 no estudo das influéncias do fendbmeno da multicriticalidade. Encontramos as
propriedades termodindmicas do sistema para o caso de N = 1 sitio central aplicando o
processo numérico de integracao do calor especifico para a determinacao da entropia e
energia livre. Uma nova metodologia foi utilizada para a determinacao da energia livre
diretamente na aplicacao da TOD com resultados mais confidveis possibilitando ainda

o estudo das propriedades termodindmicas do sistema de forma mais eficiente, gerando

resultados qualitativamente e quantitativamente satisfatérios.
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3.2 Funcoes Distribuicao de Probabilidade

Em estatistica, uma distribuig¢ao de probabilidade descreve a chance que uma varidvel
pode assumir ao longo de um espaco de valores. Ela é uma funcao cujo dominio sao os
valores da varidvel e cuja imagem sao as probabilidades da varidvel assumir cada valor
do dominio. Para o caso de uma funcao distribuigado P(h’) continua, definimos o valor

médio, ou média configuracional, de uma funcdo f (k') como

() = / F() P, (3.2)

sendo h' a varidvel aleatéria com a média sendo feita sobre todos os valores possiveis.
A presenca da aleatoriedade no RFIM é introduzida através da varidvel h' associada
ao campo magnético, sendo aqui nesta tese tratada através de trés tipos de distribuicao:

bimodal, gaussiana e gaussiana duplo-pico.

3.2.1 Distribuicao de Probabilidade Bimodal

Para tratarmos a aleatoriedade do campo através de uma funcao distribuicao discreta,
utilizamos a distribuicao de probabilidade bimodal para a varidvel aleatéria A’ que é dada
por

P() = = [6(K — h) + 6(K + h))]. (3.3)

N —

Essa distribuigdo, composta por duas fungoes delta de Dirac (J) simula o caso do
campo h’' assumindo apenas os valores discretos +h. Essa funcao apresenta um valor
minimo (nulo) a campo nulo o que induz ao aparecimento de uma regiao de transigao de
fase de 1° ordem no diagrama de fase ¢t x h e um ponto tricritico que o separa da linha
de 2° ordem. A existéncia de um ponto tricritico e a influéncia da dimensionalidade em

seu comportamento tem sido um dos principais fatores de estimulo no estudo do RFIM.
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3.2.2 Distribuicao de Probabilidade Gaussiana

Para o caso continuo temos como primeiro caso a ser tratado a distribuicao de prob-

abilidade gaussiana dada pela fungao

P(h') = 27302 exp (—%ha) : (3.4)
sendo o a dispersao da distribuicao® e i/ a varidvel aleatéria que assume valores continuos
no eixo real.

A distribuicao gaussiana tem sua origem na distribuicao binomial, para o caso em que

temos um nimero de eventos muito grande. Apresenta como caracteristica importante

um ponto de mdximo a campo nulo, o que gera apenas linhas de segunda ordem nos

diagramas de fase do RFIM.

3.2.3 Distribuicao de Probabilidade Gaussiana Duplo-Pico

A distribuicao de probabilidade gaussiana duplo-pico para o campo aleatério é dada

} , (3.5)

onde o ¢é a dispersao da distribuicao e b’ a varidvel do campo aleatério que pode assumir

por

(W + h)*

202

2V 2702 202 T exp

P(N) = 1 1 {exp [_M

os valores +h com igual probabilidade de ocorréncia. Na verdade trata-se da uniao da
distribuicao bimodal e gaussiana. Assim, temos uma distribuicao continua gaussiana com
dois picos de maximo em +h que dependem da relagao g conforme mostrado nas Figs.
(3.1) e (3.2).

A aplicacao das fungoes distribuicao gaussiana e gaussiana duplo-pico na definicao de
média configuracional, Eq.(3.2), tem gerado integrais cujas solugoes sao obtidas através

de procedimentos numéricos. Aqui utilizamos principalmente o método da quadratura

60 aumento no valor de ¢ implica no aumento da aleatoriedade do sistema.
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Figura 3.1: Distribuicdo de probabilidade gaussiana duplo-pico, Eq.(3.5), para valores
da relagdo h/o = 3,1 ¢ 3.

gaussiana devido seus resultados serem superiores aos obtidos por outros métodos (como
o da quadratura e o de Newton-Cotes), desde que nao haja singularidades no integrando

ou na sua derivada.

3.3 Modelo de Ising com Campo Aleatdrio

Vamos a seguir resolver o modelo de Ising com campo aleatério (RFIM) dado pela
Eq.(3.1) aplicando a definigdo usual de média termodinamica no ensemble canénico. O
conhecimento da funcao de particao é um ponto inicial para obtermos qualquer pro-
priedade do sistema, como a magnetizagao e as fungoes termodindmicas que serao a-
presentadas na préxima secao. Faremos a aplicacao da Técnica do Operador Diferencial
(TOD) na aproximagao de campo efetivo (Effective Field Theory - EFT) para varios

tamanhos de aglomerados gerando expansoes do tipo
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Figura 3.2: Distribuigao de probabilidade gaussiana duplo-pico, Eq.(3.5) para h/o = 15,
tendendo para a distribuigdo bimodal (¢ — 0).

m= iAimi, (3.6)

onde o processo de construgao dos coeficientes A; é feito a partir da implementagao
numeérica discutida no Capitulo 2 dessa tese. Uma exposicao completa de cada coeficiente
¢é aqui invidvel de ser feita dado seu tamanho excessivamente longo. Faremos a aplicacao
para aglomerados com N = 1 e 2 sitios centrais nos sistemas F e AF realizando entao a
generalizacao para N > 4. O método nao impoe limites para o valor de /N, no entanto,
o processamento computacional sim, o que fez com que nos limitdssemos a aglomerados

com até N = 12 spins para o caso 2D e N = 8 spins para o caso 3D.

3.3.1 Aglomerado com N =1 Spin

Para aplicacao da TOD em teoria de campo efetivo, aplicamos a aproximacao de

aglomerados finitos, onde as interagoes entre os sitios centrais sao tratadas de forma
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exata enquanto que a vizinhancga é tratada através da aproximacao uniaxial. Vamos
representar as varidveis de spin dos sitios centrais por S; e dos sitios adjacentes por o;,

onde estd subentendido que sao as componentes no eixo z, o que resulta na simplificagao

Desenvolveremos as equagoes para os casos ferromagnético (F) e antiferromagnético
(AF) nas redes quadrada (2D) e cibica simples (3D). A aplicagdo em um sitio central
(EFT-1) nao apresenta resultados qualitativos e quantitativos tdo bons quando com-
parados com métodos mais rigorosos, mas representa um ponto inicial do estudo para
a observacao da tendéncia de comportamento do sistema para o caso exato (N — o0).
Para este caso, devido a relativa facilidade na implementagao computacional dado que a
matriz associada ao Hamiltoniano ja se apresentar diagonalizado, iremos considerar, além
do campo aleatério h,, um campo transverso §2 na direcao x para verificar sua influéncia

nos diagramas de fase na distribuicao de probabilidade bimodal.

Estado Ferromagnético (F)

O estado ferromagnético é caracterizado pelo fato de todos os spins da rede estarem
orientados em uma mesma dire¢do no espago (1 ou |) e para EFT-1 temos o arranjo
mostrado na Fig.(3.3) para o caso de uma rede ctibica simples, com 6 primeiros vizinhos
(n =6). A rede quadrada se faz eliminando os sitios 5 e 6 na figura, caindo no caso 2D
com 4 primeiros-vizinhos (n = 4).

A expressao para o Hamiltoniano é dado por:

HY = —J) 08 — hySy — QSY, (3.8)

i=1
onde 0;(S}) representa a componente z da matriz de Pauli e ST a componente x transver-
sal.

Para simplificar as aplicagoes seguintes, utilizaremos a relagao H{ = —3HI", ficando
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Figura 3.3: Esquema de um aglomerado com N = 1 spin numa rede ciibica simples
ferromagnética.

entao

HF = (C,, + L) S + KwS?, (3.9)

onde K = 3J, L=KN, b =" w="%=2e

Cxl = Kzn:ai,

o termo associado a interagdo com os n primeiros vizinhos ao sitio central (aqui indicado
pelo indice 1, onde z indica que o termo C' refere-se & soma das interagoes somente entre
primeiros vizinhos ao sitio 1 do aglomerado central).

A matriz de HY" é construida na base ortogonal {|+),|—)} resultando em uma matriz

nao diagonal dada por

Cyp, + L Kw
HI = ' : (3.10)
Kw —Cy, — L
Através do processo de diagonalizacao, encontramos seus autovalores \; para assim

obtermos a funcao de parti¢ao
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2
Z{ =Y "M (3.11)
=1

Simplificando a soma das exponenciais, obtemos a expressao analitica para a fungao

de partigao:

ZF = 2cosh (\/(Cxl + L)+ (Kw)2) . (3.12)

A magnetizagao por spin na presenca do campo aleatério e transverso é obtida
fazendo-se inicialmente a média térmica nas configuracoes de spin, e em seguida a média
configuracional utilizando as distribuigoes de probabilidade dadas pelas Eqs.(3.3), (3.4) e
(3.5), sendo que a ordem na qual essas médias sao feitas, para o caso de campo aleatdério,

nao altera o resultado final. Matematicamente temos

m= (50, = ((g5m0z) ) (313

sendo ¢ = C,, + L o termo relacionado & varidgvel S; na Eq.(3.9).
A média térmica é dada pela média das possiveis configuragoes (ensemble) do sistema

em cada temperatura. Desenvolvendo a Eq.(3.13) para esta média obtemos

- (Cp, + L) 2 2
(S1) = <¢(  tanh (\/(om L 4 (Kw) )> .

Co, + L) + (Kw)

Aplicando a relagdo fundamental da TOD proposta por Honmura e Kaneyoshi[52]

para o caso de interagao com primeiros vizinhos com 1 sitio central, obtemos

<Sl> = (exp(CIle)) FlF(:UM h/>w) |l’1:0 ) (314)

onde a fungao geradora Fi'(xy,h,w) é dada por
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F roN (r1+ L) 2 2
F{ (x1,h,w) = \/(xl T tanh (\/(1‘1 + L)+ (Kw) ) : (3.15)

Aplicando agora a identidade de van der Waerden para o caso de spin % dada por

exp(ao) = cosh(a) + o sinh(a), (3.16)

com ¢ assumindo os valores +1 e colocando a expressao na forma exponencial, reescreve-

mos a Eq.(3.14) na forma

(S1) = <H (a;exp(K Dy,) + b; eXp(KDxl))> Ff(z, W, w) ey =o0 (3.17)

1=1

1—0;
2

ondeai:%ebi:
Aplicando a média térmica considerando desacoplamento de 1° ordem para campo
efetivo, conforme mostrado no Capitulo 2 desta tese, obtemos a seguinte expressao aproxi-

mada

(S1) = [z”: (n) a" PP exp [(n — 2p) K Dy, || FE (21, 1, w) |oy—0 (3.18)

p=0 p

onde n indica o nimero de primeiros vizinhos ao sitio central, especificando o tipo de rede
que estamos trabalhando, com a = HTm eb= kTm A expressao final fica na forma de
uma expansao binomial pois é mais apropriada para uma implementacao computacional.
Na Eq. (3.18) podemos observar que somente a funcio F{'(z;,h/,w) depende da
varidvel aleatoria h’, assim, somente ela entrard no calculo da média configuracional,
dada pela Eq.(3.2).
A aplicacao da média configuracional para o caso de uma distribuicao de probabilidade

bimodal, Eq.(3.3), a solu¢do da integral fornece uma expressao analitica ficando entao a

magnetizacao do sistema dada por
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m = [ (Z) a" P exp [(n — 2p) K Dy, ] | F(%1, b, w) |2y (3.19)
p=0

sendo

1
FE(zy, h,w) = <Ff(:n1,h,w)>c =3 [F (z1, h,w) + Ff (21, —h,w)] .

Na aplicagao das funcoes distribuicao gaussiana e gaussiana duplo-pico, a solucao
da integral para a obtengao da fungao Fif(xy,h,w) é feita através de um procedimento
numérico introduzido no algoritmo, sendo aqui aplicado o método da quadratura gaus-
siana, isto se repetindo para outros valores de N presentes no aglomerado.

Ao desenvolvermos o somatoério na Eq. (3.19) obtemos a expansao em série dada pela
Eq.(3.6). Para o caso em que temos a presenca de um campo longitudinal nulo, teremos
que os coeficientes dos termos da magnetizacao de expoente par sao nulos, isto acontece
devido a simetria da Eq.(3.6), ou seja, quando é feito a mudanca m — —m os dois
membros devem respeitar essa condi¢ao, o que sé acontece se os coeficientes de indice
par forem nulos. Verificamos que isso também ocorre para o caso do campo aleatério.

A construgao dos coeficentes A; foi tratada com mais detalhes no Capitulo 2 desta
tese. Como visto, sao expressoes extensas que crescem a medida que trabalhamos com
sistemas mais complexos (tais como: aumento na quantidade de spins do aglomerado,
interagdo com segundos vizinhos, etc) acarretando um esfor¢o computacional crescente

para sua obtencao.

Estado Antiferromagnético (AF)

O estado antiferromagnético é construido invertendo a direcao do spin central Sy

Fig.(3.3). O Hamiltoniano para este caso ¢ dado por

HM =T 08 — hoSy — QSY, (3.20)

i=1

sendo a funcao de partigdo associada também dada pela Eq.(3.12), onde agora
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Cy = —Kiaf.

Como a configuragao de spins em torno do sitio central no antiferromagneto nao
sofreu alteragao, encontramos a mesma expressao binomial para a magnetizacao apds a
aplicacao das médias térmica e configuracional para a funcao de distribuicao bimodal.

Assim temos

m = [ (n) a"PpP exp [(n —2p)K D,,] Fl‘iF(:Ul, hyw) |e1=0 (3.21)
p=0

onde
1
<F1AF(:L°1,h,w)>c = F (2, h,w) = 5 [FlAF(xl,h,w) + FAY (2q, —h, w)} ,

sendo que FY se diferencia de F{AF através do termo C,.

Para sistemas Ising puro, a simetria contida na expressao para a magnetizacao em
EFT-1 faz com que os sistemas F e AF apresentem as mesmas propriedades termodinami-
cas e consequentemente o mesmo diagrama de fases (i.e. T, = Tl). Este comportamento
se mantém com a aplicacao do campo aleatério devido a simetria presente no célculo da
média configuracional. Para um campo longitudinal uniforme temos um comportamento

diferenciado para as duas fases.

3.3.2 Aglomerado com N = 2 Spins

A extensao para N = 2 sitios centrais, EFT-2, mostra uma diferenciacao no arranjo
dos spins para os estados F e AF o que implicard numa mudanga na construcao dos
coeficientes A; tanto na forma binomial quanto na funcao geradora. Faremos inicialmente
a aplicagdo em uma rede cibica, mostrada na Fig.(2.1), sendo que a extensao para a
rede quadrada se faz eliminando os sitios 4, 5, 9 e 10. Nao mais utilizaremos o campo

transverso para a andlise em EFT-2 pois nesse caso a matriz resultante nao apresenta
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diagonalizacao exata, sendo necessédrio um procedimento numérico para obtencao de seus
autovalores, gerando assim um aumento no tempo computacional, o que dificulta o estudo

do sistema com campo aleatério para N > 4.

Estado Ferromagnético

O Hamiltoniano reduzido HI que descreve o modelo de Ising com N = 2 sitios
centrais, Fig.(2.1), na presenca de um campo aleatério para o estado ferromagnético é

dado por

HQF = KSng + C’zlSl + szsz + L(Sl + 52), (3.22)

sendo

5
Czl = KZO’Z',

7,1201
sz = KZO’Z',

1=6

as interagoes com os primeiros vizinhos dos sitios centrais 1 e 2.
A matriz para o Hamiltoniano HI ¢ gerada na base ortogonal {|++), |+—), |—+),

|——)}, onde Sy e Sy sdo diagonais, resultando na funcdo de parti¢do

Zy =2exp (K) cosh (Cyy + Cyy + 2L) + exp (—K) cosh (Cy, — Csy)] - (3.23)

A magnetizacao é calculada a partir da expressao

m =

(54 S, (3.24)

Tomando inicialmente a média térmica fica:
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1 B sinh (Cy, + Cy, + 2L)
3 h+59 = o)

3.25
cosh (Cy, + Cy, + 2L) 4+ exp (—2K) cosh (C,, — (3:25)

Aplicando a Técnica do Operador Diferencial para o caso de dois operadores e a

relagdo de Van der Waerden, podemos reescrever a Eq.(3.25) na forma

ni n2
% <Sl -+ SQ) = <H (CLieKDzl —+ bieiKDzl) H (CLieKD‘T? —+ bieKD12)> F2F<.’,U1, T2, h/) |:1:1:z2:0 y
i=1 =6

(3.26)
com n; identificando os primeiros vizinhos ao sftio 1 e ny 0s primeiros vizinhos ao sitio 2.
Para uma rede cibica simples e quadrada, temos que ny = ny, = 5 e 3, respectivamente.

A funcao geradora FY (xq, x5, h') é definida por:

sinh (z1 + 29 + 2L)
cosh (x1 + w9 + 2L) + exp (—2K) cosh (x1 — x3)

FQF(JJ;[,$2,}L/) = (327)

Aplicando a média térmica na Eq.(3.26) e colocando na forma binomial fica:

n
% (S1 + S2) = LZ <Zl)a(n1p1)bl’1€(n12p1)KDzl'
1
1=0

na
n
z ( 2) a(m2—p2)pp2 o(n2—=2p2) K Day F2F(£U1, Ta, h/) ‘zlzl’z:o
pa—0 P2

Para o calculo da média configuracional na distribui¢ao bimodal, utilizamos a Eq.(3.3)
para o processo de integracdo. Resolvendo a integral para a varidvel A’ no intervalo —oo

e +o0o obtemos:

, 1
(Fy (21,29, 1")) = Fy. (1,29, h) = 3

[F2F($1,l'2,h) + FQF(CEL@, —h)} )
ficando

90



ni

m = LZ (nl)a(nl_pl)bple(nl_Qpl)KDxl
—o \P1
=

n2

Z <n2) a(n2=p2) pp2 o (n2—2p2) K Day

P2 FQZ(':Cl’ T2, h’) ‘ZE1=IE2:0 y (328)
p2=0

ou na forma compacta, mais adequada a implementacao numeérica,

o3 fE)ElE)

p1=0p2=0 Li=1

2
exp [Z(m —2p;)K Dy, | Fyo(w1, 22, h) oy =as=0 - (3.29)

=1

Aqui, também, temos uma expansao em série de poténcias para m semelhante &
Eq.(3.6), no entanto, com os coeficientes A; obtidos de acordo com a aplicacdo dada
pela Eq.(3.29) e o somatério acontecendo para o nimero total de vizinhos do aglomerado

(n =ny + na).

Estado Antiferromagnético

Para o estado antiferromagnético teremos a presenca de duas subredes, conforme

mostrado na Fig.(3.4): tipo A (spin up, 1) e tipo B (spin down, |).
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o2 o o3

Figura 3.4: Arranjo antiferromagnético para um aglomerado com N = 2 spins numa rede
cuibica simples.

O Hamiltoniano reduzido que descreve este estado é dado por

HM = — K818y + Cy, Sy + CoySo + L(S) + S9), (3.30)

onde S;(S3) representa o spin na subrede A(B) no aglomerado.

A funcao de particao é obtida pelo mesmo processo empregado para o caso F, obtendo

75 = 2 [exp (= K) cosh (Cy, + Cuy + 2L) + exp (K) cosh (Cyy — Cy, )] (3.31)
sendo

n1

Coy, = —K Z o?,
i=1
no

Co, = —K Z ot
i=6

Também aqui, como no caso F, encontramos a magnetizagao a partir da relacao dada
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pela Eq.(3.24), no entanto, destacando aqui a presenca das duas sub-redes no sistema:

i=1

% (S1+S) = <H (aPefPr1 4 pPeKDw) (3.32)

2

H (a;leKDzl + b?eKDI2)> }7*214F(x1’x27 h/) ‘IE1=IE2:0 :

=6

onde

sinh (21 + x5 + 2L)

FAF h, — :
5 (1, 22, B) cosh (z1 + zy + 2L) + exp (2K) cosh (21 — x3)

A aplicacao da média térmica na estrutura de subredes gera duas magnetizacoes no
sistema dadas por m,, quando a média é realizada nos spins da subrede A e m; quando

a média é realizada nos spins da subrede B. Assim temos as seguintes possibilidades:

(af) = aa= (1+2m“), (b4) = ba = (1_27”“), (3.33)
(aP) = ab= (Hme), <bf>:bb:(1_2m”).

A presenca dessas duas magnetizacoes m, e m; no caso antiferromagnético leva a

adotar as novas grandezas m conhecida como magnetizacao total ou uniforme e mg, o
novo pardmetro de ordem do sistema, conhecida como magnetizacao staggered, que se

anula no ponto de transicao. Assim temos as seguintes definigoes

1

mo= g (mq +my) , (3.34)
1

ms =g (Mg — my)

A construgao feita com base nessas defini¢oes, gera dois tipos de coeficientes na ex-
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pansao de m, e m; aqui denominados de C; e B;

m, = Y Cymi, (3.35)
7=0
5

my, = ZBjmJ
7=0

Na aplicacao de um campo longitudinal uniforme, foi observado o seguinte compor-

tamento entre os coeficientes:

Cimpar = Bjpar #0, (3.36)

Cj—n’mpar = _Bj—>impar-

Isso faz com que tenhamos mais equacoes no sistema, pois m, e m; devem ser resolvi-
das simultaneamente com a variacao da temperatura.
No entanto, a aplicagao de um campo aleatério alterou a estrutura do célculo dos

coeficientes, apresentando comportamento semelhante ao sistema ferromagnético, ou seja:

Cipar = Bjpar =0, (3.37)

Cj—n’mpar = _Bj—>impa7"-

Nota-se que a mudanca para campo aleatério anula o termo mg, assim sua presenca

nao altera a configuracao das subredes e podemos entao adotar as igualdades:

My =My =M,

resultando, entao, num novo conjunto de relagoes:
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a = (af)=(b’) = (”Tm) (3.38)
b )=o) - (151,

A fim de ilustragao, apresentamos na Fig.(3.5) os comportamentos de m e mg em
funcao da temperatura para os casos de h = 1.0 para as distribui¢oes uniforme e bi-
modal do campo. No caso do Ising AF na presenca de um campo uniforme, temos que
o parametro de ordem my(t) decresce monotonicamente com o aumento da temperatura
se anulando em t¢.(h) = 5.07. Por outro lado, a magnetizagao total m aumenta gradu-
almente, apresentando um comportamento tipo cispide quando atinge a temperatura
critica, depois diminuindo monotonicamente. No caso do RFIM AF temos um com-
portamento "tipo ferromagnético" com as magnetizagoes de subredes equivalentes com
ms = 0 e m sendo o parametro de ordem.

Aplicando as relagoes em (3.38) na Eq.(3.32) para o célculo da média térmica obtemos:

ni
% <Sl + SQ> = Lz (n1>a(nl—Pl)bple(n1—2p1)KDxl

—o \1

na
Z (nQ) p(n2=p2) 42 o(n2—2p2) K Dzy F2AF<:C1’ o, h/) |x1:x2:0 . (3'39)

p2=0 P2

A magnetizagao é obtida apés a aplicacdo da média configuracional na funcio Fy''

ficando entao

ni
m = LZ <le)a(nl—m)bple(nl—?m)KDzl

na
Z (nz) pn2—p2) 42 o(n2—2p2) K Day F;}F(xl, T, h/) \zl:m:o (3.40)
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(a)

(b)

Figura 3.5: Comportamento dos parametros m e mg em funcao da temperatura nos
seguintes casos: (a) aplicagdo de um campo longitudinal constante h = 1.0 mostrando
os comportamentos diferenciados de m e mg para cada temperatura; (b) considerando
um campo aleatério h = 1.0 dado por uma distribuicao bimodal onde o pardmetro m;
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permanece com valor nulo para qualquer temperatura.
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onde, para o caso da distribuicao bimodal, temos a fun¢ao analitica:

<F2AF($1,£U2, h,)>c = FQéF($1,£U2, h) = [F2AF(£U1, T2, h) + F;F(l'l,l'g, —h)] .

N | —

Colocando na forma compacta, resulta em

m = ii ﬁ(nl) [a(n1*P1+P2)b(n2*P2+p1)]

p1=0pp=0 | Lim1 \Pi
2

exp | Y (n; — 2p)) K Dyi | | F5t' (21,22, ) |20 (3.41)

=1
3.3.3 Generalizacao para N > 4 Spins

O estabelecimento de um algoritmo que efetuasse automaticamente o processo de
construcao dos coeficientes na aplicagao da TOD estimulou-nos a tratar sistemas com
um nimero maior de sitios centrais no aglomerado. Isso foi possivel com a aplicagao do
algoritmo de um processo para obtencao dos autovalores do Hamiltoniano para o modelo
de Ising na presenca de um campo aleatério. Esse procedimento é possivel sempre que

temos o campo agindo na mesma direcao dos spins’.

Estado Ferromagnético (F)

Tomando a Fig.(2.2) como referéncia, construiremos um modelo com a presenca de
uma quantidade ¢ de sitios centrais.

O Hamiltoniano reduzido para este caso é dado por

"Para o caso Ising temos uma sé direcio, assim apenas componentes no eixo z estdo presentes no
Hamiltoniano. J& para o modelo XY e Heisenberg(aqui com a presenga das trés componentes no Hamil-
toniano) esse procedimento ndo é mais possivel e devemos realizar o procedimento de diagonalizacao
numérica.
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HY :KZSiSj%—iC’IiSHLLiSi, (3.42)
(i.9) =1 =1

onde E indica que a soma é feita sobre todas as combinacoes possiveis para os q sitios

(4,5)
centrais enquanto que

g
C-'Ei =K E 0j,
J=1

é a "interacao" do i-ésimo sitio central com seus n; vizinhos.

Quando este Hamiltoniano é escrito na base ortogonal adequada para os ¢ sitios
centrais, encontramos uma matriz ja diagonalizada. Isto facilita a obtencao da funcao de
particao Z,, pois basta entao realizarmos a soma sobre todas as combinacoes possiveis
considerando que S; = +1. Assim temos, para um caso de ¢ sitios centrais, a funcao de

particao dada por

Zy= > .. ) exp(H)). (3.43)
S1=£1  Sg==%1

A magnetizacao generalizada, para a aplicacao de uma média térmica e configura-

cional, é definida por

m = é (St + 4 S,)). - (3.44)

Aplicaremos a generalizacao da TOD para ¢ sitios, definida por

exp(a.D)F(r) = F(r + a),

onde r = (x1,...,74), a = (a1, ...,aq) € D = (Dy,, ..., D;,) (com D, = 0/0x;).

Aplicando as sucessivas médias obtemos a magnetizacao generalizada dada por
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q

me3" nz [f[ (”)] a[z(m_pi)lb[;pi] exp [i(n — 2p))K Dy,

=1

F;Z(ra h) ‘r:O )

(3.45)
onde FqF (r,h) é obtida do processo de derivacao inerente a Eq.(3.44) apés aplicagao
da média configuracional para os trés casos aqui tratados. Especificamente para a dis-
tribuicao bimodal temos:

Fri(r,h) = (EF(x, 1)) = % [EF(x,h) + F) (x,—h)] .

[

Estado Antiferromagnético (AF)

O caso AF, como visto anteriormente, apresenta a estrutura de sub-redes, cujo arranjo

para EFT-4 é mostrado na Fig.(3.6). O Hamiltoniano reduzido para este caso é dado por

q q
BT K80 S, (40
(i.4) i=1 =1
sendo
Co=~K) o,
j=1

A funcao de particao é obtida aqui através do procedimento numérico para a cons-
trucao de todas as combinagoes possiveis da Eq.(3.43), cujos termos sao dados agora pelo
Hamiltoniano (3.46).

Aplicando a definigdo de magnetizagdo dada pela Eq.(3.44) e utilizando a notagao
generalizada da TOD para ¢ sitios centrais para o caso antiferromagnético, encontramos

a magnetizacao do sistema dada por
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Figura 3.6: Arranjo para um sistema antiferromagnético para um aglomerado com N = 4
spins numa rede ctibica simples.

ql ql ql ql T
n1 ng q Z(ni*pi)Jeri Z(m*m)JrZ pi
m = . H (nl> =1 =1 b =1 =1 i
— _ 7 \Pi
p1=0  pg=0 =1
. -
exp Z(nl —2pi))KD,, F;:F(r, h') |e=o
i=1 i
qll
onde Z indica que a soma é realizada especificamente nos elementos das subredes com
i=1

spin up (1) e down (|) sendo uma generalizagdo da expressao encontrada para EFT-2.
A funcao F ;(‘:F ¢é encontrada pelo mesmo processo dado para Fqlz considerando as trés

distribuicoes de probabilidade.

3.4 Ciriticalidade e Propriedades Termodinidmicas

A andlise do diagrama de fases necessita de um conjunto de informacoes a respeito

do comportamento do sistema para chegar a conclusoes corretas. Para sistemas com a
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presenca de campo aleatoério, tém sido observada a existéncia de transicoes de primeira e
segunda ordem com a presenca de um ponto tricritico (PTC). Assim, é fundamental que
tenhamos um conjunto de equagoes adequadas para fornecer simultaneamente valores da
temperatura critica t. e da magnetizacao m para cada valor do campo aleatério h, bem
como a identificacao precisa do PTC no diagrama de fases, usando as idéias da teoria de
Landau para a obtencao do PTC.

Neste trabalho apresentamos duas propostas para obter a energia livre do sistema
mais o método da derivada®, onde esta tltima metodologia parte da descontinuidade da
magnetizagao que ocorre no ponto de transicao, e com as equagoes de estado adequadas
para cada método, construiremos os diagramas de fases. Foi possivel obtermos também
as propriedades termodinamicas: energia interna, calor especifico e entropia, bem como
o comportamento da propria energia livre.

O principio fisico da Construcao de Maxwell permite igualarmos as energias livres
(®) nas fases F ou AF (®p/ar(m # 0)) e Paramagnética (P) (®p(m = 0)) no ponto de
transi¢ao para eliminar as instabilidades do sistema. A fungao nula F que descreve essa

construgao ¢ dada por

F = Qpar)(m #0) — p(m = 0), (3.47)

que serd importante na implementacao do procedimento numérico.

3.4.1 Meétodo da Derivada

As dificuldades existentes na andlise da curva de transicao de primeira ordem fez-nos
aplicar, inicialmente, o método da derivada para o cédlculo da temperatura de transicao

num sistema com N = 1 spin central (EFT-1) na presenca de um campo transverso

8Este método encontra sua validade apenas em transicdes de segunda ordem, onde a magnetizacao
se anula através de uma curva continua. Na regido de primeira ordem, a construgdo da curva t.(h) é
feita utilizando os dados da curva m(t) feito para vérios valores do campo h, identificando os pontos
onde (%) — 00, 10 caso da transigdo de primeira (segunda) ordem encontramos m # 0 (m = 0) apés
solucdo das duas equagdes acopladas (nao linear).
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e campo longitudinal aleatério com uma distribuicao bimodal. O método da derivada
foi utilizado por Viana e de Sousa’ no estudo dos diagramas de fase para o modelo de
Heisenberg quantico com interagoes de primeiros e segundos vizinhos e mais recentemente
por Costabile, Amazonas, Viana e de Sousa no estudo do modelo de Blume-Capel com
spin 1[53].

As linhas de transicoes obtidas apresentam excelentes resultados quando comparadas
com o método da construcao de Maxwell, utilizando a energia livre do sistema. Esse
método consiste basicamente em analisar a divergéncia da derivada da magnetizagao (Cil—T)
no ponto de inflexdo da curva. O ponto na curva de m(t) onde ocorre essa divergéncia,
tp, coincide com a temperatura critica t. para o caso de uma transicao de segunda ordem.
No entanto, para o caso de uma transicao de primeira ordem é observado que t. < tp.

dm

Da equagao de estado dada pela expansao na Eq.(3.6) obtemos a expressao para 7

dada por:

n
=0

= : (3.48)

dt n ’
[1 — Z zA,m(Z_l)]

=0

dm

onde D; = %i. No ponto de divergéncia temos que ‘fi—’? — 00, isso ocorre se na Eq.(3.48)

tivermos

> iAmtTY = 1. (3.49)

i=0
A partir dessa expressao, juntamente com a equagao de estado que a originou, podemos
obter os valores de tp em funcao do campo aplicado juntamente com o comportamento

da magnetizacao do sistema.

9Tese de doutorado de J. R. Viana: Transicdo de fase quantica e modelos de spins frustrados, UFSCar,
2007.
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3.4.2 Primeira Proposta da Energia Livre

Na técnica do operador diferencial, nao tem sido proposta uma expressao de energia
livre, sendo feito apenas a andlise do comportamento tricritico em modelos de spins como,
por exemplo, o modelo de Blume-Capel[54] e Heisenberg com campo aleatério[55].

Recentemente, Viana e de Sousa desenvolveram uma proposta de um funcional energia
livre na aplicagdo da Técnica do Operador Diferencial (TOD) para a construgao dos
diagramas de fases. Partindo da teoria das transicoes de fase de Landau, onde uma
equacao de estado do sistema é obtida a partir do processo de minimizacao de uma
energia livre ®(m) com relacdo ao parametro de ordem m (ie. 4% = 0), Viana e de

Sousa propuseram um funcional cuja minimizagao resultasse na equagao de estado dada

pela Eq.(3.6). Através de um processo de integragao, chega-se a expressao:

d(m,t,h) = M (L, h) + Ma(t, h) E 2 i ( A ) m@'“)] : (3.50)

— 141
onde \i(t, h) e A\o(t, h) s@o constantes de integracao independentes de m cuja forma aqui

torna-se irrelevante devido o processo de igualdade de energias (Construcao de Maxwell)

entre as fases F(AF)-P. Assim, eliminam-se tais fungoes, resultando na expressao

"L [ 24, A
: (1) — 1. 51
2 () 531

=0

Esse procedimento é aplicado para qualquer valor do mimero de spins centrais, ficando
apenas os coeficientes A; adequados para cada situacao.

Resolvendo simultaneamente as Egs. (3.6) e (3.51), encontramos os valores de t. e m
para um dado valor de h. Essa proposta representa um grande salto na aplicagao da TOD,
na medida que permite trabalhar com mais uma equacao na anélise das transigoes de fase.
No entanto, ainda temos aqui a impossibilidade de obter as fungoes termodinamicas pois
a falta de um procedimento para a determinagao de A\;(t, h) e Ao(t, h) impede a completa
andlise da Eq.(3.50). Essa dificuldade motivou a introducao de uma nova proposta para

a determinacao da energia livre, onde as propriedades termodindmicas pudessem ser
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analisadas através de uma implementacao direta da aplicacao da TOD. No entanto,
como uma primeira abordagem desse estudo, aplicaremos os procedimentos tradicionais
para a determinagao das propriedades termodinamicas considerando EFT-1 numa rede
cuiibica simples ferromagnética utilizando a funcao distribuicao bimodal.

A energia livre de Helmholtz é definida como sendo a parcela da energia interna de um
sistema, passivel de ser utilizada na forma de trabalho em processos onde a temperatura
e volume sao mantidos constantes. Através da transformada de Legendre da energia

interna chegamos a expressao

®=U-TS6, (3.52)

onde U é a energia interna, T" a temperatura e S a entropia obtidas a partir da definicao do
Hamiltoniano do sistema. Vamos apresentar aqui os processos utilizados para determinar

cada grandeza.

I. Energia Interna

A energia interna por particula em unidades de J (u = %) é obtida diretamente a

partir da média do Hamiltoniano HI" dado pela Eq.(3.8), ou seja,

u:—<<zn:0'i51+h051>> s (353)

onde ((...)). indica as médias térmica e configuracional.

Aplicamos inicialmente a média térmica nessa expressao levando em conta que, devido
termos também a média configuracional, devemos trabalhar separadamente com cada
termo na Eq.(3.53) para que a varidvel h associada ao campo magnético esteja somente
no argumento da funcao geradora e nao na exponencial no desenvolvimento da TOD.

Assim, temos para o primeiro termo:
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n T’f‘l (Z O'Z'Sl> exp (HlF)
Sy ) = =1 3.54
(So) (et —) ”
sendo agora H{" o Hamiltoniano reduzido dado por:

H{ = B, S, + LS, (3.55)

onde L = Bh' e
B,, =K o
A fungao de particao é dada por

ZF =2cosh(B,, +1L).

Através de algumas manipulagoes algébricas na Eq.(3.54), chegamos na identidade:

<Zalsl> - <ilnzF>

Aplicando a derivada e colocando a expressao na forma prépria da TOD obtemos:

<Za,sl> (exp (Byy Day)) G (21, 1) |r=0 , (3.56)

onde

GY(z1,h) = % tanh (1 + L) .

A segunda média térmica na Eq.(3.53) é a prépria definicdo de magnetizacdo do

sistema, ou seja,
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TrSy exp (HY')
<Sl> = IR
Trexp (H{)

Desenvolvendo esta expressao e colocando na forma da TOD, fica

<Sl> = <exp (BE1D5E1)> FlF(xlv h/) ‘m1=0 ) (357)

sendo

FE(zy,h) = tanh(z; + L).
Substituindo as Egs. (3.56) e (3.57) na Eq.(3.53) obtemos a expressdo para a média
térmica da energia interna reduzida
u=—(exp By, Dz,)) [GT (21, 1) sy=0 + W' Ff (21, 1) |21=0] - (3.58)

Aplicando a média configuracional considerando a distribui¢ao bimodal obtemos:

U= — <exp (BE1D5E1)> [Gﬂ<x17 h) ‘m1=0 + hFli('rlv h) |=’E1=0}

sendo

1
FE(zy,h) = 5 [tanh(z; 4+ L) — tanh(zy — L)],
1
GE(z1,h) = 5% [tanh(zy + L) + tanh(z; — L)].

Na notagao de uma expansao binomial ficaremos

" /n
u= ( )a("p)bp exp ((n — 2p)KD,,) [G1.(21,h) |sy=0 + AF(21,h) |sy=0]  (3.59)

p=0 p
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Em termos de uma expansao em série de poténcias da magnetizagao, reescrevemos a

Eq.(3.59) na forma

n

uw=>_ Bm’, (3.60)

§=0
onde os coeficientes B; sao obtidos a partir da aplicacao do operador diferencial nas
fungoes G¥' (w1, h) e FL(z1,h), e sdo expressoes demasiadamente grandes e por isto omi-
tiremos aqui.

Como no diagrama de fases investigamos a transicdo F(AF)-P, temos de obter ex-
pressoes adequadas para cada uma delas, de acordo com o comportamento da magne-
tizacdo. Para a fase P, temos magnetizagdo nula (m = 0), assim, devemos considerar
apenas o coeficiente By na expansao dada pela Eq.(3.60). Isso serd determinante no
processo de calculo das outras fungoes termodinamicas como calor especifico e entropia,

que descreveremos a Seguir.

II. Calor Especifico

A partir da expansao em série da energia interna para cada fase do sistema, dada
pela Eq.(3.60), podemos prosseguir nossos estudos do célculo das propriedades termodi-
namicas, obtendo agora o calor especifico. Esta grandeza é fundamental para obtermos
a entropia e sua determinagao foi baseada inicialmente na Eq.(3.60), chegando a uma
funcao analitica que possa ser integrada. No entanto, dificuldades com relagao ao dominio
da funcao magnetizagao, a partir de certo valor do campo aleatério, fez-nos adotar o
método grafico para a realizagdo da integracao. Aqui apresentamos os dois métodos,

ambos validos para aplicagao, obedecendo certos limites de aplicabilidade numérica.

a) Procedimento Analitico.

O calor especifico a um campo magnético constante é definido por

oy
ot "
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A aplicagao direta da derivada na Eq.(3.60) deve ser feita com cuidado pois temos
que levar em conta a dependéncia da magnetizacdo com a temperatura. Assim, temos
a presenca do termo CZ—T que apresenta comportamento divergente na temperatura de

transicao de primeira ordem. Obtemos, entao, a seguinte expressao:

=3O+ G S, e
i=0 =0

onde C; = % e o termo %% ¢ dado pela Eq.(3.48).

Para que o processo de integracao do calor especifico no cdlculo da entropia seja
realizado apenas em funcao da temperatura, temos de encontrar a dependéncia da mag-
netizacao com a temperatura. Essa relacao é obtida através da equagao de estado dada

na Eq.(3.6). Para o caso de uma rede cibica (n = 6) encontramos:

m*+am?*+b=0,

onde a = %: eb= Ajégl, com a solucao fisica dada por

mit) = %\/ —9a +2v/a? — b, (3.63)

A andlise de m(t) e sua aplicagdo no célculo do calor especifico e da entropia a-
presentaram bons resultados mas, & medida que aumentdvamos o campo aleatério h, foi
verificado o crescimento de uma regiao definida fora do dominio R, a partir de h = 1.8.
Esse comportamento pode ser observado na Fig.(3.7), onde temos o comportamento de
m(t) para um campo aleatério h = 1.9. Nota-se uma regiao nao definida, compreendida
entre t = 0.5 e t = 2.3. Esse comportamento impossibilitou o uso dessa técnica para a

andlise da transicao de 1* ordem, que ocorre em torno de h = 2.9 no caso de EFT-1.
b) Procedimento Numérico.

O processo anterior tem sua importancia na medida que representa uma primeira

solucao do problema de calcular o calor especifico e a entropia do sistema. Seus resultados
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Figura 3.7: Comportamento da magnetizagao m(t) em fungao da temperatura, indicando
a regiao de indefinicao em R no caso do RFIM numa rede ctibica simples, usando EFT-1
para h = 1.9.

iniciais servem como base de comparacao com outros métodos que venham a ser utilizados
para a obtencao destas fungoes.

Com o impedimento de se obter o comportamento completo da expressao analitica
de m(t), avangamos nossos estudos com a introdugao do algoritmo onde um processo
automatico de leitura dos valores de m e %—T para cada valor especifico da temperatura
foi implementado.

Aplicando o método de Newton-Raphson para a determinacao das raizes da equacao
de estado dada pela Eq.(3.6), criamos um arquivo de saida na extensao .DAT com os
valores de m e ‘fi—’? associados a sua temperatura especifica. Em seguida, ja em outro
programa com a expressao analitica para o calor especifico, utilizamos os comandos OPEN
e READ para leitura dos valores e substituigdo na funcdo c,(m, %—T,h, t), dada pela

Eq.(3.62), obtendo assim, o comportamento do calor especifico para qualquer valor do

campo aleatério.
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II1. Entropia

A entropia é uma grandeza fundamental neste trabalho pois dela depende a energia
livre de Helmholtz, funcao importante para uma primeira descricao das propriedades

termodindmicas. A sua definicdo nesse contexto é dada por

t
S = So+/0 %dt/, (3.64)

onde S, é um valor de referéncia e a integracao realizada do ponto de referéncia até uma
dada temperatura especifica.

Novamente utilizamos os comandos OPEN e READ para a realizagao da integracao

da funcao cj,(m, %—T, h,t) tomando cuidado na aplicagao correta destes comandos, pois o
valor da entropia numa dada temperatura é obtida através da integragao do ponto de
referéncia até este valor. Isso faz com que tenhamos um processo de leitura que se repete

para cada novo valor de ¢.

O comportamento suave da funcao cp(m, %—T, h,t) favoreceu a aplicacdo da regra do
trapézio para o cédlculo da integral, um método simples mas que facilitou o procedimento
de leitura dos dados. Desta maneira resulta a importancia desse procedimento pois a sua
facilidade de aplicagao permite o estudo das propriedades termodindmicas de sistemas

maiores e mais complexos bem como a obtencao da energia livre.

3.4.3 Segunda Proposta da Energia Livre

No Capitulo anterior, demonstramos, a partir do formalismo em EFT para o cédlculo

da média térmica de uma propriedade O, a seguinte relacao:

Hy = Hqo + Har, (3.65)

onde Hy é o Hamiltoniano para um sistema com N spins, Hqo o Hamiltoniano que
contém as varidveis de spin associadas ao aglomerado e seus vizinhos e Hq a parte que

contém as interacoes com o restante do sistema. Considerando que a propriedade fisica
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O esteja relacionada com as varidveis de spin do aglomerado, e que Hq e Hq comutam,
ou seja [Hq, Hor| = 0, o valor médio do observavel O pode ser reduzida ao célculo parcial

€xpresso por

) — (O - <Tm O (o))

Trqexp (—fHgq)
Aplicando a defini¢ao usual de energia interna na relagao (3.65)e admitindo a hipétese

de que

<§ﬁ (5@Q>> = % (BPq)

onde P, é a energia livre calculada no espaco do aglomerado, ou seja,

chegamos a relacao

d = (®g) + Am?, (3.67)

onde o segundo termo sendo uma primeira aproximacao da interacao com todos os sitios
da rede e A um termo a ser determinado. O primeiro termo corresponde a média da funcao
energia livre obtida através da diagonalizacao do Hamiltoniano proposto no espaco do
aglomerado. Esta média é desenvolvida semelhante a aplicacao da TOD feita para obter
a equacao de estado. Esse procedimento resulta numa expansao do pardmetro de ordem

na forma

n

(Ba) = > Cim'. (3.68)

i=0
A fungao geradora para a construgao dos coeficientes C; é obtida da definicao usual
de energia livre, Eq.(3.66), com a fungao de partigdo Zg, definida para cada Hamiltoniano

reduzido na aproximacao de aglomerados finitos.
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Da anélise do estado fundamental para o RFIM, dado pela Eq.(3.1), obtemos a energia
interna por particula F, por
(H) _ n

o (3.69)

E,
onde n é o nimero de coordenagao da rede cristalina e N o nimero total de sitios do
sistema. A existéncia de um campo aleatério com distribuigao simétrica de probabilidade,
implica no anulamento do segundo termo devido a realizacao da soma sobre todos os
possiveis valores de h (no intervalo +h), isto é, (h). = 0.

Na condicao do estado fundamental, temos ainda que m = 1 e também que a energia

interna é igual a energia livre. Aplicamos essas duas condigbes na Eq.(3.67) obtemos

A=E, — g (m=1), (3.70)

onde nao fixamos a temperatura, pois o valor m = 1 persiste para valores de ¢ maiores

queOer(mzl):%:l).

Tendo, entao, a forma da energia livre corrigida do sistema, aplicamos o principio da

minimizagao com relagao ao pardmetro de ordem onde obtemos a equacao de estado:

n

1 )
o iCymY), (3.71)

1=0

m =

As propriedades termodinamicas sao obtidas através das relagoes originadas da anélise

dos potenciais termodindmicos, ou seja,

a) Entropia:

b) Energia Interna:

U= +15,
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c) Calor Especifico:

A construcao de Maxwell fornece a funcao nula dada por:

F =@par (m #0) —@p(m=0). (3.72)

3.5 Discussao dos Resultados

Faremos a seguir a discussao dos resultados numéricos encontrados para os diagra-
mas de fases e propriedades termodinamicas do RFIM (F e AF) para os casos 2D e
3D. A influéncia da aleatoriedade na criticalidade do sistema serd estudada utilizando
as trés distribuicoes de probabilidade ja citadas nessa tese: bimodal, gaussiana e gaus-
siana duplo-pico, bem como a influéncia do campo transverso para o caso EFT-1. Serao
abordadas, principalmente, as duas metodologias de energia livre propostas na se¢ao an-
terior, sendo que, devido a limitacoes inerentes ao processo computacional, utilizaremos
aglomerados com até N = 12 spins para o caso 2D e N = 8 spins para o caso 3D,

permitindo uma extrapolacao da andlise do comportamento para o caso N — oo.

3.5.1 Diagramas de Fases

Na Fig.(3.8), apresentamos o diagrama de fases no plano t — h para o RFIM com
interacao F usando EFT-1 para a distribuicao bimodal, obtido através dos trés métodos:
(a) método da derivada, (b) primeira proposta da energia livre e (c) segunda proposta
da energia livre. Em ambos os casos, notamos a presenca de um ponto tricritico (PTC)
localizado em h' = 2.9 e t* = 2.3 para os métodos (a) e (b) e em h' = 2.4 e t* = 1.5 para o
método (¢). Os métodos da derivada e da primeira proposta da energia livre apresentam
0 mesmo comportamento na regiao de transicao de segunda ordem, diferenciando-se a

partir do ponto tricritico, onde comeca a linha de transicao de primeira ordem. Isso ocorre
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Figura 3.8: Diagrama de fases no plano t — h (t = kgT/J e h = H/J) do RFIM
ferromagnético obtido via EFT-1 numa rede cibica simples. As linhas tracejadas e
continuas correspondem as linhas de primeira e segunda ordem, respectivamente. O PTC
é representado pelo ponto em negrito. As solucoes foram obtidas através dos métodos:

(a) da derivada, (b) primeira proposta da energia livre e (c) segunda proposta da energia
livre para uma distribuicao bimodal.

pois na transicao de 2 ordem a magnetizacao vai continuamente a zero, fazendo com

que a temperatura critica reduzida t. coincida com o ponto de divergéncia, tp, na funcao

%—T. J& para a regiao de 1* ordem, a temperatura de transicao, obtida pela construcao

de Maxwell, ndo mais coincide com o ponto de divergéncia de 2. Foi observado que
’ dt

t. < tp, no entanto ambos tendem para o mesmo valor de campo critico h. = 4, onde

t = 0. Apesar do método da derivada fornecer bons resultados, concentraremos nossos

estudos aplicando os dois métodos obtidos via construcao de Maxwell por ser fisica e

matematicamente mais consistente, eliminando possiveis linhas de instabilidade.
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Primeira Proposta de Energia Livre

A construcao dos diagramas de fases do RFIM através da primeira proposta da energia
livre consiste em resolver simultaneamente a equacao de estado dada pela expansao na
Eq.(3.6) e da construgao de Maxwell para o funcional energia livre proposto na Eq.(3.51).
Para esta proposta, nos limitamos na andlise do caso da funcao distribuicao bimodal.
Para EFT-1 temos também a presenga do campo aleatério para investigar sua influéncia
no ponto tricritico e no comportamento da magnetizacao.

Na Fig.(3.9) mostramos o diagrama de fases do RFIM no plano t — h para o caso AF
em redes 2D e 3D usando aglomerado com N = 1,2 e 4 spins. As linhas continuas corre-
spondem a transi¢ao de segunda ordem, enquanto que as linhas tracejadas sao referentes
a transigdo de primeira ordem separadas pelo ponto tricritico (em negrito). O aumento
no tamanho do aglomerado na rede 3D mostra a variagao do PTC, desaparecendo para
N = 4, com apenas transicao de segunda ordem. Em ambos os casos o campo critico
(t = 0) encontrado ¢ h. = 4.0. A aplicacdo na rede quadrada (2D) apresentou PTC ape-
nas para o caso de N = 1 spin. O campo critico encontrado tem o valor h. = 2.0 usando
N =1 e 2, enquanto que para N = 4 obtem-se novamente h. = 4.0. Nas duas topologias
de rede notamos uma tendéncia da temperatura para seus valores exatos com o aumento
do tamanho do aglomerado.

No caso do RFIM ferromagnético, uma discussao pertinente é analisar qual serd a
dimensao critica d. do sistema, acima da qual temos ordem de longo-alcance. Apresen-
tamos os resultados para o caso 3D na Fig.(3.10) considerando aglomerados até N = 8
spins. Em todas as linhas de transicao que separam as fases F' e P, podemos observar a
existéncia de um PTC cuja variagao, com o aumento da quantidade de spins do aglome-
rado, mostra a tendéncia da linha de transi¢ao ser completamente de primeira ordem
para o caso N — oo. O valor de h,, inicialmente igual a 4.0, diminui gradualmente até
atingir o valor h. = 1.5 para N = 8 spins, indicando uma possivel inexisténcia de ordem
de longo alcance para essa dimensao. Uma andlise mais apurada para confirmar este pos-

sivel resultado no caso 3D, considerando uma quantidade maior de spins no aglomerado
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(N > 8), foi impossibilitada devido o tempo computacional excessivamente longo para a
construcao dos coeficientes.

No caso da rede 2D, usamos EFT até o tamanho N = 4, onde continuamos a observar
a tendéncia de h. para um valor nulo, também indicando uma possivel inexisténcia de
ordem de longo alcance para essa dimensao, com seu valor passando de h. = 2.0 para
he = 1.0 com o aumento do tamanho (N) do sistema, resultado este em oposigao ao
observado para o caso AF. A linha de transicao também apresenta tendéncia de tornar-
se totalmente de primeira ordem. Devido a simetria existente no sistema RFIM, temos
observado o mesmo comportamento das curvas para EFT-1 nos casos F e AF para as
redes 2D e 3D. Vale ressaltar que os resultados para o caso AF nunca foram obtidos na
literatura.

Consideramos agora a influéncia quantica do campo transverso no comportamento da
criticalidade do RFIM ferromagnético usando EFT-1. Na Fig.(3.12) temos o comporta-
mento da temperatura de transicao em funcao do campo aleatério numa rede quadrada
(a) e cubica simples (b) para vdrios valores do campo transverso w. Na descrigao da rede
quadrada, nao foi observada a presenca de um PTC para os valores de w considerados.
Para a rede cibica simples, o efeito do aumento do valor do campo transverso foi eliminar
o PTC entre w = 1.0 e 2.0, tornando a linha de transi¢ao inteiramente de segunda or-
dem. Em ambos os casos, temos a diminuigao da temperatura critica do sistema (h = 0),
assim como o valor de h. levando a auséncia de ordem de longo alcance no sistema para
w relativamente alto.

O comportamento do sistema no estado fundamental é mostrado na Fig.(3.13). Em
(a) temos o diagrama w — h para a rede quadrada (z = 4) e cubica simples (z = 6). O
PTC ¢é observado para a rede cibica simples em torno de w! = 2.25 e h! = 2.70 nao
tendo sido observado este ponto para a rede quadrada. Em (b) temos, para o caso 3D,
o comportamento da magnetizacao em funcao do campo transverso para varios valores
do campo aleatério mostrando, para h = 0.0, a auséncia de ordem de longo-alcance no

sistema a partir de w = 2.75.
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Figura 3.9: Diagramas de fases no plano t — h do RFIM AF obtido para aglomerado com
N = 1,2 e 4 numa rede ciibica simples (a) e quadrada (b). As linhas de primeira ordem
(tracejada) e segunda ordem (continua) foram obtidas usando o método da primeira
proposta da energia livre com distribui¢ao de probabilidade bimodal.
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Figura 3.10: Diagramas de fases no plano t — h do RFIM ferromagnético obtido para
aglomerados com N = 1,2, 4 e 8 spins numa rede ctibica simples (a) e quadrada (b). As

linhas de transigao (1% e 2* ordem) foram obtidas usando o método da primeira proposta
da energia livre com distribuicao de probabilidade bimodal.
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Figura 3.11: Diagramas de fases no plano ¢ — h do RFIM com campo transverso ferro-
magnético obtido para um aglomerado com N = 1 spin numa rede quadrada (a) e ctbica
simples (b). As linhas de transigao (1% e 2% ordem) foram obtidas usando o método da
primeira proposta da energia livre para diversos valores do campo transverso reduzido
w = /J com distribui¢do de campo bimodal.
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Figura 3.12: Em (a) temos o diagrama de fases no estado fundamental no plano w — h do
RFIM ferromagnético obtido via EFT-1 considerando as redes quadrada (z = 4) e cubica
simples (z = 6). Em (b) temos o comportamento da magnetizagao em funcao do campo
transverso para varios valores do campo aleatério, aplicado numa rede ctbica simples.
Em ambos os casos foi utilizada a distribuicao de probabilidade bimodal.
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Segunda Proposta de Energia Livre

A aplicacao da segunda proposta de energia livre mostrou resultados mais estédveis
para o diagrama de fases, pois sua obtencao parte do principio de minimo de energia,
o que estimulou a aplicacao em outras funcgoes distribuicao de probabilidade como a
gaussiana e gaussiana duplo-pico. Para isso, resolvemos o sistema formado pelas equagoes
de estado, Eq.(3.71), e construgdo de Maxwell, Eq.(3.72). A aplicagdo do método de
Newton-Raphson permitiu encontrarmos as solugoes para m e h para um dado valor
da temperatura t. Desta maneira, as linhas de transicoes de primeira e segunda ordem
foram identificadas com mais precisao, assim como a localizagao do PTC. Estendemos a
aplicagao considerando aglomerados com até N = 12 spins na rede 2D e N = 8 spins na
rede 3D.

Na Fig.(3.13) temos o diagrama de fases no plano t — h do RFIM AF numa rede
quadrada (a) e cibica simples (b), aplicando a distribuigdo de probabilidade bimodal.
Apesar de encontrarmos uma pequena regiao de primeira ordem para EFT-1, tal resultado
nao é observado com o aumento do nimero de sitios do aglomerado, sendo entao todas
as linhas de segunda ordem. O valor do campo critico h. aumenta gradualmente com
o aumento do aglomerado, partindo aproximadamente de h. = 1.35 para a rede 2D e
h. = 2.65 no caso 3D. Esses resultados estao de acordo com o encontrado na aplicacao da
primeira proposta da energia livre para o RFIM AF bidimensional, mostrado na Fig.(3.9)-
(b). Para a rede cubica simples, a comparagao entre os métodos mostra uma mudanca
significativa no comportamento de h., antes fixo no valor 4.0 para os trés aglomerados
considerados.

Aqui vale ressaltar uma diferenca marcante entre os métodos: o fato de que para o
primeiro caso a temperatura de transicao comeca com um valor mais alto para EFT-1
convergindo para o valor "exato" com o aumento do nimero de sitios do aglomerado. Ja
no segundo método, temos o comportamento oposto, ou seja, partimos de um valor mais
baixo de t. convergindo para o valor "exato" com o aumento do aglomerado. Assim,

na primeira proposta temos valores de t. e ty superestimados em relacao a resultados

121



obtidos por métodos mais elaborados (ex: simulagdo de Monte Carlo), enquanto que a
segunda proposta encontra valores subestimados.

Para o RFIM com interagao F, temos os diagramas de fases mostrados na Fig.(3.14)
para os sistemas 2D (a) e 3D (b). O aumento no nimero de spins do aglomerado (N),
para os dois casos, mostra uma tendéncia do PTC convergir para a temperatura critica
t., tornando a linha de transicao inteiramente de primeira ordem. Temos também com
esse crescimento do aglomerado, a diminuicao do valor de h., mostrando uma possivel
inexisténcia de ordem de longo-alcance para o caso real (N — 00). Podemos entao
especular d. = 3 como sendo a dimensionalidade superior do RFIM.

No caso de uma funcao distribuicao gaussiana para o campo aleatério, tem sido
mostrado a inexisténcia de um PTC no diagrama de fases em qualquer dimensao para
teoria de campo médio. Aqui confirmamos esses resultados, mostrados na Fig.(3.15) para
o caso 3D com interacoes AF (a) e F (b). Em ambos os casos temos o mesmo compor-
tamento para h. ja observado para a distribuicao bimodal, novamente indicando uma
tendéncia de auséncia ordem de longo alcance no caso 3D.

A aplicacao da funcao distribuicdo gaussiana duplo-pico foi feita apenas no sistema
3D-F, onde podemos observar o efeito do campo aleatério h e da dispersao ¢ no diagrama
de fases. Na Fig.(3.16), temos em (a) o comportamento de t(h) fixando o valor o = 0.5,
onde consideramos aglomerados com 1, 2 e 4 sitios centrais. As curvas apresentam regioes
de transicao de primeira e segunda ordem, separadas por um PTC que tende a t., na
medida que aumentamos o nimero N de sitios do aglomerado. O sistema mostra a
tendéncia de h. tornar-se nulo para um sistema infinito, evidenciando mais uma vez a
auséncia de ordem de longo alcance para este caso. Em (b) temos o comportamento
t(h) para um aglomerado com N = 2 spins centrais variando o valor da dispersao o.
O aumento do valor de o destr6i o PTC do sistema, fazendo com que a curva seja
inteiramente de segunda ordem a partir de 0. = 1.0 e diminui o valor de h. juntamente
com a temperatura critica a campo nulo.

O comportamento (o) é mostrado na Fig.(3.17) para vérios valores do campo aleatério
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h. A temperatura do PTC diminui com o acréscimo do campo aleatério, desaparecendo
entre h = 1.8 e h = 2.0.

O fendmeno da reentrancia presente em algumas aplicagoes no RFIM, foi encontrado
quando nao aplicamos corretamente as condigoes iniciais, como o valor inicial da magne-

tizagao, gerando solugoes que nao correspondem ao minimo de energia do sistema.
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Figura 3.13: Diagramas de fases no plano ¢t — h do RFIM antiferromagnético obtido via
EFT-1(N1), 2(N2), 4(N4), 8(N8) e 12(/N12) numa rede quadrada (a) e ctibica simples
(b). As linhas de transigoes (1% e 2* ordem) foram obtidas usando o método da segunda
proposta da energia livre com distribui¢ao de campo bimodal.
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Figura 3.14: Diagramas de fases no plano t — h do RFIM ferromagnético obtido via EFT-
1 (N1), 2 (N2),4 (N4), 8 (N8) e 12 (N12) numa rede quadrada (a) e cibica simples
(b). As linhas de transigoes (1* e 2 ordem) foram obtidas usando a segunda proposta
de energia livre com a distribuicao de campo bimodal.
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Figura 3.15: Diagramas de fases no plano t — h do RFIM antiferromagnético (a) e fer-
romagnético (b) obtido via EFT-1 (N1), 2 (N2), 4 (N4) e 8 (N8) numa rede cibica
simples. As linhas criticas foram obtidas usando a segunda proposta de energia livre com
a distribuicao de campo gaussiana.
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Figura 3.16: Diagrama de fase no plano ¢t — h do RFIM ferromagnético obtido via EFT-1
cuibica simples usando a segunda proposta de energia livre com a distribuicao gaussiana

(N1),2 (N2)e4 (N4) parac = 0.5 (a) e EFT-2 para diversos valores de ¢ (b) numa rede
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Figura 3.17: Diagrama de fases no plano t —o do RFIM ferromagnético obtido via EFT-2
numa rede cibica simples, usando a segunda proposta da energia livre com a distribuicao
do campo gaussiana duplo-pico, para vérios valores do campo reduzido h = h,/J.
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3.5.2 Propriedades Termodinadmicas

Nessa tese, trabalhamos com trés métodos para analisar os diagramas de fase uti-
lizando a energia livre do sistema através da Construcao de Maxwell. Esse esforgo re-
sultou, em dois casos, na elaboracao de procedimentos que possibilitaram o estudo das
principais propriedades termodindmicas como energia interna, calor especifico e entropia.
Os resultados estao divididos entre o método tradicional, onde a energia interna é obtida
através da média do Hamiltoniano do sistema dado pela Eq.(3.53) , e a segunda proposta
da energia livre, onde utilizamos as relacoes para os potenciais termodindmicos na formu-
lacao da energia livre de Helmholtz a partir da Eq.(3.67), em acordo com o apresentado

na Secao 3.4.3 desta tese.

Meétodo Tradicional

A aplicacao desse procedimento necessita do conhecimento prévio do comportamento
da magnetizagdo em fungdo da temperatura m(t), haja vista que a energia interna é
obtida através da aplicacao sucessiva das médias térmica e configuracional no Hamil-
toniano RFIM, o que resulta numa expansao em funcao do pardmetro de ordem, dado
pela Eq.(3.60). Os valores da magnetizacao m em funcao da temperatura t e do campo
aleatério h, foram obtidos resolvendo inicialmente a equagao de estado, dada pela Eq.(3.6) ,
onde os coeficientes A; foram construidos utilizando a primeira proposta da energia livre.
Para a determinacao da temperatura de transigao entre as fases F e P (1 e 2% ordem)
adicionamos uma equagao no algoritmo, obtida através do procedimento da Construcao
de Maxwell, Eq.(3.51). As fun¢oes termodindmicas sao obtidas conforme procedimento
apresentado na se¢ao 3.4.2 desta tese.

Deste modo, consideramos o sistema F com N = 1 spin no aglomerado utilizando a
distribuigao de campo bimodal com a linha de transicao de fase mostrada na Fig.(3.8),
curva (b). O comportamento para m(t) correspondente ¢ mostrado Fig.(3.18) onde
podemos notar, a partir do campo aleatério h = 2.9, a presenca das linhas de insta-

bilidade para a transicao de 1* ordem. Em geral temos que a temperatura de transicao
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diminui com o aumento do campo aleatério h, fato este que serd observado no compor-
tamento das funcoes termodinamicas.

A energia interna u = % em funcao da temperatura é mostrada na Fig.(3.19) para a
regiao de transigao de fase de segunda (a) e primeira ordem (b) ordem com a aplicacao de
trés valores do campo aleatério h. De posse desses resultados, obtemos o comportamento
do calor especifico pelo processo de derivagdo numérica, mostrado na Fig.(3.20).

O processo para a determinacao da entropia é mais complexo pois exige um processo
de integracao onde devemos ter os valores corretos de m e ‘Z—T especificos para cada valor
de temperatura. Contornamos essa dificuldade com a utilizacao adequada dos comandos
READ e OPEN no algoritmo para leitura dos dados, contidos nas Figs.(3.18) para a
magnetizacao e (3.20) para o calor especifico, e assim obtemos as curvas na regiao de

transicao de segunda (a) e primeira ordem (b), mostrados na Fig.(3.21), para diferentes

valores de campo aleatdério aplicado.
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Figura 3.18: Comportamento da magnetizacao por spin em funcao da temperatura re-
duzida t = kgT/J para o RFIM ferromagnético, obtido via EFT-1 numa rede ctubica
simples para diversos valores do campo reduzido h = h,/J indicados nas curvas. As
linhas tracejadas correspondem as solugoes instdveis, que foram eliminadas usando a
construcao de Maxwell para obter o ponto de transicao de primeira ordem, para o caso
da distribuicao de campo bimodal.
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Figura 3.19: Comportamento da energia interna u em funcao da temperatura reduzida
t do RFIM ferromagnético, obtido via EFT-1 numa rede ciibica simples para o caso da
distribuicao de campo bimodal, usando o primeira proposta de energia livre e construcao
de Maxwell para localizar o ponto de transigao de fase. As curvas nas Figuras (a) e (b)
correspondem as solucoes com transigoes de 2 e 1% ordem, respectivamente.
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Figura 3.20: Comportamento do calor especifico em funcao da temperatura obtido a
partir da derivagdo numérica dos resultados apresentados na Fig.(3.19) para a energia
interna. As regides de transicao de 2% e 1* ordem sao mostradas em (a) e (b) respectiva-
mente.
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Figura 3.21: Comportamento da entropia em funcao da temperatura reduzida do RFIM
ferromagnético obtido via EFT-1 numa rede ciibica simples para o caso da distribuicao
de campo bimodal, usando o primeiro método da energia livre para localizar a transicao
de segunda ordem (a) e primeira ordem (b).
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Segunda Proposta de Energia Livre

A busca por um procedimento para obter a energia livre diretamente da aplicacao da
TOD gerou como resultado um método simples e eficiente para o estudo das propriedades
termodinadmicas. Através de um processo de andlise da energia interna na aproximacao
de aglomerados finitos, considerando agora a influéncia de toda a rede através de uma
aproximacao de primeira ordem dada pelo termo Am?, obtemos a energia livre dada
pela Eq.(3.67) , cujas condigbes iniciais de contorno para a determinagao do parametro A
colocam esta formulagao em acordo com o critério de minimo de energia do sistema.

A aplicacao conjunta com a equacao de estado resultante do processo de minimiza-
¢ao da energia com relacdo ao parametro de ordem, Eq.(3.71), e o procedimento da
construcao de Maxwell para a determinacao das linhas de transicao de fases, discutidas
na secao anterior, permitiu a obtencao das principais fungoes termodinamicas. Apre-
sentaremos os resultados obtidos nas regices de transicao de 1* e 2* ordem, entre as fases
F-P, utilizando as distribuicoes de campo bimodal e gaussiana para um aglomerado com
N = 4 spins (EFT-4) numa rede ctibica simples (3D).

Na Fig.(3.22) temos o comportamento da magnetizagdo em funcdo da temperatura
para varios valores do campo aleatério nos casos (a) bimodal e (b) gaussiana. Para a
distribui¢ao bimodal, temos as duas regioes (1* e 2 ordem) bem definidas com as linhas
de instabilidade presentes na regiao de 1* ordem, a partir de h = 1.47. No caso da
distribuicao gaussiana, vemos que o efeito do aumento do campo aleatério é destruir a
ordem magnética, sempre com transi¢ao de 2¢ ordem.

Comecamos mostrando o comportamento da energia interna u = % em funcao da
temperatura, na Fig.(3.23). Para valores de campo aleatério correspondentes a regiao
de primeira ordem, podemos observar a descontinuidade na funcao juntamente com as
linhas de instabilidade, decorrentes das solugoes nao fisicas para a magnetizacao. A esse
comportamento, temos associado a funcao calor especifico obtido a partir da derivada
du

% a campo constante mostrado nas Fig.(3.24), notando-se a diferenca na forma da

descontinuidade ocorrida nessa funcao para o caso de primeira ordem, quando comparado
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com o encontrado pela primeira proposta, mostrado na Fig.(3.20).

Para a entropia, temos seu comportamento em funcao da temperatura mostrado na
Fig.(3.25). Nota-se nesse comportamento caracteristicas importantes que nao sao obser-
vadas nos resultados encontrados na aplicacao da primeira proposta tais como, a mudanca
na concavidade da curva que ocorre exatamente no ponto de transicao e também o re-
sultado quantitativo correto para a entropia no regime de altas temperaturas, que estd
associado ao nimero de graus de liberdade do spin. Para esta aplicacao, temos s = :t%,
resultando assim In(2) = 0.69. O comportamento da energia livre em fungdo da tem-
peratura é mostrado na Fig.(3.26) para vdrios valores do campo aleatério. Na Fig.(3.27)
temos associado a varios pontos da linha de transicao para EFT-4, o comportamento
da energia livre em funcao do parametro de ordem m, em acordo com o previsto pela
expansao de Landau para essas diferentes regioes. Em destaque o PTC, com a presenca
de trés minimos de energia, caracteristica desse ponto.

O comportamento das fungoes termodindmicas em funcao da temperatura, para a
distribui¢ao gaussiana, é mostrado nas Figs.(3.28) €(3.29) apresentando como principal

caracteristica somente transicao de fase continua (2% ordem) entre as fases F-P.
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Figura 3.22: Comportamento da magnetizacao m em fungao da temperatura reduzida
t do RFIM ferromagnético, obtido via EFT-4 numa rede cibica simples para os casos
de distribuiges bimodal (a) e gaussiana (b) usando a segunda proposta da energia livre
para varios valores de h. As linhas tracejadas correspondem as solugoes instdveis que sao
eliminadas através da andlise da construcao de Maxwell.
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Figura 3.23: Comportamento da energia interna em funcao da temperatura reduzida
do RFIM ferromagnético obtido via EFT-4 numa rede ciibica simples para o caso de
distribui¢ao bimodal. As linhas tracejadas correspondem as solugoes instéveis, (a) e (b)
representam as transicoes de 2% e 1* ordem respectivamente.
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Figura 3.24: Comportamento do calor especifico ¢, em funcao da temperatura reduzida
do RFIM ferromagnético obtido por EFT-4 numa rede ctibica simples com distribuicao

de campo bimodal, encontrado a partir da derivacdo numeérica da curva u(t) dada na
Fig.(3.23).

139



0,6 1

0,5 1

0,4

0,2 1

0,1 1

0,0

0,4

0,3+

0,2

! [h=155

0,1+

h=1.85

0,0

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Figura 3.25: Comportamento da entropia em funcao da temperatura reduzida do RFIM
ferromagnético obtido via EFT-4 numa rede ciibica simples, com distribuicao bimodal
de campo. As linhas tracejadas correspondem &s solugoes instéveis obtidas através da
segunda proposta da energia livre, onde (a) e (b) representam os comportamentos das
transicoes de 2¢ e 1* ordem, respectivamente.
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Figura 3.26: Comportamento da energia livre em funcao da temperatura reduzida do
RFIM ferromagnético obtido via EFT-4, numa rede cibica simples com distribui¢ao de
campo bimodal, onde foi usado o segundo método da energia livre.
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Figura 3.27: Diagrama de fases no plano ¢t — h do RFIM ferromagnético obtido via
EFT-4 numa rede ciibica simples com distribuicao bimodal e usando a segunda proposta
de energia livre. As linhas tracejada e continua correspondem as transigoes de 1¢ e 2¢
ordem, respectivamente. O PTC é representado pelo ponto em negrito, enquanto os
pontos em cinza sao o pontos que caracterizam as suas respectivas ordens de transicao
acompanhadas do comportamento da energia livre F(m) associadas (figuras inseridas).
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Figura 3.28: Comportamento da energia interna (a) e calor especifico (b) em fungao da
temperatura reduzida do RFIM ferromagnético obtido via EFT-4 através da segunda
proposta de energia livre, numa rede cibica simples com distribuicao gaussiana.
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b)

Figura 3.29: Comportamento da entropia (a) e energia livre (b) em func¢ao da temperatura
reduzida do RFIM ferromagnético obido através da segunda proposta de energia livre via
EFT-4, numa rede cibica simples com distribuicao de campo gaussiana.
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Capitulo 4

Filmes-Finos Magnéticos

4.1 Introducao

O desenvolvimento de novos materiais com caracteristicas especificas para uma
dada aplicagao, requer o conhecimento detalhado das interagoes microscépicas e como elas
sao afetadas por fatores como sua composi¢ao, preparacao e interacao com o meio externo.
Como exemplo temos os metamateriais, cujo controle exato de sua estrutura interna tem
levado ao desenvolvimento do antimagneto[1], projegao de hologramas[2], controle preciso
da luz[3] e mantos de invisibilidade[4]. Para aplicagdes na drea de armazenamento de
dados, temos o desenvolvimento de filmes-finos magnéticos, o que requer a fixacao da
magnetizacao aplicada em sua superficie! e leitura posterior desses dados com alto grau
de precisao, conforme mostra a Fig.(4.1). Variagbes na composi¢ao do filme podem
ser usadas para manipular as propriedades desejadas e sua sensibilidade na presenca de
um campo externo. A habilidade em lidar com esses parametros é fundamental para o
estabelecimento de sua estrutura fisica, fazendo com que sua perfomance seja otimizada

trazendo significativos beneficios tecnolégicos.

IRecentes estudos[6] mostram que o processo de fixagao e leitura magnética pode ser feito através de
pulsos de calor direcionados por um laser, eliminando a necessidade de eletroimas. Isso torna o processo
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Thin Film Inductive Write

MRIGMR
Read Head

Figura 4.1: Na foto & esquerda temos um esquema de gravagao de dados em uma superficie
magnética. A direita, uma foto real mostrando os bits organizados na superficie. (Fonte:
Gurteq)

Um dos grandes avangos na anélise desses sistemas foi a descoberta do efeito magneto-
6ptico de superficie, denominado Efeito Kerr, que através da incidéncia de laser (A =
632nm) em uma determinada dire¢do pode informar o comportamento da magnetizagao
em fungao da temperatura[5]. Além disso, um controle maior da deposigao atdomica feita
camada por camada através de técnicas modernas de alto-vdcuo, como o método da
Epitaxia por Feixe Molecular (MBE)[7] ou por processos de eletrodeposigao(ED)[8], tem
garantido formar novas estruturas de filmes, nas mais diversas orientacoes. Esta técnica
ja é aplicada na preparacao de cabecotes de leitura magnética indutiva devido ao baixo
custo de fabricacao e ao facil monitoramento da composigao das ligas.

Dentre as intimeras configuragoes, materiais magnéticos ultrafinos que apresentam
anisotropia magnética perpendicular (PMA) séo de grande interesse para a armazenagem
de informagoes de alta densidade[9]. Medidas obtidas por meio da rotac¢ao polar Kerr
mostram que, em filmes com magnetizacdo perpendicular?, o sinal é uma ordem de
grandeza superior ao obtido para filmes com magnetizacdo paralela[11]. Tal aumento

melhora a relacdo sinal-ruido e permite a redugao do tamanho fisico dos bits[12], possi-

muito mais rdpido diminuindo o consumo de energia.
2Recentemente, Stiles e Xiao[10] analisaram a estabilidade da componente perpendicular do momento
angular em um ferromagneto através de correntes nao polarizadas.
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bilitando o aumento da densidade de armazenamento de dados[13, 14].

Com o avancgo tecnolégico nos processos de deposicao e andlise do comportamento
magnético preciso em cada camada do filme, muitos fendmenos interessantes tém sido ob-
servados experimentalmente[16]-[17]. Em geral, esses novos comportamentos tém origem
na presenca de uma superficie livre com condi¢oes de contorno diferenciadas do bulk e
a transicdo entre sistemas 2D e 3D através do acréscimo no nimero de camadas (L)
do filme. Esse crossover de dimensionalidade altera drasticamente as propriedades do
sistema como temperatura e expoentes criticos[41, 42].

Allenspach e Bischof[18], usando microscépio eletronico, estudaram a variagao da es-
trutura dos dominios magnéticos em filmes finos de Fe/Cu(001) e observaram que este
sofre forte influéncia da temperatura. Abaixo de uma denominada temperatura car-
acterfstica, os momentos magnéticos formam um simples dominio magnético orientado
perpendicularmente ao longo do eixo cristalogréfico. Com o continuo aumento da tem-
peratura os momentos magnéticos reorientam-se da dire¢ao perpendicular para a direcao
paralela ao plano do filme, fendémeno este conhecido como transicao de reorientagao. Esse
fenomeno também foi estudado por Santamaria[l19] usando simulagdo de Monte Carlo.
Essa mudanca estrutural é verificada com a variagdo na temperatura ou no nimero de
camadas do filme[20, 21]. A importancia da estrutura dos dominios magnéticos na es-
trutura do filme foi bem demonstrada por Speckmann[22] no estudo do crescimento de
filmes em amostras de Co e Au (111).

Do ponto de vista teérico, métodos numeéricos para o calculo de T, para filmes com
algumas camadas de spin foram desenvolvidos, como a expansao em série por extrapo-
lacdo em altas temperaturas (HTSEE)[23], aplicagdo do Grupo de Renormalizagao[24]-
[27], aproximac@o de Ginzburg-Landau[28], teoria geral de escala[29]-[31], aplicagbes em
campo médio[32, 33], Funcao de Green[34] e simulacao de Monte Carlo[35]-[36]. Os resul-
tados encontrados para o comportamento termodindmico e grandezas criticas na regiao
de transicao confirmam os resultados obtidos experimentalmente. Assim, esses sistemas

sao de grande importancia na investigacao de novos fendmenos relacionados a estrutura
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da matéria bem como servem para testar os procedimentos tedricos e computacionais
desenvolvidos na Mecanica Estatitica.

Recentemente, alguns métodos analiticos foram desenvolvidos com base na expansao
do cumulante (VCE) calculando pontos criticos de filmes Ising com precisao arbitréria[37].
Valores de T, foram obtidos até quarta ordem para as redes cibica simples (sc), corpo
centrado (bcc) e em terceira ordem para a cubica de face centrada[38]. Outro técnica
que tem sido exaustivamente utilizada é a teoria de campo efetivo (EFT), empregada
nos mais variados tipos de problemas como percolacao, ordem e desordem em modelos
de spin cldssico e quantico[39] e no comportamento critico da superficie e do bulk[40]-[42]
onde temos a temperatura critica T, encontrada em fungao: do modelo utilizado(Ising,
Heisenberg), do tipo de rede cristalina (sc, fcc,bec), do nimero de camadas (¢) e da
interagao entre a superficie e o bulk (regido central do filme).

A influéncia da dimensionalidade no comportamento dos filmes finos logo tornou-se
motivo principal dos estudos tedricos destes sistemas. Trabalhos pioneiros como os de
Fisher e colaboradores[29, 43] influenciaram fortemente estudos posteriores a respeito
do efeito de variagoes da espessura na magnetizacao de filmes ultra-finos e o comporta-
mento da temperatura critica 7. do sistema. Tendo por base estes trabalhos, Zhang e
Willis[44], utilizando um simples modelo de acoplamento entre spins conseguiram mostrar
uma regido com uma abrupta variagdo da temperatura (crosssover) critica quando rela-
cionada ao nimero de camadas do filme (¢ < 5). Seus resultados foram comparados com
resultados experimentais onde pode-se observar um comportamento qualitativo préximo
do esperado, sendo os valores de T, maiores que os obtidos experimentalmente. Esse fato
ja fora observado antes[38] e sua ocorréncia se dé pois considera-se a energia de troca .J;;
constante ao longo do filme. De fato, o exchange da superficie é muito diferente do interior
do material. Isto é sugerido por Rade[45] e confirmado por Mills e Maraduddin[46].

Os estudos tedricos em filmes finos tém-se limitado na sua grande maioria a sistemas
Ising. Somente recentemente, Neto, de Sousa e Plascak[47] desenvolveram uma teoria de

campo efetivo baseada na técnica do operador diferencial (TOD) de Honmura e Kaneyoshi
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e aplicaram nos filme finos de Heisenberg cldssico e quéantico, no entanto, esta metodologia
tem se mostrado de dificil aplicagao em sistemas com maior nimero de sitios centrais ou
com maior complexidade.

Nosso objetivo neste Capitulo é aplicar a implementagao numérica da TOD, cujo
desenvolvimento foi tratado no Capitulo 2 desta tese, no estudo de filmes-finos com
interacao entre primeiros e segundos vizinhos, modelo J; — J5, para observar a influéncia
de sistemas de baixa dimensionalidade nos diagramas de fases. O parametro que relaciona
a primeira com a segunda interagdo («) é introduzido acarretando o aparecimento de
novos estados de ordenamento no sistema.

Como complementagao ao estudo, aplicamos MFRG (Mean Field Renormalization
Group), para tratar o sistema através de aglomerados finitos com N = 1 e 2 sitios

centrais e obter os expoentes criticos em funcao do nimero de camadas do filme.

4.2 Criticalidade no Modelo J; — .J;

O modelo microscépico de Heisenberg tornou-se um dos mais adequados para descre-
ver sistemas magnéticos isolantes, onde efeitos quanticos podem ser observados. Passados
setenta anos desde sua elaboragao, este modelo tem sido retomado na literatura com
aplicacao de métodos aproximativos em aglomerado finito. Consideramos para nossos

estudos o Hamiltoniano anisotrépico de Heisenberg para spin % descrito por

H=—> Jy[(1—A)(Srsy+8YSY) + 8757 , (4.1)
(4.4)

onde J;; representa a interacao de exchange entre pares de primeiros vizinhos (i, j) (J >
0 e J < 0 corresponde os limites ferro e antiferromagnético, respectivamente), A é o
parametro de anisotropia de troca, e SY a matriz de Pauli (v = x,y, ). Se (i, j) pertence
a superficie J;; = J;, caso contrdrio J;; = J, relacionados através do parametro x = % O

Hamiltoniano dado pela Eq.(4.1) reduz-se a alguns casos particulares importantes: Ising

(A = 1) e Heisenberg isotrépico (A = 0).
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O conceito de frustracdo, introduzido inicialmente por Thoulouse[48], estd associado
ao conflito de ordenamento (competigao) de um dado fon magnético distribuido sobre uma
rede cristalina®. Do ponto de vista tedrico, o fenomeno da frustracio tem atraido consid-
eravel atencao pois leva o sistema a apresentar novos estados de ordenamento magnético,
podendo ser aplicado no estudo da ordem vidro de spin e também supercondutividade.

Basicamente, o modelo com interagoes competitivas .JJ; — .Jo é aqui representado com
a primeira intera¢do podendo ser do tipo F(—) ou AF(+) e a segunda sempre AF(+).
Aumentando o valor do parametro «, os efeitos da segunda interacao comecam a influen-
ciar na orientagao dos spins da rede até que este atinja um valor critico o, relacionado ao
estado fundamental, onde uma nova ordem se apresenta no sistema dependendo da fase
inicial. Como podemos observar na Fig.(4.2), a ordem F transforma-se em SF e a ordem
AF transforma-se em SAF. Para sistemas 3D, a fase SF apresenta o mesmo ordenamento
disposto em planos alternados e por isso é conhecida também como fase planar, enquanto
que a fase SAF apresenta o mesmo ordenamento disposto em linhas alternadas e por isso
também é conhecida como fase colinear.

Rigorosamente falando, no ponto a = a.*, temos uma transicao de fase de primeira
ordem e, portanto, este ponto nao corresponde a um ponto critico. Desta maneira vamos
nos referir a este ponto @ = «,. como sendo apenas um ponto de coexisténcia entre as
fase AF (ou F) e SAF (ou SF), ou ainda como um ponto de transigao.

Para um sistema infinito, tem sido obtido o valor «, = ;—;2 onde z; e z3 denotam respec-
tivamente o nimero de primeiros e segundos vizinhos. Para a rede quadrada, o diagrama
de fases no plano 7' — «a na regidao a < a. = 0.5 (F ou AF) é bem conhecido. A temper-
atura critica t.(«) decresce a medida que o parametro de frustracao cresce, se anulando
em a. = 0.5. Estes resultados, juntamente com a andlise dos expoentes criticos tém sido
analisados por diversos métodos, como, por exemplo, teoria da perturbacao[50], expan-

sao em seérie[51], simulacdo de Monte Carlo[52], método da anomalia coerente (CAM)[53],

3Para uma discussao mais aprofundada de modelos de spins frustrados, consultar a tese de Doutorado
de J. R. Viana[49].
4Regido critica de Lifshitz para J; >0 e Jo < 0.
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(c) (d)

Figura 4.2: Modelo de spins frustrados J; — Jo onde temos os ordenamentos: a) Fer-
romagnético (F), b) Super-Ferromagnético (SF), c¢) Antiferromagnético (AF), d) Super-
Antiferromagnético (SAF).

grupo de renormalizagao[54] e o método do cluster variacional (CVM)[55].

Na Fig.(4.3) apresentamos o diagrama de fases no plano ¢ — « para o modelo de Ising
frustrado numa rede quadrada obtido pelos métodos CVMI55] e Monte Carlo[52]. O
resultado de CVM indica que na regiao 0.5 < o < 1.14 temos uma transi¢ao de primeira
ordem e para « > 1.14 uma transicao de segunda ordem, onde a conexao entre estas
duas linhas de transigao de fase é denominado de ponto tricritico (o = 1.14). Simulacao
de Monte de Carlo de alta precisao[56] tem previsto um ponto tricritico no diagrama de
fase com valor «; inferior ao obtido por CVM.

Recentes simulagoes de MC[57] tém mostrado uma transigao de segunda ordem para
a. = 1.0, diferente do que foi obtido com CVM que prevé uma transicao de primeira
ordem. Usando o método da anomalia coerente (CAM), que é muito eficiente na deter-
minagao de expoentes criticos[58], ¢ obtida uma transi¢do de fase entre as fases SAF e
P de segunda ordem para todo valor de o > 1/2. Apesar de conhecermos razoavelmente
as propriedades criticas do modelo de Ising frustrado (ou modelo de Ising J; — J;) numa

rede quadrada, alguns trabalhos recentes tem dado inicio a essa investigacao para o caso
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Figura 4.3: Comportamento da temperatura critica em funcao do parametro de frus-
tragao Jo/.J; para o modelo de Ising com intera ¢oes entre primeiros (.J;) e segundos (.J2)
vizinhos numa rede quadrada. A linha continua é obtida pelo método CVM][55], pontos

triangulares pelo método de Monte Carlo[52] e os pontos circulares pela expansao em
série[51].

de redes tridimensionais[49)].

Usando o método variacional em aglomerado finito Pelizzola[59], com a inclusdo de
uma interacao de quatro spins (J3), o diagrama de fase no plano ¢ — « foi obtido para a
rede cibica simples. No caso J3 = 0, que corresponde ao modelo de Ising J; — J5 3D, foi
observado que para o < a, = 0.25 a transigao entre as fases F(ou AF) e P é de segunda
ordem e para o > «, temos uma transicao de primeira ordem entre as fases laminar
(spins ordenados em planos alternados) e paramagnética. Foi mostrado, também, que
entre as fases F (ou AF) e laminar a transigao de fase é de primeira ordem. Para J; # 0,
temos uma transigdo mista de primeira e segunda ordem entre as fases F (ou AF) e P,
com a presenca de um ponto tricritico no diagrama de fases.

A aproximacao de campo médio nao é adequada para o tratamento dos diagramas de
fases de modelos frustrados, haja visto que esta aproximacao desconfigura a dimensao da

rede no tratamento do modelo. Portanto, um método para tratar o modelo J; — J; deve
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levar em consideracao na sua metodologia a dimensao topoldgica da rede. Numa primeira
abordagem, estaremos apenas interessados nos aspectos qualitativos dos diagramas de
fases, com isto, usaremos a técnica do operador diferencial (TOD) desenvolvida por
Honmura e Kaneyoshi, e que serd aprimorada nesta tese para aglomerados finitos. Esta
técnica, aliada com algum desacoplamento nas fungoes de correlagoes, tem se mostrada
util para vdrios outros sistemas, sendo um formalismo bastante eficiente nas anédlises
qualitativas dos diagramas de fases e propriedades termodinamicas.

Apés a descoberta dos novos compostos supercondutores de altas temperaturas for-
mados por planos de CuO,, por Bednorz e Muller[60], tem sido estimulante estudar, do
ponto de vista tedrico, as propriedades termodindmicas e a criticalidade do modelo de
Heisenberg quéntico de spin 1/2 em baixa dimensionalidade[61]. Segundo o teorema de
Mermin e Wagner[62], este modelo nao apresenta ordem de longo-alcance em ¢ > 0 para
redes bidimensionais, o que significa uma temperatura critica nula (t. = 0)°. A presenca
da anisotropia induz uma ordem magnética no modelo, apresentando assim uma transicao
de fase em t. # 0. Por exemplo, seja A o pardmetro de anisotropia na interagao de troca,
de tal forma que A = 0 e 1, correspondem os limites dos casos Heisenberg isotrépico e
Ising 2D, respectivamente. No limite A — 0, a temperatura critica t. apresenta um
comportamento assintético do tipo t. &~ A/log(1/A) (onde A é uma constante depen-
dente da aproximagao usada no tratamento do modelo). No caso antiferromagnético, a
temperatura de Néel ¢y é menor que t., onde tem sido observado um comportamento
reentrante ao redor de A = A, com ty =~ B/log(1/(Ac — A)), quando A — A..

Estes resultados para t. e ty foram previstos recentemente usando diversas métodos
de grupo de renormalizacao[63]. A presenga da ordem antiferromagnética no composto
isolante LasCuQ,4 é atribuida a pequena interacao entre os planos de C'uQO,, onde cada
fon de cobre Cu*? tem um spin 1/2, e pode ser descrito teoricamente através do modelo

de Heisenberg quase-2D. Virias propriedades termodindmicas do composto LasCuOy

"Em temperatura nula (¢t = 0), o modelo de Heisenberg 2D apresenta ordem de longo alcance, onde
para o caso ferromagnético temos que m(T = 0) = S (spin), e devido as flutuagoes quéanticas o caso
antiferromagnético apresenta o parametro de ordem m(7T = 0) < S.
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foram descritas através deste modelo quase-2D[64].

O estudo de filmes-finos magnéticos através de métodos numéricos eficientes para a
andlise de seu comportamento termodinamico[40, 42] motivou-nos a aplicar a implemen-
tacao numérica da TOD na forma exponencial no estudo de filmes-finos no modelo J; — J5
para a andlise de sistemas de baixa dimensionalidade. O estudo do modelo J; — J5 tem
sido tratado recentemente usando teoria de campo efetivo[65], onde excelentes resultados
foram encontrados na descricao do diagrama de fases t — «. Este estudo tem sido feito
com base na introducdo de um funcional para a energia livre® do sistema, obtida pelo
processo de minimizacao de Landau para uma melhor caracterizagao do tipo de transicao
de fase e que aqui serd também empregada.

Modelamos numericamente a estrutura de um filme-fino com L = ¢ camadas aplicando
a TOD em uma estrutura tridimensional de uma rede de spins, fazendo com que a mag-
netizagao de cada camada seja considerada separadamente, conforme mostra a Fig.(4.4) ,
onde denominamos de a a camada central, que contém os spins do aglomerado, b e ¢ para
as camadas adjacentes.

A equacao de estado obtida para esta estrutura, terd a forma de uma expansao em

série de poténcias em termos da magnetizacao da camada central m, na forma

me =Y _ Am, (4.2)

onde os coeficientes A; contém todas as informacoes do sistema com relagao aos parame-
tros de variagao do modelo e as magnetizacoes das camadas adjacentes, ou seja, A; =

Ai(mp, me, a, z, t). Associada a Eq.(4.2), temos a equagao para a energia livre dada por

1 (A .
O (1, My, Me, T, 0, 1) = M@, t) + g, t) [§m3 - ( ) mé@“’] L (43

P t+1

6Correspondendo & primeira proposta de energia livre, tratada nesta Tese no Capitulo 3, dedicado
ao estudo do modelo de Ising com campo aleatério.
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Figura 4.4: Esquema de uma estrutura tridimensional representando uma rede de spins
onde, para realizar a constru¢ao de um sistema de camadas (filme-fino), diferenciamos a
magnetizagao em cada camada.

cuja dependéncia com o tipo de ordenamento esta contido inteiramente na estrutura dos
coeficientes A;.

Para descrever as linhas de transicao que separam as fases presentes no diagrama
t — «a, fazemos uso do método da construcao de Maxwell da igualdade da energia livre

dada pela Eq.(4.3), ou seja:

@r/ar = Psr/sar- (4.4)

As equagoes de estado, Eq.(4.2), e energia livre, Eq.(4.4), para cada camada do filme,
serao construidas a partir da aplicacao de condigoes de contorno adequadas a cada uma
delas para a montagem do sistema de equacoes a ser resolvido. Em geral, temos para o
interior do filme a igualdade nas interacoes, ou seja, J, = J, = J. = J. No entanto, ao
aplicarmos essa estrutura na superficie, algumas modificacoes sao necessdrias tais como:
camada b (ou ¢) torna-se inexistente, J, = J; (Ji5 e Jos) para podermos avaliar o efeito

da superficie nas propriedades criticas do sistema sendo que Ji, = zJ; e Jo, = xJ5 onde o
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parametro x estabelece a relagao da superficie com o bulk (restringiremos ao caso x = 1.0
nesta tese). Assim, faremos aqui J, = J; para as interagoes contidas na camada a.
Comparando a energia interna do estado fundamental AF (ou F) com a energia da
fase SAF (ou SF),Up/ar = Usp/sar, para o modelo de Ising, mostramos que existe um
valor critico a. que varia com o nimero L de camadas do filme dado por:
20+ L —2

=L =6 (45)

A analise da criticalidade do sistema sera feita aplicando a aproximagao de aglomera-
dos finitos em campo efetivo (EFT-N). Para o Hamiltoniano de Heisenberg isotrépico,
A = 0na Eq.(4.1), tratamos a rede cristalina através de um aglomerado com N = 2 spins
(EFT-2). J4 no modelo de Ising, crescemos o aglomerado até N = 4, com o objetivo de
melhorar os resultados encontrados no caso bidimensional (filme com L = 1 camada).
Devido a simetria existente no Hamiltoniano de Ising entre as fases F/SF e AF/SAF,

faremos o desenvolvimento das equacoes para N = 4 somente nos casos F e SF.

4.2.1 Estado Ferromagnético

Faremos a demonstracao do cédlculo para a determinacao da equacao de estado para
o caso F, cujo procedimento servird de base para os outros estados, onde apresentaremos
somente o resultado final para a equagao de estado. Isto se faz necessario dado o tamanho
excessivamente longo de cada procedimento que, por ser repetitivo, torna-se desnecesséario

sua exposicao.

Caso N =2

O Hamiltoniano de Heisenberg para N = 2 ferromagnético, mostrado na Fig.(4.5), na

aproximacao axial, é dado por:
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Figura 4.5: Estado de ordenamento Ferromagnético considerando interagoes de primeiros
e segundos vizinhos.

MY = —J[(1— A)(STS5 + SYSY) + 57835 +J > 0iSi + 7Y 0753, (4.6)
i J

Para fins de simplificacao na notacao matemética, utilizaremos o Hamiltoniano re-

duzido HY = —HYE, ficando
HE = K[(1— A) (S7S8 + SVSY) + §755] + C157 + C»S5. (4.7)

O termo (), contém todas as interagdes entre primeiros e segundos vizinhos dos sitios

do aglomerado que, para o caso F, é dado por

C,=C, —C, (4.8)

onde n = 1,2 e as interagoes entre primeiros e segundos vizinhos sendo representadas

pelos indices z e y respectivamente.
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Simulamos numericamente a estrutura de um filme-fino magnético, distinguindo a
magnetizagao de cada camada. Isso é feito inicialmente tratando os operadores de spins
com os indices que os identificam em cada camada na definigao de C,,, dada pela Eq.(4.8).

De acordo com a Fig.(4.5), obtemos as seguintes relagoes

3
Cxl - Ks E Oia + KUSb + KU4C7
=1
Cy1 = OLKS E O'ia—FOéK E O'Z'b—l-OéK E Oic,
1=10,11,16,17 i=13,14,19,22 1=12,15,20,21
18

Coy, = Kszgia‘l'KUlllb‘l'KUlSca

=16
Cy, = aKk; g Oia + K E op+ ak E Cic.
i=2,3.8,9 i=5,6,25,26 i=4,7,23,24

O operador de spin de cada camada estd representado através dos indices: a, com
operador o,, para a camada central, onde estd localizado o aglomerado e b e ¢, com
operadores g}, € 0., para as duas camadas adjacentes.

A funcao de particao ZI" é definida pela equagao

Z¥ = Trexp(HY), (4.9)

fundamental para o estudo do comportamento termodindmico do sistema, é obtida ao

aplicarmos o Hamiltoniano reduzido, dado pela Eq.(4.7) na base ortogonal

A=+, [+=) =), =)}

Através desse procedimento, obtemos para a fungao de particao a expressao simplifi-

cada:

Z3 =2[exp (K)cosh (C; + Cy) + exp (—K) cosh (T')] (4.10)
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onde

D= (€1 — G +4K2 (1 — A

A magnetizacao do sistema ferromagnético para N = 2 spins, mi?, ¢ dada por

1
mi? = 2 {87+ 55). (4.11)

o que, em funcao da magnetizacao de apenas um sitio, e trabalhando diretamente com a

funcao de particao fica:
0
m52 = <a—CYI In (ZQF)> . (412)

Aplicando a expressao dada pela Eq.(4.10) na Eq.(4.12), obtemos:

(4.13)

po [/ sinh(C) + Cy) + exp(—2K) sinh (') {4-2)
Mo = cosh (C] 4+ Cs) + exp(—2K) cosh (T')

Para aplicarmos a TOD, utilizamos sua forma generalizada para o caso de quatro

tipos de interagoes, dada por

exp(@.D)F(F) = F(F + @), (4.14)
onde 7= (z1,y1,%2,Y2), @ = (a1, as,as, ay) € D= (Days Dy, Dy, Dy, ), com D, = 3%1-'

Em termos dessa notagao, reescrevemos a Eq.(4.13) como:

2
mf? = <eXp [z Cy, Dy, +C, D,

n=1

> F(7) |rg » (4.15)

onde
sinh (r; 4+ r3) 4+ exp(—2K) sinh (T") —(“;”)

cosh (11 4+ r9) + exp(—2K) cosh (I') ~

F(7) =

Tm=T1—U € To = To — Yo.
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Transformando a Eq.(4.15) em um produto de exponenciais fica:

m52:<

HGXP(KSUMDM )] [ H exp (aKSUiaDyl )]

i=1 i=10,11,16,17

H €xp (aKUibDyl)] [ H exp (OéKUich)]

|i=13,14,19,22 i=12,15,20,21

Hexp (KSUmDm)] [ H exp (aKsUiaDyz)]

li=16 i=2,3,8,9

H exp(aKaibDyz)][ H eXp(OéKUz‘chz)]

[i=5,6,25,26 i=4,7,23,24
exp (KosyD,,) exp (Koy.D,,)

exp(Ko14pDy,) exp(Ko15.Dy,)) FI(7) g - (4.16)

Como feito anteriormente para o caso do campo aleatério, aplicamos na Eq.(4.16) a

identidade de van der Waerden para spin % dada por:
exp(acy) = cosh(a) + o7 sinh(a), (4.17)

onde o7 é a componente z do operador de spin para o sitio 7, que pode assumir os valores

+1, e as relacoes trigonométricas

cosh(a) = % e  sinh(a) = %,

para obtermos a TOD na forma exponencial. Feito isso, encontramos

164



3
Mgt = <H (aia xp(KDay) + big xp(= KDy )

i=1

—

(ajq exp(aKsDy, ) + bigexp(—aKD,,))

i=10,11,16,17

(apexp(aK D,y,) + by exp(—aK D, ))

—

i=13,14,19,22

—

(a;cexp(aK Dy,) + bicexp(—aK D,,))
i=12,15,20,21
18

H (aia eXp(KsDzz) + bia eXp(_KsDzz))

1=16

H (aiq exp(aKsDy,) + bigexp(—aKD,,))

i=2,3,8,9

H (ap exp(aK Dy,) + by exp(—aK Dy, ))

1=5,6,25,26

H (a;c exp(aK Dy,) + bic exp(—aK D,,)) [asy exp(K Dy, ) + bsp exp(— K Dy, )]
i=4,7,23,24

[a4c exp<KDz1) + bye eXp(_KDzl )] [a14b exp<KDE2) + b1y exp<_KDE2)]

@150 €xp(K Dy,) + bisc exp(—K Dy,)]) F(7) |F=6 (4.18)

sendo a;, = 1+—2°”” e b= 1_—2‘””, onde o;, indica o i-ésimo operador de spin localizado nas
camadas v = a, b ou c.

Ao desenvolver os produtérios na expressao dada pela Eq.(4.18) e aplicar a média
térmica, surgem termos da forma (o;0;), (0,0;0k) , ..., onde os spins 0., estao acoplados.

Adotamos aqui o mesmo processo de desacoplamento tipo RPA, jé tratado anteriormente:
(giojor) =~ (o) (o) (o) - (4.19)

Tomando a condi¢ao de contorno (o;,) = m,, V¥ i, o resultado serd uma expressao do

tipo m2F = f(mg, my, me, T, , t).

2F

Aqui devemos tomar cuidado ao desacoplar a expressao para m;  na aplicacao da
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média térmica pois, ao considerarmos interagoes entre primeiros e segundos vizinhos,
temos alguns sftios que sao simultaneamente primeiros vizinhos ao sitio central S; e
segundos vizinhos ao sitio Sy (e vice-versa). Desta maneira, no desenvolvimento dos

dutori t do ti 2 d iedades d
produtérios, aparecem termos do tipo o; o que, em acordo com as propriedades da
matriz de Pauli para spin % corresponde & matriz identidade, o = 1. Matematicamente,

obtemos a seguinte relacao para este caso:

7

(ae”™ + be ) H (ae? + bie %2) = H [a;e(@1192) 4 pe=(@r1e2)] (4.20)
=k =k =k

K3 (3

A aplicacao da média nos leva as seguintes relacoes para os operadores de spin:

<a‘> — 4 = 140, _1+mu
w) — Ay = 9 = 9 )

l1—0 1-m
biu = bu: =) = -,
(b (5=)-5
F2

Fazendo todas essas consideracoes, obtemos a expressao para a magnetizacao m,,

com os termos agrupados por camadas:
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) ( (n1=p1) bt exp [(KsDyy + aKsDy,) (ng — 2p1)])

5

I »
/\
= 3

ot
-
/_\/_\/—\/—\Q/—\/—\/—\o
(SN

3
)

(al"27P2)bP2 exp (K D,y + aK Dy, ) (12 — 2p2)])

e
V]
=}
]
v

3
&

(6P exp 16Dy (s 205)

3
w
=}
3
o

S
'y

(agnz;*m)bgﬁl exp [aKsDyl (714 - 2p4)])

s
'
o
S
'y

(agnsfm)b? exp [KSD;EQ <n5 - 2]75)])

3

(agnafpﬁ)bgﬁ exp [aKsDy2 (ne — 2]76)])

Mm
]
=

=
S
I
o
3
3

3
N—— N \-m/ N—— N N~

-
P P /

al(jmfp?)b? exp (KD, +aKD,,) (n; — 2177)])

=
3
I
o
3
J

3
®

MH

al()nsfps)bgs exp (K Dy, + aKD,,) (ng — 2]78)])

3
o0
I
<)
s}
&3

3
S

Moo

al()ngfpg)b‘gg exp [O{KDyl (ng — 2])9)])

]
©
I
<)
=
S

Nio

3

SMw

o
/\
3

[y

(n10 p10) bPIO exp [aKDy2 (n10 - 2]710)])
0

)
ii)
)
()

(n11 p11) b2 exp [(KDxl + aKDy2) (nll - 2]711)])

VRS
= 3

e

=

=
I
<)

12 (n12 p12) b2 exp [(K Dy, + aK Dy, ) (n12 — 22712)])

(-
N\
S S

12

o]

=

N
I
o

nis (n13 P13) bp13 exp [QKD (7113 — 2]713)])

N
3

13

Il M“ [ Mw

T
3

=

>

n —
14) (n14 p14 bp14 eXp [OLKD (n14 — 2p14)]) F(T) |—>:6 . (4-21)
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Obtemos uma expressao mais pratica para implementacao numérica, a partir do pro-
cedimento de agrupamento de cada um dos somatérios presentes na Eq.(4.21), resultando

em

9351
I

M-
M-
M-
M-
M-
M
M-
M-
M-

>y vy ()

0 p4=0 p5=0 ps=0 p7=0 pg=0 p9=0 p10=0 p11=0 p12=0 p13=0 p14=0 [i=1
6 10

)
S () (2 (3] (33 2

=7 =11 =11

exp [(KsDy, + aKDy,) (n1 — 2p1) + (KsDyy + 0K Dy, ) (ng — 2ps) +
KD, (n3 —2p3) + aK Dy, (ng — 2ps) + KsDyo (ns — 2ps) + oKDy,

(ng — 2ps) + (K Dy, +aKD,y,) (n7 —2p7) + (KD,, + oKD, ) (ng — 2ps) +
aK Dy (ng — 2pg) + aK Dy, (n1g — 2p10) + (K Dy, + oK Dy,) (n11 — 2p11) +
(KD,, +aKDy,) (ni2 — 2p12) + K D,, (n13 — 2p13) +

aK Dy, (n1s — 2p1a)] F(7) [ - (4.22)

O desenvolvimento da Eq.(4.22) leva a uma expansao na forma de uma série de

poténcias dada por:

=" Ami, (4.23)

sendo que, na implementacao numérica, devemos levar em conta que o processo de co-
leta de coeficientes ocorre normalmente para a magnetizacao m, enquanto que para as
magnetizagoes my € m,., devemos introduzir no processo de construgao, os termos associ-
ados ao produto a/'b!.agbl .albl, com os valores adequados para cada grupo de expoentes

m,n,o,p,q er.
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Caso N =4

Analisamos agora o caso de um aglomerado com N = 4 spins (EFT-4), mostrado na

Fig.(4.6). O Hamiltoniano reduzido H" = —fHI que descreve este modelo é dado por:

Figura 4.6: Arranjo Ferromagnético para um aglomerado com N = 4 spins, com intera-
¢oes de primeiros e segundos vizinhos.

HE = K (S2Si+ SiS:+ SiSi+ SiS7)— Ka(SiS:i+SiSH)+  (4.24)
C1S7 + CoS; + C35% + C4S5,

Seguindo a notacao apresentada para o caso N = 2, temos o coeficiente C,, dado por

C,=0C,, —Cy,,

onde agora

169



2
Cxl - Ks Zgia + K06b + Kgllca
i=1

5 10 15
Cy1 = OLKS E O'ia—FOéK E O'Z'b—l-OéK E Oic,
=3 =7 12

Co, = K, Z Oia + Koo + K015,

1=5,16
Cy2 = CMKS E am—i—aK E aib—i—aK E Tic,
1=1,17,18 1=6,21,19,20 11,23,24,25
Cry = K g Oia + Koaop + Ko,
1=18,22
Cy3 = CMKS E O'ia—FOéK E O'ib—FOéK E Oic,
1=16,25,26 1=9,10,27,28 14,15,29,30
Cx4 = Ks E g + KO'gb + K014cv
1=4,25
Cy4 = CMKS E am—i—aK E aib—i—aK E Tic,
1=2,22,31 1=6,20,32,33 11,24,34,35

Obtemos uma matriz ja diagonalizada para este Hamiltoniano quando aplicamos na

base

A={l++4++), +++=), oty |-——4+), |-——)}

Aplicando a defini¢do de média estatistica para a magnetizagao no caso EFT-4, mf™

obtemos
m54 = <F (Ch 027 037 C4)> ) (425)
onde
Fy
F (Ola C2a C3> 04) - F_,
D
e
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Fy = exp(dK — 2aK)sinh(C; + Cy + Cs + Cy) +
exp(2aK) [sinh(Cy + Cy — C3 — Cy) +sinh(Cy — Cy — C5 4+ Cy)| +
sinh(Cy + Cy + C5 — Cy) +sinh(Cy + Cy — C3 + Cy) +
sinh(Cy — Cy 4 C3 + Cy) — sinh(—Cy + Co + C3 + Cy) +
exp(—4K — 2aK)sinh(C) — Cy + Cy — Cy).

Fp = exp(4K — 2aK)cosh(Cy + Cy + C3 4+ Cy) +
exp(2aK) [cosh(Cy 4+ Cy — C5 — Cy) 4 cosh(Cy — Cy — C5 + Cy)| +
cosh(Cy + Cy 4+ C5 — Cy) + cosh(Cy + Cy — C5 + Cy) +
cosh(Cy — Cy + C3 4 C4) + cosh(—Cy + Cy + C5 + Cy) +
exp(—4K — 2aK) cosh(Cy — Cy + C3 — Cy).

Aplicando a notagao da TOD para a Eq.(4.25) , e juntamente com as relagoes de van
der Waerden e cinemdtica de spin, observando a presenca de operadores de spin sendo

comuns para até 3 sitios centrais, obtemos a expressao final para a magnetizagao
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SIS Iy ()] 2 [2)

i=1 p;=0 =17 p;=0 k=21 p,=0[=25 p25=0 [i=1

[£5) ) -5 )

=13 =13 =13 =21 =21 =21

exp [(KsDy, + aK Dy, ) (ny — 2p1) + (KsDyy + oKDy, ) (ng — 2ps) +
(KsDy, + aK Dy, ) (ng — 2ps) + (K Dy, + oDy, ) (ng — 2py) +
(KsDyy + aKD,,) (ns — 2ps) + (KsDy, + oKDy, ) (ng — 2ps) +
(KsDys + aKDy,) (ny — 2p7) + (KsDy, + oKDy, ) (ng — 2ps) +
aK,D,, (ng — 2pg) + aKsD,, (nio — 2p10) + aKDy, (n11 — 2p11) +
aKDy, (ni12 — 2p12) + (K Dy, + oKD, + aKD,,) (ni13 — 2p13) +
(KD,, + aKD,, +aKD,,) (ni4 — 2p14) + (KD,, + aKD,, + a«KD,,)
(n15 — 2p15) + (K Dy, + oKDy, + aKD,,) (nig — 2p1s) + KDy, (17 —
2p17) + oK Dy, (n1g — 2p1s) + K Dy, (n1g — 2p19) + @K Dy, (ngg —
2ps) + (KD,, + aKD,, + aKD,,) (no1 — 2pa1) + (K Dy, + oKD, +
aK Dy,) (nog — 2px) + (KDyy + KDy, + aKD,,) (na3 — 2pa3) +
(KDy, + aKDy, + oKD, ) (nog — 2pas) + K Dy, (ngs — 2pes) +

aK Dy, (nas — 2pas) + aK Dy, (nar — 2par) +

aK Dy, (neg — 2pas)] FI(7) |7_g - (4.26)

4.2.2 Estado Superferromagnético

O estado superferromagnético - SF, é originado a partir do estado F, pois é a con-
figuracao mais estdvel (menor energia) a partir de certos valores do pardmetro «, como

poderemos observar nos diagramas de fases. Temos agora a presenca de subredes na
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estrutura, aqui denominadas A (para spin 1) e B (para spin |) o que aumenta ainda

mais a complexidade da equacao de estado devido a diferenciagao dos termos.

Caso N =2

O Hamiltoniano que descreve este estado é dado pela Eq.(4.7) para o estado F mu-
dando apenas a orientacao dos spins na rede para a construgao da fase planar, conforme

mostrado na Fig.(4.7).

Figura 4.7: Arranjo de spins na fase planar, que caracteriza o arranjo SF. Aqui conside-
ramos N = 2 sitios centrais.

A presenca de sub-redes A e B, faz com que tenhamos algumas modificacoes na

estrutura dos coeficientes C,,. Assim, de acordo com a Fig.(4.7) temos:
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3
B A A A
Coy = Ksop, + K E Oiq + Kog, + Koy,
i=2
B B A B A
Cy,, = ak; g O, + K E op+ak E o+ aK g o, +ak E Tis
i=10,11,16,17 i=13,14 i=19,22 i=12,15 i=20,21
17
_ A B B B
Coy = Ksoig,+ K E 0iq T Koy, + Koy,
i=16

Cy, = aK; Z aﬁb—l—aKZaf},—iraK Z ag—l—aKZaﬁjLaK Z ol

i=2,3,8,9 i=5,6 i=25,26 i=4,7 i=23,24

Para o cdlculo da média, a presenca de subredes na estrutura influenciard da seguinte

forma:

() = aV:<1+20—,,>:1+2m,,’
o) = b= (52) -5
(aB) = by:<1_2“”>=1_2m”,
08) = a=(5%) =

Seguindo o mesmo procedimento feito para o caso F, chegamos a equagao da magne-

tizagao para este caso:
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2

o i;ﬁz >3 3] ZZZ[( >]

1 2
p1=0 i=3 p;=0 j=T7 p;=0 p11=0 p12=0 k=13 pr=0 p17=0 p15=0
6 5 5 5 6

BV SIS b o)
ip=2 ip=2 ;=1 1 1 ip=2

aa P P (3 ba D
E n;— E pit+ E pz) ( E T — E pit+ E Di
ip=8 ip=8 By= ip=8

ap
E n;— E pit E Di E ng— E pﬁ- E pi
ip=14 ip=14 ip=14

exp [(KsDy, + aKsDy,) (n1 —2p1) + (KsDyy, + KDy, ) (na — 2ps) +
(KsDq, + aKDy,) (n3 — 2p3) + (K Dy, + aK Dy, ) (g — 2ps) + (K Doy +
aKD,,) (ns —2ps) + (KsDy, + aKDy,) (ng — 2pg) + (Ks Dy, + aKDy,)
(n7 — 2p7) + (KsDyy + oKDy, ) (ng — 2ps) + oKDy, (ng — 2pg) + oKDy,
(n10 — 2p10) + K Dy, (n11 — 2pn) + oKDy, (n1g — 2p12) + (K Dy, +
aKD,, +aKD,,) (nis —2pi3) + (KD,, + aKD,, + aKD,,) (ni4 — 2p14) +
(KD,, + aKDy, + aKD,,) (ni5 — 2p15) + (KD,, + KD, + «KD,,)

(n16 — 2p16) + K Dy, (n17 — 2p17) + aK Dy, (n1g — 2p1s)] FI(7) g - (4.27)

onde ¢, indica que estamos utilizando apenas valores pares no intervalo do somatério e

1; valores fmpares.

Caso N =4

O arranjo para EFT-4 para a fase SF, é mostrado na Fig(4.8) onde podemos observar
a disposicao das sub-redes alternadas em planos (fase planar). O Hamiltoniano que
descreve este estado é também dado pela Eq.(4.7) pois esta fase tem sua origem na fase

F.

Em acordo com a notagao apresentada para o caso N = 2, temos
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Figura 4.8: Arranjo de spins na fase planar, que caracteriza o arranjo SF. Aqui conside-
ramos N = 4 sitios centrais.

onde:
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Coy = Kyop,+ Koop, + Kaéb + Koy,

5
Cy, = aKSZaﬁjLozKZaﬁ—iraKZaﬁ—l—aKZaﬁ—l—aKZai,
=3

i=7,9 i=8,10 12,14 13,15
_ A B A A
Coy = K016, + K05, + Koy, + Ko,
_ B A B B A
Cy, = aK; E 0., +akK E oy, + all E o+ aK E 0.+ ak E Tios
i=1,17,18 i=6,21 i=19,20 23,24 11,25

_ A B B B
Crs = K09, + K015, + Koy, + Koy,

Cyy = aK; Z ol +aK Z af},%—aKZag%—aKZach%—aKZaﬁ,

i=16,25,26 i=10,27 9,28 14,30 15,29
_ A B B B
Coy = K095, + K04y + Kog, + Koy,

Cy, = ak; Z ag+aKZa£+ozK Z aiBb+ozKZaf:+aKZaé,

i=2,22,31 i=6,33 i=20,32 34,24 11,35

Com base nos procedimentos anteriores, obtemos a magnetizacao para o caso SF com

N = 4.
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SF4

S 33 (S S
Hzln()]( )( > o)

=1 p;=0 Li=1

(zm > ondon) (zm Sm3)

ip=14 ip=14 ip=14

(zm zmzpz) (zm zmzp)

ip=26 ip=26 ip=26

exp [Ks Dy, (nh — 2p1) + KDy, (n2 — 2p2) + (KD, + aKDy,)

(n3 — 2p3) + (KsDyy, + KDy, ) (ng — 2ps) + oKDy, (ns — 2ps) +
aKD,, (ng — 2ps) + (K Dy, + aKDy,)(n7 — 2p7) + (KD,, + «KD,,)
(ng — 2ps) + K Dy (ng — 2pg) + aK Dy, (n1o — 2p10) + K Dy,

(n11 — 2p11)aK Dy, (n1g — 2p1a) + (K Dy, + oKDy, ) (n13 — 2p13) +
(KD,, + aKDy,) (n1a — 2p14) + aK Dy, (n15 — 2p15) + oK Dy, (n16 —
2p16 + @K Dy, ) (n17 — 2p17) + K Dy, (nig — 2p1g) + K Dy, (n1g —
2p19 + aK D,y,) (n20 — 2pan) + K Dy, (121 — 2pa1) + oK Dy, (n2g —
2p92) + @K Dy, (ngg — 2pes) + aK Dy, (nog — 2p2s) + (KD, + KD,
+aK Dy,) (ngs — 2pas) + (K Dy + oK D,y, + aKD,y,) (nes — 2pag) +
(KD,, + aKDy, + aKD,,) (nar — 2pa7) + (K Dy, + « KDy, + «KD,,)
(nas — 2pag) + K Dy, (nog — 2pag) + ol Dy, (n3g — 2pso) + aK Dy,
(ng1 — 2ps1) + aK Dy, (n3e — 2p32) + oK Dy, (ng3 — 2ps3) + oK D,,

(7134 — 2]?34) —+ OéKDy4 (n35 — 2]?35) -+ CYI(Dy4 (7136 — 2])36)] F(’T_") ‘an . (428)
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4.2.3 Estado Antiferromagnético

O Hamiltoniano para N = 2 sitios centrais para a fase AF, mostrado na Fig.(4.9), na

aproximacao axial, ¢ dado por:

Hy" = J[(1— D) (S{S5 + SYSY) + S85] + Ty JoiSi+7 ) 055, (429)
i J

que é essencialmente o modelo F fazendo a substituicao K — —K nas interacoes de

primeiros vizinhos.

Figura 4.9: Arranjo de spins na fase AF mostrando a estrutura de sub-redes. Aqui
consideramos N = 2 sitios centrais.

Para fins de simplificacao da notacao matemdtica, utilizaremos o Hamiltoniano re-
duzido H3'" = —pBHL dado por

Hy'F = —K[(1— A)(S7S5 + SYSY) + SiS5] + C1.Sf + CaS3, (4.30)

onde o termo C,, contém todas as interagoes entre primeiros e segundos vizinhos dos sitios

do aglomerado que para o caso AF é dado por:
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Cn - _Cz - Cyna

n

onde n = 1,2 indica o sitio central.

De acordo com a Fig.(4.9) , obtemos as seguintes relagoes:

3
Cy, = KSZU£+KJ§)+K0£3,

=1

Cy, = aK; Z ot +aK Z o+ ak Z o

i=10,11,16,17 i=13,14,19,22 i=12,15,20,21

18
CE2 = K, Z O-;?I + K0-1144b + K0-114507

=16
_ B B B
Cy, = aK; E o0+ aK E oy +ak E Oin
i=2,3,8,9 i=5,6,25,26 i=4,7,23,24

A fungao de Particao Z3" associada ao Hamiltoniano reduzido, dado pela Eq.(4.30),

quando aplicado na base ortonormal prépria, ¢ dada por:

75 = 2[exp (—K) cosh (Cy + Cy) + exp (K ) cosh (I')]

onde

D= \/(C1 - o) +4K2(1 - A

Seguindo os mesmos procedimentos tedricos demonstrados para o caso F, obtemos a

magnetizagao do sistema:

(4.31)

apa [ sinh (C1 + ) + exp(2K) sinh (T') (Cl—;@)
@ cosh (C + Cy) + exp(2K) cosh (T")

A aplicacao da TOD na forma exponencial resulta em:
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p1=0 p2=0 p3=0 p4=0 p5=0 pe=0 p7=0 ps=0 p9g=0 p10=0 p11=0 p12=0 p13=0 p14=0 Li=1 pi
5 5 6 6 5
E g — E pit Pi ( E T — E pit+ E pz)

o =1 =1 ip=2 b ip=2 ip=2 ij=1

S Y

1=7,9 1=7,9 1=8,10

ZnﬁZme Do D wr ) m
i=11,13 i=11,13 i=12,14 i=12,14 i=12,14 i=11,13
Qe be

S
\_/
"m

3

S

M

S

N——

exp [(KsD,, + aKDy,) (n1 — 2p1) + (KsDy, + aK Dy, ) (ne — 2ps) +
KD,, (ng — 2p3) + KDy, (ng — 2p4) + oKDy, (n5 — 2ps) + oK D,,

(n — 2pg) + (K Dy, + aKD,,) (ny —2p;) + (KD, + aKD,,)

(ng — 2ps) + K Dy, (ng — 2pg) + aK D,, (n19 — 2p10) + (KD, + aKD,,)
(n11 — 2p11) + (K Dy, + aKD,y,) (n12 — 2p12) + aK Dy, (n13 — 2p13) +

aK Dy, (n1a — 2p1a)] F(7) | - (4.32)

4.2.4 Estado Superantiferromagnético

Partindo do estado AF e variando o parametro «, chegamos a uma nova ordem de-
nominada superantiferromagnética - SAF, cujo arranjo estd mostrado na Fig.(4.10). A
alternancia da orientacao dos spins agora é dada em linhas, por isso essa fase em 3D
também é conhecida como colinear.

O Hamiltoniano para este estado é o mesmo do caso AF, dado pela Eq.(4.29). No
entanto, aqui temos uma nova disposicao dos spins, o que gera novas defini¢oes dos termos

C,,. Assim temos:
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G, Gs

G

Figura 4.10: Arranjo SAF, mostrando a configuracao dos spins alternados em linhas (fase
colinear) para o caso N = 2.

3
Ksaﬁ—i-KSZG;z—i-Kag,#—Kaﬁ,

1=

2
oK Z ol +aK Z o+ ak Z of +aK Z ot +ak Z ol

i=10,11,16,17 i=13,14 i=19,22 i=12,15 i=20,21
17
A B A A
Ksoig, + Ks E Oia T Koty + Kois,,
i=16
A B A B A
akK, E o, +ak E o+ aK E oy +ak E 0+ aK E Ties
i=2,3,8,9 i=5,6 i=25,26 i=4,7 i=23,24

resultando na equagao de estado:
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2 9

e - SISO IS A0S s [A()

=1 p;=0 j= 3pj—0k 5 pr=0 [=7 p;=0 m=10 p;, =0 n=12 p, =0 p=16 p,=0 p18=0

6
E ni— E i+ E pz> ( E ni— E pi+t E p“)
ip=2 ip=2 ip=2 i, =
aa P ba rP— P
E ni— E pi+ E pz) ( E n;— E pi+ E Pl)
i; =7 ip=8 ip=8 ip=8 By=
ay,
E ni— E pz+ E pz> ( E ni— E pit E pz)
;=13 ip=14 ip=14 ip=14
ac P rP— P

exp [(KsDy, + aKDy,) (ny — 2p1) + (KsDyy + KDy, ) (ng — 2ps) +
KD,, (ng — 2p3) + KsDy, (ng — 2ps) + oKDy, (n5 — 2ps) + oKD,
(ne — 2ps) + (K Dy, + aKD,,) (n7 — 2p7) + (K D,, + aKD,,) (ng —

2ps) + aK Dy, (ng — 2pg) + K D, (n19 — 2p10) + o Dy, (N1 — 2p11) +
aKD,, (n12 — 2p12) + (K Dy, + aK Dy, ) (n13 — 2p13) + (KD, + oK D,,)
(n14 — 2p1a) + K Dy, (N5 — 2p15) + oDy, (n1g — 2p16) + oK D,y,

(n17 — 2p17) + @K Dys (n1g — 2p1s)] F(7) | g - (4.33)

4.2.5 Modelagem Numérica

Apresentamos aqui a modelagem numérica desenvolvida para representar um sistema
finito (filme fino) formado por ¢ camadas, constituidas por um plano infinito limitadas
por duas superficies livres, conforme mostrado na Fig.(4.11).

Para esta andlise, construimos um sistema de equacoes ao aplicarmos a equacao de
estado, Eq.(4.2), juntamente com a equagao associada a energia livre, Eq.(4.3) , em cada
camada do filme, onde condigoes de contorno apropriadas identificam cada uma delas.

Assim temos:

1. Camada L = 1:
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Js /*‘T =2

Jg Jg
Jg

Jp

Jp Jp

n=L

Figura 4.11: Figura representativa de um filme fino com ¢ camadas e interagoes de
superficie J; e do bulk J, = J em uma rede ciibica simples ferromagnética.

Trata-se da camada localizada na superficie superior do filme. Consideramos na
camada central o parametro de superficie K e interacao com apenas uma camada
adjacente. Assim, aplicamos na estrutura geral de construcao dos coeficientes as

seguintes condicoes de contorno:

Mg = M1, M = My.

As equagoes de estado( f1) e energia(®;) ficam entao:

my = z:Aimi1 = fi(my,me, z,a,t) = my — ZAl-mil, (4.34)

2

®1(mq, ma, x, a,t). (4.35)

2. Camada L = 2:

Nao sendo uma camada da superficie, fazemos entao as interagoes na camada central

K, = K e consideramos duas camadas adjacentes. Assim temos:
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Mg = My, Mp = My, M. =mgz, K= K.

As equagoes de estado (f3) e energia(®y):

meo = EAZ’I’I’LZQ = fg(ml, me, ms, Oé,t) = Mo — ZAZ’I’I’LZQ, (436)

©2<m17m27m37a7t)‘ (437)

3. Camada L = n:

Corresponde a n-ésima camada localizada no interior do filme (bulk), resultando

e1nm:

Mg = My, Mp = Mp_1, Mc = Mnp41, K, =K.
As equagoes de estado de estado(f,,) e energia(®,,):

ZA?TL :>fn(mn 1>mn>mn+1aat ZA’I’I’L (438)

7

D, (M1, My, M1, @, 1) (4.39)

4. Camada L = /:

Corresponde a superficie inferior do sistema de camadas. Semelhante ao tratamento

dado para a primeira superficie, temos:

Mg = My, Me = My—1.
As equagoes de estado de estado( fy) e energia(®y):
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my = ZAim@ = fo(me_1,me,x,,t) = my — ZAimz, (4.40)

)

Dy(my_1, my, x, ). (4.41)

Para que o nimero de equacoes seja igual ao nimero de varidveis para um filme com
qualquer nimero de camadas, verificamos ser mais adequado trabalhar com uma funcao
energia para todo o sistema de ¢ camadas que aqui serd dado pela soma total das fungoes

energia de cada camada, ou seja:

l
=) 9. (4.42)
L=1

A magnetizacao total do filme serd dada pela média das magnetizacoes de cada ca-

mada, ou seja,

m= > my. (4.43)

Assim, teremos um total de ¢ + 1 varidveis, em acordo com o mimero de equagoes

obtidas para a descrigdo do comportamento do diagrama ¢(a).

4.2.6 Resultados

Apresentamos nesta secao os resultados encontrados para o comportamento do dia-
grama de fases t — «, nos modelos Ising e Heisenberg, quando variamos o nimero de
camadas L do filme. Os resultados para o sistema infinito 3D foram obtidos por Viana
e de Sousa[49], e aqui inseridas para efeito de comparagao.

Tratando inicialmente o modelo de Ising através de EFT-2, temos na Fig.(4.12) o
comportamento da grandeza a. em funcao do mimero de camadas L do filme, cuja re-

lagao é dada pela Eq.(4.5), para vérios valores do parametro de interagdo x no estado
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fundamental. Observa-se que o aumento no nimero de camadas tende a diminuir o
valor de a, passando do valor a. = 0.5, para o caso 2D (L = 1), tendendo para o valor
a. = 0.25, encontrado para o caso 3D (L — o0). Na Fig.(4.12), temos o comportamento
do diagrama de fases t — « para vérios valores do nimero L de camadas, onde as linhas
de transicao separam as fases F/AF-P-SF/SAF. Os pontos cheios indicam transi¢ao de
segunda ordem, enquanto que os pontos vazados indicam transicao de primeira ordem,
observados nas curvas para os casos 2D (L = 1), tratado via EFT-4, e 3D. Um PTC foi
encontrado para o caso bidimensional para o = 0.75 e t = 1.92, sendo a linha de transicao
entre as fases P-SF/SAF para 3D inteiramente de primeira ordem. Em geral, ndo temos
observado transicao de primeira ordem para valores de L diferentes desses dois casos,
mesmo para o modelo de Heisenberg. O aumento do nimero de camadas do filme, gerou
linhas de transicao com comportamento intermedidrio entre os casos limites 2D e 3D. A
linha de transigao entre as fases F//AF-P toca o eixo horizontal no valor «.. e os resultados
encontrados através do processo numérico de Newton-Raphson para o cdlculo das raizes,
coincidem com os obtidos através da andlise do estado fundamental no caso = = 1.0,
mostrado na Fig.(4.12). Esses resultados mostram que o procedimento de construgao do
filme tem gerado resultados dentro do esperado. A simetria existente nas equacgoes de
estado quando utilizamos o modelo de Ising entre as fases F/SF e AF/SAF, resulta no
mesmo comportamento do diagrama de fases.

Para o modelo de Heisenberg isotrépico, tratado somente via EFT-2, nao é possivel
fazer a andlise do estado fundamental para uma predicao do valor de a., e devido a forma
assimétrica do Hamiltoniano, temos agora comportamentos diferenciados para as fases F
e AF. Mostramos na Fig.(4.14) o diagrama para as fases AF-P-SAF e na Fig.(4.15), para
as fases F-P-SF. E observado um comportamento semelhante ao caso Ising sendo que
para L = 1 o valor de a. nao coincide mais para as diferentes fases indicando a provavel
existéncia de uma fase intermedidria.

Em ambos os casos (Ising e Heisenberg), as linhas de transigao apresentam uma regiao

(ponto) a partir da qual ocorre uma inversdo no comportamento da temperatura de tal
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Figura 4.12: Comportamento do parametro o, em funcao do mimero de camadas L para
diferentes valores do parametro r = %, feito no estado fundamental para o modelo de
Ising.

forma que tap > t3p e vice-versa.
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Figura 4.13: Comportamento da temperatura de transi¢ao ¢.(¢,) em fungdo do parametro
a considerando o modelo de Ising (A = 1.0) para vdrios valores do nimero de camadas
L. Para L = 1 consideramos EFT-4 para obter melhores resultados. As figuras vazadas
indicam transicao de primeira ordem, enquanto que as figuras cheias indicam transicao

de segunda ordem.
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Figura 4.14: Comportamento do diagrama de fases t — a para o modelo de Heisenberg
para vdrios valores da quantidade L de camadas, entre as fases AF/P/SAF. As figuras
vazadas indicam transicao de primeira ordem, enquanto que as figuras cheias indicam
transicao de segunda ordem.
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Figura 4.15: Comportamento do diagrama de fases ¢ — o considerando o modelo de
Heisenberg para vérios valores da quantidade L de camadas, nas fases F/P/SF. As figuras
vazadas indicam transicao de primeira ordem, enquanto que as figuras cheias indicam
transicao de segunda ordem.
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4.3 Grupo de Renormalizacao e Expoentes Criticos

Do ponto de vista tedrico, filmes-finos representam um valioso teste para a com-
preensao do magnetismo em 2D bem como na regiao de cruzamento de dimensionalidade
(crossover), quando o sistema passa para um comportamento 3D com o aumento da es-
pessura do filme (nimero de camadas). Em sistemas com a dimensionalidade reduzida,
anisotropias magnéticas desempenham um papel fundamental no estabelecimento da or-
dem de longo alcance, o que modifica drasticamente a dependéncia da magnetizacao com
a temperatura.

Podemos observar que a temperatura critica do sistema sofre forte influéncia da espes-
sura do filme, principalmente na regiao de crossover de dimensionalidade. Podemos entao
supor uma lei de escala que represente 7T, como um parametro dependente da espessura
do filme, onde agora T.(¢) (2D) chega a temperatura do bulk T.(c0) (3D) fazendo ¢ — oo.
Esta relagdo pode ser mostrada através de uma simples lei de poténcia[66] caracterizada

por um expoente critico A definido por:

L.(0) = Tu(oo)(1 ~ ) (4.44)

onde A e X\ dependem da espessura. A constante A é da ordem de 1 a 10, medida em
varios experimentos.

A teoria de escala representada pela Eq.(4.44) é resultado de uma classe de universali-
dade encontrada para os expoentes criticos onde A pode ser expresso por 1/v sendo v o
expoente de correlagao de longo alcance do bulk. Técnicas rigorosas mediram o valor do
expoente \ para sistemas Ising 3D, XY e Heisenberg obtendo respectivamente os valores:
A = 1.586, A = 1.492, A = 1.413[67]. Laosiritaworn[36] utilizando simulagdo de Monte
Carlo e usando o método do cumulante e andlise de campo médio obteve o valor de A
para o caso Ising em funcao do tipo de arranjo cristalino obtendo os valores mostrados
nas Tabelas 4.1 e 4.2 para Monte Carlo e Campo Médio respectivamente.

Os estudos tedricos desenvolvidos por Wilson[68], Domb, Rushbrooke e Fisher[69]
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Tabela IV.1: Resultados para Monte Carlo
T, A
sc(001) | 4.54 | 1.58
bee(111) | 6.39 | 1.62
fec(111) | 9.86 | 1.62

Tabela IV.2: Resultados para Campo Médio
T, A

sc(001) | 6.00 | 2.00
bee(111) | 8.03 | 2.00
fee(111) | 12.05 | 2.00

mostraram a existéncia dos expoentes criticos para as grandezas termodinamicas, os quais
obedecem uma classe de universalidade definida por um pequeno niimero de parametros
tais como a dimensionalidade do sistema (d = 1D, 2D, 3D) e a simetria do parametro
de ordem. Isso faz com que possamos classificar as transi¢oes de fase de segunda ordem
dentro das classes de universalidade.

Um fenomeno tipicamente coberto pela hipdtese de universalidade é a transicao do es-
tado ferro para o paramagnético onde os expoentes criticos mostraram assumir diferentes
valores dependendo onde os spins estao localidados na rede tridimensional de um sélido
semi-infinito, ou seja, na superficie ou no bulk. Em sistemas magnéticos bidimensionais,
argumentos tedricos sugerem que o parametro de ordem de longo alcance é sempre zero
em uma temperatura finita (teorema de Mermin-Wagner, para interagoes magnéticas de

curto alcance isotrépicas) ou desaparece a temperatura finita 7, de acordo com:

T
1__5
m o ( Tc),

sendo [§ o expoente critico associado a magnetizacao, que para aplicagoes de campo médio
. . 1 . ~
em sistemas Ising resulta no valor 3 = 5 para qualquer dimensao.
As primeiras medidas experimentais desse expoente foram realizadas por Heller e
Benedek[70] em um sistema Ising antiferromagnético com magnetos do tipo FeF,, ob-

tendo o valor 8 = 0.335 £ 0.005. Para sistemas Heisenberg obtidos através de magnetos
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formados por Ni e Fe, Giullou[71] encontrou o valor 5 = 0.365. Uma revisao das medidas
experimentais desse expoente foi feita para varios compostos por Suter e Hohenemser|[72],
onde procuraram eliminar a imprecisao nas medidas pois em muitos casos os dados eram
coletados em regides distantes do ponto critico. As medidas encontradas diferem ligeira-
mente do estabelecido para sistemas Heisenberg mas confirmam o valor para sistemas
Ising. Em geral temos que B¢ > Bg-

A realizacao fisica de uma transicao de fase ideal para filmes de monocamadas ainda
estd longe do ideal. A agudez da transicao de fase depende crucialmente da perfeicao
da amostra. Defeitos estruturais e impurezas sao obstaculos para a flutuacao de longo
alcance o que faz com que o pardmetro de ordem nao se comporte de acordo com uma lei
de poténcia na regiao de uma temperatura bem definida 7T.. Como consequéncia desses
efeitos de tamanho finito, ocorre um arredondamento na transicao, com o parametro de
ordem mostrando uma curva caracteristica acima de T..

Sistemas 3D estdo bem estabelecidos, medidas recentes em Ising 2D[73] tem encon-
trado o valor 8 = 0.22 + 0.05 considerando filmes com 1 e 3 camadas, um valor maior
que o obtido para a classe de universalidade 2D entre 0.1 — 0.15. Este valor, no entanto,
estd fora da regiao 3D.

Além desses dois casos, temos também o expoente [ obtido para a superficie do filme
(B1). Através de teorias de escala, Binder e Hohenberg[74] encontraram o valor 8; = %
Eles utilizaram expansao em série considerando um sistema com interacao de exchange
Js na superficie e J para o bulk, sendo J; = x.J. Para sistemas Heisenberg cléssico, os
autores encontraram, usando Monte Carlo, o valor 5 = 0.75.

Em média, o nimero de primeiros vizinhos e também a energia total de exchange por
spin aumenta com a espessura do filme. Isto causa um aumento de T, com a espessura
do filme, assim 7T, nao é uma quantidade fisica universal para o sistema. Em contraste, o
expoente critico § nao apresenta mudanca com a variacao da for¢a de acoplamento total
por spin, sendo entao uma quantidade fisica universal, sensivel apenas a topologia e a

dimensionalidade do spin. No entanto, a independéncia de § com a espessura pode ser
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utilizada como prova da natureza bi ou tri-dimensional da transicao de fase.
A observacao do comportamento do expoente S com a espessura do filme foi feita por
Li e Baberschke[16] onde obtiveram filmes ultrafinos de Ni(111) e W (110). Os resultados

encontrados sdo mostrados na Fig.(4.16) .

.40 T T T T T T T T T T4
bulk

B | 0365 (3D-Heisenberg) ]

35} . v
| 0325 (@D-Isingl 4 ol
.30 -1
.25 | =
L w
20 | -
A5 .
- — e — — AR e - — — - — — ——

-10 1 A1 | )

0] 4 8 12 16 20 (o)

d (MONOLAYERS)

Figura 4.16: Comportamento do expoente S em funcao do nimero de camadas para um

filme de N7 mostrando a regiao do crossover de dimensionalidade. Fonte: Yi Li e K.
Baberschke.

Podemos observar nesta figura, a descontinuidade no comportamento de S com a
espessura em um filme de Ni. Basicamente temos a passagem do sistema Ising 2D (entre
L =1 e 4 ML) para Ising 3D (entre 16 e 20 ML) com o expoente passando de 0.13
para 0.32, tendo em seguida um novo salto para 0.365 (regiao do bulk) indicando o caso
Heisenberg 3D.

Nosso objetico nesta se¢ao é aplicar o Grupo de Renormalizacao em campo médio

(MFRG) no Hamiltoniano anisotrépico de Heisenberg com a presenga de um campo
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externo H dado por:

H==> Jy[(1—A)(SrSy+S/SY) + S8+ HY 57 (4.45)
(4.4) i

Inicialmente aplicamos as relacoes de escala entre N = 1 e 2 para obter a temperatura
critica e em seguida os expoentes criticos térmico (y;), magnético (y,) e o expoente 3,

dado pelas relacoes apresentadas no Capitulo 1 desta tese.

4.3.1 Caso N'=1

Aplicamos a teoria de aglomerados finitos na Eq. (4.45) obtendo o Hamiltoniano H/,

para o caso em que temos 1 sitio central no aglomerado (N’ = 1) para a n-ésima camada:

7ﬂ:<<h2}@+ﬁ>f, (4.46)

onde o indice ¢ estende-se sobre todos os primeiros vizinhos ao operador de spin 57,,.

O Hamiltoniano reduzido aplicado na n-ésima camada, H! = —3"H,,, é dado por

H =C'S;, (4.47)

onde

¢, = K, <Zafn - h;) ,

e 8 =1/kgT’, by = L e K}, = 3'J,.
A fungao de particao:

2
Z, =Y exp(—f'\), (4.48)

i=1
que para a base de 1 spin {|+), |—)} ja encontra-se diagonalizada. A magnetizagao por

spin é definida como:
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/ 1 a /
m,, = <Z_Zacrll In [Zn]> : (4.49)

resultando em

m!, = (tanh [C]]) .

Da aplicagao de campo médio temos que

(F(o},05)) = F({07,07)),

onde (0?) = m;, resultando em:

m,, = tanh [C"],

onde C! agora é dado pela aplicagdo da média térmica nos operadores de spin, aqui

separados para cada camada do filme. Assim temos:

n 'n?

! / / / / / / AN
C,, = 2K m, + 21K, _ym, _, +xuK, m, , —K)h

onde z; e z, especificam o mimero de vizinhos ao sitio central no mesmo plano e nos
planos adjacentes respectivamente. Aqui faremos a aplicacdo para uma rede ciibica,
assim teremos z; =1 e z, = 4.

Na regiao proxima da criticalidade, temos que m, — 0, t — t.. Aplicando essas

condigbes na Eq.(m/,) resulta em:
m, = 2, K, mi, + 21K, _ym;,_ + K ym,  — K h,. (4.50)

4.3.2 Caso N =2

Aplicando ao caso em que temos N = 2 sitios centrais, no Hamiltoniano dado pela

Eq.(4.45) obtemos:
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H, =—J, [(1—A)(S7S5 + SYSY) + S755] + (—Jn Zafn + H> (ST +55), (4.51)
onde n indica a camada do filme. Utilizando o Hamiltoniano reduzido H,, = —f'H,, fica:

H, = K, [(1— A)(SSZ + SYSY) + S2S2] + C, (S7 + S2) (4.52)

onde o termo associado com as interagoes do sitio central agora é dado por:

C, =K, (Z oF — hn> .

A Funcao de Particao é dada por

Zy = Z exp(—pN\), (4.53)

i=1
sendo \; o autovalor obtido a partir da diagonalizagao da matriz Hamiltoniana do sistema.

Usando a base canodnica
{1y =|++), 12)=1+-), By =|-+), |4) =]—-—)},

obtemos:

Z, =2 [exp (K,) cosh (2C,,) + exp (—K,,) cosh (2K, (1 — A))]. (4.54)

A magnetizacao é definida por:

My — % < aacn In [Zn]> | (4.55)

Aplicando na Eq.(4.55) a relagao dada pela Eq.(4.54) , obtemos:
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B sinh (2C},)
i = osh (2C,) + exp (—2K,) cosh 2K, (1 — A)]

(4.56)
Apés a aplicagdo da média aos argumentos das fungoes na Eq.(4.56) , o termo C,, fica
relacionado com as magnetizacoes em cada camada do filme, sendo dado por:
Cn = (ZO — 1) Knmn —+ len,lmn,l —+ ZlKn+1mn+1 — Knhn (457)
Analisando a Eq.(4.56) na regido préxima da criticalidade aplicamos as condigoes:
m, — 0 et — t., o que resulta em:
my = P [(2o — 1) Kpymy, + 21 Kyo1my 1 + 21 K oimr — Kphyl (4.58)

onde aplicamos o fato que nessa regiao temos sinh (2C,) ~ 2C,, e cosh (2C,) ~ 1. A

funcao ®,, é dada por:

2
o, = .
" 1+exp(—2K,)cosh[2K, (1 — A)]

(4.59)

4.3.3 Relacoes de Escala para o Filme Fino

Aplicamos as relagoes de escala dadas pelo Grupo de Renormalizagao entre as grandezas

obtidas para N =1 (m/, K/, h) e N =2 (m,, K,, h,). Assim temos:

n’''n

m. = mnl(d*yh)’

K = K",

onde d indica a dimensionalidade do sistema em estudo.

Aplicando as Eqs.(4.50) e (4.58) nestas relagbes obtemos:
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o — 1
Gzl lyt] My + Kp_121 [ @ — Y] mp1 + K121 [ @ — 1] mp + T = 0,

K, z, [CI)n
2o
(4.60)
onde 'y, = K! b/, — 1979 ®, K, h, é o termo associado aos campos.
Inicialmente aplicaremos a Eq.(4.60) para obter a temperatura critica reduzida t. do
sistema e o expoente y; considerando campo nulo, i.e. I', = 0.

Considerando um filme com interagoes .Js; nas camadas localizadas nas duas superficies

do filme e J para as demais camadas fica:

(D), (20 — 1) — 2,0¥] (Jn
J

— n e nt1 = 0. 4.61

Ao aplicarmos a Eq.(4.61) na superficie temos que J,, = J; = x.J obtendo o coeficiente:

T o . z;]%lyt]’ (4.62)

Para as demais camadas temos que J, = .J obtendo assim um segundo coeficiente

dado por:

- (D (20 — 1) — 2,0¥]

-, (4.63)
Com isso, formamos o seguinte sistema:
' amy +mso + 0mg 4+ 0my + ... + 0my = 0,
mq + bmgo +msg+0my + .... + 0my = 0,
Omy + mg + bmg +my + .... + 0my = 0, (4.64)

\ 0Omq + 0mg 4+ mg +0myg + .... + amy = 0,

Reescrevendo o sistema (4.64) na forma matricial fica:
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a 1 0 0 my

1 01 0 ma

01 0 0 ms
=0, (4.65)

0 01 0 My

00 0 ... a my

¢ ¢
ou seja,

Ay M, =0, (4.66)

onde Ay é a matriz formada pelos coeficientes a e b e M, a matriz das magnetizagoes de
cada camada. O comportamento critico do sistema encontra-se todo descrito pela matriz
Ay e seus valores criticos sao encontrados a partir da solu¢ao nao trivial da Eq.(4.66), ou
seja, det Ay, = 0.

Devido o sistema ser composto de equagoes acopladas, encontramos os valores de
t. através de métodos numéricos para calcular as raizes na Eq.(4.66). Nosso objetivo
agora é encontrar uma relacao generalizada para o determinante da matriz Ay, e assim
encontrar uma relacao entre a temperatura critica do filme e o nimero de camadas que
ele possui. Através do método de Laplace com o cédlculo de cofatores encontramos por

meio de indugao matemdtica a seguinte relagao para a matriz Ay :

det Ay = (ab — 1)2 By_y — 2a(ab — 1)By_5 + a*By_, (4.67)

sendo B, o determinante da matriz interna que apresenta somente coeficientes b, definido

por
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0 00 0 .. D

Encontramos novamente uma relacao generalizada para o determinante B, através do

mesmo procedimento utilizado para a matriz A,. Obtemos entao o seguinte resultado

By = bBy_1 — By_s. (4.68)

Utilizando o software MAPLE V aplicamos o comando rsolve na relagao (4.68) para

encontrarmos sua relagao de recorréncia, ou seja,

rsolve ({bB({ — 1) — B({ —2) — B(¢) = 0; B(0) =0,B(1) =1}, B), (4.69)

com as condicoes iniciais By = 0 e B; = 1 chegamos entao, apds agruparmos o resultado

obtido em (4.69), & seguinte relacao

By =

B2 — 4 2 2 (4.70)

={= -

equacao valida apenas para o caso em que b?> > 4. Para b? < 4 realizamos a seguinte
substitui¢ao na Eq.(4.70): vb? —4 — iy/(4 — b?) dando como resultado:
_ sin [0 (£ +1)]

Bj=— 2% 4.71
¢ sin 6 ’ (4.71)

— ra—l(b
onde = cos™'(3).
De posse dessas relagoes, resolvemos numericamente usando o método de interpolacao

de raizes para encontrarmos todos os valores de T, que satisfacam
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det A, = 0. (4.72)

4.3.4 Resultados
Temperatura Critica

A aproximacao axial” na teoria de campo efetivo, introduz no sistema uma anisotropia
responsavel pela ocorréncia de transi¢ao de fase no modelo de Heisenberg, mesmo para
sistemas bidimensionais, em desacordo com o teorema de Mermin-Wagner|[62], que prevé
auséncia de ordem de longo alcance em 2D a temperatura finita. No entanto, a aplicacao
de MFRG em filmes finos tem previsto o valor correto de t. = 0 para L = 1.

Para anilise da temperatura critica de um sistema de camadas, inicialmente mostramos
na Fig.(4.17) os resultados obtidos por Amazonas|75] para a magnetizagao de um sistema
com ¢ = 10 camadas aplicando campo médio, onde temos a magnetizacao de cada ca-
mada tratada separadamente. Observamos que as curvas apresentam comportamentos
semelhantes para camadas simétricas do filme. No entanto, préximo do estado funda-
mental e da regiao de transicao de fase, todas as curvas convergem para um mesmo valor,
o que justifica a aplicacao da condicao m,, — 0 na regiao da criticalidade para todas as
camadas.

Para a determinacao do comportamento da temperatura critica, aplicamos a condi¢ao
K, = K, = K. na Eq.(4.61). Com essa condi¢ao, resolvemos numericamente a Eq.(4.70)
através do método de Newton-Raphson para a determinacao de raizes.

Mostramos na Fig.(4.18) o comportamento da temperatura critica em funcdo do
nimero de camadas para vdrios valores do parametro A. Os casos Ising (A =1.0) e
Heisenberg (A = 0.0) sdo mostrados e obdecem ao comportamento esperado t.(I5) >
t.(HS). O caso Heisenberg, em particular, mostra que para L = 1 camada temos t. = 0.0

em concordancia com o teorema de Mermin-Wagner. Tais comportamentos também sao

"Quando as interacdes dos spins do aglomerado com seus spins vizinhos ocorrem somente em uma
dada diregao (eixo z).
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Figura 4.17: Comportamento da magnetizacao em funcao da temperatura reduzida
t = kgT/J para cada camada n de um filme fino Heisenberg na rede ctbica simples
e parametro x = 0.0.
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Figura 4.18: Comportamento da temperatura critica ¢, em fungao do nimero de camadas
do filme para diferentes valores do paramtro de anisotropia A.

observados na Fig.(4.19) onde temos agora a temperatura critica em fungao do parametro

A, agora considerando védrias camadas do filme, tendendo para o caso 3D quando L. — oo.

A temperatura critica exibe forte variagao na regiao de crossover, localizada entre L = 1

e 2 camadas.
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 4.19: Comportamento da temperatura critica t. em funcao do parametro de
anisotropia A para diferentes valores do nimero de camadas do filme.
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Expoentes Criticos

O expoente critico térmico y; ¢ obtido através da resolugdo numérica da Eq.(4.70) con-
siderando o valor de t. encontrado para cada par de valor (A, L). Isso é feito através
da leitura do arquivo que contém os dados de t. utilizados para a construcao das curvas
mostradas nas Figs.(4.18) e (4.19).

Para o expoente critico 1, faremos uso da relacao de escala para os campos dada por:

b = hplVr.

Préximo a t. todos os coeficientes m,, — 0 e K,, = K] = K.. Aplicamos essas
condigoes na Eq.(4.60), ficando apenas o termo I'j, relacionado aos campos. Isso resulta

na expressao para y, dada por:

Yn = % [d + ITH(EI;;)] : (4.73)

onde &, = ¢, k,—x. € considerando o caso x = 1.0 para a superficie. O fator de escala

¢ melhor definido através da relacao de Slotte aplicada no tratamento de GR entre N =1

Lz = 3, /@d;‘l_@- (4.74)

Devemos tomar cuidado ao utilizarmos a Eq.(4.73), pois o valor da dimensao d deve

e 2 dada por:

estar de acordo com o nimero de camadas utilizadas.
Encontramos a relacao entre os expoentes y; e y, com (3 a partir das relagoes de escala

para a energia livre, ou seja:

G(\e, X H) = \G(e, H). (4.75)

Ap6s diferenciarmos os dois lados dessa equagao com relagao a H e fazendo H =0 e

€ — 0 obtemos, para um sistema com uma dimensao d qualquer:
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d—yn
8 = . 4.76
Yt ( )

Mostramos nas Figs.(4.20) e (4.21) o comportamento para os expoentes criticos v,
yn € [ nos casos Ising e Heisenberg em funcao do nimero de camadas do filme. O
comportamento encontrado para 3 é semelhante ao resultado experimental mostrado na
Fig.(4.16), obtido por Li e Baberschke, sendo ;4 = 0.345 e ¢ = 0.341 para L = 10,
préximos dos encontrados experimentalmente, no entanto, sendo 5;4 < By, resultante
do nimero de spins considerados em cada aglomerado. O comportamento de y; e y
apresentam comportamentos diferenciados para cada caso, tendo uma descontinuidade
observada para L < 3 no modelo de Heisenberg, regiao onde notamos o crossover de

dimensionalidade, marcado pela stibita variacao da temperatura critica do sistema.
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Figura 4.20: Comportamento dos expoentes criticos térmico (y;), magnético (y,) e
como fun¢ao do nimero de camadas do filme considerando o modelo de Ising (A = 1.0).
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Figura 4.21: Comportamento dos expoentes criticos térmico (y;), magnético (y,) e 5 como
fungao do nimero de camadas do filme considerando o modelo de Heisenberg (A = 0.0).
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Capitulo 5

Consideracoes Finais e Perspectivas

Os resultados encontrados para o modelo de Ising puro através da nova proposta de ener-
gia livre, juntamente com a implementacao numérica da TOD, permitiu tratar sistemas
com aglomerados maiores (N > 4) e mais complexos.

Para o RFIM, o aumento no tamanho do aglomerado mostrou, para o caso 3D fer-
romagnético, a tendéncia da linha de transicao de fase em ser inteiramente de 1* ordem
para o caso real (N — 00), eliminando a presenca de um PTC nesse diagrama. Por
outro lado, a andlise o comportamento do campo critico h. mostra uma tendéncia dessa
grandeza em se anular com o aumento de IV, o que indica ser essa a dimensao critica d,
superior desse modelo, abaixo da qual nao temos ordem de longo alcance. No caso AF,
analisado pela primeira vez neste trabalho, constatamos que o campo aleatério nao elim-
ina a ordem magnética do sistema 2D ou 3D e assim temos evidenciado o comportamento
diferenciado F-AF.

O tipo de distribuicao de probabilidade adotada mostrou uma diferenca significativa
nos resultados encontrados, confirmando trabalhos anteriores, bem como a influéncia da
aleatoriedade no diagrama de fases, expresso pela dispersao ¢ no caso da distribuicao
gaussiana duplo-pico.

Além desses resultados, a nova formulagao da energia livre permitiu, pela primeira

vez, obter as propriedades termodindmicas do RFIM nas duas regioes de transicao de
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fases, evidenciado o salto caracteristico no caso de 1* ordem, devido a presenca de calor
latente. O comportamento da energia livre obtido tanto em funcao da temperatura como
em fun¢ao do parametro de ordem estd de acordo com o previsto por métodos rigorosos
como a expansao de Landau, corroborando o uso de tal metodologia.

A aplicacao do modelo de spins frustrados .J; — J, em filmes finos, mostrou a influéncia
do aumento na dimensionalidade do sistema no comportamento do diagrama de fases
t — a, resultado também inédito na literatura.

A aplicagao do Grupo de Renormalizagao de campo médio nesse sistema, possibilitou
a reproducao dos resultados experimentais para o expoente 3 com aumento do nimero
de camadas, sendo afetado pela regiao de transicao de dimensionalidade. No entanto,
o comportamento ;¢ < (B¢ mostra a necessidade de se trabalhar com aglomerados
maiores.

Nossa perspectiva é que, com base no sucesso dessas aplicagoes, possamos tratar
outros modelos como o de Blume-Capel para spin 1, bem como melhorar o procedimento
numérico para crescer o sistema ainda mais para assim observar melhor o comportamento

do diagrama de fases para o RFIM ferromagnético 3D.
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