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RESUMO

EUGENIO, N. W. Modelo de regressao para dados binarios com mistura de funcoes de
ligacao. 2016. 83 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2016.

Apresenta-se um modelo de regressdo para dados bindrios com mistura de quatro funcdes de
ligacdo (logit, probit, complementar log-log e Stukel) que também sdo seus casos particulares.
Os procedimentos de estimacao frequentista sdo expostos e, através de estudos de simulagdes,
mostra-se que, em relacdo a outros modelos, a fun¢do de ligagdo proposta apresenta melhor
desempenho nas estimacdes de propor¢des, ao passo que para previsoes € igual as demais. Sua
flexibilidade em poder ser tanto uma fun¢do de ligagdo simétrica quanto assimétrica € corroborada
pelo resultados das andlises de trés bancos de dados reais, bem como pelas simulacdes. Mostra-se
ainda um caso em que, por nao conseguir obter melhores resultados com as combinacdes de

ligacdes, a mistura associa peso total a um de seus componentes.

Palavras-chave: Mistura, Regressao, Dados Bindrios, Ligacdo Assimétrica, Modelo Assimé-

trico.






ABSTRACT

EUGENIO, N. W. Regression model with mixture of link functions for binary data. 2016.
83 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduacdo em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2016.

A regression model for binary data with mixture of four link functions (logit, probit, comple-
mentary log log and Stukel) is shown and these functions are particular cases of the model. The
frequentist estimation procedure is exposed and, by simulation studies, it is notable that, compar-
ing with other models, the link function proposed presents a better performance in proportions’
estimations, while for predctions they are all equal. Its flexibility in being both a symmetric or
an assymmetric link function is corroborated on the real data analisys results, as the simulations.
Furthermore, it is shown a case where the mixture associates total weight for a link function

because it is no possible to improve the results by mixing other functions.

Keywords: Mixture, Regression, Binary Data, Assymmetric Link, Assymetric Model.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A estimacgdo de propor¢des de uma varidvel (resposta) com base nos valores de outras
(explicativas) é um situacdo comum em diversas dreas da ciéncia e do mercado de trabalho,
segundo Agresti e Finlay (2009). Sua peculiaridade € o fato de que seus resultados devem estar
contidos no intervalo [0,1] e, para tanto, a relagdo entre tais varidveis deve ser feita através de

funcgdes que satisfacam essa condigao.

De acordo com Diniz (2015), que fez uma sintese da histdria das func¢des logistica
e probito apresentada por Cramer (2003) (referéncia principal das datas e artigo citados), o
desenvolvimento da primeira se iniciou com o questionamento de Alphonse Quetelet (1975-
1874) sobre valores de tamanhos populacionais implausiveis na teoria populacional malthusiana
(Malthus (1872)). Ao levar a duvida para seu pupilo Pierre-Francois Verhulst (1804-1849),
o mesmo adicionou um termo representando a existéncia de um limitante ao crescimento
indiscriminado e a soluc@o do problema, no contexto de equagdes diferenciais, foi denominada
funcdo logistica. Suas descobertas foram publicadas em trés artigos: Verhulst (1838), Verhulst
(1845) e Verhulst (1847).

No século seguinte Raymond Pearl (1879-1940) e Lowell J. Reed (1886-1966) depararam-
se com uma curva semelhante a da Logistica ao estudarem a necessidade de comida na Primeira
Guerra Mundial, porém sem nomea-la de tal forma. A nomenclatura foi retomada por Yule
(1925). Ainda, fungdes semelhantes foram utilizadas na Quimica pelo professor alemdao Wilhelm

Ostwald em meados de 1883 para descreverem reagdes de processos cataliticos.

J4 a invencdo do modelo probit é creditada a Bliss (1934).Em seu artigo, estuda experi-
mentos bioldgicos do tipo dose-resposta para doses fixas e respostas aleatorias que refletem a
distribuicao individual de niveis de tolerancia. A introducdo do termo probit, uma abreviacio de
probability unit, é apresentada em Bliss (1935) como uma “forma mais conveniente de expressar
desvios da média de uma distribui¢do Normal", segundo Diniz (2015). Ainda, aplica¢des de tal

modelo em dreas como economia e pesquisa de mercado apareceram nos anos 1950/60 (Farrell
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(1954), Adam (1958) e Aitchison e Brown (1963)).

Com a vasta popularidade do modelo probit, o fisico e doutor em Estatistica Joseph
Berkson (1899-1982), estatistico chefe da Clinica Mayo, prop6s em Berkson (1944) o uso do
modelo logistico em experimentos bioldgicos € cunhou o termo logit, em analogia a probit.
Defensor da descoberta de Verhulst, alegava que estimagdes por Minimos Quadrados eram bem
mais eficientes que por Maxima Verossimilhanca (Berkson (1980)), porém o fato do modelo
probit possibilitar a interpretacdo baseada em desvios da média de uma distribui¢do Normal e
de que na época todos os célculos eram feitos a lapis, ou em calculadoras, fez com que adeptos
do modelo de Bliss ndo aceitassem a proposta de Berkson muito bem, embora o mesmo tenha

exposto suas razdes para usa a ligacdo logit em Berkson (1951).

Somente em 1969 a eficiéncia das propriedades da andlise logistica foi reconhecida em
um texto por Cox, base para Cox e Snell (1989), e ela se espalhou muito mais rapido que a
outra devido as facilidades computacionais. Nelder e Weddeburn (1972), através dos Modelos
Lineares Generalizados (MLG), demonstraram que a fun¢ao de ligacao (FL) candnica para dados
seguindo distribuicdo Binomial € a prépria funcio logistica e a mesma se tornou padrdao nos

pacotes computacionais.

Por ambas citadas até agora serem fun¢des de ligacdo simétricas, ou seja, a probabilidade
de ocorréncia do evento de interesse se aproxima dos extremos do intervalo [0, 1] com a mesma
velocidade, hd casos em que suas utilidades nao produzem resultados satisfatorios. Um exemplo
pode ser visto na drea da sadde cujo interesse € determinar a probabilidade da presenca de uma

doenga rara em um individuo.

De acordo com King e Zeng (2001) o uso de Regressao Logistica em dados extremamente
desbalanceados produz estimativas subestimadas para a propor¢do de ocorréncia do evento de
interesse. Desta forma, para este e casos andlogos (ndo tdo desbalanceados), o uso de fungdes de
ligacdo assimétricas, como complementar log-log (assimétrica a direita) e log-log (assimétrica
a esquerda), tornaram-se alternativas plausiveis. Ainda, Aranda-Ordaz (1981) apresentou uma
func¢do cujos casos particulares sdo a logit e complementar log-log. Ja Prentice (1976) apresentou
uma ligacdo baseada na funcao de distribuicao F-Snedecor, cujos casos particulares sdo as logi,

complementar log-log, log-log, probit, Laplace e exponencial.

Além das supracitadas, Guerrero e Johnson (1982) apresentam uma transformacgao
baseada em Box e Cox (1964). Ja a generalizacao de Stukel (1988) para a Regressao Logistica,
que lida com assimetria e curtose, é baseada na transformacao de Manly (1976). Ainda, Caron
(2010) apresenta uma funcao de ligacdo baseada na distribuicdo Weibull e que aproxima as

funcdes logit, probit e complementar log-log.

A fim de se definir a fun¢do que melhor se adeque aos dados, faz-se necessaria uma
andlise exploratoria inicial dos mesmos em busca de peculiaridades que ajudem na escolha.

Porém, sdo grandes as chances de se deparar com uma ou mais fungdes admissiveis e, ao escolher
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uma em detrimento da outra, deixar de abranger, para os dados em maos, qualidades desta que

nao ha naquela.

Tendo como motivagdo para o estudo a modelagem no mercado financeiro, tem-se que na
prética € quase unianime o uso da ligacdo logit nas andlises de credit scoring, segundo Gongalves,
Gouvéa e Mantovani (2013). Indagou-se, entdo, 0 motivo para o uso quase que exclusivo desta
ligacdo sendo que pode haver outros tdo simples quanto e que apresentem, por menor que
sejam, resultados iguais ou melhores de estimacao e previsao. Resultados estes que, uma vez

contextualizados nos valores altissimos trabalhados nos bancos, tornam-se lucros consideraveis.

Baseada neste contexto, e com o objetivo de poder agregar as melhores caracteristicas de
cada FL e melhorar as estimagdes e previsdes realizadas, € proposta nesta dissertacao a mistura
de funcdes de ligacdo para dados bindrios (MIX). Para um conjunto de covaridveis fixas, a técnica
consiste em relaciond-lo a varidvel dependente através de uma combinacgdo linear convexa das
funcdes de ligacdo, tendo como particularidade o fato de que os parametros do preditor linear sdo

0s mesmos para todas elas. A idéia € apresentar uma FL tao boa quanto as utilizadas usualmente.

Uma vez que se combina diversas ligagdes, resultando em uma unica ligacdo, € plausivel
que se tenha apenas um conjunto de parametros associados as covariaveis. Considera-se a fun¢ao
de ligacdo MIX como uma s6, ndo fazendo sentido fragmenta-la em diversas fun¢des de ligacdo

associando a cada uma um vetor de parametros.

O texto estéd organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 sdo apresentadas fun¢des de
ligacdo, ja conhecidas e bem difundidas, para dados bindrios. No Capitulo 3 apresenta-se o
Modelo Binomial e a ligac@o proposta, bem como suas propriedades e seu método de estimacao.
No Capitulo 4 estudos de simulagdes sdo feitos para se verificar as qualidades da ligacdo, entender
melhor suas caracteristicas e compara-la com outras FLs . No Capitulo 5 utiliza-se a MIX na
modelagem de trés bancos de dados reais para se corroborar seus uso e flexibilidade. Por fim, no

Capitulo 6 sdo discutidos os resultados obtidos.

(124

Chama-se a ateng¢do para os fatos de que o separador decimal utilizado foi o simbolo .
(ponto), arredondamentos foram feitos na terceira casa decimal e valores estimados sdo acentua-
dos pelo acento circunflexo “A”. Também, nos boxplots apresentados, as linhas pontilhadas sao

referente as médias das observacdes em questao.
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CAPITULO

FUNCOES DE LIGACAO PARA RESPOSTAS
DICOTOMICAS

Diversas sdo as situacOes em que se depara com varidveis cujas possiveis respostas sao
apenas duas: sim ou ndo, sucesso ou fracasso, 1 ou 0, A ou B, dentre tantas outras maneiras
de se expressar “ocorréncia ou nao ocorréncia do evento de interesse”. Essas sdo as chamadas
varidveis bindrias, dicotdmicas e neste texto trabalhar-se-4 com a propor¢do da “ocorréncia do

evento” sendo o objeto da modelagem.

Durante muito tempo o Modelo de Regressdo Linear foi utilizado como ferramenta
principal na modelagem de eventos aleatorios, independente da natureza dos dados e de suas
restricdes intrinsecas. Entretanto, para seu uso, algumas suposi¢des sobre os residuos sdo
requeridas e, quando ndo satisfeitas, podem ser adotados alguns procedimentos tais como:
Regressoes Ridge e Robusta, transformagdes na varidvel resposta, dentre elas a mais usual para

se obter e cumprir a condi¢do de normalidade dos dados € a de Box e Cox (1964), entre outros.

A introdu¢do dos MLG por Nelder e Weddeburn (1972) possibilitou a modelagem de
varidveis respostas cujas distribui¢des de probabilidade nao fossem gaussianas permitindo, ainda,
que os parametros das distribui¢cdes de cada individuo fossem diferentes, bastando apenas que
as mesmas pertencessem a Familia Exponencial. Desta forma a escolha das fungdes de ligacao

ficou mais flexivel.

Para a classe de modelos em estudo assume-se que cada individuo segue uma distribuicao

Bernoulli e que, conjuntamente para covaridveis iguais, seguem uma distribui¢do Binomial.

Antes de apresentar as formas funcionais de algumas funcoes de ligagcdo faz-se neces-

T

sdria, para melhor fluéncia do texto, a introdugdo de notacdes: ¥ = [Yl e Yn] € o vetor
de varidveis dependentes (varidveis de interesse) dicotomicas para os i = 1,2,...,n individuos
condicionado as suas j = 1,2,..., p— 1 covaridveis (matriz de planejamento) ou varidveis pre-

ditoras X = |1 X; ... X, i|,emque X;=|X;; ... Xj} e 1 é um vetor de 1’s de
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tamanho n, conforme notacdo e suposi¢des em Kutner ez al. (2004, p. 217-218). Dado que
T
B= [[30 B ... Bp—l] € o vetor de p parametros da regressdo, denota-se o preditor linear
porn =Xp.
Ainda, 7 é o vetor de propor¢des de “ocorréncia do evento” e A(-) : R — [0, 1] a fungao

de ligacdo.

2.1 Algumas Funcoes de Ligacao

Modelos de Regressdo Linear pressupde normalidade nos residuos e tém a finalidade de
estimar a esperanca condicional da varidvel resposta, cujos valores podem variar na reta R. A

relacdo entre esta estatistica e as covaridveis € expressa como uma equagao linear:

EY|X=x)=XB=n

Todavia, como j4 dito, para dados dicotdmicos as médias condicionais das proporcoes (e
suas estimativas) devem pertencer ao intervalo [0, 1]. Para tanto utilizam-se as fungdes de ligagdo
que transformam o preditor linear e resultam em valores plausiveis para o contexto, conforme

relacdo a seguir:

E(Y|X)=h(n)
i) @2.1)
T =h(BX)

2.1.1 Logit

A funcgdo de ligagdo mais utilizada € a funcdo de densidade acumulada (FDA) da

distribui¢do Logisitica.

Seja W ~ Logistica (1, 0), com u € R e o > 0 parAmetros de locagdo e escala, respecti-
vamente. Sua fun¢do de densidade de probabilidade (FDP) é dada por:

fw(w) = 5 1) (o 0) (2.2)
(o] (1 +exp <—T“>)
e a FDA por:
w—Hl
Fiy ( ! _ ( ° > 2.3
w(w) = T —r (2.3)
1+exp (_—G ) 1+exp (—G )
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Assim, adotando a forma padrao desta FDA (4 =0 e o = 1) e substituindo a notagdo
Fw (w) pela representacg@o da propor¢ao 7 e w pelo preditor linear 1 obtém-se a fung@o de ligagdo

logit, conforme a Equacao 2.4:

__exp(m) _ d
T T T (1_,,> =

A Tabela 1 apresenta casos peculiares para valores de 7.

Tabela 1 — Casos peculiares da funcdo de ligacdo logit

n | =
— —oo | =0
— oo | =1

0 0.5

2.1.2 Probit

Baseada na FDA de uma distribui¢io Normal Padrdo, ®(-), a func¢do de ligagdo probit é
apresentada na Equacgdo 2.5:
T=o(n)=n=3o!(n) (2.5)

Pela simetria e centralidade da distribuicio em =0 € trivial que para

n=0=r=0.5.

2.1.3 Complementar log-log (CLL)

A distribui¢do do Valor Extremo € a base para a funcdo de ligagdo complementar log-log.

Seja W ~ Valor Extremo (u,0), com u € R e ¢ > 0 parametros de locacdo e escala,

respectivamente. Sua FDP € dada por:

fw(w) = lexp (%) exp (—exp (%)) I(W) (—co 400) (2.6)

e a FDA por:

Fw(w)=1—exp <—exp (%)) 2.7)

Para a forma padrdo desta FDA e, fazendo as mesmas substitui¢des que na logit, obtém-se

a fung¢do de ligagdo Complementar Log-Log (CLL), conforme Equacio 2.8:

T =1—exp(—exp(n)) <= N =log(—log (1 —m)) (2.8)
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Para uma breve comparacao, a Figura 1 apresenta os 7’s das func¢des de ligacao logit,
probit e complementar log-log para valores de 1 € [—4,4]. Nota-se que as duas primeiras sdo
simétricas em torno de 7 = 0.5 e que a outra atinge a mediana da propor¢do para um valor de
1 menor que as demais, porém € assimétrica e atinge seu ponto maximo antes delas. Ainda, a
funcdo logit atinge os extremos de T de forma mais suave que a probit.

T(n)

Figura 1 — Curvas das fung¢des de ligacdo logit, probit e complementar log-log

2.1.4 Aranda-Ordaz (AO)

A func¢do assimétrica apresentada por Aranda-Ordaz (1981), explicitada na Equagdo 2.9, é

util para casos em que hd conexao com problemas de valores extremos e tem como particularidade
as ligacoes logit e complementar log-log:

-1
”_{ I—[1+Aexp(n)]*, Aexp(n)> -1 <~ n=log [“‘"&ﬁ],lexpmb—l

1, caso contrdrio

(2.9

Se A =1, AO converge para a ligacéo logit, e se A — 0 a fungio tende a complementar
log-log. Na Figura 2 hd as curvas para trés valores diferentes de A e é possivel notar que para

valores de 11 < —2 suas propor¢des 7T sdo praticamente as mesmas. A medida em que A aumenta

o crescimento da curva se da de forma mais lenta e suave, mantendo a assimetria.
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Figura 2 — Curvas da fungéo de ligacdo Aranda-Ordaz para valores de A =0.5,1,1.5

2.1.5 Stukel

Proposta por Stukel (1988), a forma generalizada desta FL € descrita na Equacdo 2.10 e
preserva a propriedade de 17(0) = 0.5:

__exp(gy(n))
1 +exp (87(’7)

emque ¥ = (%,7) é o vetor de pardmetros que definem a forma da fungdo de ligagdo modelando

Ty (2.10)

) <:>g'y(n)210g1_”,

as caudas.

As Equacdo 2.11 e Equagdo 2.12 definem a func@o gy(7) ndo-linear e estritamente

crescente.

e Se 11 > 0 (ou equivalentemente se 7w > 0.5):

¥ exp(n[nl)—1), sen >0
gy(n) =< n, sey =0 2.11)
—% "og(1—mnl), sen <O

e Se 1 <0 (ou equivalentemente se 7 < 0.5):

—% (exp(p[n|)—1), sep>0
gy(n) =< n, seyp =0 (2.12)
% log(1—n|n), se 15 <0
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Quando y; = p» = 0 obtém-se a FL logit, caso contrdrio cada parametro controla uma
cauda da fun¢do centrada em zero de maneiras diferentes. Se y; = 7, a curva obtida € simétrica

(sendo € assimétrica) e para y; = p» ~ 0.165 tem-se a ligacao probit.

Pode-se notar a simetria da fungdo g,(7) na Figura 3a quando os valores de ’s sdo iguais
e, pela Figura 3b, a assimetria quando sao diferentes. Nestas, ainda, ilustra-se a propriedade
dita no comego da subsecdo. Ja na Figura 4 veem-se os comportamentos das fungdes 7y(7),

simétrica e assimetricamente.

= ~
1=(0,0) ¥=(25-1)
--—- y=(25,25) ---- v=(-1,25)
(SN I o~
E .. s ..
[=)} [=)}
o - o
¥ < ///
T T T T T T I’ T T T T
-3 -2 -1 0 2 3 -3 -2 -1 0 1
n n
@n=n ®)rn#r
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 4 — Curvas das fungdes 7,(7) para diferentes combinagdes de ¥ e valores de n
e 2
- - 7=(25-1)
© | w | - 1=(1,25) et
o o
w w
T °| T °|
€ <] € <]
(== (==
o o
(=] (=]
= =0 I
e T T T T T T e T T T T T
-6 -4 -2 0 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
n n
@n="nr ®rn#nr

Figura 3 — Curvas das fungdes g,(n) para diferentes combinagdes de 7y e valores de 7

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

MISTURA DE FUNCOES DE LIGACAO

Do Capitulo 2 nota-se que as FLs sdo baseadas em distribui¢des de probabilidades, mais
especificamente em suas FDAs (quando ndo sdo as préprias). Ainda, misturas de FDAs resultam
em uma FDA e tal resultado pode ser expandido para as FLs devido as suas relacdes. Desta

forma, a ligagcdo proposta apresenta todas as caracteristicas de uma FL.

Sejam fy(-), I =1,2,...,k, as distintas fun¢des de liga¢do a serem combinadas na mistura
e oy suas contribui¢des para modelo de regressdo. Desta forma propde-se que a fun¢do de ligacio

hyix (M) seja como na Equagdo 3.1:

k—1 k—1
huix (M) = Y, agy(n) + | 1=) oy | he(m), 3.1)
=1 =1

emque 0 <lyx(M)<1,0<y<le Zf;ll oy <1.
Reafirma-se que o preditor linear ) = X B é comum a todas fungdes A;.

Por ter como objetivo ser flexivel quanto as peculiaridades dos dados, no que diz respeito
a (as)simetria, ¢ mais sensato que /7y seja uma mistura de funcdes de ligacdo simétricas e
assimétricas. Optou-se, portanto, por combinar as fungdes complementar log-log, logit, probit
e Stukel (nessa ordem) e permitir aos (;’s se encarregarem naturalmente da escolha das mais

adequadas.

Ainda, levando em conta que cada uma possui caracteristicas préoprias, € possivel evi-
denciar, através de seus pesos, diferentes perfis comportamentais presentes nos dados tais como

angulagdo da curva 7 e velocidade de aproximacdo de seus extremos.

Ja a interpretagdo dos pardmetros ffy e B; em relagdo as alteracdes que causam na
estimativa da probabilidade de sucesso € feita através de andlise numérica, uma vez que, com
as misturas, fica invidvel encontrar uma forma analitica para a contribui¢do marginal de cada

variavel.



34 Capitulo 3. Mistura de Fungées de Ligagdo

O vetor ¥ exerce a fun¢do de modelar as caudas da ligacao Stukel.

3.1 Estimacao dos Parametros

Considerando Y e X como apresentados no capitulo anterior, cada individuo Y; segue
uma distribui¢ao Bernoulli(7;), sendo a probabilidade de sucesso P(Y; = 1) = m;. As covaridveis
associadas sdo denotadas por X;, que € o vetor linha da matriz de planejamento X, isto é&,
Xi=|1 Xy .. X(p,l)i].

O vetor 0 de parametros a ser estimado € constituido de k — 1 valores de @, dois valores

de y e p valores de B, ou seja, 8 = [Ocl 0 03 N P ﬁ]

Desta forma a fun¢do de verossimilhanga é definida como:

L(6]y,x) H?ry’ — )

_ niilzlyz(l o nl_)zglzl(l*)’i), (32)

e a log-verossimilhanca:

£(6]y,x) =1og[L(8]y,x)]

n
yilog(m) + Y (1—y;)log[(1 — m)], (3.3)
1 i=1

em que ; = hyx (i) = Z (thz(X,-Tﬁ)‘i‘(l—Zl 1O‘l>hk(XiTﬁ)-

M:

~.

De forma mais detalhada /7x (1);) € dada por:

haarx (M) = gy = Olctt Mgy + Oggr Ty Ot Ty, + st i,

exp (gy(mi))
—+ ap;,tCID(T]i) + Oy 1+ exp (g'y(nl>)
= 0y [1 —exp (—exp(n:))] + g {1?_%%}
+ 0 ®(1:) + (1= Cetr — Qlgr = i) | 5 —ekX:XigZ’;:(i??)i)) ] ’ oY

em que cll, Igt, pbt e stu sdo abreviagdes de complementar log-log, logit, probit e Stukel,

respectivamente.

As estimagdes sao feitas combinando-se duas etapas, sendo a primeira uma estimagao

conjunta de todos os pardmetros (substituindo & por §, que ndo tém restri¢do, isto €, assume
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valores na reta real) e a segunda estimagdes iterativas utilizando verossimilhanca perfilada. Em
ambas estimacdes sdo usadas métodos numéricos para otimizagdo de funcdes, uma vez que as

derivadas de interesse nao foram possiveis de ser calculadas analiticamente.

3.1.1 Etapa 1

Nesta etapa utiliza-se um artificio matemadtico para que ndo seja preciso impor nenhuma
restri¢do aos valores dos parametros a serem estimados, mantendo-se ainda, de forma implicita,

a redundancia do valor do peso da “dltima” fun¢do de ligacao.

A manipulagio feita consiste em escrever o’s em fungio de parametros §’s, de modo
que §eR0<oy<1,l=1,---,k—1,¢ Zé‘;ll oy < 1. Baseado no contetdo ja apresentado,
escolheu-se a func¢do Logistica Multinomial para associar os valores reais ao intervalo [0, 1] da

forma como segue:

exp(&) =
= , 1=1,...,3; C[E]R, OC[G[O,I]C o<1 3.5)
L+X7 exp() 1_21

o

Assim, a funcao log-verossimilhanca passa a ser como na Equacao 3.6 e as estimativas
de Méaxima Verossimilhanga sao obtidas através da funcao optim do software R (R Core Team

(2013)) com o método numérico Nelder-Mead.

Y. exp(1) | exp($2) .
E(C,%ﬁb’ax) _i—Zlyllog{ 1 +Z?:1 eXp(g}) [71',6”] + 1+Z[3:1 eXp(Cz) [ﬂllgt} +

oI CE L Ehew@
l‘I‘Z?:IeXP(CI) [751,,;,;} " (1 1+Zl3_lexp(cl>) [nlslu]} +

+i<1—yi>log{1—{ e JCDRNPAS IR .1 R P

i=1 1+Zl3:1 eXP(CI) 1+Zl3:1 eXp(Cl)
exp(&3) , C Xiexp(d) |
T (@) i) * (1 1+Z?—1GXP(C1)) [mm,]}}.

Como nessa primeira etapa o objetivo € encontrar estimativas que sirvam como para-

(3.6)

metros fixos para o restante do processo, € tomado o cuidado de se selecionar diversos chutes
iniciais, encontrar as estimativas e escolher aquela com o maior valor de log-verossimilhanga.

Resumidamente, tais chutes sdo combinagdes de:

(a) Peso nulo para uma fungdo de ligagio e pesos iguais para as demais (vetor §) ou peso 1

para uma funcao e nulo para as demais;
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(b) Para o vetor B valores nulos ou os coeficientes estimados obtidos através de um Modelo
Linear Geral para os mesmos dados e com funcdes de ligagdo logit, complementar log-log

e probit;

(c) Chutes iguais a zero para o vetor ¥ .

No total s@o 28 chutes iniciais diferentes para que se refine o processo.

3.1.2 Etapa 2

Com as estimativas obtidas na etapa anterior, um procedimento iterativo de Verossimi-
lhanca Perfilada € realizado. Introduzida por Fisher (1956), segundo Sprott (2008), € util quando
ha interesse em somente uma parte do vetor de pardmetros (parametros de interesse) € nao nos

demais (parametros de perturbacao).

Seguindo notagao e raciocinio de Lucambio (2009), seja ¥ o vetor de parametros que
pode ser decomposto como ¥ = (Y, G) e que o interesse esteja em inferir sobre o vetor . Em
situagdes deste tipo se é possivel construir uma fungao que dependa apenas dos parametros de
interesse para se fazer inferéncia sobre os mesmos: sdo as funcdes de pseudoverossimilhanga.

Dentre elas estd a Funcdo de Verossimilhanca Perfilada (FVP).

Para o vetor em questdo, o logaritmo da FVP € dado por

lp(y) =max((y,g),
sendo que o mdximo € obtido em todo o espaco paramétrico fixando um valor de y.

Desta forma a maximizagdo é obtida em &(y) e a log-FVP pode ser reescrita como na

Equacdo 3.7, uma funcdo de y apenas.

tp(y) =y, 5(y)) (3.7)

Em sintese, a Etapa 2 consiste em estimar cada pardmetro univariadamente (fixando os

demais) avaliando sua log-verossimilhanca até que haja uma convergéncia conjunta.

Definindo, o m-€simo elemento do vetor 65, ) como Op,,,m=1,..., (5+ p), tem-

se que na primeira iteracdo sdo fixados os valores dos parametros obtidos na Etapa 1 (com
{’s jé transformados em &’s) e, isolada e sequencialmente, cada componente do vetor 0 é
estimado e sua log-verossimilhanga observada. Se, na estimagdo do parametro 8;,,,, o valor da
log-verossimilhanga for maior que o da estimagdo do parametro anterior 6y, 1y, entdo atualiza-
se 0,,) com o valor estimado e sua log-verossimilhanga fica como base de comparagdo para as
demais neste bloco, caso contrario mantém-se os valores. Este processo € feito com o vetor 0

inteiro, que pode ser considerado um bloco, e ao final de cada iteragdo dos blocos verifica-se
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se o limite maximo de iteragdes foi atingido ou se se obteve convergéncia (diferenca de valor
menor ou igual a 107> entre as log-verossimilhancas observadas nas estimagdes dos tltimos

parametros de cada bloco subsequente), que s@o os critérios de parada.

As estimativas finais dos parametros sdo aquelas do tltimo bloco iterado.
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CAPITULO

SIMULACOES

4.1 Verificacao da Qualidade de Estimacao do Modelo

Estabelecendo uma distribuicao para a covaridvel X e variando os valores dos parametros
geraram-se amostras dos modelos MIX, logit e Stukel (FLs proposta, simétrica e assimétrica),
das quais se estimou 0, ou seus sub-conjuntos, usando diversas fun¢des de ligagdo a fim de se

fazerem comparagdes.

A implementacdo do algoritmo de estimag¢do para a fungdo MIX foi feita pelo autor e seu
orientador; para as fungdes logit, probit e complementar log-log foi utilizada a fun¢do glm do
pacote stats do software R; para Aranda-Ordaz e Stukel foram utilizadas as implementacdes

feitas na dissertacdo de mestrado de Santos (2013).

Os procedimentos descritos a seguir sdo repetidos t = 1,...,n.rep (n.r) vezes para cada

funcdo de ligacdo e seus resultados armazenados.

Para os trés modelos do primeiro paragrafo o algoritmo de simulacdo consiste em, a
principio, gerar uma quantidade n.sample (n.s) de observagdes da covaridavel e depois fixar
valores para 6 ou seus sub-conjuntos, conforme necessidade. Para cada uma das observagdes
se calcula 15, = Bo+ Bi1Xss,s = 1,...,n.s, e se utiliza tal resultado na construgdo de 7, que
sdo as suas probabilidades de sucesso associadas denominadas “proporcoes verdade”. Com
cada 7, € gerado um valor W, da distribuigdo Binomial com n.b ensaios:
Wi =31 Y51i(7s ) ~ Bing(n.b, 7y, ). Tem-se, entdo, um valor da soma de n.b ensaios de

T
Bernoullis para cada 7, constituintes do vetor W, = [Wl-,t . Wnls_‘,] .

N 1T
Com W, estima-se o vetor de parimetros 0, = [&L, 0y iy Yy P [3[} (fa-
zendo as devidas modificagdes na funcdo de log-verossimilhanga) e, com ele e X;, finda-se o
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processo de obtencdo dos valores das proporg¢des estimadas, como no vetor 4.1.

. T
T, = iy .. ﬂn.sJ]

H4 também as “propor¢des observadas”, descritas pelo vetor 4.2.

o __ Wl,t Wast
T = |:n n.b ]
T
— 0 0
- |:nl,t n‘n.s,t}

4.1

4.2)

Para uma melhor visualizagao dos componentes das itera¢des, as matrizes finais 4.3, 4.4,

4.5 e 4.6 sao apresentadas.

Xi ) XZ,I X3,t Xn.s,t 7]
_n171 n271 n3’1 nn.s,l _}t: 1 ng
. M2 M2 M2 o Mas2 (br=2 _ n!
rXn.s - 3
s M3 M3 M3 - Mas3 |}t=3 _
: : : : T'T
| Minr M2pr Mpr  Maspr]}t=nr - e
N1t M2 N3 MNn.st C o7
(M1 M1 M1 o st |Yr=1 nl
T2 M2 M2 - Tus2 (}r=2 T
Tnrxns = = ”3
T3 M™m3 M3 - Tps3 [}r=3 )
: : : : !
_nl,n.r Onr TWaur " nn.sm.r_ } t=n.r L nr
Ty o T3 ; st - -
Wi W> 1 Wii -+ Wi }l‘ =1 wl
2
Wiz Wap Wip oo Wy |}r=2 wl
Worsns = = 3
Wiz Wz Wiz o Wys |}r=3 )
: W,
441 JLT WZ,n r WS’,n.r Wn.s,n.r_ } t=nr -

(4.3)

4.4)

4.5)
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Como medidas de qualidade das estimativas dos parametro obtiveram-se os Erros Qua-
draticos Médios (EQM), Vicios Médios (Viés) e Erros Maximos Absolutos (EMA) das amostras,
esperando que fossem proximos de zero, conforme explicam Lehmann e Casella (1998). O
intuito € verificar se os parametros dos modelos sdo estimados corretamente quando os dados

sdo gerados deles mesmos.

Ja para as proporg¢des estimadas, foram calculados para cada fun¢ao de ligacio os Erros

Absolutos em Relacdo a Propor¢cdo EAO;, dados pela Equacio 4.7:

T
EAO, = Hle,t—nﬁt }ﬁn,sl—n,’,’”\] . 4.7)

7%271 - ng,t

Para cada vetor referente a iterac@o ¢ obtiveram-se a média e 0 maximo, resultando assim,

no final do processo de simulacdo, em vetores de tais estatisticas.

Também calcularam-se os Erros Absolutos em Relagdo a Propor¢ao Obervada Relativos
a MIX (EAORM;y), que é um vetor constituido pela divisdo de cada elemento do EAO, de uma
determinada func¢ao de ligagdo pelo seu correspondente no EAO; da fun¢do MIX. Deles também

se obtiveram as médias € 0S maximos.

4.1.1 Exemplo - MIX, logit e Stukel

Neste exemplo sdo apresentados trés cendrios de geracao de dados e suas estimagdes pelas

seis funcdes de ligacdo apresentadas no inicio deste Capitulo. Os parametros fixados e utilizados

T T
de acordo com a demanda de cada um foram & = [0.25 0.25 0.25} Y= [0.25 —0.25] e
T
B=[-10 02| .

As curvas das fungdes de ligagdo geradoras para tais combinacdes de parametros sao

apresentadas na Figura 5, da qual se é possivel notar que para 11 € [—6,6] ha elementos das

Imagens no intervalo [0, 1], ja para os outros valores de 1 a convergéncia é explicita.

Para a criacdo da covaridvel geraram-se no software R valores da V.A.
X ~N(u =50, c=13) e, como para a simulagdo € interessante que se tenha propor¢des
7 abrangendo a maior parte possivel do intervalo [0, 1] e ndo s6 seus limites, um procedimento

que restringisse os valores de M foi adotado:
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1. Deseja-se que ) € [—6,6], o que implica em

65 Bo+BXZS6
—6—Po 5 BiX 56— Po (4.8)
6Py 6P
B 7 7 B
2. Iguala-se o extremo inferior (superior) da Equacao 4.8 ao valor minimo (maximo) da

covariavel decrescido (acrescido) de um € > 0 obtendo-se as seguintes equagdes para fy:

(1) Bo~ —6—Bi{min(X) —e} e (II) o~ 6—Pi{max(X)+e}

3. Por fim encontra-se f; em fungdo dos extremos da covaridvel e o valor de fy fica trivial de
ser determinado:
—10 —10

PL () — &1 — [max(X) £ €]~ min(X) —max(X) —2¢

— MIX
w | ---—- Logit s
Lo’ y
©o
_
p—
L
& =
3 -
™
o
=
o

Figura 5 — Curvas das fun¢des de ligacdo geradoras das amostras.

4.1.1.1 Cenario 1 - MIX

Neste cenario os dados foram gerados a partir da fungdo de ligacdo MIX com n.rep = 100,
n.sample = (100,40, 10) e n.b = (100,50, 20) totalizando 9 combinacdes diferentes.

As medidas de qualidade de estimacdes dos parametros estimados pela funcao MIX
apresentadas na Tabela 2 demonstram, de um modo geral, que o vetor & e o pardmetro f; tem

seus EQMs préximos de zero, indicando uma eficiéncia do modelo em estimar valores préximos
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dos fixados, exceto para este ultimo pardmetro com a menor quantidade de observacdes na
amostra (EQM = 6.804).

Apesar de em alguns casos as estimacoes terem atribuido pesos aproximados de 1 para
algum componente do vetor & (vide EMAs proximos de 0.7), de um modo geral o teve
estimagdes proximas de seu valor fixado para a geragdo, o foi subestimado, de acordo com seus

viéses, e 03 superestimado (exceto em n.s = 10, em que ocorre 0 oposto).

Os valores de todas as medidas do vetor ¥ e de By estdo muito altos ou baixos, indicando
que as estimacdes nao resultaram em ndmeros proximos aos estabelecidos na geragdo. Para o
primeiro, o que ocorre € que a partir de determinados valores de ¥ a log-verossimilhanca perfilada
fica constante e, dentre aqueles valores de parametro que levam aos mesmos resultados, em
termos de otimiza¢do, o método numérico utilizado ndo distingue qual deles escolher, podendo,
assim, por vezes estimar valores préximos ao fixado e por outras nao. Um exemplo pratico é

mostrado na se¢ao 5.1.

O fato explicado acima, contudo, ndo prejudica a estimacdo das propor¢des em si, uma
vez que a questdo de identificabilidade leva a resultados proximos aos daqueles obtidos caso as

medidas de qualidade dos parametros fossem menores.

Ja para Py, que é um parametro comum a todas fungdes de ligacdo que compde a mistura,
ou seja, estd presente na mesma independente dos valores de @, possiveis processos de estimagdo
que ndo convergiram acabaram por gerar valores discrepantes de estimativas, influenciando em

todas as métricas.

As Figura 6, Figura 8 e Figura 10 apresentam os graficos de dispersdo das estimativas
dos parametros em questdo para cada amostra ¢ na combinacao de n.s = 10 e n.b = 20. Ainda,
graficos de dispersao limitando os valores estimados em um intervalo pequeno em relagdo aos

valores fixados sdo feitos em figuras posteriormente comentadas.

O objetivo €, apesar do abuso de generalizacao, compreender e explicitar melhor quais

fatores levam a medidas tdo altas ou baixas, nesses parametros.

Sem restri¢ao de valores estimados, nota-se na Figura 6a que dois pontos sdo extre-
mamente discrepantes, devido a falta de convergénca do algoritmo ou ao pseudoproblema de
identificabilidade, mas o fato € que sdo eles que fazem as métricas de qualidade dos parametros
atingirem valores tdo estrondosos. Ja quando se restringe o espago de estimativas a um intervalo
proporcionalmente préximo ao valor fixado na geracdo (y; = 0.25), apenas em 26 amostras se
encontram resultados plausiveis. Ja para 7>, mesmo com a restricdo, apenas duas estimativas es-
tdo proximas ao valor fixado na geragdo (9> = —0.25), conforme se verifica em Figura 8b, o que,

posteriormente, nao demonstrard ser um problema ao se analisar as estimag¢des de proporgdes.
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Tabela 2 — EQM, Viés e EMA para dados gerados e estimados pela func¢ado de ligacio MIX com n.s =
(100,40,10), n.b = (100,50,20), & = (0.25,0.25,0.25), y = (0.25,—0.25) e B = (—10,0.2)

| | n.s =100 | n.s =40 | n.s =10 |
| Par! | Med.? | n.b=100 nb=50 nb=20 | nb=100 nb=50 nb=20 | nb=100 nb=50 nb=20 |
EQM 0.040 0.029 0.031 0.047 0.032 0.045 0.058 0.049 0.059
o | Viés 0.052 0.031 -0.008 0.077 -0.028 -0.030 -0.017 -0.083 -0.092
EMA | 0489 0.538 0.585 0.545 0.503 0.564 0.692 0.463 0.724
EQM 0.040 0.043 0.046 0.042 0.050 0.055 0.046 0.058 0.059
a, | Viés -0.159 -0.166 -0.194 -0.169 -0.185 -0.210 -0.180 -0.202 -0.208
EMA 0.435 0.553 0.250 0.304 0.421 0.403 0.356 0.487 0.583
EQM 0.067 0.069 0.076 0.061 0.077 0.069 0.066 0.083 0.062
a; | Viés 0.132 0.117 0.092 0.050 0.107 0.004 -0.058 -0.033 -0.128
| EMA | 0550 0.592 0.603 0.629 0.710 0.711 0.640 0.723 0.724
EQM | 148E+08 4.86E+03  6.88E+06 | 8.67E+04 1.96E+03 8.18E+05 | 2.14E+07  1.44E+08  2.16E+08
" Viés | 1298.652  14.448 335208 | 42.899 15174 117462 | -427.302 -1.57E+03  -2.06E+03
EMA | 121E+05  386.773  257E+04 | 2.91E+03 2.71E+02 9.00E+03 | 4.61E+04 1.09E+05  1.19E+05
EQM | 477280  2.95E+18 246E+08 | 7.94E+04 1.04E+06 1.56E+07 | 3.57E+07 9.86E+06  5.33E+06
n | Viés 7981  -1.72E+08 1.59E+03 | -12.859  -83.246  -504.061 | 706.505  -316912  -38.131
EMA | 154812 1.72E+10  1.57E+05 | 2.74E+03  1.01E+04 3.58E+04 | 5.94E+04  3.13E+04  1.96E+04
EQM 6315 8.321 11.166 8.506 11.628 15.980 14.650 17.440  1.47E+04
B, | Viés 2222 2.588 3.098 2.612 3.005 3.583 3258 3515 -8.223
EMA | 4.197 4.503 5.765 4735 7.539 6.775 6.707 7.492 1.21E+03
EQM 0.003 0.003 0.004 0.003 0.005 0.006 0.006 0.007 6.804
1€8 -U. -U. -U. -U. -U. -U. -U. -U. .
B, Vié 0.045 0.052 0.062 0.053 0.060 0.072 0.066 0.070 0.184
EMA | 0.083 0.089 0.114 0.097 0.153 0.135 0.137 0.150 26.063

A andlise das estimativas de By se dd de forma semelhante a do vetor anteriormente
citado, porém neste caso cré-se que o problema € causado totalmente por falta de convergéncia
do algoritmo, uma vez que pela Figura 10b nota-se que ao se limitar o intervalo de estimativas

97 delas se enquadram na restrigado.

Outro ponto interessante de se observar sdo as relacdo de tais estimativas com seus
devidos erros padroes (EP). Nota-se, das Figura 7a, Figura 9a e Figura 11a, que as mesmas
observacdes que causam os excessos nas medidas de qualidade sdo as que possuem 0s maiores
EP’s (exceto para um ponto de 9»), corroborando mais ainda com a suspeita de ndo-convergéncia

do algoritmo nesses casos.

Por fim, supds-se que as amostras cujas estimacdes de ¥ fossem discrepantes dos valores
fixados nao tivessem peso elevado na mistura (o que acarretaria em menores problemas de
estimagdo de propor¢des). Entretanto, nota-se da Figura 12 que para 7; o peso da fungao de
ligacdo Stukel nas amostras em questao sio, aproximadamente, 0.6 e 0.9 (ha amostras com pesos

maiores) e, mesmo assim, suas médias de EAOs ndo ultrapassam 8%.

Ja para os casos peculiares de 7 os pesos nao sdo tdo altos e as médias de EAOs idem.

Além disso, ndo se pode observar uma correlacio entre os componentes de .

Quando se analisa a dispers@o entre pesos e erros € possivel notar que a maioria dos

' Abreviacgdo de “ParAmetro”

2 Abreviacgdo de “Medida”
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pesos atribuidos a ligacdo Stukel se encontram no intervalo [0.2, 1] e que os erros das estimacdes

da FL MIX ainda se mantém muito baixos.

Isto posto, pode-se entender que mesmo para os casos em que hd estimagdes de valores

muito altos (ou baixos) para os parametros que modelam as caudas da funcdo de ligagcao Stukel,

as estimativas de proporc¢does da ligacdo MIX se mantém proximas das proporcdes observadas.

As outras FLs que compde a ligacdo proposta balanceiam as estimac¢des marginais.

Figura 6 — Gréficos de dispersdo de §; para dados gerados e estimados pela fun¢@o de ligagdo MIX com
n.s =10, n.b =20, & = (0.25,0.25,0.25), y= (0.25,—-0.25) e B = (—10,0.2)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 7 — Gréficos de dispersdo de ¥; e seus erros padrdes (EP) para dados gerados e estimados pela
func¢do de ligagdo MIX com n.s = 10, n.b = 20, & = (0.25,0.25,0.25), y = (0.25,—-0.25) e
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 8 — Gréficos de dispersdo de 5 para dados gerados e estimados pela fungao de ligacdo MIX com

n.s =10, n.b = 20, & = (0.25,0.25,0.25), ¥ = (0.25,—0.25) e B = (—10,0.2)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9 — Gréficos de dispersdo de 9 e seus erros padrdes (EP) para dados gerados e estimados pela
funcdo de ligacdo MIX com n.s = 10, n.b = 20, & = (0.25,0.25,0.25), y = (0.25,—0.25) e

B =(-10,0.2)
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Figura 10 — Gréficos de dispersao de 30 para dados gerados e estimados pela funcio de ligagcdo MIX com
n.s = 10, n.b =20, & = (0.25,0.25,0.25), Y= (0.25,—-0.25) e B = (—10,0.2)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 11 — Gréficos de dispersao de ﬁ() e seus erros padrdes (EP) para dados gerados e estimados pela
func¢do de ligagdo MIX com n.s = 10, n.b = 20, & = (0.25,0.25,0.25), ¥y = (0.25,—0.25) e

B =(—10,0.2)
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Das métricas relativas as propor¢des estimadas as andlises sdo feitas com base nas

Figura 13 e Figura 14.

Analisando as distribui¢cdes das médias de erros absolutos em relagdo as proporcoes
observadas a partir da Figura 13 nota-se que independentemente da combinacdo utilizada ha
quase um padrdo: sdo, em sua maioria, simétricas e apresentam outliers; a ligacao Stukel tem as
observacdes mais heterogéneas e com os maiores valores de todos os quartis; a ligacdo MIX as
mais homogéneas e com menores valores; a ligagdo Aranda-Ordaz demonstra um comportamento
semelhante ao da fun¢do de ligacao Stukel, porém um pouco deslocado para cima; e as ligacoes
logit, probit e complementar log-log seguem, entre si e respectivamente, uma crescente nos

valores de seus quartis.

Nas situagdes em que n.b = (100,50), a maior observacao da funcdo de ligacdo MIX é
menor que a mediana da ligacdo Stukel e os maiores valores das outras distribui¢des sdo menores
que o 3° Quartil dela. Entretanto, para n.b = 20 e n.s. = 10, seu boxplot fica mais homogéneo e
o padrao antes citado deixa de ser verdade, apesar de um de seus outliers errar quase 35%, mais

de dez vezes o que erra a ligagdo MIX na simulagdo com o maior niimero de observacoes.

Analisando proporcionalmente a maior média de erros em relacdo a menor, hd um
aumento, desta para aquela, de aproximadamente 500 % na FL Stukel, 300% nas FLs MIX e
Aranda-Ordaz e entre 200% a 250% nas outras. Isto €, além de ser a funcdo de ligacdo que
resulta nas maiores médias de erros € a que mais aumenta proporcionalmente essa medida
na comparagdo dos casos extremos. J4 a ligacdo proposta, apesar do bom desempenho das

estimacgdes, apresenta uma variagdo menor que esta, porém maior que as das demais fungdes.

Ja os maximos dos erros absolutos em relacdo as proporcdes observadas t€ém suas
distribui¢des apresentadas na Figura 14 e a ligacdo MIX continua sendo a com os menores

valores de tal medida e a ligagdo Stukel a FL com os maiores.

Especificamente para n.s = 10 é possivel notar que a caudas inferiores dos boxplots
referentes a FL. MIX estdo préoximos de zero indicando que, para pelos menos uma amostra, todas

as estimagdes de proporcdes oscilaram infinitesimalmente em torno dos valores observados.

Fazendo uma andlise marginal da mudanca das quantidades de valores da covaridvel
nota-se que, majoritariamente, aumentam-se os extremos das distribuicdes da medida em questio

conforme o valor de n.s aumenta, assim como a quantidade de pontos discrepantes também.

Para as quantidades n.b definidas em cada simulagdo, tem-se que, quanto menor elas
forem, mais proximos estardo os quartis das diferentes funcdes. Vale frisar que, para o caso com
a menor quantidade de observagdes na amostra, a ligacdo mistura erra, no maximo, cerca de 30%
referente a propor¢ao observada, ao passo que as demais erram aproximadamente 40% ou mais.

Uma diferenca bastante significativa.

Mantém-se, ainda, a maior heterogeneidade para a FL. Stukel, as semelhancas entre as

ligacdes MIX e Aranda-Ordaz, a relacdo entre as fungdes de ligacao logit, probit e complementar



50 Capitulo 4. Simulagées

log-log € um melhor desempenho da ligagdo proposta no que diz respeito aos menores maximos

de erros absolutos.
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4.1.1.2 Cenario 2 - Logit

Neste cendrio os dados foram gerados a partir da fun¢do de ligagdo logit com n.rep = 100
fixo, n.sample = (100,40, 10) e n.b = (100, 50,20) totalizando 9 combina¢des diferentes.

Observa-se, das medidas apresentadas na Tabela 3, que o modelo logit estima valores [3’1
muito préximos ao fixado na geragdo das amostras. Em todas as combinacdes seu EQMs sao
praticamente O e seus viéses estdo em torno dessa medida, mesmo com a presenca de estimativas
destoantes em até 1/4 do valor de referéncia nas comparacdes de tais medidas (caso de n.s = 40

comn =20en.s =10 com n.b = 50).

J4 para o outro componente do vetor B os viéses estdo préximos de zero, indicando que
as médias das estimativas nos diversos casos tendem ao valor de 3y previamente especificado; os
EQMs ndo estdo tao proximos de 0 e aumentam conforme se diminuem 7.s € n.b, assim como 0s
EMAs, que, no pior caso, apresentam um parametro quase 100% maior (8.592) que o valor usado
na geragdo. Entretanto, para os outros valores de ensaios de Bernoulli, as medidas observadas

indicam estimacoes plausiveis.

Tabela 3 — EQM, Viés e EMA para dados gerados e estimados pela funcao de ligacdo logit com n.s =
(100,40, 10), n.b = (100,50, 20), & = (0.25,0.25,0.25), y = (0.25,—0.25) e B = (—10,0.2)

‘ ‘ n.s = 100 ‘ n.s =40 ‘ n.s =10 ‘
‘ Parametro ‘ Medida ‘ nb=100 nb=50 nb=20 ‘ nb=100 nb=50 nb=20 ‘ nb=100 nb=50 nb=20 ‘
EQM 0.035 0.081 0.201 0.119 0.219 0.607 0.350 1.034 2.960
Bo Viés -0.019 0.003 -0.008 -0.010 -0.021 -0.029 0.056 -0.153 -0.187
EMA 0.559 0.861 1.140 0.986 1.011 2.479 1.582 2.843 8.592
EQM ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 0.001
B Viés ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 0.001 -0.001 0.003 0.004
EMA 0.011 0.018 0.022 0.019 0.022 0.053 0.032 0.055 0.160

Partindo-se para a andlise das médias de erros absolutos em relag@o as proporc¢des ob-
servadas, nota-se na Figura 15 um comportamento ja esperado das distribuicdes de tal medida
para as diversas func¢des de ligacdo utilizadas: pelos fato dos dados gerados serem, em teoria,
simétricos, modelos com tal caracteristicas (mesmo que em casos particulares) estimam propor-
cOes mais proximas as observadas e vice-versa. Na pratica, isso significa que a fungao de ligacdo
complementar log-log apresenta os boxplots mais deslocados para cima, como se pode verificar
nas combinagoes de n.s = (100,40) e n.b = (100,50) (apesar da escala do eixo das ordenadas
ser muito pequeno). H4d um caso em que suas observagdes situadas entre os 1° e 4° quartis sdo
maiores que todas as observacdes das demais fungdes de ligacdo, porém essa situagdo muda para

n.s =10 e n.b = 20, em que a ligacdo Stukel se destoa negativamente das demais.

Deixando de lado esses padroes de piores desempenhos, de um modo geral nota-se que a
diminui¢do marginal de n.s gera um aumento na amplitude dos boxplots e explicita a diferenca
da funcao de ligacao proposta para as demais quando seu terceiro quartil vai da igualdade com

as medianas de logit, probit e Aranda-Ordaz para a igualdade com os primeiros quartis.
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Variando de forma decrescente o valor de n.b pode-se notar as medianas das FLs logit,

probit e Aranda-Ordaz se igualando.

Ao se observar a Figura 16 nota-se para as distribui¢des dos maximos dos erros absolutos
0 mesmo comportamento das distribui¢des de médias, corroborando com as conclusdes j4 escritas.
Para n.s = 10 e n.b = 100, todas as funcdes apresentam boxplots com os menores valores de
maximo, exceto pela ligacao Stukel que sofre a influéncia de um outlier, fazendo com que seu

melhor desempenho seja com n.b = 40.

Em suma, ndo existe um padrao bem definido do comportamento dos boxplots em ambas
as figuras, porém a funcdo de ligacdo mistura sempre apresenta os menores valores para todos os
quartis e a ligacao logit, que por pressuposicao seria a que melhor modelaria os dados, por vezes
se demonstra pior ndo s6 que a FL. MIX como pior que a Aranda-Ordaz também, no sentido de

seus maximos de EAOs serem maiores que os das demais FLs.
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4.1.1.3 Cenario 3 - Stukel

Neste cendrio os dados foram gerados a partir da funcdo de ligacdo Stukel com n.rep = 100
fixo, n.sample = (100,40, 10) e n.b = (100,50, 20) totalizando 9 combinagdes diferentes.

Comecando a andlise pelos parametros ¥ modeladores das caudas da funcao de ligacao,
observa-se da Tabela 4, que, para n.s = (100,40), os EQMs e viéses estdo proximos de zero e
esta ultima medida chega, em seu pior caso, a atingir aproximadamente 20% do valor fixado
para a geragdo. As piores estimativas obtidas independente do valor de n.b, ultrapassam, em sua

maioria, o dobro do pardmetro verdadeiro.

Ja para n.s = 10, conforme se diminui n.b, maiores ficam os valores (estratosféricos)
das medidas. No pior dos casos ha um EQM de 493.343 para 7, quase 2000 vezes o valor do

parametro. Viéses e EMAs também apresentam valores anormais, exceto para ¥ com n.b = 100.

Dos pardmetros componentes do preditor linear, as medidas de 8; sdo baixas e plausiveis
de boas estimagdes, exceto para a combinagdo de n.s = 10 e n.b = 20, em que o EMA ¢ altissimo
(28.462) e, consequentemente, seu EQM (8.604) também o é. J para fy, em n.s = (100,40) os
viéses sao baixos e os EMAs altos, chegando a atingir quase a totalidade (8.696) do valor fixado
na geracdo. Porém, ao se analisar as medidas em n.s = 10 (exceto para o viés quando n = 100)

nota-se que todos os valores sao extremamente altos.

Tabela 4 — EQM, Viés e EMA para dados gerados e estimados pela funcdo de ligacao Stukel com n.s =
(100,40,10), n.b = (100,50,20), & = (0.25,0.25,0.25), ¥y = (0.25,—0.25) e B = (—10,0.2)

| | n.s =100 | n.s =40 | n.s=10

| Par! | Med.? | nb=100 nb=50 nb=20|nb=100 nb=50 nb=20|nb=100 nb=50 nb=20 |

EQM 0.004 0.011 0.026 0.010 0.031 0.077 2.326 37.592 493.343
7 Viés -0.020 0.008 0.024 -0.008 0.022 0.054 0.147 -0.396 -2.342
EMA 0.160 0.311 0.538 0.313 0.626 1.177 13.579 60.672 217.553
EQM 0.004 0.011 0.025 0.011 0.020 0.049 0.159 7.596 9.499
» Viés -0.009 0.018 0.036 -0.002 0.007 0.008 0.032 0.290 0.553
EMA 0.158 0.296 0.413 0.405 0.420 0.654 2.615 26.614 25.949
EQM 0.463 0.870 1.930 0.938 1918 5.042 7.518 371.314 18660.813
Viés -0.196 0.071 0.190 -0.092 -0.070 -0.124 -0.170 -2.499 -19.618
Bo
EMA 1.695 2.406 3.866 2.437 4.574 8.696 8.841 188.347 1321.383
EQM ~0 ~0 0.001 ~0 0.001 0.002 0.003 0.168 8.604
B Viés 0.004 -0.001 -0.004 0.002 0.001 0.002 0.003 0.052 0.413
EMA 0.033 0.046 0.077 0.048 0.090 0.172 0.180 4.021 28.462

Da Figura 17, relativa as distribui¢des das médias de erros absolutos em relacdo as
proporcdes observadas, por menos esperado que fosse, a ligacao Stukel apresenta os maiores
valores e as maiores amplitudes em todas as combinag¢des, sendo seguida pelas funcoes de

ligacdo simétricas logit e probit.

Abreviacdo de “Parametro”
2 Abreviagio de “Medida”
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As ligagdes assimétricas, desconsiderando a geradora dos dados, apresentam comporta-
mentos semelhantes e, apesar da FL MIX se mostrar mais homogénea na maioria das vezes, ha
momentos em que ligacdo Aranda-Ordaz faz esse papel. Todavia, a primeira sempre tem seus

quartis menores que os das demais.

Esses padroes se repetem nas médias dos erros absolutos, conforme Figura 18, exceto

por alguns pontos discrepantes das FLLs complementar log-log e Aranda-Ordaz em n.s = 10.

O comportamento da fun¢do de ligagdao Stukel neste Cendrio € intrigante pois, apesar
de ser a geradora dos dados €, também, a que apresenta as piores estimativas de proporg¢des.
Porém, tal fato (assim como as medidas elevadas da Tabela 4) pode ser decorrente de algumas
estimagdes que ndo convergiram, geraram estimativas altissimas de ¥ e ) e acabaram por
interferir tanto nas métricas de qualidade de parametros quanto na construcdo dos boxplots.
Acredita-se que este tltimo item foi ocasionado mais pelo componente de B que pelo vetor de
parametros responsaveis pela modelagem das caudas, conforme explicacdes ja dadas sobre a

convergéncia da log-verossimilhanca perfilada.
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4.2 \Verificacao da Qualidade de Predicao

Esta sessao tem como objetivo comparar as capacidades preditivas das funcdes de ligacao,

ou seja, o qudo bem elas preveem sucessos e fracassos para novas observacoes.

Foram encontradas dificuldades para se gerar bancos de dados tais que a relagao entre as
quantidades de sucessos e fracassos e suas covaridveis nao fosse linear. Apds diversas tentativas
(n2o apresentadas aqui) foi constatado que, fazer previsdes para observagdes usando as mesmas
varidveis explicativas que a geraram, levam a resultados iguais para as seis fungdes de ligacao
apresentadas. Isto €, independentemente da funcado de ligacao utilizada, as predi¢des serdo as
mesmas para as observagdes.

A solu¢do encontrada para a realizag¢do desta simulacdo foi gerar n.s valores quadrivaria-

dos da distribuil¢do Ny ~ (i, X) e com elas construir a matriz 4.9 de planejamento.

X=[1 % X, X3 Xy X} £ VK, sin(XlxXz)] 4.9)

O cdlculo de n;, € feito com um vetor auxiliar de pardmetros ﬁrr (cujo cumprimento é
igual ao nimero de colunas da matriz de planejamento) e os de 7, ; e W, sdo feitos da mesma
maneira que na sessao anterior, porém, agora, as observacdes binomiais sdo transformadas em
N = n.s X n.b observagdes dicotdmicas Y;;;, i=1,...,n.b constituintes do vetor de varidveis

respostas ¥, ..

Para uma melhor visualizacdo e entendimento da disposi¢do das varidveis resposta
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dicotdmicas ao final das n.rep repeti¢des, a matriz 4.10 € apresentada.

t= t=2 t= t=n.r
~ ~ N N
Yi11 Y121 Yizi - Yiam
Y112 Y122 Yizo - Yigr
4 TCIJ
iiusr Yiews Yizusr - Yipras
Y211 Y221 31 - Yaur
T Y210 Y220 2320 - Yaum
Y., = LY 7 210 CRNS A
Line Y2200 Y2300 o Yourns
Yn.s,l,l Yn.s,Z,l Yn.s,3,1 e Yn.s,n.r,l
Yn.s,l,Z Yn.s,2,2 Ynls.,3,2 T Ynls,n.r,Z
t Tn.s t
_Yn.s.,l.,n.b Yn.s,Z,n.b Yn.s,3,n.b e Yn.s,n.r,n.b_

(4.10)

Em todos os cendrios de simulag¢des foi utilizada uma adaptacdo da técnica de data
splitting apresentada em Friedman, Hastie e Tibshirani (2001). Os autores sugerem a divisdo da
amostra em trés: Treinamento (para ajuste do modelo), Valida¢do (para estimar erro de predi¢do)
e Teste (para avaliar o erro do modelo final escolhido). Entretanto, como o objetivo nesta sessao
€ apenas o de se comparar os modelos e verificar seus comportamentos, nao o de escolher um
melhor, optou-se por dividir a amostra em 50% para Treinamento, 25% para Ponto (andlogo a
Validagao) e 25% para Teste.

Do vetor Y, , sorteiam-se aleatoriamente 50% das observagdes (consequentemente,
suas respectivas varidveis explicativas) para comporem a amostra Treinamento e indexa-se-as, € a
tudo o que lhes diz respeito, pelo sobrescrito “§”. As demais sao divididas igual e aleatoriamente

66,9

entre as amostras Ponto e Teste, indexadas por “A” e “x”.

+ . A A A A A s s A -
Com YSJJ estima-se o vetor de pardmetros 6, = [Q1 1,00, 03, Y1, Vo, B,] utilizando-se

apenas as covaridveis originais da distribui¢do Ny ~ (., X).
A exclusao das demais componentes da Matriz 4.9 foi a solu¢do encontrada para se
resolver o problema de linearidade e, de fato, poder comparar os poderes de predi¢cao dos

diferentes modelos.

Com 0,, X2, e X%, estimam-se A e ¥, respectivamente. Apds, a curva ROC € cons-
truida com Y ; e suas probabilidades de sucesso estimadas. O ponto de corte que minimiza

(1 — sensiblidade)* + (1 — especi ficidade)?, proposta de Froud e Abel (2014), é encontrado e,

por fim, com ele cria-se a matriz de confusao da amostra Teste, apresentada na Tabela 5, da qual
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se calculam a Acuricia (ACC), Sensibilidade (Sens.), Especificidade (Espec.), Valor Predito
Positivo (VPP), Valor Predito Negativo (VPN) e o Coeficiente de Correlagdo de Matthews (CCM)
(Matthews (1975)).

Tabela 5 — Matriz de confusio genérica

\ Observado
Predito \ 1 0
1 VP FP

0 FN VN

Os elementos da Tabela 5 sdo: “verdadeiros positivos” (VP) € o nimero de sucessos
classificados corretamente, “verdadeiros negativos” (VN) € o nimero de fracassos classificados
corretamente, “falsos positivos” (FP) € o numero de fracassos classificados incorretamente e

“falsos negativos” (FN) € o niimero de sucessos classificados incorretamente.

A explicacdo do significado das medidas utilizadas e seus calculos através da matriz de

confusdo dao-se na listagem a seguir:

Acuracia € a probabilidade de classificacdo correta:
ACC=P(Y =1,y =1)4+P(Y =0,Y =0).

VP

ACC = .
CC = VPIVN+FP+EN

Sensibilidade ¢ a probabilidade de prever uma observacdo como sucesso dado que ela

realmente o é:

N PY=1Y=1
Sens. =P(Y =1y =1) = ( ) )
PY=1)
_— VP
Sens. = —.
VP+FN
e Especificidade ¢ a probabilidade de prever uma observacido como fracasso dado que ela
realmente o é: R
N P(Y =0,Y =0)
E .=P(Y=0|Y=0) =
_— VN
Espec. = ————.
VN+FP

Valor Predito Positivo ¢ a probabilidade de uma observacdo ser sucesso dado que ela foi

prevista como:
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e Valor Predito Negativo € a probabilidade de uma observacgdo ser fracasso dado que ela

foi prevista como:

. P(Y=0Y=0
VPN =P(Y =0|Y =0) = ( — )
P(Y =0
VPN N
VN+FN

e Coeficiente de Correlacio de Matthews mede a coeréncia da previsdo. Varia entra
[—1, 1], tal que valores préximos do limite inferior indicam predi¢do inversa e do superior

predi¢do perfeita:

SO — (VP xVN)— (FPx FN)
~ /(VP+FP)x (VP+FN)x (VN+FP)x (VN+FN)

4.2.1 Exemplo - Predicao

Para o estudo do comportamento das previsdes das seis fungdes de ligacdo fixou-se

n.rep = 100.

Geraram-se, para a constru¢cdo da matriz de planejamento, n.s = 1000 observacdes de
Ny~ (u,X), em que

7 .
#2509032} e I= :

T
eparaaconstrugﬁodens7tovetorﬂT:é[—160 I 11111111

A escolha de n = 1 foi feita para que o banco de dados fosse o mais heterogéneo possivel
e ndo houvesse observagdes repetidas, o que poderia ocorrer caso as Binomiais tivessem mais

ensaios de Bernoulli.

Ap6s todo os procedimentos de estimacdes, construcdes de curvas ROC, defini¢des
de pontos de corte e previsOes para as amostras Testes, obtiveram-se as distribui¢des para as

medidas de avaliacao.

Da Figura 19a nota-se que as distribui¢des de acurécias sdo, aparentemente, assimétricas
a direita para todos os modelos e que os quartis deles estdo bem préximos. Complementar log-log
€ a funcdo de ligacdo com os maiores valores deles, o que é um resultado positivo para essa

medida.

Ja analisando a Figura 19b, constata-se que, embora as distribuicdes tenham bastante
outliers e amplitudes diferentes, todas t€ém suas medianas iguais a 1. Tal fato indica que, indepen-
dente do modelo utilizado quando comparado com a mistura, haverd um empate na quantidade

de acuricias de um que sdo maiores que a do outro.
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Figura 19 — Boxplots de acurécias da simulacio de previsdes
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 20 — Boxplots de sensibilidades da simulagdo de previsoes
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na medida “sensibilidade”, a FL. complementar log-log também € a que apresenta a
maior mediana e, juntamente com a ligacdo probit, o maior valor de mdximo. Stukel é a funcao
de ligacdo mais heterogénea e com o menor valor de minimo, entretanto sua mediana € a segunda
maior, de acordo com a Figura 20a. Todavia, novamente, quando se observa os valores relativos

a ligacdo MIX pela Figura 20b se nota que as medianas sdo iguais a 1.

As andlises das Figura 21a, Figura 22a, Figura 23a e Figura 24a resultardo em conclusdes
semelhantes as j4 feitas e, ao se comparar ponto a ponto cada uma das medidas de cada funcao
de ligagdo com as da MIX, observar-se-a que € indiferente escolher uma em detrimento da
outra para se fazer previsdes, ambas terdo desempenhos iguais, conforme mostram as figuras
Figura 21b, Figura 22b, Figura 23b e Figura 24b.



66 Capitulo 4. Simulagées
Figura 21 — Boxplots de especificidades da simulacio de previsdes
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Figura 22 — Boxplots de VPPs da simulacdo de previsoes
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Figura 23 — Boxplots de VPNs da simulagdo de previsdes
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Figura 24 — Boxplots de coeficientes de correlagdo Matthews da simulacio de previsdes
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CAPITULO

APLICACOES A DADOS REAIS

Findados os estudos de simulagdes e apresentacdes tedricas sobre a ligacdo proposta,
parte-se para as aplicacdes do mesmo a fim de se analisar seu comportamento quando os dados

ndo sdo gerados computacionalmente.

Para tanto, trés bancos de dados bastante difundidos na area de M.L.G. sdo modelados
pelas seis funcdes de ligacdo e t€m suas estatisticas comparadas. Sao eles: “Mortalidade de
Besouros” (Bliss (1935)), “Garotas de Varsévia” (Milicer e Szczotka (1966)) e “Frequéncia de
Micronucleos” (Balasem e Ali (1991))

Nas estimagoes feitas nesse Capitulo todas as estimativas foram significativas para o

teste de Wald a um nivel de significincia de 5%.

5.1 Mortalidade de Besouros

O problema apresentado no artigo de 1935 consiste em analisar diferentes doses de
dissulfeto de carbono (CS,) e suas taxas de letalidade em besouros com o intuito de encontrar
a mais eficiente. Durante 5 horas, 481 insetos foram divididos heterogeneamente em 8 grupos,

sendo cada um exposto a sua respectiva dosagem. Ao fim houve 291 mortes.

O evento de interesse € a morte dos besouros e, portanto, o objetivo da analise € a
estimacao das proporcdes de 6bitos para as diferentes doses de CS;. Pelo fato da relagdo deles
nao ser bem ajustada em modelos simétricos, conforme explica o préprio autor, tais dados sao

interessantes para o uso da func¢do de ligacdo MIX.

A Tabela 6 apresenta as estimativas dos parametros para as diversas funcdes de ligacdo e
observa-se que a mistura proposta tem sua composi¢ao formada por 68% de FL complementar
log-log e o restante de ligacdo Stukel, com os erro padrdes (EPs) dos pesos bem proximos de

Z€10.
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Das estimativas de ¥ para a ligacdo MIX nota-se que o parametro da FL Stukel que
modela a cauda a direita tem um valor muito elevado (159.235) e seu erro padrao “Nao é um
Numero” (NéN). Isso ocorre pois a log-verossimilhanga perfilada nesse ponto, embora seja ponto
de méaximo, € constante, conforme mostra a Figura 25. Portanto ndo ha segunda derivada e,

consequentemente, como calcular o seu erro padrao.

Ainda, a fun¢do de ligacdo Aranda-Ordaz convergiu para a Complementar Log-Log e as

demais apresentaram resultados j4 vistos na literatura.

Os erros padrdes do vetor B para as cinco fungdes de ligagdo que ndo a mistura apresen-
tam erros padrdes bem elevados, mas nada que interfira na significancia dos parametros quando

¢é realizado o teste de Wald.

Tabela 6 — Estimativas (e erros padrdes) dos parametros de diversas funcdes de ligacdo para Mortalidade
de Besouros

Fungio de Ligagdo ‘ A 0y [4%) 03 il ) Bo Bi
MIX - 0680 0 ~0 159235 -0.190 -37.433 20.798
- 0.143) (~0) (~0) (NéN) (0.579) (0.067) (0.037)
Lo _ _ ; - - - -60.717  34.270
8 _ - - - - - (5.181) (2.912)
_ _ _ ; - - - -34.935  19.728
Probit ] ] _ ] - ; (2.648)  (1.487)
_ ] _ - - - 39572 22.041
CLL ] ] ] _ - ; (3.240)  (1.799)
~0 _ - - - § 39572 22.041
Aranda-Ordaz (0074) _ _ _ _ _ (3240) (1 799)

- - - - 0.164  -0.521 -69.534 39.025

Stukel 0.092) (0.219) (7.123) (3.956)

Pela Tabela 7 é possivel perceber que as estimacdes mais préximas dos valores de
proporcdes observados sdo obtidas utilizando-se as fungdes de ligacdo MIX e Stukel, o que é
comprovado pela Figura 26a. Dela se verifica, ainda, que as distribui¢des de seus erros absolutos
sdo mais homogéneas e menos assimétricas que das demais e que a FLL MIX desvia em, no

maximo, 3% do valor observado, ao passo que logit e probit chegam a mais de 10%.

A funcdo de ligacdo complementar log-log (e, consequentemente a Aranda-Ordaz), tida
no artigo original como a melhor para modelar tais dados, tem o valor de seu 3° Quartil de
erros absolutos proximo ao do Méaximo da Stukel e sua mediana maior que a dela, atualizando,

portanto, as conclusdes de Bliss (1935).

Por essa mesma linha de comparacdo o Médximo de erros absolutos da ligacdo MIX nem
chega a atingir o 3° Quartil da Stukel, que perde seu posto de melhor modelo no que diz respeito

as estimacdes.
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Figura 25 — Curva de 7; e sua log-verossimilhancga perfilada para Mortalidade de Besouros

Tabela 7 — Valores observados e preditos de proporcdes de diversas fungdes de ligacdo para Mortalidade
de Besouros

| log(Dose)
Funcdo de ligacao ‘ 1.6907 1.7242 1.7552 1.7842 1.8113 1.8369 1.861 1.8839
Observado 0.102 0.217 0290 0.500 0.825 0.898 0984 1.000
MIX 0.109 0.192 0318 0485 0.809 0922 0981 0.998
Logit 0.059 0.164 0362 0.605 0.795 0903 0955 0979
Probit 0.057 0.179 0379 0.604 0.788 0.903 0962 0.987
CLL 0.095 0.188 0338 0542 0.758 0918 0986 0.999
Aranda-Ordaz 0.095 0.188 0338 0.542 0.758 0918 0986 0.999
Stukel 0.118 0.184 0304 0.524 0.780 0.930 0982 0.996

Ao se comparar cada erro das demais fungdes de ligacdo com o da MIX, nota-se de suas
distribuicdes, pela Figura 26b, que nenhuma mediana est4 abaixo de 1, indicando que pelo menos
50% das estimacdes feitas pela ligacdo proposta sdao mais proximas das propor¢des observadas

que as estimagdes dos demais modelos, corroborando com as conclusdes obtidas anteriormente.

Logit e probit sdo as FLs que apresentam, pelo menos para uma propor¢ao, 0s menores
erros relativos a MIX, assim como os maiores. Ja as ligacoes Aranda-Ordaz e complementar
log-log t€m suas medianas muito préximas a 1, mas ainda acima deste valor, e seus erros sao, no
maximo, 4 vezes maiores que os da mistura. A fun¢do de ligacdo Stukel, por sua vez, apresenta
os menores, mais homogéneos e simétricos erros relativos, embora aproximadamente 75% deles

sejam maiores que os erros da fungdo proposta.

Por fim, comparando-se as medidas da Tabela 8, tem-se que MIX € a funcdo de ligacdo
que atinge o maior valor de log-verossimilhanga, satisfazendo a condi¢do de escolha de melhor

modelo para este critério, porém para AIC, a complementar log-log € tida como a melhor func¢éo
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Figura 26 — Boxplot de medidas de erros para as propor¢des de mortes de besouros
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Fonte: Elaborada pelo autor.

de ligacdo, seguida pela mistura.

Ainda, para o primeiro critério, os valores do modelo proposto e de Stukel sdo bem
proximos, ja para o segundo Aranda-Ordaz é quem se aproxima de MIX, o que j4 era esperado

devido ao comportamento dos boxplots das Figura 26a e Figura 26b.

Embora para AIC o modelo proposto ndao seja o menor, pela andlise feita hd grandes

evidéncias de que ele tenha um desempenho de estimacdo superior as demais fungoes.

Tabela 8 — Medidas de comparacdo de modelos para Mortalidade de Besouros

Funcdo de Ligagao ‘ MIX Logit Probit CLL AO Stukel
Log-verossimilhanga | -181.293 -186.235 -185.679 -182.343 -182.343 -181.991
AIC 376.586 376.471 375358 368.685 370.685 371.981

5.2 Garotas de Varsovia

Em 1965, durante o meio de janeiro até o fim de marco, 3918 mulheres varsovianas
foram questionadas sobre as idades em que ocorreram suas menarcas. O objetivo do estudo era

estimar a proporcao de primeiras menstruacdes ocorridas nas diversas idades.

Como as entrevistadas poderiam responder, intencionalmente ou ndo, falsas datas,
criaram-se intervalos de idades e neles se fizeram as contagens do evento de interesse. Para 669
delas a primeira menstruagdo ainda nao havia chegado e o ponto médio de cada intervalo foi

definido como o valor pontual da covaridvel em questao.

Das estatisticas apresentadas na Tabela 9 verifica-se que a mistura é composta de 32.3%

de funcdo de ligacao probit (simétrica) e o restante de Stukel (assimétrica), com seus parametros
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¥ modeladores de caudas positivos. Para as demais func¢des de ligacdo o pardmetro ) apresenta
erros padrOes relativamente altos e Aranda-Ordaz e Stukel ndo convergem para nenhuma das

outras fungdes de ligacao.

Tabela 9 — Estimativas (e erros padroes) dos parametros de diversas fungdes de ligagao para Garotas de

Varsévia
Fungio de Ligagio ‘ A oy 10%) 03 h » Bo By
MIX - ~0 ~0 0.323 0.130 0456 -14.684 1.135
- (~0) (~0) (0.117) (0.046) (0.082) (0.043) (0.003)
o ] - ] i . 21226 1632
0gi i ) } _ ; - (0.770)  (0.059)
. ] S ; : - -11819 0908
Probit _ ] ] _ ] - (0.387)  (0.030)
i - - - - - -12.985 0.953
CLL _ ] _ ; ; - (0.426)  (0.031)
1.452 - - - - - -24.628  1.916
Aranda-Ordaz (0.077) _ _ _ _ _ (0.905) (0.070)
Stukel - - - - 0.086 0.321 -16.999 1.315
u - - - - (0.035) (0.054) (0.551) (0.043)

A Figura 27 apresenta as curvas estimadas e as propor¢des observadas para as seis
funcgdes de ligacdo. Dela é possivel observar que o modelo estimado para a FL Stukel é o
que mais se aproxima do para MIX, ao passo que o da complementar log-log € o que mais se
distancia dela e dos pontos observados também. Da Figura 28 se verifica que o comportamento
das distribui¢des de erros absolutos para as ligagdes MIX e Stukel sao bem semelhantes, como
esperado, apesar do fato dos 50% menores valores de erro da primeira serem mais homogéneos

que o da segunda. Exceto pelos outliers, ambas erram no maximo 5%.

Logit, probit e Aranda-Ordaz sdao FLs que apresentam praticamente a mesma média de
erros absolutos, porém os terceiros quartis das duas ultimas sdo menores que o da primeira.
Quartis esses que nem chegam a atingir a mediana de erros da complementar log-log (funcdo de

ligacdo com os piores resultados).

Para todas as ligagdes ha pelo menos uma estimacao cuja diferenca para a propor¢ao

estimada se da apenas a partir da terceira casa decimal, ou seja, o erro € praticamente zero.

A funcdo de ligacdo complementar log-log, de acordo com a Tabela 10, é a que apresenta
o pior desempenho quando seus erros absolutos sdo comparados ao da MIX. Seu 1° Quartil ja

demonstra tal fato.

Exceto pela FL ja citada e pela Stukel, que tem a distribuicdo da medida em questdo mais
homogénea e quase se sai melhor que a ligagdo proposta, as outras erram aproximadamente entre

2.5 e 4 vezes mais que a mistura nos seus 75% menores valores de erros absolutos relativos.
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Figura 27 — Curvas estimadas e propor¢des de ocorréncia de menarcas observadas
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Figura 28 — Boxplot dos erros absolutos das estimacdes de propor¢des de ocorréncias de menarca.

Tabela 10 — Medidas descritivas dos erros absolutos das estimacdes de propor¢des de ocorréncias de
menarca relativos a ligagdo MIX

Funcio de ligacdo ‘ Min. 1°Q Mediana Média 3°Q Max.

Logit 0.430 0.876  1.666 17.140  3.871  368.800
Probit 0.050 0.811 1.625 4.881 3.201 49.370
CLL 0.000 1.518 2968  118.000 10.630 2679.000
Aranda-Ordaz 0.060 0.705  1.566 9.381 2,629  169.200
Stukel 0.540 0.938  1.020 0.988 1.061 1.285

Todas, contudo, tém medianas maiores que 1, indicando que MIX ¢ a funcdo de ligacdo
que apresenta a maior quantidade de menores erros absolutos dentre as seis fun¢des avaliadas

para cada uma das diversas idades estudadas.

Tabela 11 — Medidas de compara¢do de modelos para Garotas de Varsdvia

Funcdo de Ligagdo | MIX Logit Probit CLL AO Stukel
Log-verossimilhanca | -813.422 -819.652 -817.744 -865.711 -817.660 -813.594
AIC 1640.843 1643.305 1639.489 1735422 1641.320 1635.188

Os valores de log-verossimilhanca e de AIC da mistura, observados na Tabela 11,

apresentam as mesmas conclusdes e consideracdes que no exemplo anterior.

5.3 Frequéncia de Microntcleos

De acordo com Flores e Yamaguchi (2009), micronucleo € uma fragmentacido de um
cromossomo que gera um pequeno nucleo ao lado do original de uma célula. Decorre de uma

falha durante a mitose e € usado como marcador genético para indices de toxicidade.
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No estudo em questdo, 5007 células de linfécitos foram divididas e expostas a 10
diferentes doses de radiacdo y de Césio 137, medidas em Gy (“‘gray”, unidade do Sistema
Internacional de Unidades para dose absorvida), e se observou a frequéncia relativa de células

com presencas de micronucleos para cada uma das doses.

As estatisticas de estimagdo dos modelos estdo na Tabela 12 e, relevando as diferencas
nas terceiras casas decimais dos parametros estimados, a mistura é a prépria funcao de ligacao
Stukel. A FL Aranda-Ordaz ndo converge para nenhum caso particular e todos os erros padroes

sdo pequenos.

Embora as proporcdes estimadas pelas trés funcdes de ligacdo anteriormente citadas
sejam as que mais se aproximam do valor observado (de acordo com a Tabela 13), nota-se que
MIX e Stukel erram mais homogeneamente que Aranda-Ordaz na Figura 29a. Apesar de ser
uma fun¢do de ligacdo assimétrica, a complementar log-log € a que apresenta 0s maiores erros

absolutos, ultrapassando até os 10% quase atingidos pela logit.

Na comparagdo de erros absolutos relativos a ligagdo MIX (Figura 29b) o boxplot da
funcdo de ligacdo Stukel esta limitado as redondezas de 1 por motivos triviais (a ligacdo MIX é
a prépria Stukel, estdo se dividindo valores iguais de erros), a ligacdo Aranda-Ordaz tem sua
mediana acima dessa medida e as demais tem, aproximadamente, 75% dos seus erros relativos
maiores que o da mistura.

Tabela 12 — Estimativas (e erros padrdes) dos parametros de diversas funcgdes de ligagcdo para Frequéncia
de Micronucleos

Fungdo de Ligacao ‘ y) 0y [47) 03 T % 30 Bl
MIX - ~0 ~0 ~0 0970 1291 -1260 0.340
- (~0) (~0) (0.084) (0.194) (0.044) (0.015) (0.006)
Lo _ ) - ; ; - 2,552 0.653
8 - - - - - - (0.067) (0.019)
. _ ) - ] ; - -1.514  0.389
Probit ] ] ] ] ] - (0.035) (0.010)
] _ - ; ; - 2406 0.490
CLL ] ] _ ] ] - (0.057) (0.014)
6.825 - - - - - 2972 1.643
Aranda-Ordaz (0.237) i ) ) ) _ (0.107)  (0.052)
Stukel ; - - - 0934 1266 -1271 0.343
- - - - (0.192) (0.044) (0.020) (0.008)

Todas as andlises feitas indicam que o modelo Stukel é realmente o que melhor estima as
proporg¢des de frequéncia de microndcleos e, consequentemente, MIX também. Pelos valores
de log-verossimilhanca e AIC apresentados na Tabela 14 nota-se a coeréncia da conclusdo com
o valor de AIC: MIX convergiu pra Stukel e esta apresenta o menor AIC. Entretanto, pela

quantidade maior de parametros, a FL proposta terd um AIC maior.
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Tabela 13 — Valores observados e preditos de propor¢des de diversas fungdes de ligacdo para Frequéncia
de Micronicleos

| Dose (em Gy)

Fungdo de Ligagdo | 0.05 0.1 0.25 0.5 1 2 3 4 5 6
Observado 0.038 0.046 0.058 0.100 0.138 0322 0.392 0.521 0.652 0.759
MIX 0.044 0.048 0.060 0.084 0.146 0.297 0431 0.527 0.635 0.763
Logit 0.074 0.077 0.084 0.097 0.130 0.223 0356 0.515 0.671 0.797
Probit 0.068 0.070 0.078 0.094 0.130 0.231 0364 0.516 0.666 0.793
Complementar Log-Log | 0.088 0.090 0.097 0.109 0.137 0214 0.325 0473 0.649 0.819
Aranda-Ordaz 0.046 0.049 0.060 0.082 0.140 0.290 0435 0.555 0.650 0.725
Stukel 0.044 0.048 0.060 0.084 0.146 0.296 0.430 0.527 0.635 0.763

Figura 29 — Boxplot de medidas de erros para as propor¢des de ocorréncias de micronticleos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 14 — Medidas de compara¢do de modelos para Frequéncia de Microntcleos
Fungdo de Ligacao MIX Logit Probit CLL AO Stukel
Log-verossimilhanca -2250.200 -2275.477 -2268.484 -2297.332 -2253.676 -2250.202

AIC 4514.400 4554.954 4540.969 4598.664 4513.352 4508.404
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado um modelo de regressio para dados bindrios com mistura
de fungdes de ligacao, seus estudos de desempenhos nas estimagdes de propor¢des e predigdes
de observagdes em dados simulados e, por fim, sua aplicacdo a trés conjuntos de dados reais. As

principais consideracdes obtidas sdo apresentadas a seguir.

e No Capitulo 2 sdo introduzidas algumas notacdes importantes, é apresentado o contexto
em que fungdes de ligacdo para modelos de regressao com respostas bindrias sao utiliza-
dos e, também, as caracteristicas daquelas que foram utilizadas no estudo: logit, Probit,

complementar log-log, Aranda-Ordaz e Stukel.

e No Capitulo 3 € introduzido a ligagdo proposta, denominado “mistura” ou “MIX”, sdo
apresentadas as interpretacdes de seus pardmetros e sua metodologia de estimacgdo, que €
dividida em duas etapas: a primeira para se aprimorar os chutes iniciais e a segunda para

se refinar o valor das estimativas.

e No Capitulo 4 sdo expostos estudos de simulag@o para se comparar seis fungdes de ligacao

quanto aos seus desempenhos nas estimagdes de proporcdes e previsoes de respostas.

Para o primeiro estudo, a ligacdo MIX apresenta as melhores estimagdes de proporcoes
independente do modelo gerador de dados, da quantidade de valores diferentes da cova-
ridvel e dos seus respectivos nimeros de observacdes dicotdmicas (quando comparadas
as proporg¢des observadas). Quanto as métricas de qualidade das estimativas dos parame-
tros, alguns resultados sdo extremamente altos ou baixos para ¥ e By e discussoes sobre
nao-convergéncia do algoritmo de estimagado e pseudoproblemas de identificabilidade sdo

realizadas.

J& para o segundo estudo conclui-se que o poder preditivo das fun¢des em questio sdo,
em média, iguais. Assim, numa andlise conjunta dos resultados, tal fato corrobora para a

escolha da ligagdo MIX como a que apresenta o melhor desempenho na modelagem, uma
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vez que ndo ha diferenca entre as fungdes nos resultados de previsdes e para as estimagdes

de proporg¢des € a que se sai melhor.

Por fim, nas andlises de dados reais do Capitulo 5 se observa que o modelo proposto
apresenta os melhores resultados de estimacgdes de proporcdes quando comparado aos
demais e seus valores de log-verossimilhanca e AIC o apontam como a melhor escolha,
exceto para o banco de dados de Mortalidade de Besouros. Porém, a andlise gréfica

contradiz esse resultado.

Ainda, pode-se perceber a flexibilidade da funcdo de ligacao MIX no banco de dados de
Frequéncia de Microndcloes, em que, por ndo encontrar uma combinagdo que apresentasse
melhores resultados de modelagem que a Stukel, associa peso um ao componente da

mesma na mistura.
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