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a ele, para que lhe seja recompensado? Porque dele e por ele, e para ele, sao todas as

coisas; gléria, pois, a ele eternamente. Amém. (Romanos 11:33-36)
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Resumo

Esta dissertacao é um estudo introdutério e detalhado da Teoria Combinatoéria de Gru-
pos e de um de seus trés problemas classicos: o Problema da Conjugagao. Estuda-
se sua solugdo para vérias classes de extensoes de grupos, obtida nos artigos [1] e [2].
Dentre os resultados, destacam-se sua solucao para grupos livre-por-ciclicos e para ex-
trsomFm (com A € GL,(Z),
Ay, A € GLo(Z) € @1, .oy o € Aut(Fy)), bem como da forma Z"X 4, . a, Fy com

tensoes livres da forma Z"X 4Z, ou Z*X 4, a, Fm, ou Fax,,

(A1, ..., Ay) < GL,(Z) subgrupo de indice finito ou virtualmente solivel, ou, finalmente,
da forma Fy, ¥y, . F, com (@1, ..., ) < Aut(F,) de indice finito. Também, resolve-se
o Problema da Conjugacao Torcida para grupos livres finitamente gerados, grupos po-
liciclicos e grupos fundamentais de superficies fechadas, entre outros. No desenvolver do
texto, procura-se argumentar de forma simples e detalhada, de modo a proporcionar ao
leitor um primeiro contato com a Teoria Combinatéria de Grupos e desenvolver nele um
certo nivel de familiaridade com os problemas de decisao da teoria e com o conceito de

algoritmo, amplamente utilizado.






Abstract

This essay is a detailed introductory study of Combinatorial Group Theory and one
of its three classical problems: the Conjugacy Problem. We studied its solution for
several classes of group extensions, obtained in [1] and [2]. Among the results, we
point out its solution for free-by-cyclic groups and for some free extensions of the form
Z'"X AL, or Z*X 4, A Fmy or Foxg, o F, (with A € GL,(Z), Ay, ..., A, € GLy(Z)
and @1, ..., o € Aut(Fy)), as well as Z"x 4, _a,, F, with (Ay, ..., Ay) < GL,(Z) a finite
index or virtually solvable subgroup, or, finally, for groups of the type F, X, . o Fn,
with (o1, ..., pm) < Aut(F,) a finite index subgroup. We also studied solutions of the
Twisted Conjugacy Problem for finitely generated free, polycyclic and surface groups. In
the course of the text, one tries to argue in a simple and detailed way, providing the reader
a first contact with Combinatorial Group Theory and a certain level of familiarity with

its decision problems and with the vastly used concept of algorithm.
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Introducao

A Teoria Combinatéria de Grupos é a subdrea da Algebra moderna responsavel por in-
vestigar, entre outras coisas, o conceito de grupo livre e os grupos em geral através de
seus geradores e suas relagoes, ou seja, as presentacoes dos grupos. Nossos objetivos com
esta introducao sao: descrever os conteidos de cada capitulo e nos situarmos com um
realmente breve comentario histérico sobre a drea (baseado em [6]), desde seu surgimento
até a aparicao dos trés problemas classicos, sendo um deles o Problema da Conjugacao,
o principal foco do texto.

Sendo uma parte bem especifica da Algebra, a Teoria Combinatéria de Grupos tem
apenas um pouco mais de um século de idade. Sua primeira apari¢ao realmente notavel
se da no ano de 1882, com os estudos e publicagoes iniciais de Walther Franz Anton von
Dyck, matemético alemao que desenvolve, ainda que usando uma linguagem bem longe
da atual (o que é completamente natural de se esperar), as primeiras ideias sobre grupo

livre e relagoes. Traduzindo para o portugués, sua primeira definicao é a seguinte:

“Sejam Ay,...,A,, m operagoes que podem ser apilcadas a um objeto J, que sera
sempre denotado por 1. Entao esses A; podem sempre ser considerados como
os geradores de um grupo que sera obtido aplicando todas as combinagoes
possiveis das operagoes no objeto J. O grupo mais geral com m operagoes ge-
radoras serd obtido se assumirmos que os A; nao sao periddicos e, além disso,
nao sao conectados entre si por qualquer relacao. Vamos considerar também
as operacoes opostas dos A;, que denotaremos por A;~'. Entdo obteremos
as infinitas substituicoes que pertencem ao nosso grupo G se aplicarmos pri-
meiramente as operacoes Ay, A; 7Y, Ay, Ay, ., A, A identidade, depois
aplicarmos ao resultado as mesmas operacoes, e assim por diante. Como as-
sumimos que nao ha relagoes entre as operagoes geradoras, as substituigoes
produzidas sao todas distintas entre si e cada uma delas pode ser obtida por
um tunico processo, completamente determinado pelas operacoes geradoras.

Isso pode ser expresso pela formula

A AP LA AL

Nota-se uma tendéncia a dar significado geométrico a algebra sendo construida, quando
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Dyck pensa em um objeto J e nas operagoes a serem aplicadas ao mesmo, como acontece,
por exemplo, nos grupos (finitos) de permutagoes e nos diedrais D,,, onde J é o poligono
regular de n faces e A; e Ay sdo, respectivamente, a rotacao de angulo 27” e uma reflexao
coerente em relagao a uma reta qualquer fixada do plano contendo a origem. Usando sua
terminologia geométrica, Dyck desenvolve um belo trabalho e acerta em cheio em seus
objetivos. Os principais resultados de seu artigo sao dois dos mais fundamentais da Teoria
Combinatoéria de Grupos: na linguagem atual, sdo a existéncia do grupo livre finitamente
gerado, com unica representacao algébrica reduzida de seus elementos (como visto na
citagdo acima), e a propriedade de que todo grupo finitamente gerado é a imagem por um
homomorfismo de um grupo livre finitamente gerado, resultado que justifica o fato de que
todo grupo (finitamente gerado) possui uma presentagao. O problema é que, apesar de
totalmente convincentes, as demonstragoes que Dyck da destes resultados nao possuem o
rigor da matematica atual e nao seriam consideradas véalidas hoje em dia. O tratamento
geométrico dos grupos, segundo ele mesmo, o levou até a cometer um erro em um de
seus artigos. Ainda bem que vinte e dois anos depois (1904), o matemético de Seguier
ja consegue descrever, em seus trabalhos, os geradores e as relacoes de um grupo de uma
forma mais rigorosa e parecida que a atual, em contraste com Dyck. Sua demonstracao
do fato de que todo grupo é a imagem homomorfa de um grupo livre é muito mais precisa,
simplificada e moderna.

O conceito de grupo fundamental de um espaco topoldgico é primeiramente introduzido
por Henri Poincaré em seu famoso artigo “Analysis Situs” (1895). Segundo os autores de
6], este artigo é dificil de ser lido, pois as notagoes variam muito sem aviso prévio e, além
disso, nao ha sequer uma tentativa de separar o que € intuicao do que é demonstracao.
Por isso, grande parte do trabalho do austriaco Heinrich Franz Friedrich Tietze, em 1908,
¢ um esclarecimento do que Poincaré fez. Tietze define de outra maneira os grupos
fundamentais de uma variedade e prova que possuem presentagoes finitas; prova também
que duas variedades homeomorfas possuem grupos fundamentais isomorfos. Assim, entra
em jogo, ja no século XX, o principal pensamento da Topologia Algébrica: provar que duas
variedades nao sao homeomorfas, entao, se torna provar que duas presentacoes finitas nao
sao isomorfas. Concentrado nisso, Tietze define algumas transformacoes elementares que
se podem aplicar a uma presentacao sem mudar o grupo que ela gera, e demonstra que
duas presentacoes finitas definem grupos isomorfos se, e somente se, uma pode ser levada
a outra por meio de um nimero finito dessas transformagoes (que chamamos atualmente
de transformagoes de Tietze). Esta propriedade, junto com o fato de que os abelianizados
de dois grupos isomorfos sao também isomorfos, sao os primeiros grandes resultados a
aparecer na Teoria Combinatéria de Grupos, depois dos feitos por Dyck e de Seguier.

E claro que apenas algumas propriedades em relagao a grupos espalhadas por ai no
inicio do século XX — por mais fundamentais que fossem - ainda nao haviam sido suficientes
para que a Teoria Combinatéria de Grupos ja estivesse sendo considerada como uma nova

e ja independente teoria matematica. Parece haver um consenso de que essa independéncia
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se inicia com Max Dehn, quando ele continua e aprofunda a producao de Tietze com varias
publicacgoes, em 1910, 1911, 1912 e 1914. Com uma motivacao geométrica, a segunda delas

comeca com a formulagao dos seguintes classicos problemas de decisao da teoria:

e O Problema da Palavra (PP): dado um elemento arbitrario de um grupo em

termos de seus geradores, decidir quando este é o elemento neutro do grupo.

e O Problema da Conjugagao (PC): dados dois elementos x e y de um mesmo
grupo em termos de seus geradores, decidir quando sao conjugados, ou seja, quando

existe um terceiro elemento u no grupo tal que y = u~'zu.

e O Problema do Isomorfismo (PI): dados dois grupos em termos de seus gera-

dores e relagoes, decidir quando sao isomorfos entre si.

A partir deste estdgio, como ja dissemos, a Teoria Combinatéria de grupos desabrocha
como uma area independente e comegam a surgir inimeros outros problemas envolvendo
grupos livres e presentagoes, e também outros problemas de decisao. Neste trabalho,
focamos o Problema da Conjugacao. Mais especificamente, estudamos as solugoes para
o mesmo encontradas em algumas classes de grupos pelos autores O. Bogopolski, A.
Martino, E. Ventura e O. Maslakova, como os grupos livre-por-ciclicos em 2006 no artigo
[1] e vérias extensoes livres de outros tipos de grupos no artigo [2].

No capitulo 1 relembramos os conceitos bésicos de Algebra, grupo livre e presentagoes
de grupo, que sao o contexto onde desenvolvemos a teoria. Também, mostramos propri-
edades do produto semidireto e das sequéncias exatas e as relacoes entre eles, que sao
usadas durante todo o restante do texto.

O capitulo 2 é uma breve introducao a nocao intuitiva de algoritmo que usaremos aqui
e uma exposigdo (um pouco mais detalhada do que a ja feita acima) dos trés problemas
de decisao cléssicos apresentados por Dehn e do Problema da Conjugagao Torcida (PCT),
generalizacao do PC que precisaremos frequentemente no desenvolvimento dos teoremas.
Também, resolvemos alguns destes problemas em casos triviais, como em grupos finitos e
grupos livres, e apresentamos alguns algoritmos explicitamente, com a intencao de que o
leitor adquira certo nivel de familiaridade com os objetos e as técnicas utilizadas.

Comecamos a dar um foco mais especifico ao Problema da Conjugacao ja no capitulo
3. Baseando-nos em [1], estudamos a solu¢ao do mesmo para todos os grupos livre-por-
ciclicos a partir de uma solugao mais delicada do Problema da Conjugagao Torcida para
qualquer grupo livre finitamente gerado, de algumas propriedades intrinsecas a conjugacao
torcida e de dois importantes teoremas, de P. Brinkmann e O. Maslakova.

O quarto e principal capitulo é dedicado ao teorema central do artigo [2], onde
investiga-se quais condigoes devem ser impostas sobre uma sequéncia exata 1 — F —
G — H — 1 para que consiga-se resolver o Problema da Conjugacao em seu grupo

central G. Além de dar uma detalhada demonstracao deste teorema, tentamos fazer as
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ligagoes necessarias do mesmo com o teorema do capitulo anterior, para deixar claro que
¢ uma generalizagao (o que nao fica claro se apenas lermos seus enunciados).

No capitulo 5, continuamos investigando o teorema central, agora com o objetivo de
encontrar classes de grupos e de sequéncias exatas que se encaixem em suas hipéteses, de
modo a torna-lo um resultado mais abrangente e aplicavel. Entre os resultados obtidos,
destacamos a solucao de PCT para qualquer grupo virtualmente abeliano, virtualmente
livre, virtualmente policiclico ou virtualmente grupo de superficie. Depois disto, usamos
as extensoes livres para reescrever o teorema central em termos de presentagoes de grupos,
tornando-o extremamente pratico.

Finalmente, o sexto e ultimo capitulo aproveita-se da praticidade e aplicabilidade
obtida no capitulo 5 e de vérios outros resultados e técnicas diferentes para resol-
ver o Problema da Conjugacao para extensoes livres da forma Z"xZ, ou F,,x,Z, ou
22X Ay ... Fmy o0 FoXy, o F, (com A € GL,(Z), Ay, ..., A, € GLy(Z), ¢ € Aut(F,)
€ V1, ey Pm € Aut(Fy)), bem como da forma Z"x 4,  a, F, com (Ay, ..., Ap) < GL,(Z)
subgrupo de indice finito ou virtualmente solivel, ou, finalmente, da forma Fy, X, . o F,
com {(p1, ..., pm) < Aut(F,) de indice finito.



Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Algebra basica

Apesar de acreditarmos que o leitor ja estd ha muito tempo familiarizado com os conceitos
desta secao, vamos defini-los para fixar as notacoes e apenas citar, sem demonstracoes, as
suas principais propriedades. Com isso, pretendemos clarear as leituras posteriores. No
entanto, para nao criarmos um texto demasiadamente longo e cansativo, é claro que pre-
cisamos assumir que o leitor ja possua também o conhecimento das propriedades basicas

da Logica Classica, da Teoria de Conjuntos e da Algebra elementar.

Definig¢ao 1.1. Um grupo é um conjunto nao vazio G munido de uma operacao binaria

G x G — G, que denotaremos por (a,b) — ab, onde valem as seguintes propriedades:
(i) Associativa: a(bc) = (ab)e, Va,b,c € G

(ii) Elemento neutro: existe um elemento em G, que denotaremos por 1, tal que la =

al = a, para todo a € G.

iii) Inverso: Para todo a € G existe um elemento em G, que denotaremos por a~ !, tal
e p )

que a la =aa"t =1.

Um grupo ¢é dito abeliano quando sua operacao binaria possui a propriedade
(iv) Comutativa: ab = ba, Va,b € G.

Dizemos que um subconjunto H de G é um subgrupo de G quando, restringindo a operacao

de G a H, o mesmo se torna um grupo. Nesse caso, denotamos H < G ou G > H.

Definicao 1.2. Dado um subconjunto nao vazio S de um grupo G, o subgrupo gerado por
S em GG é o menor subgrupo de G que contém S, ou a intersecao de todos os subgrupos de G
que contém S. O denotaremos por (S) e diremos que S gera (S). Quando S = {ay, ..., a,},
também denotaremos por (ai,...,a,). Em particular, quando S = {a} diremos que o

subgrupo (a) é ciclico.
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Escrevendo S™! = {s7! | s € S}, um elemento arbitrdrio (ndo neutro) do subgrupo

kb,

(S) acima é da forma a;...a, com a; € SUS™! e n > 1, ou ainda, da forma a,
com a; € S e k; € Z, expressoes que chamaremos também de palavras em S. Estamos nos
apossando da notacao multiplicativa para grupos, bem como a operacgao iterada natural
a" para n € Z.

Neste trabalho seguiremos a nota¢ao mais computacional, usada nos artigos [1] e [2],
onde denotaremos a imagem de um elemento a por uma fun¢ao ¢ como sendo ay ou (a)p
ao invés de p(a), como estamos acostumados. Usaremos também a1 em vez de 1(p(a))

e ap® em vez de ¢*(a). Desta forma, vem a seguinte

Definicao 1.3. Um homomorfismo entre dois grupos G e H é uma funcao ¢ : G — H
tal que (ab)g = apbyp, para quaisquer a,b € G. Usaremos a notagao G A HouG — H,
quando o homomorfismo estiver subentendido. O nicleo de ¢ é o subgrupo de G definido
por ker(p) = {a € G | ap = 1}. A imagem de ¢ é o subgrupo de H definido por
im(p) = {ap | a € G}, que também denotaremos por Gy ou ¢(G). Quando ¢ é bijetor,
dizemos que é um isomorfismo entre G ¢ H e que G e H sao isomorfos; neste caso,

@ , .
escrevemos G ~ H ou G ~ H. Um automorfismo é um isomorfismo G — G.

Um homomorfismo ¢ injetor se, e somente se, seu nicleo consiste somente do elemento
neutro. Quando dois grupos GG e H sao isomorfos, eles compartilham igualmente de
todas as propriedades algébricas que estamos interessados. Serd comum, portanto, nos
referirmos a G ou a H alternadamente ou até trata-los como sendo o mesmo grupo,
conforme for mais conveniente.

As classes laterais serdao usadas com a notacao usual:

Definigao 1.4. Dado um subgrupo H de um grupo G e a € G, a classe lateral (a
esquerda) de a em relacdo a H é o conjunto aH = {ah | h € H}, e a classe lateral (a
direita) de a em relacao a H é o conjunto Ha = {ha | h € H}. Da mesma forma, se N é
outro subgrupo de G, definimos HN = {hn | h€ H, n€ N} C G.

Por serem classes de equivaléncia das relacoes “a ~b<a'tbe H e “a~b< ab™! €
H” | respectivamente, o conjunto das classes laterais (& esquerda ou a direita) particionam

o conjunto G.

Definicao 1.5. Seja H < G. O indice de H em G é a cardinalidade do conjunto das
classes laterais de H em G, que denotaremos por |G : H|. Se esta cardinalidade for finita,

dizemos que H tem indice finito em G.

Para que possamos adicionar uma estrutura de grupo a colecao de classes laterais,

precisamos do seguinte:

Defini¢ao 1.6. Diremos que um subgrupo N de um grupo G é normal (em G) quando,
para todo a € G e todon € N, vale a"'na € N. Nesse caso, denotamos N <<G ou G1> N.
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Defini¢ao 1.7. Seja G grupo e N < G. O quociente de G por N é o conjunto G/N =
{gN | g € G} munido da operagao (gN)(hNN) = (gh)N. Eventualmente o denotaremos

por % Dizemos também que obtemos G /N quocientando G por N.

O elemento neutro de G/N é o elemento 1N = N. A projegao 7 : G — G/N definida
por gm = gIN é um homomorfismo sobrejetor, cujo nicleo é exatamente o subgrupo N.
Reciprocamente, todo niicleo de qualquer homomorfismo é um subgrupo normal. Quando
N = {1}, temos um isomorfismo natural G/{1} ~ G.

Outras formas equivalentes de definir e/ou verificar que um subgrupo é normal sao:
Proposicao 1.8. Seja N < G. Os sequintes items sao equivalentes:
(i) N <G;
(i) aN = Na para todo a € G
(iii) a"*Na C N para todo a € G
(w) a~'Na = N para todo a € G.
(v) N € o nicleo de algum homomorfismo ¢ de G a algum grupo H.
Anaélogo ao conceito de subgrupo gerado é o de fecho normal:

Definicao 1.9. Dado um subconjunto R de um grupo G, o fecho normal de R em G
¢ o menor subgrupo normal de G que contém R, ou a intersecao de todos os subgrupos

normais de G que contém R. O denotaremos por < R >>.

E facil demonstrar que o fecho normal < R > também é o subgrupo gerado pelo

conjunto de todos os conjugados de R em G, ou seja,
<R>»={g'rg| g€ G,reR}).

Outro tipo de subgrupo que podemos criar, agora a partir de um elemento g € G, é o

seu centralizador:

Definicao 1.10. Dado um elemento g em um grupo G, o centralizador de g em G é dado
por Cs(g) = {h € G | hg = gh}. E elementar verificar que é um subgrupo de G contendo
o subgrupo (g) e que (g) < Cq(g).

Para finalizar a se¢ao, relembremos dois teoremas fundamentais, que podem ser en-

contrados em [9], p.44: o primeiro vamos sempre nos referir por TFI.

Teorema 1.11 (Teorema Fundamental do Isomorfismo (TFI)). Se ¢ : G — H € um
homomorfismo de grupos e N = ker (), entdo a aplicagio P : G/ ker(p) — im(y) definida
por (gN)@ = gy é um isomorfismo. Em particular, se ¢ é sobrejetor, temos G/ ker(y) <
H.
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‘ . s oo e P .
E claro que, se 0 homomorfismo ¢ acima é injetor, temos G ~ im(¢p).

Teorema 1.12 (Segundo Teorema Fundamental do Isomorfismo). Seja G grupo e K, N

subgrupos de G com N <1 G. Entao

K NK
NNK N~

1.2 Grupo livre e presentacgoes

Esta segcao apresenta os grupos livres e as presentagoes de grupos, objetos centrais do
estudo da Teoria Combinatoéria de Grupos. Também apresentamos as propriedades basicas

que serao necessarias para o desenvolvimento do restante do trabalho.

Grupo livre

Definicao 1.13. Seja F' um grupo e X C F' um subconjunto nao vazio qualquer, com
a inclusao ¢ : X — F. Dizemos que F' é livre em X quando, para qualquer grupo G e
qualquer funcao ¢ : X — G, existe um tunico homomorfismo ¢ : F' — G tal que ip = .

Diremos que ¢ é uma extensdo de ¢ para F e que o diagrama da figura 1.1 comuta.

X

)
——
Xt

F

|

|
@ l
Y
G

Figura 1.1: F ¢ livre em X

Proposicao 1.14. Seja Fy livre em X, e Fy livre em X5, Entao Fy ~ Fy se, e somente
se, card(X;) = card(X3).

Demonstragao. Suponha primeiramente card(X;) = card(Xs) e seja b : X; — X, uma

bijecao. Construimos as seguintes extensoes ¢, € @s:

Pela comutatividade dos diagramas acima, veja que os seguintes diagramas também

comutam:
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11 LZ
— = [
X bl Xp—— > )

De fato, (2)iipips = (v)bizpz = (2)bb i1 = (2)ir e (Y)izpapr = (Y i1 =
(y)b~tbis = (y)is, para todo x € X; e y € Xy. Mas é 6bvio que Idp, e Idp, também
fazem os diagramas respectivos acima comutarem. Assim, pela unicidade, @192 = Idp, €

L=, e ¢ é isomorfismo entre F} e F}.

papr = Idp,, ou seja, 1~

Para a reciproca, seja F' livre em X qualquer. Construiremos um quociente F'/N cuja
cardinalidade é 2#4(X) se X ¢ finito e card(X), se X ¢ infinito. Assim, se F} ~ Fy, é facil
ver que F} /Ny ~ F»/Ns; logo, obtemos card(X;) = card(X3), tanto no caso infinito com
no finito. Vamos a construgao: seja N = (w? | w € F). Afirmo que N < F. De fato, dado

x € I e uma palavra qualquer w,?...w,? de N, temos

ek w e = o g (e w (e HDwe(mrHwy (227 (2T Dw, (2w,

= (z ') (27 ). (2w (2 T, )

= (z7'wz)’...(z 'waz)? € N.

Agora, como (wN)(wN) = w?N = N para w € F, segue que F'/N é um grupo abe-
liano, pois (uN)(wN) = ((uN)(wN))™" = (wN) " (uN)~" = (wN)(uN). Seus elementos
sao todos da forma z;...z,N, onde cada x; € X aparece apenas uma vez na palavra
71...7,. Isto porque, se aparecesse mais uma vez, obteriamos uma parcela ;N = N, e
z; desapareceria. Seja P;(X) o conjunto dos subconjuntos finitos de X. O argumento
acima garante que a funcdo A : Pp(X) — F/N que associa a {z1,...,2,} o elemento
x1...2, N é sobrejetora. Ela é também injetora. De fato, sejam {x1,..., 2} # {¥1, -, Ym }-

Suponha, sem perda de generalidade, que =y ¢ {yi,...,ym} € considere o elemento

(2120 N) (Y1 Yy N) ' = &1 T L

x1 nao pode ser cancelado, j4 que nao aparece novamente em nenhum dos z;, nem em ne-

1 IN. Este elemento nao pode ser igual a N, pois

nhum dos y;. Logo z1...2, N # y1...ym N. Isso nos garante que card(F/N) = card(Ps(X)).
Pela teoria de conjuntos, card(P;(X)) é igual a card(X), se X é infinito e 2°44(X) ge X
é finito. []

Veremos agora como construir, dado um conjunto X nao vazio, um grupo F' que
contenha X e que seja livre em X, no sentido acima. Este objeto serd o grupo livre com
base X. Daremos apenas uma ideia da construgao. Os detalhes podem ser encontrados
em [11].
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Dado um conjunto X # (), considere um conjunto Y disjunto de X e uma bijecao
X — Y. Ao elemento de Y correspondente a # € X pela bijecdo damos o nome de 771, e
denotamos X! = {z7! | x € X}. Primeiro consideramos o conjunto Wy das expressoes
da forma “1” ou “ajas...a,”, com a; € X UX ! en > 1, que chamaremos de palavras
em X, e colocamos a operagao (aj...a,)(bi...by,) = ay...apby...by,. A esse conjunto com
esta operacao damos o nome de semigrupo livre de base X. Criamos agora uma relacao
de equivaléncia em Wy, fazendo uma palavra ser equivalente a qualquer outra que se

! la em seu inicio, meio

obtenha adicionando ou cancelando expressoes da forma aa™" ou a~
ou fim (por exemplo, abb~'c ~ ac), e dizemos que uma palavra na qual todas as letras
se cancelam é equivalente a palavra “1”7. Dizemos que uma palavra em X é reduzida se

1 ou cfl

nao possui mais nenhum termo da forma aa~ a a ser cancelado (por exemplo,
aca™t). E extremamente técnico, agora, provar que cada classe de equivaléncia em Wy
é representada por exatamente uma palavra reduzida e que cada uma delas possui uma
palavra reduzida inversa, no sentido de que o produto dé 1. Definimos o grupo livre
de base X como sendo entao o conjunto das palavras reduzidas em X, com a mesma
operagao acima, com a diferenca que tomamos como resultado de (aj...a,)(by...b,,) a
palavra reduzida que representa a classe de a;...a,b;...b,,. Denotaremos este grupo por
F ou F¥, ou ainda, F,, se card(X) = n. Neste tltimo caso, diremos que o grupo livre é
finitamente gerado.

Podemos entender os elementos a € X UX ! como também elementos de F', pensando
em a como uma palavra em F', que chamaremos de letra de F'. Dessa forma, temos X C F

e ainclusao 7 : X — F.
Proposicao 1.15. O grupo livre F' de base X ¢ livre em X, no sentido da defini¢cdo 1.135.

Demonstra¢ao. Seja G um grupo e ¢ : X — G uma funcao qualquer. Para criar um ho-

k1 k

momorfismo ¢ : F' — G, escreva cada elemento de F' na forma a;"...a,,”», com a; € X e

k; = £1. Defina (a1*'...a,")p = (a10)"™...(ane)™. Para ver que é um homomorfismo, se-

ki apf e byt by elementos de F' de modo que o produto (a™ ...ank")(bll1 ...bmlm)

k1

jam a;

seja igual a a; ...an,sk"*SbHsl“s...bmlm, depois do cancelamento de 2s termos no meio.

Temos entao as igualdades
Ap—s+1 = bs; Ap—s42 = bsfla ey Ap = bla (11>

bem como
kn—s—i—l = _l57 kn—s+2 = _ls—la EEEE) kn = _ll‘ (12)

((alkl ...ank")(blll bmlm>>¢ = (alkl ...Cl,n,skn_sb1+sl1+s bmlm)gb

= (a19)" . (an—s0)""* (bris@) oo (bruip)™
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e também

(a1 a,) e b ™) = (a19) (@0 ) " (big) . (bmp)™
= (GISO)]“~-~(an—890)kn_s(bl—I—SQO)lHS"-(bm‘P)lmv

pois os 2s termos do meio se cancelam, gragas as equacoes 1.1 e 1.2.

Veja também que a(i@) = ap = ay para todo a € X. Para a unicidade, suponha que
exista outro homomorfismo ¢ : F' — G tal que i) = ¢, ou seja, ¥|x = ¢|x. Logo, para
todo elemento, (a1*...a,* )1 = (a10)™ .. .(a, )" = (010)" .. .(anp)™ = (a1*...a,}")p.

O

Dado um conjunto X, pela proposicao 1.14 s6 existe um grupo F', a menos de isomor-
fismo, que seja livre em X. Assim, pela proposicao acima, podemos dizer que o grupo

livre com base X é o tinico satisfazendo a defini¢ao 1.13.

Observacao 1.16. Duas palavras reduzidas © = x1...7, € v = Y1...Ym, Ti, ¥ € X UX ! de
um grupo livre coincidem se, e somente se, m = n e x; = y;. Um lado é trivial. Reciproca-

mente, suponha u = v, e n > m, sem perda de generalidade. Entao x1...2,ym ..

‘y1,1 =1
e dai todas as letras devem se cancelar, pois senao sobraria uma palavra reduzida diferente
de 1. Como os x;’s ja nao se cancelam entre si, bem como os y;’s, devemos ter x,, = Y,
Tn-1 = Ym-1,-Tn-ms1 = y1. Como ja nao ha mais cancelamentos a serem feitos, devemos
ter n —m+1 =1, ouseja, n =m e dal x; = y;. Uma consequéncia disto é que o tinico
grupo livre abeliano é o de apenas um gerador, ou seja, X = {a}. Pois, se a e b sdo

elementos distintos de X, entao ab # ba pelo argumento acima.

Mais a frente, precisaremos dos seguintes dois fatos:
Proposicao 1.17. Todo semigrupo livre com base enumerdvel é enumerdvel.

Demonstracao. Seja X enumeravel e Wy o semigrupo livre com base X. Como conjunto,
temos Wy = U2 | Sk, onde Sy é o conjunto das palavras com exatamente k letras. Basta
vermos, entao, que cada S é enumeravel, e o resultado seguird da Teoria de Conjun-
tos. Ora, para formarmos um elemento de S, temos k escolhas a fazer; cada escolha
corresponde a tomar uma letra de X U X~!. Entdo card (S)) = card (X UX 1)), e

(XUX *l)k é enumeravel, pela Teoria de Conjuntos e pelo fato de ser X enumeravel. [

Corolario 1.18. Todo grupo livre com base enumerdvel é enumerdvel.

Demonstra¢ao. Como conjunto, Fx C Wx. Logo, Fx também deve ser enumeravel. []
Vale a pena também citar o utilissimo

Teorema 1.19 (Teorema de Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de um grupo livre € livre.
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Presentacoes

As presentacoes sao uma forma simplificada de estudarmos os grupos nos desvencilhando
de notacoes demasiadas e nos concentrando apenas em suas propriedades fundamentais.

Para justificar que cada grupo possui pelo menos uma presentacao, precisamos da seguinte
Proposicao 1.20. Todo grupo G ¢ isomorfo ao quociente de um grupo livre.

Demonstracao. Gracas ao TFI, basta criar um homomorfismo sobrejetor de um grupo
livre em G. Seja S um subconjunto que gera G (sempre existe, pois, no pior dos casos,
tome S = G). Tome o grupo livre Fg e a inclusdo j : S — G. Pela proposi¢ao 1.15,
B sp k) = (s19)™ . (s05) " =
...s,7. Dado que S gera G, é 6bvio entdao que ¢ é sobrejetor. O

existe um homomorfismo ¢ : Fg — G, que é da forma (s;

Slkl

Definicao 1.21. Dado um conjunto X e R C Fx, dizemos que um grupo G tem uma
presentag¢io (X | R) (ou que (X | R) é uma presentagao para G) quando G ¢ isomorfo
ao quociente Fx/ < R >. O grupo quociente também serd denotado por (X | R), e
escreveremos G = (X | R). Os elementos de X sao chamados de geradores e os de R de
relagoes da presentacao. Quando X for finito, diremos que a presentacao é finitamente
gerada e quando X = {xy,...,x,} e R = {ry,...,rp } forem finitos, diremos que G é finita-
mente presentado, que a presentacao ¢ finita e a denotaremos por (T1, ..., Ty | 71, ..., Tm)-
Quando uma igualdade w = z entre duas palavras em X aparecer entre as relagoes, que-
remos dizer que wz~!' € R. Se duas presentagoes (X | R) e (X’ | R') definem um mesmo
grupo, escrevemos (X | R) = (X' | R').

Corolario 1.22. Todo grupo possui uma presentacao

Demonstracdao. Basta usar a construcao da proposicao 1.20. Dado G, escolha um sub-
conjunto gerador qualquer S e crie entao o isomorfismo @ : Fg/ker(p) — G. Agora, tome
um subconjunto R de ker(yp) tal que < R >= ker(¢) (que sempre existe, pois, no pior
dos casos, podemos tomar R = ker(y)). Logo, G = (S | R). O

Observagao 1.23. Um grupo pode ter vérias presentacoes distintas. Note que, na cons-
trucao acima, tivemos a liberdade de escolher o conjunto gerador S e as relagoes R. Cada
tal escolha de S e R nos dd4 uma presentagao distinta (no aspecto lexicogréfico) para G.
Por exemplo, (z | 2) e {(a,b,c | a®, b3, ¢, acac™, aba=be™1b~1) sdo presentagoes do grupo
trivial. Se G = Fx é o grupo livre com base X, podemos escolher S = X e R = {1} na
demonstragao acima, de modo que Fx = (X | 1 = 1) é uma presentagdo. Como 1 =1 ¢
redundante, escrevemos Fx = (X | () ou Fx = (X), ou seja, os grupos livres sao aqueles

que possuem uma presentagao sem relacoes.

Decidir se duas presentagcoes distintas definem o mesmo grupo é exatamente o problema
do isomorfismo (citado na Introdugao), uma pergunta em geral muito complexa a se

responder. Mas ha um resultado positivo que vale a pena mencionar: apesar de ser
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definida como um quociente, uma presentagao (X | R) é até que simples de se manipular.
Na pratica, consiste do grupo de palavras em X onde a operacao é dada intuitivamente,
concatenando as palavras e cancelando tudo o que for possivel, inclusive as palavras de
R. Levando isso em conta, podemos tomar um elemento r €< R > e teremos que a
nova presentagao (X | RU{r}) define o mesmo grupo que (X | R), pois as letras sao
as mesmas e a palavra r que ¢ 1 no novo grupo, também ja era no antigo. Também
podemos adicionar um novo gerador desconhecido z, tomar uma palavra w nas letras de

X e acrescentar a igualdade z = w nas relagoes, e obteremos
(X |R)y=(XU{z} | RU{zw™"}),

pois estamos impondo que a tnica letra nova no novo grupo seja igual a uma palavra ja
existente no antigo. Estas manipulacoes (e suas inversas naturais) sao as transformagoes

de Tietze. Como ja citamos, Tietze demonstra em 1908 o seguinte

Teorema 1.24. Duas presentacoes finitas (X | R) e (X' | R') definem um mesmo grupo
se, e somente se, (X | R) pode ser transformada em (X' | R') por um nimero finito de

transformacoes de Tietze.

1.3 Produto semidireto e sequéncia exata

O produto semidireto de dois grupos e as sequéncias exatas sao dois conceitos fundamen-
tais para o trabalho em questao e estao intimamente relacionados. Nesta secao, vamos
defini-los, compara-los e encontrar uma condi¢ao para impor sobre uma sequéncia exata

para que eles se tornem equivalentes.

Defini¢ao 1.25. Sejam G e H dois grupos e 0 : H — Aut(G) um homomorfismo, onde
Aut(G) é o grupo dos automorfismos de G com a operacao de composi¢ao natural. O
produto semidireto (externo) de G por H, que denotaremos por G x H, é o conjunto

GG x H munido da operacao

(91, P1)(g2, ha) = (91(92)(h1)o, hiha),

onde (g2)(h1)o é a imagem de gy através do automorfismo (hy)o de G.

E mecanica a verificacado de que temos realmente um grupo e uma operacao. Vale
destacar que o inverso de (g,h) é ((g7)(h™')o,h™1). Como vamos definir o produto
semidireto interno depois, colocamos a palavra “externo” entre paréntesis para distinguir,
mas nem sempre a usaremos. A primeira observacao a ser feita é a de que o produto
semidireto é uma generalizacao do ja conhecido produto direto G x H de dois grupos
(operagao (g1, h1)(ge, h2) = (9192, hiha), coordenada a coordenada). Basta tomar ¢ como

o homomorfismo que associa a todo elemento h o automorfismo Id : G — G.
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Sendo um caso mais particular, com uma operacao mais natural, o produto direto de-
veria entao, intuitivamente, possuir propriedades mais fortes em relagao a seus subgrupos.

Isso é o que acontecerd a seguir. Relembremos uma de suas caracterizagoes:

Proposicao 1.26. Se um grupo G possui dois subgrupos normais H e K tais que G =
HK e HN K = {1}, entio G ~ H x K (a saber, pelo isomorfismo (h,k) — hk).
Reciprocamente, um produto direto G x H possui dois subgrupos normais (a saber, G x {1}
e {1} x H), isomorfos a G e a H, respectivamente, tais que G x H = (G x {1})({1} x H)

e cuja interse¢ao € {1}.

Colocamos esta propriedade acima para comparacao, pois o produto semidireto satisfaz

uma outra da mesma natureza, com hipdteses mais fracas:

Definicao 1.27. Seja G grupo e N, H < G. Dizemos G é o produto semidireto interno
de N por H quando N <G, G=NH e NN H = {1}.

Proposicao 1.28. Se G ¢ o produto semidireto interno de N por H, entao G ~ N x H,
onde a operagdo do produto semidireto externo é a dada pela conjugagdo (n)(h)o = hnh™?.
Reciprocamente, um produto semidireto G X H é o produto semidireto interno de dois de

seus subgrupos (a saber, de G x {1} por {1} x H).

Demonstracao. A reciproca é uma verificagdo mecanica. Seja agora G um grupo e N <G,
H < Gtaisque G = NHe NNH = {1}. Seja N x H o produto semidireto com a operagao
dada pela conjugacao acima. Cada elemento g de GG pode ser escrito como g = nh, n € N,
h € H. Esta forma é tnica. De fato, se nh = n'}, temos que n’~'n = K’h~' e daf ambos
os lados pertencem a NN H = {1}, logo n = n’ e h = h’. Esta decomposi¢ao tnica
garante que a fungdo ¢ : N x H — G com (n,h) — nh é bijetora. Para ver que é um

isomorfismo, basta ver que

((nla hl)(nm h2))90 = (nl(hlnzhfl), hth)(P = nlhlnzhflhllh = nihinghy = (nla h1)¢(n27 h2)<P-

O

A proposicao 1.28 nos diz, em suma, que todo produto semidireto interno é um pro-
duto semidireto e vice-versa. Em virtude disto, vamos confundir os dois conceitos e

eventualmente escrever G = N X H ou G ~ N x H, mesmo para o caso interno.
Proposicao 1.29. Se G = N x H, entao G/N ~ H.

Demonstracdo. Basta criar um homomorfismo sobrejetor G = H com ntcleo N e usar
o TFI. Dado g € GG, decompomos g = nh como na proposicao 1.28 e definimos gy = h.
A unicidade da decomposicao nos da a boa definicao de . A sobrejetividade é 6bvia,
pois h — h. Vejamos que v é homomorfismo. Sejam ¢,¢ € G e decomponha g = nh e
g =n'h'. Como N <G, temos hn' € hN = Nh, logo hn' = nh para algum n € N. Dai
g9 = nhn'h = (nn)(hh') é a decomposigao de gg’, portanto (g¢')y = hh' = gvg¢'y, pela
definicao de ~. m
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Definicao 1.30. Entenderemos por sequéncia exata um objeto da forma

15 raaghmha,

onde 1 representa o grupo trivial {1}, F', G e H sdo grupos quaisquer, as setas sao

homomorfismos de grupos e valem as seguintes igualdades: im(p) = ker(«), im(a) =
ker(B) e im(B) = ker(¢).

As igualdades im(p) = ker(a) e im(f) = ker(y)) equivalem, respectivamente, a « ser
injetor e 3 ser sobrejetor. Portanto, a partir de agora, vamos omitir as letras ¢ e ¥ e
apenas usar estes dois ultimos fatos. A equagao im(a) = ker(f) também serd chamada
de ezatidao da sequéncia em G, e G podera ser chamado de o grupo central.

Sempre que N é um subgrupo normal de qualquer grupo G, pode-se criar a sequéncia
exata 1 - N 5 G 5 G/N — 1, onde i é a inclusao e m é a projecao ao quociente
da pégina 3. Reciprocamente, se temos uma sequéncia exata qualquer 1 — F = G LN
H — 1, conseguimos um subgrupo normal im(a)) = ker(5) < G. O conceito de sequéncia
exata parece, entao, ter a mesma for¢ca do que o de subgrupo normal. Como o produto
semidireto exige mais do que uma normalidade, é natural pensar que ele é mais forte do

que uma sequéncia exata:

Proposicao 1.31. Se G = N x H, entdao existe uma sequéncia exata
l1-N—-NxH—-H—1.

Demonstra¢ao. Da proposicao 1.28, temos H < G, N <G e um isomorfismo ¢ : N x H —
G dado por (n,h) — nh. Da proposi¢ao 1.29 temos um isomorfismo G /N % H com
nhN +— h. Considere os homomorfismos i : N — G e 7w : G — G/N como acima.

Podemos criar com tudo isto a sequéncia

ip—1 T
1N S NwHTSH 1,

Vejamos que ela é exata. Primeiramente, como ¢ e i sdao injetores, ip~t é injetor, e

como Y, T e @ sao sobrejetores, ¢ é sobrejetor. Para a exatidao em N x H, veja que
n(ig™") =ne~" = (n,1) e (n, h)(pm¢) = (nh)m) = (nhN)i) = h, logo (n, h)em) =1 &
(n,h) = (n,1) € im(ip™!), ou seja, ker(¢omyp) = im(ip~'), como desejado. O

Como ja dissemos, a proposicao acima nos diz que o conceito de produto semidireto
¢ igual ou mais forte do que o de sequéncia exata. O exemplo a seguir mostra que é, na

verdade, estritamente mais forte:

Exemplo 1.32. Considere a sequéncia 1 — Z 5 Z = Zy — 1, onde a é a multiplicacio
por dois e T a projecdo ao quociente. E facil ver que é uma sequéncia exata. Porém, nao
podemos ter um isomorfismo Z ~ Z x Zs, pois temos (0,1) + (0,1) = (0,0) em Z x Zs €

Z, nao possui um elemento nao nulo com esta propriedade.
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Portanto, nem toda sequéncia exata gera um isomorfismo entre o grupo central e o
produto semidireto dos outros dois. O que veremos agora é uma condi¢ao sob a qual isto

necessariamente acontece.

Definicao 1.33. Dizemos que uma sequéncia exata 1 — F 3 G 2 H 1 cinde quando
existe homomorfismo v : H — G tal que 738 = Idy.

Exemplo 1.34. Toda sequéncia exata 1 — F = G % H 1 com H sendo um grupo
livre cinde. De fato, seja X a base de H. Dado x € X, como S é sobrejetor, defina xp
como sendo um elemento fixado da imagem inversa 371(z) e estenda esta fungio para o
homomorfismo ¢ : H — G. Como ¢f é a identidade na base X (por construgao), é claro

que o serda também em H todo.

Proposicao 1.35. Se uma sequéncia exata 1 — F = G L H -1 cinde, entdo G =~
FxH.

Demonstragcao. Considere o homomorfismo v : H — G tal que 78 = Idy. Na verdade,
provaremos que G é o produto semidireto interno de im(«a) ~ F' e im(vy) ~ H (estes dois
isomorfismos valem porque « e 7y sdo injetores). Temos im(«) = ker(f) < G. Basta entéo
provar que im(a) Nim(y) = {1} e G = im(a)im(y). Para a primeira igualdade, seja
g € im(a) Nim(y). Entao, como im(«) = ker(/3), temos g = 1. Por outro lado, g = hvy
para algum h € H. Dai 1 = g6 = hyf8 = h(y8) = h, e portanto g = 1y = 1. Para a

segunda igualdade, tome g € G qualquer e escreva

9= g(g87) " (gB).

Agora note que a parte da direita g5y = (gf)7y estd em im(y) e a parte restante da
esquerda g(gBv) ™" estd em im(a) = ker(3), pois

(9(987) "B = (9B)((g8)~'1B) = (98)(gB) " = 1.

]

Em resumo, o produto semidireto é uma forma de se decompor um grupo. E um
conceito mais fraco do que o de produto direto, mais forte do que o de sequéncias exatas
e equivalente ao de sequéncias exatas que cindem. Em virtude da proposicao 1.35 acima

e do fato de que a sequéncia exata criada na proposicao 1.31 cinde, obtemos o

Corolario 1.36. Um grupo G ¢é o produto semidireto de F' por H se, e somente se, G €

o grupo central de uma sequéncia exata 1 — F — G — H — 1 que cinde.

Definigao 1.37. Sejam N, G e H grupos quaisquer. Dizemos que G é N-por-H (ou que
G é uma eztensio de N por H) quando possui um subgrupo normal (isomorfo a) N com

G/N ~ H. Quando N ou H sao livres, ou ciclicos, ou abelianos, etc., dizemos que G é
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livre-por-ciclico, livre-por-livre, abeliano-por-livre, etc. Por exemplo, se N é abeliano e H

é livre, dizemos que G ¢ abeliano-por-livre.

Proposicao 1.38. GG é N-por-H se, e somente se, existe sequéncia exatal — N — G —
H— 1.

Demonstragio. Se G é N-por-H, tome os isomorfismos N = Na, G/Na LA H ., ainclusao
Na5Gea projecio G = G /Na e é facil ver que a sequéncia 1 — N ey N
dexata. Sel > N 3G A H =16 exata, entao Na é um subgrupo normal de G
(pois é o nicleo de (3), isomorfo a N (pois « é injetor) e temos G/Na ~ H, pois 5 é um

homomorfismo sobrejetor de nticleo Na. O

Corolario 1.39. Um grupo G é N-por-livre se, e somente se, G € o produto semidireto

de N por um grupo livre.

Demonstragao. Seja F' o grupo livre. Se G é N-por-F', a Proposicao 1.38, o exemplo 1.34
e, finalmente, a Proposicao 1.35 garantem que G >~ N x F. A reciproca ¢é imediata da

Proposicao 1.31. O
Usaremos varias vezes, mais adiante, a seguinte construcao:

Definigao 1.40. Seja F = (X | R) um grupo com uma presentacao qualquer e
1y ey om € Aut(F). Chamamos de extensao livre de F' por o1, ..., ¢, € denotamos por

Fxg, .. onfm 0 grupo que tem a seguinte presentacao:

FxXgyomBmn = (X, t1, oty | Ryt 0ty =2g; (x € X,i=1,...,m)). (1.3)

Observagao 1.41. Vamos dar sentido a notacao F'X,, . .. Fy, e ao nome do grupo acima.
Afirmo que um grupo tem a presentacao 1.3 se, e somente se, ¢ um produto semidireto de
F por F,,. De fato, suponha que G é dado pela presentagao 1.3. Seja (X) C F'xy, o, Fin
o subgrupo gerado pelas letras de X e (ti,...,tn) C F'Xy, o Fp 0 subgrupo gerado por
t1,...,t, (ambos os subgrupos estao claramente submetidos as relagoes do grupo maior).
Como as relagoes t; 'zt; = xp; envolvem os t;, elas nao tém nenhum papel em (X),
logo (X) é o grupo das palavras em X submetidas apenas as relagdes de R, ou seja,
(X) ~ F. Analogamente, como as relagoes t; 'xt; = xp; também envolvem os z € X,
elas nao afetam (ti,...,t,), de modo que (ti,...,t,) =~ F,. E claro que a intersecao
destes dois subgrupos é {1} e que eles geram o grupo todo. Por tltimo, veja que F' é um
subgrupo normal, pois, conjugando um elemento de F' por uma letra de X obviamente

nos mantemos em F', e conjugando por uma letra ¢; obtemos
tflml...:vnti = (t;lxltl)(tjlxntl) = X1Q;...-TnP; = (.Z'l.fL'n)QOI € F,

N ~ —1 o ’
gracas as relagoes ¢, xt; = xp;, novamente. Logo, o grupo F'xy, ., F, ¢ realmente o

produto semidireto de F' por F,, (portanto, a notagao faz sentido), e o homomorfismo
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o: F, — Aut(F) da definigdo 1.25 é dado, gragas a proposigao 1.28, por

(21..0) (L, b Vo = (b, ots) (21e20) (L, o b, )

-1 -1

= (@1...20) Qi - Piy -

Provamos que, se um grupo tem a presentagao 1.3, entao é o produto semidireto de
F por F,, pelos ¢; dados. Por outro lado, suponha que G seja um produto semidireto
qualquer de F' por F;, e vamos justificar porque G tem uma presentacao como 1.3. Como
G = F,,F, os geradores de F' (o conjunto X) junto com os de F, (ti,...,t,) geram G.
Como em G ha uma cépia de F' e outra de F,, em G devem valer as relagoes de F' (o
conjunto R), as de F), (o conjunto vazio) e também as relagoes entre F' e F,,. Estas
relacoes sao as seguintes: como F' <1 G, temos t; 'at; € F paratodox € X ei = 1,...,m.
Logo, denotemos t; 'xt; = x¢; e estenda as funcoes ¢; para homomorfismos ¢; de F
em F, que se tornam automorfismos de conjugacao em F'. As relacoes entre F' e F),
sao exatamente dadas pelas equacoes t;~'zt; = x¢;, de modo que G tem exatamente a
presentacgao 1.3.

Usando a afirmagao provada acima, como F, ¢ livre e temos um produto semidireto,
o Corolario 1.39 garante que um grupo F'X,, . F, como acima ¢ F-por-livre, ou uma
extensao de F' pelo grupo livre F},, o que da sentido ao nome “extensao livre” dado e
também garante que um grupo G tera uma presentacao deste tipo se, e somente se, for o

termo central de uma sequéncia exata da forma 1 — F' — G — F,, — 1.
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Capitulo 2
Algoritmos e problemas de decisao

As demonstragoes dos resultados positivos da Teoria Combinatéria de Grupos, neste tra-
balho, se baseiam em duas estratégias: a construcao de algoritmos que possam resolver os
problemas de decisao, e as justificativas tedricas do porqué dos mesmos funcionarem. E
imprescindivel, portanto, entendermos bem o que sao problemas de decisao e algoritmos.
Neste capitulo, vamos iniciar esta discussao e apresentar alguns exemplos explicitos, para

um melhor entendimento do texto posterior.

2.1 Definicoes e conceitos

Entenderemos aqui um algoritmo da maneira intuitiva: um conjunto finito de instrucoes
passo-a-passo que associa a cada entrada um dado final, totalmente determinado pela en-
trada. A finitude dos algoritmos talvez seja a propriedade mais importante neste trabalho.
Estamos excluindo os casos indesejaveis onde o processo nunca para e nao nos déa uma
resposta efetiva, o que seria obviamente péssimo, tanto no meio de uma demonstracao
quanto na hora de uma computacao explicita. O fato de o resultado final ser totalmente
determinado pela entrada tem a ver com o algoritmo ser deterministico: basicamente, quer
dizer que nao depende de varidveis exteriores e nao possui nenhum tipo de aleatoriedade.
Isto implica que todas as vezes que entrarmos com o mesmo conjunto inicial de dados,
obteremos o mesmo dado final. Vale ressaltar também que nao estamos interessados em
otimizar algoritmos, mas apenas em demonstrar que eles sao finitos, por mais obsoletos
que sejam.

Entenderemos por um problema de decisio uma questdo a ser respondida (com um
sim ou um nao) para um certo conjunto de entradas, através de um algoritmo. Se existe
tal algoritmo, dizemos que o problema é decidivel ou soluvel para o conjunto de entradas.
Caso contrario, dizemos que o problema é indecidivel ou insoluvel.

Note que nao podemos dizer que um problema do tipo acima é insoltivel simplesmente
por nao termos achado um algoritmo que o resolva, mas sim por termos efetivamente

demonstrado que nao é possivel construir tal algoritmo. Neste sentido, é natural de se
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esperar que seja muito mais facil, em geral, tentar construir um algoritmo que resolva
positivamente um problema do que demonstrar uma tal nao existéncia. Isto justifica
o seguinte acontecimento na Teoria Combinatéria de Grupos: segundo [3], nos anos de
1935-1936, quando a noc¢ao ainda intuitiva de algoritmo foi precisamente descrita por Alan
Turing e também por Alonzo Church (possibilitando provas reais de insolubilidade que
vieram somente alguns anos depois), varios algoritmos ja haviam sido criados para provar
resultados positivos de solubilidade, como, por exemplo, o Problema da Palavra e da
Conjugagao para presentagoes de grupos fundamentais de superficies fechadas com genus
2 ou mais (feito por Dehn), e o Problema da palavra para qualquer presentagao com apenas
uma relacao (generalizagao do anterior, feita por W. Magnus em 1932). Atualmente, tanto
a Algebra algoritmica quanto a Légica de decidabilidade sao amplamente usadas e tanto
resultados positivos quanto negativos sao estudados.

Antes de continuarmos, vamos reenunciar mais precisamente os trés problemas

classicos:

e O Problema da Palavra (PP): dado um grupo G = (X | R) e w € G uma
palavra em termos da presentacao de G, decidir quando w = 1 em G (ou seja,

quando w se escreve como produto das relagoes R e seus conjugados).

e O Problema da Conjugagao (PC): dados dois elementos x e y de um mesmo
grupo G = (X | R) em termos desta presentagao, decidir quando sdo conjugados

em G (denotaremos x ~ y), ou seja, quando existe u € G tal que x = u™'yu.

e O Problema do Isomorfismo (PI): dados dois grupos G = (X | R) e H =

(X" | R'), decidir quando s@o isomorfos.

Se PC(G) ¢é solivel, também o é PP(G), pois, dado w € G, w = 1 se, e somente se,
w ~ 1, o que é decidivel por hipétese. O PI é diferente dos demais, pois diz respeito a
uma propriedade global, e nao de elementos de um grupo. Vale a pena observar também
que PP(G) equivale a decidir quando duas palavras u e v em termos da presentagao de

1

GG sao iguais em G. Isto acontece porque u = v <> uv™" = 1 em G. Logo, se temos PP,

' =1, ou seja, quando u = v. Reciprocamente, se podemos

podemos decidir quando uv™
decidir quando duas palavras sao iguais em G, podemos decidir quando uma palavra w é

igual a palavra 1, que é PP.

Definicao 2.1. Dado um automorfismo ¢ de um grupo G, dizemos que dois elementos x
e y de G sao p-conjugados em G quando existe u € G tal que z = (ucp)_lyu. Neste caso,

ESCTevemos T ~, .
Proposicao 2.2. A relacao ~,, € de equivaléncia, que chamaremos de conjugacao torcida.

Demonstracao. Para provar que x ~, x, basta tomar u = 1, j4 que 1o = 1. Para a

simetria, observe que z = (up) " yu implica y = (u_lgo)_lxu_l. Para a transitividade, veja
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que = (up) 'yu e y = (ve) " zv implica que = = (up) " ((ve) " 20)u = ((vu)p) " z(vu).
[

Agora podemos apresentar o

e O Problema da Conjugacao Torcida (PCT): dados um automorfismo ¢ e dois
elementos x e y de um mesmo grupo G = (X | R) em termos desta presentagao,
decidir quando sao ¢-conjugados em G (denotaremos x ~, y), ou seja, quando

existe u € G tal que z = (up) 'yu.

E claro que PCT(G) é uma grande generalizagdo de PC(G), onde tomamos sempre
¢ = Idg. Portanto, PCT(G) solivel implica PC(G) soluvel.

Note que todos os quatro problemas que apresentamos estao enunciados nao somente
a partir de grupos, mas de presentagoes dadas a eles. Poderiamos nos perguntar entao
se existem, por exemplo, grupos com algumas presentacoes com PC soltvel e outras com
PC néao solivel. A resposta é negativa, no caso de sabermos passar algoritmicamente de

uma presentacao para outra:

Proposigao 2.3. Seja G um grupo com duas presentacoes (X | R) e (X' | R'). Suponha
que podemos escrever algoritmicamente cada elemento de g em termos de (X | R) e de
(X" | R'), e vice-versa. Entao PP, PC ou PCT € solivel em (X | R) se, e somente se, o
for em (X' | R').

Demonstragdo. Considere os isomorfismos (X | R) = G e (X' | R') LNyel Suponha
que PP, PC ou PCT ¢ soluvel em (X | R) e sejam u/,v" € (X' | R’) duas palavras (e
¢ € Aut(G) no caso PCT). Por hipétese, computamos explicitamente u'3,v'5 € G.
Novamente por hipétese, computamos v = v/Ba~!,v =v'Ba™ € (X | R). Ora, u e v sdo

palavras tais que ua = /8 e va = v'5. Por isto, temos as dbvias equivaléncias:

WB=vp3 & ua=va,
existe g € G tal que ¢ ' (u'B)g =v'3 < existe g € G tal que ¢~ ' (ua)g = va,
existe g € G tal que (gp) " (v/f)g =v'8 & existe g € G tal que (g¢) ' (ua)g = vo.

Agora, decidir sobre as afirmagoes a esquerda é exatamente resolver PP, PC ou PCT para
(X" | R'), e decidir sobre as da direita é possivel por hipétese. Logo, (X’ | R') tem PP,
PC ou PCT soluivel. O

Observacao 2.4. Apds nos depararmos com tais problemas de decisao, é natural nos per-
guntarmos em quais grupos conseguimos resolve-los. Ha alguns casos triviais, que listamos

abaixo:

e PP, PC e PCT em grupos finitos: todo grupo finito G = {g1,...,g»} (com

g1 = 1) possui uma presentacao dada pela sua tabela de multiplicacdo ¢;,g9; = i,
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que é a presentagao G = (g1, 92, -, gn | 9:9;9i; 5 (1 < 14,5 <n)). Dada uma palavra

w = Giy

letras de w duas a duas através da tabela de multiplicacao de G obtendo no final que

el ..g; ", com e, = *1, para vermos se w = 1 em G basta operarmos as
T ? Y

W = Grw) := Guw (em G) para algum 1 < k(w) < n e dal w = 1 exatamente quando
k(w) = 1, o que sabemos obviamente responder, logo PP(G) é solivel. PCT(G)
(e, portanto, PC(G)) é semelhante: dado um automorfismo ¢ e duas palavras u e
v como acima, fazemos para ambas o que fizemos para w acima obtendo u = g, e
v = g,. Entao para decidir se u e v sao conjugadas em G basta fazer os n testes
de verificar quando (¢, ')¥g.9:9,"! = 1 em G, novamente através da tabela de

multiplicagao.

e PP em grupos livres: seja w uma palavra reduzida em F' = Fx. Como o grupo
livre possui uma presentacao sem relacgoes, é claro que decidir se w = 1 em F ¢é
ver se w ja ¢ a palavra trivial 1, ou seja, qualquer palavra reduzida que contenha

qualquer uma das letras de X ja nao pode ser 1.

e PI em grupos livres finitamente gerados: ja sabemos que dois grupos livres
Fx e Fy sao isomorfos se, e somente se, |X| = |Y|. Entao PI para grupos livres se
resume em decidir quando dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, o que é ébvio

para dois conjuntos finitos dados.

Poderiamos, ingenuamente, tentar usar PP(F') para um grupo livre de base enumerével
F para resolver PC(F): tome uma enumeracao F' = {wy, ws, ...} (Proposigao 1.18). Dadas
duas palavras u e v, podemos verificar (em ordem crescente) para todo w; se ele conjuga u
e v, usando PP(F) na palavra w; 'uw;v~!. Se u e v sdo realmente conjugados, em algum
momento encontramos o w; correto e o algoritmo para. O problema é que se u e v nao sao
conjugados, o algoritmo segue indefinidamente e nunca descobre este desagradavel fato.
Este método nao é, portanto, efetivo, e este problema é um caso particular do argumento

mais geral:

Observagao 2.5. Seja X = {xy,xs,...} um conjunto enumerdvel e suponha que exista
uma pergunta “P” que pode ser algoritmicamente respondida (com sim ou nao) para
todo x; € X, o que podemos abreviar por “P(x;) é soluvel”. Isto ndo implica que o
problema “P(X): existe z; € X tal que P(z;) é valido” é soltvel. De fato, podemos
testar individualmente para cada z;. Se existir algum z; tal que P(x;) é vélido, em algum
instante nds encontraremos com o algoritmo, pois testando para todo x; atingimos todo
elemento de X em algum momento, ja que X ¢é enumeravel. Porém, caso um tal z;
nao exista por algum motivo, nossos testes cegos e individuais seguirao indefinidamente
nos dando sempre respostas negativas (portanto ndo poderemos nunca afirmar que tal x;
existe) e também nao podemos afirmar que x; nao existe, pois sempre haverao infinitos

testes que ainda nao foram feitos.
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Porém, o Problema da Conjugagao é, sim, soltivel em qualquer grupo livre. A justifi-

cativa passa por palavras ciclicamente reduzidas:

Definigao 2.6. Seja ' = Fx um grupo livtee 1 # w = xy..7, € F, ; € X U X! uma
palavra reduzida qualquer. Dizemos que w é ciclicamente reduzida quando x,r; # 1 em

F.

Proposigao 2.7. Toda palavra reduzida 1 # w = x1...x, em um grupo livre Fx pode ser
escrita unicamente da forma

w = a 'wa,
ondea € F el #w e F € ciclicamente reduzida.

Demonstra¢ao. Comparando x; com x,, x5 com x, 1 € assim sucessivamente, consegue-
se 0 menor inteiro positivo s tal que z1,,7, s # 1. Este inteiro existe pois, se w possui
um numero impar n = 2k 4+ 1 de letras, no pior dos casos todas as letras ziy; e z,_;
se cancelam simetricamente e resta a letra do meio z;.1, de modo que s = k, e se w
possui um numero par n = 2k de letras, no pior dos casos todas as letras x;,; e x,_; se
cancelam até que restem as letras do meio xpxr; que nao se cancelam pois, se também

se cancelassem terfamos w = 1. Depois de encontrarmos tal s, por construgao temos

-1 1 ~
W = X1.. LT 5T sTp—si1-- Ty = (Tp_s11.-Tpn)  Tlrg-Tns(Tp_si1.-Ty) = @~ Wa,
onde a = Ty _s11..-Ty € W = T14s...Ty_s 7 1 € ciclicamente reduzida. Esta decomposi¢ao
¢ a unica que satisfaz estas propriedades, pois, para indices maiores do que o s tomado,

1

nao conseguirfamos as palavras a e a~' de forma que w = a~'wa, e para indices menores

nao teriamos w ciclicamente reduzido. O]
Proposicao 2.8. O Problema da Conjugagao € solivel em grupos livres.

Demonstragdo. Seja F um grupo livre de base X e u,v € F. Decomponha u = a~‘aa
e v = b~'0b, como na proposicao 2.7. E fcil ver que u e v sao conjugados em F' se,
e somente se 4 e ¥ o forem, logo podemos supor u e v ciclicamente reduzidas. Afirmo
que u e v sao conjugados por um elemento ¢ se, e somente se, u é uma permutacao yc
de dois blocos de letras de v = ¢y, e isto torna o problema soltuvel, pois decidir se sao
conjugados se torna fazer um nimero finito de testes, ja que sé existe um numero finito
de tais permutagoes.

Provemos agora a afirmacao. De fato, se u = yc e v = cy, é claro que ¢ lve = ¢ teye =

Lwe = u, a palavra & esquerda deve ser ciclicamente reduzida

yc = u. Por outro lado, se ¢~
i ), 1 -1d lar intei t imeiras letras d d
pois u 0 é), logo ¢~ deve se cancelar inteiramente com as primeiras letras de v ou ¢ deve
se cancelar inteiramente com as ultimas (pois, caso contrdrio, ¢~lvc seria uma palavra
comecando com a primeira letra de ¢! e terminando com sua inversa, absurdo com o

fato de ser ciclicamente reduzido). Analisemos os dois casos. No caso em que ¢! cancela,
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1

devemos ter v = cy para alguma palavra y e dai u = ¢ 've = ¢ leye = ye. No caso em

1

que ¢ se cancela, devemos ter v = yc™!, logo u = ¢ tve = ¢ lyc e = ¢ ly. Em ambos os

casos, u ¢ uma permutacao de dois pedacos de v. O

2.2 Alguns algoritmos explicitos

Neste trabalho, nao estamos interessados em construir programas computacionais que
resolvam os problemas algebricamente; tampouco queremos nos debrugar sobre demasia-
dos calculos. Mas acreditamos que seja importante reservar um momento para entender
melhor o conceito de algoritmo, dado no inicio deste capitulo, em seu aspecto pratico,
para nos atentarmos que eles sao realmente computaveis, mesmo alguns sendo obsoletos
do ponto de vista computacional. Nesta secao, vamos resolver algoritmicamente alguns

problemas.

No Problema da Palavra

Suponha termos uma palavra reduzida w em G = (X | R) que sabemos ser igual a 1, por
algum resultado tedrico. Entao, teoricamente, w se escreve como produto dos elementos
de R e seus conjugados. A pergunta é: conseguimos entao, explicitamente, escrever w

como um tal produto? A resposta é positiva para um grupo finitamente presentado.

Proposicao 2.9. Se G = (xy,..,2, | r1,...,7%) € finitamente presentado e w = 1

em G, existe um algoritmo que computa r;,...7;,, € R e wy,..,wr € Fx tal que

k
w = (w; 'y wy).(wg e wy).

Demonstragao. Seja Wx o semigrupo livre com base X = {z1,...,z,}. Cada elemento
de < R > é a reducao em Fx de um produto finito de elementos de R e seus conju-
gados em Fx da forma (w; 'r;wi)...(wp " rwy), w; € Fx. Se consideramos, entao, o
subconjunto < R > C Wx de todos os produtos finitos (ndo necessariamente reduzidos)
dos elementos de R e seus conjugados (em Wy) e os reduzimos um a um, estamos reali-
zando em particular todos os elementos de < R >. Como Wy é enumeravel (Proposigao
1.17) e < R> C Wy, < R>> é enumeravel. Seja {wy,wy,ws, ...} uma enumeracio do
mesmo. Agora, comec¢ando por wy, depois wq e assim sucessivamente, reduzimos w; (que
é obviamente um processo algoritmico) e checamos se w; = w. O algoritmo termina pois
w €K R > e, como ja dissemos, < R > ¢ inteiramente atingido pelas redugoes. Desta
forma, obtemos que w é algum produto w; dos elementos de R e seus conjugados, como

queriamos. O
Observagao 2.10. Note que, se w # 1 em G, nunca obteriamos uma igualdade e o algoritmo
nunca pararia, pois w nao pertenceria a << R >>.

Teoricamente estariamos satisfeitos com a demonstragao acima, mas vamos criar um

algoritmo para solucionar o problema explicitamente. A tnica coisa que falta fazer é dar
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um algoritmo para enumerarmos < R >:

Passo 1: enumerar Wx. Temos Wx = U2 S, (vide Proposi¢ao 1.17). Como cada
Sk é finito (possui nk elementos), basta entao ordenar Wx colocando primeiramente os
elementos de S7, os de S5, e assim sucessivamente. Falta entao ordenarmos cada Sj.
Estabelecemos, entdo, a ordem “alfabética”’ das letras da forma {xy, 17!, ..., 2, 2,71}
e, a partir dela, estabelecemos a ordem lexicografica natural em Sy, que nos da uma
enumeracao para este, pois € um conjunto finito.

Passo 2: enumerar os elementos de R e seus conjugados. Seja Wx = {wy,ws, ...} a
enumeracao de Wy acima. Seja Ro conjunto dos elementos de R e seus conjugados em

Wx. Todos os elementos de R podem ser listados abaixo:

-1 -1 -1
r,Wwr TWw,W2 T1W2, ..., Wy T1Wp,...

-1 -1 -1
To, W1 ToWi1,W2 "ToW2, ..., Wy "ToWy,, ...

-1 -1 -1
T, W1 TpWi, Wy TEW,...,Wy TrWp,...

A partir da lista acima, criamos a enumeracao considerando as colunas verticais da
esquerda para a direita e, dentro de cada coluna, contando de cima para baixo.

Passo 3: enumerando < R >. Vamos usar o processo de diagonalizacao da Teoria de
Conjuntos: se A = {ay,as,...} e B = {by,by,...} sdo conjuntos enumeraveis, procedemos

na ordem da figura 2.1 para construir uma enumeragao de A x B da forma

AxB = {(ab bl)7 (al? b2)a (&2, b1)7 (a17 b3)? ((12, b2)7 ((Ig, bl)v X3 (ab bn)> (a27 bn—1)7 ceey (ana b1)> }

(a1,b1) (a1, ba) (a1, b3) (a1, bs) (a,bs) ==
ST S

(ag, b))  (az,b2) (ag, b3) (ag,by) o«
Y e

(as, b) (a3, bo) (as, bs) (ag,bs) oo

v

(ag, b1) (a4, ba) (ay,b3) (ag, bg) ==+

.
(as,b1) . . .
.

Figura 2.1: Uma enumeragao para A x B

Cada elemento de < R > ¢ uma concatenacdo de k elementos de R. Seja entdo
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{s1, $2, ...} a enumeracao de R obtida no passo 2. Podemos pensar no conjunto das
concatenacoes s;s; em Wx como o produto cartesiano R x R e usar o processo de diago-
nalizacao acima para enumera-lo. Da mesma forma, o conjunto das concatenagoes triplas
5;5;S pode ser visto recursivamente, como (R x R) x R. Assim, recursivamente, obtemos
uma enumeracgao Cy,1 das concatenagoes (k + 1)-uplas a partir da enumeragao anterior
Cy = {c},ci,...}. Por fim, podemos alinhar todas as enumeragoes Cy em uma tabela
infinita da forma
e,

1 2 3 n
Cy,C5,Cqy ... Cq,y ...

1 2 3 n
Chs Chos Choy -y Clas ---

semelhante a tabela infinita da figura 2.1 e usar novamente o processo de diagonalizacao

para criar a enumeracao desejada em < R > = U (.

Em resumo, o algoritmo criado acima faz o seguinte: toma uma enumeracao de < R >
de modo que, dada uma palavra reduzida w, realiza consecutivos testes para cada um dos
elementos w de < R >, de acordo com a enumeracao. Cada teste consiste em reduzir w
e comparar com w. Quando w = 1 em G, a igualdade eventualmente ocorre. Em caso

contrario, uma igualdade jamais ocorre e o algoritmo nao termina.

No Problema da Conjugacao

Suponha, agora, que tenhamos duas palavras reduzidas v e v em F'x que sabemos serem

luw = v. A pergunta é: existe algum

conjugadas em G. Entao existe w € G tal que w™
algoritmo para calcular explicitamente w? Novamente, para a presentagao finita G, a

resposta é positiva.

Tomamos a enumeracao de Wy = {w,wy,...} da secdo anterior. Como u e v

sdo conjugados, sabemos (teoricamente) que existe n tal que, ao reduzirmos w,, vale

'=1 em G. Logo, se para cada n realizarmos os testes do algoritmo da secao

-1

Wy, uw, v
teri 1 ~! reduzida, al dos algorit d 1
anterior para a palavra w, " uw,v™ " reduzida, algum dos algoritmos deve parar em algum
momento, nos indicando qual é a palavra explicita w,, que conjuga u e v. O problema é:
se escolhemos o n errado e nos concentramos apenas neste algoritmo fixado, nao vamos
obter resposta alguma. A solucao é realizar os testes de uma forma diagonal. Denotemos
por T;w; o i-ésimo teste a ser realizado para a palavra w; 'uw;v~!, reduzida. Procedemos
diagonalmente com Tiwy, Tiws, Tow;, Tiws, Towy € assim sucessivamente, como na figura
9 ) 7 7 7
2.2. Assim, realizamos todos os testes para todos os w, e em algum momento paramos

com a resposta desejada.
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Thwy Tiwa Tiws Tiwy Thws . e
A A A4

Towy Thwy Thws Thwy .
P S

T3un T3ws Tyws Thows v u
e

Tywy Ty Tyws Thwy .o

. .

S

T5w,

Figura 2.2: Realizando testes na diagonal

No Problema da Conjugacao Torcida

Semelhantemente ao caso anterior, suponha que exista um automorfismo ¢ em G tais que
u e v sejam p-conjugados em G. Da mesma forma, tomando a mesma enumeracao de Wy,
existe n tal que (wngo)_luwnv_l = 1 em G. Supondo que conhecemos explicitamente  em
termos de sua acao sobre os geradores X, denotamos T;w; o i-€simo teste a ser realizado
(novamente com o algoritmo da proposigao 2.9) para a palavra explicita (wjgo)fluwjv’l
reduzida, e realizamos todos os testes da forma diagonal (Figura 2.2). Por hip6tese, algum
n-ésimo algoritmo para com algum teste T;w,, nos indicando que w, reduzida ¢é a palavra

que @-conjuga u e v.

No Problema da Membresia

O Problema da Membresia é mais um problema de decisao na Teoria Combinatéria de

Grupos:

Defini¢ao 2.11 (O Problema da Membresia (PM(F,G))). Seja G = (X | R) presentado
e FF < G. Dizemos que o par (F,G) tem o Problema da Membresia solivel quando, dada

uma palavra w € G, é decidivel quando w € F.

Podemos propor o seguinte problema, analogo as subsecoes anteriores: suponha que
exista w € G que sabemos pertencer a F', por algum motivo tedrico. E possivel, entao, es-
crever w explicitamente como produto de elementos de F'?7 Novamente, obtemos resposta
positiva se as presentagoes sao finitas. Suponha que G = (xy, ...,z | r1,....,7%) € que F é
finitamente gerado por palavras fl, - fs escritas em termos de x1,...,z,. Seja w € G tal
que w € F'. Entao sabemos que w é a redugao de um produto finito qualquer entre as fl
e suas inversas. Considere uma enumeracio {fi, f2,...} do conjunto F de tais produtos
finitos (através da mesma técnica acima, usando recursivamente enumeragoes do produto

cartesiano, etc.). Como na se¢ao anterior, existe n tal que w™'f, = 1 em G. Seja T};
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0 i-ésimo teste (do algoritmo da Proposigao 2.9) a ser realizado para a palavra w™f;.
Podemos realizar estes testes na diagonal, similarmente as segoes anteriores; a certeza de
que w!f, = 1 para algum n garante novamente que algum dos algoritmos terminard em

um tempo finito nos dando w = f; explicitamente.

Encontrando a raiz de uma palavra

Para esta secao, seja F' um grupo livre qualquer. Vamos definir o que é a raiz de uma
palavra reduzida em F' e dar um algoritmo extremamente simples para calculéd-la, justi-
ficando, é claro, o porqué dele funcionar. Vamos usar fortemente o conceito de palavras

ciclicamente reduzidas definidas em 2.6 e a Proposigao 2.7.

Definigao 2.12. O comprimento de uma palavra (ndo necessariamente reduzida) w é
o numero de letras da palavra reduzida de w, que denotaremos por |w|. Note que, se
w = x1...T, j4 estd reduzida, entdo |w| = n. Definimos também o comprimento da

palavra nula, |1| = 0.

Proposigao 2.13. Se 1 # w = xy...x, € ciclicamente reduzida e é uma k-poténcia de

k

s € F (ou seja, s* =w com k > 1), entdo s # 1 € ciclicamente reduzida e s = x1...2 /1) -

La, s = b~15b, como na proposicao

Demonstracao. Seja w = s* e decomponha w = a~
2.7. Da unicidade, devemos ter a = 1. Temos w = s& = (b~'5b)" = b~15"b, logo
novamente da unicidade temos b = 1, ou seja, s é ciclicamente reduzido. Agora observe
que quando elevamos uma palavra s = y;...y, ciclicamente reduzida a uma poténcia k,
como ¥, e 1 nao se cancelam, o resultado final em forma reduzida é a prépria concatenacao
(y1-9) Y1) (y1--yr) (k vezes). Dai s¥ = w implica (y1...4) (W1 Yr) - (Y1..yr) =
Ti..tp,edal kr=ney =z, ... , Y = Tp = T(n/k)- O

Dentro da demonstracao acima esta o fato de que, se s é ciclicamente reduzida, entao

|s¥| = k|s|. Ela nos deixa evidente também o seguinte algoritmo:

Corolario 2.14. Dado w ciclicamente reduzida, existe um algoritmo que calcula o maior

inteiro positivo k e a palavra s tal que s* = w.

Demonstragao. |w| é o maior inteiro para o qual precisamos testar pois para qualquer s

¥ = w, temos k < k|s| = |s*| = |w|. Para cada 1 < k < |w|, entdo, primeiro

tal que s
verificamos se |w| é miltiplo de k. Em caso negativo, nao adianta procurarmos tal s por
causa de k|s| = |w|. Em caso positivo, pela proposi¢do acima basta olharmos para as
|w|/k primeiras letras de w (nosso candidato a s) e vermos se w é a concatenagao delas, k
vezes. Como o algoritmo é finito, obviamente podemos escolher o maior k e sua palavra

correspondente s tal que s¥ = w. O

Vamos definir a raiz primitiva de uma palavra reduzida de F'.
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Definigao 2.15. Se 1 # w € F, a raiz de w é uma palavra s € F tal que s = w (m > 1)

e m é o maior inteiro positivo tal que r™ = w para algum r € F.

Proposigao 2.16. Seja w # 1 # s palavras reduzidas em F e considere suas decom-

Ywa e s = b15b, conforme a proposicao 2.7. Seja k > 1. Entdo

posicoes w = a~

s =w

a=b

Demonstracao. Se valem as duas igualdades da direita, entao s* = b='5%b = a~'wa = w.

k

Por outro lado, se s* = w, temos b~'5%b = w = a~'0a, logo da unicidade devemos ter as

duas igualdades da direita. O
Corolario 2.17. A raiz de w # 1 existe e € unica.

Demonstragdo. Para a existéncia, considere o conjunto A = {k > 1|3 s € F:s* =w}.
E néao vazio, pois 1 € A. E limitado, pois para qualquer k € A, decompomos s = b~13b e

temos |s*| = 2|b| + k3|, de modo que
k< k|3] +2[b] =[] = |uw].

Logo, pelo Axioma da Boa Ordem, existe um maior elemento m (e sua correspondente
raiz s de w). Para a unicidade, suponha que existam r, s duas raizes de w. Devemos
ter s = w = r™ (o expoente m é o mesmo para r e s, pois é maximal). Decompondo

re, temos b18™b = w = ¢ 1™"¢, logo b = c e §™ =™ da

novamente s = b~ 'sber = ¢
unicidade. Como estas duas ultimas palavras estao ja na forma reduzida, suas || = |7

primeiras letras coincidem duas a duas, ou seja, s = 7. Dai é claro que r = s. O

Agora estamos prontos para dar um algoritmo explicito que calcule a raiz de qualquer

palavra reduzida.

Proposicao 2.18. Se w # 1 em F', existe um algoritmo para calcular a raiz de w.
La e usarmos o algoritmo da Proposicao

2.14 para acharmos § com 5™ = 1 e m maximal (em relagao a w). Afirmo que a~'5a é

1

Demonstracao. Basta decompormos w = a~

—1zm

. 7 —1~ m -1 .~ 7
a raiz de w. De fato, é claro que (a7 'sa)” = a™'5™a = a 'wa = w. Provemos que m ¢é

também maximal em relagao a definicao de raiz. Suponha, por absurdo, que exista r € F
e M > m tal que ™ = w. Decompondo r = ¢~ '7c, terfamos ¢ "M ec = w = a~!wa, logo

M = 1, contrariando a maximalidade de m em relacdo a 0. O
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Capitulo 3

O Problema da Conjugacao em

grupos livre-por-ciclicos

O Problema da Conjugacao foi resolvido para qualquer grupo livre no capitulo anterior. J&
o Problema da Conjugacao Torcida é mais complexo. Neste capitulo, porém, estudaremos
a solugao encontrada em [1] para PCT em grupos livres finitamente gerados e, como
consequéncia, uma solucao para PC em qualquer grupo livre-por-ciclico. Cada um destes
resultados depende fundamentalmente de um dos dois teoremas que citamos abaixo, que

podem ser encontrados, respectivamente, em [13] e [5]:

Teorema 3.1 (Maslakova). Seja F' um grupo livre finitamente gerado, p € Aut(F) e
defina Fix(p) = {w € F | wp = w} < F o subgrupo dos pontos fixos de ¢. Entao existe

um algoritmo para computar um conjunto finito {wy, ..., wr} que gera Fiz(p).

Teorema 3.2 (Brinkmann). Seja F' um grupo livre finitamente gerado, u,v € F e ¢ €

Aut(F). Entdo ¢ decidivel quando existe k € Z tal que u e vp* sio conjugados em F.
Eis o primeiro resultado de [1]:

Teorema 3.3. O Problema da Conjugacao Torcida é solivel em grupos livres finitamente

gerados.

Demonstrag¢ao. Seja F' = Fx grupo livre finitamente gerado, com X = {xy,...,x,}. Seja
@ € Aut(F) e sejam u,v € F. Precisamos saber decidir se u ~, v, ou seja, se u e v
sao p-conjugados em F. Para isto, considere z ¢ X uma nova letra qualquer e tome
F' = Fxygzy o grupo livre gerado por {z1,...,;xn, 2}, com a letra z a mais. E claro que
F < F'. Considere a funcao ¢’ : X U {z} — F’ dada por z;¢' = z;p e 2¢' = uzu~"' e use
a propriedade universal (Defini¢ao 1.13) para estender ¢’ ao homomorfismo ¢ : F/ — F’
que é um automorfismo e obviamente coincide com ¢ em F', por construcao. Para cada
y € F', denotemos por v, os automorfismos de conjugagao padrao em F’ da forma zvy, =

y~lzy para todo = € F'. E claro que a composicio ¢y, é um automorfismo de F”.
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Afirmagao 1: u ~, v se, e somente se, existe g € F tal que g7'zg € Fiz(¢'v,).

De fato, se u ~, v, temos v = (9¢) 'ug para g € F (portanto também temos v~ =

g 'u"tgyp). Dai

(97" 29)¢" 7 = (97299 )
= v_l((gw)fluzu_lg@)v
= (g 7w g0)((g90)  uzu'g0) ((g) tug)
= g 'zg,

ou seja, g 'zg € Fix(yp'y,). Por outro lado, se g7'zg € Fiz(yp'y,) para algum g € F,

temos
97 29 = (g7 29)¢" 70 = v ((g) Tuzu g,
logo
_ _ _ _ _ _ _ _ —1
2= gu(gp) Tuzu T (gp)vg Tt = (gvHgp) u)z(gv T (gy) tu)
e dai

v (99) M w)a(gv (g) ) = 1.
Como a expressao inteira acima é igual a 1 no grupo livre F”, todas as letras devem se
cancelar de alguma maneira. Em particular, z e z~! devem se cancelar. Agora note que
as palavras entre parénteses acima estao ambas em F. Entao a tnica maneira de z e 27!
se cancelarem ¢ se a expressao entre eles se cancelar inteiramente. Entao gvil(ggp)_lu =
1 e esta expressao é equivalente a (ggp)_lug = v, ou seja, u ~, v, e isto completa a
demonstracao da Afirmacao 1 (Note que o elemento g € F' procurado que conjuga u e v

é 0 mesmo g tal que g 'zg € Fiz(o'7,)).

Afirmagao 2: FExiste g € F tal que g 'zg € Fix(yp'vy,) se, e somente se, eriste
uma palavra reduzida qualquer em Fix(y¢'7y,) envolvendo a letra z. De fato, uma das
implicagoes é 6bvia. Suponha agora que exista uma palavra reduzida qualquer w em
Fix(yp'y,) contendo a letra z e vamos escrevé-la da forma reduzida w = gz ;251 f,25
comg, fi € F, fi #1, ko,....,k.—1 € Z— {0}, k, € Z. Dessa forma, temos:

gzkoflzkl...frzkr = (gzkoflzkl...frzkr)go'%
= v (gp)uzu Tt (fro)uut L (fro)uruT
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e dai
yh T TR T R T (g ul 2w (frp)usF T L (frp)uduT o = 10 (3)

Isto quer dizer que todas as letras da palavra acima devem se cancelar de alguma
forma, pois estamos em um grupo livre. Note agora que as expressoes z" & direita dos
colchetes (i = 0, ...,7) nao se cancelam entre si, pois os termos u( fip)u~! entre elas estiao
em F e nao se cancelam inteiramente. De fato, se u(fip)u™ = 1 terfamos fjp = 1 e daf
fi =1 (pois ¢ é isomorfismo), um absurdo.

ko

Afirmo que z7% se cancela com z De fato, z=% nao pode se cancelar com os

z7% & sua esquerda, pois a palavra w (e, portanto, também w™!) j4 foi escrita na forma
reduzida. z~* também nao pode cancelar com z*!, pois para que isto aconteca deveriamos
ter [g v~ (gp)ulzFout(fip)u = 1 e daf 2% deveria se cancelar com alguma das palavras
em F nesta expressiao, o que jamais acontece. Por tltimo, 2% nao pode se cancelar
com nenhum dos z*2,.... 2% pois, pelo mesmo argumento que acabamos de usar, para que

k;

se cancele com algum destes 2%, a palavra z¥ ja deve ter se cancelado com algum dos

ZF .. 2%=1 0 que j4 provamos que nao acontece no pardgrafo anterior.
Da afirmacao acima obtemos que toda a expressao entre colchetes em 3.1 deve se

cancelar, ou seja, g v (gp)u =1 e dai g = v (gp)u. Isto nos d4, finalmente, que

(9297 )" = v (gp)uzu (90) v = gzg~",
ou seja, gzg~ ' € Fix(¢'y,). Dai, o inverso da palavra g é o elemento do enunciado da
Afirmacao 2 que procurdvamos.

Pelas afirmacoes 1 e 2, decidir se v ~, v é simplesmente decidir se existe a letra z em
alguma palavra de Fliz(¢'v,), o que é equivalente a decidir o mesmo para os geradores
de Fiz(¢'y,). Pelo Teorema 3.1, conseguimos calcular explicitamente estes geradores,
digamos, {ws,...,wx}. Logo, basta olhar para cada um dos w; e ver se algum deles

contém z, o que é absolutamente decidivel. O

Observagao 3.4. Além de responder quando é que u e v sao p-conjugados, o teorema
acima nos d4 uma maneira de calcular explicitamente um elemento g que os conjuga.
Pelas observacoes feitas nos finais das afirmacoes 1 e 2, se algum dos w; contém a letra z,

1

basta escrever w; da forma gz f; 2% ... f, 2% conforme a Afirmacao 2 e g~! serd exatamente

um elemento que conjuga u e v.

Agora estamos aptos para resolver PC para grupos livre-por-ciclicos. Na verdade,
quando dizemos que um grupo ¢é livre-por-ciclico, estamos abreviando o termo, mas tra-
taremos de um grupo (livre finitamente gerado)-por-ciclico. De acordo com a Definigao

1.37, podemos reescrever:

Definicao 3.5. Um grupo G ¢ dito livre-por-ciclico quando possui um subgrupo livre

finitamente gerado F', normal em G, e cujo quociente G/F é um grupo ciclico.
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Para resolver o Problema da Conjugacao em um grupo como tal, vamos encontrar
uma presentacao para o mesmo e, a partir dela, obteremos o resultado de uma forma

relativamente simples.

Observagao 3.6. Vamos obter uma decomposicao tunica de todo elemento de G em termos
de F e G/F. O fato fundamental é que, como G/F ¢ ciclico, temos que G/F = (tF) é
gerado por alguma classe lateral, com ¢ € G. H& dois casos: se G/F é ciclico infinito,
temos infinitas classes laterais t*F com k € Z, e se G/F é ciclico finito (digamos, Z,)
temos apenas as classes F,tF,...,.t" 'F para n fixado. Dado um elemento g € G, gF €
G/F = (tF), logo gF = t*F para um tnico k (k € Z no caso infinito e 0 < k <n —1
no caso finito). Entdo g € gF = t*F e daf ¢ = t*f, para um tnico k e para algum
f € F. Na verdade, obtemos unicidade tanto de k como de f nesta decomposicao, pois se
thf =g =t f temos g € t* FNt'F, de onde concluimos que k = [, e dai t* f = ¢* f/ implica
obviamente f = f’. Em ambos os casos (finito ou infinito) também temos que g = t*f
pertence a F se, e somente se, k = 0 (ou se k for um multiplo de n, se ndo estivermos nos

dando o trabalho de considerar o representante certo 0 < k < n — 1, no caso finito).

Agora vamos obter uma presentacao para G. No caso G/F infinito (digamos, Z),
existe uma sequéncia exata 1 - F — G — Z — 1 e dai o final da Observacao 1.41 nos

garante que uma presentacao para GG é da forma

G = <x1, oy Tyt | T it = 2y, i =1, ...,n>, (3.2)

onde ¢ é um automorfismo de conjugacao de G. No caso G/F ciclico finito (Z,), a
estrutura de F' nao se altera. J4 em G/F, a tnica mudanca é que t"F = F' e portanto
t" € F, digamos, t" = fy. Dal uma presentacao para G é semelhante a de 3.2 acima, dada

por

G = <$1, s Tyt = fo, Tt = 20, i =1, ,n> (3.3)

Observagao 3.7. Note que, neste tltimo caso (finito), G nao é o produto semidireto de F

por G/F ~ (t), pois o elemento t" é diferente de 1 em () e estd na intersegao F' N (t).

Precisamos do seguinte lema técnico:
Lema 3.8. Seja G grupo, p € Aut(G), u € G e k,r € Z. Entao

UQOk ~gr u@kiqT,

para todo q € Z.

Demonstracao. Vamos fazer primeiramente o caso “47. Temos que

((ugpk)gﬂ)_l(uwk”)wpk = uy”, e isto quer dizer exatamente que up® ~,r up*". Para o
_ -1 _ _ _ . _ _

, note que ((ve™")¢") (v @ )up™" = V", ou seja, v = VYY" ~ur v,

para todo v € G. Daf, para v = up"® obtemos up® ~,r up*e™ = up*~", como querfamos.

W

caso
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O resultado para ¢ € Z qualquer agora segue facilmente por inducao, tanto no caso “+”

como no caso “-". O
Teorema 3.9. O Problema da Conjugagao é solivel em grupos livre-por-ciclicos.

Demonstracao. Seja G um grupo livre por ciclico como na defini¢ao 3.5, que sabemos ter

a presentacao
G = <:1c1, Iy L = fo, Ut = 20, 1= 1, ,n>

para algum automorfismo ¢ de G, com ou sem a relagao t" = f,. Usando a decomposi¢ao
unica da Observacao 3.6, sejam t"u e t°v dois elementos quaisquer de G, e decidamos se
eles sdo conjugados. Conjugando t"u por um elemento qualquer t*¢ de G e usando que

t~lat = x¢ para qualquer x € F, temos

(thg) (Fu)(thg) = gt M ruthg
— (trt—r)g—ltrt—kutkg
= t"(t g ")t Futhyg
= 7(g¢") (ug)g € t'F.

Logo, temos (t*¢) ' (t"u)(t*g) = t*v se, e somente se, " (go") ‘(up*)g = t*v: no-
vamente pela unicidade de decomposicao, isto acontece se, e somente se, r = s e

(9907“)71(1&90]“)9 = v. Em outras palavras,

r s r=s
t'u~tv e
existe k € Z tal que v ~yr up® em F.

A primeira equacao r = s é obviamente decidivel. Precisamos decidir quando a se-
gunda ¢é valida. Se r = 0, entao ¢" = Id e precisamos saber se existe k € Z tal que
v~ up® em F, o que é decidivel pelo Teorema 3.2. Se r # 0, o Teorema 3.3 nos garante
que podemos decidir se v ~r ug” para cada k fixado. Porém, caso tal k nio exista, po-
derfamos ficar procurando indefinidamente sem obter uma resposta efetiva, como vimos
na Observacao 2.5. Precisamos reduzir nossa pergunta a um nimero finito de testes. Pelo

Lema 3.8, temos ug® ~r uph+er

para qualquer g € Z. Para todo k € Z, pelo algoritmo de
Euclides temos k = qr + &' com 0 < k' < |r| — 1 e daf up® ~r upF~" = up*’, logo, como
~,r 6 uma relagdo transitiva, decidir se v ~,r up® para k € Z é decidir se v ~r up®
para algum dos finitos valores 0 < k&’ < |r| — 1, e cada um destes |r| testes é decidivel pelo

Teorema 3.3. O

Observagao 3.10. O algoritmo acima, além de responder se os elementos t"u e t°v de G

sao conjugados ou nao, calcula explicitamente o conjugador em caso afirmativo. De fato:
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observamos na demonstracdo que ele serd da forma t*g, onde k € Z e g € F sdo tais que
(9¢") " (ug®)g = v. No caso r = 0, k e g sdo explicitamente encontrados pelo Teorema
de Brinkmann. No caso r # 0, k é o inteiro para o qual o algoritmo do Teorema 3.3
respondeu positivamente e g € F' é exatamente o elemento que ("-conjuga uy”* e v, que

é explicitamente calculavel, pela Observagao 3.4.
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Capitulo 4

O Problema da Conjugacao e
Decidabilidade por Orbitas

A partir da solugao do Problema da Conjugagao para grupos livre-por-ciclicos (encontrada
no Teorema 3.9 do capitulo anterior), a ideia principal dos autores foi generalizar tal
resultado para qualquer grupo livre-por-livre (rigorosamente, (livre finitamente gerado)-
por-livre). Neste processo de generaliza¢ao, um complexo problema de decisao veio & tona:
a Decidabilidade por Orbitas. Aconteceu que, mesmo com tal impecilho, quatro anos
depois de publicado o artigo [1], os autores publicaram em [2] um resultado extremamente
mais geral do que o Teorema 3.9 (inclusive mais geral do que a prépria ideia inicial
para grupos livre-por-livres), cuja Decidabilidade por Orbitas se reduz ao Teorema de
Brinkmann no caso livre-por-ciclico. O objetivo deste capitulo é demonstrar este resultado
(Teorema 4.3) e mostrar suas conexoes com o Teorema 3.9, justificando o porqué de ser
uma generalizacao do mesmo. Sendo assim, recomendamos fortemente que o leitor tenha

lido o capitulo anterior antes de prosseguir.

4.1 Uma conta que da errado

A estratégia mais 6bvia para tentar generalizar o Teorema 3.9 para qualquer grupo livre-
por-livre seria adaptar sua demonstragao. Porém, como veremos agora, encontramos
problemas ao seguir a mesma ideia da prova. Vamos recapitular o que foi feito. Os

grupos livre-por-ciclicos tém a presentacao
G = <x1, oy Tyt | T gt = 2y, 1= 1, ...,n>,

onde a relagao t" = fy € F pode aparecer no caso ciclico finito. No caso ciclico infinito,
temos exatamente a presentacao descrita acima e caimos num caso particular de grupo
livre-por-livre. A demonstracao do Teorema 3.9 se baseia no seguinte calculo, que ja

usamos:
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-1 r —14—Kkyr
(t*g) (tu)(t*g) = g 't "t utty
— (tTt—T)g—lt’r't—kutkg
= "t g M)t Futhyg

= t'(g¢") " (ugh)g.

Em esséncia, usamos fortemente a comutatividade entre t=* e " no calculo acima, a
unicidade da decomposi¢ao de elementos na forma t*v e um lema técnico para garantir
que
T S r= S;
tu~tvs
existe 0 < k < |r| — 1 tal que v ~r up® em F
e concluir o resultado para r # 0, e usamos o Teorema de Brinkmann para r = 0. Se

quiséssemos generalizar, poderiamos trabalhar, por exemplo, com as extensoes livres
FxgyomBmn = (X, t1, ity | Ryt 0ty = 2g; (v € X,i=1,...,m))

vistas em 1.3, com F' livre finitamente gerado. Neste caso, continuamos com um produto
semidireto; logo, ainda temos a unicidade de decomposicao: todo elemento se escreve
unicamente da forma t}...4;7x, com 1 < k; <m, k; # kip1,e; # 0 e x € F. O problema é

que, conjugando por um elemento qualquer tﬁl...t?;y obtemos

hi  ghs, 71 ro(pht ghs,y o —1gh1 ghey Tl P\ ($h1 ghs
A tyey) ety =y ) (e )y (4)
e nao conseguimos fazer com que comutem as palavras (tﬁl...tl;)_ e (tg...ty), como
fizemos acima com t~* e t". Seria preciso, entdo, buscar outra estratégia que permitisse o
desvio destas e de outras dificuldades, como a falta de comutatividade que acabamos de

Vver.

4.2 O teorema central

Nesta secao, vamos enunciar e demonstrar o Teorema 4.3, generalizacao do Teorema 3.9
e principal resultado deste trabalho. Seu anunciado, contudo, nao nos dé indicio nenhum
de que é uma generalizagao, muito menos uma ideia de como chegamos ao seu delicado
contexto a partir do simples contexto dos grupos livre-por-ciclicos. Tentaremos fazer todas
estas comparacoes e ligagoes durante o texto.

Na pratica, a ideia do Teorema 4.3 é resolver o Problema da Conjugagao para a maior
quantidade possivel de grupos N-por-H, as chamadas extensoes de grupos, como vimos
em 1.37. Segundo a Proposicao 1.38, o contexto mais geral no qual podemos pensar

em tratar tais grupos é o das sequéncias exatas. Porém, nao poderiamos considerar
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uma sequéncia exata qualquer, pois ainda estamos na Teoria Combinatéria de Grupos,
teoria cujos problemas de decisao envolvem processos algoritmicos. O contexto a ser
trabalhado ¢, entao, o das sequéncias exatas onde conseguimos computar algoritmicamente

(e explicitamente) imagens e pré-imagens:

Definicao 4.1. Dizemos que uma sequéncia exata
! B
l1-F—-G—H-—=1

é algoritmica quando:

i) os grupos F, G e H e os homomorfismos « e 3 estao dados de forma que conseguimos

operar explicitamente os elementos e computar explicitamente suas imagens por «

e 3;

i1) dado h € H, podemos computar explicitamente pelo menos um elemento g € G tal

que g3 = h;

iii) dado g € G tal que gf = 1, podemos computar explicitamente o unico elemento
f € F tal que fa=g.

De longe, o melhor exemplo de sequéncia exata algoritmica se d4 quando os grupos
F, G e H sao dados por presentacoes e os homomorfismos « e § sao dados explicitamente
pelas suas imagens nos geradores de F' e (G, respectivamente. Desta forma, é claro que
podemos operar explicitamente dentro dos grupos e que podemos calcular imagens. Além
disso, considerando que as presentacoes envolvidas sao finitas, podemos usar o algoritmo
do Problema da Membresia que demos na pagina 23 para os pares (Im(8), H) e (Im(«), G)
para calcular as pré-imagens dos elementos desejados.

E f4cil vermos que qualquer grupo G livre-por-ciclico se encaixa neste contexto. No

caso ciclico infinito, temos a sequéncia exata algoritmica
1sFichz o 1,
onde i é a inclusdo f — f e (t*f)3 = k. Mais geralmente, as extensoes livres
Fxgy,omBmn = (X, t1, .ty | Ryt 0ty =2p; (x € X,i=1,...,m))
sao o termo central da sequéncia exata algoritmica
1= F 5 Fxg,oopn Frn S Fp— 1

onde i é a inclusdo e (tg,...ty,x)5 = tg,...tg,.
Dada uma sequéncia exata algoritmica 1 - F' — G — H — 1, o Teorema 4.3 propoe

a seguinte pergunta: quais hipdteses sao necessarias sobre F' e H para que resolvamos o
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Problema da Conjugagao no grupo central G7? Ao tentar respondé-la, mais problemas de

decisao vém & tona:

e O Problema da Conjugagao restrito a um subgrupo F: seja G = (X | R)
presentado e F' < (G. dados z,y € F em termos desta presentagao, decidir quando

sao conjugados em G, ou seja, quando existe u € G tal que x = v~ yu.

e O Problema da Conjugagao Torcida de um Automorfismo (PCT(p)): Seja
G = (X | R) grupo e ¢ € Aut(G) fixados. Dados z,y € G, decidir quando sao -
conjugados em G, ou seja, quando existe u € G tal que x = (ugp)flyu (note que a
solugao de PCT(y) para todo ¢ € Aut(G) é equivalente a solucao de PCT).

e Decidabilidade por Orbitas (DO): seja F um grupo e A < Aut(F). Dados

u,v € F, decidir se existe ¢ € A tal que up e v sdo conjugados em F'.

Quando o problema de Decidabilidade por Orbitas acima é soltivel no grupo A, dizemos
que A é decidivel por orbitas. Neste trabalho, trataremos da decidabilidade por érbitas de
um subgrupo especifico: o subgrupo de acdo, que estd descrito abaixo. Dada a sequéncia

exata
1 F3¢A 1,

podemos identificar F' com «(F') e dizer que F' é normal em G. Desta forma, os auto-

1

morfismos de conjugacao v, € Aut(G) dados por x7y, = g~ xg, quando restritos a F, se

tornam automorfismos de F, pois g 'yg € F se y € F. Denotaremos estes automorfismos

por g, para cada g € G.

Definicao 4.2. Dada a sequéncia exata acima, chamamos de subgrupo de a¢do o subgrupo
Ag ={p, | g € G} < Aut(F).

Agora temos todo o ferramental para enunciar o

Teorema 4.3. Seja
15 FS365H 1

uma sequéncia exata algoritmica tal que
i) F tem PCT solivel;
it) H tem PC solivel;

iii) para qualquer 1 # h € H, o grupo Cy(h)/(h) € finito e existe um algoritmo que

computa representantes z1, ...,z € Cy(h) (que dependem de h) tais que

Cr(h) = (h) 21 U ... U (h) 2.

Entao, as sequintes condicoes sao equivalentes:
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a) G tem PC soluvel;
b) G tem PC restrito a F solivel;

c) Ag € decidivel por drbitas.

Observagao 4.4. Vamos investigar novamente as semelhancas com o Teorema 3.9 e concluir
dai a naturalidade das suposi¢oes i) a éii). Primeiramente, a solu¢cdo do PCT para o
subgrupo normal F' suposta em 7) é exatamente o que acontece no caso livre-por-ciclicos
(Teorema 3.3), onde F' é livre finitamente gerado. Com relagao ao item i), é claro que
qualquer grupo ciclico (de fato, qualquer grupo abeliano finitamente gerado) possui PC
soluvel (o que mostraremos mais a frente), mas podemos notar uma semelhanga ainda
mais forte com o Teorema 3.9: vimos que uma condi¢ao necessaria para que os dois
elementos t"u e t*v sejam conjugados é que r = s, ou seja, (t"u)f = (t°v)5. Logo,
a primeira coisa que fazemos é calcular suas imagens por (: se nao forem iguais, os
elementos ja nao sao conjugados. O leitor notard que este é exatamente o primeiro
argumento na demonstragao do item “b) = a)” abaixo. Por ultimo, a condi¢ao sobre
os centralizadores que supomos em iii) - que provaremos ser verdadeira em qualquer
grupo ciclico no Corolario 4.7 - é exatamente o que acaba com o problema da falta de

comutatividade em H que comentamos no final da primeira secao deste capitulo, para
H=F,.

Demonstracao. e a) = b) é claro que se podemos responder quando dois elementos
de G sao conjugados em G, podemos responder em particular esta pergunta para

dois elementos de F'.

e b) & ¢) dados u,v € F, temos a seguinte equivaléncia:

Jg, € Ag tal que u=vyp, & Fp, € Age f e F tal queu= flvp,f.

De fato, basta tomar f = 1 para a ida e usar o fato que f~lvp,f = vp,; para a

volta. Assim, temos:

JgeGtalqueu=g'vg & T, € Ag tal que u = vy,
& ElgogeAGefEFtalqueu:f_lvgpgf
& dp, € Ag tal que u ~ vy, em F,

e isto nos diz exatamente que o Problema da Conjugacao de G restrito a F' ¢é

equivalente a decidabilidade de érbitas de Ag.
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e b) = a) Suponha que o Problema da Conjugagdo em G, restrito a F', é soluvel,

e vamos provar que é soluvel em todo G. Sejam g¢,¢" € G e respondamos se sao
conjugados ou nao. Calculamos gf e ¢’ e usamos PC de H para decidir se estes
sao conjugados ou nao em H. Se nao o forem, isto quer dizer que ¢g e ¢’ nao sao
conjugados em G (o que resolve o problema), pois se o fossem terfamos u™'gu = ¢’
e dai (uﬁ)_lgﬁ(uﬁ) = ¢’8. Nos resta entao tratar o caso em que g e ¢’ sao

conjugados, digamos, por v. Calcule u© uma pré-imagem de v em G, e temos que

(u™'gu)B = (uB)'gBuB) = v'gpv = ¢'p.

Como a conjugacao é relacao de equivaléncia e g ~ u~!gu, basta sabermos responder
se u lgu e ¢’ sdo conjugados, e agora temos a vantagem que estes dois elementos
sao levados por  num mesmo elemento de H, pela equacao acima. Por isto, para
simplificar a notacao vamos chamar v 'gu de g, supor que g3 = ¢'B3 e decidir se g
e ¢’ sao conjugados. Se g8 = ¢’ = 1, entdo g e ¢’ estdo em F', e isto nos permite
aplicar PC de G restrito a F' para responder se sao conjugados. Nos resta entao
apenas o caso g3 = ¢’8 # 1. Neste caso, temos (¢7'¢/)3 =1edal g7'¢' = f € F,

ou ¢’ = gf. Como gf # 1, use iii) para computar z1, ..., z; tais que

Cu(g9B) = (98) 21 U ... U (gB) .

Compute algoritmicamente pré-imagens y; € G dos z; respectivos. Para todo i, gf8
e y;8 comutam, pois y;8 = 2 € Cy(gB). Dai, (¢ 'y, 'gy;)B3 = 1 e conseguimos
computar p; € F tal que g~'y; " gy; = pi, ou yi gy = gpi. Afirmamos que

g~ ¢ < existem 1 <i<texcF tais que gf =z 'gp;z.
De fato, se existe 1 <i <texz € F tais que gf = 2~ gp;z, temos
_ 1 - ~1
g =gf =a"gpir = 27y, gy = (yix)” g(yir),

ou seja, g ~ ¢'. Por outro lado, se g ~ ¢, tome v € G tal que v—gv = ¢’. Aplicando

a igualdade gv = vg’ obtemos
B aig g g

(98)(wB) = (gv)B = (vg)B = (vB)(g'B) = (vB)(9B),

logo vf estd no centralizador de gf e encontramos ¢ tal que vB € (gf) z;. Dai

vB = (98)" z = (98) v = (¢"y;)B. Agrupando, obtemos (v™1¢g"y;)3 = 1 e entao

1

existe 27! € F tal que v 'g"y; = 27!, ou v = ¢"y;x. Finalmente, concluimos que

gf =g =v'gu=a"y; g 99" yix = 27 'y gyiw = 27 gpix,
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o que conclui a demonstragao da afirmagao. Agora note que

gf = a7 'gpix & f =g ' gpr & | = (2p,) 'piz,
logo, pela afirmacgao,

g~¢g & existem1<i<tewxcF taisque f = (a:gog)_lp,-x

& existem 1 <¢ <1 tal que f ~, p; em F.

Entao, decidir se g e ¢’ sdao conjugados em G se resume em fazer ¢ testes de con-
jugacdo torcida em F', o que é algoritmicamente possivel por 7).

]

Observagao 4.5. Na demonstragao b) = a) acima, usamos PCT somente para os auto-
morfismos ¢, € Ag, nao para qualquer automorfismo de F', e nao precisamos de PCT em

nenhum outro momento. Desta forma, podemos enfraquecer a hipdtese i), se necessario.

Observacao 4.6. Mesmo com todos os comentarios da secao e também os da Observacao
4.4, ainda falta justificarmos por que a Decidabilidade por Orbitas apareceu no teorema
acima e qual sua relacao com o Teorema 3.9. Note que ela foi usada para decidir se g ~ ¢’
apenas no caso ¢,¢ € F. Assim também o Teorema de Brinkmann (3.2) foi usado para
decidir se t"u ~ t°v apenas no caso r = s = 0, ou seja, se u ~ v com u,v € F. E
natural esperarmos entao que a decidabilidade de 6rbitas aqui tem a mesma funcao que o
Teorema de Brinkmann teve no capitulo anterior. De fato, seja G livre-por-ciclico e tome
sua sequéncia exata 1 - F — G — H — 1. O subgrupo de acao, neste caso, é dado
pelas conjugacoes iy em F', para k € Z e f € F. Dados u,v € F', temos as seguintes

equivaléncias:

J pus € Ag tal que uppp ~vem F & JkeZ, f,xeF tal que e (Rt )z
& FkeZ, ge Ftal que g tupg =
& JkeZtal que up” ~vem F,

onde basta tomar g = fx da segunda para a terceira afirmacao, e tomar x =1e f = g da
terceira para a segunda. Sendo F' livre finitamente gerado e ¢; um automorfismo de F,
o Teorema de Brinkmann garante que podemos decidir quando a ultima das afirmagoes
é valida. Logo, Ag é decidivel por érbitas, gragas ao Teorema de Brinkmann, como

suspeitavamos.

Como consequéncia da observacao acima, obtemos a solu¢cao do Problema da Con-
jugacao para grupos livre-por-ciclicos (que ja vimos), o que mostra definitivamente que o

Teorema 4.3 é uma generalizacao do 3.9:
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Corolario 4.7. O Problema da Conjugagao € soluvel em grupos livre-por-ciclicos

Demonstracao. Basta verificarmos que a sequéncia exata 1 - FF —- G — H — 1 do
grupo livre-por-ciclico G satisfaz as hipdteses i) — 7ii) do Teorema 4.3, pois Ag é de-
cidivel por érbitas, pela observacao acima. Ja provamos que F' satisfaz PCT em 3.3. J&
vimos também que PC é solivel em grupos livres (Proposigao 2.8) e em grupos finitos
(Observagao 2.4), logo é solivel em qualquer grupo ciclico. Resta vermos que qualquer
grupo ciclico H satisfaz iii). No caso H = Z, dado 0 # k € Z (por exemplo, k > 0)
temos Cz(k)/ (k) = Z/kZ ~ 7 e conseguimos computar os representantes, que sao
0,...k —1. No caso H = Z,, dado 0 # k € Z,, também temos Cy, (k) = Z, ¢ Z,/ <E>
também é um grupo ciclico (por exemplo, é o grupo trivial se mde(k,n) = 1 e é isomorfo
a Zy se n = Ak), cujos representantes também encontramos explicitamente (por exemplo,
Ze/ (3) =0(3) 1 1(3) I 2(3)), o que conclui a demonstragao. O
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Capitulo 5

Aumentando a aplicabilidade e a

praticidade do teorema central

Neste capitulo, vamos investigar as condigoes i) — #ii) do Teorema 4.3 e encontrar classes
de grupos que as satisfazem, de modo a tornar mais pratica a aplicacao do mesmo. Com
a mesma intencao, vamos, entao, reescreve-lo em termos das presentacoes das extensoes
livres apresentadas na secao 1.3. Mantenhamos sempre em mente a sequéncia exata
algoritmica

l1-F—->G—H—=1

e o fato de que a condigao i) é imposta sobre F' e as condigoes ii) e iii) sobre H. Esta

segao é baseada na secao 4 de [2].

5.1 Resolvendo i) para mais grupos F

Observacao 5.1. Ja sabemos que PCT é soluvel em qualquer grupo livre finitamente gerado
(Teorema 3.3). O mesmo acontece para qualquer grupo G abeliano finitamente gerado.
De fato, pela classificacdo dos grupos abelianos finitamete gerados (Teorema 2.6 em [9]),
podemos escrever

GZ" Bl D ... D Ly,

para certos inteiros positivos n,my,...,my (que podem, obviamente, nem aparecer na
decomposicao). Dados u,v € G e ¢ € Aut(G) e escrevendo em notacao abeliana, o

Problema da Conjugacao Torcida se resume em encontrarmos x € G tal que
—rzpF+ut+zr=ve x(ld—yp)=v—u,

ou seja, u ~, v < v —u € Im(Id — ¢). Agora, u e v estdo dados explicitamente.
Também conhecemos explicitamente o homomorfismo Id — ¢ (pois conhecemos ), logo
conhecemos a forma do subgrupo I'm(Id — ), e decidir se v — u pertence a este subgrupo

se torna resolver um sistema de equagoes diofantinas sobre Z e/ou sobre Z,,, ..., Ly, , 0
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que é sempre possivel.

O que faremos agora é provar uma proposicao que se assemelha a uma reciproca do
Teorema 4.3, no caso H = Z, ou seja, no caso G = F' X, Z para algum automorfismo
© = ¢y de F. J& vimos em 4.7 que as hipdteses ii) e iii) sao satisfeitas por H, e sabemos
que podemos exigir PCT apenas para os automorfismos ¢* k € Z (Observagao 4.5).
Também, pelas equivaléncias que vimos na Observacao 4.6, a Decidabilidade por Orbitas
de Ag é equivalente a de (p). Assim, o Teorema 4.3 nos diz que a solu¢ao de PCT para
qualquer ¢* e a Decidabilidade por Orbitas em (p) implica a solucao de PC em F' X, Z.

Em resumo:
PCT para qualquer ¢*, k € Z + DO para (p) = PC para F x, Z.
A proposicao a seguir demonstra o seguinte fato:
PC para F' x,Z = PCT para ¢ + DO para ().

Proposicao 5.2. Seja F'= (X | R) grupo finitamente presentado e ¢ € Aut(F) dado de
forma algoritmica. Se PC € solivel em F' X, Z entao PCT(p) € solivel em F e (p) €

decidivel por orbitas.

Demonstracao. Sendo PC soltivel em F' %, Z, também o é restrito ao subgrupo F'. Mas
vimos na demonstracao do Teorema 4.3 que isto é equivalente a Decidabilidade por Orbitas
de Ag, que por sua vez é equivalente a de (y), como vimos logo antes desta proposigao.
Logo, () ¢ decidivel por 6rbitas. Vamos resolver agora PCT(p) em F. Sejam u,v € F e

recordemos que temos a presentacao
Fx,7= <X,t | R, t ot = zp, JZEX>.

Por um lado, dado z € F, temos () uz = v < 2~ ' (tu)x = tv (basta multiplicar por ¢
na ida e por t~! na volta, e usar a relagao t'at = xp). Logo, u ~, v se, e somente se, tu
e tv sao conjugados em F' X, Z por algum elemento de F. Guardemos esta informagao.
Por outro lado, a hipdtese garante que podemos decidir quando tu e tv sao conjugados

em F x, 7 por um elemento arbitrdrio da forma t*z. Mas
(tF2) " (tu) () = 2 P tuth e = o (uph)z,

logo tu e tv sao conjugados em F' X, Z se, e somente se, xilt(ugok)x = tv, ou seja, se, €
somente se, para algum inteiro k, t(up®) e tv sdo conjugados em F X, Z por um elemento
de F, o que é equivalente a dizer, pela informacao guardada, que up” ~, U para algum
inteiro k. Isto é, entao, o que podemos decidir. Mas u¢® ~, u, pelo Lema 3.8, logo decidir

se upk ~, v € equivalente a decidir se u ~, v, que era o que querfamos. O
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Corolario 5.3. Seja F' = (X | R) finitamente presentado. Entdo todas as extensoes
ciclicas F' X, 7 tem PC soluvel se, e somente se, I’ tem PCT solivel e todos os subgrupos

ciclicos de Aut(F') sdao decidiveis por drbitas.

Demonstracao. Para a ida, note que a proposicao acima demonstrou que
PC para F x,Z = PCT para ¢ + DO para (y),
para um automorfismo fixado ¢. Logo, vale
PC para qualquer F' x,Z = PCT para qualquer ¢ + DO para qualquer (p),

que é exatamente o que queremos. Para a volta, basta lembrar de novo que, para qualquer
¢ € Aut(F), DO de () é equivalente a DO do subgrupo de acdo Ap, z da sequéncia
exata 1 = F — F X, Z — Z — 1. Logo, se vale PCT para F' e DO para qualquer (y),

basta aplicar o Teorema 4.3 a esta sequéncia e obtemos PC para qualquer F' X, Z. O

Gragas ao corolario acima, podemos resolver o Problema da Conjugacao Torcida para
duas classes de grupos: os grupos fundamentais de superficies fechadas (vamos assumir
que o leitor conhega os conceitos bésicos de variedades e de grupo fundamental) e os

grupos policiclicos.

Corolario 5.4. Seja F' o grupo fundamental de uma superficie S fechada (conexa, com-
pacta e sem bordo), que dizemos ser um grupo de superficie. Entao PCT é solivel em F

e todos 0s subgrupos ciclicos de Aut(F') sao decidiveis por orbitas.

Demonstra¢ao. Dado um automorfismo ¢ de F, é um fato conhecido da Topologia que o
grupo F'x,Z é o grupo fundamental de alguma variedade fibrada sobre S* (uma variedade
de dimensao 3 que obtemos tomando o cartesiano S x [0,1] e fazendo as identificacoes
(z,0) ~ (z¢,1), para algum homeomorfismo @ : S — S, que depende de ¢). Pelos
artigos [14] e [15], F' x, Z tem entao PC solivel. Logo, a tese é consequéncia imediata do
Corolario 5.3. O]

Definicao 5.5. Um grupo G ¢é dito policiclico quando existe uma sequéncia finita de
subgrupos
G=Hy>>H >..>H,=1,

sendo cada H;y, normal em H; e cada quociente H;/H;; ciclico. No caso em que todos

os quocientes sao ciclicos infinitos, dizemos que G € poli-Z

Corolario 5.6. Seja F' um grupo policiclico. Entao PCT € solivel em F' e todos os

subgrupos ciclicos de Aut(F) sao decidiveis por drbitas.

Demonstracao. Seja F' = Hy> Hy > ...> H, = 1 a sequéncia dada pela definicao 5.5.

Dado um automorfismo ¢ de F, temos que F' x,7Z é também policiclico gragas a sequéncia
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Fx,Zr>Fr>H >..>H,=1,pois F é normal em F X, Z e o quociente (F x, Z)/F
é isomorfo a Z, ciclico. Agora, o Problema da Conjugacao ja foi resolvido para grupos
policiclicos em [16], logo PC é solivel em F' X, Z. O resultado segue entao do Corolario
5.3. [

Antes de continuar, vamos provar que as propriedades “policiclico” e “grupo de su-

perficie” passam para subgrupos.

Proposicao 5.7. Seja G policiclico e K < G. Entao K ¢€ policiclico. Se G ¢ poli-Z,

entdio K também ¢é poli-Z.

Demonstragao. Seja

G=Hy>>H >..>H,=1,

a cadeia de subgrupos da definicao 5.5. Fazendo a intersecao de cada termo com K,

obtemos a seguinte cadeia de subgrupos:

Para ver que cada H;;1 N K é normal em H; N K, sejan € Hy 1N Kege HNK.
Temos que g~ 'ng pertence obviamente a K, e por ser H;,; normal em H;, g~'ng também
pertence a H; 1, pertencendo portanto a H; ;1 N K, como queriamos. Para ver que cada
quociente (H; N K)/(H;11 N K) é ciclico, veja que H; N K e H;, 1 sdo dois subgrupos de

H;, o segundo deles sendo normal em H;. Logo, usando o Teorema 1.12,

HNK HNK Hys(H:NK) _ H,
HaNnK Hgan(HNK) Hiy T Hiy

e este ultimo é um grupo ciclico por hipotese. Como todo subgrupo de grupo ciclico é
ciclico, concluimos o resultado. A demonstracao do caso poli-Z é exatamente a mesma,
usando que todo subgrupo de Z é trivial ou isomorfo a Z, e no caso em que for trivial,

retirando um dos fatores repetidos da sequéncia de subgrupos acima. O

Assumindo conhecimentos béasicos sobre topologia, recobrimentos e variedades, pode-

mos fazer algo analogo para grupos de superficie:

Proposicao 5.8. Seja F' um grupo de superficie, isto €, o grupo fundamental de uma
superficie S fechada (conexa, compacta e sem bordo), e seja K < F um subgrupo de

indice finito. Entao K é um grupo de superficie.

Demonstracao. Dado que S é conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmente
simplesmente conexo, sabemos que, dado o subgrupo K, existe um espaco topoldgico
conexo S cujo grupo fundamental é isomorfo a K e uma aplicacio de recobrimento p : S —
S (veja [8]). Como tal aplicacdo é um homeomorfismo local, S também é uma superficie

sem bordo. Sabemos também da teoria de recobrimentos que o nimero de folhas de p
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¢ igual ao indice de K em F', que ¢ finito por hipétese. Logo, sendo p um recobrimento
de finitas folhas e S compacto, temos que S é compacto, logo é uma superficie fechada e

K = m(S) é grupo de superficie, como queriamos. ]

Compilando os resultados até aqui, ja resolvemos PCT para grupos livres finitamente
gerados, abelianos finitamente gerados e para grupos de superficie e policiclicos. Agora,
nossa intencao € estender este ambiente de solubilidade do PCT para grupos que tenham

um subgrupo de indice finito com estas propriedades.

Definicao 5.9. Seja P uma certa classe de grupos. Dizemos que um grupo G é
virtualmente-P quando G possui um subgrupo de indice finito H que pertence a classe
P. Quando P é a classe dos grupos de superficie, ou abelianos, ou livres, ou policiclicos,
dizemos que G é, respectivamente, virtualmente de superficie, ou virtualmente abeliano,

ou virtualmente livre, ou virtualmente policiclico.

O primeiro resultado na direcado da extensao que faremos ja é por si sé uma 6tima
noticia, pois nos permite estender PCT de um subgrupo caracteristico (isto é, invariante
por automorfismos) de indice finito para o grupo inteiro. Para isto, precisamos assumir o

teorema seguinte, encontrado em [10]:

Teorema 5.10 (Algoritmo de Todd-Coxeter). Seja F'= (X | R) finitamente presentado
e K = (wy,..,w,) < F subgrupo finitamente gerado de indice finito. Entao existe um

algoritmo que computa representantes 1 = yo, y1,...,ys € F' tais que
F=KuUynKU..UyK

e que permite decidir a qual destas classes laterais pertence w;y;, para qualquer i, j. Ainda
mais, € possivel escrever algoritmicamente qualquer g € F da forma yyk para algum

0 <p<seagunkc K, escrito em termos dos w;. Em particular, o Problema da
Membresia PM(K ,F') é solivel.

Proposigao 5.11. Seja F' = (X | R) finitamente presentado e K = (wy,...,w,) < F um

subgrupo finitamente gerado de indice finito. Entao

1) Se K ¢ caracteristico em F' e PCT ¢é solivel em K, entdo PCT é solivel em todo
F.

)

2) Se K é normal em F e PCT é solivel em K, entao PC ¢é solivel em todo F.

Demonstragao. 1) Use o Algoritmo de Todd-Coxeter acima e compute 1 =
Yo, Y1, - Ys € F tais que F' = K Uy K U ... Uy,K, antes de tudo. Agora, se-
jam u,v € F e ¢ € Aut(F), e use o algoritmo acima novamente para escrever
u=yzev=y;z para0<i,j<sezz2 €K. Agora, p-conjugando y;z por um

elemento qualquer y;k~! obtemos

(k™M) wi) (k™) = (hy D (yi2) (wik™Y) = (ko) (i) yizik ™.
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Igualando com y;z’ temos

(ko) (i) wizuk ™ = y;2' < (wp) vizy = (ko) y2k = yily; (ko) y k).
Logo,

u~,v & existe 0 <l <seke K tais que ((ylk’l)go)fl(yiz)(ylk’l) =y;7
& existe0<[<sekeK tais que (y0) 'yizy = yj[yj_l(kgo)_lyjz’k].

Como K é caracteristico, todo o termo entre colchetes acima estd em K, logo toda
a palavra a direita da igualdade estd em y; K. Uma condigao necessaria, entao,
para u = y;z e v = y;2’ serem p-conjugados é que (ylcp)_lyizyl pertenca a y; K para
algum 0 <[ < s, e isto podemos verificar: para cada tal [, compute explicitamente
a palavra (y,0) Y2y, e a escreva (usando o algoritmo de Todd-Coxeter) da forma
y.-k', para ver se r = j. Se isto nao acontecer para nenhum dos [ entao u e v nao sao
p-conjugados. Caso acontega para alguns indices [, entao encontramos para cada
um deles um k; € K tal que (ylgo)_lyizyl = y;k;, e estes indices [ sao entao os nicos
candidatos possiveis para que algum elemento 1,k~! ¢-conjugue u e v. Para dizer
se u ~, v, entao, resta decidir se para algum destes indices existe £ € K tal que
k, = yj_l(kgp)_lyjz’k = (k(p’yyj)_lz’k, o que é exatamente decidir se k; e 2’ 530 7y, -
conjugados em K (o que faz sentido porque ¢ e 7, se restringem a automorfismos

de K), e cada um destes finitos testes é decidivel por hipétese.

2) A demonstracado e o algoritmo deste item sdo exatamente os mesmos do item ante-
rior, substituindo ¢ por Idg e usando que K é normal para garantir novamente que

o termo entre colchetes que apareceu no item acima esta em K.
]

Agora, precisamos de um lema que encontre, dentro de um certo subgrupo de um
grupo F', um subgrupo caracteristico de indice finito, para podermos usar a proposicao
anterior 5.11 no teorema seguinte. A demonstragao deste lema (Lema 4.6 em [2]) passa por
técnicas geométricas envolvendo grafos e técnicas de pullback, que fogem completamente

do objetivo deste trabalho.

Lema 5.12. Seja F' = (X | R) finitamente presentado e K = (wy,...,w,) < F um sub-
grupo finitamente gerado de indice finito. Entdo existe um subgrupo caracteristico finita-
mente gerado Ky < I de indice finito, contido em K, e cujos geradores sao explicitamente

computdveis.

Lema 5.13. Dada uma presentacao finita P = (Y | S) = (y1, ..., Yn | S1,..., Sk), existe
um numero enumerdvel de presentagoes que podemos obter explicitamente a partir de P

aplicando um nimero finito de transformacoes de Tietze.
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Demonstracao. Reveja os quatro tipos de transformacoes de Tietze que definimos logo
depois da observagao 1.23. Existe um numero enumeravel de transformacoes de Tietze
que podemos aplicar a P: podemos escolher qualquer palavra no fecho normal de S (que
é enumeravel) e adicionéd-la ao conjunto de relagdes; inversamente, podemos retirar uma
relagdo que esteja no fecho normal das outras (nesse caso temos apenas k escolhas no
méximo, e pode ser que nenhuma delas seja possivel). Também, podemos adicionar um
novo gerador qualquer ¢ e escolher uma palavra w nas letras de X para adicionar t~tw as
relagbes (novamente, enumeraveis escolhas); inversamente, podemos excluir um gerador
que ja esteja escrito em fungao dos outros em alguma das rela¢oes (no méximo n escolhas,
talvez nenhuma sendo possivel). Enumere todas estas transformagoes e as denote por
Ty, T,, ..., e denotemos por T; P a presentagao obtida aplicando T; em P, e recursivamente
denotemos por 1T;T; P, T} T;T; P, etc, as iteradas naturais.

Agora, toda presentacao obtida a partir de P através de um nimero finito de trans-
formacoes de Tietze é da forma Ty, ... Ty, P para algum n. Seja B a colecao de todas estas
presentacoes, e seja A o conjunto (enumerdvel) de todos os vetores de finitas coordenadas

com entradas inteiras positivas. Entao é claro que a funcao
f:A—=B, f(k,....ky) =T, . TP
¢ sobrejetora, de onde concluimos o resultado. O]
Agora, obtemos o resultado de extensao esperado:
Teorema 5.14. Seja F' = (X | R) finitamente presentado. Se F ¢
1) wvirtualmente abeliano, ou
2) wirtualmente livre, ou
3) wvirtualmente grupo de superficie, ou
4) wvirtualmente policiclico,
entao PCT € solivel em F'.

Demonstracao. A estratégia de demonstracao para cada um dos quatro casos é a mesma;
por isto, vamos fazer todas de uma vez, destacando as diferencas quando necessario.
Sabemos que F' possui um subgrupo K de indice finito que é abeliano, ou livre, ou grupo
de superficie, ou policiclico (neste tltimo caso, pela Proposigao 2 do Capitulo 1 de [17]
sabemos que todo grupo policiclico é virtualmente poli-Z; logo, tomando novamente um
subgrupo poli-Z de indice finito de K e o chamando de K, podemos supor que K é poli-
7). E uma consequéncia do Teorema de Reidemeister-Schreier (que é a Proposicao 4.1 em

[11]) que qualquer subgrupo de indice finito de um grupo finitamente gerado é também
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finitamente gerado ([12], p.90). Logo, como F' ¢é finitamente gerado (por ser finitamente

presentado), K também o é.

A estratégia serd construir um algoritmo que calcule explicitamente uma presentagao
finita canonica (Y | S) para K (mais adiante definiremos “presentacdo canonica”).
Uma vez obtida tal presentagao, conhecemos explicitamente um conjunto de geradores
{wy, ..., w, } para K, o que nos permite usar o Lema 5.12 para computar geradores 1, ..., T,
para o subgrupo Ky < K que é caracteristico e de indice finito em F'. Logo, se PCT for
soluvel em K, pela Proposicao 5.11 sera soluvel em todo F', que é o que queremos. Para
garantir que PCT é solivel em K, note que K ¢ abeliano, ou livre, ou grupo de superficie,
ou poli-Z, e que todas estas propriedades se passam de K para K, (a primeira trivial-
mente, a segunda pelo Teorema de Nielsen-Schreier (1.19), a terceira por 5.8 (e usando
que Ky tem indice finito em K, pois |F' : Ky| = |F : K||K : Ky| e os dois primeiros
indices sao finitos) e a quarta por 5.7). Logo, Ky é abeliano finitamente gerado, ou livre
finitamente gerado, ou grupo de superficie, ou policiclico, e PCT ja foi resolvido para

estes casos (respectivamente, em 5.1, 3.3, 5.4 e 5.6).

Vamos definir o que é uma presentagao canonica para K. Diremos, nos trés primei-
ros casos, que uma presentacao finita (Y | S) para K é candnica quando o conjunto de
relacoes, respectivamente, contém todos os comutadores, ou é vazio, ou é apenas uma
palavra (do tipo encontrado nos grupos fundamentais de superficies fechadas). No caso
poli-Z, tomando a sequéncia K = Hy> H;>...> H, = 1, sabemos que K ¢ a extensao de
H, por Z, que por sua vez ¢ a extensao de Hy por Z, e assim por diante. Logo, denotando
por EC((z1, .., 2n | T)) = (21, ey 2, t | T\t 7 2it = 250, 1 <4 < m) a extensdo ciclica em
Z por algum automorfismo ¢ de uma presentagao (z1, ..., z, | T), sabemos que K possui
uma presentagao

K = EC(EC(...EC({(x | 0))...)),

que chamaremos de canonica. Note que precisamos obter uma presentagao canonica para
K (e nado uma qualquer), pois os algoritmos que demos para resolver PCT nao foram
construidos com base apenas no fato tedrico de que os grupos sao abelianos, livres, etc.,
mas com base em uma presentagao explicita que reflita estas propriedades (veja, por
exemplo, no Teorema 3.3, onde tomamos a presentagao explicita F = (1, ...z, | 0) e
construimos todo o algoritmo a partir dela). Note também que, por hipdtese, K possui

uma presentacao canonica, mas precisamos encontrar uma explicitamente.

Agora vamos construir o algoritmo: dentro da demonstragao do Lema 5.12, garante-se
que podemos montar uma lista enumeravel K1, K, K3, ... de todos os subgrupos de indice
finito de F' (portanto, K é um deles) e computar algoritmicamente cada um deles, como
conjunto. Para todo 7, é possivel, entao, computar K; e usar o Teorema de Reidemeister-
Schreier para computar uma presentacao P; = (Y; | 5;) para K;. Pelo Lema 5.13, existe
um numero enumeravel de presentacoes que podemos obter a partir de P; aplicando um

nimero finito de transformagoes de Tietze, que vamos denotar por {T1P;, ToP;, T3 F;, ...},
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todas algoritmicamente calculaveis. O algoritmo ¢é fazer as seguintes computagoes: pri-
meiramente P;, depois T} Py, P,, e assim sucessivamente, conforme a Figura 5.1. Pelo
Teorema 1.24, a presentacao canonica procurada para K que sabemos existir é alguma

das T} F;, logo o algoritmo para no momento em que reconhecemos a canonicidade de
TP,

P TP, TP, T3P, T,P, e
Y S s

PZ Tlpg TZPZ T;}PQ ..
o/

Py 1I\ps ThP; T3Py e
'

Py TPy TyPy T3Py ..

Figura 5.1: Calculando as presentacoes na diagonal

5.2 Resolvendo ii) e iii) para mais grupos H

Com relagao as condigoes ii) e iii) do Teorema 4.3, é suficiente para o restante do trabalho
provar que qualquer grupo livre as satisfazem. Logo depois, exibiremos alguns grupos
hiperbdlicos que também podem ser usados na posigao de H.

Ja sabemos que qualquer grupo livre satisfaz a condigao i) (Proposi¢ao 2.8). Vamos

resolver agora a condigao #ii):

s

Proposicao 5.15. Seja F' um grupo livre e 1 # w € F. Entao o grupo Cr(w)/ (w) é
finito e existe um algoritmo que computa representantes z1, ...,z € Crp(w) (que dependem
de w) tais que

Cr(w) = (w) z; U... U (w) z.

Demonstracao. Seja s a raiz de w, que podemos encontrar explicitamente pelo algoritmo
da Proposicao 2.18, e seja m o inteiro maximal da Definicao 2.15, tal que s™ = w.
Afirmo que Cp(w) = (s). E claro que (s) € Cp(w), pois toda poténcia de s comuta
com w = s, outra poténcia de s. Vamos provar agora a igualdade. Pelo Teorema de
Nielsen-Schreier, Cr(w) < F é um grupo livre. Pela Proposi¢ao 2.18 em [11], a relagao
de comutatividade (a ~ b < ab = ba) em um grupo livre é de equivaléncia. Assim, se

z,y € Cp(w), por definigdo x e y comutam com w, logo comutam entre si, de modo que
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Cr(w) é abeliano. Mas todo grupo livre e abeliano tem que ser ciclico (Observagao 1.16).
Escreva Cr(w) = (h) para algum h € F e, como s € (s) C Cp(w), escreva s = h* para
algum k € Z. Resta apenas provar que k = 1. Temos k # 0 (pois s # 1), e podemos

supor k > 0, trocando h por h™! se necessario (ja que (h) = (h™')). Isto nos d4
w=sm = (hk)m _ hkm7

com km > 1. Pela maximalidade de m, temos km < m e portanto k < 1. Como k£ > 0,
concluimos que k = 1, o que prova a afirmagao.

Agora, temos o quociente

Cr(w) _ (s)
(W) (s

e acontece exatamente como no quociente Z/mZ:

Cr(w) = (w) U {w) sU... U {w) s™ 1
ou seja, os representantes das classes laterais sao computaveis, como queriamos. O

Para finalizar a secao, vamos apenas citar e exibir o mesmo resultado acima para
alguns grupos hiperbdlicos. Esta é uma classe deveras recente de grupos, amplamente
estudada nos ultimos anos, desenvolvida primeiramente pelo matemaéatico russo Mikhail
Leonidovich Gromov, em 1987 (veja [7]). Nao vamos aqui desenvolver o conceito preciso de
grupo hiperbdlico, pois tem motivagao geométrica e utiliza grafos de Cayley, que fogem
do nosso objetivo. A questao é que o Problema da Conjugacao ja foi resolvido para
estes grupos (vide [4]). Agora, com argumentos geométricos, os autores em [2]| criam os

seguintes algoritmos:

Proposicao 5.16. Seja H um grupo hiperbolico finitamente presentado, e h € H.

1) Eziste um algoritmo que determina quando o centralizador Cy(h) € finito ou nao e

computa todos os seus elementos, em caso positivo.

2) Se h tem ordem infinita em H (isto é, h" =1 < n =0), entao (h) tem indice finito

em Cyg(h) e existe um algoritmo que computa zi, ..., z; tais que

Com o algoritmo acima, fica facil garantir que certos grupos hiperbdlicos satisfazem a

condicao ii).

Proposicao 5.17. Seja H um grupo hiperbolico finitamente presentado tal que todo ele-

mento 1 # h € H de ordem finita (h™ =1 para algum n > 2) possui centralizador finito.
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Entao, para todo 1 # h € H, (h) tem indice finito em Cy(h) e existe um algoritmo que

computa z1, ..., 2; tais que
Cu(h) = (h)zy U (h) zo ... (h) 2.

Demonstracao. Seja 1 # h € H. Use o algoritmo 1) em 5.16 para determinar se Cy(h) é
finito. Se nao o for, pela hipdtese temos que h tem ordem infinita em H e o algoritmo 2) da
mesma proposi¢ao calcula os finitos representantes das classes laterais de (h) em Cg(h),
que é o que queremos. No caso de C'y(h) ser finito, o algoritmo 1) computa explicitamente
seus elementos, digamos, Cy(h) = {1 = ag,a4,...,ar}. Como PC é solivel em H, em
particular é soltivel o Problema da Palavra. Isto nos permite saber operar explicitamente
no subgrupo C(h): dados dois elementos a;, a;, tomamos a palavra a;a; e usamos PP para
compara-la com cada um dos a,,0 < r < k, até encontrarmos uma igualdade. Conhecendo
Cy(h) perfeitamente (seus elementos e sua operagao), calculamos explicitamente cada
classe lateral (h) a, (em ordem crescente de r, por exemplo) até que cubramos todo Cy(h)

e obtenhamos uma lista de representantes laterais, como queriamos. O

5.3 Consequéncias

A partir dos resultados que provamos neste capitulo, obtemos algumas consequéncias
quase que imediatas do Teorema 4.3 que o deixam com um aspecto muito mais pratico.

Primeiramente, agrupando o Teorema 5.14 e a Proposicao 5.17, obtemos o

Corolario 5.18. Seja
l1-F—-G—H-—1

uma sequéncia exata algoritmica com F finitamente presentado e virtualmente abeliano,
ou virtualmente livre, ou virtualmente grupo de superficie, ou virtualmente policiclico, e
H hiperbdlico finitamente presentado tal que todo elemento h # 1 de ordem finita (™ =1
para algum n > 2) possui centralizador finito. Entao, G tem PC solivel se, e somente se,

Agq € decidivel por orbitas.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.14, F' satisfaz ). Ainda, H satisfaz i) (vide [4]) e i),

pela Proposicao 5.17. Logo, basta aplicar o Teorema 4.3. [

Exatamente como acabamos de fazer, mas usando a Proposicao 5.15 ao invés da 5.17,

obtemos o seguinte

Corolario 5.19. Seja
l1-F—->G—H—=1

uma sequéncia exata algoritmica com F finitamente presentado e virtualmente abeliano,
ou virtualmente livre, ou virtualmente grupo de superficie, ou virtualmente policiclico, e

H livre. Entao, G tem PC solivel se, e somente se, Ag € decidivel por drbitas.
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Demonstragao. Imediata usando o Teorema 4.3, pois F' satisfaz i) pelo Teorema 5.14 e H

satisfaz ii) pela Proposicao 2.8 e iii) pela Proposi¢ao 5.15. ]

Para deixar ainda mais pratico o Teorema 4.3, vamos reescreve-lo em termos de pre-

sentacoes com base no resultado acima.

Teorema 5.20. Seja F' = (X | R) finitamente presentado e virtualmente abeliano, ou
virtualmente livre, ou virtualmente grupo de superficie, ou virtualmente policiclico. Sejam
D1y ey Pm € Aut(F). Entdo a extensao livre

FN F = <X,t17...,tm ’ R, tiflajti = IQOZ (.Z‘ & X7Z — 177m)>

Py Pm = M

tem o Problema da Conjugacao solivel se, e somente se, (@1, ..., om) < Aut(F') € decidivel

por orbitas.

Demonstracao. Basta ver que G = F'x,, . F,, se encaixa perfeitamente nas hipdteses

do corolario acima. Temos a sequéncia exata algoritmica
15 F5F Fn5F,—>1
—F = FXy, o Fn = Fp —

onde i é a inclusao e (ty,...ty, )3 = tg,...tg,

r

Logo, F'Xy,. . . Fm tem PC soluvel se, e
somente se, Ag é decidivel por érbitas. Agora, usamos a unicidade de decomposicao de
G na forma ¢} ..4)7 f, com 1 < k; <m, k; # kiy1,e; #0 e [ € F. Entao, dados u,v € F,

_ _ e er\—1 e er
3 Pt g € A Ut iy U dJzcF : 27! l(tk’ll"'tk’r> w(ty . ) fr =
— e er\—1 e e,
& JgeF g it ay) uty .ty )g=v

& ol O €L Pm) T UPL O~

tomando ¢ = fx da segunda para a terceira afirmacgdo, e f = g e x = 1 para sua
reciproca, exatamente como fizemos na Observacao 4.6. Logo, Ag é decidivel por érbitas

se, e somente se, (1, ..., pm) 0 é, donde concluimos o resultado. O
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Capitulo 6
Aplicacoes

Para finalizar o trabalho, apresentaremos neste capitulo uma série de aplicagoes (todas
encontradas em [2]) com base nos resultados obtidos nos capitulos anteriores. Mais pre-
cisamente, vamos solucionar o Problema da Conjugacao para algumas extensoes livres de
grupos através de solugoes da Decidabilidade por Orbitas de alguns subgrupos de auto-
morfismos especificos. Usaremos especificamente o Teorema 5.20 para a sequéncia exata
algoritmica

i B
1= F— Xy ontm — Fn—1

onde i é a inclusdo e (tyg,...ty,x)3 = tg,...ty,. Analisaremos cinco casos especiais
para o subgrupo A < Aut(F') e, dentro de cada caso, consideraremos dois subcasos:
F=7"=7®&..®Z (abeliano finitamente gerado e livre de torgao) e F' = F,, (livre fini-
tamente gerado). Note que, no primeiro subcaso, F' é virtualmente abeliano e, no segundo,
virtualmente livre, de modo que podemos aplicar tranquilamente o Teorema 5.20. Até o
fim do trabalho, identificaremos naturalmente Aut(Z"™) com GL,(Z), o grupo das matri-
zes com entradas em Z n-dimensionais e invertiveis (equivalentemente, com determinante
+1).

6.1 Aut(F)

O caso Z"

Segundo [2], é um fato da Algebra Linear que, dados dois vetores a = (a1, ...,a,) e
b= (by,....,b,) de entradas inteiras, existe uma matriz A € GL,(Z) com (ay,...,a,)A =
(b1, ..., b,) se, e somente se, mdc(ay, ..., a,) = mdc(by, ..., b,), € que esta matriz é algorit-
micamente computdvel em caso positivo (note que isto é exatamente a Decidabilidade

por Orbitas do subgrupo Aut(Z") = GL,(Z)). De fato, uma das implicacdes obtemos
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facilmente usando a regra de Cramer: suponha que exista uma matriz

T11 o Tin
A= : | e GL.(7)

Tn1 " Tnn

tal que aA = b (onde aA é a notacdo computacional para A(a)). Entao temos o seguinte
sistema:

bl =x1101 + ... + T1nQp;

b, = Tp101 + ... + TpnGn.

Agora, como A é invertivel, pela regra de Cramer temos a; = det(A;)/det(A) = tdet(A;),

onde
T11 0 T1GE-1) by Tigi+1) 0 Tin

Tp1 - TpGi-1) bn Tni+1) *°° Tnn

Desenvolvendo o determinante de A; a partir da i-ésima coluna obtemos
a; = /\ilbl + ...+ >‘mbn

para alguns coeficientes \;; € Z. Como cada a,; é combinagao dos b; e cada b; ¢ combinagao
dos a;, ¢ facil ver que o conjunto dos divisores comuns dos a; ¢ o mesmo dos b;. Em
particular, mde(ay, ..., a,) = mdc(by, ..., b,). Com relacdo a reciproca, suponha que d =
mde(ay, ...,a,) = mde(by,...,b,). Vamos exibir um algoritmo para encontrar a matriz

invertivel A € GL,(Z) tal que aA = b no caso n = 2. Queremos encontrar z,y, z,w € Z

(o) () -(0) - (i)

ou, equivalentemente,

tais que

ray + yaz = by;
zay + wag = bo; (6.1)
Tw —yz = *+1.

Pela teoria dos niimeros, podemos computar s1, ss € Z tais que sya; 4+ Sa2as = d. Como
d divide by e by, podemos multiplicar esta igualdade pelos inteiros by /d e by/d obtendo,

respectivamente,

b b b b
<El<‘51) ay + <EISQ) [ bl € (3251> a; + (582) a9 = bg.
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logo, tomando os quatro inteiros entre parénteses acima como x, y, z e w, respectivamente,
obtemos as duas primeiras equagoes de 6.1, porém nao necessariamente a terceira. Para

isto, vamos introduzir dois novos parametros t,t. Definindo

r=—s +ta :ﬁs —ta z:b—zs +ta w:b—23 —ta
dl 2, Y d2 1, dl 2, d2 15

continuamos tendo

by by by
ray + yag = Eslal + tasay + ESQGQ —tayas = E(Slal + 82G2) = by,

bem como za; + was = by, para quaisquer t,t € R. Resta acharmos ¢, € R tais que

det(A) = 1 e tais que tay,tay, tar, tas € Z (para que A tenha entradas inteiras). Mas

det(A) = zw—yz

—ﬁ+tb—2—£—ﬁ—t@+f
= d S1 a2 d S2 a1 d 52 a1 d S1 a2

= @ss—fb—lsa +tb—2a5—tfaa—1—255—t~b—lsa +tb—2a5 + ttaqa
2 5152 i g 1252 201 2 152 732 g 1a2
b /)

= tf(slal + 82@2) — tgl(slal + SQCLQ)

- tbg—gbl

Compute 71,72 € Z tais que 71by + r2by = d, ou +by + by = 1. Logo, tomando t = ry/d
et = —r/d, temos det(A) = thy —thy = 1, ta; = 2ay = ry% € Z e semelhantemente

tas, tar, tas € Z, e todas as equacoes de 6.1 sdo satisfeitas pela matriz

by T2 by 12

A 451 T Fa2 752 — g
b —r ’
7281 + 71612 782 — T“l

como queriamos. E facil ver que podemos introduzir um novo parametro livre k definindo

t:%+kblef:_7”+kb2eamatriz

L %151 + (% + kbl) s %182 — (% + k?b1) ay
g Lo+ (S 4 kbo)ay Bsy— (Z + kb)) ag

continua satisfazendo tudo o que queremos, de modo que encontramos explicitamente
infinitas matrizes A, € GL,(Z) tais que aA; = b. No caso (ai,az) = (3,6) e (by,by) =

(6,9), por exemplo, temos d = mdc(3,6) = mdc(6,9) = 3 e o algoritmo acima nos dé a

(436 —1—1sk
T\ sasar —1-27k

de matrizes, como o leitor pode verificar.

familia

Como j4 dissemos, os fatos acima garantem que Aut(Z™) é decidivel por érbitas. Logo,
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temos o

Corolario 6.1. Se Ay, ..., A,, € GL,(Z) sdo tais que (Ay,...,An) = GL,(Z), entao a

extensao livre Z" X 4, . a,. Fm tem o Problema da Conjugagao solivel.

O caso F),

Em relacao & Decidabilidade por Orbitas de Aut(F,), a Proposicao 1.4.19 em [11] cria um
algoritmo que decide, dados dois elementos u, v de um grupo livre F' qualquer, quando é

que existe um automorfismo ¢ de F' tal que up = v. Mas temos a equivaléncia
Jpc Aut(F):up=v< Jpec Aut(F) :up ~ v,

onde basta conjugar up por 1 da primeira para a segunda afirmagao, e tomar ¢’ = ©v,,
onde z conjuga up e v, para a reciproca. Mas decidir se a segunda afirmacao é verdadeira
é exatamente a Decidabilidade por érbitas de Aut(F'), que era o que queriamos provar

para o caso particular F' = F;,. Logo, obtemos o seguinte corolario, andlogo ao caso Z™:

Coroléario 6.2. Se 1, ..., € Aut(F,) sao tais que (p1,...,om) = Aut(F,), entio a

extensao livre Fi, X, F,, tem o Problema da Conjugag¢ao solivel.

e Pm

6.2 Subgrupos ciclicos

O caso Z"

Seja A € GL,(Z) e considere u,v € Z". Segundo os autores em [2], é possivel decidir
quando existe k € Z tal que uA* = v usando técnicas de aproximacao de autovalores e
a forma canonica de Jordan de A, pensada como uma matriz complexa. Isto provaria

exatamente a Decidabilidade de Orbitas de (A), e terfamos o seguinte corolério:

Corolario 6.3. Qualquer extensao livre Z" X oZ com A € GL,(Z) tem o Problema da

Conjugacao soluvel.

Porém, nao precisamos nos concentrar em provar este fato pois ele ja foi resolvido em

um aspecto mais geral:
Proposicao 6.4. Toda extensao livre da forma Z"x 47 é um grupo policiclico.

Demonstracdo. Basta ver que, denotando por Z* o subgrupo
7' {0} =Zo. . oZa{0}®..®{0} <Z"
temos Z"/ZF ~ 7" logo podemos tomar a sequéncia de subgrupos

Zr¥ > 7" > 7" > > Z> {0}
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e teremos os quocientes ciclicos

Z"NAZ ~7 o Zi-i—l
/. VA

~7.
]

Corolario 6.5. Qualquer extensao livre Z"x oZ com A € GL,(Z) tem o Problema da

Conjugagao Torcida solivel.

Demonstracao. Imediata, da proposicao acima e do Teorema 5.6. O

O caso F,,

Este caso é simples: a Decidabilidade por Orbitas de subgrupos ciclicos (@) < Aut(F,) é
garantida exatamente pelo Teorema de Brinkmann (3.2). Como ja vimos anteriormente

algumas vezes, podemos enunciar novamente o

Corolario 6.6. Qualquer extensdo livre F,,x,Z com ¢ € Aut(F,) tem o Problema da

Conjugagao solivel.

6.3 Subgrupos de indice finito

Conseguimos resolver a Decidabilidade por Orbitas para qualquer subgrupo B de indice
finito dado por alguns geradores, nos dois casos abaixo. Esta secao estende, portanto,
a primeira secao deste capitulo. A ideia principal é reduzir o problema a um subgrupo
normal A < B de indice finito e usar o Problema da Membresia. Precisaremos de dois

lemas:

Lema 6.7. Seja F' grupo, Aut(F) = (X | R) finitamente presentado e A < B < Aut(F)
dois subgrupos dados por conjuntos finitos de geradores tais que |B : A| e |Aut(F) : B|

sao finitos. Entao, se A € decidivel por orbitas, B também o €.

Demonstracdao. Primeiramente, usamos o processo de Reidemeister-Schreier para compu-
tar uma presentacao finita B = (Y | S) para B (podemos fazer isto, pois estamos sob as
mesmas condigoes do Teorema 5.14, por exemplo, onde o processo foi usado nao somente
uma, mas um ndimero arbitrario de vezes). Escreva os geradores de A em termos desta
presentacao. Agora, pelo algoritmo de Todd-Coxeter, podemos computar automorfismos
representantes (31, ..., B, € B tais que B = AU AU ... U B, A (escreva Id = f3). Para
resolver a Decidabilidade por Orbitas de B, sejam u,v € F. Usando a decomposi¢cao em

classes laterais, temos a 6bvia equivaléncia:

dJpeB:uf~ved0<i<meacA:uba~w.
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Podemos decidir se é verdadeira esta iltima afirmacao da seguinte forma: compute os
elementos uf3; para cada i e use a Decidabilidade por Orbitas de A para decidir se, para

algum deles, existe a € A tal que (uf;)ac ~ v. Logo, B é decidivel por drbitas. O

Lema 6.8. Seja B subgrupo de indice finito de um grupo G, com G = Bl Ba, ...l Ba,,.

A= ﬂ 1Ba

a€eG

Entao o subgrupo

¢ normal e de indice finito em B e vale

A= ﬂ “'Ba)=BnNa;, 'Ba;N...Na, 'Ba,. (6.2)

a€G

Demonstra¢ao. Para provar a normalidade, seja g € G, n € A e provemos que ¢~ 'ng € A.
Seja entao a € G e provemos que ¢ 'ng € a 'Ba. Como n € A, tome o' = ag™! e
temos que n € o 'Bd = ga'Bag™', logo n = ga'bag~' para algum b € B e daf
g 'ng = a~'ba € a"*Ba, como desejado. Vamos provar 6.2. E claro que a intersecao
total dos subgrupos conjugados esta contida na intersecao finita. Por outro lado, seja
g € BNa; 'Ba;N...Na, 'Ba, (escreva ag = 1). Seja a € G e provemos que g € a~ ! Ba.
Usando a decomposicao de G nas classes laterais, existe 0 < i <neb € B tal que a = ba;,
de modo que a"'Ba = a;, 'b"'Bba; = a;,"'Ba;, logo por hipétese g € a,"'Ba; = a ! Ba,
como queriamos. Por tdltimo, vamos provar que A tem indice finito em B. E facil ver
que imagem por isomorfismo de subgrupo de indice finito é também de indice finito.
Assim, sendo B de indice finito em G, também sao os subgrupos a; 'Bay, ..., a, ' Ba,.
Pela Proposigao 4.9 em [9] (p.40), temos |G : H N K| < |G : H||G : K| para quaisquer

subgrupos H, K de indice finito. Logo, por indugao,
G:HN..NH,| <|G:Hl|..|G: H,|

para quaisquer subgrupos H; de indice finito. Usando isto em nosso caso e usando que
vale |H : H N K| < |G : K| para quaisquer subgrupos H, K de G (Proposicao 4.8 de [9],
p.39), obtemos

IN

|B:Al=|B: B0 ((p1 'Bp1)N...0(p, ' Bpy))| |G : (pr ' Bp1) N ...0 (pn ' Bpy)|

< |G :pl_pr1|...|G : pn_prn|

A\

o0,

o que conclui o resultado. O
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O caso Z"

Proposicao 6.9. Seja B = (By, ..., Bx) um subgrupo de indice finito de G = GL,(Z).

Entao B ¢ decidivel por orbitas.

Demonstra¢ao. Tome uma presentagao finita para GL,(Z) (veja o Teorema N4 da secdo
3.5 de [12]) e escreva os geradores By, ..., By em termos da mesma. Pelo Algoritmo de
Todd-Coxeter (5.10) podemos computar explicitamente representantes Py, ..., P, € G
tais que G = B L BP, U ... U BP,,. Segundo [2], podemos usar o mesmo argumento
da demonstracao do Lema 5.12 para computar explicitamente um conjunto de geradores

Ay, ..., As para o subgrupo de B

A= (\(@"'Ba)=BnP 'BPN..NP, 'BP,,
a€eG

que ja sabemos ser normal e de indice finito em B pelo Lema 6.8. Por ser de indice finito
e termos os geradores, o Lema 6.7 garante que B sera decidivel por orbitas se A o for, o
que provaremos abaixo.

Dados u,v € Z™, precisamos decidir se existe uma matriz N € A tal que uN = v
(note que, a principio, Decidabilidade por Orbitas pede apenas uN ~ v, mas em grupos
abelianos a conjugacgao é equivalente a igualdade). Pelos comentarios no inicio da primeira
segao, podemos decidir quando existe uma matriz M € GL,(Z) (ndo necessariamente em
A) tal que uM = v. Se tal M nao existe, entao é claro que nao existird nenhuma tal matriz
em A, e terminamos. Vamos para o caso em que M existe (e compute M explicitamente).
Nesse caso, se denotarmos Stab(v) = {N € GL,(Z) | vN = v} < GL,(Z), teremos

{N € GL,(Z) | uN = v} = M(Stab(v)).

De fato, se uN = v, podemos escrever N = M(M~'N) € M(Stab(v)), pois vM'N =
ulN = v. Por outro lado, toda matriz da forma MS com S € Stab(v) é tal que uMS =

vS = v, o que conclui a igualdade dos conjuntos. Desta igualdade concluimos que o que

precisamos decidir é se existe N € AN M(Stab(v)), ou seja, se AN M (Stab(v)) # 0. Mas
AN M(Stab(v)) # 0 < M € A(Stab(v)).

De fato, se N € AN M(Stab(v)), escreva N = MS com S € Stab(v) e teremos M =
NSt e A(Stab(v)). Por outro lado, se M € A(Stab(v)), escreva M = NS com N € A e
S € Stab(v), e dai N = N(Id) € N(Stab(v)) = MS~(Stab(v)) = M(Stab(v)), logo N €
AN M(Stab(v)) # 0, como desejado. O que temos de decidir entao é se M € A(Stab(v)).
Agora, segundo [2] é possivel computar um conjunto { K7, ..., K, } de geradores de Stab(v).

Entao, por ser A normal em G,

A(Stab(v)) = <A1, ...,As> <K1, ...,Kr> = <A1, ...,As,Kl, ...,KT>
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¢ um subgrupo finitamente gerado e é de indice finito em G, pois
|G . A(Stab(v)| < |G : A(Stab(v))||A(Stab(v)) : A| = |G : A| = |G : B||B : A| < oc.

Logo, pelo Algoritmo de Todd-Coxeter, o Problema da Membresia PM(A(Stab(v)),G) é

soltivel, que é exatamente o que precisdvamos para decidir se M € A(Stab(v)). H
Com a decidabilidade acima, é natural o seguinte

Corolario 6.10. Se Ay, ..., A,, € GL,(Z) sao tais que (Ay,...,Ay) tem indice finito em

GL,(Z), entio a extensdo livre Z™"X 4, .. a,, Fm tem o Problema da Conjugagao solivel.

O caso F),

Este caso é inteiramente andlogo ao caso Z", apenas com as modificacoes necessarias.

Proposicao 6.11. Seja B = (1, ..., o) um subgrupo de indice finito de Aut(F,). Entao

B ¢ decidivel por orbitas.

Demonstra¢ao. Tome uma presentacao finita para G = Aut(F),) (veja o Teorema N1 da
segao 3.5 de [12]) e escreva os geradores ¢, ..., ¢ em termos da mesma. Pelo Algoritmo
de Todd-Coxeter (5.10) podemos computar explicitamente representantes ¥y, ..., ¥, € G
tais que G = B U By U ... U Bt,,. Segundo [2], podemos usar o mesmo argumento
da demonstracao do Lema 5.12 e computar um conjunto de geradores aq, ..., a5 para o

subgrupo de B

A= (V@ "'Ba) = BNt "By N ... Ny Bily,

a€G

que ja sabemos ser normal e de indice finito em B pelo Lema 6.8. Por ser de indice finito
e termos os geradores, o Lema 6.7 garante que B serd decidivel por érbitas se A o for.
Vamos provar entao que A é decidivel por érbitas.

Dados u,v € F,,, precisamos decidir se existe um automorfismo ¢ € A tal que up ~
v. Pelos comentérios da primeira secao deste capitulo, podemos decidir quando existe
Y € Aut(F,) (ndo necessariamente em A) tal que ui) = v. Se tal ¥ nao existe, entao
nao existirda nenhum tal automorfismo em A, e terminamos. Considere o caso em que
Y existe. Nesse caso, denotando Stab(v) = {¢ € Aut(F,) | vo = v} < Aut(F,) e
Inn(F,) = {7, | g € F,} < Aut(F},) o subgrupo dos automorfismos de conjugagao em
F,,, teremos

{p € Aut(F,) | up ~ v} = Stab(v)Inn(F,).

De fato, se up ~ v, temos x " 'upzr = v parax € F,. Dai escrevemos ¢ = (¢ ¢y, )7.-1 €

PStab(v)Inn(F,), pois vty = upy, = v 'upr = v. Por outro lado, todo automor-

fismo da forma 137, para algum 3 € Stab(v) é tal que uy By, = vVBv, = vy, = ¥ vr ~ v,



6.3. Subgrupos de indice finito 61

o que conclui a igualdade dos conjuntos. Desta igualdade concluimos que o que precisa-
mos decidir é se existe ¢ € AN YStab(v)Inn(F,), ou seja, se AN YStab(v)Inn(F,) # 0.
Mas

AnNyStab(v)Inn(F,) # 0 < ¢ € A(Stab(v))Inn(E,).

De fato, se ¢ € ANy Stab(v)Inn(F,), temos ¢ = 157, para algum € Stab(v) e x € F,.

Dai, usando explicitamente a normalidade de Inn(F},) temos

=0y 17 = 0BT (B B7Y) = 0B st € A(Stab(v))Inn(F,).

Por outro lado, se ¢ € A(Stab(v))Inn(F,), escreva ¢ = @B, para ¢ € A, € Stab(v) e
x € F,, e podemos usar o fato de que Stab(v)Inn(F,) = Inn(F,)Stab(v) (pois Inn(F,) <
Aut(F,)) para concluir que

YStab(v)Inn(F,) = @Bv.Stab(v)Inn(F,)
= @By.Inn(F,)Stab(v)
= pInn(F,)Stab(v)
= ppStab(v)Inn(F,)
= Stab(v)Inn(F,),

e dai ¢ = @(Id)(Id) € @Stab(v)Inn(F,) = Stab(v)Inn(F,), logo ¢ € AN
YStab(v)Inn(F,) # 0, como desejado. O que temos de decidir entdo é se ¢ €
A(Stab(v))Inn(F,). Agora, pela Proposi¢ao 1.5.7 de [11], é possivel computar um con-
junto {f1, ..., B} de geradores de Stab(v). Também, é claro que Inn(F,) = (Yayy s Yo, )

onde os x; sao os geradores de F,. Entao, por serem A e Inn(F,) normais em

G = Aut(F,),

A(Stab(v)) Inn(F,) = (o, . Qs; By s Brs Yars oo Vo)

¢ um subgrupo finitamente gerado e é de indice finito em G, pois
|G A(Stab(v))Inn(F,)| < |G : Al =|G: B||B : A| < oc.

Logo, pelo  Algoritmo de  Todd-Coxeter, o Problema da  Membresia

PM(A(Stab(v))Inn(F,),G) ¢é soluvel, que ¢é exatamente o que precisivamos para
decidir se ¢ € A(Stab(v))Inn(F,). O

Corolério 6.12. Se ¢y, ..., o, € Aut(F,) sao tais que (p1, ..., m) tem indice finito em

Aut(F,), entdo a extensdo livre Fy,Xy, o, F, tem o Problema da Conjugacdo solivel.

,,,,,
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6.4 Subgrupos finitamente gerados

Podemos encontrar também uma solugao para a Decidabilidade por Orbitas de subgrupos
finitamente gerados de Aut(Z?) e Aut(F,), usando uma estratégia parecida com a do caso
anterior. Aqui, a vantagem de termos n = 2 nos da a solugdo de um outro problema
de decisao: o Problema da Intersecao de Classes Laterais, e isto nos permite descartar a

hipétese do subgrupo ter indice finito como acima.

e O Problema da Intersecao de Classes Laterais (PICL): seja G = (X | R)
presentado. Dados {ai,...,a,} e {b1,...,bs} dois conjuntos finitos em G e x,y € G

(em termos desta presentacao), decidir quando a intersegao

x{ay,...,ar) N y by, ..., bs)

é vazia ou nao.

Usaremos o seguinte lema de [2|, cuja demonstracao estd baseada em métodos

geométricos e foge do objetivo deste trabalho:

Lema 6.13. O Problema da Interse¢io de Classes Laterais é solivel em GLy(7Z).

O caso Z?

Proposicao 6.14. Todo subgrupo finitamente gerado A = (A, ..., As) < GLy(Z) € de-

cidivel por orbitas.

Demonstracao. Sejam u,v € Z? e decidamos se existe N € A tal que uN = v. Como
fizemos na Proposigao 6.9, podemos decidir se existe M € GLy(Z) (ndo necessariamente
em A) tal que uM = v. Se tal M nao existe, é claro que N nao existird, e terminamos.
Suponha entao que tenhamos encontrado tal M. Entao, com a mesma demonstracao da

Proposicao 6.9, temos
{N € GLy(Z) | uN = v} = M(Stab(v)),

logo o que precisamos decidir é se a intersecao AN M (Stab(v)) é vazia ou ndo. Tomando
explicitamente geradores K7, ..., K, de Stab(v) (como em 6.9), temos que decidir quando a
intersecao AN M (Stab(v)) = (Ay, ..., Ay N M (K, ..., K,) é vazia ou nao, o que é possivel
pelo Lema 6.13. O]

Corolario 6.15. O Problema da Conjugacao é solivel em qualquer extensao livre

Z2Xa,....A, Frny com Ay, ..., Ay € GLo(Z).
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O caso F;,

Proposicao 6.16. Todo subgrupo finitamente gerado A = (@1, ..., ps) < Fy € decidivel

por orbitas.

Demonstrag¢ao. Sejam u,v € Fy e decidamos se existe ¢ € A tal que up ~ v. Assim como
comentamos na Proposigao 6.11, podemos decidir se existe 1) € Aut(F;) (ndo necessaria-
mente em A) tal que uy) = v. Se 1 ndo existe, é claro que ¢ nado existird, e terminamos.
Suponha entao que ¢ exista. Entao, com a mesma demonstracao da Proposi¢ao 6.11,

temos

{p € Aut(F3) | up ~ v} = ¢ Stab(v)Inn(Fy),

logo o que precisamos decidir é se a intersecao A N (pStab(v)Inn(F')) é vazia ou nao.
Agora, seja 7 : Aut(Fy) — GLo(Z) o homomorfismo proje¢do, cujo nicleo é ker(r) =

Inn(F;). Afirmamos que
AN (YStab(v)Inn(F)) # 0 < Arn N (Yr)(Stab(v))m # 0.

De fato, se z € AN (Y Stab(v)Inn(F)), temos z = ¥ [~, para 8 € Stab(v). Logo, é ébvio
que zm € Am e zrm = (Ym)(B7)(1.7) = (¥7)(Br) € (Yr)(Stab(v))w e dal a interse¢ao
Am N (¢m)(Stab(v))m é ndo vazia. Por outro lado, se y € Am N (¢Y)(Stab(v))w, escreva
ar =y = (¢Ym)(Br) = (YB)7, para a € A e B € Stab(v). Disso temos a1~ € ker(r)

e podemos escrever a1y ~! = ~,. Isolando a, obtemos

a =98 = vBWB) " 1(VB) = VBYeys € Stab(v)Inn(Fy),

e dal a € AN (YStab(v)Inn(Fy)) # (), como desejado. Temos de decidir entdao se Am N
() (Stab(v))mw # 0. Tomemos um conjunto gerador [y, ..., 5, de Stab(v) (como em 6.11).
Como homomorfismo leva conjunto de geradores em conjunto de geradores, temos que

decidir se a interse¢ao

Arm 0 () (Stab(v))m = (17, ..., osm) N (Y1) (BiTr,s ..., Br)

¢ vazia, o que é decidivel pelo Lema 6.13. [

Corolario 6.17. O Problema da Conjugacao é solivel em qualquer extensdao livre

FoXoy .. omFm, com o1, ..., om € Aut(Fy).

.....

6.5 Subgrupos virtualmente soluveis

O ultimo tipo de subgrupo de Aut(F) que analisaremos aqui é o dos virtualmente soliveis.
A estratégia ¢é filosoficamente parecida com a da secao de indice finito: reduzir a Deci-

dabilidade por Orbitas a um subgrupo poli-Z e resolvé-la neste subgrupo escrevendo-
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o como o subgrupo de agao de um grupo com PC solivel no qual vale o Teorema
4.3. Nesta se¢ao, apenas analisaremos o caso Z", pois nao se sabe se todo subgrupo
A = (p1,...,05) < Aut(F,) virtualmente soluvel é decidivel por 6rbitas. Lembremos a
definicao de um grupo ser solivel: dado um grupo G, podemos criar o grupo de comuta-

dores

G = ({aba 'b" | a,be G}) < G.

Denotando G' = G/, G? = (G')’, G? = ((G')')’ e assim por diante, obtemos um sequéncia
G>G' >G> >G> ...

Defini¢ao 6.18. Um grupo G é dito solivel quando G™ = {1} para algum n > 1.

O caso Z"

O principal resultado (além do Teorema 5.20) que usaremos aqui é o seguinte, que pode

ser encontrado no capitulo 2 de [17]:
Proposicao 6.19. Todo subgrupo solivel de GL,(Z) € policiclico.
Proposicao 6.20. Todo subgrupo virtualmente solivel A = (Ai,...,As) < GL,(Z) é

decidivel por orbitas.

Demonstracao. Por hipotese, existe um subgrupo C' < A que é soluvel e de indice finito
em A. Pela proposicao acima, C' é policiclico. Como todo grupo policiclico é virtualmente
poli-Z (Proposicao 2 do Capitulo 1 de [17]), podemos tomar um subgrupo poli-Z de indice
finito em C' (portanto, também em A) e denota-lo também por C, esquecendo o anterior.

Vamos usar as presentacoes candnicas de grupos poli-Z
K =CE(CE(..CE({x | 0))...)),

que definimos no Teorema 5.14. Qualquer presentacao de qualquer grupo poli-Z é obtida a
partir de uma presentagao como a acima, a partir de um ntimero finito de transformacoes
de Tietze. Logo, com argumentos de diagonalizacao similares aos do Lema 5.13 e do
Teorema 5.14, podemos computar uma a uma (sem nunca terminar) todas as presentagoes
de todos os grupos policiclicos, digamos, {Py, Py, ...}, com P; = (t1,...,ts, | Ry,..., Ry,).
Também podemos, com técnicas geométricas (vide [2]), computar uma lista de triplas
{(C1, D1, My), (Cy, D, M), ...}, onde {C, Cy, ...} é alista de todos os subgrupos de indice
finito de A, D; é um conjunto finito de geradores para C; e M; = {M} ..., M} é um

conjunto de representantes laterais, ou seja,
A= M!C;u..uMC;. (6.3)
Para cada 7,7 > 1, podemos testar algoritmicamente se existe um epimorfismo

P, = (t1,..., ty,

Rl, ey Rlz> — Cj
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testando se existe alguma funcdo {t1,....tx,} — D, que se estende a um tal epimor-
fismo (basta verificar para cada fungao se todas as relagoes em P; estao no nicleo do
homomorfismo induzido do grupo livre F{tl,n-,tki} em C;). Vamos executar entdao o se-
guinte algoritmo: seja T'(FP;, C;) o teste acima que fazemos para verificar se existe um
epimorfismo P; — C, depois de termos calculado a presentagao P; e a tripla (C}, D;, M;).
Realizamos estes testes diagonalmente, como no Teorema 5.14. O algoritmo terminard em
algum momento, pois o subgrupo C' possui uma presentagao exatamente igual a alguma
das P;’s e temos C' = C; para algum j, de modo que em algum momento obteremos um
isomorfismo explicito P; — C}, o objetivo final do algoritmo.

Agora, temos um epimorfismo P, — C; < Aut(Z") que nos permite fazer o produto
semidireto G = Z" x P;. Como G é claramente policiclico, possui PC soluvel. Logo, pelo
item (a) = ¢)) do Teorema 4.3, A ¢é decidivel por érbitas. Mas toda vez que temos uma
sequencia exata

l1-F—-G=FxH—-H-—1

com F' abeliano, o subgrupo de acao Ag é dado apenas pelos automorfismos induzidos

por H, pois conjugando f € F' por um elemento qualquer f'h € G temos

fopn = (FR) " f(fh)y=hT T ff'h=h""fh = fon.

Logo, em nosso caso, a abelianidade de Z"™ garante que Ag é o subgrupo formado apenas
pelos automorfismos induzidos por P; através do epimorfismo P; — C}, ou seja, Ag = C}.
Finalmente, a Decidabilidade por Orbitas de C; garante a de A, pois, dados u,v € Z",
decidir se existe N € A tal que ulN = v é equivalente, gracas a decomposicao 6.3, a
decidir se existe 1 < k < r; e ) € C; tal que uM]’-“Q = v, 0 que se resume a 7; testes de
Decidabilidade por Orbitas de Cj. n

Corolario 6.21. Se Ay, ..., A, € GL,(Z) sao tais que (A, ..., Ay, € virtualmente solivel,

entao a extensao livre Z"X 4, ... a, Fm tem o Problema da Conjugagao solivel.
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