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Resumo

Nesta tese nds abordamos dois problemas inseridos no contexto dos modelos integra-
veis. Nos formulamos sistemas finitos de equacoes integrais nao-lineares para descricao
de propriedades fisicas das cadeias quanticas invariantes pelas super-algebras su(2|1) e
0sp(1|2); e estudamos a influéncia das condigoes de contorno no modelo de seis-vértices
simétrico. O modelo invariante pela super-algebra su(2|1) é uma generalizagao de multi-
cadeias do modelo t-J, do qual pudemos extrair o diagrama de fases a partir do método da
matriz de transferéncia quantica. O modelo invariante pela super-algebra osp(1]2) tam-
bém pode ser descrito em termos de férmions itinerantes com interagao de troca, embora o
Hamiltoniano nao seja hermitiano, o que corresponde a uma teoria de campos subjacente
nao unitaria. Para este modelo nos obtivemos a carga central e a carga central efetiva de
forma analitica, corroborando os resultados numéricos da literatura. Ambos os resultados
demonstram a eficiéncia do sistema de equacoes integrais e apontam para possibilidade de
generalizacao para modelos de diferentes simetrias. No que diz respeito a influéncia das
condicoes de contorno no modelo de seis-vértices, ndés demonstramos a existéncia de uma
infinidade de condicoes de contorno que produzem propriedades intensivas diferentes do
caso periodico Sppc = %ln (%) Provamos que todos os valores de entropia no intervalo
[0, % In (g’—i)] sao acessiveis através de uma escolha adequada do contorno, e conjecturamos
que todos os valores no intervalo [% In (g—j) , Sppc] também o sao. O nimero de configu-
racoes do modelo de seis-vértices sob condigoes fixas de contorno corresponde ao nimero

de matrizes de sinais alternados generalizadas.
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Abstract

In this thesis we tackled two different problems of quantum integrability. We deri-
ved finite sets of non-linear integral equations to describe physical properties of quantum
chains invariant under the super-algebras su(2|1) and osp(1|2); and we also studied the
influence of boundary conditions on the bulk properties of the six-vertex model. The
su(2|1) invariant model is a multi-chain generalization of the super-symmetric t-J mo-
del. Using the quantum transfer matrix method we obtained the phase diagram. For
the osp(1|2) invariant model we could also rewrite the Hamiltonian in the language of
itinerant fermions interacting through exchange, although the Hamiltonian itself is not
hermitian, which corresponds to a non-unitary field theory. We analytically computed the
(effective) central charge of this theory, corroborating numerical results of the literature.
These results point towards the possibility of generalization of such non linear integral
equations for models of different symmetries. Concerning the problem of the influence of
boundary conditions on the six-vertex model, we showed the existence of infinitely many
boundaries whose intensive properties disagree with the standard periodic boundary con-
dition Sppc = %ln (%) We also proved that by a suitable choice of boundary conditions
any entropy value in the interval [0, %ln (g—i)] is accessible. We conjectured that the same
is true for the interval [% In (;’—i) , Sppc]. The number of configurations of the six-vertex
model with fixed boundary condition amounts to the enumeration problem of generalized

alternating sign matrices.
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Capitulo 1

Introducao

O advento da mecanica estatistica possibilitou o estudo dos sistemas macroscopicos,
em que a mecanica de um aglomerado de objetos elementares traduz, de algum modo, os
efeitos observados em uma escala maior. Neste contexto, tao importante quanto encontrar
os objetos mais elementares a partir dos quais se poderia descrever a mecanica de todo o
Universo (teoria do tudo), é saber como cada nivel da hierarquia revela a fisica do nivel
seguinte|1, 2|.

Para esta finalidade surgiram vérios métodos, entre os quais podemos mencionar:
os métodos perturbativos e de campo médio[3, 4], os métodos associados ao grupo de
renormalizagaol5|, a bosoniza¢ao|6, 7|, os modelos ditos exatamente soliveis|8] ou integraveis|8,
9], embora ainda nao se tenha uma abordagem capaz de abarcar todos os problemas. Neste
trabalho, exploramos particularmente a integrabilidade de determinados modelos, o que
permite estudar suas propriedades fisicas exatamente.

A historia destes modelos data de muito tempo, pois que a simplificacao sempre fez
parte do pensamento cientifico para entender os intricados fenomenos da natureza. Con-
tudo, podemos eleger os modelos de Ising[10] e de Heisenberg|[11] como o primeiro modelo
estatistico classico e o primeiro modelo quantico, respectivamente, a equilibrar a sim-
plicidade das interagoes e a complexidade do nimero de constituintes na descricao do
comportamento magnético da matéria.

Se o primeiro foi resolvido em uma dimensao pelo proéprio Ising, Bethe resolve o

segundo|12| também numa cadeia unidimensional. A solugdo de Bethe inaugurou uma



nova técnica, o chamado ansatz de Bethe, em que as amplitudes de espalhamento de trés
ou mais particulas é fatorizavel em termos da amplitude de espalhamento de duas particu-
las. O que ressalta desta solucao é a necessidade de se resolver um conjunto transcendental
de equacoes para n nimeros complexos, as raizes de Bethe.

Mais adiante, Krammers e Wannier estabelecem o método da matriz de transferéncia,
numa tentativa de obter a energia-livre do modelo de Ising em duas dimensdes|13|. Esta
construcao ja indicava uma possivel relacao entre modelos estatisticos classicos em D + 1
dimensoes e modelos quanticos em D dimensoes, ja que o calculo da funcao de particao
havia se convertido em um problema de diagonalizagao. Mas, além disso, de seus estudos
vislumbra-se a possibilidade de um ponto critico, supostamente a temperatura de Curie.

Em 1944 Onsager resolve, de fato, o modelo de Ising em duas dimensoes|14|, confir-
mando a conjectura de Krammers e Wannier. Importa considerar nesta solu¢ao o primeiro
exemplo inconteste da viabilidade das transicoes de fase classicas de dentro do arcabouco
da mecanica estatistica; no caso uma transi¢ao continua.

Além do modelo de Ising, surgem outros modelos estatisticos classicos, entre os quais
encontraremos os modelos de vértices. Em particular, o modelo de seis-vértices é utilizado
no calculo da entropia residual do gelo[15] e no estudo das propriedades ferroelétricas do
composto K HyPO,[16].

Abordando o problema da entropia residual do gelo, Lieb utiliza o método da matriz
de transferéncia e uma adaptagdo do ansatz de Bethe|[17] para resolvé-lo sob condigbes
periodicas de contorno[18]. Notou-se 0 mesmo ansatz para os auto-vetores de dois pro-
blemas aparentemente distintos, o modelo de Heisenberg com anisotropia uniaxial e a
matriz de transferéncia do modelo de seis-vértices. Apos esta descoberta, finalmente foi
mostrado a comutatividade entre matriz de transferéncia e Hamiltoniano[19].

Em 1972, Baxter diagonaliza simultaneamente a matriz de transferéncia do modelo de
oito-vértices e o modelo de Heisenberg completamente anisotropico|20|. Todavia, o que
perpassa em sua solugdo é a existéncia de um parametro espectral (ou se quisermos de
uma parametrizagao), tal que sua serventia é tao somente modificar o espectro da matriz
de transferéncia. Desta forma, existiria um conjunto universal de auto-vetores para as ma-
trizes de transferéncia com diferentes parametros espectrais, garantindo a comutatividade

das mesmas.



A condigao encontrada por Baxter para a comutatividade das matrizes de transferéncia|20]

foi reconhecida como ponto de apoio comum na solucao de outros problemas preceden-
tes, em particular na fatorizacao de trés ou mais particulas no ansatz de Bethe para o
gas de Fermi interagente|21]. Hoje tal condigao é a chamada equagao de Yang-Baxter e
configura um critério de integrabilidade que reaproxima o conceito impreciso de integrabi-
lidade quantica com o conceito preciso de integrabilidade classica, pelas vias da prescrigao
de Dirac. Notoriamente, questoes como independéncia de cargas conservadas e método
de resolucao no caso quantico ainda nao possuem bases firmes, embora para o ultimo
tenhamos no ansatz de Bethe um grande expoente, nas suas variadas expressoes.

Contudo, faltava ainda o elo que ligaria a condicao de integrabilidade oriunda da equa-
cao de Yang-Baxter e o processo de diagonalizacao da matriz de transferéncia pelo ansatz
de Bethe. Apos algum tempo, a escola de Leningrado elucida parcialmente esta questao.
Da chamada relagao fundamental resulta a algebra de Yang-Baxter e, por conseguinte,
uma versao algébrica do ansatz de Bethe[22]. Com isto, a equacao de Yang-Baxter, a
comutatividade das matrizes de transferéncia e o ansatz de Bethe passam a ser enten-
didos numa perspectiva unificada. Ademais, este desenvolvimento permitiu a obtencao
de novos modelos integraveis, em particular, os modelos invariantes pelas super-dlgebras
su(l|r)|23] e osp(l]2r)[24] e as representac¢oes nao fundamentais dos modelos invariantes
pela algebra su(2)[25].

Entre estes desenvolvimentos, outros empenhos eram realizados no sentido de obter
propriedades termodinamicas dos modelos quanticos, uma vez que, se para os modelos
classicos bastava o maior auto-valor para determinar a energia-livre no limite termodinéa-
mico, para as cadeias quanticas ainda restava somar os pesos de Boltzmann da funcao de
particao. E as primeiras iniciativas neste quesito nada mais fizeram que catalogar a distri-
buicao das raizes de Bethe para efetuar diretamente a soma estatistical26, 27, 28|, pelo que
hoje é conhecido por ansatz de Bethe termodinamico(TBA). No limite termodinamico é
possivel definir densidades para a distribui¢ao de raizes e, no modelo de Heisenberg, vamos
ver nascer a chamada hipotese de strings|27, 28|. Desse modo, a minimizagao do funcional
da energia-livre redunda em um conjunto infinito de equacoes integrais nao-lineares cujas
variaveis sao justamente razoes destas distribuicoes.

Por outro lado, novas perspectivas de aplicacao dos modelos integraveis se abriram, se



considerada a invaridncia conforme dos mesmos na criticalidade[29, 30]. A cada modelo
estatistico classico com interacoes de curto alcance e com simetria apropriada, ou o cor-
respondente modelo quantico, haveria uma teoria de campos conforme subjacente, cuja
classe de universalidade poderia ser obtida a partir do estudo das correcoes de tamanho
finito do primeiro|31, 32|. Havendo integrabilidade, poderiamos utilizar o ansatz de Bethe
para calcular estas correcoes, determinando a carga central e as dimensoes andmalas dos
campos primarios e, por conseguinte, os expoentes criticos.

Os céalculos destas correcoes de tamanho finito eram, na sua grande maioria, realizadas
por métodos numéricos, pois mesmo tendo as equacoes de Bethe em maos, era necessario
resolver numericamente estas equacoes para valores grandes mas finitos do tamanho da
cadeial!. Um avanco neste aspecto foi realizado por Kliimper que obteve um conjunto
finito de equagdes integrais nao-lineares para determinar o auto-valor|34|. Nestas equa-
¢oes, o numero de sitios entra como parametro, nao modificando o nimero de incognitas
no problema. Além disso, foi possivel obter a carga central do modelo de Heisenberg
integravel de spin-; e spin-1 analiticamente[34], bem como as dimensdes anomalas|35].

Para obter este sistema de equagoes integrais nao-lineares faz-se necessério definir fun-
coes auxiliares apropriadas e estudar as propriedades de analiticidade destas e do auto-
valor. A observagao de que as equacoes de Bethe transformam os polos do auto-valor,
devido as raizes de Bethe, em singularidades removiveis implica que podemos utilizar o
teorema de Cauchy para obter vinculos nao triviais entre as fun¢oes auxiliares, determi-
nando, em ultima instancia, o auto-valor.

Este procedimento também foi utilizado no problema do calculo das propriedades
termodinamicas|36, 37|. Através do mapeamento de Trotter-Suzuki|38, 39|, transforma-
se o calculo da funcao de particao do modelo quantico na funcao de particao de um
modelo estatistico classico heterogéneo. Em particular, para os modelos integréaveis, é
possivel definir no novo modelo estatistico uma matriz de transferéncia diagonalizavel
por ansatz de Bethe, a chamada matriz de transferéncia quantica, cujo maior auto-valor
permite determinar todas as propriedades termodinamicas.

O numero finito de equagoes integrais nao-lineares constitui um grande mérito desta

abordagem, possibilitando nao apenas determinar o valor exato da carga central da teoria

Devemos excetuar alguns casos em que as raizes de Bethe estao sobre o eixo real, ver [33] por exemplo.



de campos conforme subjacente, como também o calculo numeérico e eficiente das quan-
tidades termodinamicas a temperatura finita. Isto contrasta fortemente com o sistema
infinito advindo do TBA.

Todavia, o grande obstaculo deste método é exatamente como definir as fungoes auxi-
liares. Numerosas investigagoes foram realizadas neste sentido|40, 41, 42, 43, 44, 45, 46|,
principalmente no que diz respeito as propriedades termodinamicas das cadeias quanticas,
sem fornecer uma forma sistematica de realiza-lo.

Um dos objetivos centrais do nosso trabalho é justamente continuar investigando a
formulagao de um sistema finito de equagoes integrais nao-lineares para modelos com di-
ferentes simetrias, seja com intuito de calcular propriedades termodinamicas, seja para
determinar as correcoes de tamanho finito, sempre tendo em vista a formulacao sistemé-
tica.

E neste propoésito que vdo surgir os trabalhos[47, 48] em que determinamos equacdes
integrais para as propriedades termodinamicas de uma generalizacao de multi-cadeias
do modelo t-J integravel[47] e de uma cadeia quéntica invariante pela super-algebra
0sp(1|2)[48]. Neste tultimo caso, nés também investigamos as corregoes de tamanho fi-
nito obtendo diferentes cargas centrais associadas a matriz de transferéncia linha a linha
e a matriz de transferéncia quantica.

Outro problema, que por muito tempo tem sido dado pouca importancia, é a inves-
tigacao da influéncia das condicoes de contorno nas propriedades intensivas dos modelos
estatisticos classicos|[49, 50, 51, 52, 53].

Embora desde os primordios da solucao do modelo de seis-vértices simétrico tem-se
reconhecido condicoes de contorno com propriedades intensivas diferentes do contorno
periddico[54], estas tém sido consideradas excecoes a regra, um conjunto de medida nula
em relagao a esmagadora maioria. Corroborando esta ideia, foi provado que o modelo de
seis-vértices sob condi¢oes anti-peridédicas de contorno na horizontal fornece a mesma
energia-livre que o caso periodico[55], bem como uma espécie de condicoes livres de
contorno|56].

Depois de algum tempo, maior atencao foi dada as possiveis diferencas, quando apa-
recem as condigdes de contorno do tipo domain-wall[52], propiciando o calculo exato da

funcao de particao do modelo de seis-vértices em termos de determinante e fornecendo



propriedades intensivas diferentes do caso periddico.

Se na mecanica estatistica ainda sim o resultado era deixado em segundo plano, na
combinatoria enumerativa o mesmo nao ocorria. As configuracoes globais do modelo
de seis-vértices numa rede quadrada e com condigoes de contorno do tipo domain-wall
estariam em relacdo um para um com as matrizes de sinais alternados|57|, tornando o
primeiro um método de contagem para o segundo.

Além de [52], outras condigoes de contorno foram consideradas[51| cuja entropia re-
sidual se mostraram igual ao caso domain-wall e nao ao caso periodico. Trés possiveis
valores para a entropia residual do modelo de seis-vértices eram connhecidos, Srpg = 0,
Spw = %111 (;’—Z) e Sppc = %ln (%) Todavia, ainda restava entender se tais condicoes de
contorno constituem, de fato, excecoes ou se a influéncia das condig¢oes de contorno era
maior do que se podia imaginar, podendo obter valores de entropia diferentes dos que ja
haviam sido obtidos.

Com este problema em mente, surgiram os trabalhos[49, 50|, onde investigamos o
modelo de seis-vértices sob uma variedade de condicoes de contorno, o que inclui: misturas
de periodicidade e anti-periodicidade, condi¢oes livres de contorno e condicoes fixas de
contorno. Demonstramos a existéncia de um continuo de possiveis valores para a entropia
e conjecturamos que todos os valores entre 0 e Sppc sao admissiveis.

Sob o titulo de “Propriedades Fisicas de Modelos Integraveis” podemos resumir o pro-
posito desta tese em duas grandes frentes. A primeira é devotada a obtengao de um
sistema finito de equagoes integrais nao-lineares, cuja aplicagao particular para termodi-
namica dos modelos quanticos estruturamos no capitulo 2; e cuja aplicacao particular no
calculo das correcoes de tamanho finito organizamos no capitulo 3. A segunda é desti-
nada ao estudo da influéncia das condigoes de contorno nas propriedades intensivas do
modelo de seis-vértices, a qual situamos no capitulo 4. Este capitulo introdutoério serve de

preparacao para os capitulos posteriores. No capitulo 5 elaboramos uma breve conclusao.

1.1 Modelo de vértices

Em uma rede arbitraria de vértices conectados por arestas, denominamos modelo de

vértices um modelo estatistico classico em que uma configuracao do sistema fica definida,



uma vez atribuido “valores” aos graus de liberdade, sendo estes situados sobre as arestas.
Nesta configuragao global, a energia total é a soma das contribui¢oes locais de energia de
cada vértice, energia esta que depende tao somente dos graus de liberdade nas arestas a
ele anexo.

O célculo da funcao de particao de um modelo de vértices revela, na sua generalidade,
um problema combinatorial demasiadamente complicado, uma vez que cada aresta conecta
dois vértices e vincula suas contribuicoes locais de energia, o que se estende sobre a
geometria da rede de maneira nao trivial.

Entendendo a complexidade do objeto em andlise, constitui uma simplificacao tutil
restringir-nos as redes que exibem certa invariancia por translacao, como uma rede retan-
gular. A Figura 1.1 representa a referida rede e o vértice com sua contribuicao local de

energia, ou peso de Boltzmann, segundo a configuracao das arestas adjacentes.

N
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/sy sy S (S R Y B
[0
1

1 i L
Figura 1.1: a)llustragio de uma rede retangular de N linhas e L colunas onde destacamos

a representacao da matriz de transferéncia linha a linha, b) na qual estao definidos os

pesos de Boltzmann associados a cada vértice.

Para calcular a funcao de particao, multiplicamos os pesos de Boltzmann de todos os
vértices, e somamos sobre os possiveis valores que cada um dos graus de liberdade nas
arestas pode assumir, resultando na expressao

Z = ZZHHﬁ ). (1.1.1)

() () =17=1

Todavia, a soma acima ainda constitui enorme problema, visto que cada aresta pode

admitir um ntmero diferente de possiveis valores que se atribui aos graus de liberdade.
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Além disso, mesmo quando dois vértices estao circundados por arestas de mesmo tipo, é
possivel atribuir contribuicao local de energia diferente para configuracoes locais equiva-
lentes. Disto resulta que o problema continua dependendo de um niimero demasiadamente
grande de dados iniciais, que sao as energias de cada vértice para cada possivel configu-
racao das respectivas arestas.

Se quisermos tornar o problema tratavel, é necessario diminuir a quantidade de dados
iniciais, que a principio é tao grande quanto a propria rede. Uma das formas mais simples
de se fazer isto é assumir que todas as arestas sao de mesmo tipo, possuindo o mesmo
ntmero de possibilidades para atribuicao do grau de liberdade; e que, além disso, vértices
em configuragoes equivalentes contribuem com o mesmo peso de Boltzmann. Assim sendo,
a fungao de particao (1.1.1) tem que ser fungao de apenas um ntimero limitado de dados
iniciais, mais especificamente qﬁ pesos de Boltzmann, os tamanhos lineares N linhas e L
colunas, e as condicoes de contorno.

As condigoes de contorno sao definidas em termos das arestas externas, podendo ser
fixa (grau de liberdade fixado a um valor qualquer), livre (soma sobre todas as possibi-
lidades deste grau de liberdade), correlata (soma vinculada dos graus de liberdade em
arestas exteriores) ou combinacdo destas trés. As condigdes de contorno mais simples
sao as condigoes periddicas de contorno, espécie de condi¢ao correlata em que as arestas
externas opostas recebem o mesmo valor do grau de liberdade e sao somadas sobre todos
os possiveis valores. Disto resulta a completa simetria de translacao pelos vetores de rede,
tornando todos os vértices equivalentes e fazendo o problema adquirir geometria toroidal.
Com estas condicoes de cotorno mais simples, veremos como o problema combinatorial
pode ser transformado em um problema algébrico de diagonalizagao.

Notemos que a ordem pela qual a soma sobre os graus de liberdade é realizada nao
influi no resultado final da funcao de particao, motivo pelo qual podemos adotar uma
ordem particular de soma. Somando primeiramente sobre os graus de liberdade na dire¢ao
“horizontal”, podemos definir um objeto que fornece o peso de Boltzmann de todos os
vértices em uma dada linha, mas, para isto, é necessario que atribuamos os graus de

liberdade anexos remanescentes, isto é, aqueles associados as arestas “verticais” de cada



vértice. Em outras palavras, o peso estatistico de uma linha é dado por

) . L )
Fitl alerl,..A,onLJrl . ol Tt i g
ai —Tag j —E Hﬁaé; (%a%‘+1)~ (1-1-2)
K2

ot (v3) i=1
Uma vez que cada aresta vertical é independente, podemos identificar o peso (1.1.2) de
uma linha como sendo o elemento de matriz de um operador que atua no espaco ®f:1 Vi,
sendo cada V; um espago vetorial isomorfo a C% associado a j-ésima aresta vertical.
E cada linha de vértices sendo equivalente, contribuird igualmente com o peso (1.1.2),
distinguindo-se apenas pelos indices do elemento de matriz, determinando que o peso da
linha imediatamente inferior possua indices superiores iguais aos indices inferiores do peso

da linha imediatamente superior, do que resulta o produto de matrizes
Z=> T§TE . T =tr TV, (1.1.3)
{a}
O céalculo do traco acima pode ser realizado diagonalizando o operador 7', que deno-

minamos matriz de transferéncia linha a linha. De posse dos q£ auto-valores, a funcao de

particao pode ser expressa de maneira exata na forma

i
_ N __ N
Z =Y AY=gAY,

1+§ > {AAj ]N ) (1.1.4)

j ;ﬁmax max

Jj=1
mas que, para efeito do calculo da energia-livre no limite termodinamico, é suficiente
saibamos apenas o maior auto-valor,

. 1 1
—Bf = L,%IEOO NI log Z = L11_>n010 7 log Apax. (1.1.5)

A degenerescéncia g do maior auto-valor nao contribui neste limite, uma vez que 1 < g <
¢k e independe de N.

Contudo, o problema formulado acima nao revela completamente a sua caracteristica
local do ponto de vista algébrico. Resta ainda explicitar como a matriz de transferéncia
T depende dos pesos locais. De fato, T' é um produto de pesos de Boltzmann, cada
qual possuindo graus de liberdade verticais independentes, mas com graus de liberdade
horizontais correlatos, em que o peso de Boltzmann imediatamente a esquerda compartilha
uma aresta com o peso imediatamente a direita, o que pode ser representado por um

produto matricial.



Definamos, portanto, o operador de Lax £4; que atua no espaco horizontal A, isto é,
pertence a End|[C% @ C%], mas cujos elementos de matriz pertencem a ®f:1 V;, de modo
que cada um dos elementos de matriz atue nao trivialmente apenas na j-ésima copia do

espaco vertical

Wj<171> I/Vj<1’2) Wj(LQd)
Wj<27 1) VVJ<2> 2) s Wj(27 Qd)
,CA]' = ) ) y : , (1.1.6)
_Wj (de 1) Wj(Qd, 2) s VVJ'(qdv Qd)_

sendo,

qd
Wi, ) = Y LY (1,7)d®.. . Jd@eqw®Id... @1, [eaw]ss = dasbas. (LL7)
a,a’'=1 f 7
’ J
Se a rede tivesse um sitio apenas, este operador seria imediatamente identificado com

os possiveis pesos de Boltzmann do problema, segundo a seguinte disposi¢ao de elementos

Li(v.)  Liny) o L)
El’/£2,/.”£%,/

W(y.n') = 2(7.7) 2(77) . 2(77) | (1.18)
Lo,(r,7) Lo,(vy) o LE(rY)]

entretanto, sendo o nimero de colunas maior que 1, devemos tensorizar cada elemento
de L4;, a fim de que, correspondendo & independéncia dos espagos verticais na matriz de

transferéncia, possamos escrever
T =tralap... Lo =traTa, (1.1.9)

transformando o calculo da matriz de transferéncia em um traco no espaco horizon-
tal(auxiliar). A matriz T4 é a chamada matriz de monodromia.

Convertido o problema combinatorial na diagonalizacao da matriz de transferéncia,
relacionamos o modelo estatistico classico em duas dimensoes com um problema quantico
em uma dimensao. Todavia, a matriz de transferéncia nao constitui um Hamiltoniano
propriamente dito, uma vez que multiplicando todos os pesos de Boltzmann de uma
linha, esta matriz inclui interacoes entre todos os sitios e, portanto, produz um operador

nao local.
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Para obter operadores locais, faremos a “hipotese” de regularidade e tomaremos uma
espécie de derivada logaritmica, a fim de transformar produto em soma. Inicialmente,
imaginemos que os pesos de Boltzmann £g’ (7,7") estejam contidos em um espago isomorfo
a C%4" com topologia usual. Neste espaco, destacaremos a existéncia de um elemento,

chamado de ponto regular, tal que

L= P, (1.1.10)

sendo P? =1d e
P Li; Py, = Ly, VL, (1.1.11)

pelo que denota-se, naturalmente, o permutador. Em outras palavras, se tomarmos o
ponto regular no espaco dos pesos de Boltzmann, a matriz £ associada serd o permuta-
dor. Realizando uma perturbacao arbitraria dos pesos de Boltzmann em torno do ponto

regular, obteremos em primeira ordem de perturbacao:
L
To_l(ST == Z ]Dj_l,j 5£j—1,j7 (1112)
j=1

resultando finalmente em um operador local. Todavia, a depender de como a variacao
0 é realizada, a conexao entre Hamiltoniano local e a matriz de transferéncia sera tao
somente operacional, visto que os problemas de diagonalizacao podem ser completamente
distintos.

Seria possivel realizar tal variacao de modo que Hamiltoniano e matriz de transferéncia

possam ser diagonalizados na mesma base?

1.2 Integrabilidade

A questao deixada no final da se¢do anterior nos leva para outra essencialmente mais
profunda. Afinal, como diagonalizar a matriz de transferéncia para valores grandes do
numero de sitios L, haja vista o tamanho do espaco de Hilbert em que ela atua?

Um critério que opera como facilitador do processo de diagonalizacao é encontrar uma
familia de matrizes comutantes, de modo que, possuindo base de auto-vetores em comum,
o conjunto de auto-valores destas matrizes classifica e distingue os auto-vetores. Neste

contexto, nés vamos procurar determinados conjuntos formados por elementos no espaco
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dos pesos de Boltzmann, tais que todas as matrizes de transferéncia oriundas de um dado

conjunto comutem entre si. Devemos ter
[, T =0, (1.2.1)

para dois elementos distintos no referido conjunto que redundam nos operadores de Lax
Lel.
Uma condigao suficiente para que a equacao acima seja satisfeita é a existéncia de uma

matriz inversivel Rap(L, L') satisfazendo a seguinte propriedade
Rap(L,LNTAT 5 =T 5TaRas(L, L. (1.2.2)

A informacao essencial que define a matriz de transferéncia é o operador de Lax que
se repete no espaco tensorizado de L sitios. Sendo assim, deve ser possivel transformar a

condicao global (1.2.2) em uma condicao local. Com efeito, (1.2.2) sera satisfeita se
Rap(L, L)L L5 = L LajRap(L, L), Vj. (1.2.3)

As equagoes (1.2.2) e (1.2.3) induzem uma transformacao de similaridade que resultam
na permutacao das matrizes de monodromia ou dos operadores de Lax. Estas permutacoes
resultam em condi¢oes de consisténcia. A mais simples delas se deve ao fato de que, se
permutadas duas matrizes de monodromia duas vezes, chegamos a situacao inicial, do que

resulta que a matriz R deve satisfazer
Rap(L,LYRpa(L', L) = f(L, L)]d, (1.2.4)

relacionando a matriz R a sua inversa. Esta é a chamada relacao de unitariedade.
Prosseguindo com o raciocinio, podemos tomar trés matrizes de monodromia 7, T,

T" e reordenar seu produto através das transformagoes de similaridade. Observando a

associatividade do produto de matrizes, chegaremos a conclusao de que as matrizes R

devem satisfazer a chamada equagao de Yang-Baxter|20, 21]
Rap(L,LYRac(L, L"YRpc (L', L") = Rpc (L', L")V Rac(L, LY Rap(L, L"). (1.2.5)

A principio, poderiamos continuar procurando reordenar um nimero maior de matrizes
de monodromia a fim de encontrar outras relagoes de consisténcia. Contudo, observaremos

que disto nao resulta nenhuma restricao adicional.
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Apesar de termos achado condicdes de consisténcia para a matriz R, nao temos ainda
nenhuma imposicao mais explicita sobre o conjunto de pesos de Boltzmann. Todavia, da
semelhanga entre as equagoes (1.2.3) e (1.2.5), surgem os chamados modelos fundamentais
em que o proprio “intertwiner” R entre dois pontos da familia comutante deve ser também

um ponto da familia comutante

£=R(LL), (1.2.6)

fornecendo um primeiro conjunto de modelos uma vez resolvida a equacao de Yang-Baxter.
O impositivo que se faz agora ¢ classificar as solugoes de (1.2.4) e (1.2.5) , o que constitui

uma area ativa da Fisica-Matematica.

1.2.1 Exemplos

Nosso objetivo neste trabalho nao é encontrar novas solugoes da equacao de Yang-
Baxter. Entretanto, convém exemplificar algumas solucoes como mostras de factibilidade
e dar ensejo ao estudo das propriedades termodinamicas e correcoes de tamanho finito

dos modelos que serao apresentados aqui.

Seis-vértices simétrico

Considere a situacao em que temos dois possiveis estados para cada grau de liberdade
no modelo de vértices, g; = 2. Em principio temos um total de 2* = 16 possiveis pesos
de Boltzmann para cada vértice. Entretanto, no modelo de seis vértices, apenas seis sao
nao nulos £ (v,7) # 0se a +v =o' +~"+ LI(+,+), LZ(—, =), LI(+,—), LI (—,+),
LE(—, =), LZ(+,+).

Ainda se a energia associada a cada configuracao for invariante pela troca + <> —

teremos:

LI(+,+)=L(—-,—) = a, (1.2.7)
LI(—,=)=LZ(+,+) = b, (1.2.8)
LY(+,-)=LI(—+) = c (1.2.9)
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Sendo assim, a matriz £ 45 associada ao seis vértices simétrico fica:

14 0 0 ol ]
() c 0
Lap= | L A8 L ls| (1.2.10)
0 ¢ b 0
00 0 a
L L 4B L 4 Bd A

Imposta a restricao de modelo fundamental, a unitariedade e a equagao de Yang-Baxter

implicam em vinculos para estes pesos. A unitariedade implica nas seguintes relacoes

a(L, L)a(L, L) = b(L, LYB(L!, L) + (L, L)L, L), (1.2.11)
b(L, L)e(L), L) + (L, L(L, L) = 0. (1.2.12)

A Yang-Baxter por sua vez fornece

ac'a” — bV — cd'a"” = 0, (1.2.13)
=" + (ab — ba')" = 0, (1.2.14)
cb'a" — cd'b’ — b =0, (1.2.15)

sendo {a,b,c}, {a,V,}, e {a", V', "} pesos dados por R(L, L"), R(L,L") e R(L', L"),
respectivamente. Este conjunto de equacoes pode ser visto como um sistema homogéneo
nas letras com duas linhas. Para que este sistema tenha solucao nao trivial, o determinante
dos coeficientes deve ser igual a zero, o que implica em

2 2 2
a2+ -2 d°+b =7

1.2.16
2ab 2a'l/ ’ ( )
de modo que a quantidade
a’+ b — 2
N 1.2.17
2ab ( )
¢ um invariante que define uma curva algébrica (z,y) = (%,2). Em uma dada para-

metrizacao em A € C, chamaremos A de parametro espectral, uma vez que a mudanca
deste parametro apenas modifica o espectro, caminhando ao longo da familia de matrizes
comutantes sem que os auto-estados sejam por isto modificados. Para a curva algébrica
definida por (1.2.17), é possivel parametrizar os pesos de Boltzmann de maneira tal que o
“intertwiner” R(L,L’) entre L = L(\) e L' = L(u) dependa da diferenga dos parametros

espectrais. Em outras palavras

R(L, L) = R(L(N), L(p) = L — p) = L. (1.2.18)
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Solucoes deste tipo podem ser geradas para todas as familias A’s pelas parametrizacoes

a(A) =1 b(A) = H% c(\) = H% =A=1, (1.2.19)
a(A\) =1 bA) = % c(\) = % = A=cos(y), (1.2.20)
a(A) =1 b(A) = % c(\) = % = A =cosh(y), (1.2.21)

sendo que estamos distinguindo a parametrizacao (1.2.20) de (1.2.21) uma vez que, na
pratica, desejamos 7y real. Notemos ainda que todas estas solucoes possuem a propriedade
da regularidade, pois que £(0) = £° = P. Em outras palavras, todas as curvas A possuem
o ponto regular em comum, tornando possivel derivar um Hamiltoniano local dentro de
cada familia de matrizes de transferéncia comutantes. Para isto, a variagdo 0 em (1.1.12)

é realizada através do parametro espectral, que no presente caso resulta em

a(0) + ¢ b(0)
H(A) = g (O)GEB) (0) + %a(((())i Z:: [0j0f +olol +Aojol,]. (1.2.22)

7j=1

Devemos acrescentar que, para um dado A, devido & existéncia de uma variedade
integravel unidimensional, o nimero de matrizes comutantes torna-se infinito. Além das
proprias matrizes de transferéncia, a exemplo de (1.2.22), temos uma série de operadores

locais que sao cargas conservadas
d"InT(A
T = (n—()> . (1.2.23)
A=0

Baxterizagao da algebra de Braid

Para dirigir nossos estudos a modelos de diferentes simetrias, devemos ser capazes
de encontrar diferentes solugoes para a equagao (1.2.5). A classificagdo das solugoes
desta equacao estd longe de ser completada, uma vez que esta nao foi realizada sequer
no caso mais simples em que os espacos A, B e C' tém dimensao 2. Diante desta reali-
dade, convém procurar métodos particulares de solucao, entre os quais temos a chamada
Baxterizacao|58|.

Assumiremos que a variedade integravel seja unidimensional, do que resulta a possibi-
lidade de parametriza-la em termos de um tunico parametro A € C. Além disso, nés vamos

nos restringir ao caso em que a matriz R depende da diferenca dos parametros espectrais.
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Definindo R = PR, sendo P o permutador, podemos escrever (1.2.5) na forma
Ryt (N Ri(A + ) Riga (1) = Ri(p) Riga (A + p) Ri(N), (1.2.24)

sendo que identificamos ¢ = AB, i + 1 = BC. A Baxterizagdo constitui um método
de encontrar solucoes de (1.2.24) em termos de uma élgebra independente do parametro

espectral. Por exemplo, consideremos a élgebra de Braid definida por

B =1,

B;Bis1B; = Bi11B;Bi11,

B;B; = B;B;, |i—j|>2. (1.2.25)

Dado um conjunto de operadores B; que satisfazem a &lgebra de Braid, podemos propor
uma solucao de (1.2.24) na forma R;(\) = 1+ f(\)B;. Este ansatz ¢ de fato uma solucio

se a fungao f(\) satisfizer a equagao funcional

SO 1) = fFON) + f(). (1.2.26)

A solugao desta equagao funcional pode ser facilmente obtida e é dada por f(\) = nA,

n € C uma constante arbitraria. Logo, obtemos uma soluc¢ao de (1.2.24) na forma

R =5 (1.2.27)

sendo que normalizamos a solugao pelo fator 1 + nA.

Para concretizar a solucao, precisamos ainda encontrar representagoes para algebra de
Braid. Mesmo depois de todas as simplificagoes, ainda temos um grande problema, pois
que também nao se conhece a completa classificagao das solugoes desta algebra. Podemos
procurar solucoes com véarias estruturas. Uma delas é aquela em que os elementos nao

nulos sao os mesmos do permutador P. Disto resultam as solucoes da forma

qd qd
B = Z (—1)pjejj ® ij —|— Z(cijeij ® ejz' + ci_jlejz- ® e,;j), (1228)
j=1 1<J

sendo p; = 0, 1; e;; as matrizes da base de Weyl, g4 a dimensao do subespaco local, e as
constantes c;;, ¢ < j, arbitrarias. Como vemos, se escolhermos ¢4 = 2, ¢;; = 1 e p; = 0,

teremos o permutador usual, resultando na R do seis-vértices. No caso gg = [, ¢;; = 1 e
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p; = 0, temos modelos invariantes pela representacao fundamental da algebra su(l), isto

[R(\),T(g) @ 1d + 1d ® T(g)] , (1.2.29)

sendo g € su(l) e I' a representagao fundamental. Em particular, quando | = 2 encon-
tramos a solucao do modelo de seis-vértices simétrico com A = 1. Por outro lado, as
solucoes (1.2.28) com ¢;; = %1 estao relacionadas com solucoes da Yang-Baxter graduada

invariantes por super-algebra su(l|r), como veremos posteriormente.

Baxterizacao da algebra de Braid-Monoid

Solucoes invariantes pela super-algebra orto-simplética podem ser obtidas por Baxte-
rizacao da algebra Braid-Monoid. Esta algebra possui um conjunto de geradores, B;, E;

que satisfazem as seguintes relagoes

Propondo R o< (Id+ f(A)B-+h(\)E) em (1.2.24), encotramos uma solucao da Yang-Baxter

se as fungoes f(\) e h(\) satisfizerem o seguinte sistema de equagoes funcionais

SO ) = fFON) + f(w), (1.2.33)
SOORN A+ ) = fFON+ w)h(N) = fF()h(AN)R(A + p), (1.2.34)
h(A 4+ p) = h(A) + h(p) + gh(AN) () + R(A) (A + p)h(p)+

h(A)
FLS(hA) + h(p) F(A) + RAR() F (A + ). (1.2.35)

A
P .
S A

A solugao destas equagoes é dada por f(A) = A, h(\) = Em particular, a re-

presentacao dos geradores que nos levam a uma solucao invariante pela super-algebra
osp(1]2)[24], possui ¢ = —1, t = 1, B = P9 com graduagao {p(1),p(2),p(3)} ={1,0,1}.

Desta forma, temos a seguinte solugao

R= (g — A) Id + A (g — A) P9+ \E, (1.2.36)
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sendo PY o permutador graduado e E o operador de Temperly-Lieb cujas representacoes

sao dadas por[59]
3

3
P9 = Z (_1)p(i)p(j)€ij X €ji, E = Z (—1)6i3+6j16ij X €4—i 4—j- (1237)

i,j=1 hj=1
Para que os modelos sejam invariantes por super-algebra, de fato, é necessario definir
graduacao nos espacos lineares. Faremos uma breve introdugao a este tOpico na secao

seguinte, visto que parte de nossos resultados se referem a modelos com este tipo de

simetria.

1.3 Super-Matrizes e Equacao de Yang-Baxter Gradu-
ada

A compreensao quantitativa de varios fen6menos na natureza sempre ganhou substan-
cial contribui¢ao quando da generalizacao dos “niimeros”. Dos naturais aos inteiros e aos
racionais, dos racionais aos irracionais e aos reais até o corpo dos complexos. Sucessiva-
mente vimos aparecer o conceito dos negativos e dos niimeros fracionarios, do “continuo”, e
a ultima generalizacdo mencionada abarca o chamado Teorema Fundamental da Algebra,
o que estabelece a existéncia de pelo menos uma raiz das equagoes polinomiais(de grau
maior ou igual 1) dentro do corpo dos complexos.

Além destes nimeros, hoje bem conhecidos, a matemética tem criado outras pos-
sibilidades as quais académicos mais interessados em explicar fen6menos naturais nem
sempre mostraram interesse. Acontece que a natureza pode ser mais bem descrita se
explorarmos mais amplamente todos os aparatos e estruturas tedricas disponiveis. Nao é
possivel conceber uma formulagao de integrais de trajetéria, em termos de estados coe-
rentes, quando os campos sao fermionicos. Os auto-valores dos operadores de destruicao
neste caso nao podem comutar entre si, o que ja exige outra estrutura algébrica. A gene-
ralizagao indispensavel encontrou suporte no que hoje chamamos de algebra exterior ou
de Grassmann|60)].

A diferenca primordial desta nova algebra B, é a existéncia de um conjunto de gera-

dores n;, 1 = 1,...,n que satisfazem a relacao
Lemi=mi- 1, miny = —n;mi. (1.3.1)
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Com isto notamos que 77]2- = 0 e todo nimero 7 desta algebra pode ser escrito como um

polindbmio de grau menor ou igual a n. Por exemplo, se n = 2,
N = o+ oqm + aong + Q1211M2, (1.3.2)

sendo «, oy, g € ao numeros complexos. Um estudo mais completo e rigoroso desta
algebra pode ser encontrado em [60|. Aqui nos limitaremos a observar que esta estrutura
algébrica possui graduagao Zs. Isto significa que todo elemento desta algebra pode ser
escrito como soma de elementos pertencentes a dois subespacos, aqui denotados por CB,

e CB,1, onde um elemento 1 de CB,; e um elemento 1’ de CB, satisfazem a relacao

i = (=1, (1.3.3)
Devido a (1.3.3), dizemos que B é uma super-algebra comutativa. Todo nimero na
algebra de Grassman pode ser escrito como soma de um elemento par, pertencente a
CB,, e um elemento impar, pertencente a CB,;. Elementos pertencentes a apenas um
destes subespagos sao chamados de elementos homogéneos.
No6s também podemos introduzir graduagao em espacos vetorias. Dizemos que um
espaco vetorial V' possui graduacao Z, se este puder ser escrito como soma direta de
subespagos Vp @ V1, tais que existe uma fun¢ao p(x) atuando em Vo J Vi da seguinte

forma

p(z) =0, se x € Vy (elemento par),

p(z) =1, se © € V) (elemento impar). (1.3.4)

Note que a funcao de paridade ou graduacao, p, atua apenas nos elementos homogéneos
do espaco V. Se os espacos Vjy e V) possuem dimensao [ e r, respectivamente, entao
escrevemos a dimensao do espaco V' como dimV = (I|r). Assim, nos podemos escolher

uma base de elementos homogéneos de V tais que eq,...,e; € Vo e eq1,...,e4, € V1. Os

coeficientes da expansao r = Zéz ejr; podem ser escolhidos como elementos da 4lgebra
de Grassman, isto é, V' é um B-moédulo a direita.

Uma vez definido o espago vetorial graduado V', podemos abordar graduac¢ao no espaco
das transformacoes lineares atuando em V. Uma transformacao linear em V' pode ser

representada na referida base homogénea na forma de matriz

F(LE) = F(Z €j$j> = ZF((Ej)LEj = ZeiFijSCj, (135)
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onde mais uma vez F;; pertence a algebra de Grassman. Ao espaco das matrizes nos
introduzimos graduacao da seguinte forma. Primeiro prescrevemos graduacao para linhas
e colunas da matriz tal que p; = p(e;) e p; = p(e;), entdo a graduacdo da matriz, ou
operador, F', é definido por

p(F) = pi + pj + p(F). (1.3.6)

Note que a defini¢ao acima ja indica quais sao as matrizes homogéneas, pois que a defini¢cao
da paridade de F' deve ser independente das linhas ¢ e j. Além disso, estamos adotando
a convencao de que toda soma de paridades é reduzida moédulo 2.

Com estas defini¢oes, estamos aptos a derivar a equagao de Yang-Baxter graduada|23].
A equagao de Yang-Baxter tradicional pode ser obtida impondo a associatividade da
algebra de Zamolodchikov, sob hipotese de independéncia dos monémios de terceiro grau
dos geradores|61]. Isto é, seja E,(L) os geradores da algebra de Zamolodchikov, e as

relacoes de “comutacao”

EyL)E(L) =) Ry (L, L) Eg(L) Ea(L), (1.3.7)
af

a associatividade da élgebra se traduz na equacgao
S RGRIGRER = RYRETRE, (1.3.8)
aBy aBy
que é a versao em indices da equagao (1.2.5). Novamente estamos adotando a convengao
R=R(L, L), R =R(L,L") e R" = R(L',L"). Agora, vamos considerar uma algebra de
Zamolodchikov graduada com geradores homogéneos, isto é, possuem paridade dada por

p(Eo(L)) = p(a). Trocando relagoes de comutatividade por super-comutatividade(veja

(1.3.3)), temos
Ey(L)E(L') = (1PN " ReA(L, L) Eg (L) Ea(L), (1.3.9)
ap
onde nos restringimos a niimeros R% em CB,g e a matriz R é par, p(R) = 0. Destas

restrigoes segue que os elementos nao nulos de R sao tais que p(a)+ p(b) 4+ p(c) +p(d) = 0.

Impondo a associatividade e assumindo a independéncia dos monomios de terceiro grau
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em E,(L), encontramos a equagao de Yang-Baxter graduada em indices|23|

Z (_1)p(b)p(0)+p( a)p(B8)+p(y R" chz Ra2b2 _

aBy

_ Z (b)+p(e)p(e)+p(7)n( RCVBR"ZWR”MCQ, (1.3.10)

aBy
Olhando para (1.3.10), & facil perceber um subconjunto de solucoes onde R sdo ntimeros

complexos. Dada uma solu¢io R de (1.3.8), uma solugdo de (1.3.10) é obtida tomando

R = (—1)" PR ou seja
R=PP'R, (P9 = (=1)"PD5_ .5, (1.3.11)

P9 ¢ o chamado permutador graduado, do qual (1.2.37) é um exemplo. Sendo assim,
dado uma solucao de (1.2.24) cujos elementos nao nulos satisfazem a restri¢ao de paridade
acima, podemos obter uma solugao de (1.3.8) por aplicagdo do permutador usual PR, ou
obter uma solucdo da Yang-Baxter graduada aplicando o permutador graduado PYR.

Resta-nos ainda obter a versdo equivalente de (1.2.5). Para isto devemos introduzir
a nocao de super produto tensorial de matrizes. Considere o produto tensorial de dois
espacos lineares graduados, V' e W. Entao definimos uma base homogénea para V @ W
em que graduacao é dada pela soma das graduagoes individuais. Além disso, definimos o
super-produto tensorial de dois elementos quaisquer por

@y =3 (0 ®w;)zy,(—1)Pr), (1.3.12)
ij

Agora podemos definir o produto tensorial entre dois operadores, F' atuando em V e G
atuando em W, tal que (F ® G)(x ® y) = F(x) ® G(y) com p(F) = p(G) = 0. Disto
resulta

s cd
(F&c) = FG(—- 10w, (1.3.13)

Com isto o operador R na equagao (1.3.10) pode ser visto como um operador atuando no
espaco V @ V com coeficientes R% dados por
R Z Rabeac ® €bd = Z Rabeac ® €pd- (1314)
abed abed
Agora vamos “imergir” operadores Rem V@&V ® V. O primeiro espaco indexaremos por

A, o segundo por B e o terceiro por C. Note que a ordem dos espacos é relevante. Assim,
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a equagao de Yang-Baxter graduada analoga a (1.2.5) é dada por
Rap(L,LYRac(L, L")V Rpc (L', L") = Rpc (L', L"YRac (L, L"YRA(L, L), (1.3.15)
desde que interpretemos

RU - ZRZi(eac)i é (ebd)jﬂ ZJ] - A7 Ba C'7 (1316)
abed

com (eq), =1d @ ... 01 ® ew @G ... 1d.
~

7
Tendo em vista as familias comutantes que constituem variedades unidimensionais, a
equagao de Yang-Baxter graduada implica na comutatividade das matrizes de transferén-

cia para diferentes parametros espectrais
P
T(\) =stra | [[ L4V - (1.3.17)
j=1

sendo str4 o super-trago sobre o espaco auxiliar e str M =) (—1)p(°‘)Maa.
Correspondente a (1.2.27) e (1.2.28) existe uma solu¢do da Yang-Baxter graduada

dada por
A+ P9

14+N\7

R(L, L% = (1.3.18)

invariantes por super-algebra su(l|r), sendo [ e r definidos pela graduacao atribuida ao
espaco linear em que R atua (o que pode ser igualmente lido de PY).

Do ponto de vista de modelos de vértices, as solugdes (1.3.18) correspondem aos mode-
los de Perk-Schultz|62]. Devemos notar que o permutador graduado também satisfaz a al-
gebra (1.1.11), de modo que a soluc¢do acima também possui ponto regular em A = 0. Com
isto, temos as cadeias quanticas que sao denominadas modelos de Uimin-Sutherland[63].

Entre o nimero destes se encontram:

L L. . . 2
%su(?)) — Z (_2 + Sj . Sj+1 + (Sj+1 . Sj+1> ) ) (1319)

J=1

onde S = {5, 5%, 5%} sdo operadores de spin-1.
L L ]
HED = Z hjit = Z <— Z<C}+1ch7' + C}ch-‘rlT) + 255 - S — B Z njrnj-‘rlU) ;
7j=1 J=1 T oT
(1.3.20)
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sendo nj; = c}chT, Sk=3 Sfac}cha (S* matrizes de spin-1 ) e ¢;, sdo operadores
fermionicos “projetados” atuando no subspaco [1), |0), |}) com graduacao {0, 1, 0}.

Tais operadores satisfazem a algebra de anti-comutagao|64, 47]
— | AT —
[Ciﬂ Cj0]+ - [CiT7 Cja] v 0,

[Cm C}J] = (1= nir)brs + 577 (1 = 6:6)) 035 (1.3.21)
+

O Hamiltoniano H*“?')) ¢ o chamado modelo t-J super-simétrico.
Olhando agora para a solu¢ao da algebra Braid-Monoid apresentada em (1.2.32), te-

remos uma solucao da equacao de Yang-Baxter graduada da seguinte forma

—a(x\) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 A 0 ¢ 0 0 0 0 0
0 0 —f() 0 e 0 —dX) 0 0
0 ¢ 0  bA) 0 0 0 0 0

L= 0 0 —e(d) 0 a0 e} 0 0 , (1.3.22)

0 0 0 0 e e
0 0 —d\) 0 —eN) 0 —f\) 0 0
0 0 0 0 0 ¢x) 0 b 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —a())

sendo os pesos de Boltzmann do modelo estatistico dados por a(A) = (1-X)(2—)), b(X) =
AME=N), e\ = (E=N), dA) =2-2X, a(d) =2+3A-22 e(\) = A, f(\) = -2+ A2

2 2
Cumpre notar que aqui também temos regularidade no ponto A = 0. A cadeia quantica
associada pode ser escrita na forma

d . (T
osp(2]1) - _ S\
" " (am))

A=0

I
M) =

1

loa

2
[ -y (C;Hacjo +clyCii1o — gSgH(U)(CjaCjHa +chel,)

<.
Il

1~ = ) 8
(njo + nj+1a)> + gSj - Sjy1 — G Z(njonj+la’) — 3

oo’

|
w| ot

(1.3.23)

sendo os operadores aqui envolvidos como no modelo t-J.

1.4 Ansatz de Bethe algébrico

No trabalho seminal [12|, Bethe pavimentou um caminho para a diagonaliza¢ao das

cadeias de spin como (1.2.22), precedendo a solucao das cadeias quanticas ditas integraveis.
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Atualmente, o método de Bethe é conhecido por ansatz de Bethe coordenada. Neste,
propomos que as “amplitudes de trés ou mais particulas” possam ser fatorizadas em termos
das amplitudes de espalhamento de duas particulas. Resulta deste método que os auto-
valores e as auto-fungoes da cadeia quantica ficam determinadas uma vez resolvido um
sistema de equacoes transcendentais para os momentos das particulas, equacoes estas que
denominamos equagoes de Bethe.

Nesta secao, nos esbocaremos outra formulacao do ansatz de Bethe, que é o chamado
ansatz de Bethe algébrico (ABA), ou método do espalhamento inverso quantico[22]. Fa-
remos isto para os modelos invariantes pela algebra su(l) com a finalidade de mostrar a
viabilidade de diagonalizacao dos modelos apresentados anteriormente.

Iniciemos com caso mais simples, o su(2). A matriz de monodromia pode ser escrita

na forma
[0 0 0 0| | 1o ol |o o] ]
) 0 b c 0 0 b c 0 A(N) B(\)
Ti=|Lt 42 L 1o R . (1.4.1)
0 ¢l [bo0 0 c| [bo0 C(\) DO
0 0 0 a 0 0 0 a
L L lr L drda L L 41 L d1da

sendo a(\) = 1+ A, b(A) = A, ¢(\) = 1. Desejamos obter os auto-estados de 2T()\) =
A(N) + D()N). Veja que

1 0
a(A) c(A)
1 0f 1
2L a; = J =271, (1.4.2)
0 1
J 0 b(A)
0l
- S j_

¢ uma matriz triangular superior. A triangularidade local implica na triangularidade

global, de modo que a parte diagonal de T4 sobre o estado |¥g) = Hle [(1)] ~ pode ser
j

facilmente obtida. Temos A(A)|¥o) = a(N)|Ty) e D(N)|¥y) = 6(N)|Py), sendo a(\) =

al(N\) e 5(N) = bE(N). Logo |¥) é um auto-estado da matriz de transferéncia, pois
“T(N)[Wo) = (a(A) +3(N)) | W). (1.4.3)

Desejamos encontrar outros auto-estados na mesma perspectiva do problema do oscilador

harmonico. Consideremos |W) como estado de referéncia (niao necessariamente o estado
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fundamental), no qual atuaremos o operador de “criagao”. Vemos que A e D participam
da equacao de auto-valor. O operador C' aniquila o estado de referéncia. Propoe-se que o

operador B atue como operador de criagao. Temos o ansatz

(WAL, .5 A)) = B(A\,) ... B(A)| W), (1.4.4)
(AN + DONTO, - A)) = AT O A)). (1.45)
Para que possamos proceder com esta proposta, é necessario que saibamos relagoes algé-

bricas que permitam calcular (1.4.5). A relacao fundamental (1.2.2) prové as seguintes

relacoes

=
>

|
=
=
=
!
>

I

=

(A= 1) BN A1) — (A — ) B(1) A(A),
(k= A)BA)D () — e = A)B(r)D(N), (1.4.6)

=
=
|
=
S
=
g
=
I
Q

que nos permite passar os operadores A e D pelo operador B. Com a aplicacao sucessiva

de (1.4.6) podemos obter facilmente que

A = a0 [T 530 =S et g T 3y 9/

=N o =) 1 (A — Ar)
(1.4.7)
PO} = 600 TT 555100 = S a0u 5 =35 T e /)
- ) inﬁ (1.4.8)
onde denotamos
W) = [T, ), B/ = [T(Ay, . \2/ ).

Para que |¥(X)) seja, de fato, auto-estado de 2T°()), as contribuicdes em |¥(X/Ag))

devem se cancelar. Desta forma o ansatz de Bethe fornece

“r a(A — a(A = M\ ~
(X U(A 1.4.
TV ( DIt HbA Ak)|<>>, (149)
e os A;’s devem ser escolhidos tais que
)\k — b Aj — /\k)
E=1,... 1.4.1
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que resulta da imposicio que as contribuicoes proporcionais a |¥(X/Az)) se anulem e da
relacdo (1.2.12) devido & unitariedade. Estas sdo as chamadas equagoes de Bethe.

No caso su(l) também podemos obter o espectro pelo ansatz de Bethe. Todavia, existe
uma ideia adicional para resolver este problema. Basicamente, para diagonalizar a matriz
de transferéncia do su(l) se faz necesséario conhecer a solu¢ao do modelo su(l — 1), motivo
pelo qual o ansatz de Bethe neste caso adquire o adjetivo “Nested”(encadeado).

Para ver isto, olhemos para o caso su(3) e notemos que a algebra de Yang-Baxter

(1.2.2) fornece as seguintes relagoes,
a(A =B @ B(w) = B(u) ® BOWP 2L\ - p),
bl — NAN B (1) = alp = B () AN — el — N BV A(p),

b\ — ) DN @ B(p) = B(n)@ DOP LA - p) - cA— ) BO) © D (), (14.11)

sendo o permutador P € End[C?® C?] e que escrevemos a matriz de mondromia na forma

[la 0 0 0 0 0 0 0 of ]
0 0 c 0 0 00 0
0 0 b oo o [0 o
[0 ¢ o b 0 o] fo o o
SLaj=|]0 0 0 0 a 0 o0 o |,
0 0 0f oo b [0 ¢ o
0 0 ] o0 o [o o o
000 00 ¢ 0 b 0
[0 0 0of oo o [oo0 af ]
AN Bi(A) Ba(})
STa= *Lar... *Lar = |C1(\) Dii(\) Dip(\)] - (1.4.12)
C2(A) Daor(A)  Daa(N)
Também definimos
— Du(A) Dia(N)

B\ = |:B1(/\) BQ(A)} . Doy = . (1.4.13)

1
L o .
Reconhecendo que [Wo) = [];_, H constitui um estado de referéncia, obtemos os valores
ol .

j
esperados no pseudo-vacuo

Al¥o) = as(N)|[¥o),  Du|Wo) = 6a(N)|[¥o),  Dao| W) = 6a(N)|[¥o),  (1.4.14)
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sendo az(A) = af(A\) e 52(A) = bE(N). Além disso, vemos que os operadores C,, Dogs
com « # [ atuam como operadores de destruicao, motivo pelo qual propomos que os
operadores B, (A) atuem como criagdo. Levando-se em conta ambos os operadores de

criacao, devemos propor excitacoes na forma geral
‘\If(/\2)> =3 P, B (VD). By, (A2,) W) (1.4.15)

Em vistas das relagoes algébricas (1.4.11), os termos desejaveis, isto é, aqueles que re-
sultam na expressao do auto-valor e por conseguinte aparecem multiplicando o estado

)\I’()\E)> sao dados na forma

- = a(A? = )\) .
2 _ J 2
AN ‘xm )) = a2(A)JH1—b(A? = )\m PR (1.4.16)
% Ba <)\2) Bcrm (/\1271 ) M1 y-e057
DoV [T(A2)) = 65(N) LR VA el LV B NS DN S
2 jpoiy) = L2 B0 D0 g, R
(1.4.17)
sendo
T(N) =tra *Lamy(A—A2) ... 2Lar(A = A]). (1.4.18)

Contudo, para que

\I/()\_é)> seja auto-vetor de 3T = A + Dy; + Dy, devemos ter que F
seja auto-vetor de 2T, do que segue o problema auxiliar su(2). Notemos que, neste caso,
a matriz de transferéncia do problema auxiliar nao atua nos L sitios da rede, mas em
um espaco linear menor, isomorfo a ®;n:21 C?. Além disso, cumpre notar também que o
problema auxiliar corresponde a um problema heterogéneo, isto é, os pesos de Boltzmann
ao longo de uma linha sao todos diferentes. Isto apenas modifica ligeiramente a solucao

dada acima, uma vez que

2Lap(A—p1) *Lac(A\=7) *Lrc(u—7) = *Lrc(p—7) *Lac(A—7) *Lap(A—p), (1.4.19)

garante que a algebra de Yang-Baxter permanece a mesma. Por consequéncia, a tnica
modificacao que deve ser realizada se deve aos valores esperados sobre o estado de refe-
réncia, que agora passam a ser a1 () = [[72 a(A =A%) e 01(A) = [}, b(A — A7). Logo a

expressao do auto-valor fica

TN as(N)Ba(N) . 2T(A)  aa(N)Ba(N) ar(N)BLN)  ag(N)Bo(N)
O R T e +( A ),(1.4.20)
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sendo

Mi41 M1 mp a()\k . A)
() = [ ad =X, o) = [To =2 40 = 55—
j=1 j=1 j=1 "\"J
(1.4.21)
com 0 =mo < my <my <mg =L e\ =0 para todo j.
Para completar a solucao, basta agora coletar os termos indesejaveis e impor que seus
respectivos coeficientes se anulem, a fim de que obtenhamos as equacoes de Bethe. Ainda

que trabalhoso, este procedimento é factivel e resulta no sistema de equacoes

() _ o 7T G = ADAF = AF) g (s) Beei (s) _

Ok(AF) 0 k‘l(Al)g b(AF — Aé)a(Az? — A _slfi} Bi(s)0r_1(s) k=12
J#l
' (1.4.22)

Em geral, teremos a seguinte relacao de recorréncia entre os auto-valores, formando uma
sucessao de problemas auxiliares para solu¢ao do modelo su(l):

k

T aNB(N) TN o o (N)B()
YR NEV R s VD Dl oy (1429
e as equacgoes de Bethe ficam
lim —(8)05(8)0;1(5) i R (1.4.24)

s=AF j1(8)B11(8)05(s)

1.5 Matriz de Transferéncia Quantica

O ansatz de Bethe permite que obtenhamos o espectro da matriz de transferéncia do
modelo de vértices assim como do Hamiltoniano local pertecente a sua variedade integra-
vel. Contudo, existe uma diferenca no que toca o célculo das propriedades termodinamicas
do modelo de vértices e do modelo quantico. No primeiro, como apresentado na segao 1.1,
necessitamos apenas do maior auto-valor no limite termodinamico para obter a energia-
livre. J4 na cadeia quantica ainda resta o problema de somar os pesos estatistico de cada
auto-energia. E neste segundo caso que interessa elaborar.

A forma mais direta de calcular a energia-livre do modelo quantico é calcular todas
auto-energias para, entao, efetuar a soma da funcao de particao. Todavia, como estamos

interessados no limite termodinamico, é necessario conhecer a estrutura das raizes de
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Bethe para executar este empreendimento. Neste limite, uma grande parcela de solugoes
das equagoes de Bethe sao dadas por raizes que se aglomeram em padroes chamados
strings[28, 27]. E possivel definir densidades de n-strings e n-holes, das quais a energia-
livre se torna um funcional. A minimizacao deste funcional fornece a energia-livre do
modelo, o que requer a solu¢ao de um conjunto infinito de equacgoes integrais nao-lineares
acopladas.

Entre as possiveis criticas a este método podemos mencionar duas. A primeira se refere
ao proprio padrao de raizes que, em algumas situacoes, violam a estrutura de strings. A
segunda critica reside propriamente nas equagoes integrais nao-lineares resultantes. Sendo
elas em nimero infinito, se faz necessario realizar alguma truncagem para obter resulta-
dos numéricos. Assim sendo, mesmo que a hipotese de strings conduza a uma resposta
formalmente correta, a obtencao efetiva das quantidades termodinamicas ainda deixa a
desejar, uma vez que podemos incorrer em erro por efeito do processo de truncagem.

Para contornar estas dificuldades, Kliimper elaborou uma forma alternativa de calcular
a fungao de partigao das cadeias quéanticas integraveis[37]. Nesta formulacao alternativa,
obtém-se um conjunto finito equagoes integrais nao-lineares, tornando possivel obter as
propriedades termodinamicas numericamente.

Nesta secao, descrevemos o objeto central desta ultima formulacao. Como o Hamil-
toniano é obtido da derivada logaritmica da matriz de transferéncia, podemos escrever a

seguinte expansao para esta matriz
T(\) = ePHAHFOOT), (1.5.1)

Para obter o operador densidade e, vamos eliminar primeiramente a contribuicio de
ordem 0 na exponencial acima. Uma forma de fazer isto ¢ definindo uma nova matriz de

transferéncia 7' da seguinte forma,

T L
T(\) = stra [ [ £32(\) = stra [ [ £a(N), (1.5.2)
i=1 i=1

de modo que T'(\) possui a seguinte expansao

T(\) = e IPHAH+O(N?) (1.5.3)

Assim, podemos eliminar a contribuigao do momento ao formar o produto T'(A)T'()).

Utilizando \ = —%, os termos em O(A?) se tornam pequenos comparados ao termo O(\),
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Figura 1.2: Modelo de vértices heterogéneo obtido a partir do mapeamento de Trotter-

Suzuki. O destaque em vermelho é a matriz de transferéncia quantica.

quando o numero de Trotter N vai a infinito. Portanto, nés temos

_ R = N/2] _ .. —PBH B
75 —J\}l_r}r(l)oZNL = lim tr[(T(—T)T(—T)) /} = tre 7, T= N

N—oo

(1.5.4)

Agora a quantidade Zy; pode ser vista como uma funcao de particio de um modelo
de vértices heterogéneo, observe a Figura 1.2. O mapeamento da fungao de parti¢ao do
modelo quantico na funcao de particao de um modelo classico equivale & versao na rede
das integrais de trajetoria. Este ¢ o chamado mapeamento de Trotter-Suzuki|38, 39].

A diregao de transferéncia coluna a coluna é mais apropriada para o calculo (1.5.4),
uma vez que o maior auto-valor neste caso é nao degenerado. Portanto, definimos a matriz

de transferéncia quantica

[z

TQTM ([L’) = tI‘Q

T Comro(—7 + i) Lot (—ix — T)] , (1.5.5)
=1

com a inser¢ao apropriada do parametro espectral z, de modo a garantir a integrabilidade
[TTM (), T9TM (/)] = 0. Sendo assim, a (grande)fungao de particio pode ser escrita em

termos da matriz de transferéncia quantica como segue

Z = lim st [(TQTM(O))L], (1.5.6)

N—o0

de modo que se assumirmos que os limites termodinamico e do nimero de Trotter podem
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ser trocados[39], encontramos o potencial termodinamico

1 1
1
= —EéggmA%g%m, (1.5.8)

escrito apenas em termos do maior auto-valor.

Nao obstante, o procedimento apresentado aqui apenas possibilita o calculo das quan-
tidades termodinamicas a temperatura finita. Seria interessante, além disso, incluir as
interacoes com o campo externo e potencial quimico, por exemplo. Nos referiremos a
estes parametros sob nome de potenciais quimicos generalizados. Assumindo que exista
um potencial quimico generalizado para cada estado da base canonica local(“espécie”),
podemos escrever

Z = lim tr (T(—T)T(—T))N/Zeﬁz.?:{n“ij = tre PH-1N) (1.5.9)

N—oo

sendo Nj = Zle n;, 0 operador nimero total de “espécies” do tipo j, podendo j variar de
j=1,...,0l+r. O operador nj; fornece 1 se no estado em que atua existe uma “espécie”
do tipo j no sitio £ e 0 caso contrario. Como consequéncia, a matriz de transferéncia
quantica passa ser escrita como

N

2
TOT™M (1) = trg | e’ PIARYTLIE H Loi10(—T+ ix)ﬁgﬁfb(—ix —7)|. (1.5.10)
i=1

Esta modificagao para incluir potenciais quimicos generalizados sempre é possivel,

embora nem sempre a integrabilidade seja preservada. A matriz de monodromia quantica
. - r . .

sofre a modificacao TgTM — QQTC?TM, com Go = e’>i=1#"e A matriz G introduz

“tor¢ao”(twist) nas condigdes de contorno e, se ela satisfaz
[£,G®G] =0, (1.5.11)

entao a algebra de Yang-Baxter permanece a mesma, de modo que a integrabilidade é

preservada.
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Capitulo 2

Propriedades termodinamicas a

temperatura finita

Neste capitulo, vamos estudar as propriedades termodinamicas de modelos integraveis
invariantes por super-algebra através do método da matriz de transferéncia quantica. Para
isto, derivaremos um conjunto finito de equacgoes integrais nao-lineares para as chamadas
funcoes auxiliares.

Atualmente nao existe regra para a escolha destas fungoes, sendo necessério estudar
cada modelo caso a caso. Desta forma, estaremos especialmente interessados em descrever
o modelo invariante pela super-algebra su(2|1) com generalizagao de multi-cadeias[47], o
que nos remete ao modelo t-J com interacoes de mais longo alcance, e o modelo invariante
pela super-dlgebra osp(1]2)[48|.

Deixamos para o capitulo seguinte os iltimos avancos na definigao de funcoes auxiliares
para modelos invariantes pela algebra su(l), onde trabalhamos diretamente com o auto-

valor da matriz de transferéncia linha a linha.

2.1 su(llr)

Nesta secao temos por objetivo central estudar as propriedades termodinamicas de uma
cadeia quéantica integravel invariante pela super-algebra su(2|1). A termodinamica do
modelo descrito pelo Hamiltoniano (1.3.20) ja foi estudada em [40] na auséncia de campo

magnético, embora as equacoes integrais nao-lineares derivadas ja o contemplassem.
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Aqui, vamos estender os resultados de [40], ndo apenas explorando a presenca do
campo magnético, como também incluindo intera¢do de mais longo alcance|47|. Uma das
maneiras de se incluir estas interagoes é inserindo heterogeneidade na matriz de trans-
feréncia (1.3.17) pela modificacao dos parametros espectrais que a compoem. Conforme
visto na sec¢ao 1.4 isto nao destroi a integrabilidade, pois que a algebra de Yang-Baxter
permanece valida. Contudo, se faz necessario a existéncia de um ponto regular para de-
rivar o Hamiltoniano. Por isto, nesta construcao, os parametros de heterogeneidade sao
inseridos de modo a preservar a simetria por translacao ciclica por um nimero maior de
sitios, digamos, M |65, 46].

Em suma, podemos escrever a matriz de transferéncia da seguinte forma

M
t(\) = [[75(x:19). (2.1.1)
j=1
sendo 0y =0 e
T [m ) )
T\ =stra [ [ | T] Lai—vmsxibni) | Ti(X5i0) = T(A +16;-1;16).  (2.1.2)

i=1 | k=1
Tomando a derivada logaritmica da matriz de transferéncia acima, obteremos o Hamilto-

niano na forma geral

(G :——ltA‘ : 2.1.3
0 = S| (213
| M-l
= 372 ¢ TH(0)e (2.1.4)
q=0
sendo P o momento que governa a translacao ciclica por um sitio para direita, e
M [M—k
H1(0) = Z Z H Ltiinvi(100—n,100) | Largis1)—kt1,mi(10k—1,100) %
i=1 k=1 [ n=1
M-k
d . o
X ﬁﬁMi,M(i-&-l)—k—i-l()\ + 190,191;71) H £Mi,Mi+n(190719an) ) (2-1-5)
A=0 [ p=1
com a seguinte notagao[46]
Org = (Bosg: Oraqs - - Orr-149), 0=0.0, Oxras = O

O caso M =1 é o modelo t-J super-simétrico que ja haviamos comentado na secao

1.3 e que foi originalmente derivado em [66].
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O caso M = 2 também ja foi obtido em [67], embora as interag¢oes de mais longo alcance
fossem exibidas na base de Weyl. Em [47] nos escrevemos este mesmo Hamiltoniano

completamente em termos dos operadores fermidnicos c¢;;:
2L
HA () = —— 2R%I |+ %ht 1)746S; - Sj11 x S;
(6) = 5y g2y Do 20+ OPhighs & (217408 81 x Syat
j=1
i N = Np(j+2)r
(-1)40 Y (-1 <8p(j)p(j+1) Spig) T mppian (=Y puz))> , (2.1.6)
p{jj+1.j+2} T
sendo que a soma sobre p{j,j + 1,7 + 2} denota a soma sobre permutagoes ciclicas dos

indices j, j+ 1, j + 2 com sgn(p) a assinatura usual das permutagées. Ainda, nés temos

os analogos de-localizados da densidade de particulas e dos operadores de spin:

i
Mk = 7 Z C,TWCJ'T — C}Tcm, (2.1.7)

T

N
R T R L L L
Sjk_{sjk’sjmsjk}_ : Sk (o

2 72
o : — ot ;
25jk = 1(Cmcji - Cﬁcm)a QSjk = 1(Ck¢CjT - Cj¢CkT)7
Y| T T T
4s%, = i(eacjr — Cjpcrr — ¢ Cj + Cj Cr)).- (2.1.8)

Na expressao acima estamos negligenciando uma constante aditiva e um termo proporcio-
nal ao nimero de particulas, uma vez que os mesmos apenas afetam o zero de energia e o
potencial quimico, ambos controlaveis pela escolha dos potenciais quimicos generalizados.
Notemos que neste modelo os niimeros das “espécies” dos trés tipos sao conservados.

O mapeamento de Trotter-Suzuki para o modelo (2.1.6) segue de modo semelhante ao
que apresentamos na secao 1.5. Identificando a célula fundamental na matriz de transfe-

réncia t(\), teremos a seguinte matriz ¢(\)

M
() = [[ T\ 10) = £(A) = e MPHAMHEOOT, (2.1.9)
j=1
sendo
— — 2 ]Q — — — —
T(\i0) =stra [T |T] L0004 varan@Orr+ M) | |, Ti(0i6) = T(A —i6;_4,16),
i=1 | k=1
(2.1.10)
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Figura 2.1: Mapeamento de Trotter-Suzuki para a generalizacao de multi-cadeias com
M=2. O detalhe em vermelho enfatiza as duas matrizes de transferéncia quantica. Aqui

w = i6 e o tamanho da rede é M L por M N.

e por conseguinte podemos definir a matriz de transferéncia quantica

N

tQTM( _ trQ [gQ H

=1

HﬁM 2%i— +]Q< T—Fle] 1, — )] X

Hﬁj\tfgm 1 +JQ i$a7+19j_1)] ] (2.1.11)

Para estes modelos com interagoes de mais longo alcance, a energia-livre é obtida a partir

do maior auto-valor da matriz de transferéncia quantica segundo a seguinte expressao

f=—=lim —ZlnAQTM 1), (2.1.12)

max

veja a Figura 2.1.

Atualmente a melhor forma de calcular o maior auto-valor é obtendo um conjunto
de equagoes integrais nao-lineares do tipo formulado por Kliimper|36, 37]. As equagoes
integrais finais possuem um nimero finito de incognitas, as chamadas fungoes auxiliares,
0 que constitui uma grande vantagem comparado ao método mais tradicional, o ansatz de
Bethe termodinamico(TBA)[21, 28, 27]. Formular as equagdes integrais nao-lineares do
tipo Kliimper para todos os modelos invariantes pela adlgebra su(l|r) constitui um grande
problema atual, uma vez que nao existe regra para a definicao das chamadas funcoes

auxiliares. Mais precisamente, obtemos o auto-valor de (2.1.11) através do ansatz de
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Bethe nested|[68],

+r mj—1 —1\ mj - g .
ae, (ix —iz] ") v ac (iz] — ix)
A (@) = 3 N(e). Ayla) = eMiX () [ e T )
]Z:; g b(iz — izl ) g b(ix, — ix)
(2.1.13)
N
M 2
X(z) = | o(=7 +i(x + O6_1)b(—7 — i(z + 1)) | (2.1.14)
k=1
sendo a.(r) = 7%, b(v) = 155 e ¢; = (=1)” com p; = 0, 1 a graduagao do estado j.
Além disso, 29 = —iT — en’lod(k—l,M) e :E;jr it — emod(k—l,M)' As equacoes de Bethe
B, m] 1 aeJ izl — 190{C 1) . ) ' ' ‘
¢ H blizt—izy ') : b(ll’i B i!L‘i)a€ j+1 (ll‘i B IZL‘?C)
M1 Ge (lwkilfizj) = o]l a, (iz] —ixj;b(ixj —iz]) (21.15)
e/B/'LJ+1 H ]+ JI)J(:IIJ-F—_H;J) ;;;}n €; k T r k
comj=1,....,.n+m—1er=1,...,m;, implicam em residuo nulo para os polos em xi

Desta forma, as equagoes de Bethe sao vinculos necessarios para garantir analiticidade
do auto-valor nos polos associados as raizes de Bethe. A ideia é definir um conjunto
de funcgoes auxiliares as quais, pelo uso desta propriedade de analiticidade, resultam nas
equacoes integrais nao-lineares que codificam as equagoes de Bethe. Aqui comega nosso

estudo de caso.

2.1.1  su(2|1)

Geralmente, para definir as fun¢oes auxiliares, utilizamos as func¢oes \;(z) do ansatz
de Bethe como blocos de construcao. Em termos destes, as funcoes auxiliares para a
generalizacao de multi-cadeias podem ser escolhidas como sendo as mesmas do caso de
cadeia simples[40]. No entanto, n6s achamos conveniente executar uma transformagao
de particula-buraco na fungao ¢(x) a fim de obter equagoes que podem ser diretamente

conectadas com o caso su(2) no limite g — co. Desta forma, as fungoes auxiliares ficam

() = Mz + ) i Dy (x— 5P (z+ Ha(r+3)
Mo +3) + X3z +35) e +efs Oy (x4 5)gg(z + )z — 3)
b(z) = As(z — ) s Dy (x— )P (v + g — )
A —3) +Xa(e—3) e +el o (v—)gf(r—3)a(r+3)
() = Ao (2)(A1(x) + Aa(x) + A3(x)) _ Bl p (7). (2.1.16)
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sendo qo(x) = P4 (x) = [Hj\il (x+0,1+i1)| , q2(@) = [[12i(z — :L‘;’Z), g(x) =
7 mh
O (r) = Hj‘il (x+6;_1 — 17)} e qf o(x) = [[25 (x — x?m) contém as raizes de Bethe

do tipo buraco, fornecendo uma propriedade de fatorizacao na forma

Aj(@) + Ajya ()
eBri + eBrjt

q;l(m) <5€j,6j+1 + 561',—67'4_1 .Cb’(CU + iej))
¢j-1(2)gj+1()

(2.1.17)

= X(z)

Ainda aqui, estamos escolhendo os potenciais quimicos generalizados como p; = % + u,

o = — z;‘il Wli,l e [g = —% + 1 a fim de corresponder & grande funcao de particao do

modelo sob campo magnético externo.

MN

O maior auto-valor da QTM se encontra no setor m; = my = =5~. Para H =

0, as raizes de Bethe zj(z?) estao situadas sobre uma linha ligeiramente deformada,

acima(abaixo) do eixo real, sem cruzar a reta $(z) = 3(—3). Analogamente, as raizes
do tipo buraco z!(zh?) estao situadas sobre linhas ligeiramente deformadas em relagao

a S(2) = 1(—1) sem cruzar a reta S(z) = 3(—2). Podemos dizer que o papel dos
parametros ¢; é produzir deformacoes nas raizes de Bethe ao longo destas linhas, sem
destruir as faixas de analiticidade e nao-nulidade do caso da cadeia simples. Introduzir
campo magnético resulta em consideraveis deslocamentos verticais das raizes, embora estes
deslocamentos nao violem as hipoteses de analiticidade. Portanto, as funcoes auxiliares
(2.1.16) sao analiticas e ndo nulas em uma faixa contendo o eixo real, além de possuir
limite assintotico constante.

Também devemos mencionar que A(z), para o maior auto-valor, possui uma faixa
de analiticidade e nao-nulidade contendo o conjunto —% < Q(z) < % Isto permite
relacionar transformadas de Fourier de A(z) e A(z+1). Além disso, nés podemos calcular
a transformada de Fourier da derivada logaritmica das fun¢oes auxiliares, E(k), E(k’), e

¢(k), de modo a obter relagdes algébricas no espago k. Agora, uma observagao importante

é que as funcoes

Mz +3) O(z— 50 (z+ Pa(r +3)
Bla) =1+ ble) = 20 NS

2) z
. Az —3) 2u(z— )0 (24 3)p(@ - 3)
2) '

B(r) =1+b(z) = T Sy P

¢(z) =1+c¢(z) = efﬁ(uﬁus)(eﬁm + eﬁuz)(eﬁuz + eﬁus) q
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também possuem formas fatoradas em termos de qi2(x), ¢i'5(2) e A(x) com faixa de
analiticidade e nao-nulidade contendo o eixo real. Isto nos permite tomar a transformada
de Fourier da derivada logaritmica mais uma vez e encontrar outro conjunto de relagoes
algébricas. Em principio, as fungoes auxiliares de letra maiscula nao deveriam conter
informacao adicional quando comparadas as de letra miniscula. No entanto, no processo
de calculo da transformada de Fourier, n6s assumimos a analiticidade do auto-valor, o

~

que impde vinculos ndo triviais entre as funcdes b(k), E(k’), ¢(k), B(k), %(k‘), e ¢(k),

M kb1 . R .
6%%&%KW<Z:A{>+F®%%%w*ﬂM%®—K%W%L
b(k) = ~FK (k) (Z M) — FF(k)B(k) + F(K)B(k) — K(R)E(R)
¢(k) = A(k) = BF(k) ( ei;) + K (k) <%(k) + %(k)) +F(R)EE),  (2.1.19)
sendo K (k) = m, F(k) = ﬁ e nos ja executamos o limite N — oo. A igualdade

entre ¢(k) e A(k) era esperada, uma vez que a tinica diferenca entre ¢(z) e A(x) ¢ devido ao
limite assintotico. Transformando as equagoes (2.1.19) de volta ao espaco real e integrando

de —oo até x encontramos
Inb(r) = —BKp(x) + ﬁ% + F+InB(z) — FxInB(z +1i) — K * In€(z),
Inb(z) = —fKy(x) — 5% — FxInB(z —1i) + FxInB(z) — K * In¢(x),
Inc¢(z) = BFy(z) — Bi' + K * (InB(z) + InB(xz)) + F x In €(x), (2.1.20)

M T fe'e) ikx
sendo pt' = pi—pia, Ro(w) = 3; 20,0, R(z+0;-1), K(2) = gl F2) = [0 15gmdke f*
g=5 [0 f(t)g(z—t)dt. As equagdes (2.1.20) constituem um conjunto auto consistente
de equagoes integrais nao-lineares. Uma vez resolvidas estas equagoes, podemos encontrar

o maior auto-valor A(:v) ou, em virtude de (2.2.9), o potencial termodinamico

f = —N +eyg— —— ZK * ln% ] 1) + In %(—ej_1)> — FxIn Qf(—é’j_l), (2121)

o0 E] lelk’aj 1
%:_/ 1+w

a energia do estado fundamental no limite de semi-preenchimento(half-filling) e campo

sendo

dk,

magnético externo nulo.
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2.1.2  su(3)

O maior auto-valor neste caso também se encontra no setor m; = my = @ A

principio, poderiamos pensar em utilizar as mesmas fungoes auxiliares do caso su(2|1) para
o modelo (1.3.19). Entretanto, as fun¢des ¢i'5(x) possuem propriedades de analiticidade
diferentes do caso precedente. A equacdo (2.1.17), que de certo modo define as raizes
do tipo buraco, indica que o grau dos polinomios qf2(x) deixa de ser @ e passa a ser
M N. Mais especificamente, esta duplicacao no niimero de raizes é tal que as duas fungoes
possuem zeros proximos aos eixos (z) = +i. No caso precedente, o fato destas fungoes
possuirem raizes totalmente acima de (z) = i ou totalmente abaixo de $(z) = —i
implicava que uma ou outra fun¢ao nao contribuia na transformada de Fourier para k£ > 0
ou k < 0. Logo o numero de funcoes auxiliares propostas era suficiente para formar uma
conjunto auto-consistente de equagoes integrais nao-lineares. Visto que isto nao é mais
possivel, faz-se necessario complementar o conjunto de funcoes auxiliares precedentes.

O conjunto de funcoes auxiliares para o caso su(3) foi obtido em [41]. A ideia foi a
de utilizar fusdo anti-simétrical69| para obter a representacao conjugada do modelo su(3)
no espago quantico. A integrabilidade é garantida mais uma vez, devido & equacao de
Yang-Baxter, resultando na mesma equacao de Bethe da representacao fundamental. O
auto-valor da nova matriz de transferéncia quantica é escrito em termos de produtos dos
A;(z), como é tipico no processo de fusao[41].

A(a) = Male = Do+ 2) 4 Ml = Dyl b5+ dolr = DNyla ), (2122

Nesta fusao, a matriz de transferéncia fundida possui a mesma dimensao que a matriz de

transferéncia original. Logo podemos pensar na seguinte atribuicao

X(r) 1= Mol — DNala2), A5(x) = Mala— Dhy(at 1), Xie) = Ale— D)+ 2),
(2.1.23)

e propor fungdes auxiliares idénticas a (2.1.16), utilizando os blocos Aj(x). As funcoes
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auxiliares ficam

(w4 )P (r—Ha(@+ )

bi(z) = ' | ’
1<$> eﬂp,g + eﬁIJJ3 @4_(1‘ + %)qg(x + %)
oo — s D (x4 5Py (x — L)gp(z — 3)
2 eBu1 | eBue b (x— %)Q?(x - %> |
balz) eBbtm2—ps) Oy (x —1)P_(x +1)g2(x + 2i)
l’ =
3 eBur | eBu2 D_(z + 2i)q} () ’
) — LT B = )2 4 (e — 20
I‘ pr—
4 eBhz 4 oBus P (z — 21)¢h () ’

b (:L‘) — ePluitps—u2) QI(x + i)q2<x _ i)
5 A@)q(z =gz +1)
Dy (z—3)P (v +5)q(r — Fgple + %)

) = e2bh2 :
b() Mo a1

(2.1.24)

Ac(z)X (xff)X(H )
Oy (z—5)0—(z+5)

sendo A"(z) = . A forma produto das funcgoes B;(x) = 1+ bj(x) por

sua vez fica

A +5) O(e— DO (v 4+ Pau(a +1)
B (z) = oBuz | oPus O, (x+ %) Gz + %) ’
B A(x—%) d_(z+ ) +(z _5) 2(7 — %)
%Q(x) - ebu + eBu2 CD_(ZL‘ — 5)(]1 (ZL‘ %) ’
Az +3) g2(z +1)
B () = ebus (P 4 ebr2) & _(z + 2i)qh(z)’
A - @iz —1i)
Ba(e) = 5a (&P + ePis) O (z — 2i)gh(z)’
By (1 ) ai(1)g5(v)
5 ePr2 \(z) O, (z— i)q)* T+ i>91(w —i)ga(w +1)°

%G(I) — (eﬁ‘“ + eﬂug)(eﬁuz + eﬂm’)/\n(x)ql (x - l)q2(g; - i)‘

Assim como no caso su(2|1), os auto-valores A(x) e A™(x) sao analiticos e ndo nulos em um
dominio que contém a faixa —3 < S(z) < 3. Os zeros das fungdes ¢1(z)(g2(2)), as raizes
de Bethe, também se localizam sobre uma linha ligeiramente deformada, acima(abaixo)

do eixo real, sem cruzar as retas 3(z) = i(—3). Desta forma, nés podemos tomar a

2\ 2
transformada de Fourier da derivada logaritmica e obter vinculos nao trivias entre as
fungoes auxiliares no espaco k. Apo6s tomar o limite no nimero de Trotter, transformar

de volta ao espaco real e integrar de —oo até x obtemos o seguinte conjunto de equacoes
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integrais nao-lineares

In by (x) —Bdie(z) + BH In B4 (x)
In by () —Bdyo(x) — BH In By (x)
In b3(x) _ —Bdayg(x) + SH K In B3 (z) | (2.1.26)
Inby(x) —Bdsg(x) — BH InBy(x)
In b;(z) —Bdag(x) InB5(z)
In bg(x) —Bdy () InBg(x)
sendo
Ko(z) Ki(z) Ks(z) Ki(z) Ki(z) Ki(z)
Ka(z) Ko(r) Ks(x) Ki(x) Ks(z) Ki(z)
K(z) = Ks(z) Ki(z) Ko(z) Ki(x) Ki(z) Ks() | (2.1.27)
Ks(z) Kj(x) Ki(z) Ko(z) Ks(z) Ks(z)
Ks(x) Ks(x) Ky(z) Ki(z) Ko(z) Ke(z)
Ka(z) Ki(z) Ks(z) Ki(z) Ke(z) Ko(z)
27 cosh(%F 27 sinh (%5 oo 1
di(x) = \/gTh((WSx))’ dy(z) = \/gTh((ng))? Ky(z) = /oo e"“vmdx,

3\k\

00 ek —ky 2 o0 5+

. +e 2 we €F te2

_ ikx K — _ 1kcc—
Ki(w) = /me o remin K /ooe T+ o 1 o2l

3]k —3k

Ky(x) = — / " e, Ky(r) = — / T _dg,

3\kl

~ 1 + elkl 4 2IK| e 1 + elkl 4 g2I#|
* ot * 20 by
_ ikx —
Ks(x) = /_ooe T o +e2lk|d$’ Kg(x) /_Ooe [ oH 1 o2 dz.
(2.1.28)

A partir da solu¢ao destas equagdes, obtemos a energia-livre do modelo (1.3.19) por
=€) — —— ( Z d1 * ln% j 1) + d1 x In %2(_9j—1) + d2 * 111%3(-‘9]‘_1)

+ dg * In %4(_9j—1) + d2 x In %5(—9]‘_1) -+ dl * In %6(_0j—1)>7 (2129)

sendo ey a energia do estado fundamental por sitio a campo nulo

M kg, 2
/oo 1 + e\k\ E :j:l elk‘ej—l
60 = —
Kk 2(k
—oo L+ elfl e

M
Note que no caso especifico do modelo (1.3.19) devemos fazer M = 1.

dk. (2.1.30)
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2.1.3 Diagrama de fases su(2|1)

No6s podemos resolver as equagoes integrais por iteracao, sendo as convolucoes calcu-
ladas no espago de Fourier pelo algoritmo da transformanda rapida de Fourier. Desta
forma é possivel calcular o potencial termodinamico como funcao da temperatura, do
campo magnético e do potencial quimico.

Um outro procedimento, igualmente importante, permite evitarmos o calculo de de-
rivadas numéricas na determinacao das quantidades fisicas como a entropia e o calor
especifico. Para tanto, derivamos diretamente as equacoes integrais, derivadas estas que
resultam nas quantidades termodinamicas que desejamos quando aplicadas ao préprio po-
tencial termodinamico. O vinculo entre as fungoes auxiliares “maitsculas” e “mintsculas”

passa a ser

0, log ads 1
Oy log A = %OT log a, 9% log A = % (83 sloga — Ogil oga) . (2.1.31)

sendo r(s) qualquer variavel entre T', y1 or H e a(A) as fun¢oes auxiliares.

Com a expressao acima, todas as derivadas do potencial termodinamico até segunda
ordem podem ser obtidas. Entretanto, nos gostariamos de eliminar g em favor de n,
a densidade de particulas. Isto pode ser feito através do método de Newton. Como a
compressibilidade Ky = (g—Z)HT esta a nossa disposicao, noés podemos fixar a densidade
de particula desejada e encont7rar o potencial quimico correspondente, dentro de uma
precisao estipulada. Portanto, nés podemos estudar as propriedades termodinamicas como
funcao den, T e H.

Nosso interesse é descrever o diagrama tridimensional n — 6 — H do modelo (2.1.6).
Para tanto, nos analisamos a entropia a temperatura baixa, mas nao nula. Em virtude
das leis fundamentais da termodinamica a entropia se anula em 7" = 0. Entretanto, a
temperatura pequena, mas finita, a entropia nao é nula e se acumula nas proximidades
das transigoes de fase quantica[70]. Embora o valor absoluto da entropia seja pequeno,
n6s podemos utiliza-lo para tragar o diagrama de fases, tanto mais porque os picos de
entropia se tornam pronunciados quanto mais aproximamos da transicao de fase.

Iniciemos descrevendo dois limites especiais, o plano H — 6 a n = 1 que é o modelo de
Heisenberg com interac¢oes competitivas[46| e o plano n — H a 6 = 0 que é o modelo t-J

usual[40].
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Fase Spin Carga

1 antiferro comensuravel metal comensuravel
1I antiferro comensuravel | metal incomensurével
II1 antiferro comensuravel isolante

IV | antiferro incomensuravel | metal comensuravel

Vv antiferro incomensuréavel | metal incomensuréavel

VI | antiferro incomensurével isolante

VII ferro metal comensuravel
VIII ferro metal incomensuravel
IX ferro isolante

X densidade nula densidade nula

Tabela 2.1: Classificacao das fases

O primeiro caso ¢ mostrado na Figura 2.2a e se refere ao limite y© — oo. Este caso
foi considerado primeiramente em |65, 71| e consiste em uma fase isolante com trés tipos
diferentes de ordenamento magnético, sendo estes o ordenamento antiferromagnético co-
mensuravel 111, antiferromagnético incomensuravel IV e ferromagnético IX. A solucao das
equagoes integrais nao-lineares se mostrou uma valiosa ferramenta para determinar este
diagrama de fases|46]. Além disso, as func¢oes auxiliares estao intimamente relacionadas as
chamadas “dressed-energy function” (energia vestida) no limite 7" — 0[40]. Desta forma,
as proprias funcoes auxiliares, solugoes das equacoes integrais, nos oferecem informacoes
adicionais sobre a natureza das transigoes de fase|72|, veja o apéndice B.

E interessante notar que as equacoes integrais acima (2.1.20) definidas por meio de
uma transformacao de particula-buraco na funcao ¢ possuem a vantagem, em relacao as
equagoes usuais para o modelo t-J[40], de que o limite n — 1 é obtido naturalmente. Isto
ocorre porque a funcao modificada ¢ se comporta como e P neste limite e, portanto, as
convolugoes contendo In € se anulam, resultando nas equagoes do modelo de Heisenberg
com interagoes competitivas[46].

Em |71] foi investigado minuciosamente o diagrama de fases do limite de semi-preenchimento,

Figura 2.2a). Explorando a invaridncia conforme e calculando corre¢oes de tamanho fi-
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Figura 2.2: Diagrama de fases obtido a partir do perfil de entropia a 7" = 0.005: a) limite

de semi-preenchimento (n — 1) b) limite cadeia simples (6 — 0).

nito, foi possivel mostrar uma descontinuidade no expoente critico associado ao decai-
mento algébrico da fungao de correlagao entre spins, quando do cruzamento da linha que
separa as fases III e VI. Infelizmente, mesmo com esta evidéncia de uma transi¢ao do tipo
comensuravel-incomensuravel, a linha de transicao s6 pode ser calculada numericamente.
Por outro lado, a linha de transicao separando a fase ferromagnética das demais pode ser
calculada exatamente|[71]. Em virtude da simetria de translagao por dois sitios, podemos
propor duas excitacoes na forma de onda de spin com momento p = %(mod 7), uma
para os sitios pares e outra para os sitios impares. Portanto, para cada valor de momento

havera um modulo de dois estados para o Hamiltoniano no setor com um spin para baixo.

Diagonalizar o Hamiltoniano neste subespaco fornece a dispersao dos magnons na forma

(p) = 1o (—2 + 6*(cos2p — 1) £ \/92 sin? 2p + 4 cos? p) , (2.1.32)

cujo grafico apresentamos na Figura 2.3. Isto é suficiente para caracterizar esta linha de
transicao, pois que em um campo magnético ligeiramente menor que o valor critico, o
estado ferromagnético se torna instavel em relagao a criacao destes magnons e, portanto,
0 campo magnético critico ¢ o minimo da relacao de dispersao, considerada nula a energia
do estado ferromagnético.

A relacao de dispersao sofre uma mudanca qualitativa ao variarmos o parametro 6,

consoante ao que ocorre com os “driving terms” das equacdes integrais acima. Para 6

V3 V3

3 3 existem dois

menor que o minimo ocorre em p = 0, enquanto para # maior que

minimos degenerados de momento p = £pg, refletindo uma quebra espontanea da simetria
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Figura 2.3: Relagdo de dispersao para ondas de spin/buraco: a) § = 0.2, b) § = \/?;7,, c)
0 = 0.95. A simetria de paridade é quebrada para 6 > \/?g As ondas de buraco criadas
sobre um “substrato” ferromagnético nao interagem, sendo possivel preencher o espectro
de excitacao de um buraco até a densidade nula. Isto permite estudar exatamente a

transicao comensuravel-incomensuravel entre fases ferromagneticamente ordenadas.

de paridade. Para ser mais claro, podemos formar combinacoes lineares destas duas ondas
de spin degeneradas de modo a obter auto-estados do operador de paridade com auto-
valores opostos 1. Podemos notar que a relacao de dispersao é quadratica ao longo de
toda a linha de transicao, exceto no ponto triplo onde a mesma se torna quartica.

O segundo limite especial § — 0 é mostrado na Figura 2.2b. Neste limite nés temos
o modelo t-J usual, que é uma cadeia simples sem termos de trés corpos que quebrem
explicitamente a reversdo temporal. Este caso foi primeiramente estudado em [40| onde
as propriedades termodinamicas foram calculadas a campo magnético nulo. Variando
o campo magnético externo e a densidade de particulas, nés mostramos que o modelo
possui quatro fases diferentes, I, ITI, VII, IX e uma fase adicional trivial X (densidade nula
n — 0). Nao ha transi¢oes do tipo comensuravel-incomensuravel aqui. As fases I e VII
sao ambas metalicas! (liquidos de Luttinger), diferindo uma da outra pelo comportamento
magnético. A fase I é antiferromagnética e sem gap, enquanto VII é ferromagnética com
gap para excitagoes de spin. As fases III e IX ja haviam aparecido no limite anterior.
Estas sao as analogas isolantes de I e VII.

O comportamento das fungoes de correlacao no estado fundamental, e para grandes

! Neste trabalho propomos que todas as fases sem gap para as excitacdes de carga sdo metalicas, embora
ainda se faz necessério estudar fungoes de correlacao de quatro pontos para ratificar tal afirmagdo. No

entanto, tal estudo esta além dos métodos utilizados neste trabalho.
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comprimentos de onda, foi calculado a partir das correcoes de tamanho finito sobre o
espectro|73], enquanto as equagdes integrais nao-lineares descrevendo a termodinamica
a temperaturas finitas foram apresentadas em [40]. Ambos os resultados confirmaram
caracteristicas do liquido de Luttinger da fase I. Por exemplo, o cilculo da funcao de
Green eletronica (tempos iguais), a campo magnético e temperatura zero, fornece uma
distribuigdo de momento com uma singularidade algébrica no momento de Fermi (n,) =
(npp) —c|p — pr|"sgn(p—pr), onde n diminui monotonicamente de % até 0, na medida que
saimos do limite de semi-preenchimento e vamos para densidade nula. Entretanto, ambas
as referéncias ndo estudaram completamente o diagrama de fases (Figure 2.2b), uma vez
que os campos magnéticos e as densidades nao foram apropriadamente escolhidos de forma
adentrar a fase VII. Pelo fato de que a fase VII é adjacente a fase IX, devemos ter um
liquido de Luttinger com graus de liberdade de spin “congelados” (veja a discussao abaixo).
Isto se deve ao fato do campo magnético ja ser suficientemente forte para ordenar o sistema
em um estado ferromagnético, tal como poderia ser observado do perfil de magnetizagao.

Com o objetivo de melhor descrever o diagrama de fases de (2.1.6), nos escolhemos
mostrar quatro se¢oes de campo constante do diagrama tridimensional com valores H = 0,
H =0.25 H =30, H=4.5. Podemos ver dos diagramas das Figuras 2.2a e 2.2b que
estas quatro segoes devem incorporar todas as fases possiveis.

Em H = 0, Figura 2.4a, n6s temos um liquido de spin antiferromagnético. Chamamos
a atencao ao fato de que nao existe transicao comensuravel-incomensurével estritamente
em n = 1, uma vez que o comportamento magnético apenas se modifica na presenca de
campo externo e que o grau de liberdade de carga se encontra congelado no limite de semi-
preenchimento. Portanto, a linha de transicao separando as fases I e II é do tipo carga
e é aberta em n = 1. A fase I foi descrita acima como uma fase metéalica comensuravel
antiferromagnética comensuravel[40]. A fase II é metalica incomensuravel antiferromag-
nética comensuravel, uma vez que a transicao de spin comensuravel-incomensuravel pode
ocorrer apenas na presenca de campo magnético externo, Figura 2.2a. A distin¢ao acima
entre as fases [ e II também esta de acordo com o comportamento qualitativo das fungoes
auxiliares, Figuras B.1 e B.2 no apéndice B.

Para H = 4.5, Figura 2.4b, devemos ter ordenamento magnético ferromagnético em

todo plano n — 6. Isto se deve ao fato de que as varias interagoes competindo com o orde-
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Figura 2.4: Diagrama de fases obtido a partir do perfil de entropia a 7= 0.005: a) H =0
eb) H=405.

namento ferromagnético podem contribuir apenas quando existem particulas populando
a cadeia. Portanto, tais interacoes exercem sua completa influéncia no limite de semi-
preenchimento. Desde que neste limite campos magnéticos maiores que 4 ja sao suficientes
para promover o ordenamento ferromagnético, o mesmo seréd verdade para qualquer densi-
dade de particula. Pelas mesmas razoes do caso de campo nulo, nao pode haver transicoes
do tipo comensuravel-incomensuravel no limite de semi-preenchimento. Portanto, a linha
separando as fases VII e VIII é do tipo carga e termina com ponto aberto em n = 1. As
fases VII e IX foram descritas como metal comensuravel, ferromagnética comensuravel e
isolante ferromagnética, respectivamente. A fase VIII é a fase metalica incomensuravel
ferromagnética.

Semelhantemente as ondas de spin propostas para descrever a linha de transicao se-
parando o estado ferromagnético na Figura 2.2a, podemos propor ondas de buraco para
descrever a linha de transicao separando a fase isolante na Figura 2.4b. A relacao de
dispersao para a excitagdo de um buraco também é dada por (2.1.32). Desta analise,
poderiamos calcular o potencial quimico critico que leva ao limite de semi-preenchimento.
Entretanto, existe uma diferenca significativa entre as ondas de buraco e as ondas de spin
que foram descritas anteriormente. Para ondas de buraco, as excitagoes com mais buracos
podem ser facilmente calculadas, uma vez que estas ondas nao interagem se o “substrato”
em que sao formadas tiver ordenamento ferromagnético. Isto também pode ser visto das

equagoes do ansatz de Bethe para a matriz de transferéncia linha a linha
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{a+(ki)a+(ki - i9)]L I e = AL = A ﬁ b(A; — A)

b(AND(AL —i6) o bAL — Aas (A, = A7) | 13 am(AF — AD)’
my 2 1 ma 2 2 2 2
o AT =) o (A = Aa— (A} — A2)

No setor m; = 2L— N, my = 0, o segundo conjunto de equacoes se torna trivial, enquanto
0 primeiro nao possui termos de espalhamento. Portanto, este conjunto de setores se asse-
melha aos férmions livres, sendo o principio de exclusao implementado pela desigualdade
das raizes do ansatz de Bethe. Além disso, o estado fundamental é obtido pelo preen-
chimento dos niveis mais baixos de energia da excitagao de um buraco. Desta forma, as
fases metéalicas da Figura 2.4b correspondem, na realidade, a um limite nao interagente
do Liquido de Luttinger, os férmions livres.

Esta propriedade nos permite determinar a linha de transicao remanescente na Figura
2.4b, que separa as fases VII e VIII. Para 6 maior que \/Tg’ podemos transitar da fase
comensuravel para a fase incomensurédvel variando a densidade de particulas. A linha
de transicao é obtida fixando o nivel de Fermi no maximo local da relacao de dispersao

(2.1.32), veja Figura 2.3. Seja h o nivel de Fermi coincidente com méximo local, entao a

equacao paramétrica da linha de transicao é dada por

arccos <74+7h+2h2 )
4 2—Tr4+h se —2<h<0
@,n)=| /- <1 - E)’ s (£222 , (2.1.34)
4t

5 se —3<h<-2

que estd em excelente acordo com os resultados numeéricos a temperatura finita (7' =
0.005) obtidos a partir das equagoes integrais ndo-lineares.

A simplicidade dos férmions livres também permite calculemos exatamente algumas
fungoes de correlagao a qualquer distancia. Por exemplo, consideremos a correlagao G(jo—

J1) = <Cj1TC}2¢> para ji e jo impares. No limite termodinamico encontramos

Glr) = > / " gyl / " (2.1.35)
xr)=— ————dp+ — ————dp, 1.
™ Jerp<pe 1+ 5(p) T Je-w<er 14+ 57 %(p)
+ _ 2 cos(p) s .. N .
sendo S*(p) = PRNPROY Ty Adicionalmente, vamos nos limitar a regiao em que
6 é menor que 1 e n maior que % Desta forma, nés podemos ignorar completamente o
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Figura 2.5: Diagrama de fases obtido pelo perfil de entropia a 7" = 0.005: a) H =3 e b)
H =0.25.

espectro mais energético E7(p), enquanto ainda podemos observar diferengas qualitativas

quando saimos de VII para VIII. Encontramos

% sin ppx na fase VII

R{G(x)} = , (2.1.36)
L sin((ppy — pp1)%) cos((pry + Pra)%) na fase VIII
sendo pp o tnico momento de Fermi positivo na fase comensuravel, enquanto pp; € pp,
sao os dois momentos de Fermi na fase incomensuravel. Como esperado, no limite termo-
dinamico pp, — pr, Na0 precisa ser comensuravel com pry + prq, exceto por um nimero
infinitamente contavel de valores de n. Portanto, o sistema estd em uma fase incomensu-
ravel flutuante (“floating”)[74|, e pode exibir oscilagoes moduladas sem periodo definido.
Em seguida, nés examinamos o caso H = 3, Figura 2.5a. Todas as fases neste di-
agrama ja foram descritas anteriormente. Neste grafico, além de exibirmos a evolugao
das linhas de transicao na medida que modificamos o campo magnético externo, existe
uma mudanca interessante associada a terminacao das linhas de transicao no limite de
semi-preenchimento. Aqui o ponto de transicao que separa as fases I, VII e VIII nao é
aberto como nos graficos anteriores. De I a VII, ou I até VIII através de n = 1, existe uma
transicao magnética passando de antiferromagnético comensuravel para ferromagnético.
Embora a linha decrescente, que marca a transicao de carga, seja aberta na referida termi-
nacao, a linha crescente, associada a transicao magnética, é fechada, em correspondéncia
com a Figura 2.2a.

O tultimo caso, H = 0.25, é apresentado na Figura 2.5b, que inclui duas novas fa-
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ses. Neste caso nos temos uma mistura de efeitos de spin e carga, portanto a situacao
é mais complicada. Nao existe uma descricao simples como antes. Entretanto, podemos
especular com bases nas funcoes auxiliares que a fases IV é metélica comensuravel anti-
ferromagnética incomensuréavel. Tal fase s6 existe porque ocorre um cruzamento entre as
linhas de transicao do tipo carga e do tipo spin. Em razao disso, a fase II se torna limitada,
dando lugar a outra fase ilimitada, V. Esta fase expressa incomensurabilidade de carga e
spin, sendo, portanto, a fase metalica incomensuravel antiferromagnética incomensuravel.

Como ja fora mencionado, associado a cada uma das dez fases existe um comporta-
mento das funcoes auxiliares qualitativamente diferentes. Nos mostramos isto no Apéndice
B, onde as funcoes auxiliares para alguns pontos tipicos de cada fase das Figuras 2.4 e
2.5 podem ser comparadas.

Em todos os diagramas apresentados aqui, nos escolhemos estudar as transicoes de
fase como funcdo de n ao invés de p. Todavia, nés podemos seguir [75] e considerar p
como voltagem externa. E um fato que, exatamente a T = 0, ndo é necessario tomar
1 — 00 para restituir o limite de semi-preenchimento. Comparando as equacoes integrais
ou observando o comportamento das fun¢oes auxiliares, ndés vemos que a condicao é que
In

TC se anule, ou equivalentemente, %‘ < 0. Portanto nés encontramos

K _
' =max | Fp(z) + lim — x (InBB)(z) |, (2.1.37)
T B—00 5

sendo B e B determinados das equacdes integrais nio-lineares no modelo de Heisenberg

com interagoes competitivas[46|. Para campo magnético e € nulos, nos obtemos p/ = 21In 2,

de acordo com |75]. Semelhantemente, o limite n — 0 requer que 22 e % se anule

B
para qualquer H, e % pode ser aproximado por % Portanto, nas fases triviais temos

1/ = —4. Seguindo os argumentos de [75], se iniciarmos com um valor fixo de s tal que
n = 1 para um dado 6, variando 6 podemos obter n < 1 se o novo 6 possui um valor
maior £(0) correspondendo a n = 1. Portanto, nos teriamos um aparecimento de “holons”
sem modificar a voltagem aplicada. Entretanto, como p é sempre negativo na auséncia de
campo magnético, nao podemos dizer que isto ¢ um ordenamento espontaneo de carga.
Transicoes de primeira ordem estao associadas, em termos de funcoes auxiliares, a pontos
de maximo com valor maior que o limite assintotico em x — co. Como podemos ver do
Inb Inc

apéndice B, nao existe solugoes com tal comportamento, seja para =5 ou 7(considerando
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o mar de Dirac invertido).
Esperamos que estes resultados possam ser tteis na descri¢ao de experimentos recentes

em sistemas quase unidimensionais; ver Conclusao.

2.2 osp(1]2)

Nesta secao nos derivamos as equacoes integrais nao-lineares que descrevem o maior
auto-valor da matriz de transferéncia quantica do modelo invariante pela super-algebra
osp(1]2). Investigamos a corre¢ao mais relevante a baixas temperaturas e determinamos

a carga central efetiva do modelo.

2.2.1 Equagoes integrais nao-lineares para o maior auto-valor a

temperatura finita

A matriz de transferéncia linha a linha é completamente invariante pela super-algebra,
j& que em sua definicao tomamos super produto tensoriais e super tracos. Por outro lado,
para calcular a funcao de particao de uma cadeia quantica Z = Tr [e’m{], devemos calcu-
lar um trago simples, o que naturalmente se traduz na definigao (1.5.10). A repercussao
disto no ansatz de Bethe é que devemos modificar os valores esperados dos operadores
diagonais da algebra de Yang-Baxter sobre o estado de referéncia. Além disso, nao existe
a alternancia de sinais devido ao super-traco. A expressao final para os auto-valores da

matriz de transferéncia quantica para o modelo invariante pela algebra osp(1]2) fica
g a(iz;
ACT™ () = (a(r +iz) f(T — ix) 2H -3

¥ H (iz — lx])f(ix —iz;) — *(ix — ix)

(b(1 + iz)b(T — ix)) b(ix — ix;) f(ix — iz;)

+(fr il — ) ] - DUEZ105) 3 0) 4 dalr) + (), (22.)

fiz —ix;)

sendo que as raizes de Bethe xj satisfazem o sistema nao linear de equagoes

b(r + i )b(r —izy) \ T T blizy, — iz;) f (izg — iz;) a(izy, — iz;)
( ) =11 a(izy,

a(T + ixg) f (T — ixg) — i) f(iwg — ixj) — e2(ixg — izy) b(ixg — iz;)’

j=1
j#k
(2.2.2)
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a, a, b, e, f como em (1.3.22). Aqui as equagoes de Bethe implicam em cancelamento
simultaneo dos polos de Ai(z) + Aa(x) e Aa(z) + A3(x), 0 que é uma consequéncia do

vinculo
i

4

(e = 7). (2.2.3)

Moz — 1) = Moz + .

A1 (x + 1
Isto difere da segao anterior, ji que para o modelo osp(1|2) o cancelamento de polos se
traduz nas equacoes de Bethe para um tipo de raiz apenas. Em outras palavras, nao
temos ansatz de Bethe nested.

No6s podemos definir o auto-valor

aruyy _ 2@ = PO -)Q+3) ¢ (@+ )R +)Qr — 5)
S (z) O, (z— DHQ(x) + o (z 1 Q) : (2.2.4)

cujos polos sobre as raizes de Bethe zj se tornam singularidades removiveis devido as

equacoes de Bethe. Além disso, esta funcao satisfaz uma relacao funcional hierdrquica da

qual podemos obter o auto-valor de interesse através do produto de S@T. Em outras

palavras, podemos introduzir uma espécie de sistema-Y

Oy (x— )P (2+ F)Qx — T)Q(z + F)AY M ()
o (e- DB e+ DQE+DRE—5F)

@ (= $)B (0 + 35T (@ + )SUV (@ — 1)
Dy(z—3)P (z+3)Q+ Q= —TF)

y(z) =

Y(z) =

(2.2.5)

com Y (z) =1+ y(z).

QTM n30 aparece na hierarquia de fusio

Todavia, devemos notar que o auto-valor S
[76] e parece mesmo contrastar com o que conhecemos da teoria de representacdo para
super-dlgebra osp(1]2). Quando a super-algebra osp(1|2) ndo possui deformagao quantica,
nao deveriamos esperar uma representagao de dimensao 2[77|. A possibilidade de definir a
matriz S como em (2.2.4) aponta a diregao oposta. Em vista disto, tomaremos o cuidado
de referir a relagao funcional Y (z) = 1 + y(x) apenas como uma hierarquia funcional e
nao como uma hierarquia de fusao até que maior esclarecimento seja obtido.

Podemos estudar as propriedades de analiticidade de ST e AQTM para transformar
as equagoes de Bethe em um sistema de equagoes integrais nao-lineares. As raizes de Bethe
associadas ao maior auto-valor aparecem em pares de complexo conjugados zf tiay, onde

xf, € o centro real e o, é a parte imaginaria. Para os nossos propositos, é suficiente saber

que a parte imaginaria destas raizes de Bethe é, em mo6dulo, menor que % Além disso,
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ambos auto-valores possuem uma faixa de analiticidade e nao nulidade (ANZ) contendo,
pelo menos, |3z| < 3.

Explorando a analogia entre o sistema-Y para descrever a termodinamica da represen-
tagao de spin-1 para o modelo invariante pela algebra su(2)[42, 45] e (2.2.5), utilizaremos

as seguintes funcoes auxiliares

b(z) = Ag(z + 1) O (D) (2410 (e D)Q + D)
A (z + i) + Xz + ) O (r+ %)(I)_(x + %)@Jr T+ i)SQTM(x) ;
TP (Gl I " e VL3 e VL G 0101 Gl
(=) + X —1)  Op(z— D)o (z - 3P (2 — )5 ()
_ Oy(z—HP (v+ QR+ Q@ — )
Ye(r) = y(@)  Op(z—)d_(z+ D)Q(z — 3)Q(x + J)ATM (z) (2.2.6)

sendo que nos realizamos transformacoes de particula-buraco em todas as fungoes em rela-
¢ao a [42, 45|, incluindo y(z), cuja funcao transformada correspondente é y.(z). Também

introduzimos as fungoes trivialmente relacionadas

B(z) = b(z) 4 1 = SHE DO+ AT @+ 5)

(2 + 1)U (2) ’
o g T B0 — DAY (@ — b
B(x) =0b(x)+1= (¢ =1)5() ,

SOTM (4 1)5QTM (5 _ 1)
Q(z — P)Qw + F)AM ()’

Resolvendo (2.2.7) para Q(z), ST (x) e A9TM(z) no espaco de Fourier, substituindo

Yo(z) = ye(x) + 1 =

(2.2.7)

o resultado em (2.2.6), transformando de volta ao espago real e integrando de —oo a z,

nés obtemos

log b(x) Fi(z)  Fy(x)  Fs(z) log B(x) dt'(z — )

i
logh(z) | = — |Fa(—2) Fi(z) Fs(—xz)| * |logB(z)| — B |dt'(z + 1) (2.2.8)
log y.(x) F3(—x) F3(x) Fy(x) log Y.(z) dt'(z)
sendo , , '
dt(.ﬁL‘) = _llog [e 2; ki ei - ilOg 273rz —° ji )
e 3 —es e 3 4+e 3
0 L]} ir ir ir ir
so 1+ eIkl — B " ide I+ 350G —3rGE - 5ra+3)
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Fy(z) = F(z) e Fj(z) = [*_e*F;(k)dk com

e
—00

k
3 _a—k —2k

Fy(k)=q ‘retme®

k

e? se k<0

l+ek—e3

Fg(kﬁ) = e_%Fl(k:) + GEFQ(I{?),

F4(l{3) = egF?)(k) + eigFg(—k) + 1.

dt(z — 8y — dt(z+ &
Note que ja tomamos o limite do namero de Trotter, isto é, dt'(z) = lim ( v) ( N).

N—oo _ 2B
N
Finalmente a energia-livre ¢ obtida da seguinte quantidade tomada em z = 0
1 QTM 1, i - i
f(z) = —BlogA (x) = e(x)—Edt ()| logB (= + 1 +1logB (z — 1 +logY.(z) ),
(2.2.9)
sendo que
d FE-ora-orE+ori+=
o) = —igtog [ L ] 2
dz g+ I+ 3)rGE -G -5)
fornece a energia do estado fundamental por sitio, e(0) = —3477%.

2.2.2 Calor especifico e carga central efetiva

Como descrito anteriormente, podemos resolver as equacoes integrais por iteracao,
utilizando a transformada réapida de Fourier para calcular as convolucoes. Para mostrar
a eficiéncia destas equagoes, calculamos o calor especifico (a potencial quimico constante)
e a suscetibilidade a campo nulo. Note que, a baixas temperaturas, o calor especifico se
comporta linearmente, evidenciando a auséncia de gap, o que se daria por um compor-
tamento exponencial. Mais do que isso, a linearidade indica nao apenas invariancia por
escala como também invariancia conforme.

A carga central da teoria de campos conforme associada pode ser extraida a partir da
correcao mais relevante de baixas temperaturas ao calor especifico nulo. Podemos encarar
esta carga central como a carga central verdadeira da teoria associada a regularizacao de
rede via matriz de transferéncia quantica, ou a carga central efetiva da teoria associada ao
Hamiltoniano (1.3.23) e, consequentemente, & matriz de transferéncia linha a linha. Isto
significa que a carga central do modelo, obtida diretamente das correcoes de tamanho finito

(T'=0), pode diferir da carga central efetiva obtida por corre¢oes de baixa temperatura
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Figura 2.6: No painel esquerdo n6s mostramos o calor especifico dividido pela temperatura
C/T (no detalhe mostramos C' vs. T'). No painel direito n6s mostramos a suscetibilidade
magnética como funcao da temperatura e no detalhe nos destacamos a existéncia de

correcoes logaritmicas.

(L = 00). Veremos que isto se da, de fato, para o modelo (1.3.23), invariante pela super-
algebra osp(1]|2). Para tanto, calcularemos agora a carga central efetiva, reservando o
calculo da carga central verdadeira para o proximo capitulo.

Se fizermos a mudanga de variaveis s = +(s' + % In 8), temos que corre¢ao da energia-

livre em relagao a energia do estado fundamental fica

(@) — efx) = —%{ /oo ACES i)z%ws') fdt (45 + i)l%(s’)ds’
5 1

+ / dt' (z — s — i)zzi#(s') dt (z+s — i)l%_(s’)ds’

3
s log 3

+ / dt', (x — Y (") + dt’_(z + s')lYC_(s')ds'}, (2.2.11)

—2 log B
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16% () := log b(+(z + % logB)), IB%(z) :=logB((x + % log 3)),

16%(z) := log b(+(z + % logB)), IB%(z) :=logB(&(x + % log ),

Iy () = logy((e + o Togf)),  IV*(x) = log ((z + - log ),

3 27T 2z
dt’ = dt’ —1 ~ 5 2.2.12

21

Por causa de aproximagao (2.2.12) encontramos

es BT (s)
1 2nx & 27s i —
_ ———— Q5 =3 |ee | - + d
f(x) —e(z) 528m(%){e /;Tlnﬁe e 1B+ (s) | ds+
1 1Y ™*(s)
t
es B~ (s
e E e 5| o 1B (s) ds}, (2.2.13)
7%111,6’
1 1Y ~=(s)
e as equagoes integrais ficam
16%(s) Fi(z) F(z) F) I5B*(s) o |et%
_ _ 2me” 3 -
B5(s) | == [ Be(=a) (o) Bi(-a)| * [IB5(s)| = gy [eFF | (2219)
3
lyz(s) Fy(—x) Fs(x)  Fi(z) IV(s) 1

Se construirmos as quantidades
t t

- IBE(s)| 16 (s)| 1B ()| |ib*(s)
Ay = /_W li_Bi(s) . l[_)ﬂ:'(s) — Z‘Bi/(s) . l[_li( )| ds, (2.2.15)
2 lYi(s) lyﬂ:’(s) lYil(S) lyi(s)

»

~—00

podemos mostrar que as contribuigoes do kernel em (2.2.14) se cancelam exatamente por

conta da simetria Fj;(x) = Fj;(—z). Desta forma, obtemos

3 2nz _oma
f(az:)—e(gv)%—Fzﬁ2 <e3A++e SA,):
B 3 cosh(33%)

1252 (L4 (0(00)) + Ly (b(c0)) + Ly (ye(0))) =

_ %(;% <2L+ (%) VL, <%)) ~(2.2.16)
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A fungao de di-log de Rogers satisfaz, entre outras, as seguintes relagoes funcionais|[81, 42]

71_2

Lo(v)+ Ly(1/v) = 5 (2.2.17)

1 - 1 2
oL, | = L = — 2.2.18
—i—(n>—+_JZ2 +<j2_1) 6’ ( )

de onde encontramos

cosh(%5%) 3
— ~o—— 37 — 2. =1 9
f(z) —e(z) B T =g =l (2.2.19)

2

sendo v, = 3

a velocidade do som|78].

Podemos ver que a carga central efetiva esta de pleno acordo com o resultado numérico,
ver Figura 2.6. Isto demonstra os predicados da formulacao das equacoes integrais aqui
derivadas, tanto no que diz respeito ao lado pratico de extrair valores numéricos, como
do ponto de vista analitico para obter resultados exatos.

Em [48] foi a primeira vez que este tipo de equagdes integrais foi derivado para modelos

osp(n|2m) invariantes. Esperamos que o nosso avango possa dar maior ensejo a futuros

estudos para modelos com este tipo de simetria.
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Capitulo 3

Correcoes de tamanho finito

Neste capitulo estaremos interessados em calcular corre¢oes de tamanho finito, o
que pode ser feito diretamente a partir da matriz de transferéncia linha a linha. Para
isto, utilizaremos a mesma metodologia aplicada no capitulo anterior, isto é, derivaremos
conjuntos finitos de equacdes integrais nao-lineares. E nesta linguagem que nos vamos
discorrer sobre os nossos recentes desenvolvimentos para derivacao das equacgoes integrais
dos modelos su(l) invariantes. Assim, nos evitamos quaisquer complica¢oes advindas do
mapeamento de Trotter-Suzuki para abarcar o problema na esséncia. Além disso, obtemos

a carga central do modelo osp(1]2) invariante apresentado no capitulo 1.

3.1 Em direcao a formulacao sistematica das equacoes
integrais nao-lineares para modelos su(l) invarian-
tes

A grande dificuldade de formular as equacoes integrais nao-lineares para um modelo
Yang-Baxter integravel estd na forma nao sistematica de fornecer as fungoes auxiliares
relevantes. Além disso, para um mesmo problema, pode haver mais de um conjunto de
funcoes auxiliares que resultam em um conjunto finito e completo de equacoes integrais
nao-lineares|72|. Neste contexto, é relevante encontrar uma forma “canénica” de se obter
um sistema de equacgoes e relaciona-lo aos demais.

Investigamos, aqui, uma proposta de fornecer as funcoes auxiliares de forma sistema-
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tica. As fun¢oes auxiliares sao definidas em termos do chamado fluxo de Béacklund|[79].
O fluxo de Béacklund consiste em conjunto de relacoes funcionais cuja consisténcia
resulta no sistema-77[34| para fusdo de matrizes de transferéncia. Assim, esta “tecnolo-
gia” sintetiza as relagoes funcionais da fusao bem como as relacoes entre as matrizes de
transferéncia que aparecem nos diferentes niveis do ansatz de Bethe nested.
No que segue, iremos nos restringir a matriz de transferéncia linha a linha de mode-
los invariantes pela algebra su(l). Particularmente, estamos interessados no espectro da

representacao fundamental cujos pesos de Boltzmann sao dados por

LN =P— %Id = T =tralar(A) ... La(N). (3.1.1)

Note que, por questoes de conveniéncia, modificamos ligeiramente a parametrizacao cor-
respondente a solugao (1.2.28).

Apesar de nosso interesse particular por esta matriz de transferéncia, sabemos que as

matrizes obtidas por fusao no espaco auxiliar pertencem a mesma familia de operado-

res comutantes. Assim sendo, o problema também envolve, naturalmente, o calculo do

espectro destas matrizes.

3.1.1 Linearizacao do sistema- T’

Com a escolha da parametrizacao anterior, existem dois pontos singulares para a matriz
L: em X\ = —2 resulta o projetor simétrico, enquanto em \ = 2 resulta o projetor anti-
simétrico. Disto resulta uma hierarquia de fusao entre matrizes de transferéncia com
diferentes representacoes no espaco auxiliar. Manipulando esta hirarquia, pode-se provar

por indugao o chamado sistema-7'[34]
T+ THA = 1) = T2 (VT () + TEH TS ), (312)

Aqui a e s denotam uma representacao que corresponde a um Young tableaux retangular
com a linhas e s colunas. Em outras palavras, a é o indice anti-simétrico e s o indice
simétrico. Nos espacos quanticos tomamos a representacao fundamental, equivalente a
a=1les=1.

Vamos considerar o sistema-7" como equacao fundamental da qual queremos deduzir

o espectro de T}()\). Nosso problema, no entanto, requer algo mais além das equacoes
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(3.1.2). Este sistema de equagoes é um conjunto de relagoes funcionais bilineares e, por si
s0, nao proibem que os indices simétrico s e anti-simétrico a nao possam ser negativos. Ao
sistema-T" devemos fornecer condicoes de contorno, cujo conhecimento adquirimos através

da hierarquia de fusao realizada explicitamente. Temos

T2(N\) = ¢\ + s) = T, '\ =0, (3.1.3)
T'N) =N —s—1) = T\ =0, (3.1.4)
To(N) = ¢(\ — a) = T (\) =0, (3.1.5)

sendo p(\) = (—%)L um polindémio de grau L. Com esta escolha, todas as matrizes T ()
serao polindémios de grau L e, por isso mesmo, basta o conhecimento de um ntamero finito
de pontos distintos (v,,, T%(v,,)) para que se determine estas matrizes. Além disso, acresce
notar que as condigoes de contorno (3.1.3-3.1.5) sdo auto-consistentes.

Como estas matrizes comutam, a relagao funcional (3.1.2) vale também para os auto-
valores associado a um mesmo auto-estado. Assumida as condicoes de contorno e de
analiticidade anteriores, vemos que nao é necessario conhecer o auto-valor para todo
parametro espectral A € C. A partir de um niimero finito de pontos, é possivel reconstruir
a funcao analitica T2(\). Isto nos permite estabelecer uma relagdo entre matrizes de

transferéncia de modelos integraveis quanticos e as fungoes 7 da integrabilidade classica,

que satisfazem as chamadas equagoes bilineares de Hirota da diferenca (HBDE)|79]
To(k,m)To(k—1,m=+1) = 7,,(k—1,m)7,(k,m+ 1)+ 7,11(k,m)T,—1(k—1,m+1). (3.1.6)

De fato, se mapearmos cada termo de (3.1.2) em (3.1.6) na sequéncia em que sdo apre-

sentados, teremos a relagao entre indices

a 1 0 0 n
s|=10 1 1 El = m(km) =T, (k—m—n). (3.1.7)
A -1 1 =1 (m

De outra forma podemos dizer que se T (\) satisfaz os sistema-T', entao T}, ,,(k —m —n)
satisfaz HBDE.
E possivel estabelecer outros mapeamentos do sistema-T para HBDE se reordenarmos

os termos da equacao, reconhecendo a comutatividade da soma e do produto de ntimeros
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em C. Tem-se 7,(k,m) = Tf&er)(:I:(k —m—n)) ou 7,(k,m) = Tf,(LHm)(j:(k —m—n)).
Para todos os propositos, estes outros mapeamentos nao fornecem nenhuma informacgao
adicional.

A vantagem de trabalhar com HBDE ao invés do sistema-T" é que explicitamos o fato
de precisar apenas de conjunto discreto de argumentos A para resolver este sistema de
equagoes bilineares da diferenca.

Agora nos vamos mostrar que HBDE possui uma representacao de curvatura nula
[79], 0 que permite “linearizar” este sistema de equagoes funcionais. Consideremos uma
fungao vetorial v, (k,m) onde n denota a componente e (k,m) denotam coordenadas
numa rede retangular. Sejam P(k,m) e M(k,m) operadores de translagio na rede tais
que P(k,m)¥(k + 1,m) = ¥(k,m) e M(k,m)p(k,m + 1) = ¥(k,m), a condi¢cao de

curvatura nula implica na relacao de consisténcia para estes operadores
P(k,m)-M(k+1,m)=M(k,m)- P(k,m+ 1), (3.1.8)

uma vez que as translagoes sucessivas de ¢ (k+1, m+1) para ¢(k, m) nao devem depender

do caminho escolhido. Se propusermos as matrizes de translacao

To(k + 1, m)7,01(k,m)
T (kym) T (k+ 1,m)’
Tn-1(k,m + 1)1 (k,m)
T (k,m) T, (K, m) 7
(3.1.10)

(P(ku TTL)) - 6n,n’—1 + 5n,n’vn(k7 m)7 Vn<k7m) =

(3.1.9)

nn’

(M(k’ m))nn’ = On + 5n7n’+1Wn(k:7 m)’ Wn(k7 m) =

a condicao de curvatura nula implica que os termos nao triviais de ordem 0 e 2 nos
« s ~ . e ~ ..
potenciais” V' e W sao automaticamente satisfeitos, enquanto que o termo nao trivial de

ordem 1 pode ser escrito como

To(k — 1L,m)m (k,m + 1) + 7gr (k,m) 71 (K — 1,m + 1)

H,(k,m) = H,y1(k,m), H,(k,m):= ok, m) T (k — 1,m + 1)

(3.1.11)
Se levarmos em conta a condi¢gao de contorno (3.1.3) encontramos Hy(k,m) = 1, de
onde segue que H,(k,m) = 1 para todo n e, portanto, HBDE é satisfeita. Desta forma,
podemos afirmar que a conjuncao de condicao de curvatura nula e condigoes de contorno

implicam em HBDE e, sendo assim, podemos trocar HBDE pelo sistema linear equivalente

P(k,m)Y(k+1,m) = (k,m) e M(k,m)y(k,m+1) = ¢(k,m). Renormalizando a fungao
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de onda vetorial por f,(k,m) = ¥, (k,m)7,(k,m), encontramos

Tot1(k+1,m) fr(k,m) = 7,(k,m) fopa (K + 1,m) + 1 (k,m) fr(k+1,m),  (3.1.12)

ou nas variaveis diretas

T NFEN) = TEN S ) + T A = DES, (A + 1), (3.1.14)

s

T (0= DES) = T8 (= DESAN) + T FS, (A - 1), (3.1.15)

onde fn(k,m)=F}'  (k—m—n).

3.1.2 Quase dualidade e fluxo de Backlund

Nas equagoes (3.1.14) e (3.1.15) encaramos 7%(\) como potencial e F%(\) como fungao
de onda. Queremos mostrar agora que existe uma quase dualidade entre potencial e funcao
de onda|79|.

Voltando as coordenadas cone de luz, podemos definir ¢, (k, m) = ;"Ellzm para f,(k,m) #
0, de onde segue que as equagoes (3.1.14) e (3.1.15) sao escritas como

fn 1(k m)fn—i—l(k m — )

to(k,m) —t,(k,m—1) = b Dfalm) tny1(k,m —1), (3.1.16)
W (lm—1)
bo(m) — by (— 1,m) = SntBm k= Lm) gy (3.1.17)

\fn_l(k — 1,m)fn(k,m)4

Vn=1(k—1,m)

Na forma acima, rapidamente identificamos os operadores de translacao

(P(k,m)),, = Onars1+ Onu V" (k= 1,m), (3.1.18)
(M(k,m)), ., = Opnr + O 1 W"(k,m — 1), (3.1.19)

que naturalmente devem satisfazer a condi¢ao de curvatura nula para que o potencial

T,(k, m) seja unicamente definido para cada sitio da rede (k,m)

P(k,m)-M(k—1,m) = M(k,m) - P(k,m — 1). (3.1.20)
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Novamente os termos de ordem 0 e 2 nos potenciais sao satisfeitos automaticamente,

enquanto que o termo de ordem 1 resulta em

falk =1,m)fr(k,m+ 1)+ for1(k,m) fui(k—1,m+1)

H,(k,m) = H, 1(k,m), H,(k,m):= Ptk —Lmt D

(3.1.21)
de modo que resta apenas avaliar as condigbes de contorno para provar que f,(k,m)
também satisfaz HBDE.

As condicées de contorno (3.1.3-3.1.5) impostas a (3.1.14) e (3.1.15) implicam em
condigdes de contorno para as fungoes F*(\). Por exemplo, vamos tentar obter condi¢oes
de contorno anélogas a (3.1.4).

Utilizando a = [ em (3.1.14) obtemos F!™()\) = 0. Em seguida, utilizando a = [ em
(3.1.15), temos que a forma mais geral da funcao F'(\) é ¢(\ — s — )y(\ + s), sendo
y(\) uma fungao qualquer. Utilizando, agora, a = [ — 1 em (3.1.14), obtemos F!71(\) =
FZi(A) +y(A+s+1)TH(N). Agora, colocando primeiramente s = 0 em (3.1.14) e depois
a = [, encontramos F{(\ + 1)¢(A —2 —1) = 0. Se usarmos ¢ = 0, teremos um problema

trivial; por outro lado F{(A\) =0 = y(\) =0 = F(A\)=0e
FT' N =F0+1) = FE7() :=Qia(d —s). (3.1.22)

Note que é necessario fazer uso da auto-consisténcia das condigoes de contorno (3.1.3-

3.1.5). Procedendo como explicado acima, encontramos as seguintes condigbes de contorno

Fo(\) = Qi 1(\+s) = F ') =0, (3.1.23)
FY N =Qioi(A—s—(1—-1)) = F'(\) =0, (3.1.24)
FAN) = Qi 1(A—a) = F%(\)=0. (3.1.25)

Uma vez que a condigao de contorno (3.1.3) é semelhante a (3.1.23), temos que (3.1.21)
fornece H,(k,m) = 1 e, portanto, as fun¢des F*(\) também satisfazem HBDE nas coor-

denadas cone de luz ou sistema-T nas coordenadas diretas:
FEA+DFIA=1) = FL L (AFLL () + FEH N ESTHN). (3.1.26)

Logo, temos uma quase dualidade entre potencial T(\) e fungao de onda F?(\) nas

equagoes (3.1.14) e (3.1.15). A grande diferenga entre estas fungoes reside na condigao
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t=0 0 1 0

t=1 0 Qi A+ 5) | Q1(A—s) 0

t=2 0 Q:(N+3s) | 2FXN) | Qa(A—5s) 0

t=3 0 Qs(A+s) | 3FXN) SE2(N) | Q3(\—s) 0

t=4 0 p(A+s) | Ti(N) T (M) 3N | oA=s)| 0
a=—1 a=20 a=1 a=2 a=3 a=+4 a=2>5

Tabela 3.1: Fluxo de Bicklund. Denotamos Q4(A) = ¢(A) e Q;(\) = Q; (X — 4).

de contorno (3.1.24), que nos mostra que o indice anti-simétrico a = [ anula a fungao de
onda.

Como as fung¢oes F?(\) também satisfazem um sistema-7", podemos encontrar uma
representacao de curvatura nula para estas, do que resulta novas funcoes com condicoes de
contorno semelhantes a (3.1.23-3.1.25), mas com possiveis valores de indice anti-simétrico
reduzido por uma unidade. Desta forma, podemos introduzir um indice extra ¢ que ir&
representar a sucessao de “potenciais” e “fungoes de onda”. Denotamos *F%(\) uma fungao
genérica, de modo que 'F2(\) = T2()\). Este conjunto de funcoes satisfaz as relacoes

funcionais

RS EEN) = TIFRA ) PSR O 4+ TR N =D)AL (A + 1), (3.1.27)

RN =D EIN) = TR = D)'F ) + TR ) EL (A= 1), (3.1.28)

que é o chamado fluxo de Backlund.

A titulo de exemplo, explicitamos as fun¢oes envolvidas no fluxo de Backlund para o
modelo su(4) invariante na Tabela 3.1.

O sistema de equacoes funcionais (3.1.27) e (3.1.28) devem ser resolvidos em funcao
dos termos nos contornos, isto &, das fun¢oes @Q;(A) e ¢(A). Em [79] nos é apresentado
uma solucao explicita em forma de determinante. Para os nossos propositos, no entanto,
as equacoes funcionais do fluxo de Béacklund em si sao mais relevantes que a solucao,
a qual pode ser obtida facilmente de forma recursiva. Em outras palavras, escolhemos
um valor maximo para o indice simétrico s = s,, e resolvemos a equagao (3.1.27) para
H1FSEH ) comegando com (t, a, s) = (1,0,0), (1,0,1),..., (1,0, s, —1). Resolvido para

todos indices simétrico, incrementa-se o indice anti-simétrico até a equacao de indices
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(1,1 — 1,5, — 1). Por fim, incrementa-se o indice “temporal” ¢ até a equacao de indices

(l—1,1—1,s, —1). Isto nos permite obter, por exemplo, as expressoes

2FH) = Qa(\ — 2)%&)2) + QQ(A)%, (3.1.29)
31y Q1A =2) QA —2)Q:1(A+2) @A +2)
Fl(A)—Qs(A)( ooy + SRENORE )+Q3()\ 2)—Q2(A) . (3.1.30)
(3.1.31)
Al Q1A —2) | Q2(A—=2)Q:1(A+2) Q3(\ — 2)Q2(\ + 2)
FI(A)‘WA)(( an T G )* QNQ0V )
Qs(\+2)
+¢(A—2)Q3—O\). (3.1.32)

3.1.3 Propriedades de analiticidade e equagoes integrais nao-lineares

Uma vez obtido as expressoes de todos os termos do fluxo de Béacklund, ainda resta
o problema de obter as fungoes do contorno Q;(). Por conta do sistema-7" (3.1.26), em
cada “tempo” ¢, é necessario que a funcao ¢); seja um polinémio de mesmo grau das funcoes
deste sistema. Além disso, para que as fungoes ' F*()\) sejam analiticas, é necessério que as
singularidades associadas aos zeros de @;(\) sejam removiveis, do que resulta as equagoes
de Bethe para os zeros A5 de Q;(\):
Quy1( N = 2)Qu (NS +2)Q; 1 () _ 1 t=1,..0-1 (3.1.33)
Qt+1<)\§)Qt()\§ —2)Qi1 (N +2) ’ M
onde Qo(\) = 1 ¢ Q) = B(\).

A natureza das fungoes ‘F%()\) torna-se evidente agora. Estas fungdes nada mais

sao que as matrizes de transferéncia que resultam da sucessao de problemas auxiliares
no ansatz de Bethe nested. Para inserir estes operadores no espaco ®f:1 C!, em que
atua a matriz de transferéncia de interesse T'(\), é necessario entender cada matriz
YF%(\) como uma soma direta, em que cada bloco carrega uma fun¢ao com Qi 1()\)
diferente e que define os parametros verticais de heterogeneidade. Com isto, vemos que a
familia de operadores comutantes nao abrange apenas as derivadas de T}()\) e as outras
representacoes 7%(\), mas todos operadores presentes no fluxo de Bécklund.

Para estudar as propriedades de analiticidade é conveniente realizar algumas transla-

¢oes. Definamos de modo geral ‘F%(x) = '"F*(—iz + 1 —t +a), o que inclui o caso a =0
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para as fungoes Q;(\). Por abuso de linguagem, nés vamos omitir o simbolo ~ daqui para

frente. Com esta translacao, as equacoes funcionais do fluxo de Béacklund ficam
RS (@) () = U ) ES (e — 1)+ U (@ — 1) Fe (e 4 D), (3134

R () P ) = T FESF (2 =)' P (1) + TR (e +1) Y (e — 1), (3.1.35)

e as condicoes de contorno se tornam mais simétricas

PFO(z) = Qi + si) = 'F'(2) =0, (3.1.36)
"Fi(x) = Qi(z — si) = 'Ff(2) =0, (3.1.37)
"Fi(r) = Qy(z) = 'F*(x)=0. (3.1.38)

O maior auto-valor de T} (z) é niao degenerado quando mod(L,l) = 0. Os setores sdo
M, = t% e todas as raizes § sao reais. Além disso, os zeros de "F{(z) se encontram
proximo as linhas §(z) = —a — s e J(z) =t + s — a.

Através das equagoes (3.1.34) e (3.1.35) podemos facilmente definir func¢oes auxiliares
e imediatamente encontrar a forma fatorizada das fun¢ées miniisculas e maitisculas. Para
isto, basta dividir estas equacoes por um dos termos do lado direito. A escolha da parcela
do lado direito é arbitraria, sendo que uma escolha corresponde a conjugacgao particula-

buraco da outra. Desta forma, temos as fungoes auxiliares
TE (@ — ) TP (e 4 ) TR (@) FY ()

B (x— ta%) = 'Bi(x— ‘afi) =
e TP Rt M e e )

s

’ (x—1)°
(3.1.39)
t+1F;L<J] + 1) thaJrl(‘r B 1) tBa( t~a-) t+1Fg+1<J])tF§(ZL')
r— O.1) =
RS (z 1) R +0) T R (g — 1) R+ i)
(3.1.40)

"o (r—ta%) =
sendo fa? e 'A% parametros convenientes que fixamos a fim de fazer o melhor uso
das hipoteses de analiticidade e para controlar o comportamento do kernel das equagoes
integrais.

Este conjunto de fungoes auxiliares é infinito uma vez que existe uma infinidade de
valores admissiveis para o indice simétrico s. No entanto, nao é necessario utilizar todas
estas fungoes auxiliares. No caso su(2), por exemplo, se fixarmos s = 0 obtemos as
mesmas fungoes auxiliares de [35]. J& no caso su(3), se fixarmos s = 0 ndo obtemos as

mesmas fungoes auxiliares de |41]|. A titulo de comparagao, definimos

Qj-1(r +i(=k+7+2)Q;(x +i(—k — 1+ 7))
Qj—1(z +i(=k+7)Qj(x +i(=k+1+7))

I, =M() = d(z +1) (3.1.41)
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Ji1l71,2101,3)- - -[J1,s

]2:,1 ]2:,2]2:,3 = jlzys _ H H . IR (3.1.42)

n=1m=1

ja,lja,Q ja,S s ja,s

x

de modo que as fun¢oes do fluxo de Béacklund podem ser escritas como

su(t) ‘
j1,1 j1,2 j1,3 <ol J1s

o J2a [ J22 [ J23 | -+ [ J1s
"F(x) o ————1— = Y —t—t—t—t— . (3143
N I R IR P B IR R R

ja,l ja,Q ja,3 ja,s

(a,s)x x

sendo que { jnym}su(t) denota todos os conjuntos de indices admissiveis, isto é, que satisfa-
zem Jn—1.m < Jom € Jnm—1 < Jnm, com 1 < 7, ., <.

Com estas defini¢oes, podemos escrever as fun¢oes auxiliares (3.1.39) e (3.1.40) para
o caso su(3) e s =0 como

WS [ N 3 5 N

1 111 1v
[1+[2] I I

sendo que apenas iii e v aparecem em [41]. Devemos dizer ainda que apenas quatro destas
seis funcgoes auxiliares aparentam formar um conjunto fechado. Podemos utilizar i, ii, iii,
iv ou iii, iv, v, Vi.

Mais geralmente, a representacao das funcoes auxiliares (3.1.39) e (3.1.40) em termos

de Young tableaux fica

su(t+1) su(t) su(t) su(t+1)
(a,s)x (a,8)x
a (a+1,s+1)z a+1l,s+1)x
a(x) = — ( :
su(t+1)
(a+1,s+1)x (a,5)e
(3.1.44)
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su(t) su(t+1)
tTa . (a,s+1)x—i (a,8)x
bs (17) o su(t+1) su(t) su(t) su(t+1) °
(a,s+1)z—i (a,s)z (a,s+1)z—i (a,s)z

(3.1.45)

Agora passamos a algumas tentativas de obtengao das equacoes integrais nao-lineares.

Tentativa 1

Para obter equagoOes integrais nao-lineares para os modelos invariante pela algebra
su(l), nés vamos adotar o seguinte conjunto de funcoes auxiliares: by(z) = 105! (x)
e bp(r) = "BE(x) com k= 1,...,1 — 1. No caso su(2) isto fornece as mesmas funcoes
auxiliares de [35] e no caso su(3) isto equivale a escolher as fungoes iii, iv, v e vi acima. Os
parametros de translacao o e @ sao escolhidos infinitesimalmente positivos e negativos,
respectivamente. Seguindo o procedimento ja descrito nas secoes precedentes, obtemos o
seguinte conjunto de equagoes integrais nao-lineares
[ 0By (2) G| | Ko g -Ke ... —Fe| [mBiw

In by () di(x) —?? ?g —?g —?ffl In Bs(z)
In by () iL |di(z)| + —?‘1’ —?g ?g —?;’ | mBs(z) |,

16y (x) diw)| |-Ky K3 K5 ... Ki,| |[mB(@)

(3.1.46)
sendo
- Inb;(x _ In B;(z - dt(z K% —K%°
Inb,(z) = f( ) , In B)(x) = _J( ) . di(x) = (@) , ?j’oz g y
Inb;(z) In B;(x) —dt(x) -K5 Ky
(3.1.47)
onde o driving term é dado por
T im T —im 2 l - 1
dt(x) = —ilog(em —el)+1ilog(e —e™@ )+ %, (3.1.48)
e os kernels no espaco de Fourier sao
-1 e27k
1 =T omk se k Z 0
Ki= ot YKo (k),  Ko(k)={ X0 . (3.1.49)
J Zl 1 e2mlk| m J e—2(1—i)k
m=0 %7:6} W se k<0
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O auto-valor fica

L1+ 24— )l 4 i) 1+ir] &2 o
log T} (z) = Llog 2= = o }—FLIog { ]—F f*xlog B;(x)— f;+log B;(z),
1 F(%_a)r(l_%+j) 9 jzlj J J J
(3.1.50)
sendo f; e fj dados no espaco de Fourier por
62(j_1)k _
fitk) = == fi(k) = [fi(k) = dy;. (3.1.51)

Z 0 e2mk ’
m=

Notemos que (3.1.50) fornece a expressao correta para a energia do estado fundamental
por sitio.

Resolvendo as equagoes (3.1.46) no caso mais simples e nao trivial, su(3), encontra-
mos uma peculiaridade. Em geral resolvemos estas equacoes iterativamente, comec¢ando
com um chute inicial trivial, log B; = 0. Fazendo isso para o nosso sistema de equacoes,
obtemos a solugao da Figura 3.1a) que esta em desacordo com a solucao exata, tal como
obtida resolvendo as equagdes de Bethe diretamente (L = 6). De duas coisas uma, ou
o sistema de equagoes esta errado ou ele tem mais de uma solucao, em outras palavras,
0 processo iterativo possui mais de um ponto fixo. De fato, a segunda afirmacao é ver-
dadeira, pois que utilizamos a solucao correta como chute inicial e obtivemos a solugao
numérica correta, Figura 3.1b).

Nao é dificil entender o porqué desta multiplicidade de pontos fixos. Na formulagao
das equacoes integrais a informacao do ansatz de Bethe é dada em termos da auséncia de
singularidades(associadas as raizes de Bethe) na faixa de analiticidade, do que podemos
relacionar as transformadas de Fourier do auto-valor em diferentes eixos paralelos ao eixo
real. As equacoes de Bethe sao codificadas desde que estes eixos delimitem um dominio
onde se encontrem as singularidades removiveis. De outra forma, as equacoes de Bethe sao
irrelevantes para configurar a faixa de analiticidade que nao envolva estas singularidades.
Na derivacao das equagoes acima nota-se que codificamos a informacao de apenas um
conjunto de raizes z; do ansatz de Bethe nested. Por outro lado, uma tentativa de codificar
o outro conjunto de raizes x? resulta, através deste conjunto de fungdes auxiliares, em
Kernel divergente para k grande, inviabilizando os calculos numéricos. Desta forma, as

equacoes acima, embora corretas, nao determinam a solucao do problema.
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Im[b1] Im[b1]

o_‘\

- Re[bl]

Figura 3.1: a) Solucao numeérica b;([—15,15]) para as equagoes integrais nao-lineares
usando o chute inicial b;j(x) = 0. b) Solu¢do numérica para as equacOes integrais nao-
lineares usando como chute inicial a solucao correta. A linha azul é a solucao correta

obtida pelas equacoes de Bethe, L = 6.

Tentativa 2

Nesta segunda tentativa nos vamos considerar as fungoes auxiliares by(z) = *0J(z) e
bi(r) = *bl(x) com k =1,...,1—1, que aparentam fechar o sistema de equacdes segundo
a contagem de incognitas. Mais uma vez, para o modelo invariante pela algebra su(2)
esta proposta reproduz as fung¢des auxiliares conhecidas|35|. Para o modelo invariante
pela dlgebra su(3) as fungoes auxiliares aqui escolhidas equivalem a escolher as fungoes
auxiliares i, ii, iii, iv acima.

Tomando a transformada de Fourier para obter um sistema linear nas funcoes auxili-
ares, perceberemos que a solucao das equacoes no espaco de Fourier nos leva a um Kernel
divergente para [ > 4. Em outras palavras, nao existe parametros de translacao a e &
que suprimam este efeito, pelo que ficamos restritos aos casos [ = 2, 3.

Este sistema de fungoes auxiliares parecia, a primeira vista, bastante atraente visto
que poderiamos té-lo deduzido diretamente da forma do auto-valor no ansatz de Bethe
algébrico, sem mesmo nos referir ao fluxo de Béacklund. Mas, diante das dificuldades

acima mencionadas, nos limitaremos a olhar o resultado deste sistema para su(3), dado
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também que o caso su(2) é idéntico a formulagao de [35].

Para o caso su(2) temos liberdade de escolha dos parametros de translagao |a, a| < 1.
Ja no caso su(3) somos obrigados a escolher a; = —a@; = 1 e g = —an = 0 se quisermos
que o kernel nao divirja para k — 400, de modo que podemos resolver as seguintes

equagoes numéricamente

In by (z) _dtl(x)_ Ki(z) —K'(z) —K9z+2) K9x+2)| |[InBi(z
In by () . dty () . —Ky(z—2i) KV(z—2i)  K(x) —K9(x) . In By (z
In by () dts(x) —K3(x) —K§(x) K(z) ~K{(x) In By(x
| Inby(w) | () K3(z) K3(x) ~K§(x) K5@) | |InBy(x
(3.1.52)

sendo os driving-terms dados por
dt(z) = ilog (1+e%) —ilog (1+e?+%>, (3.1.53)

dti(x) = dt(x), dty(x) = —dt(z), dtz(x) = dt(z) + dt(x), dty(x) = —dt(z) — dt(z), e os

elementos do kernel por

—2k | —6k
L e, sek>0
Kl(k) - , Kf(l{) _ 1+ 2k o—4k
1+l + e 1+4e2k
Tte2k otk se k>0
1
= L orpn ) Txe Zhye s S€ k>0
Ka(k) = T o K3(k) = N : (3.1.54)
T2k ik ) se k>0

Diferentemente da tentativa anterior, o procedimento numérico para resolver estas equa-
¢oes integrais resultam na solucao correta, independentemente do chute inicial. Aqui, a
informacao dos dois niveis das equacoes de Bethe foi imposta pelo simples fato de rela-
cionarmos as transformadas de 2F!(z +i) e 3F}(x & i€), com ¢ — 0. Contudo, esta
formulagao de equagdes integrais, mesmo para o caso su(3), nao é suficientemente sa-
tisfatoria. Por causa da restricao nos parametros de translacao «, podemos calcular o

auto-valor apenas no eixo [z| = 0:

I—pd 4+ 1+ iz

i .S’g g_i_.i}—i—Llog{ ]+
2 6

+ f1 * (log By +log By) + f3 % log By + fo * log By, (3.1.55)

log T} (x) = Llog
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sendo

e2k e4k

filk) = 1T o 7 ol fa(k) = 1T o 7 ol f3(k) = 1= fa(k). (3.1.56)

Desta forma, temos divergéncias nas convolugoes devido a log Bs toda vez que estivermos
perto de um zero de Bethe 31:/,1C Com efeito, para obter alta precisao no célculo numérico
do auto-valor, devemos realizar uma discretizacao muito fina no espaco real, a fim de que
a integracao sobre os picos seja bem “representada”. Perdemos, assim, nao apenas em
precisao, o que pode ser controlado por esta discretizacao fina, mas com maior certeza em
velocidade de calculo que era para ser um predicado deste método.

Existem outras possibilidades para definir as funcoes auxiliares, tanto a partir do fluxo
de Bécklund como analisando o “Bethe strap”|76] de cada modelo. Nesta segunda aborda-
gem, que nao detalharemos aqui, nés conseguimos obter as mesmas fungoes auxiliares dos
modelos invariantes pela dlgebra su(2), su(3), e su(4)[35, 41, 44| e muitas outras fungoes
auxiliares que nao foram utilizadas. Todavia, sendo esta abordagem baseada em tentativa

e erro, ainda nao constitui uma sistematizacao.

3.2 osp(1]2)

Visto que a formulagao sistematica das fungoes auxiliares ainda se encontra em estado
incipiente, mesmo quando restrito aos modelos invariantes pela algebra su(l), sigamos
no estudo de caso, abordando, na presente se¢ao, o modelo invariante pela super-algebra
osp(1]2).

Nesta secao nos derivamos as equagoes integrais nao-lineares que descrevem o maior
auto-valor da matriz de transferéncia linha a linha a tamanho finito L. Em seguida,
investigamos a corre¢ao de tamanho finito mais relevante e determinamos a carga central

do modelo.

3.2.1 Equagoes integrais nao-lineares para o maior auto-valor a

tamanho finito

Os auto-valores da matriz de transferéncia (1.3.17) podem ser obtidos por meio do

ansatz de Bethe algébrico[80]. Considerando a “tor¢ao”(twist) Ja — GaJa, encontramos
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os auto-valores na forma

g ETT s =) L"EM u; FO = p5) = (N = )
AN) = —e"(—a(N)) }:[1 b, — V) ]1;[1 b — 1) f (N — 1))
‘e_i"(—f(A))LH—H =)+ 2N + (N, (3.2.1)

sendo que introduzimos “twist” nas condi¢des de contorno T4 — G4Ta com G;; = e,

As raizes de Bethe p; devem satisfazer as equagoes de Bethe

blp) ' — s _ b(pe — ) f (e — 1) a(p; — o)
<_“(“k)) -1l alp — i) f (e — pg) — (e — p15) by — o) (3.2.2)

j=1

J#k
Devemos notar que, embora o auto-valor seja composto por trés parcelas, existe apenas um
tipo de raiz de Bethe, em contraste com o modelo t-J (ver capitulo anterior). Isto significa
que nao temos ansatz de Bethe “nested” e que a equacao de Bethe acima é suficiente para
induzir cancelamento de polos em ambas as somas A1 () + Ao(p) e Ao(p) + As(p), do que
resulta um auto-valor analitico. Para que isto ocorra, deve existir um vinculo entre as
trés fungoes

1 1 1

A(p — }l))\s(ﬂ + ) =Xl = e+ 7).

(3.2.3)
Isto é consequéncia da existéncia de uma hierarquia funcional|[48| para a matriz de trans-
feréncia (1.3.17).

Para o nosso desenvolvimento posterior, introduzimos as funcoes A(z) = A(iz + %),
P(x) =2t eQ(x) = [}~ (z —x;), onde transformamos as raizes de Bethe como f1; = z—
iz;. Diferentemente da estrutura de raizes 2-strings na matriz de transferéncia quantica,
as novas raizes de Bethe x; sao reais para o maior auto-valor, que se encontra no setor
n = L. Exatamente em 7 = 0, nés nao conseguimos resolver as equagoes de Bethe para
o maior auto-valor neste setor. Entretanto, se nés variarmos 7 adiabaticamente iniciando
em um valor finito e aproximando de zero, encontramos uma raiz de Bethe se deslocando
para o infinito sobre o eixo real. Isto explica a tripla degenerescéncia do maior auto-valor
em 1 = 0. Nestas circunstancias, um comportamento semelhante ocorre para o maior

auto-valor no setor n = L + 1 quando duas raizes vao ao infinito, tornando este o maior

auto-valor no setor n = L igual ao maior auto-valor do setor n = L — 1.
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Definindo a funcao

_ i i Qx+1)Q(zr—3) iz i Qx—1)Q(z+3)
S(x) =e2®(x — 5) 0w 2 A—e O(x + 5) 00 2 1, (3.2.4)
s;(,x) sg(x)
iz i, Qz+1)Q(z — 3)
si(z) = e2d(x — 5) 00 2 (3.2.5)
se(x) = —e 2d(z+ %)Q(x _cg(?ch i 5), (3.2.6)
que é inteira se as equagoes de Bethe (3.2.2) forem satisfeitas, encontramos
Ao) = (1t [P DSE -+ 2+ )0 - )R+ R -] 5, )

Qz + 1)Qz — )
Além disso, as equagoes de Bethe garantem que a fun¢ao S(z) associada ao maior auto-
valor ¢ a analitica e ndo nula (ANZ) dentro da faixa |3z| < 1. Ja a funcio A(z), apesar
do cancelamento dos polos devido as equagoes de Bethe, ainda possui dois zeros reais
simétricos em relacao a origem. Isto implica que esta funcao nao é ANZ em uma faixa
contendo o eixo real.

Ao invés de resolver as equagoes de Bethe diretamente para sistemas muito grandes,
podemos tentar resolver o problema funcional de encontrar uma fun¢ao da forma (3.2.4)
que seja ANZ na faixa mencionada. Para reformular o problema, introduzimos duas

fungoes auxiliares

b(z si(z+ia) e — 5 +i)Q(r +i+i)Q(x — : +ia)
so(r + ia) Oz + 1 +ia)Q(z —i+ia)Q(z + 1 + i)’
- so(r —ia) _in®($+% —i)Q(z —i—ia)Q(z + i — i)
bl si(r —ia) ¢ Oz —1—-ia)Q(z+i—ia)Q(z — 5 —ia)’ (3:2.8)

com 0 < a< % Estas fungoes possuem limite assintético constante

lim b(x) = —e lim b(x) = —e . (3.2.9)

r—+o00 r—+oo

Isto nos permite tomar a transformada de Fourier da derivada logaritmica destas fungoes

e de outras fungoes intimamente relacionadas com as primeiras:
—'3S(z +ia)Q(x +ia)

O(z+ 5 +ia)Qr —i+in)Qr + 5 +ia)

B(r)=1+b(z) = .—e. 25(%-{@)6‘2(%—1&) .

B — 3 —i0)Q(z +1—i0)Q(z — § —ia)

B(z)=1+b(z) =

(3.2.10)
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Devido a faixa ANZ provida pelas equacoes de Bethe, as transformadas de Fourier de

S(x +ia) podem ser facilmente relacionadas por meio do teorema de Cauchy.
Resolvendo (3.2.10) para Q(z) e S(z) no espago de Fourier, substituindo o resultado na

tranformada de Fourier de (3.2.8), transformando de volta para o espago real, e integrando

o resultado de —oo até x, encontramos

log b(x) = —F xlog B(z) + F * log B(x + 2ai) + i(L dt(x + ia) +n — wsgn(n)),

logb(z) = F xlog®B(x — 2ai) — F xlogB(z) —i(L dt(x — ia) +n — 7sgn(n)),

(3.2.11)
sendo
e_% —+ e%i e_273Tz — e_%
dt(w) = _llog 2nx i - llog 2nx i ’
e" 3 —e3 e 3 +e 3
(S

- 6 2 35— %) i

O auto-valor S(z) fica

log S(x) = Gy xlog B(x — ia) + Gy * log B(x + ia) — LDg(x) + 5 (3.2.12)
sendo L L , ,
O(L 4 iyl _izyp2 4 oizyp2 iz
D) = log [ e = et = 1
F(g + 3 (6 — E)F(l + E)F(l — 3)
e

_ A et e k20
Gi(z) = / Gy (k)dk  sendo Gi(k) = { 1o -
oo —1-ef se k<0

Agora queremos usar a relacao funcional da hierarquia para obter /N\(SC) Se introduzirmos

o sistema-Y como

(3.2.13)

entao a hierarquia de fusdo (3.2.7) pode ser escrita simplesmente como Y (z) = 1+ y(z).

Uma vez conhecido o auto valor S(x), podemos determinar a fun¢ao Y (z). Tomando a
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transformada da derivada logaritmica de Y (z) e procedendo como anteriormente, encon-

tramos
log Y (z) = Ga xlog B(z — ia) + Gy * log B(x + ia) + LDy (z), (3.2.14)
sendo
TGS BTG BTG+ BTG+ - )
y(lL‘)——Og (5 1 i\ (5 1 (L (L i )
G+t slE+rn -G +35G—3)
e
_3k
o . —e se k>0
Gy(z) = / e Gy (k) dk sendo Ga(k) = § 1eh—e 2 . .
oo e flte? —e) e k<0
1+ek—e?2

Note que em (3.2.14) « deve ser maior ou igual a %ﬁ para regularizar Ga(k < 0). Resolvida
as equacoOes integrais, encontramos Y (z) e, imediatamente, y(z) por conta do vinculo
entre estas duas fungoes. Além disso, a transformada de Fourier da derivada logaritmica
de y(z) nos permite relacionar esta fun¢ao ao auto-valor de interesse. O resultado final

fica
log A(z) = Gyx(log B (z —ia) —log B(z+ia))+log y(z)+ LDy (z)+miMod(L,2), (3.2.15)
sendo

: 2 '
Dy (x) = log(z + i) — log(x — Zl) — 2mi

g [[E BT = TG G
[+ + DG+ - G+ o+ oG+ -2
e
o X Ll_c_lf), se k>0
Ga(r) = / e C(k)dk  sendo Gy(k) = { Lret=e )
—00 eT(l—e?)
— &> se k<0
1+ek—e2

A solugdo numérica das equagoes integrais (3.2.11) permite calcular o maior auto-

log A(0)

T VS. % para n = 0.6. O aspecto linear da

valor. Na Figura 3.2 n6s apresentamos
curva enfatiza a invariancia conforme no limite do continuo, onde o coeficiente angular é
proporcional & carga central. Os resultados numeéricos obtidos aqui sao consistentes com

as expressoes analiticas descritas na secao seguinte.
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0.66006

0.66004 |

0.66002 |

0.66 |

0.65998

(log A)/L

0.65996

0.65994

0.65992

0.6599 . s : 3
0 5x10°° 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025

L2

Figura 3.2: Maior auto-valor w VS. é paran = 0.6, L = 80, 160,...,4000. Enquanto
o coeficiente linear tende ao valor exato Dy (0)+ D, (0), o coeficiente angular fornece uma

aproximacao numérica da carga central.

3.2.2 Carga central

Normalmente o conjunto de fungoes auxiliares utilizadas para derivar as equagcoes inte-
grais nao-lineares ¢ diferente daquele que obtivemos na secao anterior quando o auto-valor
de interesse nao corresponde a representacao mais fundamental na hierarquia funcional
(fusdo para o modelo su(2)). Veja, por exemplo, [42]. No apéndice C nés derivamos as
equagoes integrais de conformidade com a proposta de fungoes auxiliares em [42, 45]. To-
davia, por conta das propriedades de analiticidade, restringimos o intervalo de 7 a [%, 7]
na formulacao usual, ao passo que para as equacoes que derivamos aqui tal restricao nao
existe. Por outro lado, nossa escolha na secao precedente reduz o ntmero de equagoes
pelo preco do auto-valor ser obtido de forma indireta.

Agora nos vamos considerar a correcao de tamanho finito mais relevante para a matriz

de transferéncia, o que permite calcular a carga central[34, 35].
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Vamos assumir

logY(x)=Lf +o(L), (3.2.16)

sendo limy_, # — 0 e f > 0. Isto de fato é verdade ja que Dy (z) > 0 para todo z.
Usando a relagao y(z) = Y (x) — 1, encontramos

> —n(Lf+o)

logy(z) = Lf + o+ log (1 — e’Lf’”) =Lf+o— Z GT. (3.2.17)
n=1

)

Note que limy_,,, L0 = 0 para qualquer v > 0. Portanto, logy(x) e log Y (z) possuem o
mesmo comportamento algébrico e a diferenga § = log Y (z) — log y(x) decai exponencial-

mente com o tamanho do sistema L. Por conta disto, encontramos

log A(x) = —L(Dy (x) + Da(2)) — o+

{Ga(z — ia) + Gs(z — i)} *log B(z) + {Ga(z +ia) — Gs(z +ia)} * log B(z), (3.2.18)

e, portanto, todas as contribuicoes que decaem algebricamente com o tamanho do sistema
provém das convolugoes. Observemos, agora, que os kernels em (3.2.18) estdo relacionados
com o driving-term de (3.2.11)
Ga(x) + G3(z) = dt'(x + %), Go(z) — G3(z) = dt' (v — E) (3.2.19)
Todas as correcoes que nao decaem exponencialmente podem ser calculadas de

cor(z) = dt'(x + %) * log B(x) + dt' (z — %) * log B (7). (3.2.20)

Seja s a variavel de integracao das convolucoes, apés a mudanca de varidveis s =

+(s' + 2 log L) obtemos

cor(z) = / dt’ (z — s + l)Z’B*(s') +dt’ (x+5 + l)l’B_(s')dS/+
f%logL 2 2
/ dt' (z — s — %)l%*(s’) +dt (z+5 — %)l%’(s’)ds’, (3.2.21)

3
ﬁlogL

sendo que definimos

16%(z) := log b(£(z + % logL)) IB%(x):=logB(£(x + % log L)),

16%(x) := log b(%(z + 23 logL)) [IB*(x) :=logB(+(zx + ; log L)),
T T

i, () = d (z T % log ) ~ + (Mod 27). (3.2.22)



Por causa da aproximagao (3.2.22), temos

27s

cor(z) = 3L sin(g){eﬁ» /oo e 3 <e%il‘B+(s) + e%ﬂl%+(s)> ds+

i

e%"/ e 5 (e?z%*(s) + e?z%*(s)) ds}. (3.2.23)
—%bgL

Agora utilizamos = = s + % log L em (3.2.11)

16 (s) Fis)  —Fs+3)| [13%56)|  |eF|  x a  |n—msgu(n)
- = — _ x| =41 _ | sin(g)e 5 i :
6% (s) —F(s—3) F(s) IB=(s) es 3 msgn(n) —n
(3.2.24)
e construimos as seguintes quantidades
t t
o 1B+ b+ 1B+ lb*
Ag = / B (s) | (5) - _ (5) | (5) ds. (3.2.25)
—ZlogLla—oco | [BE(s) 16%(s) 1B+ (5) 16%(s)

Por causa da simetria do kernel F(s) = F(—s), os termos que envolvem convolugoes se

cancelam exatamente em A.. Encontramos

1 o s i s P
Ay ~ 167 sin (Z) / e 5 (ei?l‘Bi(s) + exFZ‘Bi(s)> ds+
3 3 —%logL

4sin (g) - [e%mi(s) 4o TIBE(s) — i(y — msgn(n)) (1BE(s) — 1B+ (s))]

f% log L ’
(3.2.26)
Lembremos agora que [B*(—2 log L) = logB(0) e semelhantemente para IB*. A

partir da defini¢do das fung¢oes auxiliares (3.2.8) e do padrao de raizes de Bethe (situadas

sobre o eixo real), podemos encontrar a seguinte desigualdade

6(0)], [6(0)] < (%) : (3.2.27)

que, com o limite assintotico (3.2.9), nos permite calcular a segunda linha de (3.2.26)

para sistemas grandes. Fazendo a mudanca de variaveis z = b(z),b(z) em (3.2.25),
encontramos

Ay =2 (Ly(b(£00)) 4+ Ly (b(+00))), (3.2.28)
sendo Ly (v) = [ log(i“) - kﬁ(z)dz a funcdo di-log de Rogers que satisfaz a relacao

funcional[81]
2

Lo(v) + Ly(1/v) = %. (3.2.29)
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Portanto, utilizando (3.2.9), (3.2.23), (3.2.26), (3.2.27), (3.2.28) e (3.2.29), obtemos

L 2 ?
tim $2 @) oo (ﬂ) (1 - 3(1 - M) ) . (3.2.30)
L—o0 i 3 (s

2
Desta forma, a carga central é ¢ = 1—3(1 — @) , fornecendo ¢ = —2 no limite n — 0[82].

O fato da carga central do modelo ser negativa pode parecer um contrassenso se esta
determinasse as correcoes de temperatura finita as propriedades do estado fundamental.
De fato, haveria uma regiao de baixas temperaturas em que o calor especifico seria nega-
tivo. Todavia, o que se nota do capitulo anterior é que a carga central efetiva, por vezes,
difere da carga central verdadeira, a primeira sendo sempre positiva enquanto o mesmo
nem sempre vale para tltima. Considerado este ponto, resta saber qual é a relacao entre
as duas quantidades visto que, embora sejam elas diferentes, devem estar de alguma forma

relacionadas por se tratarem do mesmo modelo. Em [83] temos a relagao
Ceff = C — 24h, (3.2.31)

e considerando que para o modelo osp(1]2) a menor dimensdo conforme é h = —% [82],

nossos resultados estao de pleno acordo com o esperado.
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Capitulo 4

Influéncia das condicoes de contorno na
entropia do modelo de seis-vértices

simétrico

No capitulo anterior n6s vimos que variando as condicoes de contorno, no caso geradas
por “twist”, modifica-se o maior auto-valor da matriz de transferéncia linha a linha. Mas
estas correcoes sao apreciaveis apenas no que diz respeito as correcoes de tamanho finito
e, por conseguinte, a carga central do modelo. As propriedades termodinamicas intensivas
como energia-livre por sitio, entropia por sitio e calor especifico permanecem inalteradas.

No presente capitulo estudaremos a influéncia das condigoes de contorno nas propri-
edades intensivas de modelos classicos. Para isto, utilizaremos como arquétipo o modelo
de vértices, senao o mais simples, pelo menos o mais bem estudado, que é o modelo de

seis-vértices simétrico.

4.1 Simetrias

Recapitulando, a funcao de particao de um modelo estatistico cléssico é a soma sobre
todas as configuracoes () do peso estatistico global daquela configuragio, que por sua
vez ¢ um produto dos pesos locais wéi’j )

L

7 — Zﬂﬂw?’”v (4.1.1)

) i=1j=1
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o que define um problema combinatorial complicado. O peso estatistico wéi’j ) pode assumir

os valores a(A),b(\) e c(A), que estao associados as diferentes configuragoes de vértices do

modelo de seis-vértices (veja a Figura 4.1)

++++++

Flgura 4 1 Pesos de Boltzmann do modelo de seis- vertlces

Estes pesos de Boltzmann sdo elementos de matriz da chamada matriz R 8, 9], que é

dada por
a(A) 0 0 0
R(\) = 0 b b0 (4.1.2)
0 b(A) ¢ O

0 0 0 a()

Via de regra, impomos que a matriz R seja uma solucao da equagao de Yang-Baxter
Ryy(A = 1) Ros(A\) Rua(p1) = Ras (1) Rao(N) Ras(A — po), (4.1.3)

que restringe os pesos de Boltzmann segundo a variedade integravel
a? + b — 2

A =
2ab ’

(4.1.4)

para qualquer valor de parametro espectral. Por um lado isto impoe varias restri¢coes ao
problema, por outro lado permite obtermos resultados exatos para certas condicoes de
contorno.

A associatividade da equacgao de Yang-Baxter da origem a &lgebra de Yang-Baxter
[22]

ROX = 1) (Ta(N) @ Ta(p)) = (Talp) ® Ta(N) R(A = ), (4.1.5)
sendo TA(A) = Lar(A—pr) -+ La41(A—p1) a matriz de monodromia, L13(\) = P12R12()\),
Py o permutador e A denota o espago auxiliar ao longo da dire¢ao horizontal.

A algebra de Yang-Baxter é invariante por transformacoes sobre a matriz de mono-

dromia [84], tal que T4(A) = GaTa(N), e dado que a matriz G satisfaca
[R(A—p),G®G]=0. (4.1.6)
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Para valores gerais de A (A # 1), esta condigao implica que a matriz G é diagonal ou

anti-diagonal|84], do que resulta

1 0 0 1
G = , GW= . (4.1.7)
0 (0%} Qg 0
Para os propositos a seguir, n6s vamos nos restringir aos casos a; = as = 1, que nos

fornecem as matrizes relevantes para estudar as condicoes de contorno livre. Quando

A =1, temos simetria SU(2), o que implica que G pode ser qualquer matriz 2 x 2[84].

4.2 Condicoes de contorno toroidais e livre

As equagoes (4.1.5-4.1.6) fornecem a propriedade de comutatividade das matrizes de

transferéncia T ()\) = Try [gj)ﬂ()\)},
[TON), TD(u)] =0, YA\u i=0,1. (4.2.1)

Entretanto, vale notar que 7 ()\) nio comuta com T (\). Apés uma representacio

conveniente da matriz de monodromia

A(A) B(})
Ta(A) = , (4.2.2)
C(A) D(X)
vemos claramente que a matriz de transferéncia pode ser escrita de modo simplificado na

forma

TOMN) = A\ + D), (4.2.3)
TON) = B\ +C(N), (4.2.4)

sendo estas as matrizes de transferéncia com condicoes periddicas e anti-periddicas de
contorno, respectivamente.

As matrizes T™()), quando multiplicadas sucessivamente, formam a funcao de parti-
¢ao de um modelo de vértices classico bidimensional com N x L sitios e sob determinadas
condicoes de contorno. Em se tratando das condicoes de contorno livre, nos temos que a

fungao de particao (4.1.1)pode ser escrita como

L

N
Ziree = Y. Ty [QG T[T ()], (4.2.5)
j=1

br,05=0,1 k=1
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sendo que para as arestas externas nos podemos ter todas as possiveis configuragoes de
flechas entrando e saindo. A matriz g‘(,‘” ¢ obtida de (4.1.7) e define a condigao periddica
ou anti-periddica na direcao vertical V. O produto ®ﬁ:1 ‘(Z’“) gera todas as possiveis
configuracoes de flechas entrando e saindo ao longo da direcao vertical, quando ¢ = 0,1
para k =1,..., L. Por outro lado, o produto das matrizes de transferéncia com 6; = 0, 1
para j = 1,..., N produz todos os produtos de TV (\) e T ()\) e, portanto, todas as

possiveis configuragoes de flechas entrando e saindo ao longo da diregao horizontal.

No caso homogéneo (\; = A, i = 1 = 0) a expressao (4.2.5) é simplesmente dada por

L1
Zpree = Trv | (AN +DN) +BN) +CO)Y . (4.2.6)

=1 \ 1 1 i

Naturalmente, as condicoes de contorno livre podem ser vistas como uma soma sobre
um grande nimero de condi¢des de contorno mais restritas. As condicoes periddicas de
contorno (P) em ambas as dire¢oes consiste do termo ¢ = 6; = 0,Vj, k em (4.2.5). Este

termo, para uma rede homogénea, pode ser escrito simplesmente como
pr = TI‘V [(T(O)(/\))N} = TI'V [(A()\) + D(/\))N], (427)

e foi estudado em [18]. Por outro lado, o caso anti-periodico (A) na dire¢do horizontal
e periodico na dire¢ao vertical (6, = 1,¢, = 0,Vj, k) pode ser escrito, para uma rede

homogénea, como
Zap = Ty [(TON)N] = Trv [(BON) + C\)Y]. (4.2.8)

Este caso foi considerado em [55] no regime antiferroelétrico (A < —1).
Além dos casos mais comuns como o periédico e o anti-peridodico Zpp, Zap, Zpa,
bem como aquele que considera anti-periodicidade em ambas direcoes Z 44, temos outras

condicoes mistas de contorno menos triviais. Podemos organiza-las em uma matriz.

Zin  Zip o Zyge
N L
Zoy  Zop o Zagm —
My, = , o ‘ C o Zpee =Y. Zjk, (4.2.9)
: : - : j=1 k=1
ZQN’l ZQN’Q Tt ZQN’QL
sendo que Z;; € a funcdo de particdo de uma rede N x L com (j — 1),y = {On,..., 01},
e (k—1);y = {¢1,..., 01}, definindo fechamento periddico ou anti-perioédico ao longo
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das direcoes horizontal e vertical, respectivamente. Na notacao acima deve ser entendido
que a representacao binaria de j — 1 fornece o vetor {¢r,...,¢1} e semelhantemente
para k — 1 e {fy,...,61}. Mais explicitamente, para inteiros j e k, temos j — 1 =

0120 + 052 + -+ 082V ek — 1= 120 + 928 + - - - 4 92871 ainda
L N
Zi=Tey |QG T[T V)| =1,....2% k=1,...,2", (4.2.10)
m=1 n=1

onde para um dado j e k do lado esquerdo nos temos um conjunto de ¢,, e 6, do lado
direito. Em particular, os contornos que denominamos homogéneos sao os termos Z;; =
Zpp, Zon 1 = Zap, L9 = Zpa € ZoN or = ZAA.

Para ilustrar, vamos considerar as possibilidades quando L = N = 2. Por um lado,
a primeira coluna (k = 1) da matriz (4.2.9), que significa (0);0 = {¢2 =0, ¢ = 0},,
representa o caso em que temos condigoes periddicas de contorno na direcao vertical. Isto
se deve a fato de que Q‘(/OW)L é matriz identidade (4.1.7). Por outro lado, noés temos os
seguintes casos ao longo da direcao horizontal:

i) condigao periddica quando j = 1, o que implica novamente #,, = 0 paran = 1,2 e
portanto

Zyy = Try [(TON)?];
ii) periodica e anti-periddica quando j =2 ((1)19 = {f2 = 0,60, = 1},)
Zyy = Try [TONTON)];
iii) anti-periodica e periddica quando j =3 ((2)19 = {62 = 1,6, = 0},)
Zyy = Try [TONTON)];
iv) finalmente, quando j = 4, temos o caso anti-periodica((3)19 = {62 = 1,6, = 1},)
Zyy = Try [(TW(N)?].

Para os elementos da matriz My ; mais gerais, devemos levar em conta também os
fechamentos Q‘(/¢) (k > 1) que revertem ou ndo as configuragoes das bordas verticais,
dependendo do valor de k. Embora nos tenhamos escrito explicitamente Z5; e Z3; no
exemplo acima, estas fungoes de particao, na realidade, se anulam devido & propriedade

de conservagao de flechas ao longo do contorno.
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Mais especificamente, nos temos elementos triviais que resultam em funcoes de particao
nulas. Em geral os casos nao triviais devem satisfazer a seguinte regra: Seja ¢ = an:l Om
o nimero de vezes que fechamos com condicoes anti-periddicas de contorno na direcao
vertical e © = 25:1 6, o numero de vezes que fechamos com condigoes anti-periodicas
de contorno na dire¢do horizontal, entdo mod [ —©,2] = 0. Nestas circunstancias é
possivel mostrar que existe, na soma sobre flechas que define as condi¢oes de contorno,
um conjunto de flechas externas que satisfazem a conservagao global e, por conseguinte,
ao menos uma configuracao acessivel.

Além disso, as funcoes de particao Z; estao relacionadas a Zj ; por uma rotagao de
/2

Zig = 200" = 2N, (4.2.11)

Todas as propriedades listadas acima podem ser vistas, em particular, no ponto de
temperatura infinita, que por sua vez pode ser obtido escolhendo os pesos de Boltzmann
tais que a = b = ¢ =1 (A = 1/2). Portanto, a fungao de parti¢do se torna apenas a
contagem do nimero de configuracdes com Z = 2, o que também nos remete ao calculo da
entropia residual no ensemble micro-canonico. Nos obtivemos o nimero de configuragoes

(Q) para tamanhos pequenos (até N = L =5). Os casos N = L = 2,3 sdo dados abaixo

148 0 0 84| 0 &8 &8 0
0 94 84 0949 0 0 72

18 00 8 0 84 8 08 0 0 72
0 10]10 0 84 0 0 T4/0 72 74 0
My = Mz = (4.2.12)
0 10]10 0 0 94 8 0|94 0 0 72
8 00 8 84 0 0 72/0 76 72 0

8 0 0 740 72 74 0
0 72 72 0|72 0 0 68

Podemos ver que o caso de condi¢oes periddicas de contorno em ambas direcoes fornece o
maior nimero de configuracoes. Com esta informacgao, podemos mostrar que a entropia
do modelo de seis-vértices com condicoes de contorno livre é igual ao caso completamente
periddico. Isto pode ser feito notando que o niimero de configuracoes das condicoes de

contorno livre (Qy,..), que é igual a soma de todos elementos da matriz My j, ¢ maior
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que o namero de configuracoes do caso periddico Qpp = Z; 1. Além disso, nés temos um

limite superior para ¢, que é obtido majorando cada um dos 2L+N=1 olementos Zi
nao triviais da soma por Z; ;. Assim temos,
QPP S eree S 2L+N_1QPP~ (4213)

Para tomar o limite termodinamico, nos elevamos (4.2.13) a 1/(NL), tomamos o
logaritmo e finalmente o limite em que cada uma das dimensoes vai a infinito. Isto mostra
que a entropia residual, ou a entropia quando a temperatura é infinita, das condicoes de
contorno livre é igual ao caso das condi¢oes de contorno “toroidais” de maior nimero de
configuragoes. Assumindo, como verificado numericamente que estas sejam as condicoes
periddicas de contorno, temos Sppc = Sfree.

Note que esta relacao no modelo de seis-vértices com condicoes de contorno periddica
e livre, a temperaturas arbitraria, ja havia sido provada por meio da chamada weak-graph
expansion |54| para o caso em que temos nimero de sitios pares. Aqui nao existe restri¢ao
quanto a paridade do numero de sitios, embora ainda estejamos restritos a temperatura

infinita. Na proxima secao nos vamos estender este resultado a temperaturas finitas.

4.2.1 Condigoes toroidais homogéneas

As funcoes de particdo Zpp, Zap, Zpa € Zaa sao formadas pelo produto de matrizes
TO(X) ou TM(N), sem que haja mistura entre estas. Isto implica que todos operadores
envolvidos sao matrizes de transferéncia integraveis que comutam entre si. Portanto, a
andlise destes casos é muito mais simples que a situagao geral Z;;. Para analisar todos

estes casos, n6s vamos explorar algumas simetrias discretas das matrizes de transferéncia

TO(N).

. ~ T L T .

Podemos definir o operador de reflexao como II* = ), _, 0% e o operador de paridade
L . .

como II* = @),/ _, 0Z,, sendo que c™¥* denotam as matrizes de Pauli. Estes operadores

constituem casos especiais da simetria discreta (4.1.7) e resultam nas seguintes relagoes
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de comutacao

[TO(\),117] = [TO(\),1IF] =0, (4.2.14)
[T, 1] = [TV, 1], =0, (4.2.15)
II°11° = (—1) 171", (4.2.16)

Enquanto as duas primeiras equagoes provém de (4.1.6), a ultima é consequéncia direta

das propriedades algébricas das matrizes de Pauli.

Condigoes de contorno (completamente) periédicas

A funcao de particao com condic¢oes de contorno completamente periddicas, Zpp, foi

resolvida por ansatz de Bethe|[18].

0
Zpp = Y _(APO)Y, (4.2.17)
j=1
sendo Ag.o)(/\) os auto-valores da matriz de transferéncia. Portanto, segue imediatamente
que apenas o maior auto-valor Aﬁ%x()\) contribui para a energia-livre no limite termodi-
namico, tal que
1

1
== lim — (0) N
Fpp L’hm N In (AY) (N)™, (4.2.18)

sendo 3 o inverso da temperatura. Por sua vez, o maior auto-valor de 7 ()), e conse-
quentemente a energia-livre no limite termodinamico, é conhecido para todos valores de
A |18, 8|. A entropia a temperatura infinita é dada por

1 4\?
Spoc =5l 5 ) = 0431523 (4.2.19)

Anti-periodicidade na diregao horizontal

Por outro lado, como no caso Z4p nio existe conservagao de fluxo (de flechas) de uma
linha para outra, a funcao de particao foi obtida muito tempo depois pelo método T — @
|55, 8]. Foi mostrado em |[55], para A < —1, que a fun¢ao de particio Zp produz a
mesma energia-livre das condi¢oes de contorno completamente periddicas.

Para melhor entender este resultado, é conveniente explorar a anti-comutacao entre

1 e TM(X). Ao fazé-lo nés obtemos que, se |¥) é auto-vetor de T™M()) com auto-valor
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AM(X), também II# |¥) o sera com auto-valor —A™M()). Em outras palavras, todos os
auto-valores de T () possuem, pelo menos, dupla degenerescéncia em modulo, de modo

que podemos escrever

(1) z
— AP

M\ /g
) (v

2L—1

2L71
TN =3 A0 ‘\1/§1>> <xp§.1> i (4.2.20)
j=1

onde podemos fazer qualquer escolha dos primeiros estados selecionado um estado

de cada par {Agl)()\), —Agl)()\)}. Portanto a fungao de partigao resulta em

0 N impar,
Zap =Ty [(TYN)V] =¢ 222 (4.2.21)
23 (AP O)Y N par,
j=1

ol . lor AD (y Ui .
o que implica que, novamente, apenas o maior auto-valor Asmae(A) contribui para a energia-

livre no limite termodinamico,

1
thiz-——— lim

= In (AL ()N, (4.2.22)

max

A igualdade F4p = Fpp estabelece a seguinte relacao entre os autovalores maximos

das matrizes de transferéncia

lim %mA(U (A) = lim %mA@) (\), (4.2.23)

max max
L—oo

pelo menos para A < —1, devido ao resultado em [55].

Condigoes de contorno (completamente) anti-periddicas

Neste caso, devido a relagao (4.2.16), temos que discriminar entre os valores pares e
impares de L.

Para L impar, a relacao de anti-comutagao entre II* e II* também implica que os
auto-valores de IT* para |¥) e IT? |¥) sdao opostos. Neste caso, escolhemos os primeiros

261 estados de modo que tenham auto-valor de II% igual a +1, do que resulta

W\ /(1)
' ><\11]

2L71

() = S0 | 8 ()] - (-

Jj=1

Hz] o (4.2.24)

89



Tomando o traco na direcao vertical obtemos

2L71
2 (A(-l)()\))N, N impar,
Zan = Zon oo = Try [TV N)N] = ; ! (4.2.25)
0, N par,

que é igual ao elemento de matriz Zon oo de (4.2.9).

Por outro lado, os operadores II* e II* comutam para L par, de modo que os auto-
vetores |¥) e 17 |¥) possuem o mesmo auto-valor de II*. Por isto, escolhemos um orde-
namento tal que os primeiros 27! auto-vetores alternem entre os auto-valores +1 e —1

de II*. Portanto,

2L 1
I (T DI AP )N “xpg.”> (o] + () e (ol HZ],
]21
(4.2.26)
0 que implica que
0, N impar,
Zaa = Try [II(THN)N] = 22 , (4.2.27)
23 (CD7THAT DY, N par.

j=1
Novamente isto fornece os elemento de matriz Zyn o de (4.2.9). Observemos que a regra
de selecio Mod [® — ©, 2] = 0 é naturalmente satisfeita pelas relagoes (4.2.25) e (4.2.27).

Estes resultados afirmam, novamente, que apenas o maior auto-valor Aggx(/\) contri-

buem para a energia-livre no limite termodinamico

1 1
_ = - (1) N
FAA 6 I }\171300 LN In (Amax<)\)) ) (4228)

que, devido a (4.2.23), é igual ao caso periodico, pelo menos para A < —1.

Anti-periodicidade na direcao vertical

Podemos relacionar a funcao de particao Zpy a Zap devido a simetria de rotacao
(4.2.11) e, portanto, podemos relaciona-la ao caso periodico. Nas proximas se¢oes nos

comentaremos mais sobre este caso.
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Maior funcao de particao

Pelo calculo direto da maior funcao de particao, e devido aos resultados anteriores,
n6s podemos estender o argumento sobre a concordancia entre a energia-livre para as
condicoes de contorno livre e condicoes periddicas de contorno, saindo da restricao de
temperatura infinita.

De fato, a energia-livre destas condi¢oes de contorno também concordam para cada
conjunto de pesos de Boltzmann positivos a, b, c; em outras palavras, qualquer valor de
temperatura e qualquer paridade do nimero de sitios. Isto pode ser entendido notando
que Zpp,Zap,Zpa € Zaa sd0 os Unicos elementos de matriz de (4.2.9) que podem vir a
se tornar o termo dominante, na medida que modificamos a, b, c.

Mais especificamente, a funcao de particao Zpp é a maior desde que A > —1. Todavia,
a situacao se modifica quando A < —1. Neste regime, o elemento de matriz dominante
varia de acordo com a paridade dos comprimentos lineares L e N da rede. Como ¢ > a+0b,
a configuragao dominante, dentro de cada funcao de particao, seré aquela que possibilita o
maior nimero de vértices ws e wg. As paridades de L e N definem se a funcao de particao
com maior nimero de vértices ws e wg € periddica ou anti-periddica ao longo da direcao
vertical e/ou horizontal. Este cenario é mostrado na Tabela 4.1, que fora embasada no

calculo das fungoes de particao (4.2.9) para diferentes valores de a, b, c.

Maior contribuicao para A < —1
L par, N par Zpp
L par, N impar Zpa
L impar, N par Zap
L impar, N impar Zaa

Tabela 4.1: Maior elemento de My ; para A < —1.

Isto implica que o termo dominante Z,,.x = max[Zpp, Zpa, Zap, Zaa| deve satisfazer
Zmax S Zfree S 2L+N_IZmax> (4229)

é aquele que possui energia-livre F),,, igual ao caso de condicoes de contorno livre. Por-

tanto, quando Zap, Zpa ou Zaa € dominante, nés temos que Fap = Free, Fpa = Frree
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ou Fag = Fpree. Alem disso, a igualdade (4.2.23) implica que todas estas energias-livres
devem ser iguais, isto € Fup = Fpa = Faa = Fpp = Ffree, para A < —1 e dado valores
de N e L que nao os anule via regra de selecao. Portanto, mesmo quando Zpp nao ¢ o

maior elemento da matriz, nés ainda temos Fpp = Flppee.

4.2.2 Condigoes de contorno toroidais nao homogéneas

Voltemo-nos ao caso de condigoes mistas de contorno Z;;. Estas funcoes de parti¢ao
sao formadas por produtos que envolvem as matrizes T (\) e T ()). Como estas matri-
zes de transferéncia nao comutam, nés perdemos a integrabilidade do modelo estatistico.
Embora nos ainda possamos diagonalizar cada matriz de transferéncia exatamente, agora
temos que lidar com a projecao de um conjunto de auto-vetores sobre o outro. Nosso
objetivo é avaliar se estas funcoes de particao resultam ou nao na mesma energia-livre do
caso periodico. Mostraremos que, mesmo nesta situagao nao integravel, ainda podemos

extrair alguma informagao no limite termodinamico.

Primeira linha

Embora a primeira e a ultima linha de (4.2.9) parecam ser mistas, elas sao formadas,
na realidade, pelo produto de uma tnica matriz de transferéncia, o que preserva a integra-
bilidade. Todavia, o contorno na direcao vertical parece ser incoerente com esta estrutura
de integrabilidade. Veremos que, apesar disso, é possivel extrair informacoes importantes.

No6s vamos olhar apenas para a primeira linha para melhor compreender a estrutura
dos demais termos mistos. O problema é, entao, calcular a funcao de particao com condi-
¢oes periodicas de contorno na horizontal (© = 0), mas com uma combinagao arbitraria
de periodicidade a anti-periodicidade na dire¢ao vertical (® # 0). A equagao (4.2.10)

simplifica para

ZLj = TI"V

L oL
X Géi*")(T@(A))N] =3 (AO )" plom, (4.2.30)
m=1 g=1

sendo que g denota o g-ésimo auto-vetor de 7@ (\) e a funcio fif@"‘} = (g9 I, Q‘(/(Z”)

o valor esperado do fechamento vertical no estado | g(0)>.
No6s podemos ordenar estes auto-vetores ‘ g(0)> e, consequentemente, os auto-valores

A!(;O)(/\) pelos auto-valores da componente z do spin total, uma vez que T (\) comuta
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com o operador de spin total S%. Os auto-valores de T(O)()\) sao dados por meio do ansatz
de Bethel§],

AP ="M ]] % W ]] M n=0,...L (4.2.31)

i=1
em termos da solucao das equacoes de Bethe
{a()\i)r moa(h — M) DA — i)

- =1,... 4.2.32
0] e =) ay =y T (4.2.32)

JFi

onde os setores n = 0 e n = L correspondem ao estado ferromagnético para cima e para
baixo, enquanto o valor n = L/2 (L par) corresponde ao setor com spin z total zero.
Algumas vezes nos nos referimos ao auto-valor de 7 por A%O)()\) ao invés da forma geral
A_S,O)()\). Isto significa que os auto-valores estao sendo indexados pelo operador de spin
total S*, como é corrente no ansatz de Bethe.

Para o caso em que A < 1 e L par, o maior auto-valor Aﬁgz}x()\) é nao degenerado e

L

pode ser encontrado no setor n = 3. Por outro lado, para L impar, o maior auto-valor

é duplamente degenerado. Neste caso, temos um auto-valor no setor n = % e outro no

setor n = %

Entretanto, em ambos os casos, os auto-vetores associados aos maiores auto-valores
sao uma combinacgao linear complicada dos vetores da base canonica pertencendo aquele
setor. Os coeficientes desta combinacao linear sao todos positivos em virtude do teo-
rema de Perron-Frobenius. Portanto, o valor esperado em (4.2.30) também é positivo.
Disto resulta que a acao anzl Q‘(/mm) sobre o maior auto-vetor sempre gera um vetor com
pelo menos uma componente positiva quando decomposto na base canonica, sempre que
Mod[®,2] = 0. O coeficiente féi}”} ¢ uma funcao de L que nao conhecemos a principio.
Entretanto, mais importante que isto, é que esta fun¢ao nao depende de N. Isto implica

que este coeficiente simplesmente nao contribui para a energia-livre no limite termodina-

mico.

1
FLj = —— hm

_— (0) Nlomy | _ _ s 1 )
5 o, NLln (AL NN f lim LlnA (A). (4.2.33)

max ,gmax I o0 max

dm}

ot > exp(—0L) para L grande e qualquer § > 0, o que

Aqui nés assumimos que f}E

verificamos para redes finitas.

93



O caso A > 1 é mais intricado. Neste caso, o maior termo da expressao (4.2.30)
varia de acordo com o nuimero de inversoes ®, embora o maior auto-valor da matriz de
transferéncia permaneca sempre nos setores n = 0 e n = L. Isto se deve ao fato de que
o coeficiente f{d’m é nao nulo nos setores n = 0 e n = L apenas quando ® = 0, que
corresponde as condicoes periddicas de contorno. Para ver isto, nos escrevemos G e GV
em termos dos auto-estados de G, tal que

GO = 3 (~1)?Is) (sl Is) =

s=0,1

(IT> (=17 1)) (4.2.34)

SI

Isto implica que

L
H gvf:”) = Zexp (WiZsjgbj) |s1,. ., 80) (s1,...,8L], (4.2.35)

(s) j=1

e como nos conhecemos os auto-vetores nos setores n = 0, L, nés podemos representé-los

facilmente na base gerada por |sq,...,sr),
1
|T,,T> = 2—£ E |81,...,SL>, (4236)
2
(s)

L
1 .
L. = S 2P (stm> |1,...,5L), (4.2.37)
s m=1

e portanto encontramos

L
N1
Zyj = <A$;X7n:0()\)) 51 H (1 + (—1)¢k> + termos de outros setores. (4.2.38)

Podemos ver que esta expressao se reduz ao caso periodico quando j =1 (¢ = 0).
Os outros termos em (4.2.38) ocorrem para j > 1 (& > 0). De acordo com a regra
de selecao Mod[®, 2] = 0, o coeficiente f{%} se anula para ® = 1. Portanto, o caso mais

f{¢> m}

simples nao trivial ¢ ® = 2. Neste caso, como ainda se anula para os maiores auto-
estados nos setores n = 0, L, nos precisamos proceder aos setores n = 1, L — 1, que contém
o segundo maior auto-valor. Mais uma vez, nés conhecemos os auto-vetores exatamente
porque T ()\) comuta com o operador de translacio ciclica. Os auto-vetores dos setores

n=1,L — 1 podem ser escritos como

(0) _ e L

L 2mi
e L
‘\117(727)71:[‘_1> - Z \/E |Tk> ) m = 17 <. 7L7 (4'2'40)



cujo o maior auto-vetor ocorre para m = 1. Portanto, n6s temos

N
(A)) + termos despreziveis no limite termodinamico, (4.2.41)
ainda

Fiy =5 jim 7o (A V) 5 Jim S (Ao = Fop,  (12.42)

sempre que j tiver exatamente duas inversoes. A igualdade dos limites acima vem do fato
de que a razao entre os dois auto-valores tende a uma constante nao nula quando L vai
para infinito, e isto é suficiente para fornecer o mesmo limite. De maneira geral, n6s temos
os seguintes resultados para A > 1. A funcao de parti¢do Z; ; é zero para ® = 2k — 1.
Para & = 2k, a funcao de particao por sitio no limite termodinamico pode ser calculada

a partir do maior auto-valor no setor k, tal que

L1
Fiy == Jim 7o (ADnee). (4.2.43)

, N L m
Isto € uma consequéncia do valor esperado de [[, _, Q‘(,m ) se anular para auto-vetores nos
setores n tais que n < k ou n > L — k. Especificamente, quando & = L, para L par, nos
temos

11
Fra= 7 Jim 7n (A(O) %()\)). (4.2.44)

oo max,n=
Este resultado parece contrastar com das condi¢oes periddicas de contorno (4.2.18), uma
vez que para A > 1 o maior auto-valor é dado por AES;X(A) = Ago()\) e aqui a contribuicao
dominante provém do maior auto-valor no setor n = L/2: Ai?;x,n: L (A\). Entretanto, como
observado anteriormente, a razao destes auto-valores resultam em uma constante nao nula
para L grande, o que confirma que Fpyq = Fpp. Isto também pode ser provado por meio
da solugao do ansatz de Bethe para o auto-valor Aiol;x’n: L (M), com descrito no Apéndice

D.

Primeira Coluna

Devido a simetria (4.2.11), a primeira coluna e a primeira linha devem produzir os
mesmos resultados, embora suas expressoes explicitas sejam bem diferentes em vista da
representacao (4.2.10). Todavia, ainda é interessante olhar para Z;; de modo a melhor

entender a estrutura geral dos termos Z; .
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A funcao de particao com condigoes peridédicas de contorno na direcao vertical e con-

di¢oes mistas na horizontal pode ser escrita como

ﬂ T(Gm)(/\)] : (4.2.45)

m=1

Zj71 =Tr

sendo que o primeiro e o ultimo termo Zpp e Z4p ja foram discutidos nas se¢oes anteriores.
Devido a simetria (4.2.11), o resultado (4.2.33) para A < 1, o resultado (4.2.44) para

A > 1, n6s podemos estender (4.2.23) como

1
lim ElnAfgiX _r(A) = lim ElnA(l) (M), (4.2.46)
P2

et et max
para todos os valores de A. Note que o limite aqui nao é tomado sobre o maior auto-valor
de T ()\) porque, para A > 1, o maior auto-valor de T(¥(\) nio esta no setor n = %
Neste ponto, nés nos restringimos ao caso de redes quadradas L = N com nimero de
sitios pares.

E interessante entender o mecanismo que d4 origem a regra de selecio no caso (4.2.45).

O produto das matrizes de transferéncia em (4.2.45) pode ser escrito como
H TOm) — (7O (PO (@) (e o)y (4.2.47)

sendo j dado, ou equivalentemente {6y, ...,0y}, existe um conjunto de inteiros nao ne-

gativos com ZNH k; = N tal que (4.2.47) é satisfeita. Ainda
N kn-1 En kn+1
H T Z Agl ) (A(l ) e (Aé?\z—1> (AS\Z) <A§7[1)\2+1) X
m=1 (g5)
1 0
9% )> < |9( )> <9 ’9 > <9N 1}9]\{ > <9N |9N+1> <91(Vl1 5

(4.2.48)

e portanto

ko kn—1 kN Ent1

(95)
0 1 1 0 0 0
o820 (o108 (919 ) (aoalo™ )

x (o685 <92

Para © = 1, que nao satisfaz a regra de selecao, nés podemos escolher k; =k — 1, ks =1

e ks = N — k. A soma sobre todos os auto-vetores de T™W()) pode ser escrita agrupando

a contribui¢do dos pares Agé (A) e —Ag)(}\). Isto fornece

N—-1 1 1 z 1 1 z
Zin= 30 AT AL (o] | o) (ol ] - 117 |} (b

(91,95)

} g§°)> . (4.2.50)
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escolhendo os auto-vetores de T ()\) de modo a possuirem niimero quantico de paridade

definido, vemos que Z;; se anula

g](-o)> com

g](.l)> com niumero quantico definido do operador de inver-

Para estudar a energia-livre no limite termodinamico, escolhemos estados

valor definido de spin-z total e

sao. Nos também nos restringimos ao caso em que N é par e L é impar por simplicidade,
embora os resultados finais para paridades de N e L sejam semelhantes aos discutidos
abaixo.

Geralmente, a fung¢ao de partigao (4.2.49) pode ser escrita como

k1 ko kn—1 k kN1
Zio= % (A" (D)7 (A0 )T ()™ (a,,)

<godd 7géven>

0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
x <g§ |95 )> <9§ )‘ . ‘g§v)_1> <g§v)_1\g§v)> <g§v)|g§v)+1> <g§v)+1|9§ )> (4.2.51)
X [1 + (—1)'””91*%3] [1 + (—1)'“”“93*%5} [1 + (—1)’“N+%N71+%N+1} :

sendo os nimeros a; = 0,1 dependendo da paridade do auto-estado

).

Para o caso © = 2, nés temos dois casos distintos. Chamamos de inversoes consecutivas
aquele onde existe um produto consecutivo de duas matrizes 7 ()\) entre um produto
de matrizes T ()\) , o que implica em k; = m — 2, ky = 2, ks = N —m. O outro caso
denominamos inversoes separadas em que existe duas matrizes T(l)()\) separadas por um
produto de T ()). Isto significa que ky =my — 1, ko =1, ks =mg—my — 1, k4=
1, ks =N —mgy, mg —my > 2, e os demais k; sao todos zero.

Com objetivo ilustrativo, nos discutimos o caso de inversdes consecutivas e deixamos
o caso de inversoes separadas para o Apéndice E.

As inversoes consecutivas em (4.2.51) podem ser escritas compactamente como
NV =2 A2/ 01, (1)
Zj’l - Z Q(Aél)) (Agz)) <gl ‘92 >

91,95
onde o linha significa soma sobre metade dos estados escolhidos entre cada par ‘g(l)>,

2
, (4.2.52)

17 ‘g(l)>. Este caso é semelhante a © = 1, exceto por uma troca de sinal devido a ky = 2
ao invés de ky = 1.

Dado que para L grande nds temos

(0) 1
‘ <gmax,n:L/2 ‘ggﬂix>

L
> K9 nlgba)| > exp(=0L),  V6>0 A>T, (4.2.53)

n=0

> exp(—0L), Vé>0 A<,
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como verificado para redes finitas, isto implica que

L
. 2 2
= =t (23 (00 O o) = o 1258

n=0

uma vez que a condi¢ao (4.2.53) assegura que o fator de projecao <gr(r(12x,n

gr(l}e)lx> nao afeta
a energia-livre no limite termodinamico.

Como um dltimo exemplo da primeira coluna Z;;, ndés gostariamos de entender o
caso onde temos o méaximo de alternancia entre T (X\) e TW()). Neste caso nés temos
ki =ko=...k, =1e kyys = 0. Isto é equivalente a j = j, = %(ZN — 1) para N par.

Portanto, nos temos

0 1 1 0 1+« @
jo,l = Z H Ag2m 1 gzn <9én1 1|9§n1> <9§n)z\g§n)1+1> (1 +(—1) to2m_1t 92m+1) 7

91’927 SgN— 17gNm 1

(4.2.55)
sendo oy, = g, . As contribui¢oes nao nulas sao aquelas em que oy =1 —ay, = ag, =
- =1— 0y, ,. Isto é possivel apenas quando © = % é par, de outra forma todos os

termos em Zj, ; se anulariam. Desta forma, nos temos que

Nl

lim —

= Jim man( (A AL (9 nla ) ¥ (4.2.56)

Fjo,l

Agora o nimero de vezes que a projecao < gr(]g;x,d gfﬁix> aparece é¢ comparavel a /N. Todavia,

a hipotese (4.2.53) nos diz que as corregoes sao despreziveis e que a energia-livre acima

equivale ao caso periodico, Fj 1 = Fpp.

Termo geral

Coletando todos os resultados acima, nés vemos que a fungao de particao é um produto
dos auto-valores A (\) e AM()\) e da projecio dos respectivos auto-estados <g](-0)|g,gl)>
elevado a determinadas poténcias. Como para a finalidade de calcular a energia-livre
os auto-valores concordam no limite termodinamico, e a projecao de auto-estados nao
contribui no mesmo limite, nés conjecturamos que Fj; para todos valores A é dado, no

limite termodinamico, por

Com(AD L)
Fw=—g L

= Fpp, (4.2.57)
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sempre que 7, k satisfizerem a regra de selecao.

Isto implica que a energia-livre de todas combinagoes de periodicidade e anti-periodicidade
sao iguais. Sendo assim, a possibilidade de uma dependéncia efetiva para a entropia do
modelo de seis-vértices em relagao as condicoes de contorno deve residir nas condigoes

fixas de contorno, o que sera discutido na proxima secao.

4.3 Condicoes fixas de contorno

A situacao muda de figura dramaticamente quando consideramos condicoes fixas de
contorno. Neste caso, podemos mostrar que as escolhas do contorno fornecem resultados
diferentes para a energia-livre e para entropia no limite termodinamico. Por conveniéncia,

nos consideraremos redes quadradas L = N em toda a secao.

4.3.1 Condigoes de contorno ferroelétrico

O caso mais simples é o que chamamos de condigbes de contorno ferroelétrico (FE),
veja a Figura 4.2. Este tipo de contorno resulta em apenas uma configuracao acessivel,

independentemente do tamanho do sistema
Qpp =1, (4.3.1)

Isto ¢ uma consequéncia direta da regra do gelo e ja havia sido notado em [54].

241 M2 M3 g

A A 4 4

) VI R R A

) VR R R A

A3

) VU N E R

Figura 4.2: Funcao de particio Z5¥ para N = 4 do modelo de seis-vértices com condi¢oes

de contorno ferroelétrico. Completo congelamento dos graus de liberdade internos.
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Existem quatro possiveis contornos deste tipo associados a cada um dos quatro vértices
w; for i =1,...,4 cuja direcao das flechas em arestas opostas no contorno sao iguais. Nos
podemos obter uma condicao de contorno a partir da outra aplicando rotacoes na rede.

Para todas as quatro condicoes temos entropia zero (Spg = 0).

4.3.2 Condigoes de contorno Domain-Wall

A primeira situagao nao trivial apareceu no contexto do calculo de produtos escalares
entre estados de Bethe. Este é caso da funcao de particao com condicoes de contorno tipo

Domain-Wall (parede de dominio)[85]

ZM PO AR = (U B(Aw) - B2) B(A1) 1) (4.3.2)

M1 M2 M3 4 M5

Figura 4.3: Funcdo de particio ZEWPY para N = 5 do modelo de seis-vértices com

condicoes de contorno domain-wall.

A fungao de partigao acima pode ser escrita na forma de determinante [86, 87|, que por
sua vez foi bastante ttil no entendimento do limite termodinamico. Os resultados para
energia-livre e para entropia foram surpreendentemente diferentes em comparagdao com
as condicoes periodicas de contorno[52, 53|. Estes resultados e sua corregao de tamanho
finito foram rigorosamente provados|88|.

A funcdo de particio ZP"WBC ¢ uma das condicoes fixas de contorno que pode ser

encontrada dentro da soma que compoe Z44. Na realidade, existem duas funcoes de
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particao equivalentes dentro do caso completamente anti-periodico, que sao trivialmente
relacionadas por rotacao da rede.

A entropia a temperatura infinita Spypc = %ln (g—i) ~ (0.261624 é menor que o caso
periddico. Desta forma, é natural indagar se existem outras condicoes de contorno que

resultam em uma entropia diferente do caso periodico.

4.3.3 Descendentes das condicoes de contorno domain wall

Para abordar a questao sobre existéncia de outras condicoes fixas de contorno, nos
investigamos exaustivamente o nimero de configuragoes de varias condi¢oes de contorno.
Embora uma classificagao completa das condigoes de contorno em conjuntos de padrao
semelhante esteja fora de cogitacgao, até o presente momento, nés encontramos alguns
casos interessantes. Surpreendentemente existe uma familia de condi¢bes de contorno
que possuem exatamente o mesmo numero de configuracoes do caso domain-wall. Nos
chamaremos estas de condigoes de contorno descendentes do domain wall([dDWBC). Na

figura 4.4, n6s damos um exemplo para N = 5.

1 M2 H3 g s

81 So
S1 59
A
Ay — -
Ay — -
A — -
)\5 53 Sy
53 \ Y S4

Figura 4.4: Funcio de particio Z&"WPBC do modelo de seis-vértices com condi¢oes de
contorno descendente do domain wall. As variaveis s; =71,] ou —, < carregam uma

orientacao de flecha e, atrelado a estas, 5; carrega a flecha oposta.

Os dDWBC que nos conseguimos classificar e que persistem para valores arbitrarios de

N podem ser tratados com as ferramentas da integrabilidade. Nos utilizamos o ansatz de
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Z4PWBC “estabelecendo uma

Bethe algébrico para derivar uma relacao de recorréncia para
relacdo desta com a funcio de particio domain-wall usual Z£" %, numa rede menor. Isto
pode ser feito através do mesmo procedimento de [89], embora aqui obtenhamos diferentes
tipos de func¢ao de particao Z3PWBC e ZEWBC A funcao de particao ZPWBC (veja Figura

4.4) pode ser escrita como,

ZP PO ) = (4.3.3)

= (sadn-2 83| (Ta(AN)) gy 5, BAn-1) - B(A2)(Ta(M))s, 4, 52 T2 51)

sendo s; =T,] or —, < e §; 0 seu oposto.

Para ilustrar isso, tomemos s; = $o = s4 =/ , e s3 =T,

Zn({03 {ud) = Wl BOW) - BOW D) [y 1) (4.3.4)

Usando o chamado two-site model decomposition, a matriz de monodromia é decomposta

em duas partes

Foy— [ A0 BV [ Ava) Bea) | .
() Di(N) COnv1(\) Dy_1(N)

e podemos mostrar a seguinte relacao

N({AFAu}) = ZT] In-l H By_1(A)Dn-1 j)HBN1()\k) Iftv-1), (4.3.6)

k=j+1

sendo

e I S

m=2
a(Aj—1 — p)e(Aj — pa) :
. " =3,...,N. 4.3.7
T ey — )by — ) T / ( )

De agora em diante, nesta secao, nés vamos omitir por conveniéncia os indices N — 1 dos
operadores B(A) e D(A), que atuam no espago HZ:2 Vin. Nos utilizamos a algebra de
Yang-Baxter (4.1.5) com o propoésito de mover os operadores D(A) para a direita. Para
tanto, utilizamos as propriedades de comutatividade dos operadores B(\) e a relagao

j—1

B(A Zﬂjk H B(A (4.3.8)

m;ék

m=1
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sendo

=1 ()\k B >\Z) ’
Bi = i itk
a()\j )\7«)’ k — j
iz OO = A0)

(4.3.9)

Como o estado |f}) é um auto-estado do operador D(\), resulta a seguinte relacao de

recorréncia

N{AAn}) = Z ZNPC N\ N {p} \ ) [(b(kk))N‘1 Zmﬁjk] :

Jj=k

(4.3.10)

E possivel obter uma expressao concisa para a funcao de particio em termos de uma

formula de determinante. Neste processo, nds substituimos a féormula de determinante

para a fungao de particao domain wall [86, 87|, que escrevemos na forma

ZEWEC (XY, {u}) = fv({A} {p}) det [p(Muj)}fZ ..... N

na relagao (4.3.10). Nos finalmente obtemos

o p(A,p2)  p(Arsps) o p(A1, pw)

og  p(Ag, pi2 Ao, piz) oo p(A2, pn
2 uh = | ol :u) Pl :u) ; Pl :u) |

on  p(Ansp2) p(An,pz) o p(AN, pn)

sendo Ok, p(A, 1) e fn({A}, {u}) dados por

O = (=) e (N A ek \ )b ) DB

c(A = p) 7
a(A — )b — p)’

p(A\p) =

In{AYAnY) =

N
(cijCjibiabjj + ciicjjaijazi)(ciiciibijbji + cijcjiaiay)

piipj;(CijCjibiibsj + CiCjjaijazi) — pijpji(CijCiiQiaz; + Cicjjbijbji)

[T% (asba)

ij=1
1<)
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e denotamos a;; = a(\; — 1), e assim por diante. Note que a nossa forma de representar
a fungdo de parti¢cdo domain wall, dada pelas expressoes (4.3.11), (4.3.14-4.3.15) é valida
para todos os regimes fisicos, isto é, para todos valores de A [49].

Tomando o limite homogéneo e fazendo todos os pesos de Boltzmann iguais a um,
no6s obtemos como esperado o niimero de matrizes de sinal alternado [57|. Portanto, este
contorno produz a mesma entropia do domain wall quando a temperatura vai a infinito
ou, equivalentemente, a entropia residual quando as energias de todos os seis vértices sao
iguais.

A inversao de flechas nas arestas dos cantos que define a funcdo de particao (4.3.3)
corresponde fazer as seguintes trocas entre pares de pesos de Boltzmann {wi,ws} ou
{w2, wg} para o canto superior esquerdo, {wy, wg} ou {we,ws} para o canto inferior direito,
{ws,ws} ou {wy,ws} para o canto superior direito e {ws,ws} ou {wy,ws} para o canto
inferior esquerdo. Isto significa que, desde que exista uma flecha do contorno entrando e
outra saindo no vértice do canto, podemos inverter a orientacao destas flechas sem que
isto prejudique a soma sobre as configuracoes internas admissiveis. Dai resulta uma nova
funcao de particao com o mesmo nimero de configuragoes da primeira.

Devemos notar que esta invariancia no nimero de configuracoes pela inversao nas
flechas do canto nao esta restrita aos contornos do tipo domain wall. Podemos encontrar
esta invariancia em qualquer outro contorno que possua flechas no canto contribuindo

com fluxo “isolado” nulo para este vértice.

4.3.4 Fusao das condicoes de contorno domain wall e ferroelétrico

Uma outra condicao de contorno cuja entropia difere do caso periédico pode ser obtida
a partir de uma fusao entre as condicoes do tipo domain wall e ferroelétrico.

Esta nova condicao de contorno é obtida da seguinte forma: Escolha um nimero n
entre 0 e N. Preenchemos as arestas do canto superior esquerdo como se fosse um domain
wall. As arestas opostas a estas também sao preenchidas de acordo com o contorno do
domain wall. As demais setas sao preenchidas como um contorno tipo ferroelétrico, veja a

Figura (4.5). Por conta do congelamento parcial da rede, este contorno remete ao calculo
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M1 M2 M3 M4 Us

Figura 4.5: Fusao dos contornos domain wall e ferroelétrico.

da funcao de particao de um domain wall de n x n sitios. Portanto a entropia fica

. n 2
STDWBC:]\}lm <N> SDWBC’~ (4316)

—00

Escolhendo uma sequéncia adequada n(N'), podemos obter qualquer valor de entropia tal

que 0 = Spp < S < Spwpe = LIn(5).

4.3.5 Condicoes de contorno Néel

Para além das condicgoes fixas de contorno ja apresentadas, nés procuramos também
pelo contorno que possui o maior nimero de configuragoes. Olhando para tamanhos
finitos NV < 6, nos verificamos computacionalmente que as condicoes de contorno do tipo
Néel, Figura 4.6, é aquela que fornece o maior nimero de configuracoes, em contraste com
as condicoes de contorno ferroelétrico, que permite apenas uma configuracao. Devido a
alternancia das flechas no contorno, temos maiores oportunidades de inverter as flechas
quando do preenchimento das configuracoes internas. Isto justificaria o elevado nimero
de configuragoes comparado a outras condigoes fixas de contorno|49|. Para N par, este
contorno esta contido na soma do caso periédico {2pp. Para N impar, existe um analogo
que também chamamos de Néel e esta contido na soma do contorno antiperiodico 244.

Assumindo a veracidade da informacao acima, podemos utilizar um argumento seme-

lhante ao apresentado na secao 4.2, a fim de mostrar que a entropia Néel deve ser a mesma
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Figura 4.6: Condigoes de contorno Néel para N = 4.

do caso periddico, pois
Ove < Qpree < 2°VQpp < 2VQp, (4.3.17)

de onde segue Sfree = Spp = Syg no limite termodinamico.

Entretanto, ainda nao conseguimos obter o nimero de configuracoes {2y exatamente
como foi possivel de ser feito para o domain wall. A integrabilidade do modelo de seis-
vértices, neste caso, nao parece fornecer nenhuma pista para o célculo da entropia ou da
funcao de particao. Para ilustrar esta afirmacao, consideremos que a funcao de particao

pode ser escrita no formalismo do método do espalhamento inverso como

ZNP AL A = (4 A DO AAN-1) - D) AN [T - M), (4.3.18)

Acontece que os operadores A(\), D(\) e A(A)D(A) ndo comutam para os diferentes
parametros espectrais. Desta forma, nao conseguimos achar uma formula simples em
forma de determinante.

Na auséncia de resultados analiticos, nos calculamos numericamente o ntimero de
configuracoes para valores de N até 20. Isto nos revela a Figura 4.7 para a entropia
“finita”. A entropia aparenta se comportar como Syg = Spp(l — 37), com v ~ 2.

O numero exato de configuragoes para uma rede quadrada e sob condicoes de contorno
do tipo Néel pode ser encontrado no Apéndice F. Todavia, para o célculo da entropia
residual importa apenas a forma exponencial com que o niimero de configuracoes cresce.
Na Tabela 4.2 nos fornecemos o nimero de digitos do nimero de configuracoes. E facil

reconhecer nestes niimeros que as diferencas consecutivas, agrupadas de quatro em quatro,
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0.3
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Figura 4.7: Comparacao entre entropias do caso periodico Spgc = %ln(g) com aproxima-

¢ao de tamanho finito do caso Néel.
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N | nimero de digitos | diferenca
3 1

4 2 1
5 4 2
6 5 1
7 7 2
8 10 3
9 13 3
10 | 16 3
11 | 19 3
12 | 23 4
13 | 28 )
14 | 32 4
15 | 37 )
16 | 43 6
17 | 49 6
18 | 55 6
19 | 61 6
20 | 68 7

Tabela 4.2: Numero de digitos do nimero de configuragoes para uma rede quadrada de

tamanho N e sob condicoes de contorno tipo Néel.

formam uma progressao aritmética. Com isto, obtemos a aproximacao
k .
1+ (Zj:l 6])
s log(10)
(4k + 3)

e tomando o limite termodindmico encontramos

2+ (1+6k)k
2(4k + 3)°

log(10),

Stz &

3 3 4

3

(4.3.19)

A aproximacao obviamente nao resulta no valor exato da entropia, pois que a entropia

Néel nao pode exceder a periddica. No entanto, adquirimos grande confianca de que as

condicoes de contorno Néel sejam, de fato, maximal.
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Assim como o modelo de seis-vértices com condi¢oes de contorno domain wall esta
associado ao problema de contagem de matrizes de sinais alternados, todas as condigoes
fixas de contorno correspondem a um problema semelhante no contexto das matrizes de
sinais alternados generalizadas[49, 90]. Em particular, as condigoes do tipo Néel (N par)
nos remetem a contagem do seguinte tipo de matrizes: cada entrada nao nula da matriz
pode ser +1 ou —1; as linhas ou colunas impares, se possuirem qualquer entrada nao nula,
entao as entradas nao nulas devem comecar com +1 e terminar com —1 na medida que
preenchemos a linha ou coluna na direcao crescente dos indices da matriz; as linhas ou
colunas pares, se elas possuem qualquer entrada nao nula, entao as entradas nao nulas
devem comecar com —1 e terminar com +1. Isto deve ser contrastado com o caso das
matrizes de sinais alternadas usual, em que as entradas nao nulas devem sempre comecar

com +1 e também terminar com +1|91].

4.3.6 Fusao das condicoes de contorno ferroelétrico e Néel

Uma vez estabelecido que as condigoes de contorno Néel ¢ maximal, podemos tentar
utilizar a estratégia de fusao de condigoes de contorno para mostrar que a entropia do
modelo de seis-vértices pode variar ao longo de todo intervalo Spp < S < Sppc. Para
isto, nos escolhemos o canto superior esquerdo com as condi¢oes de contorno do tipo Néel,
enquanto o canto inferior direito é do tipo ferroelétrico, Figura 4.8.

Levando em conta os graus de liberdade internos congelados, observa-se que a funcao
de particao da rede toma a forma de um “L” ao invés da rede retangular. Este tipo de
fun¢ao de particao ja foi investigada na literatura|92|, mas com configuracoes diferentes
no contorno.

Por construcdo, nés temos SNE=FF = SFE — (0 paran =0, e SVF-FE = GNE — gPBC
para n = N, o que permanece verdadeiro no limite termodinamico. Argumentamos,
agora, que se incrementarmos n de ng para ng + 1, existe apenas uma pequena variagao
na entropia, tanto menor quanto maior o tamanho da rede. Para isto, nés apresentamos
a entropia com N = 20 fixo e n variando de 0 a N, Figura 4.9.

Com N da ordem de dezenas, ja podemos ver a continuidade aparecendo. A maior
diferenca de valores consecutivos de entropia é menor que 0.03 para N = 20. E razoavel

admitir que Sy 777 — SNVE-FE = O(4). Para dar suporte a esta afirmagdo, nés também
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Figura 4.8: Fungao de particao Z]]\\,’E_FE

para N = 6 e n = 4 na qual as condicoes de
contorno é dada por uma fusao das condigoes do tipo Néel e ferroelétrico. O ntmero n

define a tamanho linear ocupado pela parte Néel.

mostramos a diferenca de entropia S5 — SNE-FE

com n = |§] e N variando de 2
a 20, Figura 4.10. Em outras palavras, nos fixamos a proporc¢ao e variamos o tamanho
linear da rede. Como podemos ver, esta diferenca decai suficientemente rapido a medida
que aumentamos o tamanho linear N.

Esperamos que estas conjecturas fortemente evidenciadas possam encontrar provas

rigorosas em um futuro proéximo.
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Figura 4.9: Entropia “finita” da fusao Néel-Ferroelétrico vs. o nimero n que define a
proporgao das duas condicoes de contorno. O tamanho linear é fixo em N = 20. Note a

variacao gradual dos valores de entropia.
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Figura 4.10: Diferenca de entropias “finitas” da fusao Néel-ferroelétrico vs. comprimento

linear N. Os numeros de proporc¢ao sao n. = [%J ens =nc+ 1.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese nds conseguimos estender a formulagao de um nimero finito de equagoes in-
tegrais nao-lineares para uma generalizagao de multi-cadeias do modelo t-J super-simétrico
e para um modelo de férmions itinerantes invariante pela super-algebra osp(1/|2). Além
disso, conseguimos estudar o modelo de seis-vértices simétrico sob uma gama de con-
di¢oes de contorno, concluindo pela existéncia de uma variedade destas que fornecem
propriedades intensivas diferentes do caso periddico.

No que toca a parte das equacoes integrais, pudemos acessar pelo método da matriz
de transferéncia quantica um diagrama de fases bastante rico relativo a generalizagao de
multi-cadeias do modelo t-J[47]. Mostramos que as combinagoes isolante, metal/ ferro-
magnético, antiferromagnético/ comensuravel, incomensuravel, segundo a nossa classifi-
cacao na tabela 2.1 podem ser corroboradas via analise das funcoes auxiliares.

O que marca uma transi¢ao sao as singularidades de van-Hove quando da passagem de
nenhum poc¢o (densidade nula/isolante/ferromagnético) a um po¢o (metal comensuravel /
antiferromagnético comensuravel) a dois pogos (metal incomensuravel / antiferromagnético
incomensuréavel). Em particular, n6s determinamos exatamente as linhas de transigao
envolvendo fases ferromagneticamente ordenadas, pois que do proprio ansatz de Bethe
nao existe interacao das ondas de carga/buraco (onda de densidade) neste caso. Para este
conjunto de setores, o modelo é soluvel em termos de férmions livres, o que possibilita o
calculo das funcoes de correlacao, verificando toda a influéncia da quebra espontanea de
paridade ao gerar dois periodos de oscilacao e, por consequéncia, a incomensurabilidade.

Um dos principais interesses neste tipo de modelo se deve a conjectura de Anderson|93,
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94] na descri¢ao da supercondutividade de altas-temperaturas. Todavia, faz-se necessario
uma rede bidimensional para esta finalidade, o que hoje ainda é incipiente no contexto de
modelos exatamente soliveis e/ou integraveis[95]. A cadeia (2.1.6) pode ser vista como bi-
cadeia e por conseguinte um inicio de interpolacao entre uma e duas dimensoes. Contudo,
¢ bem 6bvio que nos nossos modelos (2.1.4), a fim de que as intera¢does permanegam
locais, devemos ter limy_, ., % = 0, pelo que continuam sendo unidimensionais. Por
consequéncia, todas as transicoes de fase sao essencialmente quanticas, isto é, ocorrem a
T = 0, deixando as possiveis aplicacoes por conta dos recentes avancos em sistemas de
baixa dimensionalidade[96]. Esperamos que nossos resultados possam encontrar alguma
serventia na explicacao de experimentos como estes.

O segundo progresso que fizemos no contexto das equagoes integrais nao-lineares foi o
de prover as fun¢oes auxiliares para uma cadeia integravel invariante pela representacao
fundamental da super-algebra osp(1|2)[48]. Fizemos isto tanto com o propésito de calcular
correcoes de tamanho finito, como de obter as propriedades termodinamicas.

A partir da solucao numérica das equacoes integrais, pudemos evidenciar o comporta-
mento conforme frente ambas as correcoes, temperatura e tamanho finitos, e a existéncia
de correcoes logaritmicas. A correcao mais relevante, aquela associada & carga central,
foi obtida analiticamente via truque do di-log, corroborando nossos resultados numeéricos
e também aqueles encontrados na literatura|82|. Diferentemente do caso su(2), as cargas
centrais obtidas por corre¢ao de tamanho finito, ¢, e correcao de temperatura finita, c.s¢,
possuem valores distintos embora relacionados pela equagao (3.2.31).

Uma particularidade do modelo em questao é possuir auto-valores reais, embora o
Hamiltoniano nao seja hermitiano. Em outras palavras, a teoria de campos subjacente é
nao unitaria. Tem sido justificadas possiveis aplicacoes deste tipo de teoria no contexto
de polimeros e efeito Hall quantico[97, 98, 99, 100, 82|.

O nosso progresso no caso particular do osp(1|2) podera abrir espa¢o para uma in-
vestigacdo mais consistente de outras cadeias invariantes pelas super-dlgebras osp(n|2m).
Devemos dizer que na busca das funcoes auxiliares nés definimos uma matriz de transfe-
réncia que nao aparece na hierarquia de fusao do modelo[76]. Este ponto merece maior
investigacao, pois que pode significar a existéncia de outra representacao até entao igno-

rada.
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Para além destes resultados concretos, nés também trabalhamos na formulagao de
equagoes integrais nao-lineares para os modelos su(l) invariantes com o objetivo de obter
a sistematizacao do método. Identificamos no fluxo de Biacklund um conjunto de relagoes
funcionais adequados para a obtencao das fungoes auxiliares.

Vimos que, enquanto existe concordancia de fungoes auxiliares da derivagao original e
daquelas advindas do fluxo de Bécklund para o su(2), no caso su(3) o mesmo nao ocorre.
Além de demonstrarmos serem distintos os conjuntos do su(3), obtivemos dois sistemas
de equacoes integrais nao-lineares.

Dos dois conjuntos de equagoes integrais que formulamos, o primeiro embora correto
e generalizavel para o caso su(l), ndo é estavel, pois que necessita um chute inicial ex-
tremamente acurado para obter a solucao correta. Como discorremos no corpo principal
do texto, isto se deve ao fato de que apenas um conjunto de equacoes de Bethe estar
contemplado no uso das hipoteses de analiticidade.

O segundo conjunto, embora correto e estavel, nao é generalizavel para o caso su(l).
Todavia, constitui interessante observacao podermos formular equagoes integrais nao-
lineares em nimero menor do que havia sido previamente obtido, passando de seis equa-
¢oes integrais para quatro.

Em suma, a formulacao sistematica das equagoes integrais esta em aberto e permanece
como proposta de trabalho futuro.

Na outra frente de nossas pesquisas, noés conjecturamos a “invariancia” das propri-
edades intensivas do modelo de seis-vértices simétrico quando da combinacao mista de
condicoes periodicas e anti-periodicas de contorno. Mostramos que, forcosamente, as con-
di¢oes periddicas de contorno fornecem as mesmas propriedades intensivas das condigoes
livres de contorno.

Olhamos também para as condigoes fixas de contorno, demonstrando existir uma infi-
nidade destas que resultam em entropia residual distinta do caso peridédico. Temos além
dos descendentes do domain-wall e das condicoes de contorno tipo ferroelétrico, a fusao
entre domain-wall e ferroelétrico, permitindo a obtencao de qualquer valor de entropia no
intervalo [0, Spw].

Com argumentos advindos do teorema do confronto, mostramos existir um contorno

fixo maximal cuja entropia deveria equivaler ao caso periddico. Nossas investigacoes
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numéricas mostraram serem estas as condigoes de contorno do tipo Néel, cuja extrapolagao
numérica do nimero de configuracoes parece corroborar a proposta.

Neste tipo de condigoes de contorno a integrabilidade parece nao ajudar no calculo
do nimero de configuracoes, motivo pelo qual nao conseguimos estabelecer uma féormula
fechada. Todavia, assumindo que este seja, de fato, o contorno maximal, conjecturamos
que a partir da fusao ferroelétrico-Néel podemos obter todos os valores de entropia no
intervalo [0, Sppc]. Basicamente, o argumento utilizado para isso foi uma espécie de
continuidade do valor da entropia sobre a proporcao 0 < limpy_,o0 % <1

Das nossas investigacoes numéricas, estd mais que evidente que o contorno domain-
wall, o ferroelétrico e outras condicoes fixas de contorno nao constituem excecao, e atencao
deve ser destinada as condicoes de contorno de certos modelos estatisticos[49, 50]. Além
disso, todas as condi¢oes fixas de contorno no modelo de seis-vértices simétrico correspon-
dem & enumeragao de algum tipo de matriz de sinais alternados generalizadal90, 49, 50],
de onde ambas as areas de pesquisa podem tirar proveito.

Em todos os problemas tratados neste trabalho, mesmo no mais simples e mais bem
conhecido como o modelo de seis-vértices, estamos longe de exaurir todo conhecimento
que as técnicas da integrabilidade permitem. Muitas sao as questoes ainda remanescen-
tes, como a dependéncia do diagrama de fases com as condicoes de contorno, o calculo
das correlagoes interpolando curtos e longos comprimentos de onda, a sistematizacao do
conjunto finito de equagoes integrais que permitam obter propriedades fisicas de modo
eficiente, propriedades de transporte fora do equilibrio. E para além destas, teremos
ainda a classificacao das solucoes da equacao de Yang-Baxter, formulagao sistemética
do ansatz de Bethe, as possiveis generalizacoes da Yang-Baxter para sistemas de maior
dimensionalidade, entre outras.

Sendo assim, sao intiimeras as possibilidades de prosseguimento nesta area da Fisica-

Matematica.
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Apéndice A
Super-algebra de Lie

Todos os modelos estudados neste trabalho possuem invariancia por super-adlgebra de
Lie. Neste apéndice, faremos uma revisao breve e nao rigorosa destas algebras.
Uma super-algebra é um espaco vetorial V' com graduacao Z; em que definimos uma

operacao produto, digamos - : V' x V — V| tal que para todo a,b,c € V e A € C, temos

(a+Ab)-c=a-c+Ab-c (A.1)

a-b=c = p(c)=p(a)+p(b) mod2, (A.2)

na ultima equacao se a e b sao elementos homogéneos da algebra, entao ¢ é um elemento

homogéneo com a referida paridade. Além disso, se a super-dlgebra for associativa, entao
a-(b-c)=(a-b)-c (A.3)

Uma super-algebra de Lie é uma super-algebra com produto [, ] ndo associativo, satis-

fazendo as seguintes propriedades:

[a,b] = —(—=1)P“POp, q], (A.4)
[a, [b, c]] = [[a,b],c] + (=1)"POb, [a, ], (A.5)

sendo que em (A.4) e (A.5) consideramos a, b e ¢ elementos homogéneos do espago vetorial
V. Notemos que a partir de uma super-algebra associativa podemos construir uma super-
algebra de Lie se definirmos o produto nao associativo [, ] em termos do produto associativo

- da seguinte forma

[a,b] =a-b— (—1)P“*Op.q, (A.6)
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Agora consideremos a super-algebra associativa das super-matrizes M (I/r;C). Ou seja,
estamos assumindo que estas matrizes representam operadores lineares atuando em um
espaco vetorial de dimensao [ + r no qual fixamos uma base homogénea em que os [
primeiros elementos da base sao pares e os r elementos posteriores sao impares. O produto
usual de matrizes é associativo. Para que este conjunto constitua uma super-algebra
associativa, devemos eleger uma base de elementos homogéneos. Escrevendo cada matriz

na forma

A B
¢ D

(A7)

sendo A de dimensao [ x [, B de dimensao [ x r, C' de dimensao r X [ e D de dimensao

r X r, definimos as matrizes pares na forma

A 0
, (A.8)
0 D
e as matrizes impares como ) )
0 B
(A.9)
C 0

Com esta definicgdo podemos verificar que a condigdo (A.2) é satisfeita, de modo que
M(l/r;C) & uma super-algebra associativa. A super-algebra de Lie correspondente é o
que denotamos por gl(l/r;C). Note que a definigdo de super-matrizes fornecida neste
apéndice concorda com (1.3.6), considerando que os elementos sdo nimeros complexos e,
portanto, de paridade nula.

Um homomorfismo ¢ : L — L' de super-algebras de Lie ¢ um mapeamento de L em

L’ que satisfaz as seguintes propriedades:

d(a+ Ab) = ¢(a) + Ao(b), (A.10)
p(¢p(a)) = p(a) a homogéneo, (A.11)
o([a,0]r) = [¢(a), 6(b)] 1. (A.12)

Além disso, definimos um ideal de uma super-algebra de Lie como sendo um subespago v
de V tal que
[v,V] € v, (A.13)

117



em particular v é uma sub-algebra. Com estas defini¢coes, podemos ver que o ntcleo, ker ¢,
de um homomorfismo ¢ : L — L' é um ideal de L, pois seja a € L tal que ¢(a) =0e b

um elemento qualquer de L, temos

¢(la,0]) = [#(a), 6(b)] = [0, ¢(b)] = O, (A.14)

alem disso, a imagem de ¢, im¢, é isomorfa a algebra L/ker¢. Isto é, deletamos de L
os elementos que formam ker¢ e também desprezamos os termos de ker¢ produzidos no
calculo dos colchetes dos elementos remanescentes.

Definimos o super-trago das matrizes da forma (A.8) por
strM = trA — trD. (A.15)

Com esta definigao, o super-trago ¢ um homomorfismo da super-dlgebra gi(l/r;C) na
super-algebra abeliana ¢l(1/0;C), do que resulta, em particular, que o conjunto de ma-

trizes com super-traco nulo é também uma super-algebra de Lie. Logo
sl(l/r;C) = [M € gl(l/r;C)|strM = 0] (A.16)

também é uma super-algebra de Lie com o mesmo produto de gl(l/r;C). Seja Lo(L1) o
conjunto de todos os elementos pares(impares) de L, temos que Ly é gerado por matrizes

da seguinte forma

(4 0

M = , com trA =0, (A.17)
0 0
0 0

M = , com trD =0, (A.18)
0 D
SR

_ |
M = , 1|’ (A.19)

de modo que temos [*> + 7> — 1 geradores pares. Nao existe restricio nenhuma para
os geradores impares, de modo que as matrizes sdo da forma (A.9), o que fornece 2Ir
geradores.

Exemplo si(2/1;C)
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Temos 4 geradores pares:

1 010 0 10 0 00 $ 0]0
Bi=]0 —=1|/0| Bo={00[0]| Bs=|10[0]| Ba=]0 3]0, (A20)
0 010 0 0/0 0 0/0 0 01
e quatro geradores impares
0 01 000 0 0]0 0 0/0

Fr=|00/0] B=|0o0l0| Fs=|00[1| Fu=]00]0]. (A21)
000 1 00 0 0/0 0 1]0

A partir da combinacao linear destas matrizes, podemos escolher uma base Hermitiana:

1 010 o 10| [o —ilo 5 0]0

0 —-1]0 1 0/0 i 010 0 3]0,

0 o\o 0 0(0] [0 o\o 00\1

0 01 o oli| [oolo] [oo]o

0 0/0 0 00 001 00—, (A.22)
10\0 -i 0j0| |0 1\0 01\0

de modo que se considerarmos o espaco linear gerado por estes com coeficientes em R,
teremos a super-dlgebra su(2|1). Todavia, para os nossos propositos, esta distin¢ao é
irrelevante e continuaremos a trabalhar com o sl({/r;C). De posse de uma representagao

da &lgebra, podemos calcular as constantes de estrutura:
lai, a;] = Z CFay,. (A.23)
k
Os parénteses nao nulos da algebra si(2/1; C) sao dados por

1
[BlyBQ] == 2827 [31733] = _2337 [82733] = Bl? [F17F2] = §B1 + B47

B i
[F\, Fy] = By, |Fy, Fs] = Bs, [Fy,Fy] = —71 + By, [B1,F]=—(-1)F,

[827F2] = _F47 [827F3] = F17 [B37F1] = F3> [B37F4] - _F27 [B47F1] = (_1)1

v | o

de onde se pode obter as constantes de estrutura.

119



Agora, consideremos a supertransposi¢ao de matrizes em M ({/r; C) da seguinte forma:

) At (_1)P(M)Ct
M?® = , (A.24)
_(_1)P(M)Bt Dt
podemos mostrar que a super-transposicao satisfaz as seguintes propriedades

str(M*®') = strM, (A.25)
sty sty st st

(M)7)") =M, (A.26)
(MN)* = (=1)PODPN) st gt (A.27)

Com esta definigdo podemos caracterizar melhor outra sub-algebra de gl(l/2r;C).

Dado uma matriz K da forma

G 0 0 Id,
K = . G=1d, J= , (A.28)
0 J Id, 0

o conjunto | M € gl(l,r; C)| MK + (—1)P™ KM = 0| constitui a super-algebra osp(l, 2r; C).

Para verificar, basta utilizar as propriedades da super-transposicao para mostrar que se

M e N pertencem a osp(l,2r; C), entdao [M, N| também pertence.

1(1-1)
2

Os geradores pares desta algebra sdo tais que A' + A = 0, isto é geradores do
tipo so(l), e D'J + JD = 0, ou seja r(2r + 1) geradores do tipo sp(2r). Os geradores
fmpares sao tais que B! = JC, o que fornece um total de 2Ir geradores.

Exemplo: osp(1,2;C)

Nao temos geradores pares do tipo so(l), mas temos trés geradores pares do tipo sp(2):

0/0 0 0(0 0 0/0 0
Bi=10[1 0 Bo=10[0 1| Bs3=|[0[0 0 (A.29)
0[]0 -1 0[0 0 0/1 0

Além disso temos dois geradores impar

010 1 0/1 0
Fr=1|-1/0 0 F,=10/0 0 (A.30)
010 0 110 0

De modo que os parénteses nao nulos desta algebra sao
[B1, Bs) = 2Bs, [Bi, B3] = —2Bs, [By, Bs] = By,
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[P, F1] = =2By, [Fy, Fy] = =By, [Fy, Fy] = 2B,
[By, I\l = F1, [By, Bb] = —Fy, [By, 3] =—F, [Bs, Fi]=—F.

Chamamos a atencao do leitor para as diferencas em relacao ao corpo central do texto
devido a diferente escolha da graducgao do espaco.
Finalmente, em correspondéncia com equagao (1.2.29), se £ é uma soluc¢ao invariante

pela super-algebra de Lie, entao para cada gerador g, temos
[R(\).T(g) & 1d+1d & T(g)| (A.31)

sendo I'(¢) uma representagio da algebra.

121



Apéndice B

Diferenca qualitativa das funcoes

auxiliares para as diferentes fases

Neste apéndice nos gostarfamos de apresentar o aspecto qualitativo das fungoes auxi-

. In b(x) In c(x)
liares —3= e =5~

Resolvendo a equagao (2.1.20) para dados T, H e n(u,T, H) fornece as fungoes au-

para cada fase.

lnbﬂ(x), ln%(x) e lncﬁ(x). No limite 8 — oo, onde ocorrem as transicoes de fase

quantica, estas funcoes devem mostrar comportamentos qualitativamente diferentes para

xiliares

fases diferentes, refletindo a falha de analiticidade das propriedades termodinamicas sob
as linhas criticas. Portanto, as fungoes auxiliares podem ser usadas para corroborar nossa
classificacao das fases, como na tabela 2.1.

A apresentacao das funcoes auxiliares pode ser simplificada notando que, para H >
0, podemos omitir b(x). Isto porque as funces b(z) e b(x) sdo complexo conjugada
uma da outra, enquanto para H > 0, E(m) se anula no limite § — oco. Além disso, as

. cos Inb(x) _ Inc(z) £
partes imaginarias de =3= e =3= se revelaram bem pequenas. Portanto, nés vamos nos

Inb(z) In ¢(z)
AN

Nas Figuras de B.1 a B.8 nés apresentamos as fungoes auxiliares para pontos tipicos

restringir a estudar a parte real das funcgoes

de cada fase nas Figuras 2.4 e 2.5. Para melhor observar as mudancas qualitativas, nos

realgamos o eixo y = 0 (o eixo vertical y representa as fungoes auxiliares nb o l%c) Esta

B
linha separa os “niveis ocupados” daqueles nao ocupados. Aqui devemos olhar para In bﬁ(x)

Inc o s ‘o . . .
(HT(I)) como representando os possiveis cendrios para os mares de Dirac (invertidos). Por

exemplo, a transi¢do da fase I para a fase II no diagrama 2.4 a) é assinalado por uma
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Figura B.1: Fase [: Fase metalica comensurivel antiferromagnética comensurével: %
Inc

possui um mar de Dirac e 5 possui um mar de Dirac invertido. a) H =0, § = 0.2, n =

02,b) H=0,0=5 n=02¢) H=025 0=2 n=03d) H=3, =02, n=038.

mudan¢a de um mar de Dirac invertido (Figura B.1) para dois mares de Dirac invertidos

(Figura B.2) na funcdo = ;(x) e, por conseguinte, aumentando o nimero de excitacoes sem

gap. Este tipo de discussao ja apareceu anteriormente em termos das chamadas “dressed
energy functions” em uma outra generaliza¢ao do modelo t-J|75]. Portanto, nds podemos
identificar a transicao de um ordenamento metélico comensuravel para um ordenamento
metalico incomensuravel. Do mesmo modo, uma analise semelhante pode ser executada
para cada linha de transicao comparando o comportamento das funcoes auxiliares exibidas

nas Figuras de B.1 a B.8, na medida que nos movemos de uma fase para outra.
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a) b)

0.2 04
log(b) —— log(b) ——
log(c)
0 0.2 N
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X X

Figura B.2: Fase II: Fase metélica incomensuravel antiferromagnética comensuravel; %

possui um mar de Dirac e 1%0 possui dois mares de Dirac invertidos. a) H =0, § =5, n =

0.8, b) H=0.25 =2, n=0.6.

a) ) b)
0 log(b) —— 08 log(b) —— 8 log(b) ——
log(c) log(c) log(c)
-0.2 0 j ﬁ 25
-0.4 \ { 2
-0.5
-0.6 15
-1
> 08 > > 1
-1.5
1 0.5
-2
-1.2 0
14 25 05
-1.6 -3 -1
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
x x x

Figura B.3: Fase III: Fase isolante antiferromagnética comensuravel; % possui um mar

Inc

de Dirac e = apenas toca a linha y = 0 por baixo. a) H=0,6=5 n—1 b)
H=3 60=02n—1c)H=025 6=02 n— L
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Figura B.4: a) Fase IV: Fase

10

20

-20 -10 0

20

-10

10 20

metélica comensuravel antiferromagnética incomensuravel;

% possui dois mares de Dirac e

lnc

possui um mar de Dirac invertido; H = 0.25, 6 =

5, n = 0.25. b) Fase V: Fase metélica incomensuravel antiferromagnética incomensuravel;

% possui dois mares de Dirac e

5, n = 0.6. c¢) Fase VI: Fase isolante antiferromagnética incomensuravel:
mares de Dirac invertidos e

5, n—1.

Inc

B

ln

¢ possui dois mares de Dirac invertidos; H = 0.25, 0 =

Inb

B

possui dois

apenas toca a linha y = 0 por baixo; H = 0.25, § =
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log(b) —— log(b) ——
log(c) log(c)
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3
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Figura B.5: Fase VII: Fase metalica comensurével ferromagnética: % possui um mar de
Dirac e 1% estd completamente acima da linha y = 0; a) H = 0.25, # = 0.2, n = 0.1, b)

H=3,0=02 n=02c¢) H=3, 0=5 n=0075d) H=45, 6 =02, n=0.2.

a) ) b)
4
t log(b) —— 6 log(h) —— log(b) ———
log(c) log(c) log(c)
5
05 3
4
—
0 2
3
> 0.5 > 2 > 1
1
1 0
0
1.5 1
1
2 2 -2
-20 -10 0 10 20 20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
x x X

Figura B.6: Fase VIII: Fase metalica incomensuravel ferromagnética: % possui dois mares
de Dirac e 1%0 esta completamente acima da linha y = 0. a) H = 0.25, § =5, n = 0.25,

b)H=3,0=5 n=02c¢) H=45 0=5 n=0.2
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Figura B.7: Fase IX: Fase isolante ferromagnética:

Inc

nb

-10

10

20

apenas toca a linha y = 0 por

cima e = estd completamente abaixo da linha y = 0; a) H=3,60=5 n—1,b)

H=45 0=02, n— L.

a) b)
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log(c) log(c)
1
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0
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log(c) log(c)
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-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

Figura B.8: Fase X: Fase de densidade nula n = 0; % toca a linha y = 0 por baixo
quando x — 00 enquanto I%C esta completamente acima: a) H =0, § = 0.2, n — 0, b)

H=025 0=5 n—0c¢ H=3 0=5n—0d) H=45, §=0.2, n— 0.
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Apéndice C

Formulacao alternativa das equacoes

integrais para correcoes de tamanho

finito no osp(1|2)

Neste apéndice nos derivamos o conjunto “padrao” de equagoes integrais nao-lineares|42,

45| para corregoes de tamanho finito para o modelo osp(1]2). Nos evitamos tal formula-

¢ao no corpo central do texto porque ela nos leva a um tratamento nao uniforme quando

consideramos a variagao do parametro de torgao n. Para 0 < n < Z temos o regime onde o

maior auto-valor A(x) possui dois zeros dentro da faixa de analiticidade, isto é, uma faixa

que contém pelo menos a regidao [3z| < 1 do plano complexo. Para § <71 < 7 o maior

auto-valor /1(3:) nao possui nenhum zero dentro da faixa de analiticidade, de modo que

este regime deve ser tratado de forma bem semelhante ao caso da matriz de transferéncia

quantica. Devemos notar, todavia, que estas diferencas qualitativa nao se refletem no

auto-valor S(z) associado ao maior auto-valor. Nos definimos as fungoes auxiliares

sendo

. )\3($+}1—ie) B
A A W sy w S A )
b(r) = T Blo)=1+6(),  (C)

Aoz — 1 +ie) + A3 — 1 +1ie)’

Alz) = M(x) + Ao(x) + A3(2), (C.2)
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(=) (e) =~ oo + ol + ) G,
(~1)"u(e) = oo - oo+ PGI T,
(—1)"As(x) = —e"g(x — ;l)¢( - %)ggi?; (C.3)

Nas defini¢oes (C.1) e (C.3) o parametro € entra como um regularizador do modo a evitar
singularidades devido as funcoes ¢ quando calculadas as transformadas de Fourier das
derivadas logaritmicas. Para proceder, nos precisamos de propriedades de fatorizacao,

das quais podemos escrever as funcoes auxiliares numa forma produto. De fato, temos

b g dla+ 3)S( — 1)

A(x) + Ao(z) = (—1)"e O+ 1) = —(X(Z) + A\3(2)), (C.4)

e portanto encontramos

b(x) _ _6321‘ ¢<x - i€>¢<$ - % - iE)Q(J; + % _ i€>
N (b(x +1i— 16)5($ — ie) | ’

(o) = o~ PO HINO + 5 +i9Q — 5 +i)

- d(x —i+ie)S(z + ie) ’

— () Qlz+ 14— ie)A(z + i—ie)

Bl = oz +1—i€)S(x — ie)

¥ L _MQ(QT—%—i-ie)]\(a:—}L_He)

B(r) = (—1)" 2 o(z —1+16)S(z + ie)

(C.5)

Estas equagdes, por si 86, ndo sao fechadas. Aqui o sistema-Y (3.2.13) se faz necessario.

Notemos a seguinte relacao quando € = 0

i b(z)b(x)

Ye(z + i)Z/c(l’ ——)= B(2)B(x) (C.6)

4 4
que por meio de uma conjugacao particula-buraco em todas as funcgoes se torna a expressao
usual y(z + )y(z — 1) = B.(2)B.(z).

Agora n6s devemos discriminar entre os dois regimes. Podemos aplicar o procedimento

descrito no corpo principal do texto, sem modificagao nenhuma para o caso § <n < 7.

Encontramos o seguinte conjunto de equagoes integrais
log b(z) F, F, F3 log B (x) LD(x + %
logb(z) | == |F Fy Fy| * |logB(z)| +i| LD@-5+x-n |, (CT)

log y.(z) Fy F3 Fy| |logYe(x) L(D(z+§) —D(x - 1))
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sendo que D(z) denota o mesmo driving-term como no texto principal e o kernel é exa-
tamente o mesmo que aquele para matriz de transferéncia quantica. A expressao do

auto-valor se torna

log 5 =D % (log B(x + i) + log B(z — i) + log Yc(x))

31
—iLE(x — Z) — miMod(L,2). (C.8)
sendo E(z) = [ e(v)dv, veja a equacio (2.2.10).
Para 0 < 7 < % nés nao conseguimos obter equagoes integrais numericamente sa-
tisfatorias devido a aparicao de zeros dentro da faixa de analiticidade. Para evitar este

problema, noés escolhemos trabalhar com um conjunto menor de funcoes auxiliares com

prejuizo de se obter a expressao para o auto-valor de forma mais implicita.
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Apéndice D

Ansatz de Bethe para o maior

auto-valor do setorn = % Nno regime

ferroelétrico

Para mostrar que o maior auto-valor dos diferentes setores de spin-z produzem a mesma
energia-livre no limite termodinamico, nds analisamos a solucao das equagoes do ansatz
de Bethe (4.2.32). Podemos assumir, sem perda de generalidade, a > b+ ¢ na fase

ferroelétrica. Uma possivel parametrizacao para A > 1 é

a(A) = psinh(\ + %),
b(A) = psinh(\), = A = cosh(7), (D.1)

c(A) = esinh(y),

sendo o um fator de escala e v o parametro de anisotropia.

Nos substituimos os pesos de Boltzmann nas equagoes de Bethe (4.2.32) e na respectiva
expressao do auto-valor, onde também executamos as translagdes A — A — /2 e \; —
Ai — /2 por conveniéncia. Dados a, b, ¢ na regiao a > b+ ¢, sempre podemos encontrar
os valores correspondentes de v, o, A. Nos checamos a solucao via ansatz de Bethe com a
diagonalizacao exata no setor n = L/2 para identificar a estrutura de raizes associada ao
maior auto-valor neste setor. Fizemos isto para 2 < L < 10. Listamos as raizes de Bethe
na Tabela D.1, onde escolhemos a = 2.1 ,b = 0.7, ¢ = 0.62. Esta escolha para os pesos

de Boltzmann corresponde a v ~ 0.93881. Ainda, a estrutura de raizes parece um n < %
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L A Bethe roots

3.3244 AL = 0. — 1.5708i

A1 = 0.755792 — 1.5708i
X2 = —0.755792 + 1.5708i
A = 1.24738 — 1.5708i

6 | 18.9897 | )y = 0. — 1.5708i

A3 = —1.24738 — 1.5708i
A = 1.67202 — 1.5708i

Ao = 0.513821 — 1.5708i
A3 = —0.513821 — 1.5708i
Ay = —1.67202 — 1.5708i
A = 2.11256 — 1.5708i

A2 = 0.998365 — 1.5708i
10 | 214.268 | A3 = 0. — 1.5708i

As = —0.998365 — 1.5708i
A5 = —2.11256 — 1.5708i

4 1715616

8 | 99.0169

Tabela D.1: Raizes de Bethe para a = 2.1 ;b= 0.7, ¢ = 0.62.

string centrada em —in/2 e distribuida ao longo de um eixo paralelo ao eixo real[27, 28|.
De fato, a solucao das equagoes de Bethe para L = 26 possui desvios bem pequenos
deste padrao L/2-string, veja Figura D.1.

Assumindo que a string exata é dada por

)\j:—iz—l—v(L/z_l—(j—l)), j=1,...,L/2, (D.2)
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Re[Z]
5y 6y

-

Figura D.1: Distribuicao de raizes de Bethe para o maior auto-valor no setor L/2 com

L = 26. Existe um pequeno desvio do padrao L/2-string

: 5 ; (0)
Obtemos que uma aproximacao razoavel para A ~, /o COMmM L grande como segue

(0) A\ L/4—1/2
max,n= . h A -
) LL/Q( ) ~ SlnhL()\ _’_f}//2) H COS (h —)i\_ q,y 7)
0 Ljds1je  COSBA+ @)
L/4—1/2
: cosh(A + g7 +7)
+ sinh*(A—v/2) ] , (D.3)
= Ljds1/2 cosh(\ + ¢v)
. cosh(y(L/4 —1/2)y — \)
= sinh”(\ 2
st (A 49/ 2) e L TI=1/2) T )
, h(v(L/4—1/2) +~v+ )
R = /2) 2 D.4
R eV ey sy o B VR (D-4)
~ sinh®(\ +7/2)e" 2 + sinh®(\ — v/2)e? ™A, (D.5)
Tomando o limite termodinamico encontramos
1
e ra — Tim (AR, (0)" = a(). (D.6)

Esta é a exatamente a energia-livre do modelo de seis-vértices com condigoes periddicas

de contorno no regime ferroelétrico tal que a > b[8].

133



Apéndice E
Inversoes separadas

No caso de inversoes separadas nos temos

Z= D0 (AT AR (AT (AR) x

g2 g4
91,95,93,94

ag; +agy?
x (91687 (o810 ) (0" (V1”) [1 4+ (=) Feote ), (D)

portanto ay, e oy, devem ser diferentes para contribuicoes nao nulas. Ainda, na soma
acima, nos devemos restringir {g1,gs} a sequéncias onde oy, =1 — ay,.

Para L impar, os setores n e L — n possuem paridades diferentes. Além disso, como
podemos ver das relagoes (4.2.14) e (4.2.16), para cada auto-vetor |g) no setor n nos temos
outro auto-vetor I1I* |g) no setor L — n com o mesmo auto-valor. Portanto, para L impar

temos

L
. 4
‘Fj,l = L,}\IIIBOO 6NL (4;:0 maxn ) ‘<gl(r?a)an|gmax>| > = FPP‘ (D2)

assumindo (4.2.53).
Para L par, os setores n e L —n possuem a mesma paridade. Neste caso, uma possivel
aproximacao é reter o maximo auto-vetor no setor n para g; e usar o maior auto-vetor

nos setores n + 1 e L —n £ 1 para gs. Portanto, encontramos

N—ma+mi1—1 mo—mi—1
R = (3] X ) )

|m—n|=1

mmW&Mﬂm%M%mD:&ﬂ 03
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sendo que utilizamos a hipotese (4.2.53) e também o seguinte:

lim (A(O) )% = lim

max,n
L—oo ’ L—oo
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Apéndice F
Configuracoes Néel

Neste apéndice nos exibimos o niimero de configuracoes do modelos de seis-vértices
sob condicgoes de contorno tipo Néel. O nimero de configuracoes foi calculado para redes

quadradas com N variando de 1 a 20.

N | Configuragoes

1 1

2 2

3 7

4 64

3 1322

6 64914

7 7474305

8 2033739170

9 1305583070738

10 | 1981880443295788

11 | 7111657020627320662

12 | 60382974032926242142168

13 | 1213039653244899907872180826

14 | 57687270950680153355854587442676

15 | 6494209210696211480439308528411663853




16 | 1731204438495421321106461120147832169010790

17 | 1092829001103470428650265862752651675963745966742

18 | 1633892840599915791908254127642749411000513938128114064

19 | 5785898354977820698935460290451680551971080689572072829375890

20 | 48534629904275880189653389798729712740901732087151544103619504415896

Tabela F.1: Numero de configuragoes para as condigoes de contorno do tipo Néel.
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