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“the application of GARCH to long time series of stock-return data will yield a high measure of
persistence because of the presence of deterministic shifts in the unconditional variance and
the subsequent failure of the econometrician to model these shifts.”

(Christopher G. Lamoureux and William D. Lastrapes)






RESUMO

K. FIORELLA AQUINO G. Modelagem da volatilidade em séries temporais financeiras via
modelos GARCH com abordagem Bayesiana. 2017. 84 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatis-
tica — Interinstitucional de P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2017.

Nas udltimas décadas a volatilidade transformou-se num conceito muito importante na area
financeira, sendo utilizada para mensurar o risco de instrumentos financeiros. Neste trabalho, o
foco de estudo € a modelagem da volatilidade, que faz referéncia a variabilidade dos retornos,
sendo esta uma caracteristica presente nas séries temporais financeiras. Como ferramenta
fundamental da modelacdo usaremos o modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity), que usa a heterocedasticidade condicional como uma medida da volatilidade.
Considerar-se-ao duas caracteristicas principais a ser modeladas com o propdsito de obter um
melhor ajuste e previsao da volatilidade, estas sdo: a assimetria e as caudas pesadas presentes
na distribuic@o incondicional da série dos retornos. A estimagdo dos parametros dos modelos
propostos seré feita utilizando a abordagem Bayesiana com a metodologia MCMC (Markov

Chain Monte Carlo) especificamente o algoritmo de Metropolis-Hastings.

Palavras-chave: Séries Temporais, Inferéncia Bayesiana, Volatilidade, Modelos GARCH,

Distribuicdes assimétricas, MCMC.






ABSTRACT

K. FIORELLA AQUINO G. Modeling of volatility in financial time series using GARCH
models with Bayesian approach. 2017. 84 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Interinsti-
tucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao,
Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2017.

In the last decades volatility has become a very important concept in the financial area, being used
to measure the risk of financial instruments. In this work, the focus of study is the modeling of
volatility, that refers to the variability of returns, which is a characteristic present in the financial
time series. As a fundamental modeling tool, we used the GARCH (Generalized Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity) model, which uses conditional heteroscedasticity as a measure
of volatility. Two main characteristics will be considered to be modeled with the purpose of a
better adjustment and prediction of the volatility, these are: heavy tails and an asymmetry present
in the unconditional distribution of the return series. The estimation of the parameters of the
proposed models is done by means of the Bayesian approach with an MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) methodology , specifically the Metropolis-Hastings algorithm.

Keywords: Time series, Bayesian inference, Volatility, GARCH models, Asymmetric distribu-
tions, MCMC.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Motivacao

A anélise de séries temporais financeiras trabalha com dados coletados no mercado
financeiro, por exemplo com precos de ativos financeiros. Devido a alta instabilidade que
enfrenta o mercado financeiro por causa de fatores econdmicos, politicos e sociais os pre¢os dos
ativos oscilam fortemente. Portanto, se define a esta variabilidade dos precos como volatilidade
a qual nao € direitamente observavel. Com o propdsito de modelar a volatilidade se define a
variancia condicional como uma medida estatistica dela, logrando assim obter mais informacgao

que possa nos ajudar a prever o comportamento futuro dos dados no mercado financeiro.

Uma das caracteristicas da volatilidade € que ela tende a se apresentar em grupos numa
série financeira, isto nds leva a pensar na existéncia de um grau de dependéncia no tempo.
De modo que € necessario recorrer aos chamados modelos heterocedasticos condicionais, 0s
quais fazem diferenca entre a variancia condicional varidvel no tempo e condicionada as
informacdes disponiveis até o instante dado e a variancia incondicional que é constante em
uma série observada. Estes modelos e suas extensdes sdo muito empregados, pois possuem
propriedades que conseguem explicar alguns dos fatos estilizados ou carateristicas inerentes nas

séries temporais financeiras.

O primeiro em utilizar esse tipo de modelos foi Engle (1982) que propde modelar e prever
a variancia condicional, com os modelos ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity).
Uma generalizagdao dos modelos ARCH foi proposta por Bollerslev (1986), os chamados mo-
delos GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), os quais sao mais
parcimoniosos do que os modelos ARCH no sentido de que descrevem a variancia condicional
com menos parametros, por conseguinte, sao os mais empregados na prética financeira. Uma
suposi¢cao muito comum nos modelos ajustados a dados de séries financeiras € que os retornos,

que sdo calculados como a primeira diferenca do logaritmo da série, estejam condicionalmente
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distribuidos como uma normal. Mas com esta especificacao os modelos ndo serdo capazes de
capturar eficientemente as caudas pesadas e a assimetria que caraterizam as séries financeiras.
Portanto considerando o dito anteriormente, nesta dissertacdo nds apresentaremos a utilizacao
de distribui¢des de probabilidade com caudas mais pesadas do que a normal para a distribuicao
dos erros e além disso vamos a inserir um parametro de assimetria nessas distribui¢des com o

objetivo de obter uma melhor estimativa da série.

A inferéncia nos modelos ARCH e GARCH majoritariamente tem sido feita utilizando
a abordagem da estatistica classica. Tem havido menos progresso na andlise deste tipo de
modelos desde uma abordagem Bayesiana. Isto ocorre devido a complexidade dos modelos e
ao custo computacional que suas andlises precisam. Portanto, com este trabalho pretende-se
contribuir para o estudo da modelagem da volatilidade utilizando os modelos GARCH desde
uma perspectiva Bayesiana, considerando distribui¢des assimétricas com caudas pesadas na

distribui¢do do termo do erro e fazendo uso dos métodos MCMC para a estimacdo do modelo.

1.2 Revisao Bibliografica

Antes da proposta de Engle, se trabalhava com métodos estatisticos que assumiam
volatilidade constante, por falta de uma alternativa que modele as flutuacdes aleatdrias da
volatilidade ao longo do tempo. Portanto, a descoberta de Engle (1982) foi um grande avango.
Ele apresentou o conceito de heterocedasticidade condicional autorregressiva que capturava com
precisdo as propriedades de muitas séries de tempo financeiras. Seu modelo ARCH proposto,
tem como ideia bésica, que a volatilidade em um instante de tempo ¢ ndo € constante e depende
dos retornos passados. Bollerslev (1986) propds uma generalizagdo do ARCH que considera que
a volatilidade depende além dos valores passados dos retornos, também dos valores passados da

propria volatilidade. Estos modelos sdo os chamados modelos GARCH.

Numerosas extensoes e refinamentos do modelo GARCH tém sido propostos para captu-
rar os fatos estilizados adicionais observados nas séries de retornos financeiras, ver Bollerslev
(2009). Como por exemplo a evidéncia empirica neste tipo de séries, de que em geral choques
negativos tem um impacto maior sobre a volatilidade da série que choques positivos, mos-
trando assim, um certo grau de assimetria na volatilidade. Essa caracteristica levou a alguns
pesquisadores a propor extensdes para o modelo, Nelson (1991) introduziu os modelos Expo-
nencial GARCH (EGARCH), Glosten, Jagannathan e Runkle (1993) introduziram os modelos
GJR-GARCH, Ding, Granger e Engle (1993) introduziram os modelos ARCH com poténcia
assimétrica (APARCH) que foi um dos modelos mais promissores nesta linha. Os modelos
APARCH representam uma generalizacdao de modelos de classe ARCH e GARCH propostos
na literatura, ver Laurent (2004). Notar que nos modelos apresentados acima a assimetria €
considerada direitamente na formulacdo do modelo para modelar a existéncia de assimetria no

impacto dos retornos passados sobre a volatilidade atual. Além disso, as distribui¢des empiricas
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dos retornos dos ativos ademais de ter caudas pesadas podem ser assimétricas. Para lidar com
esta ultima carateristica de assimetria dos retornos, que segundo estudos empiricos ndo pode
ser capturada modelando a assimetria no processo de volatilidade, se propds considerar certo
grau de assimetria na distribui¢do dos erros. No artigo de Ehlers (2012) se compararam modelos
GARCH com diferentes distribuigdes assimétricas para os termos dos erros. Em Pipien (2006)
sdo avaliados alguns métodos propostos na literatura para inserir assimetria em distribuicdes
originalmente continuas, unimodais e simétricas ao redor da moda. Ehlers (2012) utilizou o
método de Fernandez e Steel (1998), que propde introduzir assimetria nas distribuicdes mediante
fatores de escala inversos nos valores positivos e negativos da varidvel. Obtendo assim, uma
distribuicdo assimétrica ajustada apenas a um parametro de forma, o qual define o grau de

assimetria.

Por outro lado, considerando captar outras caracteristicas como as mudancas de compor-
tamento ao longo do tempo das séries. Foram propostos os modelos com mudangas de regimes
estocasticos, como os modelos Regime Switching ARCH (SWARCH), os modelos Regime
switching GARCH (RS-GARCH), os modelos Markov Switching GARCH (MS-GARCH) ver
Ardia (2009), Bauwens, Preminger e Rombouts (2010) e entre outros.

Além dos modelos ja citados, para modelar a volatilidade, existem os modelos de
Volatilidade Estocastica (VE) introduzidos por Taylor (1982), os quais tem sido uma alternativa
aos modelos de tipo ARCH de Engle (1982). Estes modelos podem ser mais realistas ao assumir
que a variancia condicional varia estocasticamente, por isso € que em alguns casos estes modelos
s@o conhecidos por modelar melhor a volatilidade do que os modelos GARCH, ver Kim, Shephard
e Chib (1998) e Barossi-Filho, Achcar e Souza (2010). A estimativa dos parametros ndo € ficil
neste tipo de modelos, devido a que ndo € possivel obter a func¢do da verossimilhanga de forma
analitica pois as volatilidades aparecem como varidveis latentes. Muitos métodos de estimacao
tem sido propostos na literatura, sendo o método MCMC proposto por Jacquier, Polson e Rossi
(2002) um dos mais eficientes. Devido a evidéncia empirica de assimetria na distribuicao dos
retornos financeiros ver por exemplo Jondeau e Rockinger (2003), tem surgido extensdes do
modelo VE como as apresentadas por Cappuccio, Lubian e Raggi (2006), Tsiotas (2012) e
Abanto-Valle, Lachos e Dey (2013).

Com respeito a aplicacdo do enfoque Bayesiano para a estimacdo dos modelos tipo
ARCH, uma das primeiras propostas foi implementada por Geweke (1989) usando a integracdo de
Monte Carlo com amostragem de importancia. Anos depois, com o mesmo objetivo foi utilizado
o algoritmo de Metropolis em Geweke et al. (1994). Continuando a pesquisa de Bauwens e
Lubrano (1998), que apresentaram a inferéncia Bayesiana dos modelos GARCH usando o
algoritmo Amostrador de Gibbs. No mesmo ano, Nakatsuma (1998) propde um algoritmo de
amostragem baseado em Cadeias de Markov para os modelos GARCH. Depois de um longo
periodo, Ardia (2006) propde a estimacdo Bayesiana do parcimonioso mas efetivo modelo

GARCH(1,1) com erros Normais usando a metodologia proposta por Nakatsuma (1998) para
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amostrar valores dos parametros direitamente da distribuicao a posteriori conjunta, construindo
assim uma cadeia de Markov através do algoritmo de Metropolis-Hastings. Este algoritmo foi
primeiro proposto por Metropolis et al. (1953) e anos mais tarde generalizado por Hastings
(1970) resultando no algoritmo de Metropolis-Hastings. No ano seguinte ao trabalho de Ardia
Takaishi (2007) usou o algoritmo de Monte Carlo Hibrido para a estimacdo Bayesiana dos
modelos GARCH. Devido as evidéncias na literatura de que muitas séries financeiras tendem
a ter curtose observada ainda maior do que aquela considerada por um modelo GARCH com
erros normais, Ardia e Hoogerheide (2010) implementou o pacote bayesGARCH no software
R baseado no procedimento descrito em Ardia (2008) onde se faz a estimacdo Bayesiana de
um modelo GARCH(1,1) com erros T-Student através do algoritmo de Metropolis-Hastings
por blocos. Além da distribui¢do T-Student que € geralmente usada, ha outras distribuicdes de
probabilidade na literatura como a GED (Generalized Error Distribution), também conhecida

como distribuicao Exponencial Poténcia ver Nelson (1991).

Com base a tudo o exposto, a motivacao da presente dissertacdo € modelar a volatilidade
de indices do mercado aciondrio, empregando as metodologias propostas desde uma perspectiva
Bayesiana. Tendo como objetivo principal contribuir a comparacdo de algoritmos para andlise de

modelos GARCH com distribui¢gdes assimétricas.

1.3 Apresentacao dos Capitulos

Neste capitulo se apresentou a motivagao para o planejamento do projeto, além da revisiao

bibliografica da literatura existente nesta area de estudos.

No Capitulo 2, definem-se alguns conceitos basicos en finangas que nos ajudardo a
entrar em contexto com os termos de retornos e volatilidade. Se faz uma pequena introdugdo a
inferéncia bayesiana e também se apresenta a metodologia Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC) que € essencialmente integracdo de Monte Carlo usando Cadeias de Markov. Existem
diversos métodos para simular cadeias de Markov, aqui apresentaremos os mais conhecidos o
algoritmo Metropolis-Hastings e o algoritmo Gibbs sampling que em resumo € um caso particular

do algoritmo Metropolis-Hastings.

No Capitulo 3, define-se 0 modelo GARCH(p,q) que € a principal ferramenta nesta
dissertacdo para alcancar o objetivo de modelar a volatilidade. Como também se estudam as
propriedades da distribui¢do incondicional dos retornos, com base a estos resultados se propde
inserir assimetria e considerar distribuicdes com caudas pesadas na distribui¢cao dos erros do
modelo. Portanto, apresentaremos o método de Ferndndez e Steel (1998) utilizado neste trabalho
para transformar a distribui¢do simétrica, continua e unimodal do erro em uma distribui¢ao
assimétrica ajustada por un paridmetro de forma que descreve o grau de assimetria. Para a
estimacao dos parametros do modelo aplicando a abordagem Bayesiana, se calcula a fun¢do de

verossimilhanga condicional e se estabelecem as distribuicdes a prioris dos pardmetros portanto
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pelo teorema de Bayes obtemos a distribuicdo a posteriori conjunta dos parametros, fazendo uso
da metodologia MCMC calculamos as médias amostrais para aproximar as medias populacionais

obtendo assim os parametros estimados.

No Capitulo 4, explica-se detalhadamente como se implementou o algoritmo e se faz a

avalia¢ao do desempenho do mesmo trabalhando com dados artificias.

No Capitulo 5, apresenta-se a aplicagdo do modelo GARCH(1,1) com distribui¢do
nos erros T-Student, Normal e GED assimétricas e padronizadas a duas séries de dados reais:
IBOVESPA e S&P500. A inferéncia dos modelos € baseada nas amostras geradas pelo primeiro

algoritmo definido no Capitulo 4.

Para finalizar, no Capitulo 6 faz-se uma avaliacdo dos resultados obtidos e apresentamos
as conclusdes do trabalho apresentado.

Por ultimo, se apresentam as referéncias bibliogréficas.
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CAPITULO

SERIES DE TEMPO FINANCEIRAS

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos basicos que serdo usados no transcorrer
dos préximos capitulos. Assim, com respeito aos conceitos relacionados a séries temporais
em finangas na secio 2.1 se define o termo retorno, na se¢io 2.2 se apresentam as principais
caracteristicas das séries de retornos conhecidas como fatos estilizados, através da andlise
de uma série com dados reais. A secao 2.3 contém nocdes bdsicas de inferéncia Bayesiana e

finalmente na secdo 2.4 se definem os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

A andlise de séries temporais financeiras estd focada na avaliacdo de ativos ao longo
do tempo. Uma caracteristica chave que distingue a andlise de séries temporais financeiras
de outras andlises de séries temporais € a volatilidade, um elemento de incerteza que nao é
diretamente observavel. Como resultado dessa incerteza adicional, se recorre aos chamados

modelos heterocedasticos condicionais.

Comegamos com o0s conceitos basicos de retornos de ativos, pois a maioria dos estudos
financeiros envolve retornos, em vez de precos de ativos. Tomando como referéncia o livro de
Tsay (2005), existem dois motivos principais para o uso de retornos. O primeiro é que para
investidores médios, o retorno de um ativo € um resumo completo e sem escala da oportunidade
de investimento. O segundo motivo € porque as séries de retornos sdo mais ficeis de analisar do

que as séries de precos porque as primeiras possuem melhores propriedades estatisticas.

2.1 Retornos

Os dados financeiros, como os pre¢os didrios de um determinado ativo financeiro formam
uma série de tempo financeira. Estes ativos financeiros podem ser por exemplo: agdes de uma
empresa ou comddites. Uma andlise estatistica direta dos pregos dos ativos € dificil, porque os
precos consecutivos sdo altamente correlacionados e as variancias dos precos variam com o tempo.

Portanto, as séries dos precos em geral ndo sao estaciondrias. Entendendo-se de modo bastante
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geral que uma série de tempo diz-se estaciondria se ndo houver mudanca sisteméatica na média
(sem tendéncia), se ndo houver mudanca sistemdtica na variancia e se as variacdes estritamente
periddicas foram removidas. A definicao formal de estacionariedade pode se encontrar no livro
de Chatfield (2013). Entdo, assumindo que o intervalo de tempo entre observagdes consecutivas
da série de precos € constante e que ndo haja dividendos pagos no periodo. O tipo de variagao
usualmente utilizada pelos pesquisadores na andlise deste tipo de séries e que também sera
usada neste trabalho € o retorno composto continuamente (ou também chamado simplesmente

log-retorno ou retorno) ¢ definido como:

P

log (P t ) = logh, —logh—1 = pi — pi—1,
-1

considerando a F; o preco de um ativo no instante de tempo ¢ (comumente um dia de

negdcio) e p; como o logaritmo na base e do preco deste ativo (p, = logP,).

Para um anélise mais aprofundado da defini¢do de retorno podem se estudar os livros de
Morettin (2006) e de Taylor (2008).

Em seguida, a titulo de ilustragdo tomaremos a série dos valores de fechamento didrio do
Indice da Bolsa de Valores de Sdo Paulo (IBOVESPA) no periodo de 2 de Janeiro de 2009 a 31
de dezembro de 2014 com um total de 1498 observacdes, que € considerado o mais importante
indicador do desempenho médio das cotacdes das a¢des negociadas na Bolsa de Valores de Sdo
Paulo. A Figura | e a Figura 2, apresentam respectivamente a evolucao dos pregos e dos retornos

de fechamento diario do Ibovespa.

A seguir, na Tabla 1 se apresentam as estatisticas descritivas dos retornos do Ibovespa.
Onde pode-se constatar que os retornos apresentam excesso de curtose amostral por ser maior do
que 3 (valor referencial da curtose da distribui¢do normal), indicando que a distribuicao da série
apresenta caudas pesadas. Além disso, apresenta pequena assimetria negativa € média proxima

de zero.

Tabela 1 — Estatistica descritiva da série de retor-

nos.
Estatistica ‘ Valor
média (x10~%) | 1,45
maximo ‘ 0,06
minimo | —0,08
variincia (x 10™%) | 2,29
curtose ‘ 4,75
assimetria ‘ —0,03
nimero de observacdes ‘ 1497
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Figura 1 — Precos de Fechamento didrios do Ibovespa desde Janeiro 2, 2009 até Dezembro 31, 2014.

2.2 Fatos Estilizados dos Retornos

A continuacao os principais fatos estilizados dos retornos, serdo apresentados. Para um

estudo mais aprofundado veja Straumann (2005).

2.2.1 Nao auto-correlacionados

Na anélise usual de séries temporais, a dependéncia entre as observagdes consecutivas
¢ frequentemente medida através das autocovariancias ou autocorrelacdes, para mais detalhes
veja Chatfield (2013). As contrapartidas amostrais de ditas quantidades sdo as autocovariancias
e autocorrelagdes amostrais. Assim, analisando a série dos retornos, geralmente apresentam o

seguinte comportamento peculiar:

e Os retornos apresentam autocorrelagdes amostrais pequenas, ndo significativas nas primei-

ras desfasagem.

e Existe autocorrelacdo amostral significativa nos quadrados dos retornos.
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Figura 2 — Retornos didrios do Ibovespa desde Janeiro 2, 2009 até Dezembro 31, 2014.

e As autocorrelacdes amostrais dos log-retornos absolutos sdo diferentes de zero para um

grande nimero de desfasagens.

Essas caracteristicas sao exemplificadas na Figura 3 (a) e na Figura 3 (b), considerando
série dos retornos do Ibovespa. A Figura 3 (a) mostra que nao existe autocorrelaciao dos retornos
em todos os defasagens e a Figura 3 (b) mostra que as autocorrelagcdes do quadrado dos retornos

sdo diferentes de zero para diversos defasagens.

2.2.2 Agrupamentos de volatilidades ao longo do tempo

Na realidade, os mercados financeiros reagem nervosamente na presenca de distdrbios
politicos, crises econdmicas, guerras, catastrofes naturais ou ante qualquer acontecimento que se
creia uma ameaga para a sociedade humana. Durante esses periodos de estresse os precos dos
ativos financeiros variam fortemente, comparados com os precos em periodos normais. De modo
que, numa série de retornos a volatilidade, entendida como o grau de variabilidade dos mercados,
evolui no tempo. Para exemplificar, na Figura 2, a simples vista € possivel detectar periodos

de stress da série de tempo do Ibovespa. Sdo os periodos onde a volatilidade dos retornos se
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incrementa, por exemplo, no grafico se observa uma grande instabilidade dos retornos a finais do

ano 2011 que foi o periodo da crise econdmica que atravessou Brasil reflexo da crise na Europa.

Em termos estatisticos, a variancia de um retorno num dado instante de tempo depende
de retornos passados e de outras informagdes disponiveis até aquele instante, de modo que temos
que definir a variancia condicional dado o passado, que é varidvel no tempo e nao coincide
com a variancia global (incondicional) da série observada. Portanto, para se levar em conta a
presenca de grupos de volatilidade em uma série financeira € necessario recorrer a modelos ditos

condicionalmente heterocedasticos.

2.2.3 Distribuicao incondicional assimétrica e de caudas pesadas

Quando a distribui¢do incondicional empirica dos retornos € desenhada, podemos obser-
var que geralmente ndo se assemelha a uma distribuicao normal. Testes cldssicos normalmente
levam a rejeicdo da suposi¢do de normalidade. Mais precisamente, as densidades tem caudas
pesadas (decrescendo a zero mais lentamente do que exp{—x”/2} ) e estdo acentuadamente
atingindo ao pico em zero: elas sao chamadas leptocurticas. Para medir o grau de leptocurtose
pode-se utilizar o coeficiente de curtose, definido como a razdo entre 0 momento de quarto
ordem amostral e a variancia amostral ao quadrado. A curtoses € igual a 3 para observacdes
independentes e identicamente distribuidas com distribui¢ao normal, este coeficiente € muito
maior do que 3 para a série de retornos. Por exemplo para a série de retornos apresentada na
Figura 2, a Figura 3 (c¢) compara uma estimacao do nucleo da densidade dos retornos (linha
tracejada vermelha) com a densidade de uma distribuicdo normal com média e variincia igual a
media e variancia dos retornos (linha azul). O pico em torno de zero aparece claramente, mas a
espessura das caudas € mais dificil de visualizar. A existéncia de caudas pesadas nesta série pode
se visualizar na Figura 3 (d), em que é apresentado o gréfico quantil-quantil da normal. Observe
que os pontos caem ao longo da linha no meio do grafico, mas curvam-se nas extremidades. O
qual € um indicador de que a série de retornos t€ém valores mais extremos do que seria esperado
se realmente vieram de uma distribuicao Normal. Além disso, existe evidéncia empirica que a
distribui¢do incondicional dos retornos pode mostrar frequentemente algum grau de assimetria.
Por exemplo, no caso dos dados analisados anteriormente ha indicios de assimetria negativa

(fraca) nos retornos de Ibovespa como é descrito na Tabla 1.

2.2.4 Efeito de alavanca

O efeito de alavanca, assinalado por Black (1976), faz referéncia a assimetria do impacto
dos retornos passados positivos e negativos sobre a volatilidade atual. Os retornos negativos, que
correspondem a diminui¢des dos precos, tendem a aumentar a volatilidade por uma quantidade
maior do que os retornos positivos da mesma magnitude, que correspondem a aumentos dos
precos. Mas no modelo GARCH, a variancia condicional depende do quadrado dos retornos

passados entdo erros passados positivos e negativos t€m o mesmo efeito na volatilidade atual,
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portanto nao é capaz de explicar este fato estilizado. Por causa deste efeito, surgiram outros mo-
delos com a capacidade de captar a assimetria na volatilidade, tais como os modelos EGARCH
(Exponential GARCH), TARCH (Threshold ARCH) e APARCH (ARCH com poténcia assimé-
trica). Em estes tipos de modelos a assimetria € tomada em conta na formulagdo do modelo, ou

seja a assimetria € considerada no processo gerador das volatilidades.
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Figura 3 — Caracteristicas dos retornos do Ibovespa.

Os fatos estilizados das séries dos retornos que acabamos de apresentar, podem ser atri-
buidos a Mandelbrot (1963) e a Fama (1965). Com base na analise de muitas séries de retornos
de acdes, mostraram ditas caracteristicas apresentadas nas séries de variacdes de precos de dados
financeiros. Nos seguintes capitulos, vamos apresentar e implementar o modelo GARCH consi-
derando certo grau de assimetria na distribuicdo dos erros, com o fim de capturar a assimetria na
distribui¢cdo dos retornos que segundo estudos empiricos ndo pode ser capturada pelo tipo de

modelos apresentados no pardgrafo anterior.

Na préxima secdo, se apresenta um resumo de inferéncia Bayesiana. Observe que

usaremos os termos distribuicdo e densidade alternadamente.
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2.3 Inferéncia Bayesiana

Nesta sec@o apresentamos nogdes bdsicas da inferéncia Bayesiana. Para um estudo
aprofundado deste tema sugerimos estudar os livros de Casella e Berger (2010) e Migon,
Gamerman e Louzada (2014). A diferenca entre a abordagem Cléssica e Bayesiana reside na
natureza matematica de @, o vetor de parametros. Na abordagem Classica, assume-se que existe
um valor verdadeiro e fixo para 0. Por outro lado, na abordagem Bayesiana considera-se a @ como
uma varidvel aleatdria a qual é caracterizada por uma distribuicfo a priori denotada por p(0)
que representa a incerteza inicial acerca do vetor de parametros antes de ter observado y. Sendo
y um vetor de observagdes cujos valores inicialmente sdo incertos e descritos através de uma
densidade de probabilidade p(y|@), conhecida como a funcéio de verossimilhanc¢a do modelo.
Se assumird a situacdo candnica em que as observacdes de uma amostra aleatéria do vetor sao
identicamente distribuidas como p(y|0) e independentes (condicionalmente ao conhecimento de
0). Com a especificagdo de p(0) e p(y|0), podemos obter o modelo probabilistico

p(0,y) = p(y|0)p(6).

Uma vez que os dados y contém informagdo acerca de 0, pode-se usar y para atualizar
a informagdo que temos acerca de 0. Portanto, usando o teorema de Bayes determina-se a
distribuicéo a posteriori p(0|y), a qual é uma descri¢éo probabilistica do conhecimento de 0

depois de observar os dados, e ¢ dada por

S(Bly)—  PY100p(0)
/@ p(y|0)p(8)do

(2.1)

na maioria das aplicacdes, a integral do denominador da Ecuacion 2.1 ndo possui forma analitica
fechada. Mas como pode-se ver a fung¢ao no denominador da Ecuacién 2.1 nido depende de 0, o

qual leva a
p(8ly) =< p(y|0)p(8). (2.2)

Em muitos cendrios ndo € possivel ou nao é desejavel trabalhar com distribuicdes a
prioris conjugadas ou com a prioris que conduzam a uma forma analitica fechada da distribuicio
a posteriori. Nestes casos, pode ser possivel utilizar aproximagdes analiticas ou numéricas para a
distribui¢do a posteriori. Outra alternativa consiste em resumir a inferéncia obtendo amostras
aleatdrias da distribuicio a posterior. As vezes, é possivel obter essas amostras por simula¢io
direta, mas muitas vezes esse nao € o caso e, portanto, métodos como Monte Carlo via cadeias
Markov (MCMC) sao usados.

Na seguinte secao apresentamos os principais métodos de simulagdo de Monte Carlo
com Cadeias de Markov (MCMC).
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2.4 Métodos MCMC

Estes métodos baseados em simulacdo estocdstica geram amostras da distribui¢cdo a
posteriori (nossa distribui¢do objetivo) quando o nimero de realizacdes € grande. Para um estudo

mais detalhado dos métodos MCMC ver o livro de Gamerman e Lopes (2000).

A amostragem MCMC baseia-se na construgdo de uma cadeia de Markov ergédica com
distribuigdo estaciondria p(0y) e uma fungéo de transigéo p(6,0"). Uma Cadeia de Markov é
dita ser ergddica se todos seus estados sdo estados ergddicos, entenda-se que um estado ergddico
¢ um estado recorrente que é aperiddico. Sendo 0[0},0[1], ey Om, ... as realizacdes da cadeia,
cujo espacgo de estados serd o espaco paramétrico ®. Quando o valor de j aumenta as realiza¢des
se tornam cada vez mais proximas das realizagdes da distribui¢do estaciondria p(0|y) e podem
ser consideradas amostras de p(0|y). Para um conhecimento mais aprofundado deste tema ler o
capitulo 6 de Robert (2004).

Uma vez que uma amostra de p(0|y) é obtida pode se calcular estimativas das caracteris-
ticas da distribui¢d@o a posteriori. Por exemplo, a média a posteriori de 0 é estimada pela média
aritmética dos valores amostrais, as médias a posterioris de transformagdes #(0) sdo estimadas
pela média das transformacdes 7( Bm) dos valores amostrais. Este método é usado quando os
métodos de amostragem direto ou indireto da distribui¢do a posteriori ndo podem ser aplicados,
portanto a simulagdo por cadeias de Markov € capaz de aproximar a amostragem de praticamente

qualquer distribui¢do a posteriori.

A seguir serdo apresentados os métodos MCMC mais comumente utilizados, o algoritmo

Gibbs sampling e o algoritmo Metropolis-Hastings.

2.4.1 Gibbs sampling

Geman e Geman (1984) sao os criadores deste método no contexto de processamento
de imagens. Mas, Gelfand e Smith (1990) foram os primeiros autores em apontar com sucesso
para a comunidade estatistica em geral que o esquema de amostragem elaborado por Geman
e Geman (1984) para as distribui¢cdes de Gibbs, poderia de fato ser usado para uma série de
outras distribui¢cdes a posteriores. Neste algoritmo MCMC a fungdo de transi¢do da cadeia esta
formada pelas distribui¢des condicionais completas p(6;|6y,...,60;—1,0i11,...,6k,y),i=1,... )k,

considerando que sdo conhecidas e podem ser amostradas.

O esquema de amostragem baseado em geracdes sucessivas € descrito como segue:

1. Inicializar o contador de iteracdo da cadeia para j = 1 e especificar um valor inicial
el — (9[0] 9[0]>/.
L 6005

2. Dado 61, gerar o proximo valor 6l = (GIU ], ey 6,£j ])’ através da simulacdo sucessiva
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dos valores:

o ~ ploijey ", 00 Ly,
92[]] ~ p(92|91[j]7 3[j_1]7"'79]([j_1]ay>7

3. Alterar o contador de j para j+ 1, voltar para o passo 2 e continuar o procedimento até

alcancar a convergéncia.

Enquanto o nimero de iteracdes aumenta, espera-se que a cadeia se aproxime a sua

distribuicao estaciondria. Apds a convergéncia, os valores resultantes formam uma amostra de
p(Oly).

Observe que ndo € necessdrio conhecer a distribuicao conjunta, mas € necessario conhecer
as distribuicdes condicionais completas. Se as distribuicdes condicionais completas coincidirem
com alguma distribuicdo de probabilidade conhecida na literatura a partir da qual pode-se
facilmente gerar os valoras, entdo deve-se usar o Gibbs sampling. No caso, de uma ou mais
distribuicdes condicionais completas nao coincidirem com alguma distribuicdo de probabilidade
conhecida, podem-se utilizar outros métodos de simulagdo como o algoritmo Metropolis-Hastings

para simular a distribui¢do conjunta.

2.4.2 Metropolis-Hastings

Aqui apresentaremos as cadeias de Markov geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings
(M-H), cujo nome deriva dos dois artigos bdsicos para a caracterizacdo deste método Metropolis
et al. (1953) e Hastings (1970). Este algoritmo € usado geralmente quando a geragao nao iterativa

de p(0|y) é muito complicada ou custosa.

Entdo, considerando uma distribuicdo p(0|y) a partir da qual uma amostra serd extraida
via cadeias de Markov. A fun¢@o de transi¢do da cadeia p(0,0") onde 8 é um novo estado da
cadeia, debe ser construida de tal forma que p(0]y) seja a distribuigdo estaciondria da cadeia.
Isto se reduz a encontrar cadeias reversiveis onde a fun¢do de transi¢do satisfaca a condi¢do de
reversibilidade da cadeia. Hastings (1970) propds definir a probabilidade de aceitagdo a(60,0™)
de tal maneira que quando combinada com ¢(0*|0) chamada de distribui¢do proposta se defina

uma cadeia reversivel.
Em termos praticos, a simulagdo de uma amostra de p(0|y) usando a cadeia de Markov
definida por este método tem o seguinte esquema geral:

1. Inicializar o contador de iteracdo para j = 1 e especificar um valor inicial 6"

b
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2. Gerar um novo valor candidato @* a partir da densidade proposta ¢(-|0 =11 );
3. Calcular a probabilidade de aceitagao Oc(O[j _1], 0") e geraru ~ U(0,1);

4. Seu < a(OU -1, 0") entdo o novo valor é aceito e fazemos 6l = 6*, caso contrario

rejeite e faca 6l = /=1 de modo que a cadeia ndo se mova;

5. Alterar o contador de j para j+ 1, voltar para o passo 2 e continuar o procedimento até

alcangar a convergéncia.

Observe que a distribui¢do proposta q(-|9[j _1]) € usada para gerar um novo valor 8*
dado o valor atual 8V~ ¢ (x(OU _1], 0") ¢é a probabilidade de aceitagdo do movimento da cadeia

de 6V~ a 0%, que ¢ dada por

* i—1 *
(01,6 = min{ _P(O'a(6" 0" |
p(8Vy)q(6*|0l~1)

Embora a distribui¢do proposta g possa ser escolhida arbitrariamente, na pratica a escolha
da proposta € crucial para a convergéncia da cadeia. A cadeia deve sempre ser capaz de atravessar
todo o espaco de parametros para convergir a distribuicao de equilibrio. Os movimentos da
cadeia determinados por g, devem ser estabelecidos de tal maneira que fornecam deslocamentos
consideraveis do estado atual mas com uma probabilidade substancial, determinada por o, de

Ser aceitos.

Existem casos especiais do algoritmo quanto a sele¢ao da distribuicao proposta, que sao

apresentados a seguir:

e (Cadeias independentes
O algoritmo resultante é conhecido como o algoritmo Metropolis-Hastings independente,

quando a distribuicdo proposta ndo depende do valor do estado atual da cadeia, i.e.,

q(6*(8V 1) = 4(8").

o Cadeias simétricas
O algoritmo resultante € conhecido como o algoritmo de Metropolis, quando a distribuicao
proposta é simétrica em torno da iteragdo anterior, i.c., ¢(6*|6)) = ¢(8/)|6*) para todos

os valores de 8* e O], Este é 0 algoritmo original proposto por Metropolis et al. (1953).

e Cadeias com passeio aleatério
O algoritmo resultante € conhecido como o algoritmo Metropolis com passeio aleatorio,
€ um caso especial do algoritmo de Metropolis baseado em um passeio aleatério. Con-

siste de uma distribui¢do proposta a qual s6 depende da distincia entre 8™ e ol _1], ie.,

(671671 = g(16V~1 — 97)).
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Uma caracteristica importante deste algoritmo é que s6 precisamos conhecer a dis-
tribuicdo de interesse parcialmente, ja que a probabilidade de aceitagdo ndo se altera. Isto é

fundamental em aplicacdes Bayesianas quando ndo se conhece completamente a posteriori.

Finalizando, observe-se que na forma do que o algoritmo M-H foi apresentado, o vetor
0 = (6y,...,6;) é atualizado em um vnico bloco em cada iteracdo de modo que todos os
elementos sao alterados simultaneamente. Um caso mais geral do algoritmo e que em alguns casos
pode ser computacionalmente mais eficiente, consiste em dividir @ em p blocos {01 sy O p},
cada bloco pode conter um ou mais elementos e € gerado por sua propria distribuicdo proposta,
assim dentro de cada iteragdo teremos o algoritmo aplicado p vezes. Note que o Amostrador de
Gibbs é um caso especial do algoritmo M-H por blocos, onde cada componente de 0 ¢ atualizado
sequencialmente e onde as distribui¢des propostas sdo as distribui¢des condicionais completas.

Para este caso, os valores candidatos sao sempre aceitos.

2.4.3 Auvaliacao da Convergéncia

Conforme é demostrado na teoria, uma amostra da distribui¢o de interesse p(0|y) s6 é
obtida quando o ndmero de iteracdes da cadeia € infinito. Do ponto de vista da implementacao
dos métodos, isso ndo € alcangdvel e um valor obtido em uma iteragdo suficientemente grande é
tomado. Devido as dificuldades na determinacdo de qudo grande essa iteracdo deveria de ser,
se optou por estudar as caracteristicas de convergéncia da cadeia. Havendo surgido abordagens
tedricas e empiricas que tentam decidir se a convergéncia pode ser seguramente assumida. Os
métodos empiricos que fazem a andlise das propriedades estatisticas da cadeia observada para

diagnosticar a convergéncia sdo os mais usados na literatura.

Para avaliar a convergéncia das cadeias observadas neste trabalho se faz uso do método
de Geweke (1992), que sugeriu a utilizag@o de testes sobre as médias do pardmetro amostrado
em dois intervalos de tempo diferentes da cadeia para verificar a convergéncia, com base nas
séries temporais definidas pela sequéncia de valores amostrados do parametro ou qualquer
transformacao real dele. Este método ao igual que outros estdo implementados no pacote CODA

de Cowles e Carlin (1996) executavel no software R.

ApO6s a execucdo da cadeia e sua convergéncia com a distribui¢cao estaciondria. Como
a cadeia ndo € inicializada na distribui¢do estaciondria, uma pritica comum € usar um periodo
de aquecimento, ver Gilks, Richardson e Spiegelhalter (1996). A cadeia é rodada por L + M
iteracdes, sendo as primeiras L iteragcdes iniciais descartadas (burn-in ou periodo de aquecimento).
Espera-se que depois deste periodo de aquecimento a cadeia tenha esquecido os valores iniciais
e convergido para a distribui¢ao de equilibrio. Assim, a amostra resultante de tamanho M, sera
uma amostra da distribui¢do de equilibrio. Logo, para eliminar as possiveis autocorrelagdes da

cadeia seleciona-se uma nova amostra cada k iteracdes a partir da amostra resultante. Portanto,
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uma amostra {9[]] }] da densidade a posteriori conjunta p(0|y) estd disponivel, onde J indica
o tamanho da amost;a_ 1lﬁnal.

De forma que, pela integracdo de Monte Carlo, podemos aproximar o esperado posteriori de
qualquer fun¢@o dos pardmetros do modelo f(0) pela média amostral dos dados gerados na

simulacao,

J .
Boy [1(0)] ~ ; L /(6

Sob certas condi¢des, a média amostral converge quase certamente ao valor esperado
a posteriori pela lei forte dos grandes nimeros, mesmo que as extracdes sejam geradas por
um método MCMC, ver Tierney (1994). Alguns casos particulares da funcdo dos pardmetros
permitem obter caracteristicas da distribui¢o a posteriori conjunta. Por exemplo, quando f(0) =
0 obtém-se o vetor de médias a posteriori 8; para f(0) = (6 — é) (9 — é)l, sendo 0 a média

amostral, obtemos a matriz de variancias a posteriori.
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CAPITULO

MODELOS GARCH

Os modelos ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) foram introduzidos
por Engle (1982) e sua generalizacdo o modelo GARCH (Generalized Autoregressive Condi-
tional Heteroscedasticity) foi sugerida por Bollerslev (1986). Este tipo de modelos reconhece
explicitamente a diferenga entre a variancia incondicional e a varidncia condicional (isto é,
variancia condicionada ao passado), permitindo a esta dltima mudar ao longo do tempo. Nos
modelos GARCH, a variancia condicional é expressada como uma fung¢ao linear do quadrado
dos valores passados da série e de seus variancias condicionais passadas, a evidéncia empirica
mostra que este modelo permite modelar a volatilidade de maneira mais parcimoniosa (isto &,
com menor numero de pardmetros) comparado com o modelo ARCH. Além disso, € capaz de
capturar alguns dos principais fatos estilizados que caracterizam as séries de retornos financeiros,

tal como foram descritos no Capitulo 2.

Uma grande quantidade de pesquisas tedricas e empiricas sobre estes modelos foram
produzidas com o transcorrer do tempo. A maior parte de trabalhos desenvolvidos foram no
contexto da inferéncia cldssica, e se basearam no método de (quase-) verossimilhancga e no
método generalizado dos momentos, ver Bollerslev, Chou e Kroner (1992)). Mais recentemente,
os métodos MCMC té€m sido usados na abordagem Bayesiana. Assim por exemplo, Bauwens e
Lubrano (1998) usaram o Gibbs sampler para realizar inferéncia Bayesiana nos modelos GARCH
e Nakatsuma (2000) prop6s um novo método MCMC para a inferéncia e estimag¢do do modelo
ARCH ou GARCH.

A seguir, o restante do capitulo estd organizado da seguinte forma. A secdo 3.1 explica
brevemente o modelo GARCH e algumas de suas propriedades bésicas. A secdo 3.2 apresenta
o calculo da funcdo de verossimilhanca e as distribuicdes a prioris consideradas para fazer

inferéncia Bayesiana.
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3.1 Modelo GARCH

O modelo GARCH(p,q) define a variancia condicional no tempo ¢ de y; (retorno de um
ativo ou de um indice financeiro no tempo ¢), denotado por /;, como uma fung¢do linear dos

quadrados dos g retornos passados e das p variancias condicionais passadas.

Considerando uma série de retornos y = {y,t = 1,...,T}, o modelo tem a seguinte expressao:
y[:8[ ht, SZND(O,l) (31)
Lo, q
hy = 0+ Z oy, + Z ﬁjhzfj, (3.2)
i=1 j=1

em que h, € a variancia condicional (ndo observdvel) de y; dada a informacdo prévia I;_| =
{yi—1,¥1-2,...}, 08 & sdo independentes e identicamente distribuidos e D(0, 1) denota a distribui-
cdo com média O e varidncia 1. As restricdes para garantir a positividade de 4, e estacionariedade
do processo sdo respetivamente @ >0, o; >0 comi=1,...,p, B; >0com j=1,...,qe
Yo +Yi Bi<l.

Aplicando a defini¢ao obtém-se que a esperanca e variancia condicional y; sdo dados

por:

E[ylli-1] = VWE[&|l-1] = VWE[&] =0

Var [y[‘lt_]} = FE |:y12|1t_]i| —E2 |:y[|1t—1j| =F |:yt2‘1t_]:| = htVClr [£[|Il—1j| = I’l[.

Logo, podemos utilizar os resultados anteriores para calcular a esperanga e variancia

incondicional de y;:
Ely] = E [E [)’t’It—l]] =E[0]=0
Varly] = E [Var [yt]It_l]] + Var [E [y,|1,_1H =E[l]|+Var[0|=E [l =E [y,z}

Pela demostracdo apresentada no apéndice A1 pagina 323 do artigo de Bollerslev (1986), temos

que,

. w
E [yﬂ = (Zfllaﬂriﬁzlﬁj). (3.3)

Da Ecuacion 3.3, entende-se que para existir a variancia incondicional de y; € necessario

que Zle o; + 23:1 B; < 1, garantindo assim a estacionariedade do processo GARCH(p,q).

3.1.1 Propriedades da distribuicao incondicional

A distribuicao incondicional de y; ndo é conhecida explicitamente. A seguir, apresenta-

mos algumas propriedades desta distribuicdo fazendo uso de seus momentos.
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Uma forma facil de medir o peso das caudas da distribuicdo € usando o coeficiente de
curtose. Sendo definido, para uma distribui¢do centrada (com média zero), como a razdo do
momento de quarta ordem e o quadrado do momento de segunda ordem. Este coeficiente € igual
a 3 numa distribui¢do Normal, o qual € tomado como referéncia na comparacdo com outras
distribuigdes.

No modelo GARCH(p,q) definido pela Ecuacion 3.1 e a Ecuacion 3.2, os momentos condicionais

de ordem 2k sio proporcionais a A
E (y%"‘ |1,,1> — WE (s}") ,

observe que o coeficiente de curtose da distribui¢do condicional é proporcional ao coeficiente de
curtose de &. Assim, o coeficiente de curtose da distribuic@o incondicional é

£(t) _E{ECM)} ()

= = ke;

ky = 2 2 2
a0 {eed)}) {E0D)]

emque ke =E (&}4 > denota o coeficiente de curtose de &.

Considerando o modelo GARCH(1,1), com

Yr = 8[ hl‘v 8l ND(()) 1) (34)
hy = o+ OtlyIZ,I +Bih_1, (3.5)

o cdlculo de k, depende da esperanga do quarto momento incondicional e da esperanga da

variancia incondicional do retorno. O calculo do momento de quarto ordem €
E <y;‘> —E (e,“) E <h,2> . (3.6)
Logo, descompondo h?
W = o+ oyl +Bih | +200y; +20Bih 1 +201Biy;_ 7y
Tomando esperado, lembrando que y? | =& (h,_1, E ('Stzfl) =1leE (yt{l) =E (h_1)

E <hrz> = 0+ ofE (yf_1> +BIE (ht2—1> +200E <yt2—1> +20B1E (hy—)

120 BIE (s,{1> E (hf,1>

— o+ aE (viy) +BRE (W) +20 (@ + B E (32 ) +2aBiE ()

= w’+aiE (yf_1> +2mw (o +P1)E (yt2_1> + (2061[31 +ﬁ12>E (hzz—1>
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Substituindo E (yf) =F <yt2_1) =m/{1—(0q + B1)} e assumindo o quarto momento do retorno
4
t_

constante £ (yf) =F (y 1) = U4 na Ecuacion 3.6, temos

®
Ha = ke {(02+0612.U4+2(0(061 +l31)1—)+ (512+2061/31> &}

— (o + B ke
E assim
U w2(1+061—|—ﬁ1)
4 =
(1—keo? — B =20 B1) (1— 0y — Br)
Portanto, a curtose ky, € igual a
. o> (1+ a1 + ) (1—a; —Br)?
Y (1—](30612—ﬁ12—2061ﬁ1) (l—al—ﬁl) w?
1— (a1 +B)’

- )
1— (a1 +pB1)° —af (ke — 1)
note que cumprindo a restri¢do seguinte alzkg <1—(a;+pi )2 + 0612, ky serd maior que k.. Entdo,
pode-se concluir que no modelo GARCH(1,1) os retornos tem caudas mais pesadas do que a
distribui¢do do erro &.
O excesso do coeficiente de curtose de y; e &, com respeito ao coeficiente da distribuicdo Normal,
¢ dado por
607 +kz {1 (e +B)’ + 307 }
1—(aq 4 B1)* — 202 —kzo?

onde, k; = ke — 3. O excesso da curtose de y; se incrementa com o incremento do excesso da

ki =ky—3=

curtose do erro &.

Observe que mesmo se & ~ N(0,1) a distribuicao incondicional de y; ndo € Normal.
Além disso, devemos tomar em conta que existe evidéncia na literatura que muitas séries de
retornos financeiros tendem a ter a curtose observada ainda maior do que aquela implicada por
um modelo GARCH com erros normais. Portanto, devemos de considerar erros com distribui¢des
com caudas mais pesadas, assim pelo demostrado anteriormente vai se incrementar a curtose da
distribuicao incondicional do retorno y;. Sendo assim, alguns autores t€m proposto distribuicoes
com caudas mais pesadas do que a Normal para os erros &. A distribui¢io mais comumente
utilizada € a T-Student padronizada que tem um parametro de forma que modela a curtose,
outra distribui¢cao que vem sendo usada € a distribuicao GED (Generalized Error Distribution)
padronizada também conhecida como distribuicdo exponencial poténcia (ver Nelson (1991)),
que ao igual que a distribui¢do T-Student depende de um parametro de forma que modela a
curtose. A seguir, a Figura 4 compara as caudas das distribui¢cdes que serdo tomadas em conta

para a distribui¢do do erro.

Uma das preocupagdes atuais, tem sido a evidéncia empirica de assimetria nos retornos

financeiros, ndo tratada pelos modelos GARCH da proposta de Bollerslev (1986). Para levar
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Figura 4 — Caudas da distribuicdo normal padrio, da T-Student padronizada com 5 graus de liberdade, da
GED padronizada com 6 = 1 (Laplace) e com 6 = 1.5.

em conta esta carateristica adicional dos retornos se propds permitir certo grau de assimetria na
distribuicao dos erros, como no artigo de Lambert e Laurent (2001). Portanto, as distribui¢des
dos erros serdo modificadas para que se tornem distribui¢cdes assimétricas. Entdo, vamos a ter as
distribuicoes T-Student assimétrica, Normal assimétrica e GED assimétrica. Existem diversas
propostas para inserir assimetria, mas devido a sua simplicidade e generalidade neste trabalho
vamos a adotar a proposta de Fernandez e Steel (1998), que apresentaram um método geral para
transformar qualquer distribui¢ao univariada, continua, unimodal e simétrica (com respeito a 0)
em uma assimétrica mudando a escala em cada lado da moda. Eles propdem a seguinte classe
de de distribui¢cdes assimétricas indexadas por um parametro de forma y > 0, o qual descreve o

grau de assimetria,

s(xl) = F ) ey () + f (;) o0 ()

y+1/y

Observe que ¥ = 1 produz a distribui¢ao simétrica ou seja s(x|y = 1) = f(x), e os valores
de ¥y > 1 (y < 1) indicam assimetria a direita (esquerda). Além disso, a moda desta densidade

permanece em zero independentemente do valor particular de y. Os momentos de ordem r de
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s(x|y) dependem de 7y e sdo dados por,

yr+1 4 (_1>r/yr+1
Y+1/y

E(X')y) =m,

)

em que

m, = 2/Oooxrf(x)dx, (3.7

é o r-ésimo momento absoluto de f(x) sobre a reta real positiva. Portanto, ndo é dificil

verificar que a média e variancia de s(x|y) sdo dadas por

y = mi(y—1/y),
o; = (my—m)(Y+1/7")+2mi—m;. (3.8)

Note também que, se f(x) é uma distribui¢do padronizada, entdo mp = 1.

Para que o processo de inovagdo tenha novamente uma média zero e variancia unitdria,
usamos a reparametrizagao para padronizar. Depois de calcular p, e G)% definimos x* = oyx + Uy

e a funcdo de densidade de uma distribui¢do assimétrica padronizada pode ser expressada como,

26y

y+—m/ {f* (’yx*)l(_mp) (x*) i f* <7) I[Ov°°) (x*) } )

em que f*(x) € a f.d.p. simétrica padronizada, em cujo caso mp = 1.

fly) =

A seguir, a Tabla 2 mostra as expressdes para o primeiro momento absoluto m; das

distribui¢des Normal assimétrica, T-Student assimétrica e GED assimétrica.

Tabela 2 — Primeiros momentos absolutos das distribuicdes assimétricas geradas.

m

Normal 2/\/%

T-Student r((v—1)/2)vv—2/T(v/2)VT
GED r(2/8)/[1(1/6)1(3/8)]'

Como exemplo, se aplicarmos o método apresentado na distribui¢do Normal padronizada
cuja f.d.p. é dada por

entdo a distribui¢do Normal assimétrica padronizada é

2\ "2 1 2
ram=(3) e (-57), 69)
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onde x* é dado por

e (xoy+uy)y se xoyp+ Uy <O, (3.10)

(xoy+uy)/y se xoy+y > 0.

Neste caso, sabe-se que m; = 1 e aplicando a Ecuacién 3.7 obtemos m; = (2/m)'/2. Desta
forma, a partir das expressdes da Ecuacion 3.8 obtemos a média e a variincia da distribui¢ao

assimétrica da distribuicdo Normal padronizada

W= 2/m)'"Pr-1/y),
o = (P+r>-D-uy
A seguir apresentaremos os resultados da aplicagdo do método as distribui¢des T-Student

e GED padronizadas, estas distribuicdes t€m um parametro adicional de ajuste o qual modela a

curtoses.
A distribui¢ao T-Student padronizada com v graus de liberdade e com f.d.p. dada por

. B r [(V 4 1)/2} x2 (v+1)/2
f (X‘V)— F(v/z) j'[(V—Z) <l+m> , xeR, v>2

logo a f.d.p da distribuicdo T-Student assimétrica padronizada é

v+l

2 o, T[(v+1)/2] <1+ x* >2 (3.11)

fxly,v) =

CVEYEL/YT(v/2)(v=2)'/? V-2 ’

com x* igual que na Ecuacién 3.10, mas considerando a média e a variancia da distribui-

¢do assimétrica da distribuicao T-Student padronizada que sdo:
 I((v-1)/2)Vv-2
Hr = T(v/2)Vz
62 = (P+ri-l)-id

(Y_I/Y)7

A distribuicdo GED (generalized error distribution) padronizada com & como pardmetro

de forma e com f.d.p. dada por

S
exp —M , x€R, 0<6 <o,

f1(x3) = :

A21+1/81(1/8)

1/2
onde I'(.) é a fungdo gamae A = [2_2/51“(1/6)/1“(3/5)} . Esta distribui¢do reduz-se
a uma distribui¢do de Laplace (ou dupla exponencial) se § = 1, a uma distribui¢do normal
padronizada se 6 = 2 e a uma distribui¢do uniforme no intervalo (—2\/§ , 2\/§> sed > .E

tem caudas mais pesadas quando & < 2.
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Entdo a f.d.p da distribui¢do GED assimétrica padronizada é

sy O [TG8 1 f [T3/8) ]
eted) = ) rer ) p{ B N

com x* igual que na Ecuacién 3.10, mas considerando a média e a variancia da distribui-
cdo assimétrica da distribuicdo GED padronizada que sdo:
I'(2/9)
nu’Y = 1/2(y_ 1/}/)7
[T(1/8)r(3/9)]

o = (P+r>-1)—u

Observe que para cada uma das distribui¢des assimétricas padronizadas obtidas ante-
riormente, o ¥ é igual & propor¢io de massas de probabilidade acima e abaixo da moda da
distribui¢do e portanto € uma medida da assimetria. Para mostrar como muda a distribuicao
original depois de aplicado o método de Fernandez e Steel (1998), a Figura 5 apresenta as
distribui¢des padronizadas e suas respetivas distribui¢des assimétricas obtidas aplicando o mé-
todo. Em cada um dos trés graficos se faz a comparacao da distribui¢do padronizada e de suas
distribuicdes assimétricas padronizadas, geradas variando o pardmetro de assimetria tomando os

casos quando for maior ou menor que um.

3.2 Estimacao dos Parametros

A estimacgdo dos parametros serd feita usando a abordagem Bayesiana. Desta forma
tem que se que definir uma distribui¢do a priori dos parametros, que especifica a incerteza
inicial, calcular a verossimilhanca para assim se obter a distribuicao a posteriori dos parametros

e portanto por fim fazer inferéncia dos mesmos.

3.2.1 Funcao de verossimilhanca

Para uma amostra de observagdes y = {y1,y2,...,yn}, a fun¢do de verossimilhanca pode

ser escrita como

n

pOL-y) = pO)TpGelyi—1,31)
t=2

n
= P(}’h---ayr) H p(yt|yt*17"'7yl)-
t=r+1

Entdo, em um modelo GARCH( p, ¢) tomando em conta que cada y, tem uma distribuicéo
de probabilidade que pode ser descrita como uma funcao de uma colecao parametros 6 e de s

observacdes passadas, sendo @ = (69, 61, ...,0,14) = (@,04,...., 0, B, ..., By) € s =max(p,q),
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temos

P15 yn]0) = PO, Ys|0)P(Vsr1:]0,¥155)

= p(yh?yS’e) H p(yl|yl*17"'7yl—S7e)'
t=s+1

N6s usaremos a verossimilhanga condicional p(ys+1:,|0,y1:s) denotada por /(0), como uma
aproximacdo da verossimilhanga. Ver Prado e West (2010) para entender mais um pouco do uso

da verossimilhanca condicional en outros modelos de séries temporais. Portanto

n
PO, ynl0) = TT pOilyi-t,-s31-5,0). (3.13)
t=s+1

Observe que dada a Ecuacion 3.1 a distribui¢c@o condicional da cada retorno y; depende

da distribuicao do erro &. Logo, por teoria de transformacdo de varidveis aleatdrias temos que

p(elli—1) = (h) ™" pe ()’z/\/h_z> (3.14)

sendo pe¢ a fungdo de densidade de probabilidade de & . Agora, podemos obter a fun¢do

de verossimilhanga condicionada do modelo substituindo o resultado da Ecuacién 3.14 na

16) = _rL v (%) |

dependendo da distribui¢do que tome o erro & e a especificacido dos pardmetros p € g no

Ecuacion 3.13. Entao:

modelo, vai se poder calcular esta verossimilhanca condicional.

Considerando que na maioria das aplicagdes empiricas verifica-se que a especificacdo
p = q = 1 simples é capaz de reproduzir a dindmica da volatilidade de dados financeiros, sendo
para a maioria das séries financeiras o modelo mais parcimonioso para descrever a volatilidade.
Entdo, nesta dissertacdo vamos nos limitar a aplicar o modelo GARCH(1,1). Por outro lado, vai
se aplicar a proposta de inserir assimetria a distribui¢do do erro portanto vamos trabalhar com as

distribui¢cdes assimétricas padronizadas obtidas na sec¢do anterior.

3.2.2 Distribuicoes a Priori

A abordagem Bayesiana considera @ como um vetor de varidveis aleatérias o qual é
caracterizado por uma func¢do de densidade a priori p(0). O vetor aleatério 0, contém além
dos parametros do modelo GARCH(1,1) os parametros de assimetria e do peso nas caudas.
Assumindo independéncia a priori entre os parametros, cada a priori € especificada com a ajuda
de hiperparametros os quais sdao assumidos conhecidos e constantes.

Portanto, para completar a especificacdo do modelo utilizaremos prioris normais truncadas sobre
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os pardmetros do GARCH @, o e 3 que foram propostas por Ardia (2006), desta forma temos:

® ~ N(ug,03) l(w>0)
o ~ N(la,05) Loca<t)

B ~ N(Nﬁvcﬁ) Lo<p<1);

sendo e, Lo, Ug, 62,0k e G/% hiperparametros.

No caso de usar o parametro de assimetria teriamos as distribuicdes dos erros assimétricas,
como: T-Student assimétrica, GED assimétrica ou Normal assimétrica sendo necessario estimar
o parametro Y. Seguindo a proposta de Fernandez e Steel (1998), usaremos uma distribuicao a
priori Gama(a,b) para y* sendo igual a razdo de probabilidade que indica o grau de assimetria
da distribui¢io com respeito a zero, i.e. Y> = Pr(X > 0)/Pr(X < 0). Como & razodvel escolher
uma priori que seja simétrica, calculamos os hiperparametros a e b tais que cumpram o seguinte:
E(y) =1, com simples operagdes se deduze que b = [I'(a+1/2)/T(a)] ? assim fixando o valor
de a pode se controlar a varidncia priori e a probabilidade priori de ¥ sobre (0, 1). Fernandez e
Steel (1998) encontraram que fixando um a = 1/2 temos um b = 0.32 o que nos leva a obter
Var(y) =~ 0.57 ¢ Pr(0 <y < 1) =~ 0.58 o que é considerado uma escolha razodvel. Esta particular

eleicdo € equivalente a estabelecer a priori seguinte:
Y ~ N(0,0.647") Iynp),

em que 0.64~! indica a variAncia da distribuic?o.

Também se utilizarmos as distribui¢cdes dos erros com caudas pesadas, teremos que
estimar o pardmetro v ou 8, para uma distribuicdo T-Student ou uma distribuicdo GED, respeti-

vamente. Neste caso, serdo usadas prioris com distribuicdes Normais truncadas,

V. o~ N(.U'Vao\%) I(V>2);
§ ~ N(us,03) I5-0)

com hiperparametros Ly, Us, 63 e Gg.

3.2.3 Distribuicao a Posteriori

Aplicando o teorema de Bayes calculamos a distribuicao a posteriori dos parametros,
como é comum, deixaremos a constante de normalizacdo para focarmos s6 no nucleo da dis-
tribui¢do. E procederemos a utilizacdo de métodos de simulacio estocastica como o MCMC
apresentado no Capitulo 2, que consiste na extragdo de amostras da distribuicdo a posteriori
construindo eficazmente cadeias de Markov ao longo do tempo, para assim poder obter uma

estimativa dos parametros.
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Figura 5 — Distribui¢do T-Student com v = 5 e com 7y igual a 0.6 ou 0.5, distribui¢io GED com 6 = 1.5
e com Yigual a 0.5 ou 2 e distribuicdo Normal com Y igual a 0.5 ou 1.5.
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CAPITULO

ESTUDO DE SIMULACAO

No presente capitulo vamos a apresentar o algoritmo programado e empregado para a

utilizacdo da estimagdo. Além disso, faremos uma anélise do desempenho do mesmo.

4.1 Algoritmo Metropolis-Hastings

Para obter uma amostra da distribui¢@o posteriori dos parametros do modelo, utilizaremos
o algoritmo Metropolis-Hastings do tipo passeio aleatério em que o estado da cadeia de Markov
€ atualizado acrescentando ruido ao estado atual. Para desenvolver o algoritmo optamos por
considerar a distribuicdo do ruido igual a uma distribui¢io Normal multivariada simétrica em
torno de 0, que é muito usada na prética, entdo a distribuicdo proposta serd uma distribui¢ao
Normal multivariada centrada no estado atual da cadeia atualizando assim todos os parametros
em um s bloco. O esquema de atualizacdo se implementa de maneira mais eficiente simulando
todos os parametros em linha reta, portanto vamos considerar transformacdes em todos os
parametros tornando os reais como o espaco paramétrico. A Tabla 3 descreve as transformacoes

dos parametros adotadas.

Tabela 3 — Transformacdes adotadas dos parametros.

Transformacgdo Inversa Descrigdo (dist. dos erros)
01 =21(0) =log(v—-2) v="hi(¢)=exp(¢)+2 T-Student assimétrica padronizada
1 =21(0) =1log(d) 0 =hi(¢)=exp(¢) GED assimétrica padronizada
¢2 = 82(0) = log(y) Y="h(9)=e”
= = = — ¥
9= 83(8) =log(®) ©=hs(9)=e Pardmetros do modelo
01— g1(8) =log[a/(1-a)] | a=hs(@)=e?/(1+em)
0s=g5(0) =log [B/(1-B)] | B=hs(8)=e®/(1+e¥)
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Os detalhes se dardo supondo que estamos trabalhando com erros com distribuicdo
T-Student ou GED assimétrica padronizada, sabendo que no caso de trabalhar com a distribui¢cao
normal assimétrica padronizada s6 ndo se considerard o parametro da cauda.

Entdo, denotando 6 = h(¢) = (hi(9),... ,hs(9))" com distribuigio a posteriori 7(0|y) e ¢ =
g(0) = (g1(6),... ,gS(O))/ = (¢1,...,¢5) como o vetor de pardmetros transformados. Para
conhecer a distribui¢ao a posteriori de @, usamos a distribui¢ao a posteriori do vetor de parametros
iniciais @ em que a distribuicdo a priori conjunta é calculada assumindo independéncia a priori

entre os parametros. Usando o método Jacobiano, obtemos o seguinte

w(@ly) = 7y (h(9))|Jn(9)], (4.1)

d¢ I, dos
oy dhy Iy
_ |9¢1 I IPs| _ ef1tt9s
T () = _
h(¢) E : [(1+€¢4)(1+€¢5)]2’
dhs  dhs dhs
o¢1 I I ¢s

entdo, substituindo na Ecuacién 4.1 temos que

w(91) o1 (19) [T (19) T2

W

e¢1+"'+¢5

4.2)

Para desenvolver a verossimilhanga condicional avaliada no A(@), temos que especificar

qual serd a distribui¢do do erro, assim:

e Para uma distribuicdo T-Student assimétrica padronizada, usando a Ecuacion 3.11 se tem

n ’ o ) e¥s -1/
1 (h(9)) = e -
(h(9)) g i B /A g g L X
9143
) PR r((e¢1+3)/z) 2277
g VI 14e22 T ((e91+2)/2) e?1/2 ef ’
em que
7] _
(o} < Oy,
xo = § Oy THen se x < =piy/oy (43)
(X Oy + y) /e se x> —piy/ 0y,
sendo:

X o= i/l com hy=e®+(e®/(1+eM))yl  + (% /(1+e%))hy,
by = (R —e®)my com my = (T((e" +1)/2)e/2)/(T((e +2)/2) V7).
62 = My qpl

<
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e Para uma distribuicdo GED assimétrica padronizada, usando a Ecuacién 3.12 se tem

" n e, - -1z
((‘P))—g e +1+e¢4y’_1+—1+e¢5 1 X
1/2 o1 /2
) eve, frogen) 0 e o]
P Tre® [T(1/ef) | T+ 1)/e) P~ |T(1/ef)™ !

em que x; fica igual que na Ecuacién 4.3, mas com as seguintes atualizagdes

%= i/l com =¥t (e /(1+eM)y7y + (e /(1 +e%))h 1,
y = (e”?—e)ym com my =T(2/ef)/ [F(l/e¢1)F(3/e¢‘) 2
2

o, = % L7202 —[,L)2,.

e Para uma distribui¢cdo Normal assimétrica padronizada, usando a Ecuacion 3.9 se tem

n o e, e¥s ~1/2
L)) = I ™ + vt gt |

n o (2\? e, 1 s
(7)) raeeei2 g

em que x; fica igual que na Ecuacién 4.3, mas com as seguintes atualizagdes

xo= i/l com =¥+ (e /(1+e)yiy + (e /(1 +e%))h1,
by = (e”—e®)m; com my =2/V2r,

G2 = Phie g2

Por outro lado, para desenvolver o produto das distribui¢des a prioris, se tomard em conta o

produto das seguintes prioris avaliadas em h(¢).

Se a distribuicdo do erro é T-Student ou GED assimétrica padronizada, se considerard

esta a priori

e? —Hv 2 —Hv
To, (h1(¢)) - &GVCXP{_%%}/ [1 _¢(26_g>} I(g)er);

91— )? _
g, (1 (¢)) = 2jwaexp{—%( 16(%”5) }/{1—‘13(%;3)]1(%61&)-

As a prioris restantes sao tomadas por qualquer das trés distribui¢des dos erros
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7o, (h4(¢)) = \/ﬁo.anP {_ﬁ (% _“Oc)Z}/ :cI) (%) - <6‘;a)} I(p,cR)s

o S I A —u
o5 (hs(@)) = ﬂ—}mﬁexp{—ﬁ (1_,_654)5 —“ﬁ) }/ @ (o—ﬁﬁ) -@ (o—f)] Lipsem)-

Entao, substituindo as igualdades calculadas na Ecuacién 4.2 obtemos a distribui¢do

posteriori do vetor transformado ¢.

4.1.1 Distribuicao Proposta

Existem duas possibilidades para implementar o algoritmo, em diferentes blocos e em

um s6 bloco. A seguir apresentaremos um breve resumo de ambas opgdes.

Supondo trabalhar com o algoritmo M-H de um s6 bloco, todo o vetor de pardmetros
¢ = (¢1,...,0s) serd atualizado em cada iteragdo em um sé passo. Para isso, se define uma
densidade proposta (@, -) que gerard os valores candidatos ¢’ dado o valor atual ¢. Como o
processo de geracdo do valor candidato surge de um processo de passeio aleatério ¢’ = @ + €
com € ~ N5(0,cX), em que ¢ é uma constante de ajuste para otimizar a taxa de aceitagdo e X é
uma aproximagdo da variancia a posteriori aqui usamos a aproximacao normal. Entdo, a funcao

proposta resulta simétrica g(¢,¢’) = g(¢’, ) e a probabilidade de aceitar um valor proposto ¢’

a(¢,¢/):mm{n(¢/|y) 1},

como novo é

m(Ply)’

Considerando o resultado da Ecuacion 4.1, temos

5
1(n(9") [T, (ni(8")[4(8")]
a($,9) = min = 1
L(h(®)) [T (hi(9))]n(9)]

Por outro lado, quando se trabalha com o algoritmo M-H em blocos se amostra cada bloco dado
o valor mais atual dos blocos restantes e um ciclo do algoritmo é completado quando tem se
atualizado cada bloco. Neste algoritmo o nimero de blocos € 5 ao igual que a dimensao do vetor
aleatorio @. Entdo, seja @ _;, = (¢1,...,0x—1,Px+1,---,9s) 0 vetor de varidveis sem tomar em
conta o ¢y em que k = 1,...,5 e gi(¢Pr, 9/|¢_;) a densidade proposta ou a densidade que gera o

valor candidato ¢, dado o valor atual ¢ do bloco pode depender dos valores atuais dos blocos
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restantes. Por defini¢do, temos que a probabilidade de movimento do bloco ¢ condicionado a

¢ €

/ (¢k7¢ k|y) (¢[é7¢k|¢fk)
(0000101 = ’”{ 7009y <¢k,¢,g|¢_k>’1}'

O valor candidato ¢] é gerado seguindo o processo @, = @ + € em que € é uma varidvel de
incremento aleatério e segue uma distribui¢do N (0, G¢k) simétrica respeito a zero p(€) = p(—¢).
Logo, o ¢; é gerado de uma distribuicao N (¢, sz) que ndo depende dos valores restantes. Daqui

resulta que i (9, O|®_) = qr(Pk, ¢;|@ _;), entdo a probabilidade de movimento é reduzida a

O (P, x| @ i) = mn{ (¢k=¢k|)’)’l}.

Agora fazendo o cédlculo da razdo das distribui¢des a posterioris no respetivo bloco k, observe que
a constante de padronizacdo serd cancelada quanto se fizer a divisdo, portanto a probabilidade de
aceitacdo € equivalente a

L(h(94,0-0) [T e, (hi(91:9 1)) [In(00, 60|

Y

( ¢k7¢ ‘Jh ¢k7¢ )’

1

Y

(O, O @) = min

:1m =

L(h(g, 1))

I
—_

i

note que algumas partes da verossimilhanca, da priori ou do Jacobiano que ndo envolvem o

pardmetro que estd sendo atualizado no bloco s@o considerados também constantes.

4.1.2 Esquema do Algoritmo

Os algoritmos mencionados anteriormente € que gerardo N amostras do vetor de parame-

tros transformados podem ser resumidos como se mostra no Algoritmo 1 e no Algoritmo 2.

Na especificagdo dos valores iniciais e da variancia da distribui¢io proposta, se utilizou o
método de aproximacio normal onde a distribui¢@o a posteriori de ¢ ~ N(m,V) com a moda

m, que € geralmente obtida da solucdo da seguinte equagao

dlogn(@ly)

g 0

e V que é igual a inversa da matriz de segunda derivada respeito a @ de logn(@|y) avaliada na

—1
V= [_M] 7 (4.4)

moda m, assim

29099’

para aprofundar nestes métodos de aproximacao ler o capitulo 3 do livro de Gamerman e Lopes

(2006). Ambos calculos sao obtidos facilmente usando a funcao optim do R software. Entdo,
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se toma m como valores iniciais do vetor de parametros e no caso de usar um bloco se toma V
como X mas no caso do algoritmo em blocos se consideram os valores da diagonal de V como

6,3 para cada bloco respetivamente.

Algoritmo 1 — Metropolis-Hastings com um bloco

1: procedimento

2: Especificar os valores iniciais para o vetor de pardmetros 0% ¢ transformé-los a ¢(0) =
(0) (0)
((P] PR (PS )’
3: Seja j=1
4: enquanto j <= N faca
5: Gerar o valor proposto ¢’ ~ Ns (¢(j*1) ,c%),
6: Se Z§:4 ¢% /(14 ¢%) < 1, entdo calcular a probabilidade de movimento

o 2

1(n(¢") [ T, (hi(¢"))[Jn(9")]
Oc(¢(j_1),¢/):min d 13,

(hz ) te )

I
—_

Eu-

i=1

7: Estabelecer

G ] ¢ Se Unif(0,1) < a(¢VV,¢),
AN PYIERY

caso contrario,

*®

Atualizar j = j+1.
fim enquanto
10: retorna {¢(1),¢(2),...,¢(N)}.
11: fim procedimento

b

4.2 Estudo de Simulacao

Antes de que qualquer modelo seja usado com confianca, a avaliagdo adequada da
magnitude dos erros que podem resultar de sua utilizacdo deve ser realizada. A validacdo do
modelo, em sua forma mais simples, € uma comparacao entre valores simulados e observados.
Por tanto, vamos avaliar o desempenho (ou qualidade) do modelo GARCH(1,1) com distribui¢des
assimétricas e com caudas pesadas utilizado nesta dissertacao para modelar séries de retornos

financeiros, usando séries simuladas.

Para obter estatisticas quantitativas do desempenho da estimacido da média posteriori
do modelo com distribui¢cdes do erro GED e Normal assimétricas padronizadas, se geraram
dados artificiais para um conjunto de 200 séries (replicacdes) de dados de tamanho 500, 1000 e
1500 utilizando o pacote fGarch considerando a distribui¢do do Erro Normal padronizada com
parimetros o = 0.2, B = 0.7 e @ = 0.5. Por outro lado, para avaliar o desempenho da estimagio

da média posteriori do modelo com distribuicao do erro T-Student assimétrica padronizada,
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Algoritmo 2 — Metropolis-Hastings em blocos

1: procedimento
2: Especificar os valores iniciais para o vetor de parametros 0 e transforma-los a ¢(0) =

6.0,

3: Sejam j=1ek=1

4: enquanto j <= N faca

5: enquanto k <= 15 faca

6: Gerar o valor proposto ¢, ~ N (¢k(j - ,67),

7 Se respeita-se a condicdo de estacionariedade, a probabilidade de movimento é

5
/
¢k7¢ Hnﬂl ¢k7¢ )}Jh(¢k7¢—k)‘
i—1 . =1
o4 (9, . 0419 ) = min ’ 1
i—1 i—1 i—1
l (h(ﬁbk(J ),‘Pfk)) Hﬂei (h,-(qb,f’ )7¢—k)> \Jh(cbk(’ )>¢7k)‘
i=1
) / . < (=1 47
8: Estabelecer ¢,§j) = (%1) Se Unif(0.1) < o(0" = 0ul9 o).
¢kj caso contrario,
9: Atualizar k = k+ 1.

10: fim enquanto

11: Atualizar j=j+1ek=1.

12: fim enquanto

13: retorna {¢(1),¢(2),...,¢(N)}.
14: fim procedimento

se geraram dados artificiais para um conjunto de 200 séries de dados de tamanho 500, 1000 e
1500 utilizando o pacote fGarch considerando a distribuicao do erro T-Student padronizada com

pardmetros o = 0.4, B = 0.3, @ = 2.5 e v = 8. Para ambos casos espera-se encontrar um y /= 1.

4.2.1 Medidas do Erro de Estimacao

A Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE em inglés) tem sido usada como uma
medida estatistica padrdo para medir o desempenho do modelo em distintos tipos de estudos de

pesquisa. Além desta medida também usaremos o viés (Bias em inglés).

O RMSE e o Bias da estimagdo do parametro 0 sdo definidos a seguir:

RMSE (8) = \/1\14 % (9 - é("))z,

i=1

Sendo:
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e 0 ¢ o valor fixado de cada parametro para a geracao das 200 séries simuladas.
e 6 éamédia posteriori do parametro calculada para cada uma das 200 séries.

e M ¢é o numero de séries simuladas (nosso caso 200), geradas artificialmente com a mesma

quantidade de observacdes e 0s mesmos parametros.

A seguir se apresentam os resultados dos indicadores, usando o Algoritmo 2 M-H com 5

blocos onde cada bloco contém um parametro.

A Tabla 4 apresenta o desempenho da estimacdo da média posteriori. A estimativa
para cada série gerada com distribui¢do do erro T-Student padrdao com 8 graus de liberdade, é
calculada usando uma cadeia de Markov de comprimento 20 mil gerada de acordo ao algoritmo
programado no R software o qual considera o modelo GARCH(1,1) com distribui¢do do Erro
T-Student assimétrica padronizada. Para garantir a convergéncia a distribui¢ao a posteriori, 0s
primeiros 10 mil valores gerados foram descartados, deixando assim uma sequéncia de tamanho

10 mil para calcular a estimativa da média posteriori.

Tabela 4 — Viés e Raiz do Erro Quadratico Médio da estimag@o posteriori.

T-Student assimétrica padronizada

n =500 n = 1000 n = 1500

v=_8 1.60157 1.12805 0.73767

Y= -0.00636 0.00080 -0.00564

BIAS w=25 0.26949 0.13566 0.09082
a=04 0.01614 0.00945 0.01130

=03 -0.03484 -0.02181 -0.01864

v=_8 3.04065 2.61743 2.01642

y=1 0.09789 0.08356 0.07964

RMSE w=25 0.68211 0.55492 0.41608
a=04 0.09841 0.07475 0.06119

=03 0.10692 0.08718 0.06881

As seguintes tabelas: Tabla 5 e Tabla 6 apresentam o desempenho da estimacgdo da
média posteriori. A estimativa para cada série gerada com distribuicdo do erro Normal padrdo é
calculada usando uma cadeia de Markov de comprimento 20 mil gerada de acordo ao algoritmo
programado no R software o qual considera o modelo GARCH(1,1) com distribui¢cdo do erro
GED ou Normal assimétrica padronizada. Para garantir a convergéncia a distribuicdo a posteriori,
os primeiros 10 mil valores gerados foram descartados, deixando assim uma sequéncia de

tamanho 10 mil para calcular a estimativa da média posteriori.
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Tabela 5 — Viés e Raiz do Erro Quadritico Médio da estimacao posteriori.

GED assimétrica padronizada

n =500 n = 1000 n=1500

0=2 0.06900 0.01794 -0.08814

Y= 0.00924 0.00501 -0.09044

BIAS w=25 0.41691 0.16305 0.07629
=04 0.03672 0.01925 -0.00352

B=03 -0.1179 -0.04963 -0.09755

0=2 0.24433 0.15394 0.60586

y=1 0.07692 0.04723 0.29878

RMSE =25 0.60762 0.25481 0.24586
=04 0.06315 0.04112 0.06788

B=03 0.16175 0.08057 0.21740

Tabela 6 — Viés e Raiz do Erro Quadritico Médio da estimacao posteriori.

Normal assimétrica padronizada

n =500 n = 1000 n = 1500

y=1 0.00965 0.00462 -0.00162

w=25 0.42007 0.15871 0.11625

BIAS =04 0.03543 0.01782 0.01343
p=03 -0.11883 -0.04838 -0.03596

y=1 0.07586 0.04646 0.04115

w=25 0.62950 0.25248 0.19115

RMSE a=04 0.06187 0.03995 0.03189
B=03 0.16440 0.08058 0.05784

Segundo resultados obtidos dos indicadores, para o modelo com distribuicao nos erros T-
Student assimétrica padronizada a estimacdo dos parimetros v e @ ndo teve um bom desempenho
mas o erro de estimagdo vai decrescendo a media que aumenta o conjunto de dados. No modelo
com distribui¢ao nos erros GED assimétrica padronizada os dois indicadores coincidem em notar
o mal desempenho na estimag@o do parametro @ mas o0 RMSE também ficou alto no pardmetro
da cauda. Por ultimo, no modelo com distribui¢do Normal assimétrica padronizada novamente se
tem problemas ao estimar o parametro @ segundo os dois indicadores. Cabe notar que o erro de
estimagdo em todos os casos analisados acima va decrescendo conforme a quantidade de dados
vai aumentando. Para os demais parametros o algoritmo com os trés tipos de distribui¢cdes do

erro obteve bom desempenho.
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CAPITULO

APLICACAO

Neste capitulo examinaremos o processo da volatilidade de dois importantes indices
financeiros, estes sao IBOVESPA o mais importante indicador do desempenho médio das cota-
coes das acdes negociadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo e S&P500 um indice composto por
quinhentos ativos cotados nas bolsas de NYSE (Bolsa de Valores de Nova Iorque) ou NASDAQ
(Associacdo Nacional de Corretores de Titulos de Cotagdes Automaticas). Para ambos anali-
saremos no mesmo periodo didrio compreendido entre os anos de 2012 e 2016, utilizando-se
o modelo GARCH(1,1) com distribui¢cdes nos erros Normal, T-Student e GED assimétricas

padronizadas apresentadas no Capitulo 3.

A inferéncia dos modelos sera feita sob abordagem Bayesiana utilizando MCMC. As
cadeias de Markov serdo geradas pelo Algoritmo 1 apresentado na subsecdo 4.1.2. A implemen-

tacdo dos algoritmos e as andlises das cadeias de Markov foram feitas no software livre R.

Os valores escolhidos para os hiperparametros das distribui¢des a prioris s0: [y = g =
pg=0e Gg) =02 = 63 = 100. Desta forma, obtemos prioris com informagio vaga em quase
todo espaco paramétrico, exceto para o parametro de assimetria, que utiliza a distribuicao a priori

descrita na subsecdo 3.2.2.

O célculo de X se faz usando a Ecuacién 4.4 do método de aproximacdo descrito na
subsecdo 4.1.2. Para fixar o valor de ¢ se geraram cadeias de Markov de tamanho 100 mil com
diferentes valores de ¢ monitorando a taxa de aceitacdo da amostra gerada, sendo as primeiras
50mil descartadas como amostra de aquecimento. Ndo se tem informacgdo exata na literatura
sobre quais sdo as taxas 6timas para este tipo de modelos, portanto se estabeleceu trabalhar com

taxas de aceitacao dentro de intervalo de 0.70 — 0.75.
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As cadeias de Markov geradas sdo de tamanho 200 mil, sendo as 100 mil primeiras
descartadas como amostra de aquecimento para o modelo com distribui¢cao nos erros Normal
e T-Student assimétricas padronizadas. Assim a cadeia resultante que serd considerada uma
amostra da distribui¢d@o a posteriori € de tamanho 100 mil. Para o conjunto de dados selecionados
temos n = 1258, o tempo computacional de cada modelo estimado foi muito longo 7 dias para a
T-Student assimétrica padronizada e 6 dias para a Normal assimétrica padronizada. Como as
cadeias de Markov geradas pelo modelo com distribui¢do nos erros GED assimétrica padronizada
levam mais tempo, vamos trabalhar com cadeias de Markov de tamanho 100 mil onde as 50 mil
primeiras amostras serdo descartadas como amostra de aquecimento. Assim este modelo tera
uma cadeia resultante de tamanho 50 mil. O tempo computacional deste modelo € de 10 dias. O
tempo de consumo muito elevado para executar as simulacdes, pode-se justificar pelo uso do
pacote de alta precisdo Rmpfr no algoritmo para poder trabalhar com dados muito pequenos
ou muito grandes devido a que o algoritmo foi usado sem usar algumas estrategias para evitar

trabalhar com os produtdrios que irdo aparecer no cdlculo da fun¢do de verossimilhanga.

A seguir utilizaremos as distribui¢cdes assimétricas para os erros dos modelos GARCH(1,1)

e os aplicaremos a dois conjuntos de dados reais.

5.1 Série IBOVESPA

O conjunto de dados utilizados consiste nos valores de fechamento didrio do indice,
no periodo de 3 de janeiro de 2012 a 30 de dezembro de 2016, totalizando 1258 observacgdes.
Os gréficos da série, dos retornos, das autocorrelagdes dos retornos e das autocorrelagdes dos
retornos ao quadrado sdo apresentados na Figura 6. Observe que mesmo tendo uma tendéncia de
decrescimento até o ano 2016 e uma forte tendéncia de crescimento desde o inicio do ano 2016
na série (ver a Figura 6 (a)), os retornos sdo nao correlacionados como se observa na Figura 6
(c). Por outro lado, os retornos ao quadrado possuem autocorrelagio para algumas defasagens
observe na Figura 6 (d), como vimos no Capitulo 2 essas carateristicas sdo comuns em retornos

de séries de tempo financeiras.

Observando os gréficos das cadeias obtidas, hd evidéncia que as cadeias geradas para
os tipos de modelos com distribui¢do no erro T-Student e Normal assimétrica padronizada
convergiram, a excecao da cadeia obtida para o modelo com distribui¢ao no erro GED assimétrica
padronizada. Os tracos da Cadeia de Markov, as densidades aproximadas e os graficos das
autocorrelacdes de todos os parametros do modelo GARCH(1,1) para cada tipo de distribui¢do

do erro podem ser observados na Figura 11, na Figura 12 e na Figura 13.

Portanto, fazendo uma andlise das amostras obtidas dos modelos com distribui¢cao no erro
T-Student e Normal assimétrica padronizada. Temos que os retornos do IBOVESPA apresentam

assimetria a direita, veja que uma boa parte da massa de probabilidade do 7y estd a direita do
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Figura 6 — Série de IBOVESPA de 03/01/2012 até 30/12/2016. (a) Gréfico da série; (b) Grafico dos
retornos; (¢) Grafico das autocorrelacdes dos retornos e (d) Grafico das autocorrelacdes do

quadrado dos retornos.

1 (valor de simetria). Além disso segundo a estimagdo do parametro que modela a cauda, a

distribui¢do dos retornos se aproxima a uma distribui¢do normal.

As estimativas das médias a posteriori dos parametros dos modelos, estdo disponiveis

nas seguintes tabelas: Tabla 7, Tabla 8 e Tabla 9 respetivamente.

Tabela 7 — Estimativas do GARCH(1,1) com erros T-Student assimétricos padronizados de IBOVESPA.

Pardmetros Média Desv. Pad. Perc.(2.5%) Mediana Perc.(97.5%)
v 15.65 4.48 8.75 15.00 26.06
Y 1.04 0.04 0.96 1.04 1.12
[0} 8.29¢e-06 3.43e-06 3.33e-06 7.74e-06 16.44e-06
a 0.06 0.01 0.03 0.06 0.09
B 0.91 0.02 0.85 0.91 0.94
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Tabela 8 — Estimativas do GARCH(1,1) com erros Normal assimétricos padronizados de IBOVESPA.

ParAmetros Média Desv. Pad. Perc.(2.5%) Mediana Perc.(97.5%)
Y 1.04 0.04 0.96 1.04 1.12
w 7.57e-06 2.96e-06 3.03e-06 7.12e-06 14.84e-06
a 0.06 0.01 0.03 0.05 0.08
B 0.91 0.02 0.86 0.91 0.94

Tabela 9 — Estimativas do GARCH(1,1) com erros GED assimétricos padronizados de IBOVESPA.

Parimetros Média Desv. Pad. Perc.(2.5%) Mediana Perc.(97.5%)
o 3.68 0.11 3.47 3.68 3.93
Y 1.04 0.04 0.97 1.04 1.12
w 8.77e-06 2.53e-06 4.88e-06 8.51e-06 14.73e-06
o 0.06 0.02 0.03 0.05 0.09
B 0.91 0.02 0.86 0.91 0.94

5.2 Série S&P500

O conjunto de dados utilizados consiste nos valores de fechamento diario do indice,
no periodo de 3 de janeiro de 2012 a 30 de dezembro de 2016, totalizando 1258 observagdes.
Os graficos da série, dos retornos, das autocorrelacdes dos retornos e das autocorrelagdes dos
retornos ao quadrado sdo apresentados na Figura 7. Observe que hd uma forte tendéncia de
crescimento na série (Figura 7 (a)), mesmo assim os retornos nao apresentaram autocorrelacoes
como se observa na Figura 7 (c). Por outro lado, os retornos ao quadrado possuem autocorrelacdo
para algumas defasagens observe na Figura 7 (d), como vimos no Capitulo 2 essas carateristicas

sdo comuns em retornos de séries de tempo financeiras.

Observando os gréficos das cadeias obtidas, hd evidéncia que as cadeias geradas para os
modelos com distribuicao no erro T-Student, Normal e GED assimétrica padronizada convergi-
ram. Os tracos da Cadeia de Markov, as densidades aproximadas e os graficos das autocorrelagdes
de todos os parametros do modelo GARCH(1,1) para cada tipo de distribui¢cao do erro podem

ser observados na Figura 14, na Figura 15 e na Figura 16.

Portanto, fazendo uma analise das amostras obtidas em cada modelo. Cada um dos
modelos concluem que os retornos da série do S&P500 apresentam assimetria a esquerda, veja
que praticamente toda a massa de probabilidade do y estd a esquerda do 1 (valor de simetria).
Além disso segundo as estimacdes dos pardmetros que modelam as caudas, a distribui¢do dos

retornos tem caudas pesadas.

As estimativas das médias a posteriori dos parametros dos modelos, estdo disponiveis
nas seguintes tabelas: Tabla 10, Tabla 11 e Tabla 12.
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Figura 7 — Série de S&P500 de 03/01/2012 até 30/12/2016. (a) Grifico da série; (b) Gréfico dos
retornos; (¢) Grafico das autocorrelacdes dos retornos e (d) Grafico das autocorrelacdes do

quadrado dos retornos.

Tabela 10 — Estimativas do GARCH(1,1) com erros T-Student assimétricos padronizados de S&P500.

Pardmetros Média Desv. Pad. Perc.(2.5%) Mediana Perc.(97.5%)
Y 6.83 1.54 4.65 6.55 10.63
Y 0.90 0.03 0.84 0.90 0.96
0] 6.95¢-06 1.73e-06 4.13e-06 6.76e-06 10.88e-06
o 0.19 0.03 0.12 0.18 0.26
B 0.73 0.04 0.64 0.73 0.80

Com respeito as autocorrelacoes altas que se observam nas cadeias geradas para alguns

parametros em cada um dos modelos propostos e para cada uma das séries analisadas, poderiam

se melhorar fazendo uso de outras distribui¢des a prioris ou usando outra distribuicao proposta.

5.3 Estimacao da Volatilidade

Para concluir, a seguir se apresenta a estimacao da volatilidade para as duas séries

mencionadas acima usando os trés tipos de modelos propostos. A Figura 8, mostra a evolucao
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Tabela 11 - Estimativas do GARCH(1,1) com erros Normal assimétricos padronizados de S&P500.

ParAmetros Média Desv. Pad. Perc.(2.5%) Mediana Perc.(97.5%)
Y 0.88 0.03 0.83 0.88 0.94
w 7.73e-06 1.55e-06 5.13e-06 7.58e-06 11.19e-06
o 0.17 0.03 0.12 0.17 0.23
B 0.72 0.04 0.64 0.72 0.79

Tabela 12 — Estimativas do GARCH(1,1) com erros GED assimétricos padronizados de S&P500.

Pardmetros Média Desv. Pad. Perc.(2.5%) Mediana Perc.(97.5%)
o 3.34 0.08 3.20 3.34 3.51
Y 0.93 0.03 0.87 0.93 0.99
0] 7.67e-06 1.84e-06 4.67¢-06 7.50e-06 11.75e-06
o 0.18 0.035 0.18 0.18 0.25
B 0.71 0.05 0.62 0.72 0.80

dos valores absolutos dos retornos versus a raiz quadrada da estimac¢ao da volatilidade indicada
pela linha vermelha acompanhada de duas linhas tracejadas de cor azul que representam os
percentis 0.025 e 0.975 das amostras de tamanho 100 mil das volatilidades estimadas (raiz
quadrada) para cada periodo de tempo, obtidas usando as amostras de tamanho 100 mil geradas
pelo algoritmo M-H com um sé bloco para cada parametro do modelo. Para a série Ibovespa
como para a série S&P500, usando o modelo GARCH(1,1) com erros com distribui¢do T-Student
assimétrica padronizada. Nas seguintes figuras: Figura 9 e Figura 10, observa-se o0 mesmo que na
figura anteriormente mencionada mas usando o modelo GARCH(1,1) com erros com distribui¢dao
Normal assimétrica padronizada e usando o modelo GARCH(1,1) com erros com distribuicao

GED assimétrica padronizada (neste caso s6 muda o tamanho amostral a 50 mil) respetivamente.

Observa-se que no caso dos trés tipos de modelos usados, a volatilidade da série S&P500
foi a que melhor foi estimada e o intervalo formado pelos percenties 0.025 e 0.975 indica baixa

incerteza das estimativas da raiz quadrada das volatilidades.
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Figura 14 — Tracos da cadeia, densidades aproximadas e autocorrelagdes dos pardmetro para a série
S&P500. Modelo ajustado: GARCH(1,1) com erros T-Student assimétricos padronizados.
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Figura 16 — Tracos da cadeia, densidades aproximadas e autocorrelagdes dos pardmetro para a série
S&P500. Modelo ajustado: GARCH(1,1) com erros GED assimétricos padronizados.
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CAPITULO

CONCLUSOES

Nesta dissertacdo estudamos o modelo GARCH(1,1) considerando uma nova extensdo do
modelo, que considera assimetria na distribui¢do dos erros estocdsticos do modelo. Na literatura
as distribui¢des de probabilidade mais utilizadas para os erros do modelo GARCH sao a Normal,
a T-Student e a GED em suas versdes padronizadas. Para inserir assimetria a distribui¢do do
erro aplicamos o método de Fernandez & Steel (1998), obtendo assim versdes assimétricas das

distribui¢des usadas geralmente.

A abordagem Bayesiana para a estimacao desses modelos gerados, traz consigo algumas
vantagens como facilidade de interpretacdo dos parametros e possibilidade de inserir informagao
a priori. Para a simulagdo das cadeias se analisaram os resultados do algoritmo de Metropolis-
Hasting em blocos e num s6 bloco, os resultados melhor comportados foram os do algoritmo de
um s6 bloco, foi por isso que na aplicacao se usou este algoritmo. As autocorrelagdes de alguns
parametros ficaram altas, poderia-se dever ao tipo de distribuicdo proposta ou a distribuicdo a
priori utilizada. Segundo nossa experiéncia, rodar este tipo de algoritmos no software R leva
muito mais tempo do que demoraria se fosse programado num software de baixo nivel. Portanto

se recomenda usar outro software para implementar este tipo de algoritmos.

A implementagao dos trés tipos de modelos, corroborou a existéncia de um dos novos
fatos estilizados declarado em algumas pesquisas empiricas: a assimetria da distribui¢do dos re-
tornos. A generalizacdo deste tipo de modelos GARCH ao nivel multivariado ja foi desenvolvida
mas a utilizagdo desta metodologia em outros modelos que sdo variantes do modelo GARCH

pode se propor como um trabalho futuro.
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