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Resumo

Neste trabalho, apresentamos a Conjectura de Brian Hartley e estudamos sua validade, ou
seja, verificamos se identidades de grupo no grupo das unidades U (FG) levam FG a satisfazer
identidades polinomiais, onde G € um grupo de tor¢ao e [ corpo qualquer. Tal estudo serd
realizado primeiramente para corpos infinitos, € em seguida para corpos quaisquer. A partir
deste resultado, serdo deduzidas condi¢des necessdrias e suficientes em um grupo G, para que
o grupo das unidades U (FG) satisfaga identidades de grupo.






Abstract

In this work, we present the Conjecture of Brian Hartley and study its validity, i.e, we verify
if group identities in the unity group U (FG) make FG satisfy a polynomial identity, where G
is a torsion group and [F any field. This study will be made first for infinite fields, and next for
any field. From this result, will be deduced necessary and suficient conditions in a group G, for
the unity group U (FG) satisfy group identities.
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Conteudo




Introducao

Em uma tentativa de conectar as estruturas aditiva e multiplicativa de uma 4lgebra de grupo
FG de um grupo G sobre um corpo I, Brian Hartley, no final dos anos 70, propds a seguinte

conjectura:

Conjectura. Sejam G um grupo de tor¢do e F um corpo. Se o grupo das unidades U(FG)

satisfaz uma identidade de grupo, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial.

Uma demonstraga@o para esta conjectura foi dada por C. H. Liu, em 1999, [12]. Antes dele,

casos particulares da conjectura foram estudados, como segue:

* Primeiramente, em 1981, D. S. Warhust estudou a conjectura em sua tese de doutorado,
investigando determinadas palavras satisfeitas por U (FG).

* No mesmo ano, P. Menal sugeriu uma possivel solu¢ao para alguns p-grupos.

Com a hipétese do corpo ser infinito, em 1991, J. Gongalves e A. Mandel verificaram a

conjectura para o caso em que a identidade de grupo é uma identidade de semigrupo.

Trés anos depois, A. Giambruno, E. Jespers e A. Valenti verificaram dois casos da con-
jectura: a caracteristica do corpo sendo zero e a caracteristica do corpo sendo p, com o

grupo G ndo contendo p-elementos.

* Em 1997, A. Giambruno, S. Sehgal e A. Valenti provaram a conjectura para o caso em

que o corpo € infinito.

Tendo encontrado respostas positivas para a conjectura de Brian Hartley, o proximo passo
passou a ser encontrar condi¢des necessdrias e suficientes em um grupo G para que U(FG)
satisfaca identidades de grupo. Tal resultado foi feito por D. Passman no caso infinito em 1997

e por D. Passman e C. H. Liu em 1999 para o caso geral.



2 Conteudo

Dividiremos esta dissertacdo em trés capitulos. O primeiro apresenta fundamentos tedricos
basicos da teoria de anéis, grupos e polindmios ndo comutativos, 0s quais serdo importantes no
decorrer deste trabalho. As duas primeiras secdes deste capitulo serdo dedicadas ao estudo dos
Grupos, nomeadamente os Grupos de Torcdo e os Grupos Livres. Na sequéncia, trataremos de
algumas classes importantes de anéis, e faremos uma breve introdu¢ao ao conceito de dlgebra,
com alguns exemplos. Passaremos entdo a dois conceitos especificos: o estudo do Radical de
Jacobson de uma 4lgebra e o estudo das Algebras de Grupo, esta tltima sendo um dos temas
centrais de nosso trabalho. A ultima se¢do serd dedicada ao estudo dos polindmios ndo comu-
tativos, em particular, identidades polinomiais e suas relagcdes com grupos, anéis e algebras.

No segundo capitulo, comegamos apresentando alguns resultados classicos das Algebras de
Grupo relacionados as identidades polinomiais. A partir da se¢@o 2, utilizamos tais resultados
para demonstrar o caso particular da conjectura de Brian Hartley, em que o corpo [ € infinito.
Com a validade do caso particular, buscamos, na se¢ao 3, condi¢des necessdrias e suficientes
em um grupo G para que U(FG) satisfaca uma identidade de grupo. Este estudo surgiu do
problema de verificar se a reciproca da conjectura de Brian Hartley era verdadeira.

No terceiro capitulo, estudamos o caso geral, em que o corpo F ndo € necessariamente
infinito. Para isso , a primeira secdo é dedicada a encontrar resultados que substituam os argu-
mentos utilizados no caso infinito. Com tais resultados, provamos a conjectura de uma forma
geral, seguindo de perto o trabalho feito no capitulo 2. Finalizamos este capitulo e a dissertacdo

com a generalizacdo dos resultados encontrados na se¢io 3 do capitulo 2.



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar os fundamentos tedricos necessérios para o en-
tendimento do texto.

Dessa forma, optamos por definir conceitos e enunciar resultados que sejam menos usuais
nas disciplinas basicas de élgebra, e deixamos referéncias suficientes em cada secdo. Vale
mencionar aqui algumas referéncias gerais, que nos guiaram na escrita deste capitulo: [1], [2],
(31, [71, [8], [15] e [16].

1.1 Grupos de Torcao

Vamos assumir nesta secao que o leitor conheca as defini¢des iniciais da Teoria de Grupos
(grupos, subgrupos, homomorfismos, quocientes, produtos diretos), e enunciar as defini¢cdes e
resultados necessarios para o seguimento do texto. Para uma exposi¢ao mais completa a respeito
do assunto, recomendamos [8].

Dado um grupo G, chamamos de ordem de G ao seu nimero de elementos, e denotamos

por |G|. Para um elemento g € GG, definimos sua ordem, ou periodo, como sendo o nimero de

elementos do subgrupo gerado por g, ou seja, |g| = [(g)|- Uma classe importante de grupos, e
amplamente utilizada neste trabalho, € a classe dos Grupos de Torgdo, isto é, grupos em que
todos os elementos possuem ordem finita. E importante observar que os grupos de tor¢io nio

sdo necessariamente finitos, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.1. Sejam Q o grupo abeliano dos nimeros racionais e Z <! Q o subgrupo normal
dos inteiros. Assim,

@={2—9+Z:p,qu,q¢0}
Z  \q
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¢ infinito, e de tor¢ao pois, dado p/q + Z € Q/Z,

a(plg+2) =p+Z=1.

O exemplo acima ilustra um grupo de ordem infinita em que todos os seus elementos pos-
suem ordem finita. Ainda, vemos que, sendo um grupo abeliano, todos os seus subgrupos sao
normais. Mas a reciproca dessa afirmacao nao € valida, uma vez que existem grupos nao abeli-
anos em que todos os seus subgrupos sdo normais. A classe de grupos de tor¢cdo que possuem

esta propriedade nos sera interessante.

Definicao 1.1.2. Dizemos que um grupo G é hamiltoniano se todos os seus subgrupos sdo

normais e (G ndo é abeliano.

Exemplo 1.1.3. O principal exemplo de grupo hamiltoniano € o grupo dos quatérnios
KS = {17 _17 ia _iaja _ja k? _k}
Este grupo nao € abeliano, uma vez que - j = k e j -« = —k, mas todos os seus subgrupos sao

normais.

Os grupos hamiltonianos foram estudados primeiramente por Richard Dedekind no final do
século XIX, e receberam este nome em homenagem a Willian Rowan Hamilton, em virtude de
sua descoberta dos nimeros quatérnios. Anos depois, Dedekind e Reinhold Baer demonstraram

o0 seguinte teorema, classificando os grupos hamiltonianos.

Teorema 1.1.4. Um grupo hamiltoniano G pode ser escrito da forma:

G=KgxAxB
onde A é um grupo abeliano em que todos os elementos ndo triviais tém ordem 2 e B é um
grupo abeliano em que todo elemento tem ordem impar.

Demonstragdo. [7], Teorema 12.5.4. O

Em um grupo nio abeliano (G, dois subconjuntos de grande interesse sdo o seu centro,
denotado Z(G), e o comutador, denotado G’. A fim de defini-los, denotemos o comutador

entre dois elementos x,y € G por (x,y) = -y lzy.

Definicao 1.1.5. Dado um grupo G, definimos o centro Z(G) como sendo o conjunto dos
elementos = € G tal que zy = yx, Yy € G. Ainda, definimos o seu subgrupo comutador G',

como sendo o subgrupo gerado por todos os comutadores de elementos de G.

Assim, um elemento qualquer do subgrupo comutador, = € G, pode ser escrito da forma:

X = (,Iljyl)rl(lé, yz)r2 . (l’n,’f‘n)rn
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onde x;,y; € G,r; € ZVi=1,... n.
O proximo resultado relaciona o indice do centro Z(G) com a ordem do comutador G’. Esta

relacdo serd importante mais a frente, e sua demonstracdo pode ser encontrada em [19, Teorema
1.4.2].

Proposicao 1.1.6. Sejam G um grupo qualquer e Z(G) seu centro. Se [G : Z(G)] = n < oo,

entdo G’ é finito e sua ordem divide n.
Outra relagdo importante é:

Proposicao 1.1.7. Sejam G um grupo e Z(G) seu centro. Se G|Z(G) é ciclico, entdo G é

grupo abeliano.

Demonstracdo. Sabemos que G/Z(G) = (gZ(G)) para algum g € G. Logo, dados a,b € G,
aZ(G) =g Z(G) e bZ(G) = g*Z(@), para alguns i, k € N. Assim, a = g'hy e b = g*hs, onde
hi,hs € Z(G). Dessa forma,

ab = g'higFhs
= g'g*hihy  (pois hy € Z(@G))
= g"g'haln
= gFhag'hy  (pois hy € Z(G))
= ba.

]

Dados um grupo G e dois elementos x, y € G, dizemos que xyxz~—' é um conjugado de y. Se
y € Z(@), entdo claramente zyxr~! = y para todo x € GG, ou seja, o conjunto de conjugados de
y € unitdrio, {y}. Se y ¢ Z(G), entdo o conjunto de conjugados de y possui mais elementos, e
estaremos interessados no caso em que este conjunto € finito. Os elementos que possuem um
numero finito de conjugados formam um subgrupo, chamado FC-subgrupo (Finite Conjugate

Subgroup):

Definicao 1.1.8. Dado um grupo G, definimos o FC-subgrupo ¢ como sendo
¢ =¢(G) ={g € G : g possui um nimero finito de conjugados}.

Além dos elementos que possuem uma quantidade finita de conjugados, outra classe de ele-

mentos que possui grande importancia em nosso contexto sao 0s p-elementos e os p’-elementos:

Definicao 1.1.9. Seja p um nimero natural primo. Um elemento x € G € dito p-elemento se
|z| = p* para algum k € N, e y € G € dito um p’-elemento se p + |y|. Um grupo G é dito

um p-grupo (respectivamente p’-grupo) quando todos os seus elementos sao p-elementos (resp.
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p’-elementos). Denotaremos por P o conjunto dos p-elementos de um grupo G, e () aos p'-
elementos de (&, para um dado primo p. Em geral, tais subconjuntos ndo sdo subgrupos de

G.

Definicao 1.1.10. Um grupo G € dito p-abeliano se o seu subgrupo comutador G’ é p-grupo
finito.

Exemplo 1.1.11. Seja A, o subgrupo das permutacdes pares de Sy, ou seja,

Ay ={1,(123), (124), (134), (132), (142), (143),
(234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Assim, A4 ndo é um 2-grupo, mas é 2-abeliano, uma vez que
Al ={1,(12)(34), (13)(24),(14)(23)}.
Com as construgdes acima, definimos ainda o seguinte subgrupo de um grupo G:
¢p(G) = (6 P).

Passemos agora a outra caracteristica notdvel para os grupos. Em um grupo GG, um subgrupo

. ~ gt 4 : 1 Q

H finitamente gerado em geral no é finito. Por exemplo, (1) < Q € infinito, enquanto (3Z) < >
¢ finito. Em nosso estudo, por vezes serd importante que subgrupos finitamente gerados sejam

finitos. Isto nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.1.12. Um grupo G € dito localmente finito se todo subgrupo finitamente gerado de
G é finito.

Lema 1.1.13. Sejam G grupo de tor¢do, ¢ o FC-subgrupo de G. Se [G : ¢] < o0 e |¢'| < oo,

entdo G ¢é localmente finito.

Demonstra¢do. Tomemos H subgrupo de G finitamente gerado. Como [G : ¢] < oo, entdo
[0H : ¢] < 0o. Mas % = m%,ouseja, [H:¢pn H]< oo.

Observemos que:

onH _ ¢nH  ¢(¢nH) _¢nd'H ¢

OnH ¢n(pnH) " ¢ o
que € um grupo abeliano. Logo, q‘f,%{l € um grupo finitamente gerado, abeliano e de torcdo, e

portanto finito, ou seja, [¢p N H : ¢' " H] < oo.

Por tltimo, observemos que, como |¢/| < oo, entdo |¢' N H| < co. Utilizando o Teorema de
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Lagrange, e juntando as informagdes acima, temos que

|H|=[H:¢nH][pnH:¢'nH]|¢' n H| < 0.
_

<o <o <oo

]

Por fim, ao lidarmos com grupos quocientes, um subconjunto serd de grande utilidade. Dado
um grupo G' e H < G, definimos uma transversal de H em GG como sendo um subconjunto S' tal
que cada classe lateral a esquerda de H contém exatamente um elemento de S. Dessa forma, .S

possui [G : H] elementos.

1.2 Grupos Livres e o Argumento de Magnus

Dado um conjunto de simbolos X, vamos construir um grupo £’ que seja “livre” em um
certo sentido no conjunto X. Se X = @, entdo F' é o grupo trivial F' = {e}. Se X # &, seja
X~! um conjunto disjunto de X tal que |X| = |X~!|. Escolha uma bijecdo X — X! e denote
a imagem de x € X por x~!. Escolha também um conjunto disjunto de X u X! que tenha
exatamente um elemento, e denote-o por 1. Uma palavra é uma sequéncia finita a,as . . . a,, tal
que a; € X u X-tu{l}. A palavra 1 é chamada palavra vazia. Informalmente, o grupo que
definiremos serd livre no conjunto X pois ndo haverd relacdo existente entre as palavras, além
das relacdes triviais entre os simbolos.

Uma palavra aqas . . . a,, diferente da palavra vazia, é dita reduzida quando:
e Se a; = xentdo a;,1 + x7' ese a; = 7', entdo a;,; # x paratodoi=1,2,...,n— 1.
* a;# lparatodot=1,2,...,n.

A palavra vazia é considerada reduzida. Assim, podemos escrever uma palavra reduzida ndo
vazia em geral como a}’ ...ap", onde a; € X e \; € {+1}.
Chamamos de F' = F'(X') ao conjunto de todas as palavras reduzidas construidas acima.
Definimos agora uma operagao bindria de justaposicao no conjunto F. A palavra vazia 1
agird como elemento neutro, ou seja, 1 - w = w -1 = w para toda palavra w € F', e dadas duas
palavras reduzidas ndo vazias a?l ay”, bj*...bJ, seu produto serd a justaposi¢do reduzida

das duas palavras, ou seja,
( A1 )\m)_(b’h b’ys) _ A1 )\mb’Yl hs
ayt...ap b)) =at o ooanrbyt L b

com os possiveis cancelamentos de termos adjacentes, até obtermos uma palavra reduzida.

Por exemplo, (azaz'agaz’)(azagtar) = azaz'as.

Definicao 1.2.1. Com a operacdo de justaposi¢do definida acima, F' € um grupo, chamado

grupo livre em X.
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O conjunto X é chamado base de F, e a cardinalidade de X, | X|, o posto de F.

Exemplo 1.2.2. O grupo abeliano Z é grupo livre com base {1}. Observemos que a palavra

vazia neste caso é denotada por 0.

Formalmente, F' ser um grupo livre sobre X significa que F’ satisfaz a seguinte propriedade:
Dados um grupo GG e uma fungdo ¢ : X — @, existe um unico homomorfismo de grupos

¢ : F' - (G tal que o seguinte diagrama € comutativo.

¢ v
é

onde 7 : X — F' € a inclusdo natural.
A propriedade enunciada acima € chamada de Propriedade Universal do grupo F' sobre X.
Agora, definidos o grupo livre e sua propriedade universal, nosso interesse passa a ser des-
cobrir se, dado um subconjunto X de um grupo G qualquer, o subgrupo gerado por X € livre
em (. Neste sentido, existe o Argumento de Magnus, devido a Wilhelm Magnus, proveniente

da Teoria Combinatéria de Grupos:

Teorema 1.2.3 (Argumento de Magnus). Seja X um subconjunto de um grupo G tal que X n

X' = @. Entdo X é uma base de um subgrupo livre de G se e s6 se nenhum produto w =

X1...x, € trivial, onde n > 1, x; € X*! para todo i = 1,...,n e x;x;.1 + 1 para todo i =
1,....,n-1
Demonstragdo. [15, Proposicao 1.1.9]. [

1.3 Anéis e Ideais Nilpotentes

Os anéis sao uma estrutura fundamental no estudo de algebra. A presente se¢@o se concentra
em enunciar algumas classes particulares de anéis, assim como algumas de suas propriedades.
Tal como anteriormente, assumimos que o leitor conheca os principios basicos da Teoria de
Anéis, e recomendamos [8] para possiveis esclarecimentos.

Observemos que, a menos que seja mencionado antecipadamente, todos os anéis conside-
rados neste trabalho possuem identidade 1. Assim, podemos estudar os elementos do anel que
sdo invertiveis em relacdo a multiplicagdo. Vamos chamar tais elementos de unidades. Ainda,

em um anel R, o conjunto das unidades, U ( R) forma um grupo com rela¢do a multiplicag@o.

Definicao 1.3.1. A caracteristica de um anel R é o menor inteiro n > 0 tal que nx = 0 para
todo x € R. Se tal inteiro n ndo existe, dizemos que a caracteristica do anel € 0. Denotamos a

caracteristica de R por char(R).
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Exemplo 1.3.2. char(Z;) =5 e char(Z) = char(Q) = char(R) = 0.

Exemplo 1.3.3. Para n € N, o anel de polindmios Z,[x], ou seja, os polindmios na varidvel
x com coeficientes em Z, é um exemplo de anel infinito com caracteristica nao nula, pois
char(Z,[x]) =n.

Com o exemplo anterior, vemos que dado n € N qualquer, existe um anel com tal carac-
teristica. Isto ndo acontece nos corpos, € esta € uma observagao que utilizaremos muitas vezes

durante o texto sem citd-la.
Proposicao 1.3.4. Dado um corpo T, se char(IF) + 0, entdo char(IF) é um niimero primo.

Demonstrag¢do. Suponhamos, por absurdo, que char(IF) = p ndo é primo, ou seja, ¢ um nimero
composto, e tomemos ¢ um divisor de p, com g < p primo. Dessa forma, p = ¢k, para algum
keN, k< p,eassim

O=141+--+1=(Q+1+--+1)(Q+1+---+1).

p vezes q vezes k vezes

Mas como I é corpo, temos de ter (1+1+---+1) =0ou (1+1+---+1) = 0, e assim, su-
~— SN———

q vezes k vezes
pondo sem perda de generalidade que (1+1+---+1) =0,se z € F, entdo (r+x+---+x) =
———— —————

q vezes q vezes

z(l+1+---+41)=2.0=0. Logo, char(F) = g, absurdo. O
[ —

q vezes

Neste trabalho, um ideal, a menos que seja dito antecipadamente, serd sempre bilateral.
Relembremos agora que, dados dois ideais / e J de R, o seu produto, ./, é o subgrupo aditivo
gerado pelo conjunto {uv : u e I,v e J} e é ideal. Vamos enunciar agora duas classes de ideais

com “més” propriedades:

Definicao 1.3.5. Um ideal / de um anel R € dito nilpotente se existe n € N tal que /™ = 0. Em

particular, ujus ... u, =0 para todo u; € I.
Definicao 1.3.6. Um elemento a € R € dito nilpotente se existe n € N tal que a” = 0.
Definicao 1.3.7. Um ideal / de um anel R € dito nil se todo elemento de [ é nilpotente.

Dizemos que um ideal I de R € nil de expoente limitado se existe k € N tal que a* = 0
Vacel.
Vale observar que todo ideal nilpotente em particular € nil. Para ilustrar as defini¢des acima,

vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.3.8. No anel Z,=, p primo, o ideal pZ,~ € nilpotente, pois (pZ,m )™ = 0.
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Exemplo 1.3.9. Seja R = T,,(FF) o anel das matrizes n x n triangulares superiores sobre um
corpo F. Tomemos N o ideal das matrizes n x n estritamente triangulares superiores, ou seja,
cuja diagonal principal também € nula. Assim, N € ideal nilpotente de R, com N" = 0.

O préximo exemplo mostra que nem todo ideal nil € nilpotente.

Exemplo 1.3.10. Seja R o anel das matrizes de ordem infinita N x N sobre um corpo [ que sdo
triangulares superiores € com apenas uma quantidade finita de entradas ndo nulas. Como no
caso acima, tomemos /N o ideal das matrizes estritamente triangulares superiores. Entdo N é
nil, pois, dada uma matriz M € N, como M possui uma quantidade finita de entradas ndo nulas,

Mlzxkz 0
M = 0 0
NxN

onde M, € uma matriz estritamente triangular superior, para algum £ € N. Logo, pelo exemplo
anterior, sabemos que (M*)* = 0, assim, M* = 0. Portanto, N € nil. Mas N ndo € nilpotente,

pois, dado n € N, existe uma matriz S € N,

010 ... 0]
S* 0 ... 001 ...0
S=1 0 0 ... , S* = :
SRS 000 1
L O—n+l><n+l

e S™ #0, pois (S*)" 0.

Com as defini¢des acima, podemos mostrar que a classe dos ideais nilpotentes é fechada

para a soma finita.
Lema 1.3.11. A soma de dois ideais nilpotentes de um anel R é um ideal nilpotente.

Demonstracdo. Sejam I, .J ideais de R tal que I™ = J™ = 0. Afirmamos que (I + J)"*™1 = (.
Para mostrar esta afirmagdo, basta-nos mostrar que o produto de n + m — 1 elementos da forma
u+wv,comu € [, v e JéO0. Tal produto pode ser escrito como uma soma de produtos w =
W1W3 . . . Wpim-1 Onde cada w; € I U J. Se a0 menos n desses w;’s estdo em I, como [ € ideal e
I™ =0, temos w = 0. Se o ndmero de w;’s em / é menor do que n, existem ao menos m w;’s em

J, e como J™ =0, w = 0. Portanto, o produto serd 0, e [ + .J € nilpotente. [

Dessa forma, vemos que a soma finita de ideais nilpotentes € também um ideal nilpotente.
O mesmo nao pode ser dito para uma soma qualquer de ideais nilpotentes.
A fim de relacionar ideais nilpotentes e ideais nil de expoente limitado, temos o seguinte

resultado, devido a Israel Nathan Herstein e Jacob Levitzki.
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Lema 1.3.12. Seja R um anel. Se R possui um ideal a esquerda (ou direita) nil de expoente

limitado, entdo R possui um ideal nilpotente ndo nulo.

Demonstracdo. Seja I um ideal nil a esquerda (o caso a direita € andlogo), de expoente limitado
n > 2. Escolha a € I com a™ ! # 0. Fixemos qualquer € R, e seja s = ra™!. Entdo
sa = ra™ = 0. Ainda, como [ € ideal, s € I, logo s® = 0. Agora, como s + a € I, temos que
(s +a)™ = 0. Expandindo esta expressao e excluindo os termos envolvendo sa, assim como o0s

termos s™ e a™, teremos

n—-1 o
Z a"'s' = 0.
izl
Mas observemos que, para todo ¢ € {2,3,...,n — 1}, temos que a"'s’ = (a"'si2r)a"1s €

aRa™'s. Logo,

n-1
0=>Y a"'s'=a"'s+ar'a"'s=(1+ar')a" s
i=1

para algum 7’ € R. Mas (ar’)""! = a(r’a)™" = 0, pois r’a € I. Assim, ar’ é nilpotente, e
1 + ar’ é uma unidade. Logo, 0 = a"'s = a®'ra™! para todo r € R. Segue entdo que o ideal

(Ra™'R) é ndo nulo e nilpotente de grau 2. O

1.4 Anéis Primos, Semiprimos e Artinianos

Nesta secao, definimos outras classes importantes de anéis, nomeadamente os anéis primos,
semiprimos e artinianos. Tais conceitos foram fundamentais, por exemplo, para a Teoria de
Wedderburn, desenvolvida no inicio do século XX, por Joseph Wedderburn.

Lema 1.4.1. Seja R um anel, ndo necessariamente com unidade 1. As condi¢oes seguintes sdo

equivalentes:

a) Para todos a,b e R, se aRb =0, entdo a =0 oub=0.
b) Para todos os ideais a esquerda I e J de R, se [.J =0, entdo [ =0 ou J = 0.
c) Para todos os ideais a direita [ e J de R, se IJ =0, entdo I =0 ou J = 0.

d) Para todos os ideais I e J de R, se IJ =0, entdo I =0 ou J = 0.

Demonstracdo. a) = b) Se I e J sao ideais a esquerda de R satisfazendo I.J = 0, entdo
IRJ =0, pois RJ c J. Logo, por (a), vemos que I =0 ou J = 0.

a) = ¢) Andlogo ao anterior.

b) = d) e ¢) = d) sdo claros.

d) = a) Sejam a,b € R tais que aRb = 0. Assim, o produto dos ideais RaR ¢ RbR é 0.
Assim, um dos dois tem de ser 0, suponhamos que seja RaR = 0. Com isso, temos que aR e
Ra se tornam ideais bilaterais tais que R-aR = Ra- R = 0. Por (d), devemos ter Ra = aR = 0.

Mas assim Za € um ideal de R satisfazendo Za - R = 0, ou seja, Za = 0, e assim, a = 0. OJ
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Definicao 1.4.2. Um anel R é dito primo se satisfaz alguma das condi¢des do Lema 1.4.1.
Definimos agora uma classe de anéis um pouco mais geral:
Lema 1.4.3. Seja R um anel. As condicoes seguintes sdo equivalentes:

a) Paratodo a € R, aRa =0 implica a = 0.

b) Para todos os ideais a esquerda I de R, I? =0 implica I = 0.
c¢) Para todos os ideais a direita I de R, I? =0 implica I = 0.
d) Para todos os ideais I de R, I? =0 implica I = 0.

e) R ndo possui ideais ndo nulos nilpotentes.

Demonstracdo. a) = b) Seja [ ideal a esquerda de R tal que /? = 0. Tomemos a € I. Como [
¢ ideal a esquerda, Ra c I. Logo, a(Ra) c I(I) = I? = 0. Logo, aRa = 0, e assim, a = 0, ou
seja, I = 0.

a) = c¢) e a) = d) séo andlogos ao caso anterior.

d) = a) Seja a € R tal que aRa = 0. Assim, tomando o ideal RaR de R, vemos que
RaRRaR = 0, mas assim, por d), RaR = 0. Logo, Ra e aR se tornam ideais bilaterais, e em
particular, RaRa = 0, ou seja, Ra = 0. Como Za € um ideal de Ra satisfazendo ZaZa = 0,
vemos que a = 0.

b) = d) e ¢) = d) sdo claros.

Dessa forma, a) — d) sdo equivalentes.

d) = e) Seja I um ideal de R tal que I™ = 0. Assim, (/"1)? = 0, e por d), I"! = 0.
Repetindo este processo um nimero finito de vezes, temos que [ = 0.

e) = d) Claro. H

Definicao 1.4.4. Um anel R € dito semiprimo se satisfaz alguma das condi¢des do Lema 1.4.3.
Vejamos dois exemplos das estruturas definidas acima.
Exemplo 1.4.5. O anel M,,(Z), com n > 1 é primo.

Exemplo 1.4.6. Todo anel comutativo que possui divisores de zero mas nao possui elementos
nilpotentes nao nulos, € semiprimo e nao primo. Um exemplo concreto € o anel das funcdes
continuas C'[a, b].

Estudaremos agora as condi¢des de cadeia ascendentes e descendentes em anéis, topico que
possui papel central na teoria de anéis comutativos. Os anéis que satisfazem tais cadeias sdao
chamados de anéis artinianos (para a cadeia descendente) e anéis noetherinos (para a cadeia
ascendente), devidos a Emil Artin e Emmy Noether. Em nosso trabalho, utilizaremos apenas
o conceito de anel artiniano, e assim, o leitor interessado em uma referéncia completa pode
consultar [8].
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Definicao 1.4.7. Um anel R € dito artiniano a esquerda [respec. a direita], se satisfaz a condi¢ao
de cadeia descendente em ideais a esquerda [respec. a direita], ou seja, para toda cadeia descen-
dente de ideais a esquerda By o> By > B3 o ..., existe m € N tal que B; = B,, para todo 7 > m.

Um anel R € dito artiniano se for artiniano a esquerda e a direita.

Quando existe m € N tal que B; = B,,, para todo ¢ > m em uma cadeia descendente B; >

By o By o ..., dizemos que a cadeia estabiliza.
Exemplo 1.4.8. Todo anel de divisdao D ¢ artiniano, uma vez que seus tnicos ideais sdo 0 e D.

Exemplo 1.4.9. O anel Z nio € artiniano, pois a cadeia descendente Z > 27 > 47 > 8Z ... nao

estabiliza.

1.5 Algebras

Nesta secdo, faremos uma breve introdugdo a Teoria de Algebras Associativas, fixando al-
gumas notacdes e ilustrando alguns exemplos. A principal classe de algebras a ser estudada

neste trabalho serdo as dlgebras de grupo, objeto de estudo de uma se¢do posterior.

Definicao 1.5.1. Um espago vetorial A sobre um corpo F é uma dlgebra sobre F, ou uma

[F-algebra, se é munido de uma multiplicagio associativa A x A - A, (x,y) — xy tal que
L. (A +7yy)z = Nzz) +v(yz2),

2. z(Ay +7vz) = Mzy) +y(xz2),
paratodo A,y e, x,y,z € A.

Dessa forma, vemos que as dlgebras sao espacos vetoriais que também possuem estrutura
de anel. Assim, podemos utilizar aqui as teorias desenvolvidas para ambas as estruturas.

Se, para todo a,b € A, ab = ba, dizemos que A é uma dlgebra comutativa. Se A possui o
elemento neutro para a multiplicac¢do, 1, dizemos que A € dlgebra unitiria. A menos que se
diga antecipadamente, todas as dlgebras consideradas daqui em diante serdo unitdrias. Vejamos

alguns exemplos:

Exemplo 1.5.2. O espago das matrizes M, (F) com a soma e multiplicagdo usuais é uma [F-
dlgebra unitdria, mas ndo comutativa. Uma base para esta dlgebra é o conjunto B = {¢;; : 1 <

i,j <n}, onde e;; possui 1 na entrada (7, j) e 0 nas restantes.

Exemplo 1.5.3. Seja V um F-espago vetorial e Endp(V') = {T': V — V : T é F-linear}. Defina

v: Endp(V)x Endp(V) - Endp(V)
(S,T) > SoT

composi¢ao de fungdes. Assim, Endp(V') € uma F-dlgebra, unitdria e ndo comutativa.
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Exemplo 1.5.4. O conjunto F[x] dos polindmios na varidvel = com coeficientes em [F é uma

[F-dlgebra com a multiplica¢@o usual. Uma base para F[z] é
B={1,z,2* 23, ...}.

Mais geralmente, se X = {x1,...,2,}, o conjunto F[X] dos polindmios em vdrias varidveis é

uma [-algebra.

O préximo exemplo é um pouco mais exotico, € com ele, temos o objetivo de ilustrar o quao

rica € a classe das élgebras.

Exemplo 1.5.5. Seja P um conjunto finito parcialmente ordenado por <. Tomemos I (P,F) =
{f:PxP—>TF: f(x,y) =0sempre que = £ y}. Este conjunto tem estrutura de espago vetorial
sobre FF. Defina agora p : I(P,F) x I(P,F) - I(P,F), (f,g9) » fg, onde

fo(z,y)= > f(z,2)g(zy).

r<z<y

Com a multiplicagio definida acima, I (P, ) se torna uma F-dlgebra unitdria.

Como as algebras sdo, em particular, anéis, podemos definir os ideais de uma algebra, mas
precisamos fazer um pequeno ajuste. Dizemos que / € um ideal de uma algebra A se [ € ideal
no sentido da teoria de anéis, e ainda € um subespago vetorial de A.

Um homomorfismo entre dlgebras é uma transformacao linear que também é um homomor-
fismo de anéis.

Neste trabalho, em geral serdo consideradas dlgebras ndo comutativas, € por isso, 0 co-
mutador aditivo entre dois elementos quaisquer serd uma ferramenta notavel. Denotaremos o

comutador entre dois elementos a, b € A por [a,b] = ab - ba.

Definicao 1.5.6. Uma dlgebra A é dita semiprima quando, olhada como anel, A é um anel

semiprimo.

Um elemento « de uma F-dlgebra A é dito algébrico se existe um polindmio ndo nulo f(z) €
F[x] tal que f(«) = 0. Para cada elemento algébrico «, seja I, o conjunto dos polindmios em
F[z] que anulam «. Afirmamos que este conjunto possui um dnico polinémio moénico de menor
grau.

De fato, se houvessem dois polindmios mdnicos f;, fo de grau n minimais em /,, como « é
raiz de ambos, entdo f; — f, € I, e o grau de f; — f5 € estritamente menor do que n, por ambos

serem monicos. Logo, temos de ter f; — fo = 0, ou seja, fi = fo.

1.6 Radical de Jacobson

Nesta secdo, temos o objetivo de enunciar uma ferramenta capaz de traduzir a complexi-

dade da estrutura de uma algebra dada. Em especial, com esta ferramenta em maos, teremos
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informacdes precisas a respeito das dlgebras de dimensao finita.

Comecaremos no contexto de anéis, definindo um ideal que contenha todos os elementos
indesejaveis, no sentido de que estes elementos criam um obstaculo para entender a estrutura
do anel. Quocientando o anel por este ideal, teremos um anel com boas propriedades. Para as
algebras de dimensao finita, este quociente se tornara um produto direto de dlgebras de matrizes,
estruturas que nos sao mais familiares.

Boa parte desta teoria foi desenvolvida por Nathan Jacobson em torno de 1945. Para nao
carregar o texto, faremos uma breve exposicdo do assunto, ndo cobrindo a teoria de modulos

necessaria. Boas referéncias sobre o tema sdo [10] e [1].

Definicao 1.6.1. Um ideal a esquerda M de um anel A, M # A, é dito ideal maximal a esquerda
se, para todo [ ideal a esquerda de A talque M c I, entdo I = M ou [ = A.

Analogamente, definem-se o ideal maximal a direita e ideal maximal (bilateral).

Exemplo 1.6.2. No anel dos inteiros Z, os ideais 47 ¢ 97 ndo sao maximais, pois 47 & 27. & 7
€ 9Z & 37 & Z. Por outro lado, 27Z e 37 sao ideais maximais.

Se A € um anel nio nulo, sempre existem ideais maximais a esquerda pelo Lema de Zorn.

Assim, podemos definir:

Definicao 1.6.3. Em um anel A, definimos o radical de Jacobson, denotado por J(A) como

sendo a interse¢ao dos ideais maximais a esquerda de A.

Lema 1.6.4. Dado um elemento a em um anel A, sdao equivalentes:
a) ae J(A).
b) 1-ba é invertivel a esquerda para todo b € A.
c) aV =0 para todo A-médulo simples a esquerda V.

Demonstracdo. a) = b) Seja a € J(A) e suponhamos que existe b € A tal que 1 — ba ndo é
invertivel a esquerda. Logo, o ideal a esquerda [ = A(1 - ba) satisfaz: [ # A, pois1 ¢ I el
estd contido em algum ideal maximal a esquerda M. Dessa forma, (1 -ba) € M e a € M, logo,
1 € M, absurdo.

b) = ¢) Suponhamos que exista v € V tal que av # 0. Como V' é simples, Aav =V, e assim,
v = bav para algum b € A. Dessa forma, (1 — ba)v = 0, mas por hipétese, (1 — ba) € invertivel a
esquerda, logo, v = 0, absurdo.

¢) = a) Seja M um ideal maximal a esquerda de A. Assim, A/M é um A-médulo simples
a esquerda, e portanto, por hipétese, a(A/M) =0, ou seja, a € M. Logo, a € J(A). O

Com a caracterizagdo acima dos elementos de J(A), temos o seguinte resultado:

Lema 1.6.5. Todo ideal nil a direita ou a esquerda de A estd contido em J(A).
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Demonstracdo. Seja I ideal nil a esquerda de A (o caso a direita é analogo). Tomemos a € I,
e dado b € A, ba € I é um elemento nilpotente. Dessa forma, 1 — ba é elemento invertivel a
esquerda. Portanto, pelo Lema 1.6.4, a € J(A). [l

O Radical de Jacobson de um élgebra A é definido analogamente, como sendo a interse¢do
de todos os ideais (de dlgebra) maximais a esquerda de A.

Para as dlgebras de dimensao finita, temos um tnico ideal nilpotente maximal, e assim, este
é o radical de Jacobson J(A).

A seguir compilamos algumas das principais propriedades satisfeitas pelo Radical de Jacob-

son.

Proposicao 1.6.6. Sejam IF um corpo e G um grupo. Entdo, J(FG) possui as seguintes propri-
edades:

1. Se G é finito, entdo J(FG) é nilpotente, e FG|J(FG) é uma soma direta de dlgebras de

matrizes sobre F-dlgebras de divisdo.

2. Se G ¢é finito e F é um corpo perfeito, entdo FG possui uma subdlgebra isomorfa a

FG/J(FG).

3. Se F’ é uma extensdo de corpo de T, entdo J(F'G) nFG c J(FG).
4. Se F' é uma extensdo algébrica de corpo de F, entdo J(FG) c J(F'G).
5. Se H é um subgrupo de G, entdo J(FG)nFH c J(FH).
6. Se H é subgrupo normal de G de indice finito, entdo J(FH) c J(FG).
Demonstragdo. [11, Proposicdo 1.3.3]. [
A demonstragdo do proximo resultado pode ser encontrado em [9, pag. 43].

Lema 1.6.7. Seja R um anel e suponha R/.J(R) artiniano, onde J(R) é o radical de Jacobson
de R. Se I é qualquer ideal de R, entdo a aplicagcdo natural U(R) — U(R/I) é sobrejetora.

1.7 Algebras de Grupo

Os anéis e as algebras de grupos sdo estruturas de grande interesse na matematica. Além
das relagdes claras com as Teorias de Grupos e Anéis, elas também se relacionam fortemente
com a Teoria de Representacdes de Grupos, como foi estabelecido por Emmy Noether e Ri-
chard Brauer no inicio do século XX. Aqui, faremos uma exposi¢ao dos principais conceitos e

resultados iniciais da teoria, e para uma exposi¢ao mais completa, o leitor pode consultar [16].
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Dado um grupo G e um anel R, definimos o conjunto RG das somas formais da forma

a=), a9
geG
onde ay, € R, ag = 0 quase sempre, ou seja, apenas um numero finito de coeficientes sido
diferentes de 0. Neste conjunto, podemos definir a soma e o produto dos elementos da seguinte

forma:

(Z agg) + (Z 699) = Z(ag +Bg)g

geG geG geG

€,8¢ =Y e 0, B = X ye B9

af = Z agBrgh.

g,heG

Ainda, é possivel definir um produto por elementos de R, nomeadamente

)‘(Z agg) = Z(/\O‘g)g-
geG geG
Definicao 1.7.1. O conjunto R(G, com as operagdes acima de soma e produto possui estrutura
de anel, e é chamado anel de grupo. Caso R seja um corpo e com a operacdo de produto por

elementos de R, RG possui estrutura de dlgebra, e é chamada dlgebra de grupo.

A constru¢do acima nao se restringe a grupos. De fato, constru¢des andlogas podem ser
feitas para os casos em que G € um semigrupo ou um mondide. Em tais casos, dizemos que
RG € um anel (dlgebra) de semigrupo ou anel (4dlgebra) de mondéide, respectivamente.

Para um elemento o € RG, definimos o suporte de «, denotado supp(«a), como sendo o
conjunto supp(a) = {g € G : a, # 0}. Pela defini¢do de anel de grupo, temos que supp(a) é
sempre finito.

Daqui em diante, o anel R serd sempre um corpo, € denotaremos a algebra de grupo por

FG. A fim de estudar a estrutura das dlgebras de grupo, um ideal se sobrepde por sua utilidade:

Definicao 1.7.2. A aplicacdo ¢ : FG' — [ dada por

PP ADI?
geG geG

€ um homomorfismo de anéis, chamado homomorfismo de aumento de FG. Seu nticleo, deno-
tado por A(G) é chamado ideal de aumento de FG.

Exemplo 1.7.3. Sejam G = Z, com notagdo multiplicativa, ou seja, Zo = {1,g} e R =R o
corpo dos nimeros reais. Assim, construimos a dlgebra de grupo RZ, formada pelos seguintes
elementos

a=M1+Ayg
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onde A\, \; € R. Seu ideal de aumento é:
A(Z3) ={ 1= Ag: X eR}.

O préoximo resultado, demonstrado por Heinrich Maschke no inicio do século XX, original-
mente da Teoria de Representacdes de Grupos e posteriormente traduzido para as Algebras de

Grupo, caracteriza as dlgebras de grupos semiprimas para grupos finitos.

Teorema 1.7.4 (Maschke). Seja G um grupo finito. Entdo a dlgebra de grupo FG ¢é semiprima

se, e somente se, char(IF) = 0 ou char(F) = p primo que ndo divide |G)|.

Demonstracdo. Como FG € um espaco vetorial de dimensao finita sobre I, podemos definir

um funcional linear
p: FG - F

a = tr(g.)
onde ¢, : FG - FG, com ¢, (b) = ab, e tr(y,) denotando o trago da transformag@o linear.
Seja n = |G| e denote seus elementos por ¢, go, - - ., g, onde g; = 1. Assim, p(1) = n. Se
1 > 2, entdo

©4:(95) = 9:9; €« G\{g;}

para todo j. Assim a matriz representante de ¢ , com respeito a base {gi, ..., g, } tera diagonal
nula, consequentemente, ©(g;) = 0.

Agora, suponhamos por absurdo que [ seja um ideal nilpotente niao nulo de FG. Queremos
mostrar que F tem caracteristica p que divide n = |G|. Tome um elemento nio nulo a € I, e

escreva a = Y. q A\;g;- Sem perda de generalidade, podemos supor que \; # 0. Entdo, temos

p(a) = \e(g1) + Xaw(g2) + -+ Aup(gn) = nAL

Como a € [ e I € nilpotente, a € nilpotente. Dessa forma, ¢, € uma transformacdo linear
nilpotente, e seu traco é 0, ou seja, p(a) = 0. Logo, da equacdo acima, temos que nA; = 0.
Como )\ # 0, isso s6 € possivel quando p = char(IF) divide n, absurdo.

Reciprocamente, vamos assumir, por absurdo, que p = char(FF) divide |G|. Sejar = Y1, g;.
Como rg; = gjr = r para todo j, vemos que o espago unidimensional 7 € um ideal de FG.

Porém, r2 = |G|r = 0, e assim, Fr é um ideal nilpotente, absurdo. O
Veremos agora uma generaliza¢ao do conceito de ideal de aumento:

Definicao 1.7.5. Dado um subgrupo normal N < G, denotaremos por A(G, N') ao niicleo da
aplicagdo natural ¢ : FG - F(G/N).

Com a defini¢do acima, o préximo resultado ¢ uma constatacdo técnica que utilizaremos
mais a frente. Sendo N = {zy,..., 7, } subgrupo finito de G, denotemos por N € FG a soma de

seus elementos, ou seja, N = x1 + -+ + 2.
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Lema 1.7.6. Sejam F um corpo e G um grupo. Seja ainda N < G finito. Entdo, para « € FG,
aN=0< aecA(G,N).

Demonstragdo. Seja X uma transversal de NV em GG. Podemos escrever
Q= aigr++ gy
onde o; € FN e g; € X. Nio é dificil ver que N é central em FG, logo,
a]\_f= O[lNgl +"'+Oangn.
Segue que N = 0 < ;N = 0 para cada i.
Sendo o; = a;1xq + -+ + a;xy, com a;; € F e z; € N entdo, ;N = (a;; +---+ ay)N, logo,
a;N =0 < a; € A(N).

Agora, sendo a aplicacgdo natural ¢ : FG - F(G/N), entdo

ola) = (@ +-+axR) G N + -+ (a1 + -+ + Qe g N

(ayr +- -+ a)gIN ++ (apy + -+ + apg ) g N

e assim, vemos que o; € A(N) < a € A(G, N). O
A demonstracdo do préximo resultado pode ser encontrada em [11, Lema 1.1.1].

Lema 1.7.7. Sejam G um grupo e R um anel comutativo de caracteristica p™ para algum p
primo. Se N é subgrupo normal finito de G, entdo A(G, N) é um ideal nilpotente se e somente

se N é um p-grupo.

1.8 Polinomios Nao Comutativos

Nesta secio, serdo definidos os primeiros conceitos da Teoria das Algebras com Identidades
Polinomiais (PI-dlgebras). Utilizamos como principal referéncia, o livro [1], que possui uma
abordagem simples e atual da teoria, mas suficiente para o propdsito deste texto. Comecamos
construindo a dlgebra livre em um conjunto X, e destacamos que sua constru¢ao se assemelha
a dos grupos livres.

Seja X um conjunto ndo vazio, X = {{]¢ € I'}. Uma sequéncia finita de elementos de X
serd denotada por &;,&;, . .. &;, e chamada de palavra. A sequéncia vazia serd denotada por 1 e
chamada palavra vazia. Definimos uma multiplicacdo entre essas palavras por justaposi¢ao, ou
seja,

(ir&in - &im) (€S- 64n) = Eir6in -+ &im&in & -+ - -

Assim, o conjunto de todas as palavras se torna um mondide (com elemento neutro sendo a

palavra vazia), que denotamos por X *.
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Definicao 1.8.1. Sejam [ um corpo e X um conjunto. Definimos a dlgebra livre em X sobre F

como sendo a dlgebra de mondide FX*, que denotaremos por F(X).

Observacao 1.8.2. Quando X for um conjunto finito, X = {&1,&s, ..., &, }, denotaremos F(X')
por F(&1,&,...,&,). Os elementos de X sdo chamados de indeterminadas, e os de F(X) sdo

chamados polindmios ndo comutativos.

Um polindmio € dito um mondémio se for um multiplo escalar de uma palavra. Assim, todo
polindémio ndo nulo f € F(X) é uma soma de mondmios, mais precisamente, f pode ser escrita
de forma tnica como f = A\jw; +- -+ A\ w,y,, onde wy, . .., w,, sdo duas a duas palavras distintas
com coeficientes A1, ..., \,, ndo nulos em IF.

Definimos o comprimento de uma palavra ndo nula w = &,&, ..., por [(w) = m, e o0
comprimento da palavra vazia [(1) = 0. O grau de um polindmio nao nulo f = A\jwq +-+ -+ AWy,
¢ definido como

deg(f) = mazx{l(w),...,l(wny)}.

Alguns polindmios com propriedades especiais terdo papel fundamental durante nosso es-
tudo.

Definicao 1.8.3. Um polindmio ndo nulo f = A\jw; + -+ + A\ w,, é dito homogéneo se l(wy) =
-+ = l(w,,). Ainda, se além de ser homogéneo, cada indeterminada &; aparece em cada

mondmio de f exatamente uma vez, dizemos que o polindmio é multilinear.

Exemplo 1.8.4. Em F(&;, &), f = £2& —£1£:& + & é um polindmio homogéneo de grau 3, mas
nao multilinear. Exemplos de polindmios multilineares serdo vistos adiante.

Dentro dos polindmios multilineares, destacaremos uma classe especial de polindmios.

Defini¢do 1.8.5. Um polindmio multilinear f = f(&1,...,&0,M1,--.,n,) € F(X) é dito alter-
nanteem &, ..., &, se f se anula ao substituir §; por §;,com1<i<j<n.

Antes de passarmos a um exemplo de polindmio multilinear e alternante, facamos um resul-
tado, que a primeira vista, parece simples, mas possui como uma de suas consequéncias o fato

de que toda algebra de dimensao finita € PI-dlgebra.

Lema 1.8.6. Sejam A uma F-dlgebra e aq,...,a, € A elementos linearmente dependentes. Se
um polinomio multilinear f = f(&1, ..., &n, M, - .- 1) € F(X) € alternante em &1, . . . , &, entdo
flay,...,an,z1,...,2,) =0paratodo xy,...,x, € A

Demonstragdo. Podemos assumir que a,, = ¥1"}' A\;a; com )\, € F. Consequentemente,

n—1
flay,...,an,x1,...,2,) = Zf(al,...,an_l,ai,xl,...,xr) =0
i1

pois f € alternante nas primeiras n coordenadas. 0
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Definicao 1.8.7. Seja n > 2. O polindmio

Sn = Sn(éla ce 7511) = Z Sgn(o-)go(l) .. 'ga(n)

oeSy
€ chamado polinomio standard de grau n. Este € um polindmio multilinear e alternante.

Exemplo 1.8.8. s5 = £1& — €561 € o polindmio standard de grau 2 e

s3 = §16283 — £28183 — §36281 — 16382 + §28381 + E361&2

o polindmio standard de grau 3.

Defini¢ao 1.8.9. Um polindmio f = f(&1,...,&,) € F(&1,&, ... ) é dito uma identidade poli-
nomial de uma F-dlgebra A se f(xq,...,x,) = 0 para todo x1,...,x, € A. Se um polindmio
ndo nulo f € uma identidade polinomial de A, entdo A é chamada PI-dlgebra, e dizemos que A

satisfaz f.

Exemplo 1.8.10. Toda algebra A comutativa ¢ uma PI-dlgebra. De fato, A satisfaz o polinémio

f(&1,6) = &6 — &1

Exemplo 1.8.11. Toda dlgebra de dimensao finita A é PI-algebra. De fato, sendo n = dim(A),
pelo Lema 1.8.6, A satisfaz qualquer polindmio alternante em n + 1 varidveis. Em particular, A

satisfaz s,,,1.

Veremos agora duas propriedades importantes das PI-dlgebras. A primeira delas nos ga-
rante que homomorfismos de dlgebras preservam identidades polinomiais, e serd amplamente
utilizada em nosso trabalho. A segunda nos diz que se A € uma PI-algebra, € possivel encontrar

um polindmio multilinear que seja identidade polinomial de A.

Lema 1.8.12. Seja ¢ : A - B um homomorfismo de dlgebras. Se A satisfaz uma identidade

polinomial, entdo ¢(A) também satisfaz a mesma identidade.

Demonstracdo. Seja f(&1,...,&,) a identidade satisfeita por A. Tomemos ¢(z1),...,¢(z,) €
¢»(A) quaisquer. Entdo, como ¢ é homomorfismo,

f(@(@1),. . d(wn)) = o(f (21, .., 20)) = ¢(0) = 0,

ou seja, ¢(A) é uma PI-dlgebra. O

Para o préximo resultado, definimos uma nogdo auxiliar. O grau do polinomio f em &; é o
niimero mdximo de ocorréncias de & nos mondmios de f. Por exemplo, f = £3&16267 — 261 +

£2¢3€2 tem grau 5 em &, grau 4 em &5 e grau 1 em 3.

Teorema 1.8.13. Se uma digebra A satisfaz uma identidade polinomial ndao nula, entdo A

também satisfaz uma identidade polinomial multilinear ndo nula de mesmo grau ou menor.
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Demonstracdo. Seja f = f(&1,...,&,) uma identidade polinomial ndo nula de A. Denotando
por d; o grau de f em &;, a prova serd por indu¢do em d = max{dy,...,d,} > 0.

Se d = 1, entdo cada varidvel aparece em cada mondomio de f no miximo uma vez, mas

ndo exatamente uma vez. Seja A& . .. &, um mondmio de menor grau. Assim, g(&1,...,&y,) =
f(&, .. €m,0,...,0) éidentidade polinomial multilinear de A, de grau menor ou igual ao grau
de f.

Seja d > 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que existe k < n tal que dy, = --- =
d, = ded; <dparai < k. Vamos definir um polinémio g = g(&1, ..., &, Ens1) por

g= f(£17 s »gn—hén +€n+1) - f(gh s ,gn) - f(glv s 7§n—17§n+1)‘

Notemos que g € identidade polinomial de A. Escrevendo f = Y \;w;, entdo g = > \;g;,
onde os polindmios g; sdo obtidos a partir das palavras w; da mesma forma que g € obtida de f.

Se &, ndo aparece em w;, entdo g; = —w;. Se &, aparece apenas uma vez em w;, entdo g; = 0.
Se &, ocorre mais de uma vez em w;, entdo g; € a soma de todas as possiveis palavras obtidas
por trocar pelo menos uma, mas nao todas as letras &, por &,,1. Como d > 1, os indices 7 em
que &, ocorre ao menos duas vezes em w; existem. Logo, g # 0.

Portanto:

g é identidade ndo nula de A.

deg(g) < deg(f).

Paraj=1,...,n -1, o graude g em {; é menor ou igual a d,.
* Ograudegem¢,eé,, 1 é€d—-1.

Agora, repetimos esse processo, com g no lugar da f e &, 1 no lugar de &, e continuamos
até £. Assim, teremos uma identidade polinomial ndao nula em que o grau maximo € menor do

que d, e por hipétese de inducio, existe uma identidade polinomial multilinear. 0

Antes de passarmos ao estudo das identidades de grupo, fagcamos uma breve introdugdo as
identidades polinomiais generalizadas. Definimos um polindmio generalizado f sobre uma [F-
algebra A como sendo um polindmio onde elementos da dlgebra sdo permitidos aparecerem
como coeficientes dos mondmios e entre as letras.

Por exemplo, sendo a, b, c € A elementos quaisquer, f(&1,&) = alacéy — 3§1bE, € um po-
lindmio generalizado sobre A.

Dizemos que A satisfaz uma identidade polinomial generalizada se existe f(¢1,...,&,) po-
lindbmio generalizado ndo degenerado sobre A tal que f(ay,...,a,) =0 para todo ay,...,a, €
A. Temos agora de definir o que significa um polindmio generalizado ser ndo degenerado. Por

conveniéncia, definiremos apenas os polindmios multilineares.
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Definicao 1.8.14. Dizemos que f € um polindmio generalizado multilinear ndao degenerado de

grau n se

f(flu"'vfn)z Z fa(flu"‘afn)

oeSy
onde

fa(éla ce 7§n) = Z aO,a,jga(l)al,a,jgcr@) .. 'Oén—l,o,jfa(n)an,a,j
j=1

com «; . € A, a, inteiros positivos e para algum o € S,,, f° ndo é uma identidade polinomial
%,0,] o n

generalizada para A. Denotaremos tais polinomios por GPIL.

Passemos agora ao estudo das identidades de grupo de um grupo G. Sendo F' o grupo livre

das palavras com letras em {x1, x5, 3, ... }, definimos:

Tk

Defini¢éo 1.8.15. Uma palavra ndo nula w = zj'z;? ... x;* € F € dita identidade de grupo do

1 T2

grupo G se g;'g;2 . .. g:: =1 para todo g;; € G. Neste caso, dizemos que G satisfaz w = 1.
Exemplo 1.8.16. Se G é um grupo abeliano, entdo G satisfaz (x1,z5) = 1.
Exemplo 1.8.17. Todo grupo G finito de ordem n satisfaz 2™ = 1.

Assim como no caso das identidades polinomiais, as identidades de grupos também sao

preservadas por homomorfismos.

Lema 1.8.18. Seja ¢ : G — H homomorfismo de grupos. Se G satisfaz w = 1, entdo p(G)

também satisfaz.
Demonstragdo. Analogo ao Lema 1.8.12. [l

Lema 1.8.19. Seja R anel. Se U(R) satisfaz uma identidade de grupo w = 1, entdo U(R)

satisfaz uma identidade de grupo da seguinte forma:
wo(z,y) = x4y’ . x%yf =1

onde o, (3; sdo inteiros ndo nulos determinados por w e o <0, 35 > 0.

Demonstracdo. Se w = w(x1,...,x,), entdo trocando x; por z~*yz?, temos uma identidade de

grupo ndo trivial em duas varidveis x e y satisfeita por U ( R), nomeadamente
xalyﬁ1 B 'xOCSyBsIOCerI =1
onde «; e (; sdo inteiros ndo nulos. Entdo, U (R) satisfaz

xa1+as+1y[31 N ‘xasyﬁs =1.

Se aq + a4 # 0, entdo:
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Se ay + ag > 0e B, >0, trocamos = por x~! e obtemos a identidade desejada.

Se ay + a1 > 0e B, <0, trocamos x por x~! e y por y~!, e assim obtemos a identidade
desejada.

Se a; + gy <0e f[s >0, ja temos a identidade desejada.

Se a1 + a1 <0e B <0, trocamos y por y~! e obtemos a identidade desejada.

Se aq + a1 = 0, entdo temos
yﬂlx‘l? .. .xo‘syﬁs =1.

Trocando o papel de z e y e repetindo o processo acima, teremos a identidade desejada ou
uma simplificada da forma:
IaQy'B2 B .yﬁs—lxa‘s - 1.

Repetindo o processo finitas vezes, teremos o resultado, ou entdao chegaremos a uma iden-
tidade da forma x* = 1, com « # 0. Se « > 0, trocamos x por z~'y, e assim U(R) satisfaz
(z71y)® = 1, que estd na forma desejada. Se a < 0, trocamos z por y~'z, e assim U ( R) satisfaz
L= (yte)> = (a7ly)™ [
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CAPITULO 2

A Conjectura de Brian Hartley: Caso Infinito

Neste capitulo, temos o objetivo de estudar dois problemas. Sendo G um grupo de tor¢io:

1. Conjectura de Brian Hartley Particular: Se F é corpo infinito e U(FG) satisfaz uma
identidade de grupo, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial.

2. Se F € corpo infinito, quais sdo as condi¢cdes necessdrias e suficientes em um grupo G

para que o grupo U (FG) satisfaga uma identidade de grupo?

A primeira secdo sera dedicada a estudar alguns resultados classicos da teoria de algebras de
grupo. Na segunda secdo, demonstraremos a Conjectura de Brian Hartley Particular, seguindo
de perto [5], e a terceira secdo se concentra no segundo problema aqui proposto.

Apesar dos artigos [12] e [13], publicados em 1999, cobrirem o caso particular em que o
corpo [F € infinito, optamos por trazer também as demonstracdes feitas apenas para este caso,
uma vez que o método utilizado envolve conceitos simples e elegantes, como a matriz de Van-

dermonde.

2.1 Resultados Classicos sobre Algebras de Grupo

Para estudar a Conjectura de Brian Hartley Particular, serdo necessarios alguns resultados
auxiliares, assim como resultados cldssicos da teoria de Algebras de Grupo e Identidades Po-
linomiais. Dentre os resultados auxiliares necessarios, dois se destacam. Mostraremos que em
uma algebra semiprima cujas unidades satisfazem uma identidade de grupo, seus idempotentes

sdo centrais, e veremos condi¢des na dlgebra de grupo FG para que o grupo G seja p-abeliano.
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Lema 2.1.1. Sejam R um anel semiprimo e S = {a € R : Vb,c € R,bc =0 = bac = 0}. Se S
contém todos os elementos nilpotentes de grau 2, entdo S contém todos os elementos nilpotentes

de R.

Demonstragcdo. Faremos indugdo sobre o grau de nilpoténcia. Se a € R € nilpotente de grau 1,
a=0estdem S. Sejaagoraa € R, a” =0, a” ' # 0 e suponhamos por hipétese de indugio que
sex e R, 2™ =0, m < n, entdo x € S. Tomemos b, c € R tais que bc = 0 e r € R. Entdo, como

(1 - a) é elemento invertivel com inversa (1 +a +--- +a™1),
b(1-a)*(1-a)c=0 e (crb)? =0,
e assim, por hipétese,

0 = b(l-a)terb(l-a)c
b(l+a+---+a")erb(l-a)e.

Como a” = 0, entdo Im < n tal que (a?)™ = 0, e assim, por hipétese de indugdo, a? € S.
Analogamente, a’ € S,i=3,4,...,n— 1. Logo,

b(1+a+---+a"")e=bac e b(1-a)c=-bac.
Assim,
0 = b(l+a+-—-+a™Verb(l-a)c
= —bacrbac
= bacrbac
para todo r € RR.
Como R € semiprimo, bac = 0 e portanto, a € .S. [

Lema 2.1.2. Seja R um anel, e suponhamos que para todos a,b,c € R, se a®> = bc = 0, entdo

bac = 0. Assim, todo idempotente de R é central.

Demonstracdo. Sejam e um idempotente e r € R elemento qualquer. Fagcamos a = er(1 - e),

b=e,ec=1-e¢,assim, a’® = bc = 0. Logo,
0=bac=e*r(1-e)*=er(l-e),

ou seja, er = ere. Agora, tomando a = (1 —e)re, b=1-e e ¢ = e, fazendo as mesmas contas

acima, temos que re = ere. Portanto, re = er. L]

Com os lemas acima, conseguimos o seguinte resultado, de grande utilidade em nosso tra-
balho.

Lema 2.1.3. Seja A uma F-dlgebra semiprima. Se U(A) satisfaz uma identidade de grupo,

entdo todo idempotente de A é central.
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Demonstrag¢do. Tomemos a, b, c € A tal que a® = be = 0. Pelo Lema 2.1.2, basta-nos mostrar
que bac = 0. Suponhamos que bac # 0, entdo, por [4, Proposicdo 1], bacA € ideal nil a direita
de expoente limitado. Mas entdo, pelo Lema 1.3.12, A possui um ideal nilpotente ndo nulo,

contradi¢do, pois A é semiprima. Logo, bac = 0, e pelo Lema 2.1.2, segue o resultado. [
A demonstracdo do préximo resultado pode ser encontrada em [6, Lema 2.0]:

Lema 2.1.4. Seja D um anel de divisdo ndo comutativo de dimensdo finita sobre seu centro.

Entdo U(D) contém um subgrupo livre de posto dois.

Lema 2.1.5. Sejam G um grupo finito ndo abeliano e T corpo infinito de caracteristica p > 0.
Se U(FG) satisfaz uma identidade de grupo, entdo G é p-abeliano.

Demonstracdo. Seja J o radical de Jacobson de FG. Como G ¢ finito, sabemos que J € nilpo-
tente de grau k, para algum k& € N, e o epimorfismo natural FG - FG/J, u+~ @ = u + J, induz
um homomorfismo

U(FG) - U(FG/J).

A aplicacdo acima é sobrejetora, pois, dado u € U(FG/J), existe v € U(FG/J) tal que
uv = vu=1=1+J,ouseja, uv+.J =vu+J =1+.J. Logo, existem j;,j, € J tal que
uv =vu+ j; e uv =1+ jp com j¥ = 55 = 0.

Dessa forma, vu = 1+ (j2 — j1), € sendo j5 € (j2 — j1) elementos nilpotentes, (1 + jo) €
(1 + (j2 — 71)) s@o unidades, ou seja, uv e vu sdo unidades. Logo, u é unidade, e portanto, a
aplicacao é sobrejetora.

Agora, por hipétese, U (FG) satisfaz uma identidade de grupo, e assim, pelo Lema 1.8.18,
U(FG/J) também satisfaz. Pela Proposicao 1.6.6, podemos escrever:

¥ =o;M,,.(D;)
onde D; sao [F-dlgebras de divisdo e n; sdo inteiros positivos.

Porém, sabemos que FG/J é dlgebra semiprima, e assim, utilizando o Lema 2.1.3, todo
idempotente € central, isso implica que n; = 1 para todo 7. Mais ainda, cada D; tem de ser co-
mutativo, pois, caso contrario, pelo Lema 2.1.4, U(D;) teria um subgrupo livre, contradizendo
o fato de que U(FG/J) satisfaz uma identidade de grupo.

Logo, FG/J é comutativo. Segue que (x,y) +.J = 1+ J para todo x,y € G, e assim,
G'c1+J. Tomemos ! eNtal quep' >kexeG'. Escrevemosz =1+, ¢

2P (1 +j)Pl
1 +jpl

1

Portanto, G’ é p-grupo. U
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Vamos agora enunciar alguns resultados cldssicos que caracterizam as dlgebras de grupo FG
que satisfazem identidades polinomiais. Tais resultados foram demonstrados em sua maioria

por Donald Passman e I. Martin Isaacs, e posteriormente foram compilados em [18].
Proposicao 2.1.6. Seja FG dlgebra de grupo e char(F) = 0. Entdo, FG ¢ dlgebra semiprima.
Demonstragdo. [18, Teorema 2.12, p. 130]. U
Teorema 2.1.7. Se char(F) = p > 0, sdo equivalentes:

a) FG é semiprimo.

b) ¢(G) é um p'-grupo.

¢) G ndo possui subgrupo finito normal com ordem divisivel por p.
Demonstragdo. [18, Teorema 2.13, p. 131]. 0
Teorema 2.1.8. Sendo F um corpo e G grupo qualquer, temos:

a) Se char(F) = 0, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial se e sé se G contém um

subgrupo normal abeliano de indice finito.

b) Se char(F) = p > 0, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial se e s6 se G contém

um subgrupo normal p-abeliano de indice finito.
Demonstragdo. [18, Corolérios 3.8 e 3.10, p. 196]. O

Proposicao 2.1.9. Seja FG dlgebra de grupo. Entdo FG satisfaz uma identidade polinomial

generalizada ndo degenerada se e somente se [G : ¢] < 00 e |¢'| < oco.

Demonstragdo. [18, Teorema 3.15, p. 202]. U

Proposicao 2.1.10. Se char(F) = p > 0, entdo N(FG) ¢ nilpotente se e s6 se ¢,(G) € finito,
onde N (FQ) € o ideal soma de todos os ideais nilpotentes de FG.

Demonstragdo. [18, Teorema 1.12, p. 311]. [

Proposicao 2.1.11. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e G um grupo. Se N(FG) é ideal
nilpotente de FG, entdo G possui subgrupos S e H tal que S é p-grupo finito, [G : H] < o0 e
S =¢,(H).

Demonstragdo. [18, Demonstragdo do Corolario 1.14, p. 312-313]. U
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2.2 Resultado Principal

Agora estamos em condi¢Oes de demonstrar o primeiro problema deste capitulo, a Conjec-
tura de Brian Hartley Particular. Para isto, vamos dividir a demonstracao em trés casos, exaus-
tivos e mutuamente excludentes. Sendo NV o ideal que € a soma de todos os ideais nilpotentes

de FG, temos trés possibilidades:
i) N =0, ou seja, FG € semiprima.
ii) N #0, N nilpotente.
iii) N # 0, N nil, mas ndo nilpotente.

Os casos acima esgotam as possibilidades, pois, sendo N a soma de todos os ideais nilpo-
tentes de FG, N énil. Se NV = 0, estamos no primeiro caso. Se NV # 0, podemos ter N nilpotente
(Caso (7)), ou ndo nilpotente (Caso (ii7)).

Teorema 2.2.1. Sejam F um corpo infinito e G um grupo de tor¢do. Se U(FQ) satisfaz uma
identidade de grupo e FG é dlgebra semiprima, ou seja, N = 0, entdo FG satisfaz uma identi-

dade polinomial.

Demonstracdo. Vamos mostrar que, nestas condicdes, G' tem de ser um grupo abeliano. Sendo
P o subconjunto dos p-elementos de GG e () o subconjunto dos p’-elementos de G' como na

Defini¢ao 1.1.9, tomemos y € () de ordem m, com p + m. Tome
g=1l+y+---+y"teFG.

Assim, como FG é semiprima e U(FG) satisfaz uma identidade de grupo, g/m = e = €2 é
central pelo Lema 2.1.3.

Logo, ¢ é central em FG, ou seja, dado g € G, yg = gy, e assim,

gryg+-+y"lg=grgy+.gyh

Como FG €, em particular, espaco vetorial e os elementos de G sdo basicos, da igualdade
acima podemos concluir que dado k € {0,1,...,m — 1}, existe [ € {0,1,...,m — 1} tal que
y*g = gy'. Dessa forma, (y) < G, e com isso, mostra-se que Q) é um subgrupo de G:

De fato, dados dois elementos =,y € ), com x + e e y # e, sabemos que y~* € () pois também
€ um p’-elemento. Para mostrar que () é subgrupo, basta-nos entdo mostrar que xy € (). Agora,

como (y) < G,
(xy)lxlly\ = (x\xl)\ylys =y e

onde s > |x||y|. Dessa forma, |xy| divide |z||y|?, mas como p + |z||y|?, entdo p + |xy|, ou seja, zy
¢ um p’-elemento.
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Logo, todo subgrupo de () é normal em G, e em particular, € normal em (), ou seja, () € um

subgrupo abeliano ou hamiltoniano.

Suponhamos que () seja hamiltoniano. Pelo Teorema 1.1.4, () = Kg x A, onde Kg € o grupo
do quatérnios de ordem 8 e A é um grupo abeliano. Sabemos que ) é um p’-grupo, logo Ky
também tem de ser. Mas como Ky é um grupo finito néo abeliano tal que U(FKy) c U(FG)
satisfaz uma identidade de grupo, podemos aplicar o Lema 2.1.5, e assim Ky € p-abeliano, ou

seja, K} c Kg é um p-grupo, absurdo. Portanto, () é um grupo abeliano.

Se char(F) = 0. entdo P = 1 e G = @, logo G € abeliano, e FG é uma élgebra de grupo

comutativa, satisfazendo, em particular, o polindmio s, = [x1, 25 ].

Seja agora char(F) = p > 0. Tomemos g, h € P. Entdo |g| = p* para algum k € N, |h| = p™
para algum m € N, e (1 - ¢) é nilpotente:

(1-g)"" () (=)

1+ (—g)pk.

A segunda igualdade segue do fato de que na soma, todos os coeficientes (2 excecdo de j = 0
e j = p¥) serdo poténcias de p maiores do que 1, e como a caracteristica do corpo € p, todos
esses coeficientes se tornam 0. Se p = 2, teremos (1 - g)?* =1+ 1 = 0 e se p > 2, teremos
(1-g)P" =1-1=0.

Ainda, sendo b =1+ h+---+ h?"1, temos

M1-h) = (1+h+--+h"1)(1-h)
= 1—hpm
= 0.

Logo, pela demonstragdao do Lema 2.1.3,
0=h(1-g)(1-h)=hg(1-h),
e dessa forma, ng = ﬁgh, ou seja
g+hg+---+h"lg=gh+hgh+---+ R 1gh.

Novamente, como FG €, em particular, espago vetorial e os elementos acima sao bésicos, pode-
mos afirmar que g = high para algumi € {0,1,...,p™ —1}. Assim, ghg~! = h~*. Como g, h € P
sdo elementos quaisquer, repetindo o processo utilizado para mostrar que () é subgrupo, mostra-
se que P é subgrupo de G, e ainda, (h) < P. Assim, P é abeliano ou hamiltoniano. Veremos

que P € trivial.

Tomemos z € P e seja g € Q. Como (g) < G, temos que H = (g, x) é finito. De fato, dado



2.2. Resultado Principal 31

heH,
h = gnaxs... grkxs
= g’
onde r, s € N e, como G é grupo de tor¢do, |g| e || sdo finitos, logo H é grupo finito.
Se H for abeliano, (g,z) = 1. Se H nao for abeliano, podemos aplicar o Lema 2.1.5, e

assim, H é subgrupo p-abeliano. Dessa forma, (g, z) é um p-elemento, porém, observemos que

(g.2)=g 'z 'gr=g""¢' =g’ " €(g)

para algum j € N. O tnico p-elemento em (g) é 1, logo (g,x) = 1. Agora, todo elemento
de G pode ser escrito como produto de um elemento de P e um de (). De fato, dado y € G,
sdo inteiros primos entre si. Assim,

[yl = n = p'g2, comp + ¢, entdo ny = - eny = &

existem a, b € Z tal que any + bny = 1. Logo,

Y=91Y2

onde y; =y € P pois (y*™ )P = (y")* = L e yp = y*2 € Q pois (y*2)7” = (y")’ = 1.
Portanto, como (z) < P, temos que, dados y € G e 27 € (x),

yr'y ™t = ylnyi(yQ)il(yl)il = ?Jll’i(yl)fl € (x),

ou seja, (x) < G. Como FG é semiprima, pelo Teorema 2.1.7, z = 1, ou seja, G = @) é grupo
abeliano.
Portanto, FG satisfaz sy = [21, 22 ]. O

Teorema 2.2.2. Sejam F um corpo infinito e G um grupo de tor¢do. Se U(FQ) satisfaz uma

identidade de grupo e N é ideal nilpotente, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial.

Demonstracdo. Observemos que, pela Proposi¢ao 2.1.6, basta considerarmos char(F) = p > 0.
Como N ¢ nilpotente, pela Proposi¢do 2.1.10, ¢,(G) é um grupo finito. Ainda, como
¢p(G) = (¢ n P), entdo temos que ¢,(G) < G, e assim,

(GJ8,(@)) = {96,(G) : 96,(G) tem finitos conjugados)

ndo possui p-elementos. De fato, se |g¢,(G)| = p* para algum k, entdo

Pp(G) = (g(bp(G))plC = (gpk)(bp(G)

e assim g € ¢,(G) e ge Pno(Q).
Pelo Teorema 2.1.7, F(G/¢,(G)) é semiprima. Olhemos agora para o grupo finito ¢,(G).
Se ele for abeliano, serd um p-grupo, pois € gerado por p-elementos. Se ele ndo for abeliano,
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aplicamos o Lema 2.1.5, e concluimos que seu subgrupo comutador é um p-grupo. Logo, os
p-elementos de ¢,(G) formam um grupo. Como ¢,(G) é gerado por p-elementos, ¢,(G) é um
p-grupo.

Sendo ¢,(G) um p-subgrupo normal finito, pelo Lema 1.7.7, A(G, ¢,(G)) € nilpotente,
logo U(F(G/¢,(G))) satisfaz a identidade de grupo. Pelo Caso (i), G/¢,(G) é abeliano, ou
seja, G’ c ¢,(G) é p-subgrupo finito.

Portanto, G € um subgrupo p-abeliano de indice finito de G, e assim, FG satisfaz uma

identidade polinomial pelo Teorema 2.1.8. [

Teorema 2.2.3. Sejam F um corpo infinito e G um grupo de torgcdo. Se U(FQG) satisfaz uma
identidade de grupo e N ¢ ideal nil, mas ndo nilpotente, entdo FG satisfaz uma identidade

polinomial.

Demonstracdo. Novamente, s6 precisamos analisar o caso em que char(F) > 0. Tendo obser-
vado isso, vamos mostrar agora que /N € uma PI-algebra. Para isso, construiremos um candidato
a identidade polinomial.

Sejam R = F(X') a dlgebra livre no conjunto enumeravel X = {1, 2o, ... }, t outra varidvel

e R[[t]] o anel das séries de poténcia sobre R, ou seja

R[[t]] = {Zpiti i p; € R} :
i=0
Ainda, seja w = w(y1, Y2, - - ., Y,) a identidade de grupo ndo trivial satisfeita por U(FG).

Os elementos 1 + x1t,...,1 + x,,t sdo unidades em R[[¢]]. De fato, paracadai =1,...,n,

existe

gi=1l-mit+22? —a3t3+... = Z(—l)jmgtj
=0

tal que (]_ + ZL‘Zt)gZ = gz(l + I‘Zt) =1.

Os elementos (1 + x;t) geram um grupo livre pelo Argumento de Magnus. De fato, se
(T+z, ) (T +z, ). (T+z,t)*=1
com «; # 0 para todo 4, escrevendo «; = p%i 3;, com p + [3;, temos
[(1+z:, )P 1P (L + 2 t)P )P = 1.

Observemos que:
y psj ij & 55 5
(1+at)P" = Z( f )(xijt) =1l+ay ' tP

k=0

pois os outros coeficientes da soma sao multiplos de p maiores do que 1.
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Tomando Yi; = xfj gj, temos
(L4 PP (L4 1P )Pe =1

e o coeficiente de y;, i, . . . it~ é 51 S5 . .. B que é ndo nulo, pois cada j3; # 0, contradicio.

Dessa forma, como os elementos (1 + z;t) geram um grupo livre, substituindo-os em

w(y17y27 s 7yTL)7

obtemos a expressao
L# (L+z, )" (L+at)2 .. (L+a,t) € R[[t]],
e colocando cada ¢ em evidéncia, podemos reescrever a desigualdade acima da seguinte forma:

Zpi(azl, )t £ 0,
i>1
onde p;(x1,...,x,) sdo polindbmios homogéneos de grau i.

Observemos que a soma € possivelmente infinita, uma vez que algum /; pode ser negativo.
Como a soma € ndo nula, existe [ > 1 tal que p;(x1,...,2,) #0e p(xy,...,x,) € F(X) é um
polindmio homogéneo de grau [. Este polindmio é nosso candidato a identidade de V.

Agora, tomemos 71, ...,7, € N(FG). Os elementos 1+ r;\, i = 1,...,n, A € F sdo in-

vertiveis em FG, com inversa
(T+rN) 7 =1—r A +720% - .

que esta bem definida, uma vez que r; é elemento nilpotente, paratodoi =1,... n.

Assim, tomando os valoresde 1 + 7\, ..., 1+ 7, naidentidade de grupo, temos que

k
Zpi(frl, TN =0,
i=1

Observemos que a soma ¢ finita, pois 31y, I, ..., I, ideais nilpotentes tal que {ry,...,r,} C
I=1+I,+---+1,, que é um ideal nilpotente, uma vez que é soma finita de ideais nilpotentes.
Logo, se o grau de nilpoténciade I é k + 1, p;(r1,...,r,) =0, para todo ¢ > k.

Pela observagdo acima, se [ > k, entdo p;(r1,...,r,) = 0. Por outro lado, se [ < k, como F é

infinito, existem elementos nao nulos distintos \q, ..., A\g41 € [F tal que

k
S P )X =0 Vi=1, k41
1=1

Podemos escrever as igualdades acima de forma matricial:
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D VIRV 0 0
1 )\2 )\]2C pl(rl,...,rn) B 0
D VAR Y pr(re, ..., m) 0

e, como o determinante da matriz de Vandermonde acima é nio nula, temos:

p1(ri,...,rn) = =pr(ry, ..., r) =0.

Logo, pi(r1,...,r,) = 0 também nesse caso, ou seja, p;(z1,...,2,) ¢ uma identidade polino-
mial para para N (FG).

Pelo Teorema 1.8.13, segue que NV satisfaz uma identidade polinomial multilinear

f(1,..,20) = ). Qeo() - - To(a)
O’ESd
onde o, € F e S; € o grupo simétrico de grau d. Como N nio ¢ nilpotente, podemos escolher
ai,...,aq € N(FG) tal que ajas...aq # 0. Logo

CLlFGO,Q]FG ... CLdFG +0

D Aol (1) To(1) - - - Ao(d)To(d)
O'GSd

¢ uma identidade polinomial multilinear generalizada ndo degenerada de FG.

Pela Proposicdo 2.1.9, concluimos que [G; ¢] < oo e |¢'| < co. Assim, pelo Lema 1.1.13, G

€ localmente finito.

Agora, mostremos que ¢’ é p-grupo. De fato, se ¢’ ndao for um p-grupo, existe um elemento
x = (a1,b1)" (az,b2)™ ... (as,bs)" que ndo é p-elemento. Em particular, 2 # 1. Entdo, tomando
H = (ay,b1,az2,by, ..., as,bs), H éfinito e ndo abeliano. Logo, pelo Lema 2.1.5, H é p-abeliano,

absurdo, pois x € H’ e ndo € p-elemento.

Portanto, ¢’ € p-grupo, ou seja, ¢ € subgrupo p-abeliano de indice finito, logo, pelo Teorema
2.1.8, FG satisfaz uma identidade polinomial. [

Observacao 2.2.4. Nas demonstragdes acima, € importante mencionar que em poucos momen-
tos foi utilizada a hipdtese do corpo F ser infinito. O uso mais claro dessa hipétese se deu
ao construir a matriz de Vandermonde com determinante nao nulo. No Capitulo 3, faremos o
caso geral dos teoremas acima, e as demonstragdes serdo muito parecidas, contornando este

argumento de Vandermonde utilizado e outras observagoes.
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2.3 Caracterizacao dos Grupos G tais que U(FG) satisfaz
uma Identidade de Grupo

Tendo demonstrado os Teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3, naturalmente surge a questdo de veri-
ficar se a reciproca da Conjectura de Brian Hartley é verdadeira. Ou seja, sendo I corpo infinito
e G grupo de tor¢ado, se FG satisfaz uma identidade polinomial, entdo U(FG) satisfaz uma
identidade de grupo?

Sabemos que, se G € finito, entdo FG sempre satisfaz identidades polinomiais, pelo Exem-
plo 1.8.11. No Teorema 2.2.1, mostramos que, se char(FF) = 0 e U(FG) satisfaz uma identidade
de grupo, entdo GG é um grupo abeliano. Portanto, se tomarmos G um grupo finito ndo abeliano
e char(F) = 0, entdo FG satisfaz identidades polinomiais, mas U (FG') ndo satisfaz identidades
de grupo, ou seja, a reciproca da Conjectura de Brian Hartley € falsa.

Dessa forma, o préximo objetivo é encontrar condi¢cdes adicionais para que a reciproca
da Conjectura seja verdadeira. Porém, ao encontrar tais condi¢des, veremos que elas sdo ne-
cessarias e suficientes, e assim, estaremos respondendo ao segundo problema colocado no inicio
deste capitulo.

Observemos que, se a caracteristica do corpo F € 0, entdo FG ¢é algebra semiprima e U (FG)
satisfaz identidades de grupo se, e sO se, FG satisfaz identidades polinomiais e G € abeliano.

Logo, basta-nos agora estudar o caso em que char(F) = p > 0, e neste caso, um fendmeno
parecido acontecera.

Nomeadamente, em 1997, Passman [17], demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1. Seja FG a dlgebra de grupo de um grupo de tor¢do G sobre um corpo infinito

F de caracteristica p > 0. Sendo U o grupo das unidades de FG, sdao equivalentes:
a) U satisfaz uma identidade de grupo.

b) G possui um subgrupo p-abeliano normal de indice finito, e G' é um p-grupo de periodo

limitado.
¢) U satisfaz (z,y)?" = 1 para algum k > 0.

A implica¢do ¢) = a) é direta. Para maior clareza, vamos demonstrar cada uma das
implicacdes como um teorema, a saber, os Teoremas 2.3.9 e 2.3.12. Para isso, precisamos
compreender a forma dos elementos do subgrupo comutador G’. Comecamos com uma classe

especial de grupos.

Lema 2.3.2. Seja G um grupo de tor¢cdo que contém um subgrupo abeliano normal A, tal que

G| A =(Ag), isto é, o quociente é ciclico gerado por Ag. Entdo G' = {(a,g) : a € A}.

Demonstracdo. Defina ¢ : A - A por ¢(a) = (a,g). ¢ estd bem definida, pois como A < G,

dadoa € A, glag € A, e assim (a,g) = a'g tag € A. Agora, como A também ¢é abeliano, ¢ é



36 Capitulo 2. A Conjectura de Brian Hartley: Caso Infinito

um homomorfismo. De fato:

(ab,g)
(ab)~'g " abyg
= bta ' (gtag) g 'bg
—
€A
a'(g-tag)b~'g by

= ¢(a)e(b).

¢(ab)

Seja H = Im¢, entdo H < G'. Nosso objetivo é mostrar que H = GG'. Primeiramente, mostremos
que H < G. Como H < A, e A € abeliano, H é central em A. Ainda,

g ta tglagg
= glalggtgtagg
= (gtag,g) € H.

——
€A

g a,9)g

Como G/A = (Ag), um elemento qualquer de G é da forma ag*, com a € A e para algum k € N.

Assim, dado um elemento qualquer = = ag® € G,e b€ A,

g Fa (b, g)ag"
g75(b,9)g"*
(c,g9) e H,

(agk)~1(b, g)ag"

onde ¢ € A pela observagdo anterior aplicada k vezes. Portanto, H < G.

Agora, paraa € A e i € Z, temos

gfiagi - gfi+1aaflgflaggifl
g *a(a,g)g!
g *2a(a g ag) g7 (a, 9)g g2

eH eH

hleH
= g i*2qhy g2

= ah

onde h € H. Com isso, podemos mostrar que A/H (observemos que este quociente faz sentido

uma vez que A é abeliano, e assim, todo subgrupo é normal) é central em G/ H. De fato, sendo
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x=bg'eG,ondebe AeacA,

bg!HaH g 'b~*H bgiag~ib' H
bahb='H

= aH.

Assim, podemos quocientar G/ H por A/H, e,

G/H G

A/H™ A
que é um grupo ciclico por hipétese. Ainda, sendo Z(G/H) o centro de G/H,

G/H  (GIH)/(A/H)

~

Z(G[H) ~ Z(G/H)[(A/H)

que também ¢ ciclico pois é quociente de um grupo ciclico. Logo, pela Proposi¢ao 1.1.7, G/H

¢ abeliano, ou seja, G’ < H, e portanto, G’ = H, como queriamos. O]
A demonstragdo do proximo resultado pode ser encontrado em [11, Lema 1.2.5].

Lema 2.3.3. Seja A uma F-dlgebra tal que U(A) satisfaz w = 1. Existe um inteiro positivo n
determinado por w = 1 e pela caracteristica do corpo tal que se a,b e A, a®> =b>=0e (ab)” 0

entdo ab ndo é nilpotente.

Conhecendo a forma dos elementos em G, € possivel demonstrar parte da implicagdo a) =
b) do Teorema 2.3.1 para classes particulares de grupos. Vamos agora, supor que G é grupo
contendo um p-subgrupo abeliano normal A, tal que G/ A € ciclico e mostrar, nas hipéteses do
Teorema 2.3.1, que G’ possui periodo limitado.

Primeiramente, restringimos a ordem do elemento g aos primos, e depois concluimos o caso

geral.

Lema 2.3.4. Suponha que G é grupo de tor¢do tal que G|A = (Ag), onde A é um p-grupo
abeliano normal e g tem ordem prima q # p, p = char(F). Se [ é corpo infinito e U(FG)

satisfaz uma identidade de grupo, entdo G’ tem periodo limitado.

Demonstragdo. Definimos 6 : FA - FA por 0(a) = a+ g lag + g 2ag? +---+ g~ (@ Dagrt. 0
estd bem definida pois A < G. Sabemos que FA é comutativa. Mostremos que g comuta com
0(a):

90(c) = gla+glag+--+g @ Dagr)

= ga+ag+glag?+---+g@Dagrt
= ga+(a+glag+-+g @ Dagi?)g
= ga+(0(a)-g @ Dagit)g

= ga+0(a)g-ga

= 0(a)g.
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Assim, () é central em FG, para todo v € FA.

Agora, lembrando que g =1+ ¢g+---+ ¢g?7!, fixemos a € A, e seja 5 = ga~'(1-g~'). Como
(1-g71)g = 0, entdo B2 = 0. Seja ainda v = (ga — 6(a))g. Observemos que qa — 0(a) €
A(A). Vamos mostrar que A(A) é nil: De fato, se A(A) nao fosse nil, existiria v € A(A),
a = \ag + Aaas + -+ + \ya, que ndo € nilpotente. Tomando H = (aq,as,...,a,), como A é
p-grupo abeliano, é localmente finito, e assim H é finito e p-grupo. Pelo Lema 1.7.7, A(A, H)
é nilpotente, mas o € A(A, H), absurdo.

Portanto, A(A) é nil. Sabemos que todo ideal nil estd contido no radical de Jacobson. Logo,
v e J(FA)FG c J(FG) pela Proposicao 1.6.6.

Agora, mostremos que J(FG) € nil. Tomemos 6 € J(FG). Sabemos que G é localmente
finito, logo, tomando H subgrupo gerado pelo suporte de § como fizemos acima, o € FH, onde
H ¢ finito. Pela Proposi¢do 1.6.6, 6 € J(FH) e J(IFH) é nilpotente, pois FH é de dimensio
finita, ou seja, o € nilpotente.

Dessa forma, 87y € J(IFG) é nilpotente.

Ainda, com alguns célculos diretos, vé-se que para todo o € F A,

gag =0(a)g.
Logo,
7> = (ga-0(a))g(qa-0(a))g
= (qa-6(a))b(qa-6(a))g.
Mas,
0(qa~0(a)) = (ga-0(a))+g ' (qa-0(a))g+-+g 4 (qa~0(a))gs™

ga—0(a)+qg~tag—g0(a)g+---+qg @ Vagi ! — g4V (a)gr?
q0(a) - q0(a)
0.

Ou seja, 2 = 0. Pelo Lema 2.3.3, existe um inteiro positivo n dependendo da identidade de
grupo tal que (37)™ = 0. Escolha r tal que p” > n. Logo, (5v)?" = 0. Ainda,

ga ' (1-g7")(ga-0(a))g

= ga'(1-gt)qag-ga='(1-g1)0(a)g
= ga~'(1-g")qag

= qg(1-a'gtag)g

= q(q9-9(a,9)3).

By

Sabemos que §(a,9)3 = 8((a, ))d. logo

By =q(q-0((a,9)))g.
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Agora, observando que char(IF) = p, para todo o € FA,

apr + (g*lag)pr I (g*(qfl)agQ*l)Pr

(6(a))?"

apr + g_laprg + e+ g—(q—l)aprgq_l

6(ar").

Assim, como 0((a, g)) é central e g™ = ¢™1g Ym > 0, temos que

0 = (B
¢ (q-0((a,9)))" g
¢ (¢ = 0((a,9))P" )" 1§

Dessa forma, pelo Pequeno Teorema de Fermat, sabemos que ¢?" = ¢, logo, da equagdo

acima, temos:
(g-0((a,9)" ))g = 0.

Observemos que ¢ — 0((a,g)?") € FA, e elementos de FG sdo unicamente escritos como

> a;gt, com a; € FA. Logo, na equagio acima, devemos ter 6((a, g)?") = q.
Mas (a,g)P" é um elemento de A, e aplicando 6, temos uma soma de seus conjugados. A
tinica forma disso somar ¢ € se (a,g)?" = 1. Logo, pelo Lema 2.3.2, G’ tem periodo limitado.
[

Agora, analisemos o caso em que a ordem de g € exatamente p.

Lema 2.3.5. Suponha que G é grupo tal que G|A = (Ag), onde A é um p-grupo abeliano e
lg| = p. Se U(FQ) satisfaz uma identidade de grupo, entdo G' tem periodo limitado.

Demonstracdo. Defina § como no lema anterior, com ¢ = p. Fixando a € A, notemos que
(9)? = (a7 'ga)? = 0. Ainda, g € A(G), logo, £ = a~*gag € A(G), mas como G é um grupo
localmente finito, € nilpotente: De fato, se 5 = A\ja; + -+ + \gag, tome H = (aq,...,ax),
como G € localmente finito, H € um p-grupo finito, ou seja, existe p" tal que a "1 para todo

i=1,...,k. Assim, como 5 € A(G) e pelo Pequeno Teorema de Fermat,

r s T T T
pro=XNal ++ A al = A+ + A =0,

Sabemos pelo lema anterior que Yo € FA, #(«) é um elemento central e gag = 0(«)g.

Logo,

p? = a'ga(ga~'g)ag
= a”'gab(a™t)gag
= 0(a™")a(gag)ag
= 0(a™)0(a)ps.

Assim, segue que

0= 6" = (6(a™)0(a))" '3
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e analogamente,
0 = gp
= (0(a")0(a))” "ga'gag
= 0(a)"0(a)" ' gag
= 0(a)"0(a)" 9.

Assim, como 6(a) e #(a~') pertencem a [FA, a equagéo acima implica que
0(a1)?P 0(a)’" = 0.

Do lema anterior, sabemos que #(a=')P 0(a)?" = 0(a?")0(a?"). Seja b = a?", entdo, desen-

volvendo a expressao acima, obtemos:

0 = 6(b1)6(b)
= Y 0(btgTibgh).

Porém, para i = 0, temos 6(1) = p = 0, logo, a soma ¢, de fato,

iile((b,gi)) ~0.

Agora, observemos que, aplicando # a um elemento do grupo, obtemos uma soma de p
elementos do grupo, entdo o lado esquerdo da equagio acima é a soma de p(p—1) elementos do
grupo. Como a soma € 0, a dnica forma possivel é ocorrer grupos de tamanho p de elementos
iguais. Assim, podem haver no maximo p — 1 elementos distintos na soma acima. Mas os
conjugados de um elemento do grupo por poténcias de um elemento de ordem prima sdo todos
iguais ou todos distintos. Logo, se (b, g) ndo é central, produziria p elementos distintos, o que
ndo pode ocorrer. Portanto, (b, g) é central.

Sendo central, g7/(b, g)g* = (b, g)Vi € Z, e segue que:

(b, 9) 97" (b, 9)g]---[g@D(b, g)g"]
[(0,9)g7 1[(b,9)g7']...[(D,g)g7"]
(g 85 g ). (bt 1b]
b=tgPb

1.

(b, 9)?

Por fim, como a fun¢@o a ~ (a, g) é homomorfismo, temos que

r+1

1=(b,g)" = (a?,g)? = (a,g)"

para todo a € A. Logo, G' tem periodo limitado. 0
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A fim de analisar o caso geral, precisamos dos dois seguinte resultados.

Lema 2.3.6. Sejam G um grupo e F corpo. Seja N < G de tor¢do ndo contendo elementos

de ordem divisivel pela caracteristica de F. Se N é finito ou G é localmente finito e U(FG)
satisfaz w = 1, entdo U(F(G/N)) satisfaz w = 1.

Demonstragdo. Suponhamos que N §é finito. Tomemos N € FG como no Lema 1.7.6 e ¢ =
N/|N|. Assim, e é um idempotente central, e FG = FGe ® FG(1 - ¢). Logo, U(FG) =
U(FGe) x U(FG(1 - e)). Observemos que o nicleo de 6 : FG — FGe, tal que 6(«) = e é
A(G, N) pelo Lema 1.7.6. Logo,

F(G/N) 2 FG/A(G, N) = FGe.

Portanto, U(F(G/N)) é isomorfo a um subgrupo de U (IFG), e assim satisfaz uma identi-
dade de grupo w = 1.

Suponhamos agora que G € localmente finito, e sendo w(zy,...,x,) = 1 a identidade de
grupo, tomemos s, ..., @, € U(F(G/N)), seus inversos, ¢ os representantes «, ..., q, € FG
assim como os representantes dos inversos. Entdo podemos tomar H subgrupo de GG gerado pe-
los suportes dos representantes tomados acima. Como H € finitamente gerado e G € localmente
finito, H é finito.

Assim, aplicando o primeiro caso, vemos que U(F(H/N n H)) satisfaz w = 1. Mas como
2 Moeay,.. . a, e UF(NH/N)), entdo w(ay,...,d,) = 1, e portanto U(F(G/N))
satisfaz w = 1. ]

Lema 2.3.7. Seja F um corpo de caracteristica p > 0 e G um grupo, tal que U(FG) satisfaz
w = 1. Se N é um p-subgrupo normal de G, e N ¢ finito ou G ¢é localmente finito, entdo

U(F(G/N)) satisfaz w = 1.
Demonstragdo. [11, Lema 1.2.18] O

Com os resultados demonstrados anteriormente, estamos proximos de concluir a implica¢ao

a) = b) do Teorema 2.3.1. Antes, temos o seguinte resultado:

Lema 2.3.8. Suponha que G contém um p-subgrupo abeliano normal A de indice finito. Se
U(FQG) satisfaz uma identidade de grupo, entdo G' tem periodo limitado.

Demonstragdo. Primeiro, consideramos o caso em que G/ A € ciclico, digamos G/A = (Ag).
Nossa prova é por indugdo em |g|. Se |g| = 1, G = A é abeliano, e G’ = {e}. Se |g| é primo, os
Lemas 2.3.4 e 2.3.5 nos dao o resultado.

Entdo seja |g| um nimero composto, e ¢ um primo dividindo |g|. Tomemos H = (A, 7). Por

hipétese de indugdo, H' tem periodo limitado. Pelo Lema 2.3.2, H' = {(a,¢?) : a € A}. Logo,
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sendo & um limitante para o periodo de H', N = (H', g?) tem periodo limitado k|g?|. Agora, H'

€ centralizado por A e normalizado por g. De fato,

g(a,g)g™t = gatglagig™

ga~tg g7 gag™! g1
~——— —
b1 b

(b,g?) e H'.

Logo, H' < G.
Como H’ < N, os conjugados de g7 estdao em V. De fato, dado z € G, = = ag’, para algum

a € Aealgumie N. Assim,

zglrt = ag'glgtat
= agla™?
= g%(g-%ag?)a”!
= gla(atg 9ag?)a~! € N.

eH’

Os elementos de N sdo produtos de elementos de H’ com poténcias de g. Como cada
elemento serda normalizado, N < G.

Observemos que G/N é gerado por AN/N e Ng. Ainda, como GG quocientado por A é
um p-grupo, mostremos que seus p-elementos formam um subgrupo: Seja P = {z € G : |z| =
p" para algum k € N}. Dados x,y € P, sabemos que y~! € P por ser p-elemento, assim basta-
nos mostrar que xy € P. Sabemos que x = ag’, y = bg? coma,be Aei,j € Neexistem k,m e N
tais que 2P* = yP" = e.

Dessa forma, e = 27" = (ag®)?" = cg®", onde ¢ € A. Logo, ¢?* € A. Analogamente,
mostra-se que ¢/ € A. Assim,
k+m

(zy)?"" = d(g"" )" (g7 )" € A,

para algum d € A. Portanto, P < G.

Em particular, os p-elementos de N formam um subgrupo N; = N n P. Sabemos que G ¢
localmente finito, e logo, pelo Lema 2.3.7, U(F(G/Ny)) satisfaz a identidade de grupo.

Observemos que N /N; ndo contém elementos de ordem divisivel por p, G/N; é localmente

finito e U(IF(G/Ny)) satisfaz w = 1. Logo, pelo Lema anterior,

(G/N1)\ .
U (]F . /Nl)) ~ U(F(G/N))

satisfaz w = 1.

Como |Ng| < g <|g|, por hipétese de indugdo, (G/N)’ tem periodo limitado. Mas, sabemos
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que

G\ G'N
(N) "N
e N tem periodo limitado, logo G’ também tem, pois, dado x € G, como (G/N)’ tem periodo
limitado, existe k tal que (z N )’“ = N, ou seja, ¥ € N. Mas como N tem periodo limitado,
existe r tal que (z*)" = e, ou seja, z*" = e, e G' tem periodo limitado.

Vamos agora ao caso geral. Sejam H; os subgrupos de GG contendo A tal que H;/A é ciclico.
Como G/A é finito, existem apenas um ndmero finito de tais subgrupos, pois se existissem
infinitos subgrupos H; tal que H;/A é ciclico, poderiamos encontrar uma quantidade infinita de
classes laterais distintas h; A, com h; € H;, 0 que ndo pode ocorrer pois G/ A é finito.

Pelo caso anterior, cada H! tem periodo limitado, e como cada H/ c A, que € abeliano, o
subgrupo K gerado por todos os H/ tem periodo limitado.

Como a conjugagdo por um elemento € um isomorfismo, todo conjugado de um H; é algum
H;, e andlogo para H]. Logo, vemos que K < G.

Ainda, A/K é central em G/K, pois, dado a € A, g € G, sendo H; = (A, g), entdo (a,g) €
H! < K.Logo, (a,g9)K = K. Assim, como (G/K)/(A/K) = (G/A) é de indice finito, o centro
de G/K também tem de ter indice finito. Logo, pela Proposic¢éo 1.1.6, (G/K)’ é finito. Mas
(G/K)' =G'K|K, e como K possui periodo limitado, utilizando o mesmo raciocinio do caso

anterior, vemos que G’ também tem. U
Agora estamos em condi¢des de demonstrar a implicagdo a) = b) do Teorema 2.3.1:

Teorema 2.3.9. Sejam G um grupo de tor¢dao e F um corpo infinito com char(F) = p > 0. Se
U(FG) satisfaz uma identidade de grupo, entdo G possui um subgrupo p-abeliano normal de

indice finito, G' é p-grupo e tem periodo limitado.

Demonstra¢do. Como U(FG) satisfaz uma identidade de grupo, FG satisfaz uma identidade
polinomial pelos Teoremas 2.2.1,2.2.2 € 2.2.3, logo, pelo Teorema 2.1.8, G possui um subgrupo
A normal, p-abeliano de indice finito.

Observemos que G’ € p-grupo, pois, se nao fosse, existiria x € G’ p’-elemento. Em par-
ticular, x = (a1,b1)™ ... (a,b)" # e. Tomando H = (aq,by,...,a;,b;), H é finito pois G é
localmente finito e ndo abeliano, assim, aplicando o Lema 2.1.5, H é p-abeliano, ou seja, = €
um p-elemento, contradi¢do. Portanto, G’ € p-grupo.

Assim, falta-nos mostrar que G’ tem periodo limitado. Temos dois casos a considerar: A é
abeliano ou nio.

Se A for abeliano, podemos escrever A = P x (), onde P é p-grupo normal e () € p’-grupo
normal. Pelo Lema 2.3.6, sabemos que U (F(G/Q)) satisfaz identidade de grupo. Logo, A/Q
¢ um p-subgrupo abeliano normal de G/@, e pelo Lema 2.3.8, (G/Q)’ tem periodo limitado.
Mas (G/Q)" = G'Q/Q, e tomando x € G’, como (G/Q)’ tem periodo limitado, digamos £,
(zQ)* = Q, ou seja, z* € Q. Mas x* é um p-elemento e @ é um p’-grupo, logo, z¥ = e e G’

possui periodo limitado.
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Se A nao for abeliano, tomemos G/A’ e A/A’ subgrupo normal abeliano, e repetimos o
processo anterior com estes grupos. Assim, teremos que (G/A’)’ tem periodo limitado. Mas
(GJA") = G'A’[A’ e A’ é finito. Logo, G’ tem periodo limitado, pelo mesmo raciocinio da
demonstracdo do Lema 2.3.8. [

O préximo resultado nos fornece uma condig@o para garantir que o grupo das unidades de
uma 4algebra satisfaz uma identidade de grupo.

Lema 2.3.10. Sejam char(F) = p > 0, R uma F-dlgebra e I um ideal de R nil de expoente
limitado < p*. Se U(R/I) satisfaz (x,y)? =1, entdo U(R) satisfaz (z,y)*""” = 1.

Demonstracdo. A aplica¢do natural R — R/I induz um homomorfismo de grupos
U(R) - U(R/I)

que é sobrejetor, poisdado z+1 € U(R/I), existe y+I e U(R/I) tal que xy+ I =yx+1 =1+1.
Logo, xy = 1+ j; e yxr = 1 + Jo, com jy,7 € I. Como I € nil de expoente limitado < p*,
.pF _ .p¥ _ 1= P . -1 _ PPl
Ji =7j5 =0, eportanto, (xy)? =1=(yz)P,ouseja, x € U(R), com z~! = (yx)r" ~ly.

Se z,y € U(R), entdo z,5 € U(R/I) e (z,7)” = 1. Logo, (z,y)? —1 € I, e assim, este

elemento € nilpotente de grau < p*. Logo,

0

[(ZL’, y)pj - 1]pk
S >N (A YOS L [ T
(z,y)?" + (~1)¢"

(‘Ta y)pj+k -1

A demonstragdo do proximo resultado pode ser encontrada em [11, Lema 1.3.14].

Lema 2.3.11. Sejam F um corpo de caracteristica p >0 e G um grupo tal que FG satisfaz uma
identidade polinomial. Se N é um p-subgrupo normal de periodo limitado, entdo A(G,N) é

nil de expoente limitado.
Passemos agora para a implicagdo b) = ¢) do Teorema 2.3.1.

Teorema 2.3.12. Seja FG a dlgebra de grupo de um grupo de tor¢do G sobre um corpo infinito
[F de caracteristica p > 0. Se G possui um subgrupo p-abeliano normal de indice finito e G' é

um p-grupo de periodo limitado, entdo U satisfaz (x, y)Pk =1 para algum k > 0.

Demonstragdo. Por hipétese, GG possui um subgrupo normal p-abeliano A de indice finito e G’

€ um p-grupo de periodo limitado < p’ para algum j € N.
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Pelo Teorema 2.1.8, sabemos que FG satisfaz uma identidade polinomial. Assim, pelo
Lema 2.3.11, A(A, A") € nil de expoente limitado.

Agora, pelo Lema 2.3.10, basta-nos verificar que U(FG/A(G, G")) satisfaz uma identidade
de grupo. Mas, FG/A(G,G") 2 F(G/G"), que é comutativo, logo, U(FG/A(G,G")) satisfaz
uma identidade de grupo. [
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CAPITULO 3

A Conjectura de Brian Hartley: Caso Geral

No capitulo anterior, foram estudados dois problemas: A Conjectura de Brian Hartley Parti-
cular e a caracterizag@o de grupos G tais que U (IFG) satisfaz identidade de grupo. Uma questio
que surge naturalmente no sentido de generalizar os resultados acima € saber se estes continuam
validos para corpos quaisquer, nao apenas infinitos.

Neste capitulo, temos o objetivo de responder positivamente para esta questdo. Para isso,
seguiremos os artigos [12] e [13]. A estrutura deste capitulo é parecida com a anterior, a pri-
meira se¢do serd dedicada a introduzir resultados auxiliares para a Conjectura de Brian Hartley,
enquanto a segunda secao serd devotada a demonstragdo do mesmo. Na terceira se¢io, encon-
traremos condi¢Oes necessarias e suficientes para um grupo G tal que U(FG) satisfaca uma
identidade de grupo.

3.1 Identidades Polinomiais Generalizadas em Algebras de

Grupo

Um lema importante utilizado no capitulo anterior foi o Lema 2.1.5. Tal resultado nao
continua verdadeiro para corpos finitos, pois, dados GG um grupo finito que nao é p-abeliano e [F
corpo finito, U(FG) é grupo finito, logo, satisfaz identidade de grupo.

Assim, um dos objetivos desta sec@o € obter resultados que nos permitam contornar o uso
de tal lema. Ainda, mostraremos que, se as unidades de uma dlgebra de grupo satisfazem uma
identidade de grupo e a dlgebra satisfaz uma identidade polinomial generalizada, entdo a adlgebra
satisfaz identidades polinomiais.

Comecemos com a seguinte observacao:
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Um anel R ¢ dito localmente artiniano se todo subconjunto finito X c R estd contido em

um subanel artiniano de R.

Lema 3.1.1. Sejam R um anel localmente artiniano e U (R) satisfazendo w = 1. Se S é qual-
quer subanel de R ou R qualquer imagem homomorfa de R, entdo U(S) e U(R) também

satisfazem w = 1.

Demonstragdo. O resultado para U (.S) é claro pois U(S) c U(R). Para R, é suficiente mostrar
que 0 homomorfismo induzido
U(R) > U(R)

é sobrejetor. Para isso, seja a € R tal que a € U(R), onde @ = ¢(a), com ¢ : R - R homomor-
fismo sobrejetor de anéis. Seja ainda b € R tal que b é o inverso de @. Entdo a e b estio em um
subanel artiniano F de R, pois R € localmente artiniano. O subanel £ estd nas condi¢des do
Lema 1.6.7, logo, para todo ideal I de E, a aplicagdo natural U(E) — U(FE/I) é sobrejetora.
Observemos que £ = E/I para algum I, logo, U(E) = U(E/I) e assim, U(E) — U(E) é

sobrejetora. Mas a € U(FE), logo, existe c e U(E) c U(R) tal que ¢ ~ a. O

Lema 3.1.2. Sejam R uma F-dlgebra e I um ideal a direita de R. Se I satisfaz uma identidade

polinomial de grau k e I* + 0, entdo R satisfaz uma identidade polinomial generalizada.

Demonstragcdo. Por um processo de linearizacao, / satisfaz uma identidade polinomial multili-

near de grau s < k:

g(x1,...,xs) = Z QoTo(1) - - - To(s)s

o€Ss

onde a, e Fe oy # 0. Como I* # 0, existem aq,...,as € [ talque a; ...as # 0. Assim,

ZS: aaao(l)xo(l)ao(2)$(r(2) cee a’o‘(s)xcr(s)

€ uma identidade polinomial multilinear generalizada para R. [

O préximo resultado, apesar do carater técnico, tem grande utilidade para os proximos le-
mas. Seja [Fy o subcorpo de [F gerado pela unidade 1. Se I possui caracteristica 0, ndo € dificil
ver que IFy = Q e se [F possui caracteristica p > 0, Fy = Z,,.

Lema 3.1.3. Seja R uma F-dlgebra e suponha que U(R) satisfaz w = 1. Entdo existe um

polinémio f(x) sobre Fy de grau d determinado por w tal que se a,b € R e a? = b*> = 0 =

f(ab) =0.

Demonstracdo. Pelo Lema 1.8.19, podemos assumir que U(R) satisfaz uma identidade da

forma

wo(xy,xs) = 22 alt . xSl =1
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onde «;, 3; sdo inteiros ndo nulos e o; < 0, B, > 0. Trocando x; por xgmil e Ty por x;lxg, a

identidade de grupo wg = 1 se torna

v

wy(x1,x2) = 2] TegOk = 1

1,.01
[ TR

onde v;,d; € {£1,+2} e 3 = = L.

Se char(IF) # 2, seja h o seguinte polindmio em duas varidveis:

h(l‘l,xg)

(1 +’}/1I1)(1 + 51I2) R (1 +’}/kl’1)(1 + 6k$2) -1

ho(l’l, 952) + 911($1,$2) + 912($1,$2) + 921($17$2) + 922($1, $2)

7z A 3 A 2 2 7z
onde ho(xy,72) é a soma dos mondmios que contém x3 ou z3 e g;;(z1,22) é a soma dos

mondmios restantes que come¢am em z; e terminam em x;, com i, j € {1,2}. Note que todo
mondmio em ¢y2(x1,x2) é da forma x1x5 ... 1129 = (r122)" para algum n e o coeficiente do
termo de maior grau de A(x1,x2) estd em gi2(xq,x2), sendo Y107 ...7k0, # 0 pois a carac-
teristica do corpo nao € 2.

Dessa forma, podemos escrever

$2912($1,$2)$1 = f(xzwl)

para algum polindmio f(x) sobre Fy de grau d = k + 1. Observemos que f é determinada por
h(x1,22) e logo por w.
Agora, se a? = % = 0, entdo (1 +a) e (1 +b) sdo unidades de R. Ainda, (1 +a)" =1+ na

para todo n € Z. Logo, w1 (1 +b,1+a) =1, e assim,

0 = a(w(1+b,1+a)-1)b
= a((1+b)n(1+a)...(1+b)%(1+a)%-1)b
= a((1+mb)(1+d1a)...(1+4:b)(1+dxa) —1)b
= ah(b,a)b
= a(ho(b,a) + g11(b,a) + g12(b,a) + g21(b,a) + ga2(b,a))b.

Observemos que, ahg(b,a)b = 0, pois cada termo de hq possui a? ou b? como fator. Ainda,

a(g21(b,a) + g22(b,a))b=0

pois cada termo de g9 ou gao comega com a, e agy1(b,a)b = 0 pois cada termo de g;; termina
em b.

Portanto, f(ab) = agi2(b,a)b = 0.

Se char(FF) = 2, trocamos x; por z125 € T por x1x3, € assim a identidade de grupo w; = 1
se torna

wg(l’l,l’g,mg) = (31711'2)71 (ZE1£(73)51 Ce (xlxg)”“ (.171.%'3 Ok = 1
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onde v; = d; = 1. Reduzindo, temos:

_ M n2 r
ws(x1, T2, x3) = 2 297 ... 2]
onde z; € {1, 19,23}, z; # zi1 € m; € {x1}. Ainda, 2y =1, 2, =x3€ 7 =10, = L.

Defina um polindémio ~ em duas varidveis por:
h(xl,xg) = (1 + tl)(]. + tQ) . (]. + tr) -1

onde
T1T227, S€ 2, =T
ti = Tox1T2T1 T, Se z; = Ty

(21 + 2ox1)wo(y + T122),  S€ 2; = X3

Em particular, ¢, = 12921 € t, = (z1 + ow1)x2(x1 + T122). Agora, escreva h da mesma
forma que no caso anterior,

h=ho+ g1+ gi2 + g21 + Goo.

Olhando o mon6émio t1t; . . .t,, vemos que gi2 # 0, e assim, Z2g12(21, x2)x1 = f(2221) para
algum polindmio ndo nulo f(z) € Fo[x]. Novamente, f(x) é determinada por h(z, ) e,
logo, por w.

Agora, como (bab)? = (ababa)? = ((b+ ab)a(b+ba))? = 0, segue que 1 + bab, 1 + ababa e
1+ (b+ab)a(b+ba) e U(R). Note que (1+¢)'=1-c=1+cparatodo c € R tal que ¢? =0,

pois a caracteristica do corpo € 2. Logo,

wsz (1 + bab, 1 + ababa, 1+ (b+ ab)a(b+ba)) =1

€ assim,
0 = a(ws(1+bab,1+ababa,1+ (b+ab)a(b+ba))-1)b
= a2z ... 5" -1)b
= a(h(b,a))b
= a(ho(b,a) + g11(b,a) + g12(b,a) + g21(b,a) + g22(b, a))b.
Argumentando como no caso anterior, temos que f(ab) = agia(b,a)b = 0. O

Para o restante do trabalho, fixemos d como a constante encontrada no lema anterior. Temos

entao:

Lema 3.1.4. Seja R uma F-dlgebra e suponha que U(R) satisfaz w = 1. Sejam a,b € R tal que
a? =b% =0. Assim,

a) Se [F| > d, entdo (ab)? = 0.

b) Se ab é nilpotente, entdo (ab)? = 0.
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Demonstracdo. a) Paratodo A € F, (Aa)? = b2 = 0. Pelo Lema 3.1.3, existe f(z) € Fo[z] de
grau d tal que f(Aab) = 0. Sendo

d
flx)= Z{; a;x’

onde a4 % 0, entdo
ag(ab)\ + -+ ajabA +ag=0 VAeF.

Se [F| > d, existem Ay, ..., \g1 € F distintos dois a dois tal que
1 )\1 e )\Cll Qo 0
I A ... M aab | |0
1 /\d+1 e )\§+1 ad(ab)d 0

Como a matriz acima € uma matriz de Vandermonde de determinante ndo nulo, ag = a1ab =

-+ = ag(ab)?® =0, e assim, (ab)? = 0.
b) Novamente pelo Lema 3.1.3, existe f(x) € F[x] de grau d tal que f(ab) = 0. Como ab
é elemento algébrico de R, seja g(x) o polindmio minimal de ab sobre F. Logo, g(x) = z*
para algum k, pois ab é nilpotente. Ainda, g(x)|f(x), e assim, k < d. Portanto, (ab)?¢ = 0 pois
0 = (ab)* = g(ab). O

Considerando a dlgebra de matrizes M, (IF), n > 2, se U(M,,(IF)) satisfaz w = 1, com os
resultados anteriores € possivel obter limitantes superiores para o tamanho do corpo [F e para a

ordem das matrizes, baseada na constante d encontrada no Lema 3.1.3.
Lema 3.1.5. Seja IF um corpo. Se U(M,,(F)) satisfaz w =1 e n > 2 entdo:
a) |[F| <d, ou seja, IF é finito.
b) n<2loggd+2<2logyd+2.

Demonstracdo. a) Sejam a = e15 € b = ey, logo a? = b> = 0. Como eq; = ab ndo € nilpotente,
pelo Lema 3.1.4, |F| < d.

b) Agora, seja s 0 menor inteiro positivo tal que |F|* > d. Entdo |F|*~! < d < |FJ*.

Seja [E um corpo finito tal que [E : F] = s, ou seja, E é um [F-espaco vetorial de dimensao s.
Entdo |E| = |[F|* > d. Nao é dificil ver que tal corpo existe, veja por exemplo, [14]. Como E age

em si mesmo por multiplicagdo a direita, temos,
E < Endp(E) 2 M(F).

Logo, M, (F) = My (M, (F)) > My(E).
Se n > 2s, entdo U (Mo, (F)) satisfaz w = 1 por hipétese, e logo U(Ms(E)) também, mas

M (IE) € uma dlgebra sobre E e |[E| > d, contradizendo (7). Assim, n < 2s e, como s-1 < log d,
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temos:

3
A

2 10g|F| d+2
2logyd +2

IN

O

Com o lema acima, temos o seguinte resultado, uma versao da Conjectura de Brian Hartley
para p’-grupos localmente finitos.

Lema 3.1.6. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e G um p'-grupo localmente finito.
Se U(FQG) satisfaz w = 1, entdo FG satisfaz o polinomio standard sy, para algum inteiro m

determinado por w.

Demonstragdo. Seja m um inteiro maior do que 2log, d + 2. Tomemos a4, ..., &y, elementos
de FG' e H o subgrupo de GG gerado pelos seus suportes. Assim H € finito e FH € artiniano
por ser dlgebra de dimensao finita. Ainda, A ndo contém p-elementos, logo, pelo Teorema de
Maschke, F H € semiprima, e sendo de dimensao finita, é semisimples. Assim, por Wedderburn-
Artin,
FH = @M, (D)
i=1

onde D; sao [F-dlgebras de divisdo.

Certamente, cada U (D;) satisfaz w = 1 e [D; : Z;] < [D; : F] < oo onde Z; denota o centro
de D;. Pelo Lema 2.1.4, D; tem de ser comutativo, caso contrario U(D;) teria um subgrupo
livre, ndo satisfazendo a identidade w = 1. Agora, cada U(M,,, (D;)) satisfaz w = 1, logo, o
Lema 3.1.5 nos diz que n; < m. Assim, FH satisfaz sy, = 0. Mas ay, ..., a9, € FH, ou seja,

Som(aa, ..., am) =0, e portanto, FG satisfaz s, = 0. O

O proximo resultado, além de ser de grande interesse, serd fundamental na demonstragdo da

Conjectura de Brian Hartley.

Lema 3.1.7. Seja G um grupo de torcdo. Se U(FG) satisfaz w = 1 e FG satisfaz uma GPI,

entdo FG satisfaz uma identidade polinomial.

Demonstragdo. Seja ¢ o FC-subgrupo de GG. Pelo Lema 2.1.9, [G : ¢] < oo e |¢'| < 0o0. Ainda,
como G € de torcdo, segue do Lema 1.1.13 que G € localmente finito.
Seja
C=Cy(¢')={geg:gh=hgVhed'}.

Observemos que ¢’ < ¢, e podemos tomar o seguinte homomorfismo:

w: ¢ - Aut(¢')
g = g @ >
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onde Aut(¢') indica o grupo dos automorfismos em ¢'.
Assim, Kery = Cy(¢'). Logo,

_¢ > S c Aut(¢').

Cs(¢')
Como ¢’ é finito, Aut(¢') também é, e assim, |%| < oo, ou seja, [¢: Cy(¢)] < 0.
Agora, C" c Z(C), pois, como C' < ¢, entdo C’ < ¢/, e portanto, dados (g,h) € C', k € C,
em particular, (g,h) € ¢' e
(9. h)k =k(g.h)

por defini¢do de C. Logo, C" c Z(C).

Por [2, Teorema 8§, p. 194], observamos que C' ¢ nilpotente, e tomando P o conjunto dos
p-elementos em C', P < C.

Entéo, temos que C' é localmente finito (pois G é), U(FC') satisfaz w = 1 e P é p-subgrupo
normal de C, logo, pelo Lema 2.3.7, U(F(C/P)) satisfaz w = 1.

Agora, por [11, Lema 1.2.8], F(C/P) satisfaz uma identidade polinomial. Assim, o Lema
2.1.8 nos diz que C'/ P possui um subgrupo p-abeliano, A/ P de indice finito.

Mas C/P é um p’-grupo, logo, (A/P)’ ser um p-grupo significa que (A/P)’ = P, ou seja,
A/ P é abeliano. Agora,

[G:A]=[G:9][¢:C][C: A] < 0.

<oo <oo <oo

Por fim, A’ c Pe A’ c ¢ (pois A c ¢). Logo, A € um subgrupo p-abeliano de indice finito,

e dessa forma, FG satisfaz uma identidade polinomial. 0

Lema 3.1.8. Seja R uma dlgebra sobre um corpo F e U(R) satisfazendo w = 1. Se a,b,c € R
tal que a? = be = 0, entdo todos os elementos de bacR satisfazem um polinémio g(x) € Fo[x] de
grau d+ 1.

Demonstragdo. Para qualquer 7 € R, a® = (c¢rb)? = 0. Pelo Lema 3.1.3, existe f(x) € Fo[z] de
grau d tal que f(acrb) =0. Seja g(z) = zf(x). Entdo

g(bacr) = bacr f(bacr) = bf (acrb)acr = 0.

3.2 Resultado Principal

Nesta secdo, provamos a Conjectura de Brian Hartley, seguindo de perto a demonstracao

dada em [12]. Assim como na Se¢do 2.2, dividimos a prova em trés casos: N =0, N # 0
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nilpotente e N # 0 nil, mas nao nilpotente, onde /N € o ideal soma de todos os ideais nilpotentes
de FG.

Teorema 3.2.1. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e G um grupo de tor¢do. Suponha
que FG seja uma dlgebra de grupo semiprima. Se U(FG) satisfaz w = 1, entdo FG satisfaz

uma identidade polinomial.

Demonstragdo. Fixemos k = d+ 1, onde d € a constante encontrada no Lema 3.1.3. Temos dois

casos:

¢ Existem a,b,c € FG tal que a? = bc = 0 e (bacFG)* + 0.

* Para todo a, b, c € FG tal que a? = be = 0, (bacFG)* = 0.

Para o primeiro caso, o Lema 3.1.8 nos diz que bacFG satisfaz uma identidade polinomial de
grau k. Pelo Lema 3.1.2, FG satisfaz uma GPI, e agora o Lema 3.1.7 nos diz que FG satisfaz
uma identidade polinomial.

Para o segundo caso, vamos seguir a demonstracdo do Teorema 2.2.1, fazendo pequenas
alteracdes. Como FG € semiprima, bac = 0. Pelo Lema 2.1.3, todo idempotente de FG € central
e se a,b,c e FG tal que a € nilpotente e bc = 0, entdo bac = 0.

Sejam P o conjunto dos p-elementos e ) o conjunto dos p’-elementos de G. Se p = 0,
P = {1}. Suponha que p > 0. Tome h € P e escreva h = 1+ h + h? + ... h"-1. Para qualquer
g€ P, g—1énilpotente, e (h—1)h = 0. Logo, 0 = (h—1)(g - 1)h = (h - 1)gh. Segue que
hgh = gh e g = hgh' para algum 7. Logo, g-'hg = h?, e assim, vemos que P é subgrupo e
(h)< P.

Agora, para qualquer h € P, g € ), h — 1 é nilpotente como vimos acima e (g —1)g = 0.
Logo (g —1)(h-1)g = 0. Como anteriormente, h = ghg’ para algum j e h™'gh = g77.

Notemos que

(9,h) =g 'hlgh=g7 " e PnQ={1}

——
eP
pois P < G.
Assim como na demonstra¢do do Teorema 2.2.1, (h) < G, mas pelo Lema 2.1.7, h = 1, logo,
P=A{1}.

Mostremos agora que () é um subgrupo abeliano. Sendo char(F) = p > 0, tome qualquer
z € ) com ordem m. Como m # 0 em F, e = Z/m é um elemento idempotente. Como
todo idempotente é central, Vg € G, £g = gz, e assim, xg = gx’ para algum 7. Com isso,
mostra-se que ) € grupo e () < G. Assim, () é abeliano ou hamiltoniano. Suponhamos que
@ seja hamiltoniano. Logo, () contém uma cépia de Kg. Notemos que () € um p’-grupo e
consequentemente Kg. Logo, FKg € semiprimo pelo Teorema de Maschke e por Wedderburn-

Artin, podemos decompd-lo como
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Sabemos que todo idempotente € central, logo cada n; = 1. De fato, se algum n; > 2,

10
0 0

tal que A% = A, porém A nao € central. Ainda, pelo Lema 2.1.4, cada D; é comutativo. Portanto,

existiria uma matriz

A=

F K é comutativo, absurdo. Logo, G = () € abeliano, e FG satisfaz s,. O

Teorema 3.2.2. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e G grupo de tor¢do. Se N é

nilpotente e U(FG) satisfaz w = 1, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial.

Demonstracdo. Como N ¢é nilpotente, podemos tomar subgrupos S e H de G, tal como na
Proposicao 2.1.11. Agora, como G ¢ de tor¢do e ¢,(H) = S é um p-grupo finito, logo

¢(H)

D= )

¢ um p’-grupo e assim F(H/S) é semiprimo.

Como S é um p-grupo finito, pelo Lema 2.3.7, segue que U(F(H/S)) satisfaz w = 1.
Assim, o Teorema 3.2.1 garante que F(H/.S) satisfaz uma identidade polinomial, ou seja, pelo
Teorema 2.1.8, H/S possui um subgrupo p-abeliano A/S de indice finito. Note que A’ é um
p-grupo finito e [G : H] < co. Logo, A é subgrupo p-abeliano de GG de indice finito, ou seja, FG
satisfaz uma identidade polinomial. [

Teorema 3.2.3. Sejam F corpo de caracteristica p > 0 e G um grupo de tor¢cdo. Se N ndo é

nilpotente e U(FG) satisfaz w = 1, entdo FG satisfaz uma identidade polinomial.

Demonstracdo. Seguimos basicamente a mesma demonstracao do Teorema 2.2.3.

Sejam ¢t uma outra indeterminada e F(X)[[¢]] o anel das séries de poténcias sobre a dlgebra
livre F(X), onde X = {x1,xs,...}.

Para qualquer n, os elementos 1 + x1t,1 + xot, ..., 1 + x,t sdo unidades em F(X)[[¢]], e
geram um subgrupo livre no anel das séries de poténcias pelo Argumento de Magnus. Em

particular, se a identidade de grupo w € uma palavra em n varidveis, entdo
w(l+zt, 1+ xot,... . 1+x,t) + 1.

Segue que temos uma expressao da forma:

Y filar, .., z)t 0

i>1

onde f; € F(X) é um polindmio homogéneo de grau i. Logo, existe um menor inteiro s > 1 tal
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que fs(x1,...,2,) # 0, e podemos escrever

Y filmy, . xa)t £ 0.
Suponhamos agora que /™ = 0 para todo ideal nilpotente I de FG. Sejam a4, ..., a, € N.
Entdo existem finitos ideais nilpotentes I, ..., [; tal que {ai,...,a,} ¢ J = X I;. J ¢
nilpotente por ser soma finita de ideais nilpotentes, logo, J” = 0. Segue que ajas...a, =0e
N(FG) é nilpotente, contradi¢do. Logo, podemos encontrar um ideal nilpotente / de FG tal
que I" #0e ™1 =0, para algum r > s.

Para quaisquer aq,...,a,,a,41 € I, 1 +aq,...,1+ a, sdo unidades em FG. Logo, temos

O:w(1+a1,...,1+an)—1=Zfi(a1,...,an)

pois I™+1 = 0.
Logo,
T
0= Zfi(al, Ceag)ans.
i=5
Parai > s+ 1, fi(ai,...,ay)al}5 = 0 pois fi(xy,...,x,)z05 é polindmio homogéneo de
graui+r—-s>r+1el™*! =0. Logo,
fs(ay,...;an)ar5=0
ou seja, fs(x1,...,2,)z!.5 é uma identidade polinomial de grau r para I. Ainda I” # 0, logo,

pelo Lema 3.1.2, FG satisfaz uma GPI e portanto uma identidade polinomial pelo Lema 3.1.7.
O]

3.3 Caracterizacao dos Grupos G tais que U(FG) satisfaz
uma Identidade de Grupo

No capitulo 2, com a hipétese de [F ser corpo infinito, U satisfazer identidades de grupo
implicava, em particular, que G’ era um p-grupo, onde p é a caracteristica do corpo F. Neste
caso geral, isto ndo € necessariamente verdade, e para isso, temos de estudar os elementos de
G’ quando este nao for um p-grupo.

Seja m o menor inteiro maior ou igual a 2log, d + 2, onde d € a constante encontrada no
Lema 3.1.3, e defina

T =TT UM,(F))I.

|Fl<d

Certamente, T" € finito, uma vez que os corpos sao finitos.
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Lema 3.3.1. Seja x um p'-elemento em G', x + 1, e seja y + 1 um p'-elemento em um p’-

subgrupo normal de G. Se U(FQG) satisfaz w = 1, entdo y* = 1.
Demonstra¢do. Suponhamos por absurdo que y” # 1. Como z € G’, podemos escrever

x = (xhyl)(l‘%?h) ce (ﬁmyn) # 1.

Note que x~1y” é um p’-elemento pois y estd em um p’-subgrupo normal de GG. De fato, sabemos

que p 4 [z, p +lyle

(x_1yT)|wHy| = x—lyTx‘lyT .. .x‘lyT
= (a1)lellivly! onde [ > |z||y|
= yl

Logo, |x~1yT| divide |z||y|?, e portanto, p + |z~ yT].
Se x # yT, seja
a=(1-z7")(1-y")

entdo « nao € nilpotente por [18, Lema 2.3.3]. Se z = y7, seja o = 1 — x, que também ndo é
nilpotente por [18, Lema 2.3.3]. Observe que H = (21,91, - -, Tn, Yn, y) € subgrupo finito de G,
pois G € localmente finito.
Se I € infinito, entdo G’ é p-grupo pelo Lema 2.3.1, o que € absurdo, logo [ ¢ finito. Seja
J = J(FH) o radical de Jacobson de FH. Assim, pela Proposi¢do 1.6.6, FH/J = oM, (D;),
mas como D); é dlgebra de divisao finita, é corpo pelo Teorema de Wedderburn, logo,
FH
- = @Mn ]Fz .
— - oM, (F))
Agora, como « nao é nilpotente, o + J ndo € o elemento neutro em FH/J. Logo, existe uma

aplicacdo natural -

0: 77 M., (F;)
tal que #(a + J) # 0. Dessa forma, (1 —x~' +J) # 0 e assim (1 —z + J) # 0, pois se
0(1-x+J)=0,entdio 0=0(1 -z + J)0(-x 1+ J) =0(1 -zt + J).
Se n; =1, entdo
0(x+J) = Tlima 0((i,ps) +J)
= ILin 0z + J), 0(yi + 7))
=1
pois IF; € corpo. Mas assim, §(1 -z +J) =60((1+J) - (x+J)) =1-1=0, absurdo. Portanto,
algum n; > 2.
Pelo Lema 3.1.1, U(FH/J) satisfaz w = 1 e como a aplicagdo 6 & sobrejetora, U (M, (IF;))
satisfaz w = 1. Pelo Lema 3.1.5, n; < 2log,d +2 <me || < d.
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Agora, observemos que
O(y+ )0yt +J)=0(1+J)=1

logo O(y +.J) € U(M,, (F;)).
Mas, tomemos
p: UM, (F;)) = UMn(F)))
A 0
0 Ipn,

A >

¢ é um mergulho, e como o grupo U (M, (F;)) é finito,

1 = Oy +J)UEaED)
0y + )"
0(y" +J)

e assim, (1 —y” + J) =0, ou seja, O(« + J) = 0, absurdo. Nosso absurdo foi supor que y” # 1.
Logo, yT = 1. O

Os préximos trés resultados tém o propésito de mostrar que, se U (FG) satisfaz w = 1, entdo

os p-elementos e os p’-elementos de G t€m periodo limitado.

Lema 3.3.2. Se U(FG) satisfaz w = 1 e G’ ndo é um p-grupo, entdo os p'-elementos de G tém

periodo limitado.

Demonstracdo. Como U(FG) satisfaz w = 1, os Teoremas 3.2.1, 3.2.2 ¢ 3.2.3 e o Coroldrio
2.1.8 implicam que G tem um subgrupo p-abeliano normal A de indice finito. Note que A’ é
um p-subgrupo finito normal de G. Ainda, (G/A’) nédo é p-grupo, pois G’ ndo é p-grupo e, pelo
Lema 3.1.1, U(F(G/A")) satisfaz w = 1.

Agora, temos dois casos a considerar: Se A for abeliano ou nao. Para demonstrar os dois
casos € utilizado um mesmo processo, fazendo pequenas modificagdes em cada situac@o. Dessa
forma, seria suficiente considerar o caso em que A é abeliano, para ndo carregar as notagoes.
Neste resultado, vamos fazer os dois casos, a fim de deixar claro quais sdo as modificacdes
necessdrias, € nos proximos resultados, quando for necessario, consideraremos apenas um dos
casos.

Se A for abeliano, podemos escrever A = P x (), onde P € o conjunto dos p-elementos e
@ € o conjunto dos p’-elementos de A. Como A é subgrupo abeliano normal de G, P e () sdo
subgrupos normais de G. Agora, como A € subgrupo de indice finito de (G, basta-nos limitar
o periodo de (). De fato, tomemos um elemento x € G p’-elemento. Como A é de indice

finito, G = Au giAu---U g A, ou seja, x = gjacom i € {0,1,...k} e a € A. Logo, sendo
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r=lgillgal- - |gkl,
" = g,ag;G...G;a
T Ve€Zes
= g{al
= aleA

e como z € um p’-elemento, a' também é p’-elemento, ou seja, a' € Q). Se () tiver periodo
limitado, digamos s, 2™ = 1 Yx € G p’-elemento.

Portanto, nosso objetivo é mostrar que () tem periodo limitado. Como G’ ndo é p-grupo,
existe um elemento x # e, p’-elemento em (G’. Para qualquer y # e, y € (), pelo Lema 3.3.1,
y? = 1. Assim, @) possui periodo limitado e logo, os p’-elementos de G tém periodo limitado.

Se A ndo for abeliano, como A’ < G, tomemos o subgrupo A/ A’ de G/ A’, que é subgrupo
abeliano normal de indice finito.

Escrevemos A/A’ = P x ), onde P sdo os p-elementos de A/A’ e  os p’-elementos de
AJA’. Como A/A’<1 GJA’, P e () também sdo subgrupos normais de G/ A’. Da mesma forma
como no caso anterior, basta-nos limitar o periodo de (). Como (G/A’)’ ndo é p-grupo, existe
zA" + A’ p'-elemento em (G/A")".

Para qualquer yA’ + A’, yA' € Q, (yA’)T = A’ pelo Lema 3.3.1. Assim, () possui periodo
limitado, e logo os p’-elementos de GG/A’ tem periodo limitado. Mas queremos mostrar que
os p’-elementos de G tém periodo limitado. Assim, se x € G € p’-elemento, existe r tal que

(zA")r = A’, ou seja, x" € A’, mas como A’ é p-grupo, entdo x" = 1. O
Lema 3.3.3. Se U(FG) satisfaz w = 1, entdo G' tem periodo limitado.

Demonstracdo. Como na demonstraciao do Lema 3.3.2, podemos assumir que A é um subgrupo
abeliano normal de indice finito de GG. Assim, podemos escrever A = Px(), onde P € o conjunto
dos p-elementos e () o conjunto dos p’-elementos. Como A é subgrupo abeliano normal, P ¢ ()
sdo subgrupos normais de G.

Se G’ for um p-grupo, facamos G/(Q). Assim, A/() é um p-subgrupo abeliano normal de
indice finito de G/Q. Como U(F(G/Q)) satisfaz w = 1, entdo pelo Lema 2.3.8, (G/Q)’ tem

periodo limitado. Mas

5 -7
Q) Q

Assim, dado um gerador = € G, sendo r um limitante para o periodo de (G/Q)’, (zQ)" = Q,
ou seja, " € (), mas como () é um p’-subgrupo, temos de ter " = 1.

Se GG’ ndo € um p-grupo, o Lema 3.3.1 nos diz que () tem periodo limitado, logo, tomando
novamente G/, A/Q é um p-subgrupo abeliano normal de indice finito. Como U(F(G/Q))
satisfaz w = 1, pelo Lema 2.3.8, (G/Q)’ tem periodo limitado. Tomando z € G’ como no caso
anterior, e sendo r um limitante superior para o periodo de (G/Q)’, vemos que z" € (). Mas

como () tem periodo limitado, existe s tal que z"* = 1, logo G’ tem periodo limitado. U
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Lema 3.34. Se U(FG) satisfaz w = 1 e G' ndo é um p-grupo, entdo os p-elementos de G tém

periodo limitado.

Demonstracao. Como no Lema 3.3.2, podemos assumir que A € um subgrupo abeliano normal
de indice finito de G e escrever A = P x (). Se B = (P,(), entdo B < G e estd contido em
Pn G’ Logo, pelo Lema 3.3.3, B é um p-grupo de periodo limitado. Assim, falta-nos analisar
os outros p-elementos de (5, e para isso podemos fazer o quociente G/B. Aqui podemos ter
B = {1} ou B # {1}. Como foi dito no Lema 3.3.2, vamos considerar apenas o caso B = {1},
ou seja, P ¢ Z(G). No Lema anterior, bastava-nos limitar o periodo de (). De forma anéloga,

neste caso, basta-nos limitar o periodo de P.

Como G’ ndo é um p-grupo, podemos encontrar um p’-elemento = € GG’, com

T = (xlayl)(m%yQ) s (xnayn) # 1.

Seja H = (x1,y1,---,Tn, Yn), entdo z € H' e H é finito pois G é localmente finito.

Se C'= H n P, entdo C' € p-subgrupo finito de GG, e C' < GG pois P € central, logo de periodo
limitado por ser finito. Assim, é suficiente agora considerarmos G/C', mas como observado
anteriormente, podemos considerar C'= H n P = 1.

Como G’ ndo é p-grupo, pelo Teorema 2.3.1, F é corpo finito. Seja J = J(FH) e pela
Proposicdo 1.6.6, escreva

- = @Mn. Fz
= M., (F)

onde os I;’s sdo corpos, uma vez que [F € finito.

Se todos os n; = 1, entdo FH/.J é comutativo, e como z é produto de comutadores, x + .J =
1+ J. Agora, J é um ideal nil, entdo x = 1 + j, onde j € nilpotente com grau k € N. Seja [ tal
que p! > k. Entdo

o = (1+5)” =1
ou seja, x € um p-elemento, absurdo. Logo, existe algum n; > 2.

Pela Proposi¢do 1.6.6, F{ contém uma copia de FH/J, e logo, uma cépia de M, (IF;),
onde n; > 2. Mas, observemos que € possivel mergulhar M (F) em M, (IF;), uma vez que
F c F,. Assim, FH contém uma cépia de M (F).

Notemos que, como P é central e P n H = {1}, entdo P x H ~ PH. Logo, por resultados

basicos de Algebra Tensorial, temos

M,(FP) = FP &y M,(F)
~ FPepFH
~ F(PxH)
~ FPH

c FG.
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Como U(FG) satisfaz w = 1, U(My(IFP)) também satisfaz w = 1. Se y € P, entdo (1 -y) é

nilpotente, pois P € p-grupo. Sejam

0 1-y 00
a = c b: .
0 O 10

Entéo, a,b e M(FP) e

€ nilpotente.
Pelo Lema 2.3.3, (ab)® = 0 para algum inteiro positivo s. Fixe um inteiro & tal que p* > s.
Entio (ab)?" = 0, ou seja, (1 -y)?" =0ey?" = 1. Logo, P tem periodo limitado. O

Lema 3.3.5. Sejam R um anel e I um ideal nil. Se U(R) satisfaz a identidade de grupo w =1,
entdo U(R/I) satisfaz a mesma identidade. Reciprocamente, se R tem caracteristica prima p,
I ¢ nil de expoente limitado p*, e U(R/I) satisfaz a identidade w = 1, entdo U(R) satisfaz
wr' = 1.

Demonstracdo. Suponha que U (R) satisfaz w(xy,...,x,) =1etomemos 7; € U(R/I),1<i<
n. Entdo, se 5; = (7;)~!, tomemos seus representantes em R, 7; e s;, respectivamente. Fazendo

u=r;8; — 1, entdo @ = 0, ou seja, u € I, e como I € nil, existe j inteiro positivo tal que u? = 0.

Logo,
risi(l-u+u? - xu/™t) =1,
e similarmente r; possui inverso a esquerda. Logo, cada r; € U(R), e assim, w(ry,...,r,) = 1,
e portanto, w(7r,...,7,) = 1.
Reciprocamente, se 71, ..., r, € U(R), entdo w(ry,...,7,) = 1, ou seja, w(ry,...,r,) — 1 €
I. Como I énil, (w(ry,...,m,) - 1)P" =0, e o resultado segue. O
Lema 3.3.6. Sejam G um grupo, e H um subgrupo de indice n < co. Sejam ¢,...,¢g, uma

transversal de H em G. Para qualquer corpo ¥ e qualquer o € FG, escreva gioo = ¥ aijg;,
com o; € FH. Entdo a aplicagdo 0 : FG - M, (FH) dada por §(«) = (;) é um mergulho de
[F-dlgebras.

Demonstragdo. [11, Lema 1.3.12] O]

Lema 3.3.7. Sejam G um grupo e A um subgrupo abeliano normal de indice finito. Suponha
que char(F) =p>0e I éumideal de FA tal que g~ *ag € I para todo ac€ I e todo g € G. Se I
é nil de expoente limitado no mdximo p*, entdo I(FG) ¢ ideal nil de FG de expoente limitado

no mdximo np*.

Demonstragdo. [11, Lema 1.3.13] OJ
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Com as observacdes acima, estamos em condi¢des de demonstrar os resultados principais
desta se¢do. Os dois teoremas seguintes caracterizam os grupos G tais que U (FG) satisfaz uma
identidade de grupo. Esta caracterizagdo foi dividida em dois casos, sendo G’ p-grupo ou ndo.

O primeiro teorema € analogo ao Teorema 2.3.1

Teorema 3.3.8. Seja FG a dlgebra de grupo de um grupo de tor¢do G sobre um corpo F de
caracteristica p > 0 e seja U(FG) o grupo das unidades de FG. Se G' é um p-grupo, entdo sdo

equivalentes:
a) U(FG) satisfaz uma identidade de grupo.
b) G possui um subgrupo normal p-abeliano de indice finito, e G' tem periodo limitado.
¢) U(FG) satisfaz (x,y)?" = 1 para algum inteiro k > 0.

Demonstracdo. a) = b) Como U (FG) satisfaz uma identidade de grupo, pelos Teoremas 2.2.1,
2.2.2 €2.2.3, FG satisfaz uma identidade polinomial, e assim, pelo Teorema 2.1.8, GG possui um
subgrupo normal p-abeliano de indice finito. Falta-nos mostrar que GG’ tem periodo limitado,
mas isto segue do Lema 3.3.3.

b) = ¢) Teorema 2.3.1.

¢) = a) Claro. O

Teorema 3.3.9. Seja FG a dlgebra de grupo de um grupo de tor¢cao G sobre um corpo F de
caracteristica p > 0 e seja U(FG) o grupo das unidades de FG. Se G' ndo é um p-grupo, entdo

sdo equivalentes:
a) U(FQ) satisfaz uma identidade de grupo.

b) G possui um subgrupo p-abeliano normal de indice finito, G tem periodo limitado e T é
finito.

c) U(FQG) satisfaz x™ = 1 para algum inteiro n.

Demonstracdo. a) = b) Como U (FG) satisfaz uma identidade de grupo, pelos Teoremas 2.2.1,
2.2.2 €2.2.3, FG satisfaz uma identidade polinomial, e assim, pelo Teorema 2.1.8, GG possui um
subgrupo normal p-abeliano de indice finito. Falta-nos mostrar que GG tem periodo limitado e F
¢ finito. Pelo Teorema 2.3.1, como G’ ndo é p-grupo, temos que [F tem de ser finito.

Agora, sendo A o subgrupo p-abeliano de indice finito de G, como foi observado no Lema
3.3.2, podemos supor que A é abeliano. Assim, escrevemos A = P x (), e sendo A normal
e abeliano, P e () s@o normais em G. Como A é de indice finito, G = AugtAu---uUg,A,
onde g; € G,i=1,...,n. Dado g € G, g = gja, paraalgum j = 1,...,n e a € A. Tomando
m =|q1||ge] - - - |gn|, temos que g™ € A, ou seja, g™ = xy, onde x € P, y € Q).
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Pelos Lemas 3.3.2 e 3.3.4, sabemos que os p-elementos e os p’-elementos de GG tem periodo
limitado. Sejam kp e k¢ limitantes para os p-elementos e os p’-elementos respectivamente.

Assim
(gm)kpk’Q — (xy)k’pk‘Q — l.k’pk:ka’pk‘Q — 1

Logo, GG tem periodo limitado.

b) = ¢) Seja A o subgrupo p-abeliano normal de indice finito. Pelos Lemas 1.7.7 ¢ 3.3.5, é
suficiente mostrar que U (IF(G/A’)) tem periodo limitado. A fim de evitar carregar a notagao,
podemos considerar A abeliano (Se A ndo for abeliano, tome G/A’ e A/A’ abeliano e repita
o processo a seguir). Sendo A abeliano, escrevemos A = P x (), onde P é um p-subgrupo
normal e () € um p’-subgrupo normal. Como A é abeliano e P tem periodo limitado, temos
que A(A, P) € nil de expoente limitado. Pelo Lema 3.3.7, temos entdo que A(G, P) € nil de
expoente limitado. Novamente pelo Lema 3.3.5, é suficiente mostrar que U(FG/A(G, P)) =
U(F(G/P)) tem periodo limitado. Novamente, para ndo carregar a nota¢do, podemos entéo
considerar que A € um p’-grupo.

Pelo Lema 3.3.6, FG mergulha em M,,(FA), onde n = [G : A]. Logo, é suficiente mostrar
que GL,(FA) tem periodo limitado. Tomando uma matriz M € GL,,(FA), seja H o subgrupo
gerado pelos suportes das entradas de M e M~1. Como G € localmente finito, H é p’-grupo
abeliano finito, e assim, pelo Teorema de Wedderburn-Artin, FH € soma direta de corpos. E
ainda, se m é o periodo maximal de A, cada corpo (sendo finito), serd da forma F(£"), onde &
€ uma m-ésima raiz primitiva da unidade e r € um inteiro positivo.

Sendo k = |GL,(F(£))|, vemos que M* = 1. Como k depende apenas do periodo maximal
de A, entdo U(FG) satisfaz z* = 1.

¢) = a) Claro. O
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