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Resumo

A classificacao, a menos de cobordismo equivariante, das involugoes suaves
(M, T) que possuem um determinado conjunto de pontos fixos F', é um problema
classico na teoria de cobordismo. Esta classificacao vem sendo estudada para varios
casos de I, dos quais destacamos:

Em [6] e [26], P. E. Conner, E. E. Floyd e R. E. Stong realizaram a classifica¢ao
para o caso em que F' é um espaco projetivo real RP", para todo natural n. D.
C. Royster estabeleceu em [24] a classificagdo de involugdes fixando uma uniao
RP™ U RP™, para naturais m,n, com excecao dos casos em que m e n sao ambos
pares e positivos. Em [17], R. Oliveira, P. L. Q. Pergher e A. Ramos classificaram
as involucoes que fixam esta uniao de dois espagos projetivos reais para o caso em
que m = 2 en é par. O caso geral em que m e n sao ambos pares e positivos
permanece em aberto. Em [21], P. L. Q. Pergher e A. Ramos generalizaram os
trabalhos de P. E. Conner, E. E. Floyd, R. E. Stong e D. C. Royster, realizando a
classificacao das involugoes que fixam um espaco projetivo complexo CP™ ou um
espago projetivo quaternionico HP", para todo natural n, e estudando o problema
quando F' é uma uniao de dois espagos projetivos complexos CP™ UCP™ ou de dois
espagos projetivos quaternionicos HP™ U HP", com excegao dos casos em que m e
n sao ambos pares positivos. Neste caso especifico, P. L. Q. Pergher e A. Ramos
estabeleceram esta classificagdo para o caso em que m é uma poténcia de 2 e n é
par. Com excecao deste caso particular, o caso geral em que m e n sao ambos pares
e positivos permanece em aberto.

O objetivo deste trabalho é obter a classificacao em pauta quando o conjunto
de pontos fixos é a uniao de um espaco projetivo real com um espaco projetivo
complexo, RP7 U CP*, para quaisquer j e k, incluindo portanto o caso até entao
em aberto com j e k pares quaisquer. Além disso, estendemos a classificacao para
Zj-acoes no caso em que ambas as dimensoes sao pares e positivas.



Abstract

The classification up to equivariant cobordism of smooth involutios (M,T)
having fixed set F' is a classical problem in cobordism theory. This classification
has been studied for several cases of F', of which we highlight the following:

For ' = RP7, the j-dimensional real projective space, the classification was
established by P. E. Conner, E. E. Floyd and R. E. Stong in [0] and [26]. In [24],
D. C. Royster studied this problem with F' = RP? U RP*, for naturals numbers j
and k, except when j and k are both even and greater than zero. R. Oliveira, P. L.
Q. Pergher and A. Ramos established the classification for F = RP7 U RP* where
j =2 and k is even in [I7]. The general case where j and k are both even and
greater than zero is still open. For F = CP? and F' = HP?, where CP’ and HP?
are the corresponding complex and quaternionic projective spaces, the classification
was established by P. L. Q. Pergher and A. Ramos in [21]. They also established
the classification for F' = CP/ UCP* and F' = HP? UHP*, except when j and k are
both even and greater than zero, but they resolved this problem for the particular
case j = 2' and k even. As in the real case, also for complex and quaternionic
projective spaces, the general case where j and k are both even and greater than
zero is still open.

In this work we deal with the classification, up to equivariant cobordism, of
the pairs (M, T) for which the fixed point set is ' = RP/ U CP*, including the
“hard”case where j and k are both even and greater than zero. We also extend the
classification for Zj-actions in the case that both dimensions are even.
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Introducao

Suponha um par (M, ®), onde M é uma variedade fechada e suave (C*) e ® é uma acéo
suave do grupo Z& em M. Aqui, Z5 é considerado como o grupo gerado por k involugoes suaves
e comutantes 17,75, ..., T. Entao, na literatura, ¢ bem conhecido o fato de que o conjunto de
pontos fixos de @, F', é uma uniao disjunta e finita de subvariedades suaves e fechadas de M (ver
[13]). Se n — F ¢é o fibrado normal de F' em M, entdao n decompde-se sob ¢ em uma soma de
Whitney de subfibrados nos quais Z4 atua como uma de suas representacoes reais, nao triviais
e irredutiveis, as quais sao todas unidimensionais e podem ser descritas por homomorfismos
p: 7k — Zy = {+1,—1} sobrejetores: Z% atua nos reais de tal sorte que g € Z& atua como
multiplicacao por p(g). Em outras palavras,

77:@5;) )
p

onde ¢, é o subfibrado de 1 no qual Z% atua nas fibras como p; isto é, onde cada T; atua
como multiplicagao por p(7}), e onde a soma exclui o homomorfismo trivial 1 € Hom(Zk, Z,).
Alternativamente, ¢, é o fibrado normal de I’ no conjunto de pontos fixos F), do subgrupo
kernel(p) atuando em M. Escrevendo P = Hom(Z5,Z,) — {1}, nés definimos o fixed-data de
(M, ®) como sendo o objeto (F;{e,},ep), ou seja, o conjunto de pontos fixos F' e uma lista de
2% — 1 fibrados vetoriais sobre F indexados por P.

Neste contexto, uma questao natural é a classificacao, a menos de cobordismo equivariante,
dos pares (M, ®) com alguma condigao sobre o fized-data de ®. Em particular, para uma dada
e pré-fixada F', tal questao refere-se a classificagdo dos pares (M, ®) para os quais o conjunto
de pontos fixos é F'. Este é um problema bem estabelecido na literatura, e foi iniciado em
1964 com os resultados de Pierre Conner e Edwin Floyd de [6], com F' = S™ U {pto} e k =1,
F= um espaco projetivo real n-dimensional, RP" com k = 1 e n impar, e F' = um conjunto
finito de pontos isolados e k qualquer. Tais resultados foram obtidos com o uso da Teoria de
Cobordismo Equivariante, introduzida em [6], que estendeu a famosa Teoria de Cobordismo de
1954 de René Thom (a qual proporcionou a ele a Medalha Fields em 1958).

Levando em conta o manancial técnico desta teoria, para ser plausivel de ser atacado, este
tipo de problema requer o conhecimento prévio da K-teoria real de F' ou, mais especificamente,
o conhecimento de todas as classes de Stiefel-Whitney (ou classes caracteristicas) de fibrados
vetoriais sobre F. FEste é o caso dos espacos projetivos real, complexo e quaternionico n-
dimensionais, RP", CP" e HP". Para unificar a notacao, escrevamos K,;P" para o espagos
projetivos n-dimensionais reais (d = 1), complexos (d = 2) e quaternionicos (d = 4), com
dimensao real dn. De fato, se ay € H d(KdP”, Zs) = Zs é o elemento nao nulo, entdo a K-teoria
real de KyP™ pode ser assim descrita: se n é um fibrado vetorial arbitrario sobre K,;P", existe
um natural p > 0 de tal sorte que a classe de Stiefel-Whitney de n é dada por W (n) = (14 aq)?.



Portanto o caso F' = uma uniao disjunta e finita de espagos projetivos tem, na literatura, uma
histéria intensa e ainda longe de ser encerrada, iniciada, como acima mencionado, com o caso
F = RP" onde k = 1 e n é impar, de [6]. Neste caso, P. Conner e E. Floyd provaram que
(M, ®) borda equivariantemente, e com os mesmos argumentos é possivel provar este resultado
referente ao caso k = 1 para F' =K, ;P", d =2 e 4 (n {mpar).

Posteriormente, em [26], Robert E. Stong solucionou o caso F' = RP™ com n par
e k = 1, mostrando neste caso que (M,®) é equivariantemente cobordante a involugao
(RP™ x RP™, twist), onde twist leva (z,y) em (y,x). O mesmo tipo de resultado é vélido
para F' = K P", d = 2 e 4, e provas para tais casos (semelhantes as usadas no caso real) podem
ser encontradas em [10]. Em [3], Frank L. Capobianco resolveu o caso F' = RP" e k > 1 para
todo n > 1, e citou em seu artigo [3] que os mesmos argumentos funcionavam para d = 2 e 4.
Isto fecha o caso F' conexo (one component case).

O caso em que F possui duas componentes (two components case) foi iniciado com o trabalho
de D. C. Royster [24], onde uma classificacao parcial foi obtida para o caso F' = RP" URP™ e
k =1, deixando em aberto apenas os casos nos quais m e n sao pares e maiores que zero (isto
é, D. C. Royster resolveu também o caso F' = RP" URP® = RP™ U {pto} para todo n > 1).
Entre seus resultados, D. C. Royster provou que, se n e m sao impares, entao (M, ®) borda
equivariantemente. O mesmo é valido para os espagos projetivos complexos e quaternionicos,
e provas podem ser encontradas em [9]. Continuando com o caso de duas componentes e
k=1, em [21] e [I7] Pedro L. Q. Pergher, Adriana Ramos e Rogério de Oliveira obtiveram as
versoes complexas e quaternionicas dos resultados de D. C. Royster nao cobertos por [9] (m e
n impares). Especificamente, eles resolveram os casos F' = K;P" UK P™ para d = 2 e 4, onde
m >0 éparen >1¢éimpar, e onde m =0en > 2 épar. Em adicao, eles resolveram o caso
particular do problema deixado em aberto por D. C. Royster, dado por FF = RP" URP™, onde
m = 2% néparen > 2t o qual inclui o caso ' = RP? URP™, m > 4 par, o qual tinha sido
provado em [I7]. Também as versoes complexas e quaternidnicas desses casos foram obtidas em
[21]. Ainda referente ao caso k = 1, se o nimero de componentes de F' é maior que 2, o tinico
caso conhecido é o Bruce Torrence - Dou Huo teorema de [§]: se F' é uma uniao arbitraria de
espagos projetivos reais de dimensao impar, entao (M, ®) borda equivariantemente.

Em resumo, nés temos o caso F' conexo completamente resolvido e, com exce¢ao dos casos
(m,n) = (par,par), m,n > 0 e m # 2° n # 2° o caso onde F possui duas componentes
resolvido para £ = 1. Entao coloca-se o projeto de considerar o caso onde F' possui duas
componentes para k > 1. Nesta diregdo, nds citamos os resultados de P. Pergher de [20] (F' =
RP"U{pto}, n impar e k > 1), [19] (F = RP"U{pto}, n pare k = 2) e [I§] (F = RP"U{pto},
n par e k > 1). Também nds temos os resultados de P. Pergher, A. Ramos e R. Oliveira, obtidos
por juntar [17], [2I] e [15] (F = KyP" UK ;P™, d =1,2¢e4,n > 0parem = 2° ¢ k > 1).
Os métodos utilizados nestes artigos ([20], [19], [18], [21], [I7] e [I5]) nao sao adequados para
os casos onde m > 0, n > 0 e (m,n) # (par,par). Nesta diregdo, recentemente em [2], P.
Pergher, Allan E. R. de Andrade e Sérgio T. Ura introduziram uma nova técnica e provaram
os seguintes resultados, os quais estenderam para & > 1 os mesmos tipos de resultados ja
conhecidos para k = 1: (i) Se (M,®) é uma acio de Z4 k > 1, com conjunto de pontos
fixos FF = RP™ URP™ U ... URP" onde j > 2, cada n; é impar e n; # n; se i # t, entao
(M, ®) borda equivariantemente. (i) Se (M, ®) é uma agao de Z%, k > 1, com conjunto de
pontos fixos F' = K;P" UK,P™, onde d = 1,2 ¢ 4 ¢ n e m sdo impares, entdo (M, P) borda
equivariantemente.

Nesta tese, nossa contribuigao sera situada no contexto mais geral onde F' possui duas
componentes de espacgos projetivos segundo anéis diferentes, F' = KyP" U K. P™, d # e.



Primeiramente, salientamos que ainda nao existem trabalhos publicados na literatura com esse
enfoque, embora varios tais tipos de resultados foram obtidos por P. Pergher em conjunto
com alguns de seus colaboradores (A. Ramos, A. E. R. de Andrade e S. T. Ura), sendo que tais
resultados estao sendo redigidos na forma de artigos a serem submetidos para publicagao. Dessa
forma, para situar nossa contribuicao, explicaremos quais sao tais resultados, mas os mesmos
nao constarao da bibliografia por nao estarem ainda submetidos. Inicialmente, em colaboracao
com P. Pergher, Adriana Ramos atacou e resolveu os casos onde F' = KyP" UK. P™, d # e,
(n,m)=(impar,impar) e (n,m)=(impar,par), com k = 1. Uma parte do caso (n,m)=(par,par)
e k = 1 foi também solucionada, mas os métodos empregados por P. Pergher e A. Ramos
nao foram adequados para resolver esse caso por completo, o qual permaneceu desde entao em
aberto. Em suas teses de doutorado [28] e [I], Sérgio T. Ura e Allan E. R. de Andrade, tendo
como suporte os trabalhos de P. Pergher e A. Ramos atras mencionados e com novas técnicas,
estenderam os resultados citados (n,m)=(impar,impar) e (n,m)=(impar,par), com k = 1, para
o caso em que k = 2. Também na tese de Allan E. R. de Andrade consta a solucao do caso
F =K P"UK P™ (anéis iguais), onde (n,m)=(impar,impar) e (n,m)=(iémpar,par), para k > 1.

Enfatizamos entao que, até o momento, tanto no caso de anéis iguais (d = e) quanto no
caso de anéis diferentes (d # e), o caso (n,m) = (par,par) # (0,0) s6 possui algumas solugdes
parciais. Escreva W = (1+a4)? e W = (1+ ,)? para as classes de Stiefel-Whitney dos fibrados
normais. Nossa contribuicao sera introduzir uma abordagem diferente daquela empregada por
P. Pergher e A. Ramos, onde, diferentemente de concentrar energia nas paridades de n e m
(que obviamente também sao levadas em conta), o foco serd concentrar energia nos possiveis
valores das variaveis n e p, sendo que as variaveis m e ¢ vao sendo dependentes de n e p. Dessa
forma e em linhas gerais, nossa técnica conduzird de forma paulatina os valores das variaveis n
e p aos valores prévios de n e p que ocorrem nos modelos de involugoes descritos a priori, com
tal tipo de conjunto de pontos fixos, de tal sorte que as paridades de m e n, embora ébviamente
sejam levadas em conta, ocupam papel secundario no processo.

Em outras palavras, nossa técnica nao divide a discussdo nos casos (n,m)=(impar,impar),
(n,m)=(impar,par) e (n,m)=(par,par), os quais vao sendo paulatinamente cobertos através
do afunilamento das varidaveis m e p. Por causa disso, nosso método nao permite atacar
separadamente apenas os casos em aberto relativos ao caso (n,m)=(par,par). Em compensagao,
a eficiéncia do nosso método permite elucidar todos os casos de (n,m), incluindo o hard
case (n,m) = (par,par), até entdo em aberto. Ou seja, no que se refere ao caso k = 1,
nossa contribuigao consiste em solucionar por completo o caso em aberto (n,m)=(par,par),
e apresentar uma nova abordagem para os casos ja solucionados por P. Pergher e A.
Ramos, concernentes aos casos (n,m)=(impar,impar) e (n,m)=(impar,par). Em adi¢do, nossa
contribuigdo também contemplard a solucao do caso (n,m)=(par,par), n # m e k > 1; isso serd
obtido com a juncao do caso k = 1 por nos resolvido com as técnicas de P. Pergher e Rogério
de Oliveira de [15]. Finalmente, salientamos que, como serd visto em nosso trabalho, entre
os modelos apresentados relativos ao caso k£ = 1, alguns sao originais e demandaram algum
trabalho técnico para serem consolidados (outros ja eram conhecidos). Também salientamos
que existe algo de promissor em nossa abordagem no que se refere a atacar os casos ainda em
aberto relativos ao caso (n,m)=(par,par).



CAPITULO

1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos ferramentas e resultados, presentes na literatura,
necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores desta tese. Discutire-
mos nocgoes basicas da teoria de bordismo equivariante, desenvolvida por Conner e
Floyd em [6]. Também, estabeleceremos algumas notagoes que serao utilizadas no
estudo desenvolvido nos capitulos seguintes.

Admitiremos que o leitor tenha nogoes sobre topologia diferencial, homologia,
cohomologia, teoria de fibrados e classes de Stiefel- Whitney.

Denotaremos por H,(X) e H™(X) os n-ésimos médulos de homologia e
cohomologia, respectivamente, de um espaco topolégico X, com coeficientes no
corpo Zs = {0, 1}, dos inteiros médulo 2.

Ao mencionarmos variedades, aplicacoes entre variedades e agoes sobre
variedades, ficard subentendido que as variedades, as aplicagoes e as agoes sao
diferenciaveis de classe C*°. Além disso, duas variedades difeomorfas serao tratadas
como iguais neste trabalho.

Utilizaremos n* — X para denotar um k-fibrado vetorial, com fibra R¥, sobre
um espaco X. Os k-fibrados triviais serdao denotados por R¥ — X. Diremos que
um fibrado é nulo, e denotaremos por 0 — X, se a fibra sobre cada componente de
X for o espago vetorial trivial {0}.

Dado um fibrado vetorial n* — X sobre X paracompacto, denotaremos por
W(n*) =1+ wi(n®) +wa(n) + - +wi(n®)
a classe total de Stiefel-Whitney de n*. Para cada i = 0,1, -, k, w;(n*) € H(X)
é a i-ésima classe de Stiefel- Whitney de nF.

Usaremos [M"], para denotar a unica classe de homologia nao nula de H,,(M™),
chamada de classe fundamental de homologia mddulo 2 da variedade M™. Para
cada v € H"(M"), denotaremos por v[M"|s € Zs, o valor de v em [M"]y, chamado
de indice de Kronecker (aqui, estamos supondo M" conexa).
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1.1 Bordismo de Variedades

Quando nao houver citagao, os detalhes omitidos podem ser encontrados em [6].

1.1 Bordismo de Variedades

Dada uma variedade m-dimensional W™ compacta com bordo, sabemos que o bordo W™
de W™ é uma variedade (m — 1)-dimensional fechada, isto é, compacta e sem bordo.

Definigao 1.1.1 Uma variedade fechada n-dimensional M™ borda se existe uma variedade
(n+1)-dimensional W™ compacta com bordo tal que OW™! = M™. Duas variedades fechadas
M™ e N™ sdo cobordantes (ou bordantes) se a unido disjunta M™ U N™ borda.

Para cada n, a relagao de cobordismo dada pela definicio acima é uma relacao de
equivaléncia no conjunto das variedades fechadas n-dimensionais. A classe de equivaléncia
de uma variedade fechada n-dimensional M"™ é chamada de classe de cobordismo de M" e
denotada por [M™]. Denotamos por N,, o conjunto das classes de cobordismo das variedades
fechadas n-dimensionais.

Existe uma operagao bem definida entre os elementos de N, dada por [M"] + [N"] =
[M™UN"] (unido disjunta). Esta operagao prové a N, uma estrutura de grupo abeliano, com a
propriedade de que todo elemento possui ordem 2. Dessa forma N, tem estrutura de Zy-médulo,
cujo elemento neutro é a classe de cobordismo das variedades fechadas n-dimensionais que
bordam. N, é denominado grupo de bordismo ndo-orientado n-dimensional de Thom.

[e.e]

Denotamos por N, a soma direta @/\/’n O produto cartesiano de variedades induz uma
n=0
operagao de produto em N, que nos elementos homogéneos é dada por [M™]-[N"] = [M™x N™"].
Com esta operacao N, possui estrutura de anel graduado comutativo com unidade e, assim,
N, é denominado anel de bordismo nao-orientado de Thom. A unidade deste anel é a classe de
cobordismo das variedades 0-dimensionais formadas por um nimero impar de pontos.

Dada uma variedade fechada n-dimensional M", definimos a classe de Stiefel-Whitney (ou
classe caracteristica) de M™ como sendo a classe total de Stiefel-Whitney do fibrado tangente
TM™ — M™ de M"™, e denotamos por

W(M") =14+ w (M")+ -+ w,(M").
Definicao 1.1.2 Seja M™ uma variedade fechada e considere sua classe de Stiefel-Whitney
W(M"™) = 14+w (M™)+- - -+w,(M™). Dados iy,ia,- -+ ,is naturais tais que iy +is+---+is = n,
o monomio (via produto cup) w;, (M™)w,(M™) - -w; (M™) é um elemento de H*(M™). O valor
Wiy (M )wiy (M™) - - w;, (M"™)[M"]2 € Zs

¢ chamado nimero caracteristico (ou numero de Stiefel-Whitney) de M™ associado ao mondémio
wiy (M™)wiy (M™) - - w;, (M™).

Dessa forma, associada a uma variedade fechada M™, existe uma familia de inteiros
modulo 2 obtida ao considerarmos todos os possiveis monomios w;, (M™)wg, (M™) - - w;_ (M™)
em H"(M").
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Dizemos que duas variedades fechadas M™ e N™ possuem os mesmos niumeros caracteristicos

wiy (M™)wi, (M™) - w; (M™)[M"]y = wi, (N")wi,(N™) - w; (N")[M"]s,

para cada particao iy + 9 + -+ + s = n.
O teorema a seguir relaciona ntimeros caracteristicos e os elementos de N,.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Thom) Uma variedade fechada M™ borda se, e somente se,
todos 0s numeros caracteristicos de M™ sao nulos.

Demonstracgao: Ver [27]. |

Exemplo 1.1.1 Consideremos o espago projetivo real RP™. Usando o Teorema de Thom
acima, a estrutura multiplicativa do anel de cohomologia H*(RP™) e o fato de que W (RP") =
(1+ )", onde a € HY(RP") € o gerador de H*(RP™), pode-se verificar que RP™ borda se,
e somente se, n € impar.

Exemplo 1.1.2 Do mesmo modo que no exemplo anterior, mas usando o fato de que
W(CP") = (1 + B)"*!, onde B € H*(CP™) ¢ o gerador de H*(CP"), pode-se verificar que
CP™ borda se, e somente se, n € impar.

Corolario 1.1.1 Duas variedades fechadas M™ e N™ sao cobordantes se, e somente se, possuem
0s mesmos numeros caracteristicos. [ |

Dessa forma, um elemento de N, é completamente caracterizado pelos numeros
caracteristicos de qualquer um de seus representantes.

Teorema 1.1.2 N, é uma dlgebra polinomial graduada sobre Zo com um gerador em cada
dimensio 0 < mn # 2/ — 1.

Demonstragao: Ver [27]. |

A estrutura de N, é entao determinada pelo teorema acima.

Para cada n par, Thom demonstrou que uma possibilidade de gerador ¢é a classe de bordismo
de RP™. Em [7], Dold apresentou representantes para os geradores no caso em que n é impar,
que sao variedades do tipo %,
Dold, e denotadas por P(i,k). Geometricamente, isto significa que toda variedade fechada
que nao borda, é cobordante a uma uniao disjunta de variedades, cada uma delas sendo um
produto cartesiano envolvendo espacos projetivos reais pares e variedades de Dold. Por exemplo,
qualquer variedade de dimensao 4 que nao borda, ou é cobordante a RP*, ou é cobordante a

RP? x RP? ou é cobordante a RP* U (RP? x RP?).

com ¢ e k apropriados, denominadas variedades de

1.2 Bordismo Singular

Definicao 1.2.1 Seja X um espaco topologico. Uma variedade singular em X € um par
(M™, f) constituido por uma variedade fechada M"™ e uma fung¢ao continua f: M™ — X.
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Definicao 1.2.2 Dizemos que uma variedade singular (M"™, f) em X borda se existem uma
variedade W™t compacta com bordo e uma funcdo continua F : W™ — X tais que
OW™ = M e F|yn» = f. Dizemos que duas variedades singulares em X, (M™, f) e (N",g),
sio cobordantes (ou bordantes), se a unido disjunta (M™ U N™, f U g) borda, onde a unido
disjunta f U g € definida pelas restrigoes (f U g)|yn = f e (fUg)|nn = g.

Fixado um espaco topoldgico X, para cada n a relagao de cobordismo dada pela definigao
acima é uma relagao de equivaléncia no conjunto das variedades singulares n-dimensionais em X .
A classe de equivaléncia de uma variedade singular n-dimensional (M", f) em X é chamada de
classe de cobordismo da variedade singular (M", f) em X, e denotada por [M", f]. Denotamos
por N, (X) o conjunto das classes de cobordismo das variedades singulares n-dimensionais em
X.

Existe uma operacao bem definida entre os elementos de V,,(X), dada por [M™, f]4+[N™, g] =
[M™ U N™, f U g] (unido disjunta). Esta operagao prové a N, (X) uma estrutura de grupo
abeliano, denominado grupo de bordismo n-dimensional nao-orientado de X. O elemento neutro
deste grupo é a classe de cobordismo das variedades singulares (M", f) em X tais que M" borda
e f é constante.

Denotamos por N,(X) a soma direta @Nn(X), chamada de grupo de bordismo nao-

n=»

0
orientado de X. Com a operagao N, x N, (X) — N.(X) dada por [V™]-[M", f] = [V™x M", ¢],
onde g(z,y) = f(y), N.(X) adquire uma estrutura de N,-médulo graduado. Note que
N.({ponto}) e N, sao N.-isomorfos.

A definicao a seguir estende naturalmente o conceito de numeros caracteristicos de
variedades fechadas para variedades singulares.

Definicao 1.2.3 Seja (M™, f) uma variedade singular em X e considere a classe de Stiefel-
Whitney de M"™, W(M") = 1 +wi(M") + --- + w,(M"). Para cada natural m < n, cada
h € H™(X) e cada particao iy,1s,--- ,is de naturais tais que iy + is + -+ + iy = n — m,
0 mondémio (via produto cup) w;, (M™)w;,(M™)---w; (M™)f*(h) é um elemento de H"(M™),
onde f*: H"(X) — H"(M"™) é o homomorfismo induzido em cohomologia por f : M"™ — X.
O walor
wiy (M")wi, (M) - w;,(M™) f*(R)[M™]2 € Zy

¢ chamado nimero caracteristico (ou numero de Stiefel-Whitney) de (M™, f) associado ao

monomio wy, (M™)wg,(M™) - w; (M™) f*(h).

Note que, se tomarmos h = 1 € H°(X), os niimeros caracterfsticos de (M™, f) obtidos por
esta escolha de h corresponderao exatamente aos nimeros caracteristicos de M™.

O teorema a seguir mostra que a classe de cobordismo de (M", f) é completamente
determinada pelos seus niimeros caracteristicos, desde que X satisfaca certa condicao.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Conner-Floyd) Seja X um CW-complexo finito em cada
dimensao. Uma variedade singular (M", f) em X borda se, e somente se, todos os seus nimeros
caracteristicos sao nulos.

Demonstragao: Ver [5], p. 56, 17.3. [ |



1.2 Bordismo Singular

Corolario 1.2.1 Seja X um CW-complexo finito em cada dimensao. Duas variedades
singulares em X sao cobordantes se, e somente se, possuem 0s mesmos numeros caracteristicos.

m
1.3  Bordismo de Fibrados

Definicao 1.3.1 Dizemos que um k-fibrado vetorial n* — M™ sobre uma variedade fechada
M™ borda, se existe um k-fibrado vetorial (¥ — W"*! sobre uma vam’edade Wit compacta
com bordo, tal que OW" T = M™ e (*|ym = n*. Dois k-fibrados vetoriais n* — M™ e 4% — N
sdo cobordantes se a unido disjunta (n* — M™) U (v* — N™) borda.

A relacao de cobordismo dada pela definicao acima é uma relacao de equivaléncia na colecao
dos k-fibrados vetoriais sobre variedades fechadas n-dimensionais. A classe de equivaléncia de
um k-fibrado vetorial n* — M™ ¢é chamada de classe de cobordismo de n* — M" e denotada
por [n* — M™"], ou simplesmente por [n*].

Fixados k e n, considere N,(BO(k)) o conjunto das classes de cobordismo das variedades
singulares n-dimensionais em BO(k), onde BO(k) é o espago universal classificante para fibrados
vetoriais k-dimensionais. Existe uma bijecao natural entre o conjunto das classes [n* — M"] e
N,.(BO(k)), definida da seguinte maneira:

i) Dado [M™, f] em N, (BO(k)), associe a classe de cobordismo do pullback f!(v*) — M",
onde ¥ — BO(k) denota o fibrado universal k-dimensional.

ii) Dada uma classe de cobordismo [p* — M"], associe [M™, f], onde f é uma funcio
classificante para n*, a qual sabemos ser tinica a menos de homotopia.

Dessa forma, podemos ver os elementos do N,-médulo N.(BO(k)) como classes de
cobordismo de k-fibrados vetoriais. Com esta identificacdo, as operagoes em N, (BO(k)) sao
dadas por:

" — M"] + [v* = N"] = [(n* = M™) U (v* = N™)] (uniao disjunta), e

(V] - [n* — M™] = [p!(n*) — V™ x M"], onde py : V™ x M™ — M™ é a projegao na
segunda coordenada.

O elemento neutro de N,(BO(k)) é a classe dos k-fibrados triviais sobre variedades
n-dimensionais que bordam.

Fixemos agora uma classe [n* — M"] identificada com o elemento [M™, f] de N, (BO(k)).
Considere a classe de Stiefel-Whitney de M™, W(M") = 1+ wy(M") + -+ - + w,(M™). Pelo
Corolario , a classe de cobordismo de (M", f) é totalmente determinada pelos seus nimeros
caracteristicos, os quais tém a forma

Wiy (M )wiy (M™) - - - w;, (M) f*(R)[M"]3 € Zs,

com h € H™(BO(k)) e wy(M™)w;,(M")-- wzs(M”) H" m(M") Ocorre que o anel
H*(BO(k)) é a é&lgebra polinomial Zs[w;(v*), wa(v*), -+ wi(v¥)], onde v* — BO(k) ¢é
o k- ﬁbrado universal. Ou seja, cada h € H™(BO(k)) pode ser escrito da forma h =
Zwﬂ Jw;, (VF) - w;, (V7). Agora, lembrando que f!(v*) = n*, temos:

P (ws, () ws, (0F) - w0y, (V0) = wy, (0w, (0F) -+ wj, (0F),
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para cada monomio bésico w;, (V¥ )wj, (VF) - w;, (V*) em H™(BO(k)). Assim, concluimos que
os nimeros da forma

wiy (M™ )wi, (M™) -+ w;, (M")w;, (nk>wj2<77k) o Wy, (nk)[Mnb € Ly,
com iy +ig + - - +ig+j1 + jo + - - - + j, = n, caracterizam a classe de cobordismo de n* — M™.

Definicao 1.3.2 Seja n — M"™ um k-fibrado wvetorial sobre uma variedade fechada n-
dimensional M™. O wvalor

Wiy, (M™wi, (M™) -+ - w;, (M Yw;, (0" Yw, () -+ - wj, () [M™]2 € Zo,

com 1 + 9 + - + 4 + J1 + Jo + -+ + j = n, €é chamado numero
caracteristico (ou numero de Stiefel-Whitney) de n — M™, associado ao mondémio
wiy (M Jwi, (M™) - - wi, (M )wj, (n* )wj, (n*) - - - wj, ().

1.4 Bordismo de Acoes

Definicao 1.4.1 Sejam G um grupo de Lie compacto e M™ uma variedade. Uma agao suave
¢ de G em M", que serd denotada por (M™, @), é uma aplica¢ao suave ¢ : G x M™ — M™ tal
que:

i) ¢(e,m) =m, para todo m € M", onde e € o elemento neutro de G;

1) ¢(g1, d(g2,m)) = d(g192, m), para todos g1,g, € G e m € M".
Uma agdo é livre se ¢(g,m) = m = g = e, para todo m € M™.

Como as definicoes de bordismo de agoes e de acoes livres diferem somente pelo fato
de considerarmos acoes sem restricao no primeiro caso, e apenas agoes livres no segundo,
apresentaremos as defini¢oes simultaneamente. Todas as agdes consideradas serao assumidas
serem suaves, como ja mencionamos no inicio do capitulo.

Defini¢ao 1.4.2 Dizemos que uma acgao (livre) (M™, ¢) borda equivariantemente, se existem
uma variedade compacta W™ com bordo e uma agdio (livre) ® : G x W™ — Wt tais
que OW"™ T = M™ e ®|ym = ¢. Dizemos que duas agoes (livres) (M™ ¢) e (N, 1)) sdo
equivariantemente cobordantes se a unido disjunta (M™UN™ ¢ U1) borda equivariantemente.

A relagdo de bordismo de agoes (livres) dada pela definigao acima é uma relagao de
equivaléncia no conjunto das agoes (livres) (M"™ ¢). A classe de equivaléncia de uma acao
qualquer (M"™ ¢) é denotada por [M™, ¢]. Denotamos por Z,(G) o conjunto das classes de
cobordismo das agoes de G sobre variedades fechadas n-dimensionais, e por N, (G) o conjunto
das classes de cobordismo das agoes livres de G sobre variedades fechadas n-dimensionais.

Existe uma operacao bem definida entre os elementos de Z,(G), dada por [M™, ¢|+[N",¥] =
[M™UN", pUt)] (uniao disjunta). Esta operagao prové a Z,,(G) uma estrutura de grupo abeliano,
denominado grupo de G-bordismo irrestrito n-dimensional. O elemento neutro deste grupo ¢é a
classe de cobordismo [M", ¢] das G-acoes (M", ¢) que bordam equivariantemente (por exemplo,
tome M™ uma variedade que borda e ¢ : G x M"™ — M" dada por ¢(g,x) = x). Denotamos

por Z,(G) a soma GBI”(G) e chamamos de grupo de G-bordismo irrestrito.
n=0
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De maneira andloga, a operagao entre agoes livres dada por [M" ¢] + [N" 9] = [M™ U
N™ ¢ U] (unido disjunta), prové a N,(G) uma estrutura de grupo abeliano, denominado

grupo de G-bordismo principal n-dimensional. Denotamos por N,(G) a soma @Nn(G) e
n=0

chamamos de grupo de G-bordismo principal.

Existe uma estrutura de N,-médulo graduado em Z,(G) (analogamente em N, (G)), dada
pela operagao [V™] - [M™, ¢] = [M™ x V" 4], onde ¥ : G x (M"™ x V") — (M™ x V™) é dada
por ¥ (g, (m,v)) = (¢(g,m),v).

Agora, vamos analisar com mais detalhes o caso particular em que G = Z,, o qual sera
usado neste trabalho. Denotaremos por Id a aplicagao identidade do espago que estiver em
questao no momento.

Definicao 1.4.3 Uma involugao suave T sobre uma wvariedade fechada M"™, denotada por
(M™,T), é uma aplicagao suave T : M™ — M™ tal que T o T = Id.

Notemos que uma involugao suave T' sobre uma variedade fechada M™ define uma agao
suave ¢ de Zy em M", pois podemos identificar o grupo formado por Id e T' com a operagao de
composi¢ao, com o grupo Zy. Assim, (M™, ¢) é uma Zy-agao tal que ¢(0,m) = ¢(Id,m) =m e
#(1,m) = ¢(T,m) = T(m), para todo m € M™. Dessa forma, classes de Zy-bordismo sao classes
de bordismo de involugdes suaves. Por conveniéncia, utilizaremos a notagao [M",T| € Z,(Zs)
ao invés de [M", ¢]. De maneira andloga, utilizaremos a notacao [M",T| € N,(Zs), onde T é
uma involugao suave sem pontos fixos, ao invés de [M", ¢|, onde ¢ é livre.

A partir de agora, admitiremos tacitamente que todas as involucoes serao suaves.

Com esta identificacao acima, podemos reescrever a definicao de bordismo de uma Zs-acao
da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.4.4 Dizemos que uma involugao suave (M™ T) borda, se existem uma variedade
compacta W™ e uma involugao suave S sobre W™ tais que OW™ = M"™ e S|y = T. Duas
involugoes suaves (M™,T) e (N™,T") sdo cobordantes se a unido disjunta (M™ U N™, T UT")
borda.

Dada uma involucao (M"™,T'), o conjunto F' = {x € M™ : T'(x) = x} é chamado de conjunto
de pontos fixos da involugdo T.

Dada uma G-agao qualquer (M", ¢), a teoria de grupos de Lie garante que o conjunto de
pontos fixos de ¢, F|, = {x € M™ : ¢(g,x) = x,Vg € G}, é uma uniao disjunta e finita de
subvariedades fechadas de M™ (ver [13]). Em particular, o resultado é vélido para o conjunto
de pontos fixos de uma involugao.

Por outro lado, dados um grupo de Lie G compacto e uma uniao F' disjunta e finita
de variedades fechadas, é natural questionarmos sobre as classes de cobordismo equivariante
das involugoes que possuem F' como conjunto de pontos fixos. Neste contexto se encontra
o principal objetivo desta tese, que é o estudo da questao acima no caso especifico em que
F = RPJ UCP*, ou seja, o estudo sobre quais sdo as classes de acoes de Z§ que possuem a
unido disjunta RP/ U CP* como conjunto de pontos fixos, conforme vimos na introducao deste
trabalho. Conforme dito também na introducao, Z5 serd considerado como o grupo gerado por
k involucoes comutantes 17, Ts, ..., T}.

10
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1.5 Sequencia de Conner-Floyd

Seja (M™,T) uma involu¢ao sem pontos fixos sobre uma variedade fechada n-dimensional
M™. Entao o espaco de ébitas M™ /T também é uma variedade fechada n-dimensional.

Definicao 1.5.1 Definimos o fibrado linha canonico associado a T' como sendo o fibrado A —
M™ x R
(m7 T) ~ (T<m>’ —7”) ;

M™]T com espago total dado pelo espago quociente X\ = e com projecao

[(m, )] = [m].

Exemplo 1.5.1 O fibrado linha canénico €& — RP™ € o fibrado linha associado a involugdo
antipodal (S™, A) na esfera S™.

A correspondéncia [M™,T] — [A — M"/T] independe dos representantes das classes de
cobordismo e induz um isomorfismo de N,-mddulos entre N, (Zy) e N, (BO(1)) (Ver [5], pag.
71). Em particular, o que caracteriza a classe de cobordismo de uma involu¢ao sem pontos
fixos (M™, T) em N,,(Z2) sao os ntimeros caracteristicos do fibrado linha associado A — M™/T,
chamados de nimeros de involugao de (M™,T).

Se (M™,T) é uma involu¢do que possui conjunto de pontos fixos nao-vazio, entdo M /T
pode nio ser uma variedade fechada (por exemplo, se M = S' C R? e T é a reflexdo em uma
coordenada, entao M /T é o disco D). Assim, nao é possivel caracterizar a classe de cobordismo
irrestrito de tais involugoes utilizando nimeros de involugao, como ¢ feito com involugoes sem
pontos fixos. Uma ferramenta algébrica utilizada para caracterizar as classes de cobordismo de
Z.(Z3) ¢ obtida da Sequéncia de Conner-Floyd, que veremos a seguir.

A partir de um fibrado vetorial dado, podemos construir um fibrado linha canonico como
definido acima, da seguinte maneira:

Seja n* — V™ um k-fibrado vetorial, & > 1, sobre uma variedade fechada n-dimensional
V™. Como o grupo de n* é o grupo ortogonal O(k), podemos considerar o fibrado em esferas
associado a 7%, S(n*) — V", com fibra S*~! e cujo espaco total S(n*) é uma variedade fechada
(n + k — 1)-dimensional. Definimos A : S(n*) — S(n*) como sendo a involugio, sem pontos
fixos, que atua como a antipodal em cada fibra. Chamamos a involugao (S(n*), A) de fibrado
involugdo associado a n*.

A projecao do fibrado 7* induz uma projecio no quociente RP(n*) = S(n*)/A de forma
que RP(n*) — V™ é um fibrado, com fibra RP*~!, e cujo espaco total RP(n*) é uma variedade
fechada (n + k — 1)-dimensional. Este fibrado é chamado de fibrado projetivo associado a nF.

Definicao 1.5.2 Seja n* — V™ um k-fibrado vetorial, k > 1, sobre uma variedade fechada
n-dimensional V™. Definimos o fibrado linha associado a 7%, A — RP(n¥), como sendo o
fibrado linha candnico associado a involugdo (S(n*), A).

Consideremos agora uma involucao 7' : M™ — M™"™ sobre uma variedade fechada n-
dimensional M™. Lembremos que, conforme observamos na Secao , (M™,T) representa
um elemento de Z,,(Zs). Como o conjunto de pontos fixos de T', FF = {x € M™ : T'(z) = z},

¢ uma uniao disjunta e finita de subvariedades fechadas de M™, podemos escrever F' = U Fi,

3=0
onde cada FY é a uniao (eventualmente vazia) das componentes j-dimensionais de F.

11
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Definig¢ao 1.5.3 Seja (n — F) U "= — FJ) o fibrado normal de F em M™. Dizemos
7=0
que n — F € o fixred-data de (M™,T) ou, simplesmente, dizemos que (M",T) fixan — F.

Exemplo 1.5.2 Dada uwma variedade fechada M"™ arbitrdria, o fibrado tangente a M",
TM™ — M™, pode ser realizado como o fized-data de uma involugao. De fato, a involugdo
twist : M™ x M™ — M™ x M™ dada por twist(z,y) = (y,z), V(z,y) € M™ x M™, tem como
conjunto de pontos fixos a diagonal A = {(x,z) : x € M™}, ou seja, uma copia de M™. Temos
que o fibrado normal de A em M"™ x M™ € equivalente ao fibrado tangente TM™ — M™.

Lembremos que, de acordo com identificagao apresentada na Secao [1.3] cada fibrado
n" — FJ representa um elemento de AN;(BO(n — j)) (se F? = (), convenciona-se que
("= — FI] =0).

Consideremos o Zy-mddulo

M, = EPN;(BO(n - j)),

J=0

a aplicacao
j* . In(Z2) — an
dada por j.[M™, T| = Z[n"’j — F7], onde U(n"’j — FJ) é o fized-data da involucao (M™, T);
=0 =0
e a aplicacao
d: M, = N,_1(BO(1)),
que a cada [n — F| = Z[n”_j — F7] € M™ associa [\ — RP(n)] = Z[)\ — RP(n" )] €
=0 =0

N,-1(BO(1)), onde A — RP(n") denota o fibrado linha associado a n"7 — FJ (para o caso
em que j =n, 0 : N,(BO(0)) = N,_1(BO(1)) é o homomorfismo nulo).

Conner e Floyd mostraram que tais aplicagoes estao bem definidas, que sao homomorfismos
e que compoem uma sequéncia exata curta.

Teorema 1.5.1 (Sequéncia de Conner e Floyd) Para cada n, a sequéncia de Zo-mddulos

0= Zn(Zs) 25 M, S N,_1(BO(1)) = 0

€ exata. Mais ainda, O|y,_, (o)) € 0 homomorfismo identidade.

Prova: Ver [0, p. 88, 25.2. [

Veremos agora algumas consequéncias do Teorema [1.5.1]

Exemplo 1.5.3 Se (M™,T) é uma involugdo sem pontos fizos entao [M™,T] =0 em I,(Zs),
pois j.[M™ T] = 0. Este fato também pode ser visto geometricamente: fagamos M™ x [0,1] e
identifiquemos (m,0) com (T (m),0), para cada m € M™. Denotemos por ~ esta identifica¢ao.
Em w, definamos a involucdo T([m,n]) = [T'(m),n]. Entdo M ¢ uma variedade com
bordo, equipada com a involucio T, e seu bordo é M™ x {1} = M™ equzpado com T
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1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Exemplo 1.5.4 Se (M™,T) é uma involugdo cujo conjunto de pontos fizos é uma variedade
™ de mesma dimensao, entdo F™ € a unido das componentes conexas de M"™ em que T atua
como identidade. Além disso, em M™\F", T atua sem pontos fizos. Assim, [M™,T| = [F", T|+
[M™\F™,T| = [F", Id].

Exemplo 1.5.5 Seja (M™,T) involu¢ao com conjunto de pontos fixros F' = U Fi. Se F ndo
§=0

borda (ou seja, existe j tal que FV # () ndo borda) entio (M™,T) ndo borda equivariantemente,

pois j.[M™,T| € necessariamente ndo nulo.

Exemplo 1.5.6 Ndo existe involugio (M™,T) em uma variedade n-dimensional M™, com n >
1, fitando exatamente 1 ponto. De fato, se existisse tal involugdao teriamos j.[M™, T] = [R™ —
{pto}]. Observe que o fibrado linha associado a R™ — {pt} € o fibrado linha canodnico &' —
RP™ 1 sobre RP™!. Logo, teriamos 0j.[M™,T| = [¢! — RP"'] #£ 0 (conforme veremos na
Proposicao , o que contraria a exatidao da Sequéncia de Conner e Floyd.

Corolario 1.5.1 Duas involugées (M™,T) e (V™,S) sao equivariantemente cobordantes se,
e somente se, seus fired-data n — Fr e v — Fs sao cobordantes. FEquivalentemente, duas
involugoes (M™,T) e (V™,S) sao equivariantemente cobordantes se, e somente se, seus fixed-
data possuem 0s mesmos numeros caracteristicos. [ |

Em outras palavras, o corolario acima nos diz que a classe de cobordismo de uma involugao
arbitraria é determinada, via o homomorfismo j,, pela classe de cobordismo do seu fized-data.

Considere um fibrado qualquer n — F' = U(n”_j — F7). Se [ — F] € M,, est4 no nticleo
§=0
de 0, entdao [n — F| = j.[M" T], para alguma involucao (M™,T). Em outras palavras, se
d[n — F] =0, entao n é cobordante a um fibrado que pode ser realizado como um fized-data.
Na verdade, a demonstragao do Teoremal[L.5.1]diz algo mais forte: o préprio n pode ser realizado
como o fized-data de uma involucao. Dessa forma temos que um fibrado cobordante a um
fized-data é também um fized-data. Obtemos assim o seguinte resultado:

Corolario 1.5.2 Um fibrado

n—F =07 - F)

J=0

¢ um fized-data se, e somente se, dn — F|] = 0. Equivalentemente,
n—F =07 - F)
§=0

¢ um fized-data se, e somente se, todos os numeros caracteristicos do fibrado linha

A= RP(n) = J(A = RP(n"7))

J=0

sao nulos. [ |
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1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Exemplo 1.5.7 Sejan — F = U(n”_j — FI) um fibrado que borda (ou seja, cada n™™9 — FV
=0

borda). Entao Oln — F| = 0 e, portanto, existe uma involu¢ao (M™,T) cujo fivred-data én — F

(neste caso (M™,T) borda equivariantemente).

Podemos reescrever o Corolério de maneira mais explicita, utilizando a definicao
de numero caracteristico de um fibrado. Dessa forma temos o resultado a seguir. Em todo
este trabalho, a primeira classe de Stiefel-Whitney de qualquer fibrado linha associado a um
determinado fibrado sera denotada pela letra c.

Corolario 1.5.3 Um fibrado
n—F=J07 - F)

J=0

¢ um fized-data se, e somente se,
n—1
> wi (RP()) - wy, (RP(" ) [RP (" )], = 0 € Z,
§=0

para toda particao i1 + ---is+t=n—1. [ |

Observacao 1.5.1 Os coroldrios acima sao de essencial importancia para o classificacao que
serd feita nos prézimos capitulos. De fato, pelo Coroldrio[1.5.9, uma unido de duas componentes

nn—j nn—k
U
FJ F*

pode ser realizada como o fized-data de alguma involug¢ao suave (M™,T), a menos cobordismo
equivariante, se, e somente se, a uniao dos fibrados linha associados aos fibrados normais

A1 A2

LU
RP(n"7) RP(n"")

borda, ou seja, se, e somente se, 0s fibrados \; — RP(n" ) e Ay — RP(n"*) sdo cobordantes.
Assim, supondo que uma unido de duas variedades fechadas F7 U F* € o conjunto de pontos
fixos de uma involugdo suave (M™,T'), podemos trabalhar com equagoes envolvendo os nimeros
caracteristicos dos fibrados linha associados aos fibrados projetivos correspondentes aos seus
respectivos fibrados normais, a fim de obter alguma informagao relevante sobre (M™,T). Esta
técnica € o ponto de partida para obtermos a classificacao das involugoes que fixam, a menos
de cobordismo equivariante, a unido dos espacos projetivos real e complezo RPJ U CP*.

Para calcularmos os numeros caracteristicos dos fibrados linha associados aos fibrados normasis,
precisamos saber como obter as classes caracteristicas dos espagos RP(n). Isto é obtido através
do sequinte teorema:

Teorema 1.5.2 (Teorema de Borel-Hirzebruch) Sejam n* — M um fibrado vetorial sobre
variedade fechada, e c a classe caracteristica do fibrado linha X — RP(n*) associado an®. Entdo
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1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

H*(RP(n*®)) é um H*(M)-mddulo livre graduado, com base 1,¢,c%,--- ,cf71, e a classe total de
Stiefel-Whitney de RP(n*) é dada por

WRP(1")) = W(M) - ((1+0) +wi()(1+ )" +we(n®) (1 + )7 + -+ wi(nf)) .

Além disso,
4w () F T 4 wa (nF) T 4w (nF) = 0.

Prova: Ver [, p. 75, 21.3. |

Observacao 1.5.2 Supondo que uma unido de duas variedades fechadas F7 U F* € o conjunto
de pontos fizos de uma involu¢ao suave (M™ T), vimos na Observagdo que podemos
trabalhar com equagoes envolvendo os niumeros caracteristicos dos fibrados linha associados aos
fibrados projetivos correspondentes aos seus respectivos fibrados normais, a fim de obter alguma
informagao relevante sobre (M™,T), e sabemos que para obtermos tais nimeros caracteristicos,
precisamos calcular as classes caracteristicas das variedades RP(n"7) e RP(n"~*). Para o
calculo destas classes caracteristicas, vimos no teorema acima que precisamos conhecer as
classes caracteristicas das variedades F7 e F*, e as classes caracteristicas dos fibrados n" =7 —
Fien"* — F* 0 que em geral ndo é uma tarefa fdcil, jd que estes sao fibrados genéricos sobre
as variedades F7 e F*. Mas, no caso especifico estudado nesta tese, RP7 U CP*, veremos na
prozima secao que fibrados genéricos sobre RP? e CP* sdo estdvelmente equivalentes a fibrados
com classes caracteristicas conhecidas, e assim sabemos calcular suas classes caracteristicas.

A seguir, temos um ultimo coroldrio do Teorema [I.5.1] importante para os estudos feitos
nos préximos capitulos.

Corolério 1.5.4 Sejan' — V™ um fibrado vetorial de dimensao 1 sobre uma variedade fechada
V™, o qual é um fived-data. Entdo n* — V™ borda como fibrado e, portanto, V™ borda como
variedade.

Prova: Como 9([n' — V"]) = [p! — V"], segue o resultado. |

1.6 Os Espagos RP" e CP™

Nesta se¢ao enunciaremos alguns fatos muito conhecidos sobre os espacos projetivos RP" e
CP™. A principal referéncia utilizada é [12].

O espaco projetivo real n-dimensional RP™ é uma variedade fechada e conexa, de dimensao
real n, que pode ser vista como sendo o espago quociente

_ Rrt+l — {0} _

~Y

RP" {[z};z € R™, & #£ 0},

onde a relagao de equivaléncia ~ é dada por: x,y € R"™ —{0}, z ~ y se, e somente se, z = a-y,
para algum a € R.
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Por sua vez, o espago projetivo complero m-dimensional CP™ é uma variedade fechada e
conexa, de dimensao real 2m. De maneira analoga a RP", esta variedade pode ser vista como
sendo o espaco quociente

e = 0 e eem w20,

~J

onde a relagao de equivaléncia ~ é dada por: z,y € C™* — {0}, * ~ y se, e somente se,
xr =a-y, para algum a € C.

Em relagao aos grupos de cohomologia destes espagos, ¢ sabido que

Zo, para k =0,1,...,n
0, para k > n

)

H*(RP") = {

Zo, para k =0,2,4,6,...,2m

k my
H*(CP )_{ 0, para k # 2i, 1 =0,...,m

J& em relagao as classes de Stiefel- Whitney, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.6.1 As classes de Stiefel-Whitney dos espacos projetivos RP™ e CP™ sao dadas,
respectivamente, por

W(RP") = (1+ o)™ e W(CP™) = (14 8)"*,
onde o € H'(RP™) € o gerador de H*(RP") e § € H*(CP™) € o gerador de H*(CP™).

Demonstracao: Ver [12]. |

Vimos nos exemplos e [I.1.2) que RP™ borda se, e somente se, n é impar, e que CP™
borda se, e somente se, m é impar.

Para cada n € N, existe um fibrado linha canonico sobre RP", ¢! — RP", associado a
involugao antipodal A sobre S™, segundo a defini¢ao [1.5.1l Também, para cada m € N, existe
um fibrado linha canodnico sobre CP™, ¢2 — CP™, de forma que este fibrado possui dimensao
complexa 1 e dimensao real 2, e cujo espaco total é dado por €2 = {([z],y); [zr] € CP™ e y € [z]}.
De fato, para cada x € CP™, o conjunto {y € [z|} é uma cépia do plano complexo C.

Proposigao 1.6.2 As classes totais de Stiefel-Whitney dos fibrados &' — RP™ e £&2 — CP™
sao dadas, respectivamente, por

W) =1+aeW(E) =1+5,

onde o € H'(RP™) € o gerador de H*(RP") e 8 € H*(CP™) € o gerador de H*(CP™).
Demonstracao: Ver [12]. |

Exemplo 1.6.1 Se TRP"™ — RP™ € o fibrado tangente a RP™ ¢ TCP™ — CP™ € o fibrado
tangente a CP™, entdao seque das proposi¢oes acima que TRP™ @ R — RP"™ € cobordante a
(n+ 1) - RP" e TCP™ @ R? — CP™ € cobordante a (m + 1)&* — CP™.
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1.6 Os Espacos RP™ e CP™

Observacao 1.6.1 Pela estrutura dos anéis de Grothendieck sobre os espacos RP™ e CP™,
todo fibrado n — RP™ ¢ estavelmente equivalente (isto €, equivalente a menos de somas de
Whitney de cdpias de fibrados triviais) a uma soma de Whitney de cdpias do fibrado linha
candnico sobre RP", p¢* — RP™, p > 0, e assim sua classe é W(n) = W(p€') = (1 + a)P.
Da mesma forma, todo fibrado v — CP™ € estavelmente equivalente a uma soma de Whitney
de copias do fibrado linha candnico sobre CP™, q€*> — CP™, q > 0, e assim sua classe €
W(y) = W(g€?) = (1 + B)?. Deste modo, podemos caracterizar o fized-data de uma involugdo
(M™,T) cujo conjunto de pontos fizos é a unido disjunta RP™ U CP™ apenas por especificar
quem sao os numeros naturais p e q. Este fato foi brevemente mencionado na introducao e,
para mais informagoes, vide [12].

Lema 1.6.1 Sejam n — RP™ um fibrado vetorial sobre o espago projetivo real RP™ e v —
CP™ wum fibrado vetorial sobre o espago projetivo complexo CP™, com W(n) = (1 + )P e
W(y) = (14 B)?. Entdo:

i) n — RP"™ borda como fibrado se, e somente se, n € impar e p € par.

i) v — CP™ borda como fibrado se, e somente se, m é impar e q € par.

Prova: Vamos provar o item %), e o item #¢) pode-se provar de maneira analoga.
Suponhamos primeiramente que 7 — RP™ borda como fibrado. Assim, em particular, RP"
borda como variedade e, pelo exemplo [1.1.1], n é impar. Temos que

W(n):(ua)p:i(i?)@i.

i=0
Se p é fmpar, wq(n) = ( 119 ) a = pa = «, e assim w[RP"]y = o"[RP"]; é um nimero
caracteristico nao nulo de n — RP"™, o que contraria a hipétese de que este fibrado borda. Logo

p € par.
Suponhamos agora que j é impar e p é par. Entao RP™ borda como variedade, pelo exemplo
e p = 2t, para algum t € N. Desta forma,

W(n)—(1+oz)p—(1+oc)2t—(1+oz2)t—z<t.)a%.

=0

Observemos que, como s6 existem poténcias pares de a na soma acima, entao a i-ésima
classe w;(n) é nula, para todo i impar. Lembremos que os ntiimeros caracteristicos de n — RP"

sao da forma
Wiy () + o wi () - wy, (RP™) - - wy, (RP™)[RP],

com 21+ ...+t +J1+ ... +j =n.

Como RP™ borda, toda classe w;(RP") é nula, e entdo os numeros caracteristicos
possivelmente nao nulos de n — RP™ sao da forma w;, (n)-...-w;, (n)[RP™]z, com i1 +...+is = n.
Mas n é fmpar, entdo estes nimeros caracterfsticos contém ao menos um dos fatores w;, (1)
com 74, Impar. Portanto, todo ntimero caracteristico de  — RP™ é nulo. Logo, este fibrado
borda. [

Corolario 1.6.1 A soma de Whitney (5 + 1)t — RP7 borda se, e somente se, j é impar.
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1.7 Ferramentas para o calculo de Classes Caracteristicas

Seja (M™ T) uma involucao e considere seu fized-data, n — F = U(n”‘j — F7). Pelo
§=0
Corolario sabemos que, para cada particao i1 +---+1s+t=n—1,

> i (RPO) w0 (RPGP)ERPOI ), = 0 €2,

ou ainda,

ZP(Qw(RP(Un_j))[RP(Un_j)]z =0 € Zs,

=0

para cada p(c, w(RP(n"7)) polinomio homogéneo de grau n — 1 nas classes wy,(RP(n) e c.
Logo, um procedimento razoavel em busca de novas informagoes sobre 7, é utilizar as
igualdades acima para polinomios adequados. Deste modo, pode-se obter pistas sobre a
classificacao pretendida, ou eliminar possibilidades.
Apresentamos a seguir recursos que podem conduzir a equacoes convenientes ou facilitar o
calculo de tais equacoes.

1.7.1 Multiplicagao por poténcias inteiras de (1+c)

Observagao 1.7.1 Seja X um espaco topolégico arbitrdario. A colegcao de todos os elementos
da forma
w=1+w +ws+--- € H(X),

em que w; € HY(X) e o termo de grau zero é 1 € HY(X), é um grupo comutativo com a
operacdo dada pelo produto cup (ver [12]). Dado um elemento w = 1+ wy + wy + -+, 0 seu
inverso (ou dual)

=w=14+w +wy+wsz---,
w

caracterizado pela relagao ww =1 € H*(X), pode ser construido indutivamente pelo algoritmo

n
i=1

Consideremos agora um fized-data n — F = U(n”_j — FI), n > m.
=0
O inverso multiplicativo de 1 4 ¢ em H*(RP(n)) é dado por

I+c= =l4+c+c®+-+"
1+c
lembrando que ¢ = 0 se t > n — 1, pois RP(n) = URP(n”_j ) é uma variedade fechada
=0

(n — 1)-dimensional.

18
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Mais geralmente, para qualquer inteiro d, (1 + ¢)¢ pode ser escrito na forma

(1+ c)d =14ac+ax®+ -+ ap_1" 1,

para certos a; € {0,1}. Assim, fixando um inteiro d qualquer,
(1+¢)"-W(RP(n) = (1 +arc+ -+ an 1" )1+ wi (RP(n)) + - - + w1 (RP(7)))

é tal que sua parte homogénea de grau ¢ é um polinomio homogéneo de grau i nas classes
wys(RP(n)) e c. Logo, escrevendo

(1 + C)d . W(RP(T]n_])) =1 + W;1 + Wi 2 + -+ Wjn—1,

com w;; € H(RP(n™7)), temos que

para cada particao i1 +io + - +is+t=n—1.

A discussao acima fornece entao a técnica de efetuar multiplicacoes por poténcias inteiras
de 1+ ¢, positivas ou negativas, para obter equagoes com nimeros caracteristicos. Esta técnica
foi bastante explorada por Pergher e Stong, em [22], através das chamadas classes W(r]. A
idéia central é que cada parte homogénea de W(RP(n)) pode ser algebricamente complicada,
e a multiplicagao por poténcias de 1 4+ ¢ pode dar origem a partes homogéneas mais simples.

1.7.2 Formula de Conner

Seja n* — M™ um fibrado vetorial (de dimensdo k > 1) sobre uma variedade fechada e
conexa M™. Denotemos W (n*) =1+ v, + vy + - -+ vx. No Teorema de Borel-Hirzebruch
vimos que H*(RP(n*)) é um H*(M™)-médulo livre graduado, com base {1,c,c?, .-+ cf1}
onde ¢ é a classe caracteristica do fibrado linha associado a ¥, sujeita a relacao c* = vic¥~! +
v2ck_2 + 0+ U

Notemos que a, = 0 se, e somente se, a, = 0, para a, € H"(M"). Logo, como
H™(M™) e H"W*=YRP(n*)) sdo isomorfos a Zs, temos a,[M"]y = a,c* [RP(n*)]s, para todo
a, € H"(M™).

Se as € HS(M™), com n < s <n+k— 1, entdo asc" T RP(n*)], = 0, j4 que a, = 0.

Agora, para calcular a,c"*t*=HRP(n*)]; no caso em que 0 < s < n, utilizaremos a seguinte
ferramenta:

ckfl

Teorema 1.7.1 (Férmula de Conner) Para cada as pertencente a H*(M™), onde 0 < s <

n, temos
as, " TFHRP(0M))e = g [M™)a,

onde v; denota o termo homogéneo de grau i do inverso de W (n*), W(n*) = W(lnk‘) =1+7+
4T,
Prova: Ver [4]. [
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Utilizando a Formula de Conner demonstraremos o seguinte resultado, muito utilizado para
facilitar calculos envolvendo classes caracteristicas, realizados nos préximos capitulos.

Proposicao 1.7.1 Sejam n* — M™ um fibrado vetorial sobre uma variedade fechada M™,
k> 1, ep(c,a) uma polinomial da forma

p(C, a) _ Zascn+k_1_87

s>0

onde cada ags € um elemento de H*(M™) e ¢ é a primeira classe caracteristica do fibrado linha
associado a n*. Entdo,

ple, @) [RP(1")]2 = p(1, )W (17%)[M"]s,

onde W (n¥) é o inverso de W (n"¥), e p(1,a) € a polinomial obtida por trocar ¢ por 1 em p(c, a).

Prova: Denotemos W (n*) = 1+ 0, + - -+ + T,.

Observemos que p(c,a) é uma soma de termos homogéneos da forma a,c"*~1=¢  com
dimensao n + k — 1, que é a dimensao da variedade RP(n*). Por sua vez, a polinomial p(1,a)
¢ uma soma de termos da forma a, de maneira que cada a, estd em correspondéncia com o
termo a,c"*17% de p(c, a).

Para mostrar que p(c,a)[RP(n%)]s = p(1,a)W (n*)[M"]5, vamos mostrar a igualdade em
cada termo, ou seja, vamos mostrar que

as,"TFIRP(0M)]e = agW (nkF)[M™],, Vs > 0. (1.1)
Dividiremos esta demonstracao em 3 casos:

i)s>n
Neste caso, como as € H*(M™) ~ {0}, entdo ambos os membros da equagao (|1.1]) sdo zero,
e assim segue a igualdade.

i) s=mn
Aplicando a Férmula de Conner no primeiro membro da equacao (|1.1]), obtemos

ap"FIRP ()]s = ap[M"]s.
Agora, no segundo membro, temos
an(l +Ur+-- _'_En)[Mn]Q = an[Mn]Q + anﬂl[Mn]Z + anﬁn[Mnb = an[Mn]Zu

uma vez que a,v; € H""(M™) ~ {0}, Vi > 0.
Portanto, comparando os membros da equagao, obtemos a igualdade.

i) 0 <s<mn
Como feito no caso anterior, aplicando a Formula de Conner no primeiro membro da equacao

(1.1)), obtemos
a, " TFTISRP(0Y)]e = g [M™s.

Por outro lado, no segundo membro, temos
as(l +U1 4 +5n)[Mn]2 = as[Mn]Q + asﬂl[Mn]Q + o+ asﬁn[Mn]Q = asin—s[Mn]%
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ja que agu;[M"]; = 0 por convencao, se 0 < s+i < n (e assim 0 < i < n—3s), e
asv; € HV(M™) ~ {0}, se s +i > n (e assim i > n — s). Novamente, comparando ambos os
membros da equacao, obtemos a igualdade. |

1.7.3 Quadrados de Steenrod

As operagoes cohomoldgicas Sq', conhecidas como quadrados de Steenrod, sao completa-
mente caracterizadas pelas quatro propriedades a seguir:

Sejam X e Y espagos topoldgicos arbitrarios.

(1) Para cada n e cada i inteiros ndo negativos,
Sq': H"(X) — H"(X)
define um homomorfismo aditivo.

(2) (Naturalidade) Se f: X — Y ¢é uma aplicagdo continua, entdo o diagrama

H(Y) —L H(X)

Sqil lsqi

Hn+z(y) f*; HnJrz(X)
¢ comutativo.
(3) Se a € H"(X) entao Sq°(a) = a, Sq"(a) = a® e Sq'(a) = 0, para todo i > n.

(4) (Férmula de Cartan) Se a e b sao elementos homogéneos de H*(X) e ab denota o
produto cup entre a e b, entao vale a identidade

Sq'(ab) = Z Sq’(a)Sq'~ (b).

Em relagao as classes caracteristicas de um fibrado vetorial, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.7.2 (Férmula de Wu) Se n* — X ¢é um fibrado vetorial sobre um espaco X
paracompacto, e W (n¥) =14+ wy + -+ + wy, denota a classe de Stiefel-Whitney de n*, entao

: L j—i—1+4t
Sq'(w;) = Z ( J + ) Wi Wjtt,

t=0

para v < j.
Prova: Ver [12]. |
A Formula de Wu acima é um recurso técnico adicional no que se refere as técnicas

m
computacionais em discussao. De fato, consideremos um fized-data n — F = U(n”‘j — Fi)e
=0
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vejamos como aplicar as operacoes Sq' para obter equacoes envolvendo niimeros caracteristicos
do fibrado linha A — RP(n).

Seja p(c, w(RP(n))) um polindmio homogéneo qualquer, de grau ¢ < n — 1, nas classes
wys(RP(n)) e c¢. Aplicando as férmulas de Cartan e Wu, e lembrando que cada S¢’
é¢ um homomorfismo aditivo, vemos que Sq¢" ' (p(c, w(RP(n)))) é também um polindémio
homogéneo, agora de grau n — 1, nas classes w;s(RP(n)) e c. Assim, concluimos que

m

> 8¢ (ple, w(RP0))[RP(n" )]s = 0.

=0

Os quadrados de Steenrod possibilitam mostrar que certos elementos simples de H*(RP(n))
sao de fato polinomios nas classes w;s(RP(n)) e ¢, o que poderia ser extremamente dificil
mostrar diretamente.

1.8 Secgoes e o Operador I'

A soma de Whitney de um fibradon — F = U(n”’j — FJ) com o k-fibrado trivial R¥ — F
=0

n
¢ denotada por n @ RF — F = U(n"‘j @ R* — F7). Neste caso, dizemos que o fibrado n @ R*
=0
possui k seccaoes.
Nesta secao apresentaremos resultados que nos permitirao obter um fized-data adicionando
ou removendo seccoes de um outro fized-data. Neste contexto, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.8.1 (Teorema das Secgoes) Se n ® R — F € o fized-data de uma involugao,
entao n — F também pode ser realizado como fized-data de alguma involugao.

Prova: Ver [, p. 85, 24.3. [

Seja (M™,T) uma involugao sobre uma variedade fechada n-dimensional M™, e consideremos
o circulo S'. Sobre o produto cartesiano S' x M™, consideremos o seguinte par de involucoes
comutantes:
Tl(’z?x) = (3,.’13’); TQ(Zax) = (_ZvT(x))a

onde 7 significa o conjugado complexo de z.
Como T ¢ livre de pontos fixos, o quociente

St x M

Vn+1 —
Ty

é ainda uma variedade fechada.

Além disso, como T} e Th sao comutantes, em V"t existe uma involucao 7T, induzida por
Tl.

Definimos o operador I' como sendo o N,-homomorfismo de grau +1, I' : Z,(Zs) — Zy11(Z2),
dado por T[M™,T| = [V Ty].

O teorema seguinte mostra que a classe de cobordismo de (V™! T;) depende somente da
classe de cobordismo de (M",T).
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1.8 Seccoes e o Operador T’

Teorema 1.8.2 Se n — F € o fized-data da involugio (M™,T), entio o fized-data de
L(M™,T) = (V" Ty) é a uniao disjunta

n@dR R
LU
F M"
Prova: Ver [, p. 90, 25.3. [

1.9 Caracteristica de Euler modulo 2
Seja X um C'W-complexo finito.

Definicao 1.9.1 A caracteristica de Fuler médulo 2 de X € definida como sendo o niumero

x(X) Z dimH;(X) (mod 2) Z dimH"(X) (mod 2) € Zs.

Observacao 1.9.1 Se M™ ¢é uma variedade fechada de dimensao n impar, seque da dualidade
de Poincaré que x(M™) = 0.

A caracteristica de Fuler médulo 2 é um invariante de bordismo. Este fato decorre do
Corolario [I.1.1] juntamente com o seguinte resultado:

Teorema 1.9.1 Seja M"™ wma variedade fechada. FEntao x(M™) coincide com o nimero
caracteristico w, (M™)[M"]s,.
Prova: Ver [12], p. 130, 11.12. |

Exemplo 1.9.1 Sen € par, entao
w,(RP") = ( net > o =a",

onde o € o gerador de H*(RP™). Logo, pelo teorema anterior, x(RP") = o"[RP"|y = 1.
Destacamos os seguintes resultados no contexto de involugoes e conjuntos de pontos fixos:

Teorema 1.9.2 Seja (M",T) uma involu¢ao sobre uma variedade fechada M™, com conjunto

de pontos fixos F = U F7. Entdo
=0

3

Prova: Ver ], p. 99, 28.2. [ |

Teorema 1.9.3 Seja (M**,T) uma involu¢io sobre uma variedade fechada M?", com fived-

data
2n—1
n— F= U ("7 — F9).
=0
Se x(M?") =1, entao existe n < j < 2n tal que wa,_;(n*"™7) # 0 € H* I (F7).
Prova: Ver [3], p. 100, 28.3. |
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1.10 Expansao Diddica e o Teorema de Lucas

1.10 Expansao Diadica e o Teorema de Lucas

Definicao 1.10.1 Seja p um numero primo. Dado um numero natural n, definimos sua
expansao p-adica escrevendo n na forma

n:nkpk—l—nk_lpk_l—i—-~-—|—n1p—|—no, onde 0 <n; <p-—1,1=0,--- k.

Por exemplo, a expansao 3-adica do nimero 50 é dada por 50 = 32 +2-32+3 4+ 2, ¢ a
expansao 2-adica do nimero 15 é dada por 15 =23 +22 +2 + 1.

A expansao 2-adica, ou expansao diddica, serd uma ferramenta muito utilizada no estudo
feito nos proximos capitulos. Dado um ntimero natural n, sua expansao diadica é dada por

n=np2" +np 128+ 402+ ng, onde cada n; = 0 ou 1,

que é equivalente a escrever n como uma soma de poténcias distintas de 2. Se n; = 1, para
algum 0 < i < k, dizemos que 2° aparece na expansao diddica de n.

Exemplo 1.10.1 Dado um nimero natural t, a expansao diddica do nimero 28 —1 € dada por
2t 1 =214 2t2 .. 1241
De fato,
o1 9t=24 492 1o {4 ] —9tliot2 4. 4192102 ot-l ot-24 193,93 . _ ot
Exemplo 1.10.2 Dados dois naturais a e b tais que a > b, temos que
90 b — obga=b _gb _ 9b(ge=b _ 1) — gb(ga=b=l  ga=b=2 L . 4 q)

— 2@—1 + 2&—2 et 2b+1 + 2b‘

Teorema 1.10.1 (Teorema de Lucas) Seja p um nimero primo, e tomemos a e b em suas
expansoes p-ddicas:

akpk+ak_1pk—1+..._|_a1p+a0, onde0<a; <p-—1,1=0,---,k,
b = bpp" + b p" 4 bip by, onde 0<b; <p—1,i=0,--- k.

()= () () () (i) o

) =0 sempre que a < b.

Entao,

, . [ a
sequindo a convengao ( b
Prova: Ver [11]. |

onsesvans e ()= (1) (1) = timoazre (0) =0 a2

Dessa forma, em relagao a expansao diadica, o Teorema de Lucas quer dizer que, dados dois

naturais a e b, entao =1 (mod 2) se, e somente se, toda poténcia de 2 que aparece na

a
b
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1.10 Expansao Diddica e o Teorema de Lucas

expansao diadica de b também aparece na de a, ou seja, a expansao diddica de b estd contida
na expansao diadica de a. Em varios cdlculos envolvendo ntimeros caracteristicos, é importante
determinar a paridade de coeficientes binomiais e, assim, o Teorema de Lucas é extremamente
util neste contexto.

Definicao 1.10.2 Seja n um niumero natural e consideremos sua expansao diddica
n=apl + a2 + ay2® + as2® + -+ a,2", coma; € {0,1}, V0O <i <t

Definimos o numero natural p(n) como sendo a quantidade de elementos nao-nulos a; da
expansao diddica den (0 < p(n) <t —1).

Exemplo 1.10.3 Dado um nimero natural t, temos que p(2') =1 e p(2' — 1) =t.

1.11 Bordismo de Acoes de Z5

Nesta secao vamos apresentar particularidades sobre o bordismo de acoes de Z5. Detalhes
e demonstragoes podem ser encontrados em [14], p. 29-45.

Na Secao vimos a defini¢do de bordismo de uma agao suave (M",¢) de um grupo de
Lie G sobre uma variedade fechada M™. Vimos também que toda agao do grupo Z, sobre
uma variedade fechada M™ pode ser identificada com uma involugao 7" sobre M™, denotada por
(M™,T), determinando assim o conceito de bordismo de involugdes.

Por uma questao de notagao, nesta se¢do vamos considerar Zs = {1, —1}, onde 1 é o elemento
nulo e —1 é o nao-nulo.

Consideremos o grupo Z5 = Zy ® Zy @ - - - ® Zy (k-vezes) e (M", ¢) uma agao do grupo Zk,
ou uma Zk&-ag¢do, sobre uma variedade fechada M™. Dada uma colecido ordenada Ty, Ty - - , T}
de involugoes diferenciaveis comutantes definidas em M", considere o grupo gerado por estas
involugoes, G =< Ty,---,T} >, com a operacao de composicao o. FExiste um isomorfismo
natural entre Z& e G, associando cada involugdo T; com o elemento (1,---,1,—1,1--- 1)
(i-ésima coordenada nao nula) de Z5. Desta forma, uma acao de Z4 pode ser entendida como
uma cole¢ao ordenada 14,715 --- , T} de involugoes diferencidaveis comutantes definidas em M",
de acordo com a introdugio. Denotaremos uma Z5-acao sobre M™ por (M™; Ty, Ty, -+, Tj).

Observagao 1.11.1 Se o : G — G € um automorfismo entao (M",¢) = (M"™; Ty, Ts,--- ,Ty)

e (M™ ) = (M", 011,013, ,0T)) sao agoes diferentes. Assim, quando damos uma agdo
(M™, Ty, Ty, -+, Tk) estamos dando também uma base ordenada (Ty,Ts,--- ,Ty) para G, que
significa associar cada elemento Ty € G com o elemento (1,---,1,—1,1--- 1) € Z§ (i-ésima

coordenada ndo nula), como vimos acima.

Queremos estudar o fired-data de uma Zk-acdao. Na introducao, este conceito foi citado,
embora de forma mais concisa. Daremos agora detalhes mais apurados sobre o mesmo, com o
objetivo de facilitar a compreensao dos resultados por nés obtidos.

Para isso, precisamos primeiramente introduzir a nogao de lista de fibrados.

Defini¢ao 1.11.1 Uma lista de fibrados (M™;n,--- ,ns) € um objeto constituido por uma
variedade n-dimensional M™ e s fibrados wvetoriais ordenados sobre M"™, com dimensdes
T T
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1.11 Bordismo de Agoes de Z&

Definicao 1.11.2 Dizemos que uma lista de fibrados (M™;n,,- -+ , 1) borda simultaneamente
se existem uma variedade (n + 1)-dimensional W™ compacta com bordo, e fibrados vetoriais
Ciy o, Cs sobre W™ tais que OW™ T = M™ e (;|M = n;, para cada 1 < i < s. Dadas duas
listas (M™;my, -+ ,ms) e (N™; v, ,Vs), dizemos que elas sao simultaneamente cobordantes
(bordantes) se a unido disjunta (M™U N™;ny Uy, -+ ,ns Uvs) borda simultaneamente.

Observemos que a definigdo acima implica que, se duas listas (M";n,---,7ns) €
(N™; vy, -+ ,vs) sao simultaneamente cobordantes, entdo n; — M™ é cobordante a v; — N",
para todo i. Mas se ; — M"™ é cobordante a v; — N™, para todo ¢, nao é necessariamente
verdade que ocorra o bordismo simultaneo. Isso porque, na definicdo acima, todos os fibrados
(; estao sobre a mesma base W, e o bordismo entre cada fibrado separadamente poderia usar
uma base diferente para cada 1.

Notemos também que o cobordismo simultaneo entre duas listas implica que os fibrados
totais obtidos pelas somas de Whitney 1 &---&ns — M ev; & --- S vy — N sao cobordantes
como fibrados. Mas a reciproca nao é verdadeira, como podemos ver no exemplo a seguir:

Exemplo 1.11.1 Seja \' — S o fibrado linha canénico. Entdao pode-se mostrar facilmente,
através de cdlculos de nimeros caracteristicos, que \' © \! — S é cobordante a R ®R — S,
apesar de no caso naio haver cobordismo simultaneo, jd que \! — S nao € cobordante a R — S*.

Para cada n, a relagao de cobordismo simultaneo é uma relacao de equivaléncia no conjunto
das listas de fibrados sobre variedades fechadas m-dimensionais. A classe de equivaléncia
de uma lista de fibrados (M";n;,--- ,ns) é chamada de classe de cobordismo simultineo de
(M™;m1, -+ ,ms), e denotada por [M™;ny,--- ,ns]. Denotamos por Ny, ry... -, 0 conjunto das

classes de cobordismo simultaneo de listas de s fibrados ordenados, com dimensoes rq, 7y, - -+ , T,

o
sobre variedades fechadas n-dimensionais, e por Ny .o s = @Nnmm,...,rs, o conjunto das

n=0
classes de cobordismo simultaneo de listas de s fibrados ordenados, com dimensoes rq, 7y, - -+ , T,

sobre qualquer variedade.
A associacao
[Mn;nh e 7778] — [an (fla te 7f8)]7

onde cada fungao coordenada f; : M™ — BO(r;) é uma funcao classificante para o fibrado
n; — M", induz uma bijecao entre Ny vy r, € Nu(BO(1r1) X BO(rg) X -+- x BO(ry)). Esta
bije¢ao permite introduzir uma estrutura de grupo abeliano a cada N, 1y ... ., COM a Operagao

[M"5m1,- - ms] + [N 01, ] = [MPUN™ i U, - s U g,
unido disjunta, e uma estrutura de M,-mdédulo a Ny, 1, .. »,, cOM a operagao
VoM™, ons) = [V X M5 pol(m), -+ ()]

onde py : V™ x M™ — M™ é a projecao na segunda coordenada.

Como vimos no Teorema , uma classe [M", f] é totalmente determinada pelos nimeros
caracteristicos de (M™, f). Assim, uma classe [M™;n, - ,ns também serd totalmente
determinada pelos ntiimeros caracteristicos, através da associacao feita anteriormente. De acordo
com a associacao acima, temos o seguinte teorema:
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1.11 Bordismo de Agoes de Z&

Teorema 1.11.1 Seja (M™;n,--- ,ns) uma lista de fibrados sobre a variedade fechada M™,
com W(M™) =1+w;+---+w, e W(n) =1+vi+---+0., para cada 1 < i < s. Os niimeros

caracteristicos de (M™;ny,--- ,ns) sdo nimeros da forma
Wi W; ...w.ful ful "'Ul ...US ,US ...fU‘S [Mn] EZ
172 g1y Vi1 J, Js1 “Jsg Jsi 2 25

com iy + Xj1, + -+ Xjs, = n.
Prova: Basta observar o efeito da induzida em cohomologia da aplicacao f; X fo x -+ x fs. B

Observemos que os numeros caracteriticos de cada fibrado 7; estao entre os numeros
caracteristicos de (M"™;n,---,ns). Dessa forma, bordismo simultaneo implica no bordismo
de cada fibrado componente da lista, como ja foi dito anteriormente. Informalmente falando,
os numeros caracteristicos de uma lista de fibrados sao provenientes de produtos arbitrarios
envolvendo classes tangenciais de M™ e classes caracteristicas dos componentes da lista.

Agora, vamos desenvolver o conceito de fized-data de uma acao do grupo Z& em uma
variedade fechada.

Consideremos uma agao de Z&, (M™,¢) = (M™; Ty, Ty, -+ ,T}). Sejam Fr. o conjunto de
pontos fixos da involucao 7; sobre M", para cada i =1,--- , k, e F; o conjunto de pontos fixos
da Z4-agao ¢ sobre M™, ou seja, Fy = ﬂle Fr,. Dado um ponto =z € Fj fixado temos a sua
derivada em x, para cada T;, que define uma transformagao linear T/(x) : T, M — T, M, onde
T, M é o espaco tangente a M"™ em z. O que ocorre é que o fibrado normal 1 de F; em M" se
decompoe em uma soma direta

2k—1
n= @ €4
j=1
de 2% — 1 subfibrados €4;, A;j varrendo todas as sequéncias (a1, as, - ,ax), a; = £1, exceto
(1,1,---,1), e onde cada €4, é caracterizado como sendo o subfibrado de 7 no qual cada T}

atua como a;. Este fato motiva a seguinte definicao:

Definigao 1.11.3 Dada uma agdo de 75, (M",¢) = (M"™, Ty, Ty,--- ,T}), definimos o seu
fized-data como sendo a lista de fibrados (Fy,ca,,€4,," ,8A2k_1), onde A; percorre todas as
2% sequéncias (ay,as, -+ ,ay), a; = *£1, exceto (1,1,---,1), e as sequéncias sao inderadas da
sequinte maneira: para cada inteiro 0 < j < 28—1, seja Bj = biby - - - by a representagao bindria
de j com k algarismos. Entio A; = (a1, aq,- -+ ,ayi), sendo a; = (—1)".

Observacao 1.11.2 A definicao acima estd de acordo com a introducdo, onde os subfibrados
do fired-data foram indezados pelos homomorfismos ndo triviais p : Z5 — Zo. De fato, dado um

tal p, ele gera a lista (p(1T1), ..., p(Tk)), € dada uma tal lista (ay, ..., ax), obtemos o homomorfismo
nao trivial p : Z5 — Zy dado por p(T;) = (—=1)%, i =1,2, ..., k.

O teorema abaixo, decorrente de [25] e citado na introdugdo, mostra a conexao entre os
conceitos de bordismo de Z5-acoes e bordismo simultaneo de uma lista de fibrados.

Teorema 1.11.2 Duas Z5-acoes sdo bordantes se, e somente se, seus fized-data forem
simultaneamente bordantes. [

Corolério 1.11.1 Se (M",¢) € uma Z5-acao tal que Fy = () entio (M™, $) borda. [
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1.11 Bordismo de Agoes de Z&

1.11.1  Z5-acdes especiais

Agora, vamos apresentar a construcao de algumas Z-acdes especiais em variedades que, em
geral, sao obtidas de uma involucao a partir de um processo iterativo. Mais detalhes podem
ser encontrados em [14], p. 29-45.

Definicao 1.11.4 Dada uma variedade M, definimos a involucao twist sobre M x M por
twist(xq1,x9) = (x2,x1). Entdo (M x M;twist) é uma Zs-a¢do, chamada de Zo-agao twist.

Teorema 1.11.3 O fized-data da Zo-agao twist é (A, TM), onde A € a diagonal de M x M,
difeomorfa a M, e TM ¢ o fibrado tangente a M.
Prova: Ver [14], p. 40. |

Definigao 1.11.5 Seja M uma variedade. Definiremos indutivamente uma Z5-acio sobre
M2 =M x -+ x M (2¥-cépias), chamada de Z5-acio twist.

e Para k=1, ¢ a Zs-acao twist.

e Para k = 2, (M x M x M x M;T,,T;), onde T\ = twist X twist e Ty é dada por
Ty (1, T2, T3, 4) = (T3, T4, 1, T2), € a Z3-agdo twist sobre M* = (M x M) x (M x M).

e Suponhamos definida recursivamente a Z5 '-acdo twist (Mzkfl; Ty, - Te1).

k k—1 k—1 . k—1 k—1 k—1 k—1
e Observando que M* = M?*" x M* | definimos T) : M*~ x M* — M?*  x M*

para 1 < i < k—1, por T} =T, xT;, e T} : M2 M2 o M2 < M2 por

Tl(x,y) = (y,z). Entao (M?":T/,--- | T}) € a Zk-agdo twist sobre M?*, por definigio.
Teorema 1.11.4 O fized-data da Z5-acdo twist definida acima é (M, TM,--- , TM) (28 —1
copias de TM ).

Prova: Ver [14], p. 42. |

Introduziremos agora outra agio de Z%, que é construida a partir de uma involugao dada.

Defini¢ao 1.11.6 Seja (M,T) uma involu¢io com fized-data n — F. Vamos definir uma
Zk-agao sobre M2 a partir de T, a qual vamos denotar por [¥(M,T). Recursivamente,
o T1{(M,T) = (M;T)

2k=2,

e Suponhamos definida Tt (M, T) = (M* Ty, , Th_1).

o Observando que M* " = M* ™ x M?*, sejam T/ : M* 7 x M** — M?* x M*
dadas por T = Ty x T;, para 1 < i <k—1, e T} : M* > x M** — M?" 7 x M?"” dada
por T)(z,y) = (y,z). Definimos TF(M,T) = (M, T},--- | T}).

Podemos observar que TF(M,T) = (M. T x - x T (2" — vezes), ZE™! — twist). Em
relacao ao fized-data desta agao, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.11.5 O fized-data da Z5-agio T3 (M, T) definida acima é (F,ea,,- -+ ,ea, ), onde
A; percorre todas as sequéncias (ay,as,- -+ ,a;) com a; = £1, exceto (1,1,---,1) (conforme a
defini¢ao , de modo que os fibrados € 4, tém a sequinte descrigdao: para cada representagdo
A; = (a1,a9,- - ,a;), temos:

i) Se ay = —1 (temos 287! representacées deste tipo), entio ea, = 1, onde n — F € o
fized-data de (M,T).

ii) Se a; = 1 (temos 2871 — 1 representagdes deste tipo), entdo ea, =TF, onde TF — F ¢
o fibrado tangente a F.

Prova: Ver [14], p. 43. |

Teorema 1.11.6 Seja (M, ¢) = (M;Ty,--- ,Ty) uma Z5-a¢ao com fized-data (Fy,ea,, - - - €Ay )
Entio o fized-data da Z5™'-acio (M,v)) = (M;Ty,--- Ty, Id), onde Id € a involugdo

identidade, € (Fy,ep,,- " ,€p,,, ) = (Fy€a,,0,€4,,0,-++ €4, ,0,0) (2% fibrados nulos
acrescentados aos 28 — 1 fibrados do fived-data de ¢), ou seja, se By = (A;;,—1) ou B; =
(1,1,---,1,—1) entao ep, € o fibrado nulo, enquanto que se B; = (A;,1) entao ep, = €a,.

Prova: Ver [14], p. 44. [ |

Aplicando o teorema anterior repetidas vezes, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.11.2 Seja (M, ¢) = (M;T,--- ,T}) uma Z&-ac¢do com fized-data (Fy,ea,, - - €Ay )
Entdo o fired-data da Z5**-acdo (M,v) = (M;Ty,--- Ty, Id,--- ,Id), onde foram acrescen-
tadas s identidades, é (Fy,ep,, -+ ,€p,,, )= (Fp,€a,,0,++,0,64,,0,-++,0,64, ,0,---,0,0)
(2° — 1 fibrados nulos acrescentados ao lado de cada €4, e mais o fibrado nulo €n ... 1,-1,
totalizando (2% — 1)(2% — 1) + 1 fibrados nulos acrescentados ao fized-data de ¢), ou seja, se

Bi = (Ai,bky1, -+ bges), com by = —1 para algum 1 <i < s ou B; = (1,1,--- ,1,—1) entao
ep, € o fibrado nulo, enquanto que se B; = (A;,1,1,--- 1), entdo ep, = €4,.
Podemos observar que, se A; = (a1, a9, - - - , ax) e, para algum ¢, tivermos a;, = —1 e T; = Id,

entao €4, ¢é o fibrado nulo.
Aplicando o corolario acima as Z4-agoes definidas anteriormente, obtemos novas agoes:

Defini¢ao 1.11.7 Dados uma involu¢io (M,T) com fized-data n — F e um inteiro
1 < t < k definimos a Z-acio TFH(M,T) sobre M* ™" da sequinte forma: se TY(M,T) =
(M* ™ Ty,--- | Ty), fazemos TF(M,T) = (MQtil;Tl,--- STy, Id, -+ 1d) (k — t identidades
acrescentadas a T't).

Pelo Teorema [1.11.6[e Corolario [1.11.2] concluimos o seguinte resultado:

Teorema 1.11.7 O fived-data de T¥(M,T) tem a sequinte descricio: para cada representacio
A; = (a1, ,ax) conforme a definigao lembrando que Ty =T x --- x T, temos:

i) Sea; =1 parai >t e sea; =—1 (temos 2"~ representacies deste tipo) entio €4, = 1.

ii) Sea; = 1 para i >t e se ap = 1 (temos 271 — 1 representagoes deste tipo) entao
5Aj =TF.

iii) Se a; = —1 para algum i >t (temos 2% — 2t representacies deste tipo) entdo ea; = 0.
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1.11.2  Z5-acoes sobre variedades que possuem a propriedade H

Vamos descrever agora um resultado obtido por P. L. Q. Perger e R. Oliveira em [15], que
permite conhecer todas as Z5-acoes existentes sobre uma unido de duas variedades fechadas, a
menos de cobordismo equivariante, desde que estas variedades possuam uma certa propriedade,
chamada propriedade H. Tal propriedade foi introduzida por P. L. Q. Perger e R. Oliveira em
[16].

Definicao 1.11.8 (Propriedade H ) Seja F™ uma variedade fechada n-dimensional. Dizemos
que F™ possui a propriedade H se wvale o sequinte: se N™ € uma variedade fechada m-
dimensional com m > n, e T : N™ — N™ € uma involu¢do cujo conjunto de pontos fixos
¢ igual a F™, entao m = 2n.

Sao exemplos de variedades com a propriedade H: os espacos projetivos real, complexo e
quaternionico com dimensao par, RP?", CP?" e HP?", a soma conexa de duas cépias de RP?*",
RP?"#RP?"  a soma conexa de qualquer ntimero de cépias de S™ x S™, onde S™ é a esfera
n-dimensional, e n nao é uma potencia de 2, qualquer variedade bidimensional que nao borda
e qualquer variedade 4-dimensional cujo grupo fundamental é zero.

Dada uma Z&-acao (M, ¢) = (M;Ty,- -+ ,T), podemos obter uma colecao de novas Z4-acoes,
da seguinte maneira: primeiramente, cada automorfismo o : Z& — Z5 fornece uma nova Z&-
acao, dada por o(M, ¢) = (M;0Ty,--- ,0T}), como vimos na Observacao Em seguida,
P. L. Q. Pergher provou em [18] que, se (M, ¢) possui fived-data (F,ea,," - ,€ or_,) € um dos
seus fibrados componentes €4, ¢ isomorfo a uma soma de Whitney 5f4j @R, onde R — F ¢
o fibrado linha trivial, entdo existe uma Z&-acao (N, ) cujo fized-data é (F, fra,, - [ yor 1),
onde ji4, = €4,, para todo i # j, e ps;, = 524],. Em outras palavras, a partir do fized-data de
uma Z5-acdo, podemos obter novo fired-data de Z5-acoes através do processo de remocio de
secgoes.

Desta forma, dada uma involucdo (M,T), podemos obter uma cole¢ao de Zi-acdes por
aplicar as operagoes ol'¥(M,T), para cada 1 < t < k e para cada 0 € Aut(Z}), onde as
Zk-agoes TH(M,T) sao as definidas na Segao , e em seguida por remover as possiveis
seccoes dos resultantes fibrados componentes do fized-data.

O que ocorre é que, se (M, T) e (N, S) sao involugoes equivariantemente cobordantes, entao
as agoes obtidas por remover as mesmas secgoes de oI'F(M,T) e oT¥ (N, S) sdo ZE-cobordantes,
e a reciproca também ¢é verdadeira. Além disso, se (M, T) fixa F, entdao toda Z§-acao obtida
como acima fixa F'.

Agora, dada uma variedade fechada F', denotemos por A;(F') a colegao de todas as classes
de cobordismo de involugoes [M,T], contendo um representante que fixa F. Fixado k > 1,
obtemos entao a colegao Ax(F), formada pelas classes de cobordismo de agoes de Z5 obtidas
a partir de A, (F') via o procedimento acima. Ou seja, para cada [M,T] € A;(F'), obtemos a
familia de classes de cobordismo de acoes de Z5,

{[oTF(M,T)], 1 <t <k, o€ Aut(Z5)},

e a seguir a familia (eventualmente maior, no minimo igual) obtida a partir desta, removendo
paulatinamente todas as secgoes dos fized-data. Pode ser que esta familia nao seja a colecao
completa de classes de cobordismo de Z5-acdes fixando F. Caso ela seja, F ¢ dita satisfazer
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1.11 Bordismo de Agoes de Z&

a propriedade Py(F), conceito que foi introduzido por P. L. Q. Pergher e R. Oliveira em [15].
Ou seja, dada F', Pg(F') é ou nao valida. Em [15], P. L. Q. Pergher e R. Oliveira provaram o
seguinte teorema:

Teorema 1.11.8 Se F = K U L é uma uniao disjunta de duas variedades que satisfazem a
propriedade H, com dim(K) # dim(L), entao Px(F) € vdlida.

No ultimo capitulo desta tese, utilizaremos o teorema acima para classificar, a menos de

cobordismo equivariante, as Z5-acoes que fixam a unido dos espacos projetivos real e complexo,
RP/ UCP*, com j e k ambos pares e positivos, e j # 2k.
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CAPITULO

2

Modelos de Involucoes Fixando RP? U CcpPk

O principal objetivo desta tese é classificar, a menos de cobordismo equivariante,
as acgoes de Z& que possuem a unido RP? U CP* como conjunto de pontos fixos.
Para k = 1, esse problema serd resolvido em todos os casos. Para k > 1, usando
o caso k = 1 e técnicas de [I5], o problema sera resolvido para j e k pares, com
j # 2k. Neste sentido, alguns modelos de involucoes com o fized-data em questao,
encontrados em nosso trabalho, sao bem conhecidos. Mas alguns sao novos modelos.
Neste capitulo, exibiremos alguns modelos bem conhecidos utilizados em nossa
classificacdo, apresentaremos dois novos modelos de involucoes fixando RP/ U CP¥,
especificamente as involugoes I'(CP*, conjugacao) e uma uniao de duas involugdes
fixando {pto} URP? e {pto} U CP* e mostraremos que estes dois tiltimos modelos
sao efetivamente novos.

2.1 Alguns Modelos Conhecidos

Nesta secao, exibiremos alguns modelos, presentes na literatura, de involucoes fixando
RPJ U CP*, para especificos j e k, que participarao da classificacao pretendida.

Seja (M™,T) uma involugao suave com fized-data

nm—j ,Ym—Zk’
LU
RP7 CP*

Pela Observacao podemos considerar que, a menos de cobordismo, o fized-data de
(M™T) é
pfl D Rm—j—p q€2 D Rm—2k—2q
Lu L
RP? CP*
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2.1 Alguns Modelos Conhecidos

e assim, W(n™7) = (1 + a)?, para algum natural p, onde o € H'(RP?,Zy) é o gerador de
H*(RPI|Zy), e W(y™=2k) = (14 3)9, para algum natural ¢, onde 3 € H*(CP*,Z,) é o gerador
de H*(CP*,Z,).

Exemplo 2.1.1 Se um dos fibrados componentes do fized-data de (M™,T) borda entao, pela
Sequéncia de Conner-Floyd, (M™,T) é cobordante a uma involugdo que fiza apenas um dos
espacos projetivos, e este caso € bem conhecido.

O caso em que (M™,T) fixa um espago projetivo real RP? foi estudado por P. E. Conner,
E. E. Floyd em [6], e R. E. Stong em [26]. Eles provaram que, se j é impar, (M™,T) borda
equivariantemente, ou seja, seu fized-data borda. Nesse caso, qualquer codimensao é realizada;
em particular, para cada t = 0,1,2, ..., Rt — RP7 ¢ o fized-data de uma involugao (N’*¢ S). Se
j é par, uma involucao fixando RP? ou é cobordante & involugao (RP?,identidade) (neste caso
m = j), ou é cobordante a (RP? x RP?, twist) (neste caso m = 2j), onde twist : RP7 x RP7 —
RP?J x RP7 ¢ a involugio twist(z,y) = (y, ), V(z,y) € RPY x RPJ, vista na definicdo [1.11.4]

A. Ramos, sob orientagao de P. L. Q. Pergher, classificou em [23] o caso em que (M™,T)
fixa um espaco projetivo complexo CP*. Se k é fmpar, (M™,T) borda equivariantemente, ou
seja, seu fired-data borda. Nesse caso, qualquer codimensao é realizada; em particular, para
cada |l = 0,1,2,..., Rl — CP* é o fized-data de uma involucao (V?**1 S"). Se k ¢ par, uma
involugao fixando CP* ou é cobordante & involugao (CP*,identidade) (neste caso m = 2k), ou é
cobordante a (CP* x CP*, twist) (neste caso m = 4k), onde twist : CP* x CP* — CP* x CP*
é definida por twist(x,y) = (y, ), ¥(z,y) € CP* x CP*.

Vimos no Lema que ™7 — RP7 borda se, e somente se, j é impar e p é par, e que
ym=2k — CP* borda se, e somente se, k é impar e ¢ ¢é par.
Logo, se j é impar e p é par, temos os seguintes casos:

e Se k é fmpar, (M™,T) é cobordante a (V?**! S") para cada |l =0,1,2,....

e Se k é par, ou (M™,T) é cobordante a (CP*,identidade) (neste caso m = 2k), ou ¢é
cobordante a (CP* x CP*, twist) (neste caso m = 4k).

E se k é impar e ¢ é par, temos as seguintes possibilidades:
e Se j é impar, (M™,T) é cobordante a (N7*¢ S), para cada t =0,1,2, ....

e Se j é par, ou (M™ T) é cobordante a (RP’, identidade) (neste caso m = j), ou é
cobordante a (RP? x RP7, twist) (neste caso m = 2j).

Exemplo 2.1.2 Se (M™,T) é cobordante a unido de duas involugoes (MJ*,Ty), com fized-
data n™9 — RPI, e (M, Ty), com fized-data v 2 — CP*, entdo (M™,T) é cobordante a
(MU M, Ty UTy), que € bem conhecida.

Primeiramente, suponhamos que j é par. Neste caso, vimos no exemplo anterior que

(M, Ty) ou é cobordante a (RP7 identidade) (neste caso m = j) ou é cobordante a
(RP? x RP?, twist) (neste caso m = 2j).

Se m = j, entdao (M, Ty) é cobordante a (RP7 identidade) e temos as seguintes
possibilidades:
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2.1 Alguns Modelos Conhecidos

e j ¢ miiltiplo de 4. Neste caso, se k = j/2 entao k é par e (M{",T;) é cobordante a
(CPz,identidade), o que nos fornece o modelo para (M7, T)

(RP7, identidade) U (CP#, identidade).

e j ¢ miiltiplo de 8. Neste caso, se k = j/4 entao k é par e (M{",T;) é cobordante a
(CPi x CP1i,twist), o que nos fornece o modelo para (M7, T)

(RP?, identidade) U (CP% X (CP%,twist).

e Se k ¢ fmpar, para cada t = 0,1,2,..., R® — CP* é o fized-data de uma involucao
(N2kHE 8", Assim, se 2k < j, tomamos t = j — 2k e temos que R — CP* é o fived-data
de uma involugao (N7, S), o que nos fornece o seguinte modelo para (M7, T)

(RP?,identidade) U (N7, S).

Se m = 2j, entao (M{",Ty) é cobordante a (RP/ x RP’ twist) e temos as seguintes
possibilidades:

e Se j = k entdo k é par e (M;?,T}) é cobordante a (CP?, identidade), o que os fornece o
modelo para (M, T)

(RP7 x RP? twist) U (CP?, identidade).

e j ¢ miltiplo de 4. Neste caso, se k = j/2, k é par e (M}, Ty) é cobordante a ((CP% X
CP:z,twist), o que nos fornece o modelo para (M2, T)

(RP7 x RPI twist) U (CP? x CP?, twist).

e Se k é fmpar, para cada t = 0,1,2,..., R® — CP* é o fized-data de uma involucao
(N2k+ES). Assim, se 2k < 27, tomamos t = 2j — 2k e temos que RY — CP* ¢ o fived-data
de uma involugao (N%,S), o que nos fornece o seguinte modelo para (M?%,T)

(RP? x RP? twist) U (N%,S).

Suponhamos agora que j é impar. Pela discussao feita no exemplo anterior, RP’ borda.
Assim, para cada [ = 0,1,2,..., Rl — RP7 é o fived-data de uma involucao (VI*! S) (se l =0
entao a involugao ¢ (RP’7,identidade)), e estas sao as unicas possibilidades para involugoes
fixando RP/, com j impar. Assim, para cada [ dado, temos as seguintes possibilidades:

e j+ [ par. Neste caso, se k = (j +1)/2, (Mf*l,Tl) é cobordante a (CPjTH,identidade), 0
que nos fornece o modelo para (MJ+T)

(VIt S) U (CP™, identidade).

e j+ [ multiplo de 8. Neste caso, se k = (j + 1)/4 entdo k é par e (M T}) é cobordante
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2.1 Alguns Modelos Conhecidos

a ((CP% X CPjTH,twist), o que nos fornece o seguinte modelo para (M7, T)
(VI S)U (CPT x CP™T | twist).

e Se k ¢é fmpar, para cada t = 0,1,2,..., Rt — CP* ¢ o fized-data de uma involucio
(N2k+t 6. Assim, se 2k < j + [, tomamos t = j + | — 2k e temos que RY — CP*
é o fired-data de uma involucao (N7*! S’), o que nos fornece o seguinte modelo para
(M7, T)
(VIH8) U (NIH "),

Exemplo 2.1.3 Se j =0 ou k =0, entao (M™,T) é uma involugio fizando {pto} URP?, ou
{pto} UCP*, ¢ este caso é bem conhecido.

Em [24], D. C. Royster determinou as classes de cobordismo das involuges que fixam uma
uniao disjunta de espacos projetivos reais RP/ URP", para naturais j e n, com excecao do caso
em que j e n sdo ambos pares e positivos (este caso continua em aberto). Royster determinou,
em particular, esta classificacdo para o caso em que n = 0, ou seja, a classificagao das classes
de bordismo das involugdes que fixam uma uniao {pto} URP?. Esta classificacao determinou
que, se (M™,T) é uma involugdo com o conjunto de pontos fixos em questao, entao (M™,T)
é cobordante a involugao I 7~HRP* Ty), onde Tolzg, o1, ,xjp1] = [—To,T1, -+, Tj11],
para todo elemento [zg, 21, - ,z;41] de RP/T. P. L. Q. Pergher e R. E. Stong provaram em
[22] que tais involugoes existem para

. 743, sea=1
1< < .
7t _m_{]+2“ sea=0oua>1"
onde escrevemos j = 2%(2b + 1), para naturais a e b. Além disso, esta classifica¢ao determinou
que, neste caso, p = 1.

P. L. Q. Pergher e A. Ramos, em [21], generalizaram o trabalho feito por Royster, estudando
a classificacao das classes de cobordismo das involugoes fixando uma uniao disjunta de espacos
projetivos complexos CP* U CP", ou quaternionicos HP* U HP", para naturais k e n, com
excecao do caso em que k e n sdo ambos pares e positivos (este caso também continua em
aberto). Em particular, eles determinaram que, se (M™,T') é uma involugao fixando {pto} U
CP*, entdao (M™,T) é cobordante a involugao I'"™~2k=2(CP**1 T}), onde Ti[yo, y1," ** » Yrs1] =
(=0, Y1, , Yrs1), para todo elemento [yo,y1, -, yrs1] de CP*1 e tais involugoes existem
para
2k+6, sec=1

< <
2k+2_m_{2k+2c+1 sec=0ouc>1"

onde escrevemos k = 2°(2d + 1), para naturais ¢ e d. Esta classificacdo determinou também
que, neste caso, ¢ = 1.

Caso uma involugao seja equivariantemente cobordante a uma das involucoes descritas nessa
secao, diremos que a mesma ¢é do tipo I.
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2.2 A Involucio T'(CP*, conjugacio)

2.2 A Involucao I'(CP*, conjugacao)

Seja k € N par. Sobre o espaco projetivo complexo CP*, considere a involucio conjugacdo
que, a cada elemento [(21, ..., zx41)] € CP*, associa o elemento [(Z1, ..., Zr11)] € CP*, onde Z; é
o conjugado de z; € C, Vi = 1,2, ...,k + 1. E conhecido o fato de que (CP*, conjugacao) é uma
involugao fixando RP* com fibrado normal TRP* igual ao fibrado tangente de RP*. (Ver [5],
p. 79)

Entao, involucio I'(CP*, conjugagio) é uma involucao de dimensao m = 2k + 1, cujo fized-
data é dado por

TRP* &R R
+ ol
RP* CP*

conforme vimos na Secao onde R — RP* ¢ R — CP* sao os 1-fibrados vetoriais triviais
sobre RP* e CP*. No exemplo vimos que TRP*¥ @ R — RP* ¢é equivariantemente
cobordante & soma de Whitney (k + 1)¢! — RP*, onde £&* — RP* é o fibrado linha canonico
sobre RP*.

Ou seja, sob o aspecto da Observagao[L.6.1} a involugao I'(CP*, conjugacao) fixa RP*UCP*
comp=k+1leqg=0.

A variedade subjacente a I'(CP*, conjugacio) é a variedade de Dold

St x CP*
(Antipodal, Conjugacao)’

P(1,k) =

Proposicao 2.2.1 A variedade de Dold P(1,k) nao borda se k € par.

Prova: Sabemos que P(1,k) é uma variedade fechada (2k + 1)-dimensional, cujo anel de
cohomologia H*(P(1,k),Zs) ¢ uma é&lgebra polinomial sobre Z,, gerada pelos elementos
c€ HY(P(1,k),Zy) e d € H*(P(1,k), Zs), truncada pelas relacoes ¢ = 0 e d*+1 = 0.
A classe caracteristica de P(1,k) é W(P(1,k)) = (1+¢) - (1 4+ ¢+ d)*. (Ver [29))
Chamando k& = 2t, t > 1, facamos os calculos desta classe caracteristica:

W(P(Lk) = I+c)(l+c+d)(1+c+d)*=0+c)(1+c+d)(1+c+d)*
Ql+d+cd)(1++d*)' = (1+d+ cd)(1+ d*)
= 1+4+d+ cd+ termos de grau > 4.

Assim, wy = d e w3 = ¢ - d, e portanto,
w3 - W P, k)]s =c-d-d"P(1,k)]s = c- d[P(1,k)], = 1,

pois ¢ - d* é o gerador de H** (P (1, k), Zs).
Logo P(1, k) nao borda. [

Observacao 2.2.1 Podemos fazer a mesma construcao com k impar mas, neste caso, ambas
as componentes fixas da tnvolucao bordam, e este seria um dos casos conhecidos, citados na
se¢do anterior. De fato, se k € impar, entdo (k+1)E' — RP* borda, pelo Coroldrio e CP*
borda como variedade, pela Proposicao m o que implica claramente que o fibrado R — CP*
borda.
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2.2 A Involucio T'(CP*, conjugacio)

Observacgao 2.2.2 Como P(1,k) ndo borda, entdo a iteragao '™ 2*(CP*, conjugagdo) sé é
possivel para m = 2k + 1, ou seja, s6 € possivel aplicar T uma vez sobre (CP*, conjugacao) a
fim de obter uma involucdo que tenha como conjunto de pontos fixos a uniago RP* UCP*, com
kpar,p=k+1eq=0.

A involucao I'(CP*,conjugaciao) é a tnica involugdao, a menos de cobordismo, que fixa
RP* UCP* comp=Fk+1,g=0e k par. E o que mostraremos no seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 Se (M™,T) é uma involugdo sobre a variedade fechada M™ que possui fized-
data RP*UCP* comp = k+1, ¢ = 0 ek par, entio (M™,T) é cobordante a T'(CP*, conjugag¢io).

Prova: Podemos escrever m = 2k 4+ r, com r > 1. Assim o fized-data desta involugao é, a
menos de cobordismo, igual a

(k+1)¢r R R"
! u 4. (2.1)
RP* CpP*

Queremos mostrar que r = 1 pois, neste caso, (M?**1 T') possui fized-data cobordante a

(k+1)&t R
{ u 1,
RPF CP*

e, desta forma, (M?**! T) possui fived-data cobordante ao fized-data de T'(CP*,conjugacio),
como vimos anteriormente. Logo, pela Sequéncia de Conner-Floyd, (M**1.T) e
['(CP*, conjugacao) sao cobordantes, como queremos.

Suponhamos entao r > 2. O Teorema das Secgoes nos diz que, apds removermos

r — 2 secgoes de ([2.1]), a uniao

(k+1)¢' R R?

+ u ol
RP* CP*

é, a menos de cobordismo, o fived-data de alguma involugao (V22 9).

Sabemos que a variedade subjacente a I'(CP*, conjugacio) é a variedade de Dold P(1,k),
a qual nao borda pela Proposicao , visto que k é par. Portanto, I'(I'(CP*, conjugacio)) é
uma involucao com fized-data

(k+1'@eR R2 R
1 u o ou
RP* CP* P(1,k)

Desta forma, (V2**2 S) U I'(I'(CP*, conjugacao)) é uma involucdo que possui fired-data
cobordante a R — P(1,k), o que implica, pela Sequéncia de Conner-Floyd, que R — P(1, k)
6 o fized-data de alguma involu¢do. Assim, P(1, k) borda como variedade (Coroldrio [1.5.4)), o
que contradiz a Proposicao 2.2.1]

Portanto r = 1. |
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2.2 A Involucio T'(CP*, conjugacio)

Caso uma involucao seja equivariantemente cobordante & involucao I'(CP*, conjugacao), k
par, diremos que a mesma ¢é do tipo II.

2.3 Uma unido de duas involucdes fixando {pto} URP’ e {pto} UC P*

Sejam (M, Ty) e (M, Ty) duas involugoes suaves fixando {pto} URP e {pto} U CP*,
respectivamente. Assim,
. J+3, sea=1
< <
j+1_m_{j+2“, sea#1"’
2k + 6, sec=1
2k + 271 sec#1 7

onde j = 2%(2b + 1) e k = 2°(2d + 1), conforme citado no exemplo [2.1.3] Vimos que o os
fized-data destas involugoes sao cobordantes a, respectivamente,

2k+2§m§{

gl D Rmfjfl R™ 52 @ Rmf2k72 R™
! U 1 e 0 R
RPI {pto} CP* {pto}

A unido (MU M, Ty UT}) é cobordante a uma involugao (M™,T) fixando RP? U CP*,
com p = ¢ = 1. De fato, como o fibrado R™ — {pto} é componente de ambos os fized-data
de (M{",Ty) e (M]",T1), entdo sua uniao borda e, pela Sequéncia de Conner-Floyd, (Mg U
M, Ty UT)) é cobordante a uma involugao com fized-data

51 D Rm_j_l 52 D Rm—?k—Q
Lo l
RP? CP*

Observemos que existe uma colecao de possiveis dimensoes que uma variedade que fixa
{pto} URP’ pode ter, conforme vimos no exemplo . Chamemos esta colegao de niimeros
naturais de range de RP?. Mais especificamente, o range de RP? é o conjunto dos m € N tais
que
J+3, sea=1

] < <
‘7+1_m_{j+2“, sea#1

Da mesma forma temos o range de CP*, que ¢ a colecao dos niimeros naturais m tais que

2k + 6, sec=1

< <
2k+2_m_{ 2k + 2T sec#1

Da discussao acima obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.1 Para cada m pertencente a ambos os ranges de RP7 e CP*, existe uma
involugao suave (M™,T) que fiza RP?UCP*, comp=q=1. [ |

Observacao 2.3.1 E claro que existem wvalores de j e k tais que os respectivos ranges tem
interseccdo vazia. Por exemplo, se j =4, o range de RP? € 5 < m <8, e se k =6, o range de
CP* ¢ 14 < m < 16. Entretanto, se k = 3, o range de CP* é m = 8, e portanto existe uma
involugao (M8, T) firando RP*U CP? do tipo acima.
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Por outro lado, seja (M™,T) uma involucao suave fixando RP? U CP*, com p = ¢ = 1.
Assim, seu fized-data é cobordante a

51 D Rm—j—l 52 D Rm—?k—Q
4 ’ U i , (2.2)
RP? CP*
onde ¢! — RP7 e €2 — CP* sio os fibrados linha canénicos real e complexo, respectivamente.
Desta forma, m > j+ 1 e m > 2k + 2.

Seja mog = max{j + 1,2k 4+ 2}. O Teorema das Secgoes implica que, apds removermos
m — my secgoes de (2.2), existe uma involugao (M™°,Ty) que possui fized-data cobordante a

51 EB Rmo—j—l 52 EB Rmo—2k—2
Loou
RPY CP*
Proposicao 2.3.2 A involugio (M™,T) é cobordante a involugao I'™~™0(M™ Ty).

Prova: Consideremos a involugao I'(M™°, Ty). Conforme vimos na Segao , esta involucao
tem como fized-data

51 D Rmo—f—l—j—l 52 e Rmo-i-l—?k‘—? R
! U 1 u .
RPJ CP* Mo

Queremos mostrar que M™° borda pois, se isto acontecer, poderemos aplicar I' novamente
na involucao resultante.

Mostremos entao que M™° borda. De fato, pelo Teorema das Seccoes|1.8.1], apds removermos
m — mgy — 1 seccoes de , existe uma involucao (M™*1 S) cujo fized-data é cobordante a

él EB Rmo+1—j—1 52 EB Rmo+1—2k—2

L !
RP? CP*

Dessa forma, T'(M™ Ty) U (M™% S) é uma involugio fixando, a menos de cobordismo,
R — M™ ji que ' @ Rmot=i—1 5 RPJ ¢ ¢2 @ R™ot1-26k=2 _ CP* sdo componentes dos
fized-data de ambas involugoes. Portanto, pelo Coroldrio [I.5.4] M™° borda.

Mostramos entao que I'(M™0, Tj) fixa, a menos de cobordismo,

él EB Rm0+1—j—1 52 EB Rmo+1—2k—2

L l
RP? CP*

Podemos repetir o mesmo raciocinio para I?(M™ Ty), T3(M™ Tp), até T™ ™0 (M™0 Ty)
e, desta forma, podemos mostrar que I'"™~™0(M™0 Ty) e (M™,T) possuem o mesmo fized-data,

51 D Rmfjfl 62 o) Rm72k72
Lo Lo
RPI Ccp*

a menos de cobordismo.
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2.3 Uma unido de duas involugdes fixando {pto} URP7 e {pto} U CP*

Logo, pela Sequéncia de Conner-Floyd, I~ (M™,Ty) e (M™,T) sao cobordantes. W

Observagao 2.3.2 Se (M™,T) é uma involugdo fixrando RP?UCPY, com p = q = 1, entdo m
pertence ao range de RP7 se, e somente se, pertence ao range de CP*.

De fato, suponhamos primeiramente que m estd no range de RP’7. FEntdo existe uma
involugao (N™,S) cujo fized-data é

nm—j R™
LUl
RP7 {pto}

com W(n™7) =1+« Comop =1, o fibrado ™7 — RP’ ¢, a menos de cobordismo,
componente de ambos os fired-data de (M™,T) e (N™,S). Dessa forma, (M™,T)U(N™, S) é
uma involugao fizando, a menos de cobordismo, a unido {pto} U CP*. Portanto, m pertence
ao range de CP*. A reciproca é andloga.

Sendo assim, conclufmos que: se (M™,T) é uma involucao fixando RP? U CP*, com p =
g = 1, entao, pela Proposicao m, (M™ T) é cobordante a T™ ™0 (M™ Tg). Se m esta nos
ranges de RP?J e CP* entdo, pela Proposicao , esta involugao é cobordante a uniao de uma
involugao fixando {pto} URP? com uma involugao fixando {pto} UCP*, que sdo bem conhecidas,
vistas no exemplo [2.1.3] A questao que nos resta é analisar a possibilidade de existéncia de
uma tal involucdo quando m nao pertence aos ranges de RPJ ¢ CP*.

Suponhamos entao que m nao pertenca aos ranges em pauta.

Seja m’ o maximo entre os valores maximos dos ranges de RP? e CP*. Pela Observacao
mg pertence a ambos os ranges de RP7 e CP*. Como m > my entdo, para que m nao
pertenca aos ranges de RP? e CP*, devemos ter m > m/.

Pelo Teorema das Secgoes , ap6s removermos m — m’ — 1 seccgoes de , existe uma
involucao (M™*' S") que fixa RP? UCP*, com p=q = 1.

Da mesma forma, apds removermos m —m’ seccoes de , existe uma involucao (M™,T")
fixando RPY U CP*, com p = ¢ = 1. Consideremos a involucao I'(M™ ,T"), cujo fived-data é
RPIUCP*, com p = ¢ =1, unido a M™, com fibrado trivial unidimensional.

Como RPJ U CP*, com p = ¢ = 1, é componente do fized-data de ambas as involucoes
D(M™ Ty e (M™*! S"), entdo a unidgo I'(M™ , T")U(M™*1, S") é cobordante a uma involucio
que fixa M™, com fibrado normal trivial unidimensional. Logo, pelo Corolério [1.5.4f M™
borda.

Desta forma, se mostrarmos que M™ nao borda, entdo ndo pode existir tal involucio
(M™,T) fixando RPPUCP* comp=qg=1em >m

Para isso, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1 Sejam (MJ",Sy) e (M7, S1) involugdes suaves fizrando {ptoy URP? e {pto} U
CP*, respectivamente, onde m' é o mdximo entre os valores mdzimos dos ranges de RP7 e
CP*. Entio a involugio T((MJ",So) U (M, S1)) ndo é cobordante a wma involugdo fivando
RPIUCP*, comp=q=1.

Observacao 2.3.3 Seque do teorema anterior que M™ ndo borda, como queriamos. De
fato, como m' pertence a pelo menos um dos ranges de RP7 e CP*, e (Mm,,T’) ¢ uma

involucdo fizando RP7 U CP*, com p = q¢ = 1, entdo, pela Observagdo m’ pertence
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2.3 Uma unido de duas involugdes fixando {pto} URP7 e {pto} U CP*

a ambos o0s ranges de RP? e CP*. Pela Proposi¢ao (M™ T") € cobordante a wma unido
(MY, So) U (MM, Sy), onde (MJ,So) fiza {pto} URP? e (M}, S,) fiva {pto} U CP*. Note
que T((MJ”, So) U (MT,S))) possui fized-data cobordante a RP7 U CP*, com p = q = 1,
unido a R — M™ . Assim, se M™ borda entdo, pela Sequéncia de Conner-Floyd
D((M, So) U (M™,Sy)) € cobordante a uma involugdo fizando RPTUCP*, comp=q=1, o
que contraria o teorema anterior.

Vamos apresentar agora, alguns resultados mais técnicos, que serao utilizados para provar
o Teorema 2.3.11

Lema 2.3.1 Seja N™ uma variedade, com W (N™) = 1+wy+- - - +wy,. Escrevamos W (N™ x
Ny =l4w 4+ +wy) X (1+w +-F+wy) =1+W;+---+Wy,. Entdo:

Prova: Vamos mostrar que
W' IN™ X N™[y = (w]" X wi")[N™ X Ny = w" [N™]5 - wi* [N"]s,

pois, se esta igualdade é verdeira, temos que W3 [N™x N™|, = 0 se, e somente se, w*[N™]y = 0,
e assim obtemos

W' [N™ x N™]y = w"[N™],.

Temos Wy = 1 X wy + wy X 1 +wy X wy. Entao W™ serd uma somatoria de termos, cada
qual obtido por uma escolha de z-vezes 1 X wy, y-vezes wy X 1 e z-vezes wy X wy, onde os termos
em principio nao descartaveis serao tais que 2x + 2y + 2z = 2m, ou seja, r +y + 2 = m.

Com essa escolha, o termo proveniente serd wj - w; X wj - ws.

Para este termo nao ser descartavel, devemos ter 2y + z = 2x + z = m, o que implica que
r =1y ez=m— 2z. Portanto, o termo se torna w3 - w{* * x w - w*"*, com 0 < x < m/2.

Afirmamos que o Unico termo sobrevivente é para x = 0, o que dard o termo wi* x wi",
provando o lema.

De fato, suponha x > 1. Para a escolha de z-vezes 1 X w,, temos ( 7: ) possibilidades.
Uma vez fixada uma tal possibilidade, para a escolha de z-vezes o termo wy X 1, teremos
mo possibilidades. Assim, teremos ( ZL ) . ( me

escolha simultanea de x-vezes 1 X wq e x-vezes wy X 1.

) monomios provenientes da

Dessa forma, se ( Z;L > = 0 (mod 2), o termo é zero. Se ( Zj ) = 1 (mod 2), pelo Teorema
de Lucas [1.10.1] a particao diddica de x estd contida na particao diadica de m, e portando
7 ) =0 (mod 2).

Segue que os termos obtidos com x > 1 nao sobrevivem, como queriamos demonstrar. W

. , C il o m
m — x nao contera a particao didadica de x, implicando que (

A fim de provar o Teorema [2.3.1] vamos investigar a respeito das classes de cobordismo

das involugoes (N, S) fixando {pto} URP? onde n = { Jj+3, sea=1

P42 seal ¢ maximo, com
Jj=2%2b+1).
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2.3 Uma unido de duas involugdes fixando {pto} URP7 e {pto} U CP*

Proposigao 2.3.3 Se (N",S) fiza {pto} URP?, com n maximal, entdo a involugio (N™ x
N™ S x8) € cobordante a uma involugdo fizando {pto} UCP?, e 2n € a dimensao mazimal das
involugoes que fizam {pto} U CP7.

Prova: Consideremos o fized-data de (N™,S),

R™ 51 o) Rn_j_l
Lou L
{pto} RP?

Assim, o fized-data de (N™ x N™, S x §) é

R™ x R (gl D Rn—j—l) % (51 @Rn_j_l) R™ x (51 o) Rn_j_l) (51 o) Rn_j_l) % R"
Loy 4 U L v o
{pto} RP7 x RP? {pto} x RP’ RP7 x {pto}

E conhecido o fato de que o fibrado (! @R 1) x (!@R* 1) — RPI x RP7 é cobordante
ao fibrado ¢ @ R2"=9—1) — CP’, com ¢ = 1 (pois, via cdlculo de nimeros caracteristicos,
prova-se que &' x 8 — RPJ x RP7 é cobordante a ¢€2 — CP7). Além disso, como os dois
ultimos fibrados componentes do fized-data de (N™ x N™, S x S) sdo cobordantes (mais ainda,
equivalentes), entdao sua uniao borda.

Logo, (N x N™ S x S) ¢ uma involugao fixando, a menos de cobordismo, {pto} UCP?, com
q = 1, que ji conhecemos e sabemos que sua dimensao maximal é 2j + 6 = 2(j + 3) = 2n, se
a=1,o0u2j+ 2" =2(j +2%) = 2n, se a # 1, onde j = 2%(2b + 1). |

Proposicao 2.3.4 Seja (M"™,T) uma involu¢ao suave fixando n — F. Entdo o fibrado
projetivo associado a n @R — M", RP(n @& R), é uma variedade fechada n-dimensional e
[M"] = [RP(n @& R)] em N,,.

Prova: Ver [, p. 78, 22.2. |

Lema 2.3.2 i) Seja n° — RP7 um fibrado vetorial sobre o espago projetivo real RP?, e
consideremos sua classse de Stiefel-Whitney W(n") = (1 + «)?, p > 0, onde o € H'(RP?,Z,)
¢ o gerador do anel de cohomologia de RP?. Se ¢ € a primeira classe caracteristica do fibrado
linha associado a 1", e p(c,a) € uma polinomial da forma

p(C, Oé) _ Zaz’cyﬁrrflfi’

i>0
entao
p(1, ) [
(1+a)p
onde p(1,«) € a polinomial obtida por trocar ¢ por 1 em p(c,a).
i1) Seja v — CP* um fibrado vetorial sobre o espaco projetivo complexo CP*, e consideremos
sua classse de Stiefel-Whitney W(y") = (1+ )4, ¢ > 0, onde 8 € H*(CP*,Zy) € o gerador do
anel de cohomologia de CP*. Se d é a primeira classe caracteristica do fibrado linha associado

p(1, @)

RP7)y = coeficiente de o’ em 1+ ap

plc; @) [RP(7")]2 =
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2.3 Uma unido de duas involugdes fixando {pto} URP7 e {pto} U CP*

a~", ep(d,B) é uma polinomial da forma

p(d, 5) _ Zﬁid%—kr—l—%,
i>0
entao

%[CP’“]Z = cocficiente de B em

onde p(1, B) € a polinomial obtida por trocar d por 1 em p(d, [3).
Prova: Segue da Proposicao aplicada aos espacos projetivos RP7 e CP*. |

p(d, B)[RP(y")]2 =

Analisemos as possibilidades para j = 2%(2b + 1):

Caso 1: Se j = 2°(2b+1) = 26+ 1, com a = 0, entdo j é fmpar, n = j+ 1 e N" é
cobordante a RP/*! como vimos no exemplo m E conhecido o fato de que esta variedade
¢ indecomponivel em N, por ser cobordante a um espaco projetivo de dimensao par, e vimos
na Secao que seu nimero caracteristico w?[RPT, é nao nulo, j4 que j + 1 é par.

Caso 2: Se j =2%(2b+1) =2(20+ 1), com a = 1, entdo n = j + 3 e N é indecomponivel em
N... Além disso, pela Proposigio [2.3.4] [N7+3] = [RP(£! @ R?)] + [RP73].
Como

WRP(E @R)) = (1+ )™ (1 +e)* + (1 +e)Pa) = (1 +a)y (1 +a+ca+ Fa),
J+1
1
vimos na Secao (1.6 que w; (RP7*3) = 0, pois j + 3 é impar. Portanto,

entao wi (RP(E' @ R?)) = a + a=a+a=0,jiquej+1¢éimpar. Além disso,

w[NTT3)y = wlRP(E © R?)]y + wi [RPI3], = 0.

Caso 3: Se j = 2%(2b+ 1), com a > 1, entdo n = j + 2% = 2°7(h + 1). Pela Proposi¢io
N™ é cobordante a RP(£! @ R"™7) URP™. Calculemos as classes de Stiefel- Whitney de
RP(' @ R™) e RP™

W(RP(E @ R™Y)) = A+ "7+ (1+ )" Va)
14+ a)1+)" (1 +c+a)
21+ a)14+e)*(1+c+a)”
(1+c+a)(1 + )P (1 + )

(

(1+c>2a+1(b+1) :
(1 +C2a+1)(b+1)
(
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2.3 Uma unido de duas involugdes fixando {pto} URP7 e {pto} U CP*

Utilizando o Lema [2.3.2], obtemos

A , 1
wi[N"y = "RP(E @R 7))y + *[RP"]y = (Coeﬁciente de o/ em 1

>+1:1—|—1:07
+ «

Q2" (b+1) (1+ a)Z”(b—i—l)

1+«

w2% [N"]y = (alc+a))2[RP(£' @ R" )], = coeficiente de o/ em
20b+1)—1\ [ 2%+20 1
j—24b+1) ) 27h

20p4+2% —1=2+2v"1 42072 4 ... 4224241,

Como

entdo, pelo Teorema de Lucas, temos que wf [N™]y # 0.

Agora temos subsidios suficientes para provar o Teorema [2.3.1]

Prova do Teorema [2.3.1k

Pelo enunciado do teorema, (MJ", S) e (M7, S;) sdo involugdes suaves fixando {pto} URP?
e {pto} U CP*, respectivamente, onde m’ ¢ o maximo dos ranges de RP? e CP*, e queremos
provar que a involucao I'((Mg¥, S) U (M[™,S;)) ndo é cobordante a uma involucio fixando
RPJUCP*, com p=gq=1.

Para isto, vamos provar que Mg”’ nao é cobordante a M{”' pois, desta forma, a uniao
M U M, que é componente do conjunto de pontos fixos de T'((MJ", Ty) U (M™,T})), ndo
borda, o que demonstra o teorema.

Suponhamos que Mg seja cobordante a M. Escrevamos j = 2%(2b+ 1) e k = 2°(2d + 1).
Como M possui dimensdo maximal fixando {pto} U CP*, entdo

; 2k +6, sec=1
| 2k 42T sec#1

é par. Sea =1, entao m' = j + 3 = 2(2b+ 1) + 3 é impar, o que é uma contradi¢ao. Portanto
a # 1. / / /

Pela Proposicao [2.3.3, (M7, T)) é cobordante a (PZ x P%,S x S), onde (P%,S) é
uma involucao fixando {pto} URP* e m//2 é a dimensao maxima das involucoes que fixam
{pto} URP*. Assim, M{“/ é decomponivel e, pelo caso 1 visto anteriormente, a # 0.

Portanto a > 1, e assirp J é par.

Pelo caso 3, temos wzm7 [MFV]y # 0. Além disso, segue do Lema [2.3.1| que

m’ m’
= = m
2

0 # wy’ [Mlml]Q =w,’ [P 2]y,

~

e assim, pelos casos 1, 2 e 3, k é impar.
Portanto, pelo Teorema [1.9.2 pelo exemplo e pela Observagao [1.9.1} temos

VBE") = X({pto}) + \(BP7) = (1+1) (mod 2) = 0,
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2.3 Uma unido de duas involugdes fixando {pto} URP7 e {pto} U CP*

X(M") = x({pto}) + x(CP*) = (1 +0)(mod 2) =1,

. . , / / ~ ., s .
o que contraria a hipétese de que Mj" e M[" sao cobordantes, ja que a caracteristica de Euler
moédulo 2 é um invariante de bordismo.
/ / ~ ~ ’
Portanto, Mj* e M]" nao sao cobordantes, como queriamos demonstrar. [ |

Dessa forma, concluimos que toda involucao (M™,T) fixando RP7 U CP*, com p = q = 1,
é uma uniao de uma involugao fixando {pto} URPJ com uma involucao fixando {pto} U CP*,

a menos de cobordismo equivariante.

Caso uma involucao seja equivariantemente cobordante a uma tal involucao, diremos que a
mesma ¢ do tipo III.
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CAPITULO

3

Classificacao das Involugoes Fixando

RPJ U CPF

Neste capitulo, realizaremos a classificacao, a menos de cobordismo equivariante,
das involucdes que fixam RPJ U CP*. Faremos uso das ferramentas descritas no
primeiro capitulo desta tese para mostrar que toda tal involucao é equivariantemente
cobordante a um dos modelos descritos no segundo capitulo (tipos I, IT ou III).

3.1 Introducao

Seja (M™,T) uma involugio suave sobre uma variedade fechada M™, que fixa RP/ U CP*.
Denotemos o fized-data de (M™,T) por

77m—j ,.Ym—Qk
vl (3.1)
RP7 CP*

com W(n™7) = (1 +a)? e W™ 2*) = (1 + B)4, onde a« € HY(RP?,Zy) é o gerador de
H*(RP7|Zy) e 8 € H*(CP* Zy) é o gerador de H*(CP*,Z,), conforme vimos na Observagio
161

Pela Sequéncia de Conner-Floyd, a uniao dos fibrados linha associados aos fibrados n™ 7 e
7™=2F (definicdo [1.5.2)), denotada por

A1 A2

by } , (32)
RP(p™7)  RP(y™%)

borda. Logo estes fibrados sao cobordantes. Isto implica que os nimeros caracteristicos
correspondentes destes fibrados sao iguais. Assim, trabalharemos com equagbes especiais
envolvendo tais niimeros caracteristicos para obtermos as informagoes desejadas.
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3.1 Introdugao

Pelo Teorema de Borel-Hirzebruch [1.5.2] as classes caracteristicas dos espagos RP(n™7) e
RP(y™=2%) sdo dadas, respectivamente, por

WRP(™)) = (1+al ™ (1+ 6™ + (1L + ™ pa+ - (1 + )" Pa?) |

W(RP(y" ™)) = (14 ) (1 + )" + (14 )" 2B+ - 4 (1 + "7 72p67)

onde ¢ denota tanto a classe de \; — RP(n™ /) quanto a classe de Ay — RP(y™ %) por
simplicidade de notacao.

m—2k>

Dado r inteiro, vamos definir as classes W|[r| sobre RP(n™7) e RP(y , conforme vimos

na Secao [1.7.1} por

m=7\) — 1 m—j
WIRP( ) = oo W (RPG )
¢ m—2k _ 1 m—2k
WIrJ(RP(y™)) = WW(RP(V )-
Desta forma, as classes W{r] sobre RP(n™~7) e RP(y™ %) sdo dadas, respectivamente, por
WRPH™ ) =1+ af* (140" +pa(l+c) " +--), (3.3)
WRP(Y™ ) = (1+ B (L + o7 4B+ T2 4 )0 (34)

Nossa classificacao sera dividida em trés casos:
e O caso j impar e p impar

e O caso j par e p par

e O caso j par e p impar

Se j ¢ fmpar e p é par, entao o fibrado ™7 — RP’ borda e, com visto na Secao , a
involugao é do tipo I. Portanto nossa discussao se resume aos trés casos acima.

3.2 O caso j impar e p impar

A resolucao deste caso é obtida com o uso das classes W[0](RP(n™ 7)) e W[0](RP(y™2F)).
De (3.3)) e (3.4)), obtemos:

WOJRP(™ ) = (1+a)™! (1+%+(g)<1i20)2+...)

(1+(j+1)a+(j—51)Oz2+---+<‘j—;1)oﬁ)-

(1+pa(l+c+c®+--+)+ termos com grau > 2),
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3.2 O caso j impar e p impar

e
WOIRP(Y™™) = (148" (14 +gBL+c) 72 +-1)
(14 (k+ 1)5 + termos com grau > 2) -
(1+ (j — 2k)c + termos com grau > 2) .
Assim,

0], = (j+ Da+pa=a, sobre RP’
Wi = (j —2k)c=c, sobre CP*

Como m > 1, temos o niimero caracteristico

i ale™17J sobre RPJ
w[OHC = { ¢l sobre CP*

Dessa forma, obtemos a equagao
L= IRP(™ )]s = " HRP(Y ). (3.5)
Suponhamos m > 7 + 1. Assim, m > j + 2 e temos o numero caracteristico

adtlem—1-0+1) — 0, sobre RP7

JHL m—1-(j+1) _
wl0]™ e { et sobre CP* -

de onde obtemos
0= aj+1cm71*(j+1)[Rp(nm*j)b = c"HRP (Y™ )]s,

o que contraria a equacdo obtida anteriormente. Portanto, m = j + 1. Assim, n™ 7 é um
fibrado linha sobre RP?, com W(n™ /) = (1 + @)’ = 1 + pa = 1 + «, pois p é impar. Logo,
p=1.

Consideremos a involugao (RPTYTh), onde Tylwo, 1, ,xj11] = [—o, @1, ,xj41).
Sabemos que esta involugao fixa {pto} URP?, com fibrado normal sobre RP’ tendo W = 1+ «.
Assim, este fibrado normal sobre RP’/ é cobordante a n™ 7 — RP’. Desta forma, a uniao
(M™, T)U(RPI*L, Ty) é cobordante a uma involugao que fixa {pto} UCP*, com fibrado normal
a CP* cobordante a v™2* por cancelar duas cépias de RP/ com mesmo fibrado normal, e
com W (y™2?%) = (1 + 8)?. Da classificacio obtida por P. L. Q. Pergher e A. Ramos em [21],
concluimos que ¢ = 1, e portanto a involucao é do tipo III.

3.3 O caso j par e p par
Analogamente ao que foi feito no caso anterior, de (3.3)) e (3.4]), obtemos

0], = (j+ 1Da+pa=a, sobre RP’
Wit = (j —2k)c=0, sobre CP*

Como m > j + 1, temos o nimero de Whitney

alc™ 177 sobre RPJ

J m—1—3 __
{0l N { 0, sobre CP*
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3.3 O caso j par e p par

Assim, ' 4 ' ' '
0 = w0} IRP (Y™ )]y = ol T [RP( )], = 1,

o que é um absurdo.
Portanto, nao temos involucoes fixando RP7 U CP*, com j par e p par, e este caso estd
excluido.

3.4 O caso j par e p impar

Seja s € N o menor natural tal que j < 2571, Como j é par, temos que 2° < j < 25+,
Se p > 2°*1 entdo, como p é fmpar, temos p > 2571, Assim, p = t + 257!, para algum ¢
fmpar, com 0 < ¢t < 257! (pois j < 2°!). Dessa forma,

2.s+1

(I+ayf=0+a)1+a)"" =(1+a)(1+a”")=(1+a),

e, neste caso, seguiriamos trabalhando com t ao invés de p. Portanto, podemos assumir que
p < 28+1

Observagao 3.4.1 Se m = j + 1, entao (M™,T) é uma involu¢iao do tipo III. De fato, se
m = j+1, entao n™ 7 é um fibrado linha sobre RP7 e, como p € impar, W (n™ ) = (1+a)? =
1+ pa, e assim p = 1. Entao (M™,T) U (RP* Ty) € cobordante a uma involugdo fizando
{pto} UCP*, ¢ assim ¢ = 1. Logo, (M™,T) é cobordante a uma involug¢io do tipo III.

Portanto, podemos assumir que m > 7 + 1.

Neste caso em que j é par e p é impar, nao obtemos informacoes relevantes a partir das classes
WIOJ(RP(n™)) e W[OJ(RP(y™~*")), pois w[0]i(RP(n™77)) = 0 e w[0}i(RP(y"*")) = 0.
Entao vamos trabalhar com equacoes oriundas das classes W[1](RP(n™ 7)) e W[1](RP(y™~2k)).

A partir de (3.3) e (3.4), obtemos:

WRPH™ 7)) =

Q+ay (1+c)+pat (L = 4 (7 a—3+termoscomgrau>4
2 ) (1+c¢) 3 ) (1+¢)? - )

e
WAIRP(™ ) = (14 B)* (1 + )™ + ¢B(1 + ¢)’T'7**% + termos com grau > 4) .

Para auxiliar nossos calculos, temos o seguinte resultado:

Afirmacao 3.4.1 Sejam m e n dois naturais. Se m € impar e n € par, entao

(1) (1) o

Prova: Como m é impar, sua expansao diddica é dada por m =1+ 2" + 2" + ...+ 2™ onde
1 <r <ry <--- <. Poroutro lado, como n é par, sua expansao diddica é da forma
n=25+4+224...4+£2% onde 1 <51 <8<+ <.

Observemos que a expansao diddica de n+1 é dada porn+1 =142 4+ 2% 4 ... 2% ¢
assim, temos que a expansao diadica de n esta contida na expansao diadica de m se, e somente
se, a expansao diddica de n + 1 estd contida da expansao diadica de m.
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3.4 O caso j par e p impar

Logo, pelo Teorema de Lucas |1.10.1] segue a igualdade. |

Das equagoes de W1] acima e, com o auxilio da afirmagao obtemos

ac + \a?, sobre RP7
wll]p = (k+1+q)5+ ( ]+ 12_ 2k > ¢, sobre CP* ’
e .
(A + 1)a?e, sobre RP?
wll]; = j+1—2k

(k+1+q)Bc+ ( 5 ) c3, sobre CP*

onde)\:(‘]+1)+1+(p) (no caso, 1 é oriundo de <j—;1)pa2:a2).

2 2
Nosso problema agora se divide em casos correspondentes aos parametros
(]+12_2k>, (k+14¢q)e A

Para facilitar nossos calculos, utilizaremos o valor de A\ dado pelo resultado abaixo.

Proposicao 3.4.1 Com as notacoes acima, temos a sequinte igualdade:

SO

Prova: Para provar que (3.6)) é verdadeira, demonstraremos ser vélida a igualdade equivalente

ERROREN

Primeiramente, suponhamos que ambos j + 1 e p possuam 2 na sua expansao diddica.
Dessa forma, como j + 1 e p sao impares, suas expansoes diadicas sao da forma j + 1 =
142420422 4. 42t com1<j<jo<- - <j,ep=1+242P 4272 ... 4 2P com
1<pr <py<- -+ <p, Assim,

GA14p = 14142424271 427 4. .. (poténcias 2° com s > 2) = 2427+ - - (poténcias 2° com s > 2).

Logo, 2 aparece na expansao diddica de j + 1+ p e, pelo Teorema de Lucas, temos

Suponhamos agora que ambos j + 1 e p nao possuam 2 na sua expansao diddica. Assim,
suas expansoes diddicas tém a forma j+1 =142 4+2724... 42 com 1 < j; < jo < -++ < Jp,
ep=142P1 42P2 4 ... 4+ 2P com 1 < p; <py <---<ps. Logo,

jH+1+p=1+1+2" 42" +...(poténcias 2° com s > 3) = 2+ - - - (poténcias 2° com s > 3).
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3.4 O caso j par e p impar

Dessa forma, 2 aparece na expansao diadica de j + 1 + p e, pelo Teorema de Lucas, temos

(3‘51)+(§>:0+0:0(mod2)e <3+;+p>—|—1:1+1:0(m0d2).

Enfim, analisemos o caso em que ou j + 1 ou p possua 2 na sua expansao diadica.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que j + 1 possua 2 na sua expansao diddica e p nao
possua. Dessa forma, suas expansoes diddicas tém a forma j +1 = 1+24 271 4272 4 ... 4 2t
coml<ji<jo<---<j,ep=1+4+2P142P2 4 ... 4 2P com 1 <p; <pg <---<p, Assim,

JA+14p=1+14+242142P ... (poténcias 2° com s > 3) = 22+ - - (poténcias 2° com s > 3).

Logo, 2 nao aparece na expansao diadica de j + 1 + p e, pelo Teorema de Lucas, temos

(‘7—51)+(g):1+0:1(m0d2)e (‘7+§+p>+1=0+1=1(m0d2)-

Em relacao as classes w[l]3 e w[1]s, temos o resultado abaixo.
Proposicao 3.4.2 Em rela¢ao ao quadrado de Steenrod S;U)[l]g, temos a sequinte igualdade:

ac® + a?c, sobre RP?

wll]s + wllzc = Sqlw[l]2 - { 0 sobre CP*

Prova: Sobre RP/, por um lado temos
w[l]s +w[l]oc = (A + 1)ac + (ac + Aa?)c = a’c + ac?,

e, por outro lado, utilizando a Férmula de Cartan, temos

Sqw[lly = Sj(ac+ Aa®) = S)(ac) + S;(Aa?)
= S;(a)Sg(c) + Sg(a)Sl(c) + )\S;(QQ)

q
= a’c+ac® + A(S,(@)S) () + S5 (@) S, (@) = a’c + ac®.

Agora, sobre CP*, por um lado temos

w(1]+w[l]c = (k+1+q)ﬁc+( I+ 12_ 2k ) A+ <(k+ 1+q)8+ ( I+ 12_ 2k > c2) c=0,

e, por outro lado,

j4+1-—2k

Swftl, = S <(/~c+1+q)5+< i )62)
= (k+1+9)S)(8)+ ( 7t 12_ 2k ) Sa ().

Pela Férmula de Cartan, S;(c*) = S}(c)SP(c) 4 Sg(c)S;(c) = 0.

51



3.4 O caso j par e p impar

Como 8 = wy(CP*), utilizando a Férmula de Wu, temos

1
Sqw[lly = (k+1+¢)S;8=(k+1+q) Z < 2-1 ; L+t ) w1 (CP*)wyy(CPF)

t=0

= (k+1+q) (< 8 ) w1 (CPY)ws(CPY) + ( ' ) w()(ccp’f)wg((cpk)) o,

j& que, sobre CP* w; =0 e wy = 0. |

A conclusao da nossa classificagao serd obtida a partir da andlise dos dois possiveis casos
correspondentes a paridade do parametro

(it 1+p
)\—< ! )

E o que sera feito a seguir:

O caso A\ =0 (mod 2)

Para simplificar as notagoes, a partir de agora escreveremos apenas A = 0 ao invés de
A =0 (mod 2).
Como A\ = 0, utilizando a Proposicao e escrevendo 3’ = w(1]y(RP(y™2%)), temos que

i), = ac, sobre RP’
271 B, sobre CP* °

1], = ac® + o?c, sobre RPJ
0, sobre CP*

1] = a?c, sobre RP/
W3 =Y B¢, sobre CP*

a’c, sobre RP’
B'c, sobre CP*

. . r—1 . .
Queremos mostrar que podemos introduzir classes woryq = Sg wor-141, indutivamente,
para r > 1, e com

Denotemos ws := w[l]3 = {

. .
a?c,  sobre RPJ

Wary1 = r—1
+ B* "¢, sobre CP*

Para isso, utilizaremos o seguinte resultado:

Proposicao 3.4.3 Se a é uma classe de cohomologia, entao

Sé(a2) =

0, se i € impar
(S7(a))?, sei épar
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3.4 O caso j par e p impar

Prova: Pela Férmula de Cartan, temos:

Si(a®) =Y Si(a)S(a).

Assim, se 7 é impar,
Sé(aQ) = S;(a)Sg(a) + S;_l(a)S;(a) + -+ S;(a)S;_l(a) + Sg(a)S;(a),
e todos os termos S;_t(a)Sé(a) ocorrem aos pares, o que implica que esta soma é nula.
Agora, se i é par,
Si(a®) = Si(a)Sg(a) 4 -+ + S (a)Si (a) + - - - + Sp(a)Si(a),
e, neste caso, todos os termos Sé_t(a)S;(a) ocorrem aos pares, com excecao do termo

S2(a)SE (a) = (S2(a))?.

Portanto a soma é igual a (Sq%(a))Q. |

Com este resultado, podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Para cada r > 1, temos

gr—1 a¥c,  sobre RPJ
Wyrq1 = 5q  War—141 = or-1 K
q 6% ¢, sobre CP

Prova: Mostremos por inducao sobre r. Para r = 2, temos

S%(a’c), sobre RP’

_ Q2 _ ;

w5 = Sy = { S%(B’c), sobre CP*

{ S32(a2/>5%(c) + S%(ozf)SgZ(c) + S% (oz/Q)Slé(c), sobre ]RPZ
S2(8")S5(c) + S9(8)S5(c) + S;(8')S,(c),  sobre CP

Mas S7(c) = 0 e, pela proposicao anterior, S;(a?) = 0. Também, como visto na Proposigao

S;(8") = 0. Segue que

e — a?c, sobre RPJ
71 B2, sobre CP*

Portanto, para r = 2 a propriedade é valida. Suponhamos que a propriedade seja valida
para um certo r, ou seja, suponhamos que

a?c,  sobre RPJ
wQT 1 = r—1
+ B "¢, sobre CP*

Mostremos que ¢ valida para r + 1. De fato, utilizando a Férmula de Cartan, a proposicao
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3.4 O caso j par e p impar

anterior e o fato de que S}(c) = 0 se i > 1, temos

Wor+1y1 = Sgrwgr_;_l = S(?T(OZQTC)
= S¥(a¥)Sc) + S¥ () SHe) + -+
= o e+ 87 (0¥ )?)Ske)

2r+1

= o ¢
sobre RP/, e
Wor+iy = S(?ngrﬂ = Sgr (5’2T_lc)
= S7(B%)8(0) + 57 HETT)8y(0),
sobre CP*,

Observemos que 3’ tem grau 2, entao 2 tem grau 2. Assim,
Woryy = (5/2T_1)2C+Sgul(ﬁm_l)sql(c)
ror 9" 1(( pr2r 242\ ol
B= e+ 55 (87 7)) S5, (0)

2T
= ¢

sobre CP*, o que finaliza esta demonstracio. [

Agora, podemos considerar as classes

m—l=t | gttlem=1=0+1)  gobre RPJ

t
t—1 ¢l m—1—(2t+1) _ a’C
w[1]2 Sqw[l]QC { 0, sobre CPk

para 2t +1 < m — 1, ou seja, 2t < m — 2.

Como j+2 < m (e assim j < m — 2), podemos considerar, em particular, tais classes para
1<t<j/2

Temos entao

wl]y ! Sqw[1)™ DR P ()], = w1y Sgw[1]oc™ T CHDRP(y )],
de onde obtemos que

(atcmflft + Oéthrlcmflf(tJrl))[RPO]mfj)]2 =0
5 Qe RP(), = ot DRPG),

; Oét . at+1
= coeficiente de o em ———— = coeficiente de o/ em ——, (3.7)
(1+a)p (1+a)p
pelo Lema [2.3.2]
Observando que
(taptre LHaf™ _(+a™) 1
(14 ) (T+ap  (I+a)
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3.4 O caso j par e p impar

ja que j < 2571 e chamando e = 257! — p, temos
Lzoﬁ(l%—@)e:at lteat | o )a2+-+ i o () o
(1+a) 2 j—1 J ’
t+1 4 ‘
o (1qeat | S )2 € o[ 9 ).
(1+ a)r 2 J—1 J
Portanto, pela equagao (3.7)),
e B e
j—=t) \Jj—-@t+1) )’
para todo 1 <t < j/2.
Logo,
e e e e e
. = . = . =...= . = . : 3.8
(J—1> (J—2) <9—3) (J—J/2> (J—J/Q—l) 39

Observagao 3.4.2 Notemos que j < 2571 implica que j/2 < 2%, e assim, j/2 —1 < 2° — 1.
O fato 2° < j implica que 2° — 1 < j e, se 2° < j, temos 2° —1 < j—1 e 2° < j—1. Logo,
sempre que tivermos j/2—1<2°<jej/2—1<2°—1<j, ese2®<j, entdo leremos que
j/2—1<2<j—lej/2—1<2—1<j—1.

Agora, vamos dividir o problema em casos dependendo das paridades de < ; > e ( ¢ > :

j—1
Casol:(ﬁf):(.6 ):O.
- \UJ Jg—1

Neste caso, pela equagao 1} temos < 2 ) =0, para todo j/2 —1<a < j.

Além disso,
e e i_9
(1+a)—1+ea+ +<j/2 2)@2 ,

e, como e é fmpar, a menor poténcia de « que aparece em (1 4+ a)¢ é 1. Assim, j/2—2 > 1, ou
seja, 7 > 6. Como para j = 6 temos s = 2, j4 que 2° < j < 2°7! entdao s > 2.

Afirmacgao 3.4.2 e < 2° — 2.

Prova: De fato, pela Observagao [3.4.2) j/2 — 1 < 2° < j. Entao, pela hip6tese, < 268 > =0e

portanto, pelo Teorema de Lucas, 2° nao aparece na expansao diadica de e.

Por hipétese, p < 2571 e p é fmpar, ou seja, p > 1. Assim, 0 < e < 257! e, dessa forma, 2¢
com t > s 4+ 1 nao aparece na expansao diadica de e.

Como j/2 —1 < 2° —1 < j, pela Observagao , temos que

(& . (& -0
251 ) \ 142442578 ]

Logo, pelo Teorema de Lucas, 1 +2 + --- 4+ 27! nao estd contido na expansao diddica de
e. Isto significa que, para algum 0 <ty < s — 1, 2% nao aparece na expansao diddica de e. E,
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3.4 O caso j par e p impar

como p > 1 é impar, e é impar e assim, 1 aparece na expansao diddica de e. Logo, ty # 0 e
assim, 1 <ty < s — 1, o que implica que 1 < 2%,
Dessa maneira, e possui expansao diadica da forma

e=14+a12+ a2’ +as2® +- 4+ ay, 127" a2+ da, 1257

com a; € {0,1}, para todo 1 <1i < s— 1,1 # .
Temos que

2 -2=92"_1—-1=142+---4+21-1=24+224... 42571
Logo,
e < 14242244207 g olFl .y o]
<

2+22_‘__”+2t0—1+2t0+1+_..+25—1
)

|
Utilizando a afirmacao anterior, obtemos e < 2° — 3, o que implica que p = 2571 — ¢ >
25 (25 — 3) = 2% +3 > 2°,

Dessa forma, 2° < p < 257! e assim, 2° est4 contido na expansao diddica de p. Em particular,
como p é impar, 1 + 2° esta contido na expansao diddica de p. Pelo Teorema de Lucas,

was (1) = ( %’; ) o 40,

ja que 2° < j.
Se 2° < j entao, 2° + 1 < j e, pelo Teorema de Lucas,

was 41 (N 7)) = ( 282—1 1 ) a® 0.

Logo,
g+ 2% se 2° < j
>
m_{j+2s+1, se 2° < g

Como 2° < j < 25F! entao j possui expansio diddica da forma
J=22 42 422 4 ... 4 2% coma>a; >ay > >an > 1,

e assim,
J—1=2"42%42% 4.4 2%t 4 (2% 4 4241,

Observemos que p(j — 1) < s. (Ver definigao [1.10.2)

Agora, vamos considerar as classes
1 —1—(j—1+p(j—1)+3
Was 1+ Woan—1 41 Waay—141 - - » W3w|[1]o S w[1]oc™ U=14p(=1)+3) (3.9)

de forma que, para as poténcias de 2 acima que sao da forma 2¢, com ¢ > 0, vamos considerar
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3.4 O caso j par e p impar

a classe definida anteriormente wy:; e para 2°, vamos considerar a classe w[1]s.

j+2° =1, ses>2

< — L.
7+ 27 ses=2 — 1

Afirmacao 3.4.3 j+2+p(j—1)<j+2+s< {
Prova: De fato, claramente vemos que 2 + s = 2°, quando s = 2.

Mostremos por inducao finita que 2 + s < 2°, para s > 2.

Se s = 3 entao o resultado é valido.

Suponhamos que 2+ s < 2° — 1 < 2°, para s > 3.

Entao, 2+ (s +1) < 2% +1 < 2% 4 25 = 25F1, |

A classe (3.9) é igual a:

5 ap 1 ap —1 —1—(7— y— 1
{ e e e aleac(ac? + ac)m UG-V - gobre RPY

0, sobre CP*
B { a25+~"+2ah*1+2ah_1+~~+2+10p(]’—1)(ac2 _|_aQC)Cm—l—(j—1+p(j—l)+3)7 sobre R P7
N 0, sobre CP*
B { adHac? + a?c)em 10U+ sobre RP?
- 0, sobre CP*

Entao, pelo Lema [2.3.2] temos

_ , o/ o+ ao? , 0
coeficiente de o’ em # = coeficiente de % em ————
(I +a)r (1+pB)e
) J + Jj+1
= coeficiente de o em e
(1+a)r
, j , it
= coeficiente de &/ em ———— = coeficiente de o/ em ————
(1+ a)p (14 a)p

= 1=0,

o que é um absurdo.
Portanto, este caso nao ocorre.

CasoZ:(;>:1#<ji1):O.

Pela equacao 1} temos ( Z > =0, para todo j/2 —1<a < j—1. Além disso,

(l4+a)f=1+ea+--+ ( ]./26_2 ) a2 ol
Se j > 2° entao, pela Observacao |3.4.2, ( 268 ) =0 e, assim,

e . e o (& . e —0
j - 25+2a1+_”+2ah - 25 2a1+,,'+2ah - Y

o que contraria a hipdtese deste caso. Portanto j = 2°.
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3.4 O caso j par e p impar

Como e é impar, entdo j/2 —2 > 1, o que implica que j > 6 e s > 3, ja que j = 2°.
Agora, como ( 265 ) =1le ( Z ) =0, para todo 2°°! — 1 < a < 2% — 1, pelo Teorema de

Lucas, 2° esta contido na expansao diadica de e e a expansao diddica de a nao esta contida na
expansao diddica de e, para todo 2°°! —1 <a < 2% — 1.

Logo, a expansao diddica de e é da forma e = 25+ ¢’, com 1 < ¢ < 257! — 2. De fato, como
e < 2571 entdao 2° é a maior poténcia de 2 contida na expansao diddica de e. Assim, podemos
escrever € = 25+ a, 12°7 -+ @922 +a;2+ 1, com a; € {0,1}, para todo 1 <i < s—1. Seja
e =14+a12+a2?+---+a,_12°1. Dessaforma, e = 2°+¢’. Se tivéssemos 2571 —1 < e’ < 2°—1,

entao ( :, ) =0, o que é um absurdo. Portanto, 1 <¢' <2571 -2,

Podemos escrever p = 2571 — (2°+¢) =2 — ¢/, com 2°—1 > 25 —¢' =p > 2°— (251 —2) =
2571 4+ 2. Assim, p < j — 1 < j, entao podemos considerar a classe

w ) = (1) ar 0.
p
Logo,m>j+p>j+2514+2 ouseja,m—1>7j+251 1.

Agora, j = 2% entao j —1 =21 4+252 4 ... + 2+ 1. Consideremos as classes

Was—141Was—247 * -wgw[1]ZS;wmzcm*lf(ijerz),

notandoque j —1+s+3=74+2+s<j+24+1<m—1,jaque2 ! >s+1, paras>3
(pode-se verificar por indugao finita).
Esta classe é igual a

s—1 s—2 —1—(j— ]
{ a® ca® e aPeac(ac® + ale)cm U ES)  sobre RP

0, sobre CP*
B a28*1+28*2+2+10371+1(a02 + OéQC)Cmflf(jfl+s+3)’ sobre RP7
- { 0, sobre CP*
B { o Hac? 4+ a?c)em 10U+ sobre RPY
N 0, sobre CP*

Entao, pelo Lema [2.3.2] temos

, j—1 2 0
coeficiente de o em w = coeficiente de % em ———
(1 +a)r (1+ B)a
. J J+1
= coeficiente de o’ em ot
1+ a)y

= coeficiente de o’ em

= coeficiente de o em

= 1=0,

o que é um absurdo.
Portanto, este caso também nao ocorre.
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3.4 O caso j par e p impar

s (1)-(,11)

Da equacao 1) obtemos que ( Z ) =1, para todo j/2 — 1 < a < j. Além disso,

(1+a)6=1+ea+---+( )aj/2_2+aj/2_1+---+aj_1+aj.

e
j/2—2
Pela Observagao 3.4.2) temos que j/2 —1 < 2° < jej/2—-1< 2°—1 < j, e entdo

(2)-(25 )1

Pelo Teorema de Lucas, 2° e 2° —1 =1+ 2+ 22 + ... 4+ 2571 estao contidos na expansao
diddica de e. Portanto, 1 +2 422 +-.. 42571 425 = 251 _ 1 estd contido na expansao diddica
de e, e assim 2°T! — 1 <ee.

Por outro lado, como p é impar, p > 1 e assim, e = 25t — p < 257! — 1. Logo, e = 2571 — 1
ep=1.

Por hipétese, A = <]+;+p ) = ( j42—2 ) =0.

Entao, pelo Teorema de Lucas, 2 nao aparece na expansao diadica de j + 2, e assim 2 deve
aparecer na expansao diddica de j. Como j é par, temos entdo que j = 2(mod 4) e portanto, j
¢é da forma j = 4l + 2, para algum [ € N.

Param < j+3, existem involugoes (M'™, T"™) fixando, a menos de cobordismo, {pto} URP?.
Dessa forma, (M"™,T")U(M™,T) é cobordante a uma involugao (N™, S) fixando {pto} UCP*,
onde o fibrado normal a CP*¥ em N™ possui classe caracteristica (1 + )9, e portanto, ¢ = 1.
Assim, (M™, T) é cobordante a uma involugao fixando RP? U CP*, com p = ¢ = 1, ou seja, é
uma involugao do tipo III.

Suponhamos agora m > j + 3, ou seja, m — 1 > 7 + 3.

Como j é par e j = 0 fornece um exemplo do tipo I, entao podemos supor j > 2.
Da mesma forma que foi feito na Secao , a partir das equagoes (3.3)) e (3.4)) obtemos:

W[OJ(RP(™)) = (1+a)™ ((1 +e) +pa(l+c) t+ < 229 ) (1+c¢) 2+ )

= 1+ (I+al+c+F+E+--1)) (3.10)
= (1+a+(‘7—51 )a2+---+<‘]—;1 )oﬂ) (1+a+act+ac®+ac® +---).

Observacao 3.4.3 Como j € par e 2 aparece na expansdao diddica de j, podemos supor que
J possui expansao diddica da forma j = 242" 4+ -+ 2% com 1 < 11 < -+ < xy. Assim,
as expansoes didadicas de 7+ 1, j —1 e j —2 sao da forma 7 +1 =142+ 2" + ... 4 2%,
J—1=142" 4. . 42" ¢j—2=2"14 .- 4+ 2% com 1 < x; < -+ < x¢. Dessa forma
podemos ver, através do Teorema de Lucas, que

(5)-()-(32)
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3.4 O caso j par e p impar

Voltando ao calculo das classes, a partir da equacao (3.10)), obtemos

wl0];(RP(™)) = Ozcj_1+0420j_2+(]—51)a3cj—3+..._|_

+(‘7.+1)04j_2ac+(].+1>ozj_1oz+(]—i._1)aj
J—2 J—1 J

= ad P+ a?d 4 4 ( (7."’" )aj_202 +ai e

Consideremos as classes caracteristicas
ol m—1—(j+3) _
wl[0];5,w[1]2c =

(Ozcjl +a2d2 4.4 ( ; i_ §1’> ) ol 2+ ajlc) (ac® + a?c)cm =0+ sobre RPY
0, sobre CP*

observando que m — 1 > j + 3.
Dessa forma, pelo Lema [2.3.2] temos

: i + 1 ; : a+a?
coeficiente de o/ em <a+a2+---+(],+ )a]_2+oﬂ_1)( ):

j—3 (1+a)
0
= coeficiente de ¥ em ——
em G By
= coeficiente de o’ em <0‘+042+"'+(].+1)04]_2—1—047_1)04( +O‘):0
j—3 (1+a)

= coeficiente de o’ ema(a+a2+...+(;+1 >aj_2+aj_1) —0
= 1=0,

o que é um absurdo.
Portanto, as involugoes neste caso sao do tipo III, como mencionado.

Caso4:(;):07é1:<jil).

Pela equacao , temos que ( Z ) =1, para todo j/2 —1<a < j—1. Além disso,

e
j/2—2

Suponhamos j > 2°. Pela Observagao|3.4.2 temos j/2—1<2°<j—lej/2—-1<2°—1<

. e e
j—1 Logo(2s)—(2s_1>—1.

Pelo Teorema de Lucas, 2° ¢ 2° —1 =142+ --- + 25! estao contidos na expansao diddica
de e e, portanto, 257! —1 =1+ 2+ -+ + 2° estd contido na expansao diddica de e. Assim,
25t 1 <e.

Por outro lado, como p é impar, p > 1, e assim e = 25! — p < 25+ — 1,

(1+a)e=1+ea+---+( )aj/2_2+aj/2_1+---+ozj_l.
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3.4 O caso j par e p impar

Portanto, e = 257! — 1 e, como 2° < j < 257 a expansdo diddica de j estd contida na

expansao diddica de 257! — 1 = e. Logo, ( ; = 1, o que é uma contradicao.

s - e\ e _ e _
Dessa forma, j = 2 e,pelahlpotese,(2s>—Oe<25_1)—(1+2+.'.+28_1)—

Pelo Teorema de Lucas, 2° nao estd contido na expansao diddicade e e 14+2+---+25"1 estd
contido na expansao diddica de e. Como e < 257! temos entao que e = 1+4+2+4---+2571 =251,
Assim, p = 2°t! —e =25 + 1. Dai,

. s s s+1
)\:<j+;+p>:(2 +142rz +1>:(2 2+2):1(m0d2)’

pois j = 2% é par e assim s > 0. Mas isto contraria nossa hipdtese inicial.
Logo, este caso nao ocorre.

1.

. + 1
Desta forma completamos a classificacao para o caso em que A = ( It 9 +tp ) =0 (mod 2).

O caso A =1 (mod 2)

Assumindo A =1 (mod 2), temos que

], = ac+a?,  sobre RPJ
Witz = g, sobre CP*

1], = ac® + o?c, sobre RPJ
2 0, sobre CP* ~

onde §' = (]+12_2k>c2+(k+1+q)6-

Podemos formar as classes

] ac+ a?)tem172t  sobre RP?
w[l]tQC o = { ( 6/tcm>—l—2t sobre (Cpk ) (311)
para0 <2t <m—1,e
2\t m—1-2t j
t—1al m—1—(2t+1) _ (ac+a?)fe , sobre RP
w[l]y S w(1]ac { 0. sobre CPF (3.12)

para 1 <2t <m — 2.

Observemos que, pelo Lema [2.3.2] o valor de (ac+ a?)'¢™ 172! sobre RP7 é o coeficiente de
at(l+a)t

EE Fazendo,

o’ em

a1+ )t

_ At t 2stl_p ¢ t+25+l_p
1)y =o' (l1+a)(l+a) =o' (1+a) :
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3.4 O caso j par e p impar

s+1__ 4
t+2 P4

t+25t—p\ (2T —1—(p—1—1%)
i—t )~ j—t |
Dessa forma, da equagao oriunda das classes de (3.12)), obtemos que

(23“—1—(19—1—15)):07 (3.13)

Jg—1

temos que o coeficiente de o’ em a'(1 + )

para todo 1 < 2t < m — 2.
Agora, vamos dividir a classificacao em dois casos: o caso p =1 e o caso p > 1.

Caso p = 1: Neste caso, temos

)\:<j+;+p>:(j;2>:1(m0d2)’

o que implica que 2 aparece na expansao diadica de 7 + 2, e assim 2 nao aparece na expansao
diddica de j. Logo, j = 0 (mod 4), e assim, j é da forma j = 2%(2b+ 1), com a > 2.

Para m < 29(2b+ 1) + 2% = 2°71(b + 1), existem involugdes (M'™,T") fixando {pto} URP?,
com p =1, e a uniao (M™,T)U (M"™,T") é cobordante a uma involucio fixando {pto} U CP*,
com q = 1. Portanto, (M™,T) ¢ uma involucio fixando RP/ U CP*, com p = ¢ = 1. Logo, é
uma involucao do tipo III.

Entao, suponhamos que m > 2°71(b + 1). Assim, m > 2°*1(b+ 1) + 1.

Suponhamos primeiramente que m > 2°t1(b+ 1) + 1, ou seja, m > 241 (b + 1) + 2.

Observagao 3.4.4 Notemos que, como p = 1, entdo o valor de (ac+ o?)c™ 172t sobre RP7 ¢

o coeficiente de o’ em

(a+a2)t_ t(1+a)t_ ¢ t—1
Gva) ~ Cita @0

t—1
j—t)
t—1

Desta forma, da equacao oriunda de (3.12), temos que ( it

que € igual a

) =0, para todo 1 < 2t <

m — 2.
Em particular, observe que

1<2 b+ 1) =2 (b+1)+2—-2<m—2.
Assim, para t = 2%(b+ 1), temos que
o (t-1) _ 20(b+1) — 1 B 20h +2° — 1 B
-t ) = \29@2b+1)—22(b+1) )~ \ 20t 20 —20p—20 | T
_ (2ab+2a1+2a2+---+2+1)_1

2%
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3.4 O caso j par e p impar

pois, se b = 0, entao é trivial e, se b > 1, independentemente de como seja a expansao diddica
de b, a sua possivel menor poténcia de 2 serd 2° = 1 e, assim, a menor poténcia de 2 que pode
aparecer na expansao diadica de 2%b é 2% -1 = 2%, e portanto, a expansao didadica do nimero de
baixo da combinacgao esta contida na expansao diddica do niimero de cima.

Mas isto é um absurdo. Logo, m = 2°"1(b+ 1) + 1 (e portanto impar).

Como m = 2" (b+ 1) +1 > 2k + 1, entao 2%(b+ 1) > k. Assim, para

m—1_ 27H(b4+1)+1-1
2 2

usando a equagao oriunda de (3.11]) temos que o valor de 5"¢™~172t aplicado a [RP(y™~2F)], ¢

igual ao valor de (ac+ a?)ic™ 172 aplicado a [RP(n™ /)], que, por sua vez, é igual ao valor do

. ) 2t
coeficiente de o em (%)
(1+«)

[RP(y™2%)], é igual a

t—17Y) 29(b+1)—1 (24207 20 241 _,
j—1) \ 2*2b+1)—2°b+1) )] 29h o

Agora, como m é impar, pela Observagao - temos x(M™) = 0. Vimos no exemplo m
que, como j é par, x(RP7) = 1. Logo, x(CP¥) =1 e, portanto, k é par.

Queremos mostrar que
<‘7+1_2k) =0 (mod 2).

. Portanto, pela Observacao [3.4.4, o valor de B"*¢™ =2 aplicado a

2

Para isto, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.4.1 Sejam a e b dois naturais tais que a € impar, b € par e a > b. Se 2 nao aparece
nas expansoes diddicas de a e de b, entao 2 nao aparece na expansao diddica de a — b.

Prova: Seja ¢ a parte comum entre as expansoes diadicas de a e b. Dessa forma, ¢ pode ser
diferente zero se as expansoes diadicas de a e b possuem uma parte comum, ou igual a zero se
nao possuem. Portanto, podemos supor que as expansoes didadicas de a e b, depois da eliminacao
da parte comum, sao da forma

a—c = 2" 427 4. 42"+ 1,
b—c = 2% 42% 4 ... 4 2%

onder; >ryg > >y >1,8 >80 >--->98 >1 1 >5 poisa>b,e{r,rey - ,r}N

{517827“' 78l} = (Z)

Primeiramente, como 7 > s, entdo 2" > 2% e assim, pelo exemplo [1.10.2]
a—b = (a—c)—(b—20)
= (2" 42724 F27 4 1) — (2 +2%2 4. 4 2%)
= 2N 2% (242 2T ) — (224 2% 4 - 2%
27’1714_27“172_'___‘_’_281_(282+2S3+...+281>+(2T2+27’3_'___‘+27"t+1).
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3.4 O caso j par e p impar

Em seguida, como s; > so, entao 2°1 > 22, e assim, pelo exemplo [1.10.2)]

a—b = (2T1—1+2T1—2+”'+281+1)_|_281_282_(283+_._+251)+(27‘2+'_.+27‘z+1)
— (27"1—1 + 27‘1—2 R 281+1> T 281—1 4 281—2 N 282 -
(2% 4 422+ (272 4 -+ 2 4 1),
Dessa forma, como sy > s3 > --- > s;, continuando o processo fazendo 2%-1 — 2% =

28i—1=1 ... 928 gté 2511 — 251 obtemos

a—b = (224 2 H 1)+ (2 p 28 (28 28ty
+ (252—1+,..+283+1)+...+(Qsl—1—1_|_..._|_251)_

Nesta soma podem aparecer poténcias de 2 repetidas, mas isto resulta numa poténcia de 2
com expoente maior do que o expoente das duas parcelas provenientes. Desta forma, a possivel
menor poténcia de 2, diferente de 1, que aparece na expansao diddica de a — b é o minimo entre
2™ e 2%, Como 1, e §; sao maiores que 1, seque que 2 nao aparece na expansao diadica de a—b. B

Afirmacao 3.4.4 ( J+ 12_ 2k ) =0 (mod 2).

Prova: De fato, se j + 1 — 2k < 2, entao é imediato. Suponhamos entao que j + 1 — 2k > 2,
ou seja, j + 1 > 2k + 2, o que implica que j + 1 > 2k. Neste caso, temos que j + 1 é impar, 2k

é par e, como j = 0 (mod 4) e k é par, entdo 2 nao aparece nas expansoes diddicas de j + 1 e
2k, a demonstragao segue do Lema [3.4.1| associada ao Teorema de Lucas. |

Segue da afirmacao anterior que

6’:(k;+1+q)ﬁ+(j+12_2k )c2:(k+1+q)6.

Logo, ainda utilizando t = 2%(b+ 1), pelo Lema temos

1 = /Cm—1—2t [RP(’Ym_%)h
= (k+1+4 @' RP(H" M),
t
= coeficiente de Bk em (k+ 1+ Q)_(l fﬁ)q

= coeficiente de 8% em (k + 14 )" (14 B+ B2 +--- + gF)4.

Desta forma, temos que k + 1 + ¢ e o valor do coeficiente de % em (k + 1+ ¢)3'(1 + 3 +
B%+ -+ B*)9 sao ambos congruentes a 1 médulo 2.

Agora, k+ 1+ qg =1 (mod 2) implica que k+ g = 0 (mod 2), ou seja, k = q (mod 2). Logo,
q é par.

Por outro lado, observemos que, se t > k, entao o coeficiente de 8¥ em 81(1+3+ 3%+ - -+3%)4
é zero, o que é uma contradi¢do. Assim, k = t. Portanto, k = 2%(b+ 1).

Temos entao m = 2t (b+ 1)+ 1 e k = 2%(b + 1), o que implica que v~ é um fibrado
vetorial de dimensao m — 2k = 1. Logo, ¢ < 1 e, como ¢ é par, entao g = 0.

64



3.4 O caso j par e p impar

Utilizando ¢ = 0 nas classes (3.11)), obtemos as classes

c¢™ 1 sobre RP/
¢™ 1 sobre CP* °

e assim, pelo Lema temos

- 1
coeficiente de o/ em ——— = coeficiente de % em
(1+ )t

o que é um absurdo.
Portanto, para p = 1, todas as involugoes sao do tipo III.

Caso p > 1: Seja d a parte comum das expansoes diddicas de j e p — 1. Lembremos que
28 < j <25 eassimp—1 <25t — 1,

Se d = 0, como 2° aparece na expansao diadica de j, entao 2° nao aparece na expansao
diadica de p — 1, e assim p — 1 < 27,

Seja 2! a maior poténcia de 2 que aparece na expansao diddica de p — 1. Entao,

O<2l§23_1§‘%:>2-2l§j§m—2,
j& que m > j + 2. Assim, podemos utilizar t = 2! no célculo das classes (3.12)).

Afirmacao 3.4.5 j — 2! e p — 1 — 2! possuem expansoes diddicas disjuntas.

Prova: De fato, podemos supor que as expansoes diadicas de j e p — 1 sao da forma

jg o= 2422 4. 42" 4 2° onde ] <x1 <0< -+ <y <8,
p—1 = 2904292 4. .42 192 onde 1 <y <yp<--- <Yy <L,

ja que j e p— 1 sdo pares e 2° < j < 25FL,
Assim, como 2! < 2% pois p — 1 < 2°, temos

p—1—2=2v 4 2%2 4 ... 4 9v ¢
j_2l:2x1+‘_.+2xu+28_2l:2x1+.__+2xu+28—1+28—2+.._++2l+1+21‘

Observemos que {2¥', ... 2v} N {2%1 ... 2%} = () j4 que d = 0 e {2¥1 ... 2%} N

{25, -+, 25714 = (), pois o primeiro conjunto possui poténcias de 2 estritamente menores do
que as poténcias de 2 do segundo conjunto.
Logo, j — 2 e p — 1 — 2! possuem expansoes diddicas disjuntas. [ ]

Observemos que 2571 —1 =25 42571 4 ... 4 2 + 1 e, assim, sua expansao diddica contém
as expansoes diddicas de j — 2l e p—1 -2 jAque p—1 < 2% e 28 < j < 2°F1. Logo, pela
afirmacao anterior e pelo Teorema de Lucas,

254l 1 — (p—1—21)
< ] _ 2l 7é 07
o que contraria a equacao (3.13)).
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3.4 O caso j par e p impar

Portanto, d > 0.

Como j é par, sua expansao diddica nao contém 1. Como d é uma parte da expansao diadica
de j, entao d < j e a expansao diadica de d nao contém 1, ou seja, d é par.

Se d < j entdao d < j — 2. Assim,

wa(n™ ) = ( y ) a® #0,

ja que o fato de p — 1 ser par e d ser parte da expansao diddica de p — 1 implica que d é parte
da expansao diadica de p.

Dessa forma, m > j+d>d+2+d=2d+2,e (m—2)/2>d > 0. Assim, tomando ¢ = d
no calculo das classes (3.12)), temos

0:(28+1—1_—(p—1—d)>:1’

pois p — 1 —d e j — d possuem expansoes diddicas disjuntas, e estas expansoes estao ambas
contidas em 257! — 1 =25 42571 ... 425 4 1.
Mas isto é um absurdo. Portanto d = j.
Logo, j ¢ parte da expansao diddica de p—1, o que implica que 7 < p—1, ou seja, j+1 < p.
Como p — 1 é par, entao j também é parte da expansao diadica de p. Assim,

wt ) = (1)l 20,

e portanto, m > 2j.
Suponhamos p > j + 1. Temos que p e j possuem expansoes diddicas da forma

j = 2°+---42% com 2" < .- < 2°,
p = 24+ 4274+ 224+ p comp <Qep <2< < 2%,

onde 2Y é a maior poténcia de 2 que aparece na expansao diddica de p mas nao aparece na
expansao diddica de j.

Observemos que y > 0, pois p > j+2, p’ é impar ja que p é impar, e y < s pois 2° é a maior
poténcia de 2 que aparece na expansao diadica de p, ja que p < 2571, Dessa forma, 2Y < j.

Como 2%—4 _m—4 m—2

oy o
O<j2§j2—2§2<2,

podemos utilizar t = 7 — 2¥ no calculo das classes .

Afirmacao 3.4.6 j —t ep — 1 —t possuem expansoes diddicas disjuntas.

Prova: De fato, temos que j —t=2Yep—1—t=p—1—j+2Y =21 1 p/ — 1. Como p' é
impar e p’ < 2Y, entao a expansao diadica de p’ é da forma

p=2" 4 42" 41 comy >ax > > x> 1
Assim,

p—1—t=2v"1 42" 4 ... 42" comy<y+ley>x > - >
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3.4 O caso j par e p impar

Dessa forma, 2Y nao aparece na expansao diadica de p — 1 —t e, portanto, j —tep—1—1
possuem expansoes diddicas disjuntas. [ |

Como 2°! —1 contém ambas as expansoes diddicas de j —t e p—1—t, jd que 2° < j < 25HL,
entao a afirmacao anterior e o Teorema de Lucas implicam que

<2ﬁk—y—@—1—t))#07

Jg—1

0 que contraria a equacao .

Logo, p=7+ 1.

Suponhamos m = 2j. Neste caso, (M™,T) U (RP? x RP? twist) é cobordante a uma
involugao (M'™ T") fixando CP* e, assim, (M™,T) é cobordante a (RP/ x RPJ, twist) U
(M'™ T"). Logo, (M™,T) é uma involugao do tipo I.

Suponhamos agora m > 2j, ou seja, m > 2j + 1. Se m > 2j + 1, ou seja, m > 2j + 2, entao
0 < j < (m—2)/2. Dai, para t = j no calculo das classes ([3.12)), temos

(2ﬁ1—1;f€—1—¢))::<2ﬁg—1>§£a

0 que contraria a equacao .
Logo, m =25 + 1.
Agora, m = 2j + 1 > 2k + 1 implica que j > k.
Considerando as classes para t > 1, temos

ﬂ/tcm_l_%[RP(’ym_%)]g — (ac+aQ)cm_l_Qt[RP(ym_%)]g
(T =1-(p-1-1)
- (AT

_ ( 2+t "1l >

B {O,se1§t<j
= < .

) set =7
Por outro lado,
m—1— m— +1 -2k tm—— m—
ﬁ’tc 1 Zt[RP(’y 2k)]2 — (( J 5 )62+(l€+1+q)ﬂ) c 1 2t[RP(’y 2k)]2

= coeficiente de B* em ﬁ (< ] 12_ 2k > + (k+1 —i—q)ﬁ) )

Portanto, obtemos

cocficiente de % em (14‘—15)‘1 (( T 12_ 2k ) +(k+1+ q)ﬁ) =

_{O, sel <t<y
=4 ]

et i (3.14)
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3.4 O caso j par e p impar

Suponhamos (k+ 1+ ¢) = 0 (mod 2). Entao, pela equacao (3.14)) temos

1 . N t 1 . o
(3+1 Qk) Y (3+12 2k):O, para t < 7,

(1+ B)e 2 14 B)e
e7
1 |+ 1 — 2k
m(j 9 )zl,paratzl.
1 ' —
Mas, m 7 12 2k nao depende de t, o que implica que 0 = 1, absurdo.

Logo, (k+1+¢) =1 (mod 2).
Temos m = 2j+1 é impar, entéo x(M) = 0, pela Observacio[1.9.1l Assim, como y(RP7) = 1
ja que j é par (exemplo , devemos ter x(CP*) = 1. Logo, k é par.

Dessa forma, como (k+ 1+ ¢q) =1 (mod 2) e k é par, entdo ¢ é par.
Suponhamos ( JHL =2k

9 = 0 (mod 2). Entao, pela equacao (3.14)), temos

t < N
coeficiente de 5% em 8 { 0, selsi<j .

(1+6)‘1: 1, set=1j

Se k < j entao, para t = j, temos

1 = coeficiente de % em ——— =
S gy
o que é um absurdo.
Logo, k = j e, assim, 7y é um fibrado vetorial de dimensao m — 2k =25 —1—25 = 1.
Dessa forma, W (4™~ %) = 1 e, portanto, ¢ = 0.
Concluimos entao que k = j e ¢ = 0. Queremos chegar a esta mesma conclusao no caso em

que<j+1_2k>:1(m0d2).

2
j4+1-—2k
2

m—2k 4

> =1 (mod 2). Pela equagao (3.14)), temos

Suponhamos entao que (

1 t < j
coeficiente de 4" em 1+ _J U selst <7 (3.15)
(1+ pB)e 1, set =7
Denotemos (H;B)q =14+ a8+ asf*+ -+ + apf*, onde cada a; € {0,1}. Tomando t = 1 na
equagao ((3.15)), obtemos
1
coeficiente de 5% em i =0
(1+p5)e

= coeficiente de A% em (1 + B)(1+ a8+ axf* + -+ akﬁk) =0
= ap+ap_1=0

= A = Qp_1.

Suponhamos indutivamente que, para 1 <t — 1<k — 2, seja valido que ay = a1 =--- =
ap—@—1)- Dado 1 <t <k — 1, mostremos que aj = a,—¢. De fato, pela equacao (3.15)), temos
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3.4 O caso j par e p impar

coeficiente de % em (1 + B)'(1 + a1+ - - + apf*) =

= cocficiente de ¥ em (1+(i>ﬁ+( ) ( )ﬁt_2+(tf1)ﬁt_l+ﬁt)~

(I +aB+af?+ -+ ap_of* 2 + ap_1 B + ar*) =

t t t t
= ak+<1)ak1+(2)ak2+---+(t_2)ak_(t_2)+(t_1)ak_(t_l)—lrakt—()
t t t t
= ak—|—<1)ak+(2>ak+---+(t_2)ak—l—(t_l)ak—l—akt:O
= + t + ! +-+ t + t + =0
i 1 2 t—2 t—1 ) )T =T

Afirmacao 3.4.7 Dadot > 1, temos

(1) (5) o () () oo

Prova: De fato, se t é impar, entao t — 1 é par. Assim, a soma em questao é composta por

. , . . t
um numero par de parcelas e, para cada nimero binomial ( ;| due aparece na soma, aparece

, . . . t
também seu nimero binomial complementar ( b >

Se t é par, t — 1 é impar e assim, a soma é composta por um numero impar de parcelas.
Assim, para cada ntimero niimero binomial que aparece na soma, aparece também seu numero

binomial complementar, com exce¢ao do niimero binomial ), que aparece “sozinho”.

t
t/2

() (L)

entao dois nimeros binomiais complementares sao iguais, e assim sua soma ¢é nula (mod 2).

Como

Logo, a soma em questao é igual a zero (mod 2) se t é impar, e igual a ( t;Z ) (mod 2) se

t é par.

Agora, suponhamos que t é par e sua expansao diddica é da forma t = 2%1 4 272 4 ... 4 2%
com 1 <z < -+ < x. Entao t/2 = 27171 427271 4 ... 4 9771 ¢ a menor poténcia de 2
que aparece na expansao diadica de t/2 é 27171 que nao aparece na expansao diadica de t.

Portanto, pelo Teorema de Lucas, ( ) =0 (mod 2), o que conclui a demonstragao. [ |

t
t)2

Pela afirmacao,

(1)1 (8 () ()

= ap +ap_¢+ =

= A = Qk—¢-
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3.4 O caso j par e p impar

Portanto, mostramos por indugao sobre t que a = ay_, para todo 1 <t < k — 1. Logo,
ap = ag_1 = -+ =ay = ay, com a, € {0,1}.
Suponhamos a; = 1. Entao,

1

1
=1 k_1 k_ _ —
p +a18+- 4 arf +08+---+p 155

(1+5)
o que implica que ¢ = 1. Mas isto é uma contradi¢ao, pois ¢ ¢é par.

Logo a; = 0 e, assim,

1
gy sl =t

o que implica que ¢ = 0. Dessa forma, pela equacao (3.15)), temos

0, sel<t<y

coeficiente de % em (14 )" = { 1 sel—j

Suponhamos k£ < j. Entao, para t = k, temos

coeficiente de £* em (14 B)F =0
)B+---+(kﬁl )6’“‘1+B’“=0

—_

= coeficiente de ¥ em 1+ (

= 1=0,

o que é um absurdo. Assim, k = j.
Logo, k = j e ¢ = 0. Desta forma, (M?**1 T) é uma involucao que fixa RP* U CP*, com k
par, p=k + 1 e ¢ = 0. Portanto, (M?**! T é uma involucao do tipo II.

3.5 Conclusao
A partir do estudo desenvolvido neste capitulo, obtivemos a seguinte classificacao:
Seja (M™,T) uma involugao suave sobre uma variedade fechada M™, com conjunto de

pontos fixos igual & unido dos espacos projetivos RP/ U CP*. Consideremos o fired-data de
(M™,T)

nm—j ,Ym—Zk’
LuoL
RP? CP*

com W(n™) = (1+a) e W(y™ ) = (14 p).
Se j =0ouk =0, entdao (M™,T) é uma involugao do tipo I.
Se j =m ou k =m/2, entao (M™,T) é também uma involucao do tipo I.
Se j é impar e p é par, entao (M™,T) é, novamente, uma involucao do tipo I.
Se j é impar e p é impar, entdo (M™,T) é uma involugao do tipo III.
Se j é par e p é par, entdao nao hé involucdes fixando RP? U CP* neste caso.
Agora, se j é par e p é Impar, entao temos dois casos dependendo do parametro

A = (‘7 —i—;—l—p ): se A = 0 (mod 2), entdo (M™,T) é uma involugao do tipo III. Se
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3.5 Conclusao

A =1 (mod 2) entdo, se p = 1, (M™,T) é uma involugao do tipo III, e se p > 1, temos
3 possibilidades: m < 2j (entdo ndo h4 involucdes fixando RP/ U CP* neste caso), m = 2j
((M™,T) é uma involucdo do tipo I) ou m > 25 ((M™,T') é uma involucao do tipo II).
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CAPITULO

4

O caso especial RPJ U CP* com 7 ¢ k pares
pPOSItIVOos

No capitulo anterior realizamos a classificagao das involugoes que fixam
R P UCP*, a menos de cobordismo equivariante. Conforme visto, esta classificacao
foi feita quase inteiramente em fun¢ao da dimensao j do espago projetivo real e do
nimero inteiro p tal que W(n™7) = (14 «)?, onde n™ 7 — RP? é o fibrado normal
a RP’. Neste capitulo, vamos inicialmente filtrar do material do capitulo anterior,
a classificacao, a menos de cobordismo equivariante, das involugoes que fixam a
unidao RP? U CP* no caso especial em que j e k sao ambos pares e positivos, caso
especifico que permanece em aberto na classificacao das involugoes fixando outras
unides de espacos projetivos, especificamente RP7 URP* CP/UCP* e HP UHP".
Por fim, vamos apresentar a classificacio das acoes de Z5 que fixam RPJ U CP*,
com j e k ambos pares e positivos, j # 2k, a menos de cobordismo equivariante,
obtida através do Teorema [L.11.8

4.1 Involucdes fixando RP/ U CP* com j e k pares e positivos

Seja (M™,T) uma involugao suave sobre uma variedade fechada M™, com conjunto de

pontos fixos igual & unido dos espacos projetivos RP/ U CP*. Consideremos o fized-data de
(M™,T),

77m—j ,.Ym—Qk
LU
RP? CP*

com W(nm ) = (1 + a)? e W(y™2k) = (1 + 8)?. No capitulo anterior, vimos que (M™,T)
¢ equivariantemente cobordante a uma variedade do tipo I, II ou III. Vejamos quais sao as
possibilidades para (M™,T'), dentre estes modelos, no caso em que j e k sao ambos pares e
positivos.
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4.1 Involucoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos

Exemplo|2.1.1): Neste exemplo, uma das componentes fixadas borda como variedade com
fibrado normal. Para que isto aconteca, ela deve bordar como variedade e, neste caso, j ou k
deve ser impar. Logo, tal caso nao ocorre.

Exzemplo[2.1.2: Neste caso, (M™,T) é cobordante a (M{", Ty) U (M, Ty), onde (M*, Tp)
fixa RP? e (M, Ty) fixa CP*. Supondo j par, (MJ", Ty) é cobordante a (RP7,identidade) ou
é cobordante a (RP? x RP twist), e assim m = j ou m = 2j.

Se m = j, entao (M, Ty) é cobordante a (RP7, identidade) e temos as sequintes
possibilidades:

e Sejémiltiplode4 ek = j/2, entdo k é par e (MJ",T}) é cobordante a (CP7/2, identidade),
e assim (M™ T) é cobordante a

(RP?,identidade) U (CP?/?,identidade). (4.1)

e Se j é miiltiplo de 8 e k = j/4, entdo k é par e (M T}) é cobordante a (CP/* x
CP’/*, twist), e assim (M™,T) é cobordante a

(RP?,identidade) U (CPV/* x CP/* twist). (4.2)

Agora, se m = 27, entao (M, Ty) é cobordante a (RP/ x RP? twist) e temos as seguintes
possibilidades:

e Se k = j, entao k é par e (M]",T}) é cobordante a (CP’,identidade) e, dessa forma,
(M™,T) é cobordante a

(RP7 x RP? twist) U (CP?, identidade). (4.3)

e Se j é miiltiplo de 4 e k = j/2, entdo k é par e (M T}) é cobordante a (CP7/? x
CP’/2 twist), e assim (M™,T) é cobordante a

(RP7 x RP?, twist) U (CP/% x CPI/? twist). (4.4)

Estas s@o as primeiras possibilidades para (M™,T) com j e k pares e positivos, todas do
tipo I.

Ezxzemplo : Neste exemplo, (M™,T) é uma involugao fixando {pto} U RP? ou
{pto} U CP*, ou seja, k = 0 ou j = 0. Portanto este ndo ¢ um caso onde (M™ T) fixa
RP/ UCP* com j e k ambos pares e positivos.

Exemplo do tipo II (Secao : Neste caso, (M™,T) fixa RP?UCP*, com j = k par,
p=k+1eq=0. Portanto, para todo j = k par, temos um tal exemplo e, como vimos na
Segao 2.2} tal involucdo é equivariantemente cobordante a

I'(CP*, conjugacdo), (4.5)

ou seja, uma involugao do tipo II.
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4.1 Involucoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos

Ezemplo do tipo III (Segdo [2.3): Na Secio demonstramos que, se (M™,T) é
uma involucao fixando RP7 U CP* no caso geral em que j e k sdo inteiros ndo negativos, com
p=q =1, entdao m pertence a ambos os ranges de RP/ e CP* e (M™, T) é cobordante a uma
unido de uma variedade fixando {pto} URP? e uma variedade fixando {pto} U CP* (que j4 sio
conhecidas, vistas no exemplo . Mais especificamente, (M™, T) é cobordante a

=Y RPIT T,)) UT™2F=2(CP* ),

onde Tg[Ig,xl,...,Ij+1] = [—xo,xl,...,xj+1], Tl[yo,yl,...,yk+1] = [—yg,y17...,yk+1],
[™=i=1(RP7 T,) é uma involugao fixando {pto} URP? e T 2k=2(CP**! T}) é uma involugio
fixando {pto} U CP*.

Agora analisaremos este modelo de involucao quando j e k sdo ambos pares e positivos, ou
seja, supondo que j seja par, queremos saber se existe k£ par para o qual a interseccao entre o
range de RP? e o range de CP* é nao-vazia.

Recordemos que o range de RP? é o conjunto dos ntimeros inteiros m que satisfazem

. J+3, sea=1
< <
‘7+1_m_{j+2“, sea>1"
onde j = 2%(2b+ 1), para inteiros a e b.
Do mesmo modo, o range de CP* é o conjunto dos ntimeros inteiros m que satisfazem

2k + 6, sec=1

< <
2k+2_m_{ 2k + 271 seec>1 7

onde k = 2¢(2d + 1), para inteiros c e d.
Para ilustrar e clarear esta discussao, analisaremos inicialmente alguns casos particulares.

Tomemos, por exemplo, j = 2. O range de RP? é {m € Z;3 < m < 5} = {3,4,5}.
Notemos que o range para CP*, k par, que possui os menores valores possiveis, é quando
k = 2. O range para CP? ¢ {m € Z;6 < m < 10} = {6,7,8,9,10}. Observemos que mesmo
este sendo o possivel range de CP*, com k par, que possui os menores valores, estes valores
ainda sao maiores que todos os valores do range de RP?. Isso mostra que os ranges de RP? e
CP* possuem interseccao vazia, para qualquer k par. Em outras palavras, se j = 2 entdo nao
hé involucoes do tipo I1I fixando RP? U CP*, para qualquer k par.

Suponhamos agora j = 4. O range de RP* é {m € Z;5 < m < 8} = {5,6,7,8}. Para
k = 2, vimos acima que o range para CP? é {6,7,8,9,10}. Dessa forma, para cada m € {6,7,8}
(interseccio entre estes ranges), existe uma involugao do tipo III fixando RP* U CP% Mas,
se k = 4, o range para CP* é {m € Z;10 < m < 16} = {10,11,12,13,14,15,16}, que
possui interseccio vazia com o range de RP*. Isso mostra que, para todo k par, k > 4, os
ranges de RP* e CP* possuem interseccao vazia, ou seja, se j = 4, somente k = 2 providencia
exemplos deste modelo de involugdo, mais precisamente, providencia 3 exemplos (m=6, 7 ou 8).

Como tltimo exemplo, consideremos j = 8. O range de RP® é {m € Z;9 < m <

16} = {9,10,11,12,13,14,15,16}. Se k = 2, o range para CP? é {6,7,8,9,10}, que possui
interseccao nao-vazia com o range de RP8, fornecendo exatamente 2 exemplos de involucoes
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4.1 Involucoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos

fixando RP® U CP? do tipo III. Se k = 4, o range para CP* ¢ {10,11,12,13,14,15,16},
que possui interseccao nao-vazia com o range de RP®, fornecendo exatamente 7 exemplos de
involugoes fixando RP® UCP* do tipo III. Se k = 6, o range para CP® é {14,15,16,17,18}, que
também possui interseccao nao-vazia com o range de RP?, fornecendo exatamente 3 exemplos
de involucoes fixando RP® U CPS do tipo III. Mas, se k = 8, entdo o range para CP8 ¢
{m € Z;18 < m < 32}, que possui intersecgao vazia com o range de RP®. Isso mostra que,
para todo k par, k > 8, os ranges de RP® e CP* possuem interseccio vazia. Logo, para j = 8,
os casos k=2,4 e 6 providenciam exemplos deste modelo de involucao, mais especificamente 12
exemplos deste modelo.

Dessa forma podemos concluir que, para um dado j par, j > 4, existem varios valores de k
par de maneira que a interseccao entre os ranges de RP7 e CP* seja nao-vazia. A proposicao
abaixo visa mostrar que todo j > 4 providencia exemplos deste modelo de involucao, embora
a questao de, dado j par, determinar com precisao todos os k pares que fornecem exemplos,
permanecerd em aberto (o que nao invalida nossa classificacao).

Proposicao 4.1.1 Para todo j par, j > 2, ewiste k par tal que os ranges de RP7 ¢ CP*
POSSUEM, INtETSECCAO NAO-VAZIA.

Prova: Suponhamos j par. Entdao podemos escrever j = 2%(2b+ 1), com a > 1.
Primeiramente suponhamos que a = 1, ou seja, j = 2(2b+ 1). Como j > 2, entdao b > 1 ou
seja, 2b > 2. Tomemos k = 2b. Entao k é par e o range para CP? ¢

2-2b+6, sec=1

. < <
226"‘2_771_{22[)_}_204»17 Sec>]_ ’

onde 2b = 2°(2d + 1), para inteiros c e d.

Temos que 2-2b+2=2(2b+1)=7,2-2b4+6=(2-204+2)+4=j+4e2-2b+2°" =
(2-20+2) 42t — 2 = j +2¢71 — 2 lembrando que 2°7! — 2 > 2271 — 2 =6, se ¢ > 1. Desta
forma, o range para CP* ¢é

. J+4, sec=1
< <
]—m—{j+TH—Z sec>1 "

com 2t — 2> 6, se c > 1.
Como neste caso o range para RP’ é

J+1<m<j+3,

entdo a interseccdo dos ranges de RP? e CP* é nio-vazia, como queriamos.
Suponhamos agora que a > 1. Neste caso a — 1 > 0 e assim j/2 = 2971(20 + 1) é par.
Tomemos k = j/2. O range para CP/? é

J

. —1=
2-§+2§m§{ 2546, sea—1=1

2-1420@DH 2 seq—1>1"

ou seja,
j+6, sea=2

] < <
ij2_m_{j+2“, sea>2 "’
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4.1 Involucoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos

lembrando que 2* > 4 pois a > 1.
Como neste caso o range para RP7 é

J+H1<m< 543,

entdo a interseccio dos ranges de RPJ ¢ CP* é nao-vazia, o que completa nossa prova. |

Observacao 4.1.1 Na demonstragao da proposicao acima podemos observar que, quando j =
2(2b+ 1), ou seja, a =1, o range de RP? estd contido no range de CP*, onde k = 2b, e assim
este caso providencia 3 exemplos deste modelo de involucdo fivando RPJ U CP*.

Observagao 4.1.2 Ainda no caso em que j = 2(2b+ 1), se tomarmos k = 2b+ 2, temos que
k € par e o menor valor do range de CP* é

2% +2=2(2b+2)+2=22b+1) +4=j+4,

que € maior do que o maior valor do range de RP?, que é j + 3. Dessa forma, a intersec¢io
entre 0s ranges de RP7 e CP?*2 ¢ vazia. Isso mostra que, para todo k > 2b, o range de CP*
possui interseccdo vazia com o range de RPJ. Em outras palavras, os tuinicos exemplos deste
modelo, neste caso, sao providenciados por k pares tais que k < 2b.

Observagao 4.1.3 Para um j > 2 fixado, j = 2%(2b + 1) par, quanto maior for o valor de
a, maior serd o range de RP7 e, neste caso, existem vdrios valores de k pares que fornecem
exemplos deste modelo, como vimos no caso j = 8.

Portanto, se j e k sao ambos pares e positivos, j > 2, e se a interseccao entre os ranges de
RPJ e CP* é nao-vazia entao, para todo m pertencente a esta intersecco, a involucio

==Y RPIT T uT™ 3 2(C PP 1Y), (4.6)
¢ uma involucdo fixando RP/ U CP*, do tipo II1.

Desta forma, se (M™,T) é uma involucdo fixando RP/ U CP* com j e k ambos pares
e positivos, entdao (M™,T) é cobordante a uma das involugoes indicadas nas equagoes ,
, , , ou . Portanto a classificacao, a menos de cobordismo equivariante,
das involucoes fixando RP?UCP* com j e k ambos pares e positivos, estd completa. Avaliamos
que a determinacao numeérica precisa de tais involugoes do tipo III, conforme acima discutido,
nao enriquece ou torna mais relevante a classificacao em pauta.

4.2 Zb-acoes fixando RP/ UCP* com j e k pares e positivos, j # 2k

Seja (M™,T) uma involugao fixando RP?UCP* com j e k ambos pares e positivos, conforme
vimos na secao anterior.

Vimos na Secao que podemos obter uma colecao de Zj-acoes por aplicar as operagoes
ol (M™ T), para cada automorfismo o : Z — Z4 e para cada 1 < t < r, onde as Z-agdes
7 (M™,T) sao as definidas na Secao , e em seguida por remover as possiveis seccoes dos
resultantes fibrados componentes do fized-data.

Mais ainda, o Teorema [1.11.8| nos diz que, se j # 2k, a menos de cobordismo equivariante,
estas sao todas as possiveis Zj-acoes fixando RP? UC P neste caso, ja que RP7 e CP* possuem
a propriedade H, pelo fato de j e k serem ambos pares e positivos.
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4.2 Zb-agoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos, j # 2k

Portanto, juntando o Teorema [1.11.§] com a classificacao feita nesta tese, podemos obter,
a menos de cobordismo equivariante, todas as Zj-acoes fixando RP/ U CP*, com j e k ambos
pares e positivos, e j # 2k. O caso em que j = 2k permanecerd em aberto.

Para ilustrar tal resultado, vejamos alguns exemplos relativos a tal classificacao.

Exemplo 4.2.1 Consideremos as Z3-acoes que firam RP?> U CP?. Pela se¢io anterior, as
tnicas involucoes, a menos de cobordismo equivariante, que possuem RP?UCP? como conjunto
de pontos fixos sao as involugoes € , ou seja, sao as involugoes (RP? x RP?, twist) U
(CP?, identidade), com fized-data

ool R
{ u 4,
R P2 C P2

onde &' — RP? € o fibrado linha candnico sobre RP? e R — € o fibrado linha trivial sobre CP?,
e I'(CP?, conjugagio) com fized-data

TRP? 0
LoouoL,
R P? CP?

onde TRP? — RP? € o fibrado tangente a RP? e 0 — CP? € o fibrado trivial 0-dimensional
sobre CP2.

Denotemos por (M*,T) a involugao T'(CP?, conjugagdo).
De acordo com a Secao|1.11.1), temos entdo as possiveis Za-agoes:

1. T3((RP? x RP? twist) U (CP? identidade)) = (RP? x RP? twist,identidade) U
(CP?; identidade, identidade), que é uma Z3-agio sobre (RP? x RP?) U CP? que tem
como fized-data a lista

(RP%TRP?,0,0) U (CP%0,0,0).

2. T2((RP2xRP? twist)U(CP?, identidade)) = (RP?*xRP?xRP?*xRP?; twist x twist, S)U

(CP? x CP?% identidade, twist), onde S(a,b,c,d) = (c,d,a,b), para todo (a,b,c,d) €

RP?2xRP?*xRP?xRP?, que é uma Z3-agio sobre (RP?xRP?xRP?xRP?)J(CP*xCP?),
que tem como fixed-data a lista

(RP%, TRP?, TRP? TRP?*) U (CP?%0,0, TCP?),
onde TCP? — CP? € o fibrado tangente a CP?.

3. TH(M*,T) = (M*; T, identidade), que é uma Z3-agdo sobre M* que tem como fized-data
a lista

(RP% ' @ et @ £4,0,0) U (CP%R,0,0).

4. T2(M*T) = (M* x M*; T x T, twist), que é uma Z3-a¢do sobre M* x M* que tem como
fizxed-data a lista

(RP*:E @' @ ¢ ¢t o @ ¢!, TRP?) U (CP%R, R, TCP?).
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4.2 Zb-agoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos, j # 2k

Portanto, obtivemos 4 modelos de Z3-agoes fizando RP? U CP?, obtidas dos argumentos
discutidos na Secao|l.11.1. Em nenhum destes casos had sec¢oes para serem removidas. Sabemos
que existem 6 automorfismos de Z3. Assim, de cada modelo acima, obtemos 6 modelos de
Z3-agoes firando RP2UCP?, por aplicar as operagoes L't (M™,T), onde o é um automorfismo
de 73, t =1,2.

Enfatizamos que cada tal automorfismo pode gerar novas agoes, porém, em alguns
casos, o automorfismo pode nao modificar a a¢ao. Por exemplo, tomando o fized-data
(RP?;TRP?0,0) U (CP?0,0,0), se um automorfismo permutar o sequndo e o terceiro
subfibrado, a acdo resultante ¢ a mesma. Ao contrdrio, se permutar o primeiro e o sequndo
subfibrado, a a¢ao resultante ndo € a mesma.

Exemplo 4.2.2 Vejamos agora o caso RP® U CP?. Pela secio anterior, a involucdo
dada por (RP?, identidade) U (CP? x CP?, twist) possui o sequinte fived-data:

0 TCP?
LU
RPS CP?

Por outro lado, temos que o range para RP® é {m € Z;9 < m < 16} e o range para
CP? ¢ {m € Z;6 < m < 10}. Assim, a interseccio entre os ranges de RP® e CP? € igual
a {9,10}. Logo, pelo modelo (4.6) da secdo anterior, temos que T*(RP®, Ty) UT3(CP%T)) e
[2(RP8,Ty) UTH(CP?,T)) possuem fized-data dados respectivamente por

51 EZ@R?) 51 @R §2@R4
U l e | U o,
RPS cp? RPS cpr?

onde €2 — CP? € o fibrado linha canénico sobre CP?%, e R* — CP? e R* — CP? sdo os fibrados
triviais 3 e 4-dimensionais sobre CP?, respectivamente.

Pela se¢cao anterior, estas sao as unicas involucoes, a menos de cobordismo equivariante,
que possuem RP® U CP? como conjunto de pontos fixos.

Denotemos por (M°,T) e (M'°,T") as involugoes T (RP®, Ty )UT3(CP?%, Ty) e T?(RP®, Ty)U
'(CP?%,Ty), respectivamente.

De acordo com a Segdo temos que:

1. T3((RP?, identidade) U (CP? x CP? twist)) = (RP®;identidade, identidade) U (CP? x
CP?; twist, identidade), que é uma Z3-ag¢io sobre RP® U (CP? x CP?) que tem como
fizxed-data a lista

(RP%;0,0,0) U (CP*TCP?0,0).

Neste caso nao hd seccoes para serem removidas.

2. T2((RP®, identidade) U (CP? x CP? twist)) = (RP® x RP%; identidade, twist) U (CP? x
CP? x CP? x CP?; twist x twist, S), onde S(a,b,c,d) = (c,d,a,b), para todo (a,b,c,d) €
CP?xCP?*xCP?*xCP?, que é uma Z3-agdo sobre (RPExRP8)U(CP2xCP?xCP?*xCP?)

que tem como fixed-data a lista
(RP®;0,0,TRP®) U (CP%, TCP?, TCP? TCP?).
Neste caso também nao had seccoes para serem removidas.
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4.2

Zb-agoes fixando RPJ U CP* com j e k pares e positivos, j # 2k

3. TH(M?,T) = (M?; T, identidade), que é uma Z3-agao sobre M° que tem como fized-data

a lista
(RP%;¢',0,0) U (CP% €% @ R?,0,0).

Novamente, nao had seccoes para serem remouvidas neste caso.

L D3(MPT) = (M® x M*; T x T, twist), que é uma Z3-agao sobre M® x M? que tem como

fized-data a lista
(RP% ¢, € TRP?) U (CP% &2 o R? €2 @ R?, TCP?),

nao havendo seccoes para remover.

DM T = (M1, T, identidade), que é uma Z3-agdo sobre MY que tem como fized-

data a lista
(RP3: '@ R,0,0) U (CP% 2 @R, 0,0).

Através da remocio de uma secg¢do, obtemos mais uma Z3-agao fizando RP® UCP?, cujo
fized-data é
(RP%¢4,0,0) U (CP% €% @ R%,0,0),

o que implica que esta Z3-agio é cobordante a Z3-agdo descrita em 3. Portanto, ndo
iremos considerd-la na nossa listagem.

CDE(MWO T = (M0 x MO T x T twist), que € uma Z3-a¢ao sobre M x M0 que tem

como fized-data a lista
(RP% €' @R, &' @ R, TRP®) U (CP% 2 @ R, €2 @ RY, TCP?).

Através de remogao de duas secgoes, obtemos mais duas Z3-agoes fizrando RP® U CP?,
cujos fized-data sao, respectivamente,

(RP%; €' e' @ R, TRP®) U (CP% €2 o R®, €2 @ RY, TCP?)

(RP% ¢ ¢ TRP®) U (CP% 2 o R 2 @ R3 TCP?).
Observemos que a Z3-agio cujo fized-data é dado por
(RP% ¢ € TRP) U (CP% 2 @ R? €2 @R TCP?)

¢ cobordante a Z3-agdo descrita em /4, e assim serd descartada da nossa listagem.

Portanto, obtivemos 6 modelos de Z3-acoes firando RP® U CP? obtidas das Zi-acoes

Ly (M™,T), definidas na Segao e mais 1 modelo obtido através da remogao de sec¢ao
da Z3-agdo 6, totalizando 7 modelos. Sabemos que existem 6 automorfismos de Z3. Aplicando
tais automorfismos nas agoes acima, obtemos novas agoes em alguns casos, e em outros casos
a aplicagao do automorfismo pode nao modificar a a¢ao (como vimos na discussdo anterior).
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