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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento topoldgico das curvas de niveis do polinomio
p do contra-exemplo de Pinchuk a Conjectura Jacobiana Real, isto ¢, uma aplicagao
polinomial nao injetora de R? da forma (p,q) com determinante da matriz Jacobiana
que nunca se anula, utilizando técnicas da teoria qualitativa de equagoes diferenciais.
Também encontramos uma familia de aplicagoes polinomiais que sao contraexemplos para

a Conjectura Jacobiana Real.

Palavras-chave: Andlise Matematica. Campos vetoriais. Injetividade.



Abstract

In this work we studied the topological behaviour of the level curves of the polinomial p
of Pinchuk counterexample of the Real Jacobian Conjecture, namely, a polinomial non-
injective map of R? with the form (p, ¢) with a nonvanishing Jacobian Matrix determinant,
using techniques of the qualitative theory of differential equations. We also found a family

of polinomial functions witch are counterexamples of the Real Jacobian Conjecture.

Keywords: Mathematical Analysis. Vector fields. Injectivity.
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Introducao

Em 1939, Ott-Heinrich Keller propos a Conjectura Jacobiana em [15]. A Conjectura
Jacobiana afirma que se uma aplicagao polinomial sob um corpo de caracteristica zero
possui determinante da matriz jacobiana constante nao nulo, entao essa aplicacao é in-
versivel e sua inversa é polinomial. Esse é um dos problemas mais importantes em aberto
na Matemdtica atualmente, presente na lista dos dezoito problemas de Smale e estudado
por inumeros pesquisadores. Dentre os trabalhos relacionados a Conjectura Jacobiana,
destacamos o de Hyman Bass, Edwin H. Connell e David Wright em [5]. Neste Artigo,
eles mostram que a Conjectura Jacobiana segue de um caso especial em que os polinémios
possuem grau 3, porém aumentando o numero de variaveis. Uma coletanea de resulta-
dos relacionados a esse problema bem como um tratamento sistemético da Conjectura
Jacobiana e problemas relacionados podem ser encontrados no livro de Arno van den
Essen em [25]. Naturalmente surgiu uma nova pergunta sob o corpo dos niimeros reais:
Uma aplicacao polinomial cujo determinante da matriz jacobiana que nunca se anula é
inversivel? FKsse problema é conhecido como a Conjectura Jacobiana Real. Em 1994,
Sergey Pinchuk em [22] respondeu negativamente a essa pergunta construindo um exem-
plo: Uma aplicacao polinomial nao injetora de R? em R? cujo determinante da matriz
jacobiana nunca se anula em que um das coordenadas possui grau 10 e a outra grau 40.

Um trabalho importante relacionado ao contraexemplo de Pinchuk é o de Louis A.
Campbell em [10]. Nesse artigo, dentre outras coisas, Campbell mostra que o grau da
segunda componente do contraexemplo pode ser reduzido a 25, encontra uma parame-
trizacao para os niveis da primeira componente e encontra a variedade assintotica do
contraexemplo. Outro trabalho relacionado com o contraexemplo de Pinchuk é o de Ro-
nen Peretz em [21]. Nesse trabalho, Peretz mostra que as componentes do contraexemplo

de Pinchuk estao contidas em um subanel dos polinomios e que nao é possivel construir



um contraexemplo para a Conjectura Jacobiana partindo desse subanel.

Com o objetivo de encontrar um exemplo mais simples para a Conjectura Jacobiana
Real, generalizamos a construgao de Pinchuk no segundo capitulo. Apesar disso, todos os
exemplos que encontramos possuem a coordenada de menor grau com grau > 10. Com o
mesmo intuito, Francisco Braun e José Ruidival dos Santos Filho em [8] mostraram que se
uma das coordenadas possui grau 3, nao ¢é possivel construir um exemplo. Mais ainda, pelo
resultado de Francisco Braun e Bruna Oréfice-Okamoto em [7], se uma das coordenadas
possui grau 4 também nao é possivel construir um contraexemplo. Até o presente, ainda
nao se sabe se é possivel encontrar algum exemplo em que uma das coordenadas possui
grau n, com 4 < n < 10. Esses resultados e o resultado de Janusz Gwozdziewicz em
[14], que diz que se a fronteira de uma meia componente de Reeb é uma reta, utilizam
fortemente o estudo das curvas de nivel de um polinomio relacionado com a injetividade
de uma aplicacao polinomial. Ainda no segundo capitulo desenvolvemos alguns resultados
sobre esse estudo.

No terceiro capitulo, nos dedicamos a estudar as curvas de nivel de uma das compo-
nentes do contraexemplo de Pinchuk. Para tanto, criamos o retrato de fase global das
curvas de nivel da primeira componente do contraexemplo de Pinchuk. O modo como isso
foi realizado foi por meio das técnicas de teoria qualitativa de equagoes diferenciais desen-
volvidas no primeiro capitulo. Uma das técnicas que desenvolvemos é a compatificacdao de
Poincaré. Ela nos permite estudar globalmente qualquer campo vetorial polinomial em
R2. Outra técnica fundamental para o nosso estudo é a técnica de Blow Up tendo como
referéncia o artigo [1]. Essa técnica nos permite estudar qualitativamente qualquer tipo
de singularidade isolada de um campo vetorial polinomial.

As ferramentas desenvolvidas no capitulo 1 e utilizadas no capitulo 3, embora tenham
sido aplicadas a um exemplo especifico de um campo hamiltoniano, podem ser aplicadas

em um campo polinomial qualquer para criarmos seu retrato de fase topoldgico global.



Capitulo 1

Principios da Teoria Qualitativa de

Equacoes Diferenciais Planares

Neste capitulo, iremos introduzir alguns conceitos basicos da teoria qualitativa de equagoes

diferenciais planares que serao utilizados ao longo do texto. Estudaremos equagoes do tipo:

¥ = X(x) (1.0.1)

em que X é um campo vetorial de R".

1.1 Primeiros Teoremas

Definicao 1.1.1. Sejam I C R um intervalo e ¢ : I — R™ uma funcao diferenciavel.

Dizemos que ¢ é uma solu¢do da equagao diferencial (1.0.1) se

¢'(t) = X(0(1)) (1L.1.1)
para todo t € I.

Definicao 1.1.2. Sejam U um aberto em R" e X : U — R" um campo vetorial de classe
C", r > 1. Dizemos que um ponto p € U é um ponto singular da equacgao diferencial

(1.0.1) se X(p) = 0. Dizemos que p é um ponto regular caso contrério.

Definicao 1.1.3. Sejam xy € U e ¢ : I,, — R" uma solugao de (1.0.1) tal que ¢(0) =
xo. Dizemos que ¢ é uma solugdo maximal passando por x, se para toda outra solucao

Y J — R com ¢(0) = xy tivermos J C I,,. Neste caso, diremos que I, é o intervalo
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mazimal passando por xy. Ao longo do texto, denotaremos por I, tal intervalo.

Definigao 1.1.4. Seja ¢ : I, — U uma solucdo maximal. A imagem de ¢, v, = {¢(t) |t €
I,} C U, é chamada de drbita associada a solugdo maximal ¢. Observemos que uma
solugao maximal induz naturalmente uma orientacao na sua respectiva orbita dada pela
sua variacao crescente no tempo. Uma Orbita com sua orientacao natural sera chamada

de orbita orientada.

A seguir teremos um resultado particular do Teorema de Picard sobre condigoes de
existéncia e unicidade de solugoes, além disso apresentamos duas propriedades fundamen-

tais das nossas equagoes e também definimos o fluxo de um campo vetorial.

Teorema 1.1.5. Sejam U C R™ um aberto e X : U — R™ um campo vetorial de classe

C", r > 1. Valem os sequintes resultados:

i) (Existéncia e unicidade de solugoes maximais). Para todo xg € U existe um intervalo
aberto 1., mazimal tal que uma unica solugdo maximal ., de (1.0.1) estd definida e

satisfaz o, (0) = xo.

ii) (Continuidade com respeito as condigoes iniciais). Seja D = {(t,x) | x € U,t € I,}.
Entio D € aberto em R™™! ¢ p: D — R™ dada por ¢(t,x) = @.(t) é uma funcao de

classe C". Dizemos que ¢ assim definida é o fluro de X.

iii) (Propriedade de fluzo). Sejam ¢, : I, — R™ e ¢, : I, — U solucoes mazimais
satisfazendo ¢, (0) = x e v, (0) = y. Suponhamos que y = ¢,(t) com t € I, entao

I,={r—t|rel,} ep,r)=q,r—t).

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [24], pagina 209. Vale ressaltar
que (i) e (ii) também sdo validos para equagoes diferenciais mais gerais na forma z’ =
F(x,t).

Vamos introduzir nogoes para podermos fazer comparacoes entre campos vetoriais e

seus fluxos.

Definicao 1.1.6. Sejam U; e U, abertos de R”, X; : U; — R" e X5 : Uy — R™ campos

vetoriais, 1 @ D; — R™ e g : Dy — R™ seus respectivos fluxos. Dizemos que X; é
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topologicamente equivalente (C" equivalente, respectivamente) a X, se existir um homeo-
morfismo (difeomorfismo de classe C", respectivamente) h : Uy — Us que leva érbitas de
X, em orbitas de X, preservando a orientacao. Isto ¢, se vy, for uma dérbita orientada de

X1, h(,,) serd uma orbita orientada de X,.

Vamos apresentar uma condicao suficiente para C"-equivaléncia entre campos:

Proposicao 1.1.7. Sejam U aberto de R™, X1 : U — R" e Xy : U — R"™ campos vetoriais
de classe C", r > 1, tais que exista uma funcao p: U — R, p(x) > 0 para todo x € U de

classe C" de modo que

Xi(x) = p(z)Xa(x).

Entao X1 e X5 sao C" equivalentes.

Demonstragao. Seja ¢y : Iy — U uma solugdo maximal de X,. Pelo item (i) do Teorema

1.1.5 existe uma unica funcao f : [y — I, solugdo maximal de

' = p(pa(x))

satisfazendo

A funcao f(t) é um difeomorfismo crescente com sua imagem pois f'(t) = p(¢=2(f(¢))) > 0.
Afirmamos que a imagem de f é I5. De fato, se fosse t,, = sup{ f(lo)} < sup{ls}, terfamos
pelo item (i) do Teorema 1.1.5, que dado o € R, existiria uma solugao f* : I* — I,

satisfazendo

JH(t) = plea(f5(1))),
f*(a) = tm,

em que I* = (o — e, +¢€). Como f*(t) = p(p2(f*(t))) > 0, f*' é estritamente crescente,
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assim, existe § > 0 tal que f*(a—¢/2) = t,, —d. Tomemos a = f~1(t,, — ) +¢/2. Assim,

ffa—€/2) = fla—e/2).

Logo f e f* coincidem em um ponto. Contudo, f é a tinica solu¢ao maximal passando por
tm — 0, logo f*(I*) C f(ly), uma contradi¢ao. Assim, segue que sup{f(ly)} = sup{/ls}.
Podemos mostrar de maneira andloga que inf{f(ly)} = inf{ly} e assim concluimos que

f(ly) = I5. Definamos
p1(t) = @2(f(1)).

Mostremos que assim definida, ¢; é uma solugao maximal de X;. De fato,

(1) = @b (f() f'(t) = Xalpa(f () p(02(f(1))) = (1 (1)) Xa(p1(t)) = X1(a(t)),

logo ¢ é uma solucao de X;. Seja [; o intervalo maximal de uma solugao por X; por
©1(0). Resta mostrar que Iy = I;. Assim, o difeomorfismo identidade, h : U — U,
h(z) = (z) leva 6rbitas de X; (X3) em o6rbitas de X, (X;) preservando orientagdo como

queriamos. 0

Observemos que no caso em que p(z) < 0, h como definido acima leva 6rbitas de
X (X3) em 6rbitas de Xy (X7), porém inverte a orientacao.
Definicao 1.1.8. Sejam U; e Uy abertos de R", X; : Uy — R" e X5 : Uy — R" cam-
pos vetoriais, ¢ : D; — R™ e ¢y : Dy — R™ seus respectivos fluxos. Dizemos que
X é topologicamente conjugado (C"-conjugado, respectivamente) a X, se existir um
homeomorfismo (difeomorfismo de classe C", respectivamente) h : Uy — U, tal que
h(p1(t,x)) = @o(t,h(x)) Y(t,z) € Dy. Se esse for o caso, dizemos que h é uma F en-
tre X e Xo.

O seguinte resultado caracteriza conjugagao C":

Lema 1.1.9. Sejam U; e Uy abertos de R", X; : Uy — R"™ e Xy : Uy — R"™ campos
vetoriais de classe C™ e h : Uy — Uy um difeomorfismo de classe C", r > 1. FEntao h é

uma conjugacao entre X; e Xo se e somente se

Dh(p)Xi(p) = Xa(h(p)) (1.1.2)

13



para todo p € Uy.

Demonstragdo. Sejam ¢y e @y os fluxos por X; e Xy respectivamente. Assumamos que
h satisfaz (1.1.2). Dado p € Uy, seja 9(t) = h(pi(t,p)). Mostremos que ¢ é solugao de
¥ = Xo(x).

Wi(t) = Dh(%(t,p))%(tjp) = Dh(p:1(t,p)) X1(@1(t, p)) = Xa(h(p1(t, p))) = Xa(¥(1)).

Logo 1 é solugao de 2’ = Xy(z). Observemos que se 1) nao fosse maximal, entao ¢ (t,p) =
h=1((t)) também nao seria. Como ¥(0) = h(p), segue que h(pi(t,p)) = wa(t, h(p)) e
assim concluimos que h é uma conjugacao. Reciprocamente, suponhamos que h é uma
conjugagao, isto é h(¢py(t,p)) = ¢2(t, h(p)), para todo (t,p) € D;. Derivando essa equacao

em relacao a t, obtemos, pela regra da cadeia,

Dh(ir(,9) S22 t,9) = %22 0, (),
portanto
Dh(e1 () Xa(1(1,9) = Xalilt, ).
Assim, tomando ¢ = 0, obtemos (1.1.2). O

Definicao 1.1.10. Sejam U C R? aberto, X : U — R? um campo vetorial de classe C”
e I C R um intervalo aberto. Uma curva f : I — U de classe C" é chamada de se¢ao
transversal local de X em p = f(ay) quando para todo a € I, f'(a) e X(f(a)) forem
linearmente independentes. Tome ¥ = f(I) com a topologia induzida. Se f : I — ¥ for
um homeomorfismo e uma se¢ao transversal local de X em f(a) para cada a € I dizemos

que X é uma sec¢ao transversal de X.

Lema 1.1.11. Sejam U C R? aberto, X : U — R? um campo vetorial de classe C", r > 1,
ep € U. Entao X admite uma secao transversal local em p se e somente se p for um

ponto reqular.

Demonstragao. Suponhamos que p seja um ponto regular. Entdao X (p) # 0. Logo existe

v € R? tal que det(X(p),v) # 0, em que (X(p),v) denota a matriz 2 X 2 com colunas

14



X(p) e v. Definamos f: R — U, f(t) = tv + p. Observemos que a funcao

F:R—R

t det(X(f(), (1))

¢ uma fungao continua e det(X(f(0)), f'(0)) = det(X(p),v) # 0. Logo existe uma vizi-
nhanca I de 0, tal que det(X (f(¢)), f'(t)) # 0. Assim f|; é uma segao transversal local
de X em p = f(0). Suponhamos agora que p nao seja um ponto regular. Entao X (p) =0
e portanto niao existe nenhum vetor em R? linearmente independente a X (p). Portanto

X nao admite secao transversal local em p. O

Definigao 1.1.12. Sejam I,J C R intervalos abertos e U C R? aberto, f : I — U
eg:J — U curvas de classe C", r > 1. Dizemos que g cruza f da direita para a
esquerda (respectivamente esquerda para direita) em p € f(I)Ng(J) se p = f(m1) = g(m)

e det(¢'(72), f'(11)) < 0 (respetivamente > 0).

Proposicao 1.1.13. Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C", r > 1, e
f I — U uma segao transversal local de X. FEntao as solucoes de X cruzam f na

mesma dire¢ao em todos os pontos de f(I).

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que existam duas solugoes de X, ¢1 : Ay — U
e o 1 Ay — U, que cruzam f em dire¢oes opostas (Figura (1.1) (a)). Sejam ¢;(t;) =
f(m1) e @a(ta) = f(ma) os pontos os quais ¢; e ¢ intersectam f(I). Como cruzam
f em direcoes opostas, det()(t1), f'(11)) e det(@h(t2), f'(12)) tem sinais opostos. Por
outro lado, ¢y(t) = X(p1(t1)) = X(f(1)) e ¢i(ta) = X(p2(t2)) = X(f(72)). Logo
det(X(f(m)), f'(m1)) e det(X(f(72)), f'(72)) tem sinais opostos. Definamos g : I — R
por g(t) = det(X(f(t)), f'(t)). Como g(71) e g(72) tem sinais opostos, g é continua e [
é conexo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe 7 € [, 72| tal que g(7) = 0. Logo
det(X(f(7)), f'(7)) = 0, uma contradicao, pois f é uma se¢ao transversal local. Portanto

toda solucao de X cruza ¥ na mesma direcao. O

Definicao 1.1.14. Dizemos que uma curva de Jordan é a imagem de uma aplicacao

continua ¢ : [0, 1] — R? tal que ¢(0) = ¢(1) e @|jp1) ¢ injetora.
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1
V2
(a) cruzando em diregoes (b) cruzando na mesma
opostas direcao

Vamos enunciar o Teorema da Curva de Jordan para podermos demonstrar uma pro-

posicao que nos sera util mais adiante.

Teorema 1.1.15 (Teorema da Curva de Jordan). Seja C' uma curva de Jordan. Entdo
seu complementar R*\C' consiste em exatamente duas componentes conexas. Uma delas
limitada, denotada por int(C), e a outra ilimitada, denotada por ext(C), e a curva C é

a fronteira de cada componente.
A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [18], pdgina 390.

Definigao 1.1.16. Seja ¢ : [0,1] — R? ¢(t) = (x(t),y(t)) uma curva de Jordan de
classe C*, tal que ¢/(t) # (0,0) para todo t € [0,1]. Definamos ny4(t) = (—y/'(¢), 2'(t)).
Dizemos que ¢ é positivamente orientada se para todo t € [0,1] existir € > 0 tal que

o(t) + €ngy(t) € int(¢) sempre que € > € > 0 (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Curva orientada positivamente.
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Observacao 1. E possivel definir orientacao para qualquer parametrizacao de uma curva
de Jordan sem algumas das hipdteses que utilizamos na Defini¢ao 1.1.16. Entretanto, sera

suficiente ao longo do texto utilizarmos tal definicao.

Definigao 1.1.17. Seja X : U — R? um campo vetorial de classe C", r > 1, e ¢(t,x)
o fluxo de X. Dizemos que um conjunto M C U é invariante se para qualquer p € M
tivermos ¢(t,p) € M para todo t € I,. Dizemos que M é positivamente invariante por X
se para qualquer p € M tivermos ¢(t,p) € M para todo t > 0, t € I,. Por fim, dizemos
que M é negativamente invariante por X se para qualquer p € M tivermos ¢(t,p) € M

para todo t <0, t € I,.
Para a préxima proposicao, utilizaremos o seguinte teorema:

Teorema 1.1.18 (Teorema da Alfandega). Seja X C R™ um conjunto arbitrdario. Se um
conjunto conexo C' C R™ contém um ponto a € X e b ¢ X, entdo C contém um ponto ¢

da fronteira de X .
A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [16], pagina 27.

Proposicao 1.1.19. Sejam U aberto de R?, X : U — R? um campo vetorial de classe
C',r>1,egqg:[0,1] = U uma curva de Jordan C orientada positivamente. Fizemos

0 > 0 e suponhamos que

fi(=6,146)—=U

tg(t—1[t])

seja uma se¢ao transversal de X, em que |[t] = max{m € Z|m < t}. Se p: I = U for
uma solugao de X que cruza f da direita para a esquerda entao int(C)UC € positivamente

invariante. Mais ainda, se p € C, ¢(t,p) € int(f) para todo t > 0.

Demonstragao. Observemos que assim definida, f ¢ de classe C'. Da Definicao 1.1.10
segue que det(X(f(¢)), f'(t)) # 0 para todo t € [0,1]. Pela Proposicao 1.1.13, segue que
< X(f(t)),ns(t) >= —det(X(f(¢)), f'(t)) > 0 para todo t € (—0,1+6). Assim X(f(t))

e ns(t) formam um angulo obliquo (Figura 1.2). Logo existe € > 0 tal que

F() + X (f(1) € nt(C) (1.1.3)
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para todo € € (¢,0).

Dado q € C, temos ¢ = f(t') para algum t' € (—=9d,1 + J). Segue pelo Teorema de
Taylor que ¢(s,q) = ¢+ sX(q) + O(s?), logo para todo s > 0 suficientemente pequeno,
©(s,q) € int(C) por (1.1.3).

Agora suponhamos que ¢ € int(C'). Se tivéssemos ¢(t,q) € ext(C') para algum t > 0,
existiria pelo Teorema da Alfandega t > 7 > 0 tal que p = ¢(7,q) € C. Seja t’ =
sup{s € (0,t) | p(s,q) € C}. De fato t' = max{s € (0,t) | ¢(s,q) € C}, pois C' é um
conjunto fechado, logo ¢(t',q) € C. Segue que (s,p) = (s +t',q) € int(C) para todo
s > 0 suficientemente pequeno, pelo que acabamos de provar acima. Assim, novamente
pelo Teorema da Alfandega, existiria t” € (¢',t) tal que ¢(t”,q) € C, o que contradiria a

maximalidade de t'. Portanto ¢(t,q) € int(C') para todo ¢t > 0. O

I'(t)

Figura 1.2: Curva orientada positivamente.

Observacao 2. Pelo Lema 1.1.11, dado um ponto p regular de um campo de classe C",
sempre existe uma sec¢ao transversal local em p. O préximo resultado descreve qualitati-

vamente uma vizinhanga de p.

Teorema 1.1.20 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de um campo
vetorial de classe C", r > 1, X : U — R?, e f : I — ¥ uma secao transversal local de

X de classe C" com f(0) = p. Entao existe uma vizinhang¢a V' de p contida em U e um
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difeomorfismo h : V — (—¢€,€) x B de classe C", em que € € um nimero real positivo e B

¢ um intervalo aberto centrado na origem de modo que
i) h(XNV)={0} x B;

ii) h é uma conjugagao de classe C” entre X | e o campo vetorial constante Y : (—e¢, €) X

B — R? definido por Y = (1,0).

Demonstragao. Sejam ¢ : D — U o fluxode X e F': Dy = {(t,u) | (¢, f(u)) € D} = U
definida por F(t,u) = o(t, f(u)). A aplicacao F' transforma retas paralelas em relagao ao
eixo u em drbitas de X. Vamos mostrar que F é um difeomorfismo local em 0 = (0,0) € R2.

Pelo Teorema da Funcao Inversa, é suficiente provar que DF(0) é um isomorfismo.

Temos
DuF(O) = 2201, F0))lo = X (p(0.0)) = X(7)
DLF(0) = - (60, Fw))lumo = - F(w]umo = £1(0).

Assim, como f é uma secao transversal local de X, D;F(0) e DyF(0) sao linearmente
independentes e geram R?, portanto DF(0) é um isomorfismo. Logo Teorema da Funcao
Inversa, existe € > 0 e uma vizinhanga da origem B tal que F \(_675)X g ¢ um difeomorfismo
com o conjunto aberto V = F((—e¢,€) x B). Seja h = (F|(_coxp) ' Entdao A(XNV) =
{0} x B, pois F(0,u) = f(u) € ¥ para todo u € B. Isso prova i).

Por outro lado,
Dh™Ht,w)Y (t,u) = DF(t,u)(1,0) = D F(t,u) = X (p(t, f(u))) = X(h~(t,u)).

Portanto pelo Lema 1.1.9, h~! é uma conjugacao entre Y e X como querfamos. O

Definicao 1.1.21. Sejam X : R? — R? um campo vetorial de classe C", r > 1,
@ : D — R? seu respectivo fluxo e v a drbita de X passando pelo ponto p com in-
tervalo maximal I,, dizemos que o conjunto w(y) = {x € R? | existe sequéncia {¢,} —
sup{l,} tal que T}er;o¢(tn,p) = x} é o conjunto w-limite de 7. Dizemos que o conjunto
a(y) = {z € R? | existe sequéncia {t,} — inf{I,} tal que Jgrgow(tn,p) =z} é o conjunto

a-limite de .
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Definicao 1.1.22. Sejam X : R? — R? um campo vetorial de classe C", r > 1, ¢ : D —
R? seu respectivo fluxo e p € X, dizemos que o conjunto yv"(p) = {p(t,p) € R? | t >

0,t € I,} é a semidrbita positiva por p.

Teorema 1.1.23 (Teorema de Poincaré-Bendixon). Sejam X : R?* — R? um campo
vetorial de classe C", r > 1, ¢ : D — R? seu respectivo fluzo, p € X, v (p) a semidrbita
positiva por p ey a drbita passando por p. Se v (p) for limitada e w(y) nao possui pontos

singulares, entao
i) v =w(y), ou
i) W) =7\
Em ambos os casos, o w(y) € uma orbita periddica.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [13] pagina 24.

1.2 Pontos Singulares

Sabemos pelo Teorema 1.1.20 que dado um ponto regular p de um campo vetorial X,
existe um difeomorfismo de classe C" que conjuga X em uma vizinhanga de p com o

campo constante Y = (1,0). O préximo passo é estudar pontos singulares.

Definigao 1.2.1. Sejam p um ponto singular e X = (P, () um campo vetorial de classe

C", r > 1. Dizemos que

P.(p) P,(p)

¢ a parte linear do campo vetorial X no ponto singular p.

DX(p) =

Dizemos que p é nao-degenerado se 0 nao for autovalor de DX (p).

Dizemos que p é hiperbdlico se a parte real de cada autovalor de DX (p) for nao nula.

Dizemos que p é semi-hiperbdlico se exatamente um autovalor de DX (p) for igual a 0.

Dizemos que p é uma singularidade elementar se for uma singularidade hiperbdlica ou
semi-hiperbélica. Caso contrario, p é nao-elementar.

Dizemos que p é nilpotente se ambos os autovalores de DX (p) forem nulos, mas

DX(p) # 0.
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Dizemos que p é linearmente zero se DX (p) = 0.

Dizemos que p é um centro se existir uma vizinhanga de p consistindo apenas de
orbitas periddicas. A singularidade é chamada de linearmente centro se os autovalores de
DX (p) forem puramente imaginarios nao nulos. Nesse caso ¢ dificil distinguir se o campo

possui um centro ou um foco, conforme a Defini¢ao 1.2.3 abaixo, em X (p).

Definicao 1.2.2. Sejam U aberto de R?, X : U — R? um campo vetorial de classe C*,
p um ponto singular e ¢ : I — R? uma solucao maximal de X. Dizemos que ¢ é uma
orbita caracteristica em p se ¢(t) — p, quando t — sup(/) (respectivamente ¢t — inf(7))

e limy_,qup(r) (@(t) —p)/||¢(t) — p|| existe (respectivamente limy ,iner) (¢ () —p)/||(t) — pl|

existe).

Definicao 1.2.3. Sejam U aberto de R?, X : U — R? um campo vetorial de classe C*
com um ponto singular p € U, ¢ : [0,1] — R? uma curva de Jordan C de classe C?
orientada positivamente tal que ¢'(t) # (0,0) para todo t € [0, 1], p € int(C') e p é o tnico

ponto singular de X em int(C').

i) Dizemos que X|ixy(c) ¢ um centro se C' for uma érbita periddica e se todas as érbitas

em int(C)\{p} forem periddicas.

ii) Dizemos que X |int(cy € um foco\né atrator se em cada ponto de C' as érbitas cruzam

C' da direita para a esquerda e para cada ¢ € int(C){p},w(q) = {p} e v(q) N C # 0.

iii) Dizemos que X |in(cy € um foco\nd repulsor se em cada ponto de C' as 6rbitas cruzam

C' da esquerda para a direita e para cada ¢ € int(C){p},a(q) = {p} e v(¢) N C # 0.

iv) Dizemos que X |int(cy possui uma decomposi¢ao setorial finita se nao for um dos casos
i), ii) ou iii) e se existe um nimero finito de orbitas caracteristicas, co, ..., ¢,_1, cada

uma intersectando C' transversalmente em exatamente um ponto p; € C.

Definigao 1.2.4. Sob as hipdteses da definicao 1.2.3 iv). Seja t; € [0, 1) tal que ¢(t;) = p;
suponhamos adicionalmente que ¢; esteja ordenado de modo que ¢; < t;11. Dizemos que
a regidao compacta limitada por {p},c;, ciy1 e O([ti,tiza]), Si, € um setor de Xlim(c)-

Denotemos por ¢(A) = {¢(t)|t € A}. Existem quatro possibilidades de setores:
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i) Setor parabdlico atrator. Em todos os pontos de ¢([t;,t;11]), as érbitas cruzam ¢ da

direita para a esquerda, e para todo ¢ € S;{p}, w(q) = {p} e v(¢) NC # 0.

ii) Setor parabdlico repulsor. Em todos os pontos de ¢([t;, t;11]), as 6rbitas cruzam ¢ da

esquerda para a direita, e para todo q € S;{p}, a(q) = {p} e v(q) N C # 0.

iii) Setor hiperbdlico. Existe um ponto ¢; € ¢((¢;,t;+1)) com a propriedade de que todos
os pontos ¢([t;, ¢;)) cruzam ¢ da direita para a esquerda (respectivamente da esquerda
para a direita) enquanto todos os pontos de ¢((g;, t;11]) cruzam ¢ da esquerda para
a direita (respectivamente da direita para a esquerda), em ¢; o campo é tangente a
o, e v(g;) Nint(C) = () e para todo q € int(S;), v (q) N ¢((ti, tiv1)) # 0 e v (g) N
o((tis tiva)) # 0.

iv) Setor Eliptico. Existe um ponto ¢; = ¢(t) € ¢((t;,t;4+1)) com a propriedade de que
v(q) € S, w(q) = al(g;) = {p}, o campo em ¢((t;,t)) aponta da direita para a
esquerda e em o¢(t,t;41) aponta da esquerda para a direita, e para qualquer ¢ €
¢((ti, 1)), " (q) C Si, com w{q} = {p}, e para qualquer q € ¢(t,ti11), o{q} = {p}

v~ (q) C S;, e para todo g € int(y(¢g;) Up), af{q} = w{q} = {p}.

Observacao 3. Sem perda de generalidade, podemos sempre tomar a origem como ponto
singular: se p for um ponto singular de um campo vetorial X, entao através de uma
translagdo do campo, obtemos um novo campo Y (x) = X(z + p) cuja origem é um
ponto singular com DY (0) = DX (p). Note que X e Y sdao C"°—conjugados através da

conjugagao h(z) =z + p.

Seja X um campo vetorial em R™ em que a origem é um ponto singular, isto é,
X (0) = 0. Podemos escrever X = A+ f, em que A = DX(0) é a parte linear de X e f =
X — DX(0). Pelo Teorema de Taylor temos ||f(x)|| = || X (x) — DX(0)(z)|| = O(||z||?),
logo f(0) =0e ||Df(z)|| = O(||x||) e portanto D f(0) = 0.

A seguir, apresentaremos o Teorema da Forma Normal Formal. O objetivo desse
teorema é garantir a existéncia de uma mudanga de coordenadas analitica, de modo que a
parte nao-linear do campo pertenca a uma classe restrita e o mais simples possivel de nao

linearidades para cada transformacao linear A. Para determinar tal classe, vamos definir
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a seguinte aplicagao no conjunto dos campos vetoriais polinomiais homogéneos de grau

m € N em R" denotado por H™(R"):

adpn A : H™(R™) — H™(R")

X — [A X],

tal que
[A, X](z) = DA(x)X (z) — DX (2)A(z) = AX (z) — DX (z)A(z).

Vamos mostrar que ad,, A estd bem definida: Temos AX(z) € H™(R") pois A é
transformacao linear, e a soma de polindomios homogéneos de grau m é um polindmio
homogéneo de grau m. Cada entrada da matriz DX (x) é um polinomio homogéneo de
grau m — 1 e cada entrada do vetor A(x) é um polinomio homogéneo de grau 1. Como o
produto de polindmios homogéneos m e n é polinomio homogéneo de grau m+n, obtemos
que DX (z)A(x) € H™(R™). Como a soma de elementos de H™(R™) é fechada, concluimos

que de fato, ad,, A estd bem definida.

Serd util notar que ad,, A é linear. De fato, para todo X, Y € H™(R") e A € R,

[A, X + XY](x) = DA(x)(X(x) + AY (2)) — D(X + \Y)(x)A(x)
= AX(x) + NAY () — DX (2)A(z) — ADY (z)A(x)
= AX(z) — DX (2)A(x) + MAY (z) — DY (2)A(z))

= [A, X](z) + A[A, Y](z).

Seja G™ = H™(R") — ad,,A ¢ H™(R"). Como ad,,A é uma transformagao linear,

temos H™(R™) = ad,,A(H™(R")) & G™.

Teorema 1.2.5 (Teorema da Forma Normal Formal). Seja X um campo vetorial de
classe C", r > 1, definido em uma vizinhanca de 0 com X (0) =0 e DX (0) = A. Entao
existe uma mudanca de coordenadas analitica h definida em uma vizinhan¢a de 0 tal que

Y = h(X) € da forma

Y(z) = Az + g5(x) + .. + () + o[ |2[[")
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com g; € GLi=2,..,r.

Demonstracao. A prova serd feita por inducao em 2 < s < r. Mostremos que vale para

s = 2. Podemos assumir que
X(z) = A(z) + fa() + o(||z[]*)

em que f>(r) é um campo vetorial homogéneo de grau 2, pois || X (z)—A(z)|| = O(||(2)||?).

Consideremos a mudanca de coordenadas da forma
r=y+ P(y), (1.2.1)

em que P é um campo vetorial polinomial homogéneo de grau 2 a ser determinado.

Derivando (1.2.1) ao longo de uma solucao e substituindo z’ por X (x), obtemos

(I+DP(y)y' = X(x) = A(z) + fo(x) + o] |=]])

= Ay + P(y)) + fa(y) + o([[yl]*),

pois o([[z]]?) = o(||ylI) e fo(y+P(y)) = fa(y) +o(||y|[*) porque f» e P sdo homogéneos de
grau 2. Como DP(0) = 0, existe ¢; > 0 tal que para todo y € B, (0) = {y € R? | ||y|| <
e}, det(I + DP(y)) # 0. Assim,

y' = (I+DP(y) " [Aly) + AP(y) + faly) + ollyl]*)] (1.2.2)

Por outro lado, existe €5 > 0 tal que para todo y € B,,(0) temos ||[DP(y)|| < 1 e portanto
vale

n

(I+DP(y)~t =1+ (~1)'(DP(y))' +o([[DP(y)|[")

i=1

— I — DP(y) + o(||[DP(y)|]?)

Como P é homogéneo de grau 2, O(||DP(y)||) = O(||y||). Portanto

(I+DP(y))™ =1—DP(y)+O(|lyl]*). (1.2.3)
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Substituindo (1.2.3) em (1.2.2), obtemos

y' = (I = DP(y) + O|lyl*)[Aly) + AP(y) + f2(y) + o(|ly[]*)]
= A(y) + AP(y) + faly) — DP(y)A(y) — DP(y)AP(y) — DP(y) faly) + o(lly|*)
= A(y) + AP(y) — DP(y)A(y) + f2(y) + o(llylI*)
paray € B, (0). Como H*(R") = ady A(H?(R"))®G?, podemos escrever fo = hy+go, com

hy € ady A(H?(R™)) e go € G?. Assim, escolhendo P de forma que AP(y)—DP(y)Ay = hs

obtemos

y = A(y) + g2 + o(lly[]*)

como queriamos. O caso geral é andlogo mas o faremos por completude. Suponhamos

agora que o teorema ¢ valido para s — 1 < r. Vamos mostrar que vale para s. Temos
X(z) = A(z) + g2(2) + ... + gs-1(x) + o(||2[]"7).

Podemos assumir que
X(z) = A(z) + g2(x) + ... + gs—1(2) + f5 + o([]z[ ),

em que fs € um campo vetorial polinomial homogéneo de grau s. Fazendo a mudanga de
variaveis

r=y+ P(y),

em que P(y) é um campo vetorial polinomial homogéneo de grau s a ser determinado.

Derivando ao longo de uma solugao obtemos

(I +DPy))y = X(z) = A(@) + g2(2) + ... + gs1(2) + fs(2) + o([|2]])

= A(y) + AP®) + go(y) + .. + 951 () + f5(y) + o(||y||*),
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pois gi(x) = gi(y) + O(|| <y, P(y) > ||) = g:(y) + O(||y||**"). Por outro lado,

(I+DP(y) " =1+ Z(—l)i(DP(y))i +o([|[DP(y)]")

=1 - DP(y) +o(/[DP(y)|I*)
Como P é homogéneo de grau s, O(||[DP(y)||) = O(]|y||*™!). Logo
(I+DP(y))~ =1—DP(y) +olllyll")-

Assim, temos

Y(y) = (I = DP(y) + O(|lyl*))[A(y) + AP(y) + g2(y) + ... + fs + ol |y|[*)]

= A(y) + g2(y) + .. + gs1(y) + fo(y) + AP(y) — DP(y) Ay + o(||yl]*).

Assim, podemos escolher P de forma que fy(y) + AP(y) — DP(y)Ay = g; € G® como

queriamos demonstrar. O

1.3 Estrutura Local das Singularidades Hiperbdlicas

Na secao anterior vimos pelo Teorema 1.1.20 que pontos regulares de campos vetoriais de
classe C" sao localmente conjugados a um campo constante. Nesta secao, iremos estudar
a relacao entre vizinhancas de singularidades hiperbdlicas de campos vetoriais C'™ e suas

respectivas partes lineares. Tal estudo culminara num caso particular do seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam U; C R™ aberto, X; : Uy — R”
um campo vetorial de classe Ot com p € Uy uma singularidade hiperbélica. Entdo existem
vizinhang¢as A C Uy dep e B C R™ de 0 € R™ tais que X|a € topologicamente conjugado
a DX (p)|p-

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [24] pagina 287.

Seja X : U — R? um campo vetorial de classe C* com uma singularidade hiperbdlica
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na origem. Entao podemos escrever a equacao diferencial v" = X (v) como

7' = ar +by + P(v,y),

Y =cx+dy+ Qz,y),

com P(0,0) =Q(0,0) = DP(0,0) = DQ(0,0) =0, e
a b
o[+

Proposicao 1.3.2. A menos de uma conjuga¢ao C*, podemos supor que DX (0) estd na

sua forma canonica de Jordan.

Demonstragao. De fato, suponha que DX (0) = CBC~1 em que a matriz B é a matriz
na forma candnica de Jordan de DX (0). Considere a mudanga de varidveis y = Cx ao

longo de uma solugao de X. Temos
y =02 =CX(r)=CX(C'y) = By + (CX(C'y) — CDX(0)C'y)

Como transformacoes lineares preservam o grau das componentes de grau homogéneo,
obtemos que o campo Y tem parte linear na sua forma canonica de Jordan. Mostremos

que a aplicacao h: U — U, h(X) = CX é uma conjugagdo C™ entre X e Y.
DhyX(p) = CX(p) = Y(Cp) =Y (h(p)).

Assim, pelo Lema 1.1.9 obtemos o resultado. O

As possiveis formas canonicas de Jordan para matrizes 2 X 2 reais sao:

a p A1 A0
s e [0
O primeiro caso ocorre quando os autovalores sao complexos conjugados, isto é, \; =
a+i8 el = a—18 . O segundo caso ocorre quando \; = A9 e sua multiplicidade
geométrica é igual a 1. O terceiro caso ocorre quando a matriz DX (0) é diagonalizavel.

Vamos mostrar que uma singularidade hiperbdlica é localmente topologicamente conju-

gada a sua parte linear. Estudaremos os casos os quais a parte real é nao nula com excecao
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do caso em que temos autovalores com sinal trocado. Suponhamos que o sistema é atra-
tor, isto é, A\ < 0, Ay < 0 e a < 0. O caso repulsor, isto é, Ay > 0, Ay > 0 e a > 0 pode
ser reduzido ao caso atrator através de uma mudanca de variaveis e serd discutido apds a
demonstragao do caso atrator. Iniciaremos pelo primeiro caso. Definamos f, : [0, 1] — R?,
fr(t) = (rcos(2nt), rsen(2nt)). Mostremos que f, é uma segao transversal local de X e

de DX (0) para todo r > 0 suficientemente pequeno. Temos

/ ~ e arcos(2mt) + Prsen(2nt)  —2mwrsen(2wt)
det(DX(0)(f-(t)), fr.(t)) = det [ —Breos(2nt) + arsen(2wt)  2mwrcos(2mt) ]

= 2rar? < 0,

e que

L arcos(2mt) 4+ Brsen(2wt) + o(r)  —rsen(2mt)
det(X (r(), fr(8)) = det [ —pBreos(2mt) + arsen(2wt) + o(r)  rcos(2wt) ]

= 2mar? + o(r?).

Logo existe € > 0 tal que se r < €, det(X(f.(t)), f.(t)) < 0 como queriamos.

Fixemos 19 < € e sejam @(t,p) e ¥(t,p) os fluxos por X e DX(0) respectivamente.
Mostremos que tanto as érbitas de X quanto as de DX (0) passando por p € int(f,,) U
Im(f,,) tendem a 0 quando ¢ — oo e saem de int(f,,) quando ¢ — —oo. De fato,
int(f,,) ¢ um conjunto positivamente invariante pela Proposigao 1.1.19, nao possui érbitas
periddicas e possui um unico ponto critico, a origem, no seu interior. Logo toda orbita
tende a 0 quando t — oo. Se alguma drbita nao saisse de int(f,,) para t — —oo, ela
tenderia a 0, o que é uma contradi¢ao, pois cruzaria Im(f,.) da esquerda para a direita.

Portanto toda 6rbita sai de int(f,,) para t — —oc.

Pelas observacoes acima, para cada p € int(f,) — {0}, existe um tnico ¢, > 0 tal que
o(=ty,p) € S,, = {z € R?|||z|| = 1}. Notemos que ¢, é continua, pois pelo Teorema
da Funcao Implicita a equagao dist(¢(¢,p), Im(f,,)) = 0 pode ser resolvida localmente

continuamente por ¢, = t(p). Definamos o homeomorfismo que conjuga X e DX(0)
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localmente h : int(f,) — int(f,) da seguinte maneira:

(—tp, p)

Figura 1.3: Conjugacao h

Vamos mostrar que de fato h é um homeomorfismo. Notemos que Aline(f,)—{0} ¢
continua pois é a composicao de funcoes continuas. Temos também, que h~! é dada

por

h=q) = e(ty, ¥(—t,,q)),

em que t; ¢é tal que w(—t;, q) € Sy,. Utilizando os mesmos argumentos para t,, podemos
mostrar que t; é tnica e depende continuamente de q. Vamos mostrar que de fato h1

assim definida ¢ a funcao inversa de h. Note que para g 7# 0, temos Ly (-1 q) = t, e

h<()0<t;7 w<_t/qu q))) = w(t/qv ()0<_t/qv ()0<t;7 ¢(—t;7 Q))))
= Y(t,, »(0,9(~t;,q))), pelo Teorema 1.1.5 iii)

= P(ty, ¥(—ty, )

= (0, ¢), novamente pelo Teorema 1.1.5 iii)
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Assim, segue que h™! é inversa a direita de h. Analogamente, h™! é inversa a esquerda

de h. Portanto h~! é a inversa de h.

Nos resta demonstrar que h é continua em 0. De fato, dado ¢ > 0, seja t' >
sup{t, | ¥(t,,p) € Se, p € B,,}. Vamos mostrar que existe 6 > 0 tal que ¢(t',q) € B,,
para todo ¢ € Bs. Suponha por absurdo, que para todo § > 0, existe ps € Ss tal que
o(t',ps) ¢ By,. Entao existe uma sequéncia {p,}, p, — 0 tal que o(¥,p,) ¢ B,,. Mas ¢
é continua e (t',0) = 0, logo ¢(t', p,) — 0 0 que é uma contradigao. Seja ¢ > 0 de modo
que ¢(t',p) € B,, para todo p € Bs. Notemos que t' > ¢, para todo p € Bs. Seja p € By,

vamos mostrar que ||h(p)|| < e

@) = 1L, o(=tp, p))|

<||u(t, ©(—tp,p))|], pois |[1,(t)|| é decrescente para p € Bs

< €, pois ¢(—t,,p) € By,.

Portanto h é continua em 0. O caso em que h~! é continua em 0 é andlogo. Assim con-

cluimos que h é uma conjugagao topolégica entre X e DX (0) como queriamos demonstrar.

Para o segundo caso, é possivel através da mudanca de coordenadas linear F(x,y) =

(x + %y, y), transformar a parte linear do sistema DX(0) na forma

)\1 €
0 X\

em que € > 0 é qualquer numero positivo dado. Vamos mostrar que se € < ||, f, como

definido anteriormente também é uma secao transversal local de ambos X e DX (0) para

todo r > 0 suficientemente pequeno. De fato,

Aircos(2mt) + ersen(2mt)  —2mrsen(2mt)

det(DX(O)(f(t))a f,(t)) = det [ Alrsen(QTrt) 27T7”COS(27Tt)

= 2 (A\irPcos®(2mt) + A\irPsen®(2mt) + er?sen(27t)cos(2mt))

=21 (A\ir? + er?sen(27t)cos(2mt)) < 0,
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Aircos(2mt) 4+ ersen(2wt) + o(r) —2mwrsen(2mwt)

det(X(£(6)), £1(8)) = det Arsen(2nt) + o(r) 2mrcos(2nt)
= 21 (A\irPcos®(27t) + A\irPsen®(2mt) + er?sen(27t)cos(2mt) + o(r?))

= 21(\r? + er?sen(2nt)cos(2mt) + o(r?)).

Como \i7? + er?sen(t)cos(t) < 0, existe € tal que se r < ¢, det(X(f(¢)), f'(t)) # 0 e
portanto f é uma se¢ao transversal local de DX (0) e X como querfamos. O restante da
demonstracao ¢ andlogo a demonstracao do primeiro caso.

Para o terceiro caso, vamos mostrar novamente que f, é uma secao transversal local
de X e DX (0) para todo r > 0 suficientemente pequeno.

Aircos(2mt) —27Trsen(27rt)]

det(DX(0)(f()), /(1)) = det [ Aorsen(2mt)  2mreos(2mt)

= 27r%(\1cos® (2mt) + Agsen?(27t)) < 0

Aircos(2mt) + o(r)  —2mrsen(2mt) ]

det (X (0)(f (1)), f'(t)) = det [ Aorsen(2mt) +o(r)  2mrcos(2mt)

= 27r%(\1cos®(27t) + Agsen®(2t) + o(r?))

O restante da demonstracao é analogo ao primeiro caso.

1.4 Ingredientes de Retratos de Fase

Para campos de vetores lineares em R?, é possivel descrever todas as classes de conjugacao,
porém isso nao € possivel quando estudamos campos de vetores nao lineares. Entretanto,
existe uma caracterizacao geral das classes de equivaléncia topolégicas no plano. Para
fazer tal caracterizacao, é suficiente supormos que o campo X : R? — R? admita a

existéncia de um fluxo ¢ continuo.
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Definigao 1.4.1 (Conforme Neumann [20]). Seja X : R? — R? um campo de vetores que
admita a existéncia de um fluxo ¢ continuo. Dizemos que ¢ é paralelo se for topologica-

mente equivalente a um dos seguintes fluxos:
i) O fluxo definido em R? pelo sistema diferencial 2’ =1, 3/ = 0.

ii) O fluxo definido em R?\ {0} definido pelo sistema diferencial em coordenadas polares

por ' =0,60 =1.

iii) O fluxo definido em R?\ {0} definido pelo sistema diferencial em coordenadas polares

por ' =r 6 =0.

Dada uma regiao maximal aberta de R? a qual o fluxo é paralelo, é interessante

conhecer a estrutura das érbitas que compoem sua fronteira. Existem trés possibilidades:
i) um ponto singular;

ii) uma Orbita peridédica de modo que nao possua uma vizinhanga consistindo apenas de

orbitas periddicas;

iii) uma érbita y(p), homeomorfa a R a qual ndo exista uma vizinhanga N de ~(p) tal
que
1) para todo ¢ € N,a(q) = a(p) e w(q) = a(p),
2) a fronteira de N, N\ N, é formada por a(p),w(p) e duas dérbitas v(q1) e v(go) tais
que a(p) = a(q) = a(g) e w(p) = wlg) = w(g).

Chamamos de separatriz uma érbita que satisfaz uma dessas trés condigoes.

Observacao 4. Observemos que se X for um campo de vetores nao singular, entao as
separatrizes do seu fluxo satisfazem apenas iii), visto que a existéncia de uma O6rbita

periddica garante a existéncia de um ponto singular, pelo Teorema 1.1.23.

Definigao 1.4.2. Seja X como na Defini¢cao 1.4.1 e ¢ o seu fluxo. A uniao de todas as

separatrizes de ¢ é chamada de esqueleto estendido de separatrizes.
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Definicao 1.4.3. Seja X como na Defini¢ao 1.4.1, ¢ o seu fluxo e S o esqueleto estendido
de separatrizes de ¢. Cada componente conexa de R? \ S é chamada de regigo canonica

de ¢.

Proposicao 1.4.4. Seja X como na Definicaio 1.4.1 e ¢ o seu fluxo, entao toda regiao

canonica de ¢ € paralela.

Demonstragao. A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [13], pagina

34. 0

Definicao 1.4.5. Seja X como na Definicao 1.4.1 e ¢ o seu fluxo. Chamamos de esqueleto
completo de separatrizes de ¢ a uniao do esqueleto estendido de separatrizes com uma

orbita de cada regiao canonica.

Definicao 1.4.6. Sejam X; e Xy campos de vetores como na Definicao 1.4.1, ¢1 e ¢o
seus respectivos fluxos e S7 e Sy seus respectivos esqueletos completos de separatrizes.
Dizemos que S7 e Sy sao topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo de

R? em R? tal que envie as 6rbitas de S; em S, preservando orientacao.

O seguinte teorema determina uma classe de equivaléncia topoldgica entre sistemas

diferenciais através do esqueleto completo de separatrizes.

Teorema 1.4.7 (Markus-Neumann-Peixoto). Sejam X; e Xy campos de vetores como na
Definicao 1.4.1, ¢1 e ¢o seus respectivos fluros. Assumamos que ¢ e po possuam apenas
singularidades isoladas. Entao ¢1 e ¢ sao topologicamente equivalentes se e somente se

seus esqueletos completos de separatrizes forem topologicamente equivalentes.

Demonstragao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrado em [20]. O

1.5 A Técnica de Blow Up

Na se¢ao 1.3 estudamos a estrutura local de singularidades hiperbdlicas. Uma classificagao
completa de singularidades semi-hiperbdlicas e nilpotentes, com excecao do caso centro-
foco podem ser encontradas em [3] e [2] respectivamente. J& as singularidades linearmente-
zero sao bem mais complicadas. Temos que estudar caso a caso e a técnica de Blow Up

que sera apresentada nessa secao ¢ uma ferramenta que permite esse estudo.
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A técnica consiste em “explodir”a singularidade por meio de uma mudanga de variaveis,
que nao é um difeomorfismo, levando a singularidade em todo o eixo y. Apds a mudanca
de coordenadas, cancelamos fatores em comum no campo, e entao vemos que aparecerao
novas singularidades no eixo y do novo campo que serao “mais simples” que a singulari-
dade original. Se essas novas singularidades forem linearmente nulas, repete-se o processo
até obtermos singularidades elementares. Em 1977, Dumortier provou em [12] que esse
processo iterativo é sempre finito. A mudanca de varidaveis que usaremos ¢é a seguinte:

T :R? - R?,
(1.5.1)
(z,y) = (u, w),

€m que r =u e Yy = uw.

Ao longo dessa secao, tomaremos X : R? — R? como um campo de vetores polinomial

com uma singularidade na origem,
r_
' = P(z,y),

y/ = Q(IE,Z/),

(1.5.2)

Proposigao 1.5.1. Seja X : R? — R? como em (1.5.2), entdo o campo apds a mudanca

de coordenadas tem a sequinte erpressao:

, Qu,uw) — wP(u, uw) (1.5.3)

Demonstragao. Temos x = u ey = uw. Logo 2’ = u' e y = v'w+wuw’. Como 2’ = P(x,y),

segue que u' = P(u,uw). Como w' = (y —v'w)/u ey = Q(u,uw), segue que

W — Q(u, uw) — wP(u, uw)

u

como queriamos. O

Como X possui uma singularidade na origem, podemos escrever P e () da seguinte
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maneira;:

P(z,y) = Py(z,y)+ ... + Py(x,y)

Q(r,y) = Qm(z,y) + ... + Qu(z,y)

em que P;(z,y) e Qj(z,y) sdo as partes homogéneas de grau j de P e () respectivamente,

em que m > 0 é a parte homogénea nao nula de menor grau de X.

A seguinte proposi¢ao nos mostrara algumas propriedades dessa mudanga de varidveis:
Proposicao 1.5.2. Seja T como em (1.5.1), entdo vale:
i) T transforma a origem na reta u = 0,

ii) a reta y = ax com exce¢do da origem € levada na reta w = a, com exce¢ao da reta

u =20,
iii) o primeiro quadrante é levado no primeiro quadrante,
iv) o quarto quadrante € levado no quarto quadrante,
v) o sequndo quadrante € levado no terceiro quadrante,
vi) o terceiro quadrante € levado no sequndo quadrante,

vii) Tlr\foyxr = R\{0} xR a restri¢io de T ao conjunto R\{0} x R é um difeomorfismo.

Demonstragao. 1) Os pontos os quais a origem é levada satisfaz o sistema:
u =
uw =

ii) O conjunto de pontos y = ax é levado em

cuja solucao ¢ a reta u = 0.

uw = au.

Se x # 0, u # 0 e entao



como queriamos.

iii) Se x ey > 0, entdo u e w > 0 e portanto o primeiro quadrante é levado no primeiro

quadrante.

iv) Sexz >0ey <0, entdo u > 0 e w < 0, e portanto o quarto quadrante é levado no

quarto quadrante.

v) Sexz <0ey >0, entdo u <0 e w <0, e portanto o segundo quadrante é levado no

terceiro quadrante.

vi) Sex < 0ey <0, entao u <0 e w > 0, e portanto o terceiro quadrante é levado no

segundo quadrante.
vil) T|r\foyxr = R\{0} x R é injetora: Se T'(x1,y1) = T'(x2,y2), entdo

Yy, Y2
(1‘1, xl) - (va 1’2)’

logo x1 = x5, € Y1 = Yo.
Tlr\goyxe — R\{0} x R é sobrejetora: Seja (x,y) € R\{0} x R. Temos T'(x,zy) =

(x,y) e portanto T\ foyxr € sobrejetora.

T'|r\{oyxr POssui matriz jacobiana

DT|r\foyxr(Z,y) =

bem definida sempre que x # 0, portanto 7" é um difeomorfismo de R\{0} x R em
R\{0} x R.
U

Tendo em vista o item i) da Proposi¢ao 1.5.2 é natural se pensar que, dado X como
em (1.5.2) suas Orbitas tendendo a origem com inclina¢do arctan(a) sdo levadas pela
mudanca de coordenadas em Orbitas tendendo ao ponto (0,a). Para realizar tal estudo,

necessitaremos de algumas definigoes.
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Definigao 1.5.3. Seja X : R? — R? como em (1.5.2), dizemos que

F =< (Pn(z,y),Qm(x,y)), (—y,x) >= 2Qn(z,y) — yPn(x,y) (1.5.4)

é o polinomio caracteristico de X. Seja (z,y) uma raiz de F. Se y # 0, dizemos que
ambas as dire¢oes 0 € [0, 27) tais que tan(f) = x/y sao direcoes caracteristicas de X. Se

y = 0, dizemos que 7/2 e 3w/2 sdo diregoes caracteristicas de X.

Observemos que as diregoes caracteristicas sao os pontos os quais (P, (z,y), Qm(x,y))
é tangente ao campo (z,y). Com isso, vemos as diregoes caracteristicas como a tangente

do angulo das 6rbitas tendendo a origem. A seguinte proposigao sintetiza essa afirmagao.

Proposicao 1.5.4. Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial e ¢, uma drbita
de X que tende a origem. Suponhamos que F # 0 e assumamos que @; € tangente a
uma das duas dire¢oes com angulo 0 tal que tan(f) = a. Entao sao validas as sequintes

afirmacoes:
i) Ambas as diregoes 0 = arctan(a) sao dire¢oes caracteristicas.
ii) O ponto (0,a) € uma singularidade do sistema apds o blow up.

i11) A trajetoria ¢, tendendo a origem corresponde a uma trajetoria tendendo ao ponto

(0,a).

iv) Reciprocamente, uma trajetoria tendendo ao ponto (0,a) apds o blow up corresponde

a uma solugdao tendendo a origem com uma das duas diregoes 0, tan(0) = a.

Resta estudarmos o caso em que F = 0.

Proposicao 1.5.5. Se F = 0, entao existe um polinomio homogéneo de grau m — 1,

W1 tal que Q, = yWiq € Py, = xWp, 1.

Demonstragao. Como F = 0, pela equacao (1.5.4), segue que

2Qm (2, y) = yPn(z,y). (1.5.5)

Como y divide o lado direito da igualdade, segue que y divide @Q,,(z,y), isto é,

Qm(xv y) = me—la (156)
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em que W,,,_1 é um polinomio homogéneo de grau m — 1. Substituindo (1.5.6) em (1.5.5)

e cancelando o fator y dos dois lados da igualdade obtemos o resultado. O

Definicao 1.5.6. Suponhamos que o polinomio caracteristico de X, F, seja identicamente
nulo, dizemos que a origem do campo X é um ponto dicritico. Seja (z,y) uma raiz do

polinémio W,,,_; da Proposigao 1.5.5 dizemos que arctan(z/y) é uma dire¢cao singular de

X.

Proposicao 1.5.7. Suponhamos que o polinomio caracteristico seja identicamente nulo.
Entao para cada dire¢ao nao singular 6 existe exatamente uma semi-orbita tendendo a ori-
gem na direcdo 0. Se 0* for uma direcdao singular, pode nao existir semi-orbitas tendendo

a origem na direcao 0%, ou existe um numero finito ou infinito de orbitas.

O processo de desingularizacao é algoritmico e sera descrito a seguir:

1) Transladar a singularidade para a origem.
2) Calcular parte linear. Temos 2 possibilidades:

1) Nao-degenerada.
1) Linearmente centro. Nesse caso utilize a técnica de constantes de Liapunov para
determinar se temos um centro ou um foco.

2) Hiperbdlica. Utilize o Teorema de Hartman-Grobman.
2) Degenerada. Calcule o polinomio caracteristico. Temos duas possibilidades:

1) F =0. Nesse caso calcule o polinomio W. Temos 3 possibilidades:
1) 0 e 7/2 sao diregoes singulares. Nesse caso, faca Blow Up nas duas diregoes.

2) 7/2 é direcao singular, mas 0 nao é diregao singular. Nesse caso, troque os

eixos e faga o Blow Up.
3) m/2 nao é direcao singular. Faca o Blow Up diretamente.
2) F # 0. Nesse caso, temos 3 possibilidades:
1) 0 e /2 sao diregoes caracteristicas. Nesse caso, faga Blow Up nas duas

diregoes.

38



2) 7/2 é diregao caracteristica, mas 0 nao é diregao caracteristica. Nesse caso,

troque os eixos e faca o Blow Up.
3) /2 nao é diregao caracteristica. Faca o Blow Up diretamente.

Encontre as singularidades ao longo do eixo y. Volte para o primeiro passo.

Apos fazer o processo de desingularizacao, retorne ao seu campo original utilizando as
proposicoes 1.5.4 e 1.5.7 para obter o comportamento topoldgico proximo a singularidade.
No seguinte exemplo, aplicaremos a técnica de Blow Up para entender o comportamento

proximo a singularidade.
Exemplo 1.5.8. Consideremos o campo

.T/ — _x2 + 3y2’

y = 2xy.

Observemos que ao longo do eixo y, com excecao da origem, este campo sempre aponta da
esquerda para a direita, pois 2’ > 0 quando x = 0. Este campo possui uma singularidade,

na origem. Sua parte linear é

0 0
0 0

Logo a origem é uma singularidade degenerada. Temos como polinémio caracteristico

F =3y(r —y)(z+y)

Logo F # 0 e /2 nao é diregao caracteristica. Seguindo o algoritmo, devemos fazer o

Blow Up diretamente. Apds a mudanca de variaveis, o campo possui a seguinte expressao:

u = u*(3w® — 1),

w = —3uw(w? — 1).

Observemos que o campo possui um fator u nas duas entradas. Tendo em vista a Pro-
posicao 1.1.7, cancelando tal fator, obtemos um campo topologicamente equivalente ao

original para u > 0 e topologicamente equivalente, porém com orientacao trocada para
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u < 0. Devemos agora, estudar as singularidades do campo

u' = u(3w?® — 1),

w = —3w(w? — 1),

ao longo do eixo w. Sao trés singularidades ao longo do eixo w: (0,—1),(0,0) e (0,1).

Suas partes lineares sao:
2 0 -1 0 2 0
0 —6 0 3 0 —6

Assim, pelo Teorema 1.3.1, cada uma dessas singularidades é topologicamente equivalente
a uma sela. Observemos também, que ambos os eixos sao invariantes. Na Figura 1.4 segue

um esboco do campo apds o Blow Up.

_

A

Y

>

¥

Figura 1.4: Comportamento topolégico do campo apés Blow Up.

Devemos agora voltar as nossas variaveis originais. Vamos utilizar a Proposicao 1.5.4
analisando cada quadrante para determinarmos o comportamento topolégico do nosso
campo original préximo a singularidade. Observemos que em cada quadrante existe ape-
nas uma orbita tendendo ao eixo y. Cada uma dessas érbitas correspondem a uma 6rbita
tendendo a origem do nosso campo original. As érbitas que tendem a origem que passam
pelo primeiro e quarto quadrante correspondem a érbitas tendendo a origem também no
primeiro e quarto quadrante. Ja a orbita tendendo a origem pelo segundo quadrante

corresponde a uma Orbita tendendo a origem pelo terceiro quadrante, e a do terceiro
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quadrante corresponde a uma do segundo quadrante, visto que a transformacao que uti-
lizamos troca o segundo quadrante com o terceiro. Pelo fato de que cancelamos um fator
u, a orientagao das orbitas do segundo e terceiro quadrantes sao trocadas. Cada uma das
regioes de cada um dos quadrantes delimitada pelo eixo x e uma dessas orbitas formara
um setor hiperbdlico. Tendo em vista que ao longo do eixo y o campo aponta da direita
para a esquerda, segue que em uma vizinhanca da origem os setores formados pela orbita
que delimita os setores hiperbolicos do primeiro e segundo quadrantes delimitam um ou-
tro setor hiperbdlico. O mesmo ocorre na regiao entre o terceiro e quarto quadrante. Na

Figura 1.5 temos um esboco do campo apdés o Blow Down.

7
<

Figura 1.5: Comportamento topolégico do campo apds Blow Down.

1.6 Compatificacao de Poincaré

Nesta secao construiremos a compatificacao de Poincaré de um campo de vetores polino-
mial em R2. Tal compatificacdo é uma ferramenta muito util para estudar o comporta-
mento global de fluxos polinomiais no plano.

Seja X (x1,29) = (P(21,22), Q(x1,22)) um campo vetorial polinomial planar. Nessa
secao, identificaremos o plano R? no espago R3 como o conjunto R? = {(zy, 29, 1), 21,79 €
R?}. Seja S* = {(y1,y2,y3) € R® | y? + y3 + y5 = 1}. Dividamos S? em trés partes: o
hemisfério norte H, = {y € S* | y3 > 0}, o hemisfério sul H_ = {y € $* | y3 < 0} e 0
equador S!' = {y € §? | y3 = 0}.

Dado = = (x1,73) € R? consideremos a reta passando por (0,0,0) e (xq, 7, 1)
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(Figura 1.6). Essa reta intersecta S* em exatamente dois pontos antipodais, y* =
T T 1 - T T 1 _ 2 2
(Flm),ri),m>efl+ey ——(Flm),ri),m>€H,emqueA(az)— x] + x5+ 1.

Definamos as projegoes centrais f©e f~ : R* = S por ff(z) =y e f~(x)=y".

Figura 1.6: Projecao central.
Consideremos o campo induzido X : H, U H_ — H, U H_ definido por

— . D (@)X(x), se y=f"(zx)€ Hy,
X(y) =
Df~(x)X(z), se y=f(z)e H_.

Definido de tal maneira, segue pelo Lema 1.1.9 que a restricio do campo X em cada

hemisfério ¢ C'*° conjugado ao campo X. E f4cil verificar que se y = (y1, Y2, y3) € S?,

() ) = (y— y—) para g5 > 0,

ys' Ys
= Y1 Y2
(f ) 1<y) = <_7 _) para ys < 07
Y3 Ys
Podemos escrever o campo X explicitamente:
— Der(y_l)ﬂ)X(y_laﬂ)) S€ ?/3>0>
X(y1,y2,y3) — Y3’ ys Y3’ ys
Df~ (y—l,ﬂ> X (y—l,ﬂ) , se y3<O.
Y3’ Y3 Y3’ Y3

Assim, tendo em conta que A(z) = 1/|ys|, segue que

Y +ys —yiye (y_l 2)
Y1 Y2 Y1 Y2 Y3’ y3
Df* <—7 —> X (—7 —> =ys3 —yiYe Y1t +ys® )
Ys Y3 Ys Y3 0 (y_1 y_2>
Y3’ Y3
—Y3Y1 —Y3Y2
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vt uys® iy P(y_l £>

_ y y y y Y3’ ys
Df (—1, —2) X (—1, —2) =ys | —mye i’y
Y3 Y3 Y3 Y3 0 (ﬂ y_2>
Y3’ Y3

Isto é, tanto em H, quanto em H_, o campo X tem a mesma expressao. Notemos que

—Y3Y1 —Y3Y2

quando ||z|| = oo, m3(fT(x)) — 0, em que 73(y1, Y2, y3) = y3. Nesse sentido, o equador
representa o “infinito”do campo X. Para estudar o comportamento do campo no infinito,
gostariamos de definir o campo em toda a esfera. Contudo, o campo proximo ao equador
em geral nao ¢é limitado. Para contornar esse problema, multiplicaremos o campo vetorial
X pelo fator p(y) = 3!, em que d = max{grau(P), grau(Q)}. Observemos que agora o

campo pode ser estendido continuamente em y; = 0, visto que

viP (1.1)

v (2.2)
é polinémio (em particular é um polinémio homogéneo de grau d nas variaveis y, y2 € ys.
O novo campo p(X)(z) = p(y) X (y) é chamado de compatificacio de Poincaré do campo
de vetores X. Notemos que agora X nao é C* conjugado aos hemisférios do campo
p(X), porém pela Proposigao 1.1.7 X continua sendo C*° equivalente ao hemisfério norte

de p(X) , e também C* equivalente ao hemisfério sul a menos de orientagao, caso d seja

par.

Para continuar a construcao, notemos que S? é uma variedade C* compacta que
pode ser coberta pelas seguintes seis cartas locais: (Uy, ¢x) dadas por ¢y : Uy — R?
or(y) = (3;—’:, Z—:), m<n, myn#k, em que U, ={y € S* | yp. >0} e (Vi,¢r) dadas por

Vo Vi — R2, ’g/)k(y) = —ngk(—y), Vi = {y € S? | Y < O} com k € {1,2,3}.

Nosso objetivo agora é calcular a expressao de p(X) nas cartas locais. Calcularemos
para a carta local ¢,. Para as demais cartas locais, os calculos sao andlogos. Em Uy N H .,
suponhamos que y = f*(x) e que ¢(y) = (u,v), denotando por Xy, o campo X na carta

U;, temos

Xv, (u,v) = Déu(y)X(y) = Déu(y)Df*(2)X (2) = Doy o f*(2)X (),
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por outro lado,

iy - (P2 1) _
¢1 o f (SL’) (x17 331) (U,U),
entao obtemos

_z2 1 o
D(qslof*)(a:):(_g g):( v )
e entao

Por outro lado,

_ _ 1
ply) = yg = A(z)d-1 =(1 ~|»1‘% +:E%)(1 D2 = (1 +

V2
— Ud_l(l + ’02 + u2)(1—d)/2 — vd_lm(u,v),

em que m(u,v)

= (1 + v +u?)=9D/2 As contas para U; N H_ sio feitas de maneira
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andloga.
Observemos que os pontos os quais v = 0 sao para qualquer carta local os pontos do

equador. Assim,

p(X)(u,v) = v m(u,v) <—%P G %) * %Q (% %> o G %))

estd bem definida em v = 0, pois multiplicando pelo fator v%! cancelamos qualquer fator
de v que apareca no denominador.

Como m(z) > 0, podemos dividir o campo por m(z) obtendo um campo C* equi-
valente, pela Proposicao 1.1.7. Observemos que assim obtemos um campo polinomial.

Escrevamos explicitamente as expressdes para as cartas locais: Para a carta (Uy, ¢1),

oG o

temos:

Para (Us, ¢2):

U = v [P (% %) —ul (% %)} ’ (1.6.2)

€ para (U37¢3)3

Observagao 5. Observemos pelas equagoes (1.6.1) e (1.6.2) que o eixo v das cartas U; e

U, é invariante, e consequentemente, o mesmo ocorre para as cartas V; e Vs.

A expressao para p(X) na carta (Vi,¢r), k € {1,2,3}, é a mesma de (Uy, ¢5) multi-
plicadas por (—1)971. Assim, para estudar o comportamento do campo X, incluindo seu
comportamento no infinito, é suficiente trabalhar em H, US'. A projecao de H, US' em

R? serd chamada de disco de Poincaré.

Definigao 1.6.1. Chamamos de pontos singulares finitos (infinitos respectivamente) de

X ou p(X) os pontos singulares de p(X) em S?\S! (S! respectivamente).
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Notemos que se y for uma singularidade infinita, entao —y também sera, visto que
as expressoes nas cartas U e Vj, se distinguem apenas pelo fator (—1)%"1. O grau d ird
determinar a orientagao das orbitas em H~. No caso em que d for par, a orientagao serd
trocada. Ja quando d for impar, a orientagao serda mantida. Assim, pelo fato de que os

pontos singulares infinitos aparecem em antipodas, é suficiente estudar um deles.

Estudemos as singularidades infinitas. J& observamos que os pontos infinitos sao da

forma (u,0). Denotemos por P; e ); as partes homogéneas de grau i de P e Q.

Proposigao 1.6.2. Seja X = (P, Q) um campo vetorial polinomial em R? como no inicio
da secdo. Entao (u,0) € S'N(U;UVy) € um ponto singular infinito de p(X) se e somente
se

F(u) = Qq(1,u) — uPy(1l,u) =0

Demonstragao. Inicialmente, observemos pela equacao (1.6.1) que

lim ¢ {—up G %) +Q (1 “)] — Qu(1,u) — uPy(1, u).

t—0 ?’ ?

Suponhamos que (u,0) seja um ponto singular. Entao Qu(1,u) — uPy(1,u) = 0 como
querfamos. Reciprocamente, suponhamos que Qq(1,u) — uPy(1,u) = 0. Mais ainda,

novamente pela equagao (1.6.1)

1
lim —t4T1Q (— E) =0

t—0
Assim, (u,0) é um ponto singular. O

De maneira andloga podemos provar que (u,0) € S' N (Us U V;) é um ponto singular

de p(X) se e somente se G(u) = Py(u, 1) — uQq(u, 1) = 0.
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Capitulo 2

A Conjectura Jacobiana Real e o

Contraexemplo de Pinchuk

A Conjectura Jacobiana é um problema proposto por Keller [15] em 1939 e segue em aberto
até hoje. Com o intuito de enunciar o problema, fixemos N € N. Sejam K[Xi, ..., Xn] 0
anel dos polinomios em N varidveis em um corpo K de caracteristica 0 e F': K" — K"

uma aplicacao polinomial, isto é,
F(Xq, ... Xn) = (i(Xq, o, XN), oo, [N( X, s X))

com fi(Xy,...,Xy) € K[X1,...,Xn] para i = 1,..., N. Denotaremos o determinante da

matriz jacobiana de F,
fixo o fixy
det :

Inx oo faxy

por J(F) ou J(fi,..., fn)-

A Conjectura Jacobiana afirma que se J(F') for uma constante ndo nula, entao F
possui uma funcao inversa e sua inversa é uma aplicacao polinomial.

Notemos que a hipétese de K ser um corpo de caracteristica 0 ¢ essencial, pois em Z,,
o polinomio P(z) = x — 2P tem como determinante da matriz jacobiana (a derivada neste
caso) P'(z) = 1 — pa?~! = 1, porém nao possui inversa, pois pelo Pequeno Teorema de
Fermat P(q) = 0 para todo ¢ € K.

Observemos que para corpos algebricamente fechados, J(F) nao se anula se e somente

se for uma constante nao nula, pois J(F') é um polinémio. Contudo, isso nao é verdade
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em corpos que nao sao algebricamente fechados. Por exemplo, em K = R, se tomarmos
a aplicagao polinomial F' = (x® + z,y) obtemos J(F) = 3z% + 1, e portanto J(F) nao
se anula. Com isso surgiu a Conjectura Jacobiana real, que afirma que se J(F') nao se
anula, entao F é inversivel. Em 1994, Sergey Pinchuk em [22] encontrou um contraexemplo
P :R? — R?, para a conjectura. Observe que utilizando este contraexemplo, se definirmos

G :R® - R" para n > 3 como

G(x1, ..., xn) = (p1(21, 22), p2(x1, 22), 3., Tp),

(GG é um contraexemplo para a conjectura para N = n. Vale ressaltar que em seu artigo,
o autor comenta que muitos pesquisadores estavam tentando provar a conjectura, mas
poucos estavam a procura de um contraexemplo.

Dedicaremos o restante do capitulo para discutir resultados sobre injetividade, cons-
truir o contraexemplo de Pinchuk e discutir como podemos encontrar novos contraexem-

plos.

2.1 Resultados de Injetividade

Teorema 2.1.1. Seja F': K" — K", em que K =R ou C, uma aplica¢dao polinomial. Se

F for injetora, entao F' € sobrejetora.

Esse teorema foi demonstrado inicialmente para K" = R? por Donald Joseph Newman
em [19]. A versao como enunciada foi demonstrada por Bialynicki-Birula e Rosenlicht em
[6]. Uma outra demonstragdo mais elementar para o caso K" = C" foi feita por Walter

Rudin em [23].

Definicao 2.1.2. Seja p : R? — R uma aplicacao de classe C*. Dizemos que o campo

vetorial H, = (—py, p.) € 0 campo hamiltoniano de p.

Proposigao 2.1.3. Seja F : R*? — R?, F(x,y) = (p,q) um campo vetorial de classe C*.

Se J(p,q) nunca se anula entao H, nunca se anula.

Demonstragio. Suponhamos por contradicaio que H,(c) = (0,0) para algum ¢ € R

Entao p,(c) = py(c) = 0. Entretanto, J(p,q)(c) = ps(c)g,(c) — py(c)g(c) = 0. Logo
H,(c) # (0,0) para todo ¢ € R?. O
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Proposigao 2.1.4. Seja p: R? — R uma aplicagao de classe C* e H, o campo hamilto-
niano de p. Se H, nunca se anula, entao as suas orbitas sao as componentes conexas das

curvas de nivel de p.

Demonstragao. Afirmamos que p é constante ao longo das solugoes de H,,. De fato, seja

¢ solucao de H,. Entao ¢'(t) = (—py(p(t)), p.(¢(t))). Mas

(po @) (t) = Dpyy Do(t) = (pa(0(1)), y((1)) - (—py ((1)), (0 (1)) = 0.

Logo p ¢ constante ao longo das solucoes de H), e portanto cada érbita de H, esta contida
numa componente conexa de uma curva de nivel p~'{c}. Como Vp(x) # (0,0) para
todo # € R?, segue do Teorema da Fungao Implicita que p~'{c} é uma variedade de
dimenséao 1. Logo cada componente conexa de p~'{c} também o é. Como H, nio tem
pontos singulares, por consequéncia do Teorema de Poincaré-Bendixon, Teorema 1.1.23,
segue que o w- e a-limites de cada érbita contida nesta componente conexa sao vazios, e

portanto uma tal orbita é toda a componente conexa. O

Lema 2.1.5. Seja F : R* — R?, F(z,y) = (p,q) uma aplicagao de classe C*. Se as

curvas de nivel de p ou q forem conezxas para todo ¢ € R e J(F') # 0, entdo F € injetora.

Demonstragdo. Suponhamos que p~'{c} seja conexo para todo ¢ € R. Dados a e b € R?
distintos tais que p(a) = p(b) = ¢, é suficiente mostrarmos que ¢(a) # q(b). Como p~*{c}
é conexo, segue da Proposigao 2.1.4 que p~'{c} é uma érbita de H,, que denotamos por

©(t). Observemos que a e b fazem parte dessa érbita. Temos

d

—4((1) = (@(p(1), 4y (1)) - Py (£()), =pa(p(£))" = J(F)((1)) # 0.

Como 2¢(p(t)) ¢ uma funcdo de R em R continua nao nula, segue que é estritamente
positiva ou negativa. Assim ¢ o ¢ é estritamente crescente ou decrescente. Portanto
q(a) # q(b) como querfamos. O caso para ¢ é analogo. O

Corolério 2.1.6 (da demonstragao). Seja F : R* — R?, F(x,y) = (p,q) tal que J(F) >

0. Entao q € crescente ao longo das solugoes de H,.

Teorema 2.1.7. Seja F : R? — R?, F(x,y) = (p,q), uma aplicagio polinomial tal que

J(F) nunca se anula. Entao F € injetora se e somente se os niveis de p sGo conexos.
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Demonstracao. Suponhamos que F' seja injetora. Entao pelo Teorema 2.1.1, F' é sobre-
jetora e portanto um difeomorfismo global, logo F'~! é continua. Dado ¢ € R, {c} x R ¢é
um conjunto conexo, F~1({c} x R) = (p~!, ¢~ ') também o é. Portanto p~*{c} é conexo
como queriamos. Pelo Lema 2.1.5, se os niveis de p forem conexos, entao F' é injetora

concluindo a demonstracao. O

A hipdtese de F' ser uma aplicacao polinomial é essencial como veremos no exemplo a

seguir:

Exemplo 2.1.8. Seja F' = (p,q) : R? — R? definida por F(z,y) = ((1 — 2?)e¥, —ze¥).

Temos
J(F) = (1—2%)J(e", —xe) + e’ J(1 — 2%, —xe?)
=1 —aH)(—aJ(e¥,e¥) — eV J(e¥, 1)) + 2xe¥ J (, ve?)
=(1—a%eVJ(z,e¥) + 2ze¥(x ] (x,e¥) + e’ J(x, 7))
= (1 —aH)eVJ(z,eY) + 22%e¥ I (x, eY)
= (1 + 2°%)e®

Assim, J(F) > 0 e os niveis de ¢ sdo conexos, logo pelo Lema 2.1.5 F' é injetora. Contudo

p~ {0} possui duas componentes conexas: {1} x Re {—1} x R.

2.2 Equacoes Uteis

Para nos auxiliar na construcao de contraexemplos, discutiremos algumas propriedades

de J : C'(R",R") — R. Observemos que J é multilinear e antissimétrico, isto é,

J(fr,oafi +bgi, .. fn) = ad(fr, s fir o SN) F0I(f1, s i oo [)

J(f17 ceey fi7 ceey f], ceey fN) — _J(f17 ceey fj7 ceey fi7 ceey fN)

Denotaremos por R(zj...,x,) o corpo das fungdes racionais nas variaveis i, ..., z, com

coeficientes reais e o determinante da matriz jacobiana de funcoes GG, H nas variaveis
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(f, h) por
Jum(G(f.h), H(f, b)) = Gy Hy — GpHy.

Proposigao 2.2.1. Sejam f,g,h, G, H € C'(R*,R) ¢ F € C*(R,R), entao:

(i) J(fg,h) = fJ(g,h) +gJ(f h)

(i) J(E(f), 9) = F'())I(f,9)

(iii) J(F(f), f) =0

(i) J(G(f,h), H(f h) = Jipm (G(f, h), H(f, ) T(f, h)

Demonstracao. O item (i) segue da regra do produto como veremos:

J(fg.h) = (f9)ahy — (f9)yha
- fgxhy + gthy - fgyhar - gfyha:
= f(g:vhy - fgyh%) + g(f:vhy - fyhl“)

Ja (ii) é uma aplicacao da regra da cadeia:

J(E(f),9) = (F(f)2gy — (F(f))y9a
= F'(f)fo9y — F'(£) 1492
=F'(f)J(f.9)

Para o item (iii), por (ii), segue que J(F(f), f) = F'(f)J(f, f). Mas J é antissimétrico,
logo J(f, f) = —=J(f, f). Segue que J(f, f) =0 como queriamos. O item (iv) também é
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uma aplicacao da regra da cadeia:

J(G(f,h), H(f,h) = (G(f,h)(F(f, h)y — (G(f, h)y(F(f. h))a
= (Grfo + Grho)(Fr fy + Fuhy) = (Gpfy + Guhy)(Fy fo + Fyhy)
= Gt foFuhy + Guho Frfy — Gy fyFuhe — Guhy Fy fs
= fahy(GrFy — GrEy) — fyho(GpFy — G FY)
= Juym(G(f,h), H(f, h)(fohy — fyha)

= J(fJL)(G(fv h)? H(f7 h))J<f7 h)

como queriamos. O

Ao longo do texto usaremos livremente a Proposicao 2.2.1 sem nos referirmos nova-
mente a ela.

Observemos que dada uma aplicacio M € C'(R? R?), J(M) € C°(R* R), e pelo
Teorema do Valor Intermedidrio, J(M(z,y)) # 0 para todo (z,y) € R? é equivalente a
J(M(z,y)) > 0 para todo (z,y) € R* ou J(M(z,y)) < 0 para todo (z,y) € R% Vale
ressaltar que nao é verdade que um polinomio em duas varidaveis que nao se anula é a
soma de quadrados. Temos como exemplo o polindémio s(z,y) = xty? + 2%y* — 322y + 2.
O polinoémio s — 1 é conhecido como polinomio de Motzkin que pode ser encontrado na

referéncia [17].

Proposicao 2.2.2. Para o polinomio s acima temos:
(i) s >1 em R%
(i1) s nao é a soma de quadrados.

Demonstragao. O item (i) segue diretamente da desigualdade entre a média aritmética e
a média geométrica

b
% > Vabe, ( se a,b,c>0) (2.2.1)

tomando a = 1, b = 2%y* e ¢ = 2%y

Para o item (ii), suponhamos por contradi¢ao que s = X f?. Como o grau de s é 6,
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podemos supor que grau(f;) < 3. Com isso, f; é combinacao linear de termos da forma

2 2 .3 .2 2 .3
171’71%37 Y XY, Y s L, XY, XY Y

6 ou y® com coeficiente

Se 2% ou 3y® aparecesse em algum f;, existiria um termo da forma x
positivo em s. Similarmente, f; nao possui termos da forma 2, y?, x e y. Assim podemos

assumir que f; ¢ da forma
fi =a; + bzl’y + Cl'.I'Qy + dzl’y2

Se fosse esse 0 caso, observemos que o mondémio da forma z%y? somente pode ser criado a
partir dos quadrados dos termos da forma xy de f;. Assim, igualando os coeficientes do
termo z%y* em s e N f?, terfamos 0 < ¥b? = —3, o que é uma contradicao. Portanto s

nao é a soma de quadrados. O

O seguinte teorema, provado em 1927 por Emil Artin em [4], nos diz que qualquer

polindmio que nunca se anula é a soma de quadrados de fungoes racionais.

Teorema 2.2.3 (Décimo sétimo problema de Hilbert). Dado f € Rlzy,...,x,] tal que
f(xy,...,zn) > 0 para todo (xy,...,x,) € R", entao existem fi,..., fs € R(x1,...,,) tais

que f = Sf2.

Exemplo 2.2.4. Tendo em vista o Teorema 2.2.3, o polinémio s da Proposi¢ao 2.2.2

pode ser escrito como a soma de quadrados de fungoes racionais da seguinte maneira:

. (x2y<:c2 +y’ — 2))2+ (xy2<x2 +y’ — 2))2+ (:L’y(x2 +y’ — 2))2+ (M)QHQ.

x2+y2 x2+y2 x2_|_y2

Apesar das observagoes feitas acima, construiremos um contraexemplo em que J(p, q) é
a soma de quadrados de polinomios. O que faremos é encontrar trés polinomios, t,h e f, de
modo que t e f ndo se anulem simultaneamente para construir p = p(h, f) e ¢ = q(t, h, f)
tais que J(p, q) = t>+ f2+(a(t, h, f))?. As seguintes proposicoes nos ajudarao a encontrar

tais polinomios:

Proposicao 2.2.5. Dados polinomios u,v € Rlx,y] satisfazendo J(u,v) = 1 e P €
CH(R,R), entdo t = uv + P(u) € solu¢io de J(u,t) = u.
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Demonstracao. Temos
J(u,t) = J(u,uv + P(u)) = uJ(u,v) + J(u, P(u)) = u,

pela Proposigao 2.2.1. Logo, J(u,t) = u. O

Proposicao 2.2.6. Dados polinomios t,u € Rlx,y] satisfazendo J(u,t) = u e F €
CHR,R), entio h = F(t)u+t € solugio de J(h,t) = h —t.

Demonstracao. Temos
J(h,t) = J(F(t)u+t,t) =uJ(F(t),t)+ F(t)J(u,t) = F(t)u

pela Proposigao 2.2.1. Logo, J(h,t) = h —t. O

Proposicao 2.2.7. Dados polinomios t,h € Rz, y], t # h satisfazendo J(h,t) =h —t, e

G € CYR,R), entdo f = % satisfaz:

i) J(fih)=—T,
ii) J(f,t) = —f + G'(h).

Demonstracao. Temos

J(f.h)=J (% h) = G(h)J((h—t)7", h) + (h = t)" J(G(h), h)
G(h)

(h — 1)

G(h)

(h — 1)
G(h)

(h —1)

:_f7

J(h—t,h)

J(h,t)
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0 que prova o item i), e

J(f,t)=J <% t) =GR J(h—t)" 4+ (h—t)" ' J(G(h),1)
_ _%m — 41+ G(h) Jh(h_ ’?
_ (f£h2)2 J(ht) + G'(h)
=—f+G'(h),
o item ii) segue, como querfamos. m

Observemos que f nao esta bem definida em h — ¢t = 0. Resolveremos esse problema
na proxima se¢ao tomando h,t e G(h) polinomiais de modo que G(h) tenha um fator
h —t. Assim, f podera ser estendida analiticamente para todo R2. Podemos obter mais
um resultado que nos sera 1til.

No restante do capitulo vamos tomar a funcao p da forma

p=[f+h,

com f e h sob as hipoteses da Proposicao 2.2.7. Nosso objetivo agora é encontrar uma
funcao ¢ de forma que J(p, ¢) ndo mude de sinal, e posteriormente dar condigdes para p e

¢ serem polinomiais. Essa forma para p é conveniente por causa das seguintes proposigoes:

Proposicao 2.2.8. Seja U : R? — R uma funcgdo de classe C1, entdo:

J(p,U) = =f(Un = Uy),

em que U, Uy, e Uy estio calculados em (f, h).
Demonstracao. Temos
J(p.U) = Jipy(f + b, UCE I (fh) = —F(Uy — Up)
como queriamos. O

O seguinte resultado, é um resultado basico de equacoes diferenciais.
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Lema 2.2.9. Se v(z,y) é um polinémio e a,b € R, a equagao diferencial

0 + b6y = (2, ) (2:22)
admite solugcao polinomial.

Demonstra¢ao. Assumamos que b # 0, no caso em que b = 0, a equagao se torna agp, =
v(z,y), que claramente tem solugdo polinomial integrando v em relacdo a variavel x.

Fazendo as substitui¢bes © = (Z+ay)/bey = g, ou seja, T = br—ay e § = y e denotando

(2, 79) = ¢(x,y), 9(,9) = v(z,y) obtemos pela regra da cadeia:
by = é:’ii’y + égﬂy = _a(gfi + <Z~5§
Substituindo essas expressoes em (2.2.2), obtemos b(ﬁg = 9(Z,79), que obviamente ad-

mite solugao polinomial. Retornando as varidveis originais, obtemos solugao de (2.2.2)

polinomial. O

Para construir o polinomio ¢, vamos precisar de mais duas equagoes. Para obter um

termo da forma * na expressao de J(p, q), calculamos J(p, —t*):
J(p, —t%) = =2t(J(f, 1) + J(h,t)) = 2tf — 20G'(h) + 26> — 2th. (2.2.3)

Veremos que os termos da forma fth™ serao utilizados para completar quadrados. Para
eliminarmos os termos da forma th", utilizaremos a seguinte equagao: Dada M € C*(R,R)
J(p, M(h)t) = M(h)J(f + h,t) +tJ(f + h,M(h))
= M(h)(J(f,t) + J(h,t)) + tM'(h)J(f + h,h)
= M(B)(~ £+ G (k) + (h — 1)) — fIM'(R)

= —fM(h) —tfM'(h) + M(h)G'(h) + hM(h) — tM(h).
Assim, tomando M (s) = —2s — 2G'(s) obtemos:

J(p, —t* + M(h)t) = 2t> — f(—2h — 2G'(h)) —tf(—2 — 2G"(h)) — 2(G'(h) + h)*. (2.2.4)
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E essa equacdo nao possui termos da forma th™. Se existir K € C'(R,R) tal que
K(s)G(s) = —2(G'(s) + 5)?, (2.2.5)

utilizando a Proposi¢ao 2.2.7 podemos completar quadrados em (2.2.4) da seguinte ma-

neira:

J(p, —t* +tM(h)) = 2t* — f(—2h — 2G'(h)) — tf (=2 — 2G"(h) + K(h)G(h)
=2t% — f(—2h —2G"(h)) — tf(—=2 —2G"(h)) + f(h — t)K(h)

=24 (4 f(1+G"(h) — K(h)271))? + 2+ fu(h, f)

em que

v(h, f) = —f + (=2h = 2G'(h)) — f(1 + G"(h) — K(h)27")%

Observemos que no caso em que K e G forem polinomios, v(h, f) também serd um
polindmio nas variaveis h e f. Pela Proposi¢ao 2.2.8 e pelo Lema 2.2.9, existe polinomio
U(h, f) tal que J(p,U(h, f)) = fu(f,h) (basta resolver a equacao Us — Uy, = v(f, h)), ou
seja, v(f,h) pode ser “eliminado”, isto é, tomando q = —t* — 2ht — 2tG'(h) — U(h, f)
obtemos

J(p,q) =1+ (t+ f(1+G"(h) — K(h)27H))* + 2. (2.2.6)

Caso ocorra que t e f nao se anulem simultaneamente, obtemos um exemplo de classe C*

de aplicagao com matriz jacobiana que nunca se anula.

2.3 O Contraexemplo de Pinchuk

Temos como objetivo nesta secao construir um contraexemplo para a Conjectura Jacobi-
ana. Com o que foi feito na se¢ao anterior, desenvolvemos ferramentas para a construcao
de contraexemplos. O exemplo de Pinchuk é um caso particular, e especial, pois é o
exemplo de menor grau possivel encontrado nessa construgao. Vale ressaltar que tanto a

construcao quanto as equacoes obtidas sao inéditas, e é uma tentativa de generalizacao
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da construgao de Pinchuk no artigo [22].

Para o resto da secao, tomaremos h como na Proposicao 2.2.6. Levando em con-
sideragao a Proposigao 2.2.7 é suficiente encontrarmos t,u € Rlz,y], F,G € R[z] tais

que:

1. Exista K € R[] tal que G(z)K(x) = —2(G'(z) + x)?,

pois tendo em vista a Equagao (2.2.5), essa condi¢ao é suficiente para que U seja

um polindmio nas variaveis f e h, e consequentemente que ¢ seja um polinémio.

_ G(h) _ GuF®#)+t)
2. f_ h—t uF(t)

seja polinomio,

pois dessa forma p é um polinémio.

3. t e f nao se anulem simultaneamente,
pois levando em consideragao a Equacao (2.2.6), essa condigao é suficiente para que
J(p,q) > 0.

4. Algum nivel de p = f + h seja desconexo,

pois em vista do Teorema 2.1.7, essa condigao é suficiente para que (p,q) nao seja

injetora.

para encontrarmos um contraexemplo para a Conjectura Jacobiana real.

2.3.1 Condicoes 1 e 2

Nesta subsecao, encontraremos condigoes suficientes para G e necessarias para F' satisfa-

zerem as condigoes 1 e 2.

Com o intuito de encontrar (p,q) com o menor grau possivel, vamos analisar algumas

possibilidades para G satisfazer a condigao 1.

Proposicao 2.3.1. Se grau(G) < 3, entdo € necessdrio e suficiente que G tenha uma das
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sequintes formas para satisfazer a condi¢ao 1:

G(z) = a,

G(z) = ax + da?,
2

G(z) = Tx +c,

G(z) = ar?,

em que a,c € R ea # 0. Mais ainda, para n > 3, se

G(z) = ax +n—2’

entao a condigcao 1 € satisfeita.
O seguinte lema nos ajudara a demonstrar tal afirmacao:

Lema 2.3.2. Seja K : R — R uma fungao racional que possui série de Taylor na origem,

K(z) = i a;x’.
i=0

Se K(z) = ggg, grau(P) =m e Q(x) = b,a™ + ... + by, entdo os coeficientes da série de

Taylor de K satisfazem:

i bz‘ak—i =0
=0

para todo k > max(m,n).

Demonstracao. Temos




Portanto, pelo produto de Cauchy
P(z) = Q(x) Z a;x’
i=0

1=0

= boa,o + (b0a1 + bla,o)ZL‘ + ...+ Z biak_i:pk + ...
1=0

como todo coeficiente da série de Taylor de P é nulo a partir de m + 1, igualando os

coeficientes concluimos o resultado. O

Corolario 2.3.3. Seja K como no Lema 2.3.2, suponhamos que m > n > 0, entao K é

um polinomio se e somente se Qpy_pi1 = ... = Qp, = 0.

Demonstragao. Se K for um polinémio, entao grau(K)=grau(P)-grau(Q)) = m —n, e
entao a, ni1 = ... = a, = 0. Reciprocamente, suponhamos que a,,_ni1 = ... = a,, = 0.
Vamos mostrar por indugao que a, = 0 para todo k£ > m. Temos como base de indugao
pmni1 = - = Gy, = 0. Assumamos como hipdtese de inducao que ay_,, = ... = ax_1 = 0.
Mostremos que a; = 0. Seja j o primeiro indice tal que b; # 0. Tal indice existe, pois

b, # 0. Pelo Lema 2.3.2,
Z biaj—; = Z bja;—; =0
i=0 i=j

Assim, tomando [ = k + j, segue que a; = 0. Entao a; = 0 para todo j > m +1, e

portanto K é um polinomio como queriamos demonstrar. O

Demonstracao da Proposicao 2.3.1. Os caculos dessa demonstracao foram feitos com auxilio

—2z2

de um software de computagao algébrica. Se grau(G) =0, G(z) = a # 0, K(x) =
e portanto a condicao 1 é satisfeita. E evidente que se a = 0, a condicao 1 nao pode ser
satisfeita.

Se G(x) = ax + b, entao K(z) = 7(251{3)2. Se b = 0, é facil ver que K(x) ndo é um

polinomio. Por outro lado, se b # 0, pelo Corolério 2.3.3, K é polinomio se e somente se
K”(0) = —4(a* — b)?/b> = 0. Assim, obtemos que b = a* ¢ a tnica solugao, o que verifica
a férmula proposta se grau(G) = 1.

Se G(z) = ax® + bz + ¢, dividamos em 2 casos: ¢ = 0 e ¢ # 0. Se ¢ = 0, temos
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que G(0) = 0, logo, para K ser polinomio é necessario que G'(x) + = se anule em 0,
isto ¢, G’(0) = 0. Logo 0 é raiz dupla de G e entao b = 0. Se G(x) = az?, temos
K(x) = % polinémio como proposto. Ja no caso em que ¢ # 0, pelo Corolério 2.3.3,
K(z) = -2 % ¢ polinomio se e somente se K'(0) = K”(0) = 0, pois o grau de K
¢ 0. Utilizando bases de Groebner, ¢ facil verificar que b =0, a = —% e ce R\ {0}.

Se G(x) = az® + bx® + cx + d, dividamos novamente em 2 casos: d = 0 e d # 0. Se
d =0, ¢ = 0, como argumentamos no caso anterior. Temos que analisar dois subcasos:
b=0eb#0. Seb=0, G(x) = az®, e é facil ver que nesse caso K () nao é polinomio.
Se b # 0, G(z) = ax® + bx?, observemos que K (z) = W Para K ser polinomio
é necessério e suficiente que K”(0) = —4a?*(b — 1)?/b%> = 0 pelo Coroldrio 2.3.3. Assim
b=1eaecR\{0}. Jadno caso em que d # 0, basta encontrar as solugoes de K"(0) =
K"(0) = K""(0) = 0. Utilizando as bases de Groebner dos numeradores desse sistema,
encontramos em particular que ad = 0, o que esta contra as nossas hipoteses. Portanto

as possibilidades para G com grau 3 sdo da forma G(z) = az® + 2°.

Finalmente, se G(z) = az™ + nm—jQ,

—2 (anz™ ! + 1z 2 —on? (az™ %2+ L 2 1
K(IL‘) _ ( _ n—2) _ ( ; ln—Z) _ —2”2 (axn—Q + ) ’
axr™ + ﬁ axr" < + P n—2
e portanto K é polinomio. O

Até o final do capitulo, tomaremos a fungao f sob as hipéteses da Proposicao 2.2.7.

A seguinte proposicao nos dard uma equivaléncia para a condicao 2:

Proposicao 2.3.4. Sejam F' e G € Rlz]. Entdo a condi¢ao 2 é satisfeita se e somente

se

¢ polinomio.
Demonstragao. Suponhamos que grau(G) = n. Utilizando a série de Taylor de G, temos:

G(")(t)
n!

GuF(t)+t) = G(t) + uF(t)G'(t) + ... + (uF ()"
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e entao,

G(t) LG
=———+G't)+.. F)~ 1 )
f= ami O+t )
Logo, se UGF(Q) for polinomio, f é polinomio. Reciprocamente, se f for polinomio, temos
G(t) LGM(1)
=f—(G'(t)+ .. F()r 11—,
Foh =1 @O+ Py )
Portanto UGF(Q) é polinomio como queriamos. O

Lema 2.3.5. Sejam u,v,t € Rz, y] sob as hipdteses da Proposicao 2.2.5, F,G € Rlx].

Se f for um polinomio, entao F divide G.

Demonstragao. Suponhamos por contradi¢ao que F' nao divida G' (e entdao F' nao é cons-
tante). Podemos supor sem perda de generalidade que mdc(F,G) = 1. Por consequéncia
do Teorema Fundamental da Algebra, existiria z € C tal que F(z) = 0, G(z) # 0. Como
t é ndo constante, pois se fosse, tertamos u = J(u,t) = 0, e entdo J(u,v) = 0 # 1,
existem z1,2o € C, tais que t(u(z1, 29),v(21,22)) = 2. Nesse caso, dado € > 0, f seria
ilimitada em B(z1,22) \ {(21,22)} que é um conjunto limitado, e portanto nao pode ser

um polinomio. O

Corolario 2.3.6. Sejam u,v,t € Rlx,y] sob as hipdteses da Proposi¢io 2.2.5, F e G €

Rx]. Se f for polinomio, entao grau(F) <grau(G).

Demonstragao. De fato, o Lema 2.3.5 garante que G/F é um polindomio e que grau(F') <
grau(G). Se tivéssemos grau(F) = grau(G), terfamos grau(G/F) = 0. Assim, como
argumentamos na demonstragao do lema anterior, u teria que ser constante, um absurdo,

pois J(u,v) = 1. Logo grau(F") <grau(G) como queriamos. O

2.3.2 Contraexemplos para grau(G) < 3

Agora mostraremos que o menor grau possivel para G nessa construcao é 3 tentando cons-
truir um contraexemplo a partir dos polinomios G que satisfazem a condicao 1 e possuam
grau menor ou igual a 3. Verificaremos condicoes sobre F' para f ser polinomio e em

seguida para que t e f nao se anulem simultaneamente (condigdes 2 e 3). Consideraremos
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a partir de agora ¢t como na Proposicao 2.2.5, P € Rlz| e u,v € Rz, y], sendo u e v so-
brejetoras. Nesta secao, usaremos varias vezes, porém nem sempre com mencao explicita

a Proposicao 2.3.4, o Lema 2.3.5 e o Corolario 2.3.6.

Nao é possivel construir um contraexemplo quando grau(G) = 0, pois é necesséario que

grau(F') < grau(QG).
Também nao ¢é possivel construir um contraexemplo quando G(z) = ax + a* como
veremos. Nesse caso, F'(x) =b, b€ R\ {0}. Assim,

a(ub+1t+ a)

/= ub

e f é polindbmio se e somente se
a(t+ a)
ub

for polinomio pela Proposicao 2.3.4. Para isso, necessitamos que t 4 a se anule em u = 0.
Como t = uv + P(u), temos P(0) = —a, ou seja, P(u) = uQ(u) — a, em que @ € R[z].
Assim, t +a = u(v + Q(u)). Logo

f= a(v + Qb(u) + b).

Observemos que a condigao 3 nao é satisfeita: t e f se anulam em (x,y) tais que v =
_Q<_%) - bau = _%'
Suponhamos agora que G(z) = ’TmQ + ¢. Temos duas opgoes para F: F(z) = b ou

F(z) =bx +e. Se F(z) =b,
—(ub+t)* + 2¢
2u

f=

é polindmio se e somente se
—t2 + 2¢
2u

for polinomio. Se tivéssemos ¢ < 0, vemos que o numerador nunca se anularia, contudo u

. a2 P A .
se anula, logo ¢ > 0. Assim, escrevemos ¢ = 5. Logo f ¢ polinomio se e somente se

(t+d)(t—d)

for polinomio. Para isso, repetindo o argumento do caso anterior, é necessario que t+a =
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u(v + Q(u)), em que a = d ou —d. Suponhamos sem perda de generalidade que a = d.

Temos
. (b+ (v+ Qu))(ub+u(v+ Q(u)) — 2d)
= 5 .
Observemos que novamente f e ¢ se anulam simultaneamente em v = —Q(—¢)—b,u = —%.

Se F(x) = bx + e, como F' divide G, é necessario que G seja redutivel em R[z], para
isso 2¢c = d?. Para F dividir G é necessario que e = bd ou e = —bd. Sem perda de
generalidade suponhamos que e = —bd. Assim temos

(bu + 1) (u(bd — bt) — (t +d))
2bu )

f=

Logo é necesséario que u divida ¢t + d, pois u nao divide bu + 1. Para isso tomamos
t+d=u(v+ Q(u)). Contudo novamente a terceira condi¢ao nao pode ser satisfeita, pois
t e f se anulam simultancamente em v = —3,v = —bd — Q(3).

2

Suponhamos agora que G(x) = az®. Nesse caso, temos duas possibilidades para F

F(z) =bx ou F(z) =0b. Se F(z) = bz,

at (ub+ 1)

J= ub

Logo ¢ necessério que v divida ¢. Para isso tomamos t = u(v 4+ Q(u)). Assim,

. (ub+1) (Z+Q(u))a.

Porém f e t se anulam quando v = —Q(u) e portanto a terceira condigao nao é satisfeita.

Se F(x) =b, f é polinbmio se e somente se

at?
ub

for polinémio. Para isso, é necesséario que ¢ = u(v + Q(u)). Nesse caso,

f:au(b—i-vbjLQ(u)) .

Porém f e t se anulam simultaneamente quando u = 0, e portanto a terceira condigao

nao é satisfeita.
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Suponhamos que G(r) = ax® + x2. Nesse caso, F(z) = b, F(z) = abx + b, F(x) = bz,
F(x) = abx® + bz ou F(z) = ba?.

Se F(x) =b, f é polinémio se e somente se

at? + 2
ub

for polindmio. Para isso, u divide t ou at + 1. Suponhamos que u divide ¢. Nesse caso,

t=u(v+Q(u)), logo

_ w(b4+v+Q (1)*(Q (v) au + abu + auv + 1)
b

S

Logo f et se anulam quando u = 0 e a condi¢ao 3 nao ¢ satisfeita.

Suponhamos que u divide at 4 1. Nesse caso, t =u (v + Q (u)) — <, logo

(uaQ (u) + uba + uav — 1)* (Q (u) + b +v)
ab

f=

Logo f et se anulam quando u = —é ev=—Q (—é) —b.

Se F(x) = abx + b, f é polindémio se e somente se

t2
bu

for polinémio. Para isso é necessério que t = u(v + Q(u)). Nesse caso,

(abu + 1) u (abu@ (u) + abuv + Q (u) + b+ v)?

f= b

Logo f et se anulam quando u = 0.

Se F(x) = bz, f é polindmio se e somente se

t(at+1)
ub
for polinomio. Para isso é necessario que u divida t ou at+1. Se u divide ¢, t = u(v+Q(u)).
Nesse caso,

(Q (u) abu® + abu®v + Q (u) au + awv + 1) (bu + 1)* (v + Q (u))

F= b
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Logo t e f se anulam quando v = —@Q(u) e portanto a condigdo 3 nao é satisfeita.
Suponhamos que u divide at 4 1, nesse caso t = u (v + Q (u)) — £. Assim,

(abu@Q (u) 4+ abuv + Q (u) a + av — b) (bu + 1)*(Q (v) au + auv — 1)

f= ab

Logo f et se anulam quando v = —%, para u # 0.

Se F(x) = abx® 4 bx, f é polindmio se e somente se

t

bu
for polinémio. Nesse caso u divide t e entao t = u(v + Q(u)). Assim,

(v+ Q (v)) (abuQ (v) + abu®v + bu + 1) (abu®Q (u) + abu®v + 1)

f= b

Logo f et se anulam simultaneamente em v = —Q(u).

Por fim, se F/(z) = bx?, f é polinomio se e somente se

at +1
ub

¢ polinomio. Para isso, é necessério que u divida at+ 1. Logo t = u(v+Q(u)) — . Assim,
f = (ubt +1)*(abt* + v+ Q(u)).

Set =0, f=v+4Qu). Porémse v+ Qu) =0,t=— 0. Logo t e f ndo se anulam

simultaneamente e portanto a condigao 3 é satisfeita. Sob tais condicoes,
p = (ubt + 1)[(ubt + 1)(abt® + v + Q(u)) + ]

e assim o nivel 0 de p possui duas componentes conexas: ubt +1 = 0 e (ubt + 1)(abt* +
v+ Q(u)) +t = 0. Observemos que sao de fato duas componentes distintas, visto que se
ubt +1 =0, u # 0e (ubt + 1)(abt?* + v+ Q(u)) +t =t = —1/ub # 0. Logo a condigao
4 também é satisfeita. Observemos que se grau(Q) < 1, grau(p) = 10 nas variaveis u, v e
que o grau minimo possivel para G é 3. O polinémio p encontrado por Pinchuk em [22]

¢ um caso particular dessa constru¢ao tomando u =z, v =y,a=1,b=1e Q(u) =0. O
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contraexemplo encontrado por Pinchuk é dado por N = (p, q),
p=f+h= (a:Qy —r+ 1) (:1:43/3 — 3%y +22%° +32%y — 22y — —|—y) (2.3.1)

q=—t*—6th(h+ 1)+ U(f, h),

em que U(f, h) = f4+ (T5h+67) 3+ (201 h+ 91 + 25 h?) 2+ 12 fh

Observagao 2.3.7. No artigo [10], Campbell mostra que o menor grau possivel para
U(f,h) ser solucao da Equagao (2.2.2) é 25 e é tomado da forma

U(f,h) = 170fh + 91h? + 195 1% + 69h™ + T5 f1° + %h‘*.

Neste mesmo artigo, considerando p de Pinchuk e ¢ dessa forma, Cambell considera a

curva 3 : R — R? dada por

345
B(s) = (32 —1,-755° + 734 — 2053 +

7, 163
2 4 )7

e prova que (0,0) e (—1,—163/4) ndo tém pré imagem por F'. Os demais pontos de S(R)
tém exatamente uma pré-imagem e todos os outros pontos de R? tém duas pré imagens

por F. Um esboco dessa curva, fora de escala, pode ser visto na Figura 2.1.

2.3.3 Outros contraexemplos

Nessa secao iremos obter outros exemplos de aplicacoes polinomiais nao injetoras com

matriz jacobiana que nunca se anula. Se tomarmos

t=u(v+ Q(u)) +1,com Q(z) € Rz].
Nesse caso, a condicao 1 é satisfeita. Sob as hipoteses da Proposicao 2.2.7, h = ut?> +t e

(n—2)f = —(ut + 1)*(¢* + v + Q(u)) (M (h)),
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Figura 2.1: Variedade assintética do contraexemplo de Pinchuk.

em que M(h) = h" 3+ ...+ 1 + ...+ 1. Assim a condigao 2 ¢ satisfeita. Observemos
que se t = 0, temos h = 0 e M(0) = 1. Assim, set =0, (n—2)f = —(v+ Q(u)) # 0
(pela defini¢ao de t), logo t e f nao se anulam simultaneamente e portanto a condi¢ao 3

¢é satisfeita. Temos

D[+ v+ Q) (M(R))

p=(ut+1) m—

O nivel 0 de p possui ao menos duas componentes conexas: ut + 1 = 0 e (ut + 1)(¢* +
v+ Q(u))(M(h)) — (n — 2)t = 0. Observemos que de fato ambas componentes nao se
intersectam: Se ut+1 = 0, u # 0. Por outro lado (ut+1)(*4+v+Q(u))(M(h))—(n—2)t =
(n—2)t = (n—2)/u# 0. Logo a condicao 4 é satisfeita. A seguinte proposigao nos da

uma maneira de produzir outros exemplos a partir dos exemplos que ja temos.

Proposigao 2.3.8. Sejam M = (a(x,y),b(x,y)), N : R? — R? aplica¢des polinomiais

tais que o determinante da matriz jacobiana nunca se anula. Entio J(N o M) nunca se
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anula e N o M € injetora se e somente se M e N forem injetoras.

Demonstracdo. Temos J(N o M) = Jpn(N o M)J(M). Como J(N) nunca se anula,
Jiap)(N o M) nunca se anula. Como J(M) nunca se anula obtemos que J(NN o M) nunca
se anula.

Suponhamos que M nao seja injetora, entao existem x; # o € R? tais que M(z,) =
M (xq). Logo N o M(xy) = N o M(x2) e portanto N o M nao ¢é injetora.

Suponhamos agora, que N nao seja injetora. Podemos supor nesse caso, que M é
injetora, pois do contrario terfamos o resultado. Pelo Teorema 2.1.1, M é sobrejetora.
Sejam x1 # xo tais que N(x1) = N(z3). Como M é sobrejetora, existem y; # ys, tais
que M(y;) = x1 e M(yz) = x9. Assim, N o M(y;) = N o M(ys) e portanto N o M nao é

injetora. ]

Assim, para obter novos contraexemplos, basta compor (a esquerda ou a direita) con-
traexemplos que ja temos com aplicagoes polinomiais cujo determinante da matriz jaco-

biana nunca se anula.
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Capitulo 3

Retrato de Fase Topoldégico Global
Do Campo H)

Neste capitulo, construiremos o retrato de fase global do campo hamiltoniano H, do

polinémio p (2.3.1) de Pinchuk.

p= (:L’zy—x—i-l) (:c4y3—3x3y2+2x2y2+3x2y—2xy—:c+y)

H, = (_pyvp:v) .

O estudo das curvas de nivel tem implicacoes diretas em resultados sobre a injetividade
como podemos ver no Teorema 2.1.7, e nos artigos [7], [8] e [14].

Dividiremos o capitulo em trés secoes. Na primeira secao estudaremos o comporta-
mento topoldgico das singularidades infinitas da compatificacao de Poincaré do campo H,
em suas cartas locais através da técnica de Blow Up. Na segunda segao, estudaremos o
comportamento do campo na sua parte finita. Para concluir o capitulo faremos o retrato

de fase global do campo no disco de Poincaré.

3.1 Estudo das singularidades infinitas do campo H,

Nesta secao estudaremos o comportamento topoldgico das singularidades da compati-
ficacao de Poincaré do campo H,, p(H,). Mostremos que p(H,) nao possui singularidades

finitas:
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Proposigao 3.1.1. O campo p(H,) nao possui singularidades finitas.

Demonstragao. Sabemos pela Proposicao 2.1.3, que o campo H, nao possui singularida-
des. Como H, é topologicamente equivalente a cada hemisfério do campo p(H,), p(H,)

nao possui singularidades finitas. O

O seguinte teorema classico, junto com a Proposicao 3.1.1 nos garantira a existéncia

de singularidades infinitas:

Teorema 3.1.2 (Teorema da Bola Cabeluda). Nao eziste campo vetorial ndo singular

continuo em S*" = {x € R*"*! | ||z|| = 1}.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em [18].
Assim, como p(H,) nao possui singularidades finitas, necessariamente possui singula-
ridades infinitas. Para estudar tais singularidades, iremos estudar o campo em suas cartas

locais.

3.1.1 Estudo Qualitativo da Carta U;

O processo que faremos para estudar qualitativamente o campo na carta U; sera dividido
em algumas etapas. Os cédlculos serao omitidos porém podem ser reproduzidos através
dos passos em qualquer programa de computacao algébrica. E invidvel que o Processo
seja feito a mao visto que grau(H,) = 9.

Primeiramente, devemos encontrar os pontos singulares infinitos do campo na carta

U,. Para isso, utilizemos a Proposi¢ao 1.6.2. No nosso caso temos d = 9, P = —p,,

Q = po, Py(x,y) = —4a5y3, Qo(x,y) = 62°y* e entdo
F(u) = 10u*.

Concluimos que a origem ¢ o tnico ponto singular infinito do campo na carta U;.
Estudemos o comportamento dessa singularidade. A expressao do campo é dada pela
Equacao (1.6.1), da qual obtemos:
7' = 102" — 322%y* + (...),

y = y(d4a® — 1227y + ().
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E de céaculo direto que o eixo x é invariante e aponta da direita para a esquerda. Calcu-

lando a parte linear do campo na origem, temos

Assim, a origem é uma singularidade linearmente zero. Logo ¢é necessario fazermos um
Blow Up. O primeiro passo é calcularmos o polinomio caracteristico. Calculando o

polinémio caracteristico através da equagao (1.5.4) obtemos:
Flu,v) = —6u'v.

Logo, sao diregoes caracteristicas 0,7/2, 7 e 37/2. Para estudarmos as direcoes 0 e T,
fagcamos um Blow Up diretamente. Temos um Blow Up de ordem 3, impar. A expressao

do campo é dada pela Equagao (1.5.3):

2’ = x(10 — 32zy° + (...)),

y = y(—6 + 20zy* + (...)).

Tal campo possui apenas uma singularidade ao longo do eixo y, na origem. Tal singula-

ridade possui parte linear
10 0

0 —6
Assim a origem é uma sela a qual os eixos sao invariantes: o eixo x é repulsor e o eixo y
atrator. Logo, pelo Teorema 1.5.4, segue que o eixo x do nosso campo original ¢ invariante

e nao existem outras érbitas tendendo a origem com inclinagao 0 ou .

Para estudarmos as diregoes caracteristicas 7/2 e 3w/2 do nosso campo original, de-
vemos voltar ao campo original, fazer uma troca de coordenadas e em seguida um Blow
Up. Fazendo tais mudancgas, temos novamente um Blow Up de ordem 3, impar. O novo

campo possui a seguinte expressao:

o' = w(120%y — 120y* + 49° + (...)),

y = —122%y + 242%y* — 2021° + 6yt + (...).
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Observemos que a origem ¢ a unica singularidade desse campo ao longo do eixo y. Tal

singularidade possui parte linear
0 0

00
Assim, outro Blow Up é necessario. Devemos novamente calcular o polinémio carac-

teristico. Calculando obtemos:
Flu,v) = 2u(u —v)*

Como 0 e 7 ndo sao diregdes caracteristicas, mas m/2 e 37/2 sdo, devemos fazer outra
troca de coordenadas e em seguida um Blow Up. Aplicando essas transformacoes, temos

agora um Blow Up de ordem 3, impar. O novo campo possui a seguinte expressao:

' =x(6 — 20y + (...)),

v =y(-2+y+(.).

Esse campo possui duas singularidades ao longo do eixo y: A primeira na origem, e a

segunda no ponto (0, 1). Suas respectivas partes lineares sao:

6 0 0 0
0 -2 0 0

Assim, a origem é uma singularidade hiperbdlica do tipo sela, em que o eixo x é repulsor
e o eixo y é atrator. A singularidade no ponto (0,1) é do tipo linearmente nula. Para
estudarmos tal singularidade, fagamos uma translacao do ponto (0,1) para a origem, e
em seguida, calculemos o polinémio caracteristico. Calculando o polinomio caracteristico,
obtemos:

Flu,v) = —u?(u —v)(u — 2v).

Como 0 e m nao sao diregoes caracteristicas, mas 7/2 e 37/2 sao, devemos fazer uma troca

de coordenadas e em seguida um Blow Up. Agora temos um Blow Up de ordem 2, par.
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O novo campo possui a seguinte expressao, dada pela Equagao (1.5.3):

¥ =ux(-2x —2y+(..),

v =y(—2r —2y+(...)).

Esse campo possui trés singularidades ao longo do eixo y, nos pontos: Na origem, no

ponto (0,1) e no ponto (0,2). Suas partes lineares sdo, respectivamente:

0 0 -1 0 4 0
0 0 4 1 —28 —4

A singularidade na origem ¢é do tipo linearmente nula. As outras duas sao hiperbdlicas do
tipo sela. Em uma vizinhanga de (0, 1), o campo no eixo y é atraido pela singularidade. Ja
em (0,2), o campo é repelido pela singularidade no eixo y. Para estudar a singularidade
na origem, precisamos fazer um novo Blow Up. Calculando o polinémio caracteristico,

obtemos:

F(u,v) = 0.

Logo, devemos calcular as direcoes singulares. Para isso, calculemos o polinomio W':

W(u,v) = —2u — 2v.

Assim, 7/4 e 5w /4 sao as diregoes singulares. Facamos um Blow Up diretamente. Temos

um Blow Up de ordem 3, impar com a seguinte expressao:

¥==-2-2zr—-2y+(..),

v =y(6+9y+(...).

Tal campo possui apenas uma singularidade no eixo y, em (0, —1). Tal singularidade tem

parte linear
3 =2

4 =3
e possui autovalores —1 e 1 com autovetores associados (1/2,1) e (1, 1) respectivamente.

Portanto é uma singularidade hiperbdlica do tipo sela. Além disso, é de caculo direto
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estudando a componente horizontal do campo que todas as érbitas que cruzam o eixo y,
cruzam da direita para a esquerda quando y < —1 e da esquerda para direita quando

y > —1. (veja a Figura 3.1).

e

e

Figura 3.1: Esbo¢o do campo proximo a singularidade apés iltimo Blow Up.

Na Figura 3.2, segue um esboco de todas as transformacoes feitas.

Devemos agora retornar as variaveis originais utilizando as informagoes que foram
obtidas ao longo do processo. Utilizando as proposigoes 1.5.7 e 1.5.2 e tendo em vista que
temos um Blow Up impar, concluimos que as érbitas que cruzam o eixo y do primeiro para
o segundo quadrante no nono campo, correspondem a duas orbitas tendendo a origem,
uma no primeiro quadrante, e a outra no terceiro quadrante. Ja as orbitas que cruzam o
eixo y do quarto para o terceiro quadrante, também correspondem a duas érbitas tendendo
a origem, porém uma tendendo a origem no quarto quadrante, e a outra tendendo a
origem no segundo quadrante. O setor hiperbdlico do quarto quadrante corresponde a
um setor hiperbdlico no quarto quadrante, porém agora na origem. J4a o setor hiperbdlico
do terceiro quadrante corresponde a um setor hiperbdlico no segundo quadrante com
orientacao trocada. Juntando essa analise com as duas selas que temos no campo, obtemos
o retrato de fase qualitativo do sétimo campo na Figura 3.3.

Devemos fazer um Blow Down para obtermos o retrato de fase qualitativo do sexto
campo. Para fazer o estudo no restante da segao, nos utilizaremos do Teorema 1.5.4. As
orbitas do primeiro quadrante tendendo a origem, junto com o primeiro setor hiperbdlico

formam um setor parabdlico apés o Blow Down. Os dois seguintes setores hiperboélicos
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Figura 3.2: Esbogo das transformacoes feitas.
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Figura 3.3: Comportamento topolégico do sétimo campo.



formam um tnico setor hiperbédlico no primeiro quadrante. O ultimo setor hiperbdlico
nos da a informacao de que nao existem mais orbitas tendendo a origem chegando pelo
primeiro quadrante. Os setores do quarto quadrante sao preservados, visto que as 6rbitas
as quais existe uma mudanca de comportamento tendendo a origem sao preservadas. Te-
mos no terceiro quadrante apenas orbitas saindo da origem, sem nenhum outro tipo de
comportamento proximo ao eixo y. Tal comportamento é preservado, lembrando também
que o terceiro quadrante é levado no segundo quadrante. Ja para o segundo quadrante,
observemos que as Orbitas em vermelho delimitam as mudancas de comportamento. Tais
orbitas sao levadas para a origem, porém agora no segundo quadrante. Nao existe ne-
nhuma outra érbita que delimita alguma mudanca de comportamento topolégico préximo
ao eixo y no segundo quadrante. Assim temos dois setores hiperbdlicos e um setor pa-
rabélico no terceiro quadrante do sétimo campo. A orientacao das orbitas é preservada,
pois fizemos um Blow Down de ordem par. O comportamento topolégico do sexto campo

é retratado pela Figura 3.4.

e
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Figura 3.4: Esboco do sexto campo.

O préximo passo é apenas uma troca de eixos. Ver Figura 3.5.

A seguinte transformagao é a translacao da origem para o ponto (0, 1), com a sela que
tinhamos na origem. Ver Figura 3.6

Agora devemos fazer um Blow Down impar. No primeiro quadrante do quarto campo,
existem duas mudangas de comportamento. As drbitas saindo do ponto (0, 1) correspon-

dem a um setor parabdlico na origem no quarto campo. Os outros dois setores: parabdlico
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Figura 3.5: Esboc¢o do quinto campo.
%%
-

Figura 3.6: Esboco do quarto campo.

e hiperbdlico no ponto (0, 1) sao preservados. A informacao que obtemos no quarto qua-
drante, é que nenhuma orbita que passa pelo quarto quadrante tende a origem pelo quarto
quadrante. Ja para o terceiro quadrante, o estudo é analogo, porém lembramos que o ter-
ceiro quadrante é levado no segundo quadrante, e a orientagao é trocada, pois fizemos
um Blow Down impar. Ja no segundo quadrante, existem seis érbitas que delimitam mu-
dangas de comportamento da singularidade no ponto (0, 1). Tais érbitas correspondem a
orbitas tendendo a origem, com a orientacao trocada e no terceiro quadrante. Assim, os
setores hiperbdlicos e parabdlicos dessa singularidade sao preservados, temos um retrato
topologico do terceiro campo na Figura 3.7.

A Figura 3.8 nos da o retrato de fase do segundo campo apds a troca de eixos do

terceiro campo.
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Figura 3.7: Esbocgo do terceiro campo.

7

—
7

i

Figura 3.8: Esboco do segundo campo.

Devemos fazer um Blow Down fmpar para obtermos um retrato de fase do segundo
campo. Ja sabemos que o eixo y ¢ invariante e aponta de baixo para cima. No segundo
campo, no semiplano no qual z > 0, temos duas érbitas que delimitam mudancas de
comportamento. Tais érbitas sao preservadas quando fazemos o Blow Down. Assim,
todos os setores também sao preservados. O comportamento do campo semiplano o qual
x < 0 também é preservado, porém o segundo e terceiro quadrantes sao trocados. Além
disso, como fizemos um Blow Down impar, a orientagao das érbitas é trocada. Na Figura
3.9 temos o comportamento topoldgico do primeiro campo.

Agora, com uma troca de eixos do primeiro campo, obtemos o retrato de fase do
campo na carta U;. Observemos que as orbitas préximas a origem no segundo e terceiro

quadrante, com exce¢ao do eixo x, cruzam o eixo y. Como nenhum valor no intervalo
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Figura 3.9: Esboc¢o do primeiro campo.

(w/2,3m/2) é diregao caracteristica e o campo ao longo do eixo y aponta da esquerda
para a direita, com excecao de 7, segue que uma 6rbita tendendo a origem que passa pelo
segundo ou terceiro quadrante cruza o eixo .

Segue um esbogo da origem do campo na carta U; na Figura 3.10 a seguir:

1%

S

Figura 3.10: Comportamento qualitativo da singularidade do campo Uj.

3.1.2 Estudo Qualitativo da Carta U,

Nesta subsecao, faremos o estudo do campo na carta Us de um modo analogo ao que foi
feito para a carta U;. Na Figura 3.11 temos um esboco de todas as transformagoes que
faremos com as informacoes que utilizaremos para fazermos os Blow Downs.

O primeiro passo ¢ utilizar a Proposicao 1.6.2 para encontrarmos as singularidades do
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Figura 3.11: Esboco das transformacoes feitas.

campo na carta U. Temos

G(u) = —10u®.

Como H,, nao possui singularidades finitas, a origem ¢ a tinica singularidade na carta U,.

Obtemos a expressao do campo na carta Us através da Equagao (1.6.2):

2= —102% + 2%y? — 21 2%yP 4 (),

y' = y(—62° +202'y® — 122%° + (...)).

Observemos que o eixo x ¢ invariante e aponta da direita para a esquerda e a origem
¢ uma singularidade linearmente zero. Como a origem é uma singularidade linearmente

zero, € necessario fazermos um Blow Up. Para isso, precisamos calcular o polinomio
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caracteristico através da Equagao (1.5.4), calculando obtemos:
F(u,v) = 4uSv.

Como 0 e 7/2 sao diregdes caracteristicas, faremos um Blow Up em cada dire¢ao. Apli-
cando o Blow Up diretamente, temos um Blow Up de ordem 5 impar, com expressao dada

pela Equagao (1.5.3):

o =x (=104 322y + (...)),

y=y(d-12zy" + (...)).

E de célculo direto que a origem é a tinica singularidade do campo ao longo do eixo y e

que ambos os eixos sao invariantes. A parte linear do campo na origem é da forma:

—10 0
0 4

Logo a origem ¢é uma singularidade hiperbodlica do tipo sela, em que o eixo x é atrator e o
eixo y é repulsor. Assim, utilizando a Proposicao 1.5.4 e sabendo que temos um Blow Up
impar, segue que o eixo x do nosso campo original é invariante, aponta da direita para a
esquerda e o campo nao possui mais nenhuma orbita atraida ou repelida pela origem com

direcao 0 ou 7.

Voltando ao campo original, faremos agora uma troca de eixos e um novo Blow Up.

Agora temos um Blow Up de ordem 5 impar e o campo possui a seguinte expressao:

v = (32° — 62%y + o' — 102%y + 212%y* — 1229° + (...))

y = —a® — 62°y* + 3%y + (...).

A origem ¢ a tnica singularidade ao longo do eixo y e possui parte linear

Logo a origem é uma singularidade linearmente nula, entao outro Blow Up é necessario.
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Calculando o polinémio caracteristico obtemos:
Flu) = —u®.

Como 0 e 7 sao as unicas direcoes caracteristicas, devemos fazer uma troca de eixos, e em

seguida, um Blow Up.

Apoés a troca de eixos, calculando a componente horizontal do campo ao longo do
eixo y, descobrimos que o campo cruza o eixo y da direita para a esquerda no semiplano

superior, e da esquerda para a direita no semiplano inferior.

Aplicando o Blow Up, o campo possui a seguinte expressao:

v =z (=42 — 92%y — 6zy” — ¢ + 122°y + 142%y® + 32y + (...))

y' =y (—22° = 3%y + y® + 8%y + To*y* + (..)) .

O Blow Up feito foi de ordem 2, par. E de caculo direto que ambos os eixos sao
invariantes, o campo ao longo do eixo y aponta de baixo para cima, e ao longo do eixo
x aponta da direita para a esquerda e que a origem ¢ a unica singularidade ao longo do

eixo y e possui parte linear identicamente nula:

Precisaremos de uma informacao extra quando formos fazer os Blow Downs: O campo
cruza a reta x = y da direita para a esquerda em uma vizinhanga da origem. Podemos
verificar tal fato mostrando que o produto interno entre o campo e o vetor (1,—1) que é

ortogonal a reta z = y é negativo proximo a origem. Calculando, obtemos:
< X(v,v),(1,-1) >= v*(2v* — 50° 4+ 14v — 16),

que é menor que 0 sempre que v # 0 e |v| < 1 como querfamos. Como a origem é uma
singularidade linearmente nula, devemos fazer outro Blow Up. Calculando o polinomio
caracteristico, obtemos:

F(u,v) = 2uv(u +v)?
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Assim, como 0 e 7/2 sao diregoes caracteristicas, devemos fazer um Blow Up em cada
direcao. Vamos primeiramente trocar de eixos e estudar a singularidade na origem para
obtermos o comportamento das érbitas chegando com direcao 7/2 e depois faremos um
Blow Up diretamente. Fazendo a mudanca de variaveis, temos um Blow Up de ordem 3,

impar, e obtemos a seguinte expressao:

g =x(1-3y*+(.))

Yy =y (=2—6y+(..).

Calculando a parte linear da singularidade na origem, obtemos:

0 -2

Assim, a origem é uma singularidade hiperbdlica do tipo sela em que o eixo x é invariante

e repulsor, e o eixo y é invariante e atrator.

Voltando ao nosso campo antes de fazer a ultima troca de eixos, facamos diretamente
um Blow Up para entender o comportamento do campo nas outras direcoes. Novamente

temos um Blow Up de ordem 3, impar, e o campo possui a seguinte expressao:

=z(—4—-9y+(..)

Y =y(2+6y+(..)))

A origem é uma singularidade hiperbdlica do tipo sela com parte linear

-4 0
0 2

Concluimos que ambos os eixos sao invariantes, o eixo x é atrator, e o eixo y é re-
pulsor. Esse campo possui mais uma singularidade ao longo do eixo y no ponto (0, —1).

Calculando a parte linear do campo nesse ponto, obtemos



Isto é, a singularidade é linearmente nula. Para estudar essa singularidade, fagamos
uma translagdo do ponto (0, —1) para a origem. Calculando o polinémio caracteristico
obtemos:

F(u,v) = 0.

Assim temos um ponto dicritico. Calculando o polinomio W, obtemos:
W(u,v) = u.

Logo precisamos fazer uma troca de eixos, pois 7/2 e 37 /2 sdo as unicas diregoes carac-
teristicas, e em seguida um Blow Up. Temos um Blow Up par de ordem 2 com a seguinte

expressao:

/

= —2r —y—ay+ 227+ (...)

y = —y — 6y* — 3wy + (...).

O sistema possui apenas uma singularidade ao longo do eixo y. Essa singularidade se

encontra na origem e possui parte linear

-2 -1

0 -1

Os autovalores dessa matriz sdo —2 e —1 e autovetores associados (1,0) e (—1, 1), portanto
a singularidade é um né atrator. Calculando a componente horizontal do campo ao longo
do eixo y, obtemos que as érbitas desse campo cruzam o eixo y da direita para a esquerda
no semiplano superior, e da esquerda para a direita no semiplano inferior. A seguinte

figura ilustra o comportamento do campo:

Devemos voltar ao campo original tendo em vista as transformacoes feitas ilustradas
pela Figura 3.11. Observemos que toda semi-érbita no primeiro quadrante suficientemente
proxima ao eixo y tende ao eixo y. Como consequéncia da Proposicao 1.5.7, tais semi-
orbitas correspondem a orbitas no primeiro quadrante tendendo a origem com diferentes
inclinagoes formando um setor parabdlico. Observemos que no quarto quadrante, o setor

parabdlico entre as duas érbitas em vermelho também é levado em um setor parabdlico
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Figura 3.12: Esboco do campo préoximo a singularidade apoés ultimo Blow Up.

no quarto quadrante. J& as semi-orbitas saindo do eixo y tendendo a origem formam um
setor eliptico. O estudo do segundo e terceiro quadrante é andlogo ao estudo do quarto
e primeiro quadrantes, respectivamente. A diferenca é que agora o segundo quadrante
¢ trocado com o terceiro quadrante. Como fizemos um Blow Up par, a orientagao é
preservada. Com isso, na Figura 3.13 ilustramos o comportamento topoldgico do sétimo

campo.

Figura 3.13: Esboco do sétimo campo.

O sexto campo é simplesmente a troca de eixos do primeiro campo e ¢ ilustrado pela
Figura 3.14.
O quinto campo ¢é a translacdo do sexto campo. A origem é levada no ponto (0, —1).

Na Figura 3.15 temos o retrato do quinto campo com a sela na origem a qual haviamos
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Figura 3.14: Esboco do sexto campo.

calculado.

A

L2

-~

!

Figura 3.15: Esbogo do quinto campo.

.
-

o

Para fazermos um retrato do quarto campo, faremos um Blow Down impar do quinto
campo. Sabemos que ambos os eixos sao invariantes: o campo no eixo y aponta de baixo
para cima, e no eixo x aponta da direita para a esquerda. No primeiro quadrante do
quinto campo, temos um setor hiperbdlico. Tal setor é preservado, visto que todas as
orbitas em uma vizinhanca da origem cruzam a reta r = y da direta para a esquerda.
Analogamente, o mesmo ocorre no segundo quadrante, porém como temos um Blow Down
impar, o segundo quadrante é levado no terceiro quadrante e a orientagao é trocada. Como
todas as drbitas do quarto quadrante suficientemente proximas ao ponto (0, —1) tendem

a singularidade, tais orbitas correspondem a érbitas tendendo a origem do quarto campo.
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Assim segue pelo Teorema 1.5.4 que o quarto quadrante forma um setor parabdlico atrator.
Ambos os setores elipticos do terceiro quadrante coorespondem, a setores elipticos no
segundo quadrante, porém com a orientagao trocada. Na Figura 3.16 temos o retrato do

quarto campo.

Figura 3.16: Esboco do quarto campo.

Agora, devemos fazer um Blow Down par. Sabemos que o eixo x é invariante e aponta
da direita para a esquerda. Observemos que nenhuma érbita do primeiro quadrante do
quarto campo tende a origem. Como o terceiro campo aponta da direita para a esquerda
ao longo do eixo y no semiplano superior, as érbitas préximas a origem no primeiro
quadrante deverao cruzar o eixo y. Ja no quarto quadrante do quarto campo, todas as
orbitas suficientemente proximas da origem tendem a origem. Assim, pelo Teorema 1.5.4,
toda orbita do terceiro campo no quarto quadrante suficientemente préoxima da origem
também tende a origem. Estudando o comportamento do segundo quadrante do quarto
campo, temos que os setores elipticos sao preservados e correspondem a setores elipticos no
terceiro quadrante do terceiro campo. Ja para o setor parabdlico delimitado pelo eixo y ha
uma mudanca de comportamento. Uma orbita préxima ao eixo y no segundo quadrante
corresponde a uma Orbita préoxima ao eixo y no terceiro quadrante apos o Blow Down,
porém ao longo do eixo y no semiplano inferior o campo aponta da esquerda para a direita.
Assim, existe uma vizinhanca da origem a qual toda érbita sai do terceiro quadrante e vai
para o quarto quadrante. Porém, ja vimos que préximo a origem no quarto quadrante,

toda orbita tende a origem. Logo formamos um setor eliptico. O comportamento do
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terceiro campo é retratado na Figura 3.17.

Figura 3.17: Esboco do terceiro campo.

O segundo campo é simplesmente uma troca de eixos do primeiro campo e pode ser

visto na Figura 3.18.

™

Figura 3.18: Esboco do segundo campo.

Devemos agora fazer um Blow Down impar. Ja sabemos que o eixo y é invariante
e aponta de cima para baixo, assim o setor hiperbédlico formado pelo primeiro e quarto
quadrantes é mantido. Os setores elipticos do segundo e terceiro quadrante também sao
preservados, porém os quadrantes sao invertidos e a orientacao é trocada, pois temos um
Blow Down impar. Assim, na Figura 3.19 temos o retrato do campo apds a primeira
transformacao.

Por fim, devemos fazer uma simples troca de eixos para obtermos o comportamento
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Figura 3.19: Esboco do primeiro campo.

topolégico do campo na carta Us. Tal comportamento ¢é ilustrado na Figura 3.20.

Figura 3.20: Comportamento topolégico do campo na carta Us.

Com o comportamento do campo nas cartas U; e Uy podemos fazer parcialmente um
retrato de fase do campo no disco de Poincaré, veja Figura 3.21. Para entendermos o
comportamento global do campo, é necessario fazermos um estudo da parte finita, e é o

que faremos na proxima secao.

3.2 Parte finita

Nesta segao calcularemos a quantidade de componentes conexas e encontraremos para-
metrizagoes de cada nivel de p. Neste ponto, gostariamos de observar que no artigo [11],

o exemplo 4 trata exatamente do contraexemplo de Pinchuk. Sem apresentar os célculos,
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Figura 3.21: Comportamento topolégico infinito do campo no disco de Poincaré.

os autores informam o nimero de componentes conexas de cada nivel de p. Abaixo cal-
culamos detalhadamente essa quantidade e encontramos valores diferentes. Além disso,
mostramos também que, com excecao de uma componente conexa dos niveis —1 e 0 de p,
todas as outras componentes sao fronteiras dos setores hiperbédlicos que encontramos no
estudo infinito da singularidade na carta U;.

Calculemos a quantidade de componentes conexas de cada nivel p~!{c} de p. Uma
maneira de se fazer esse calculo é combinar o Corolario 2.1.6 com a Observacao 2.3.7

considerando os 5 casos seguintes:

1) e<—1,
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Lema 3.2.1. Sejam f: R - R? ¢ F : R*> - R?, F = (p,q) como na Observagio 2.5.7.
Para todo ¢ € R e todo intervalo de curva I = {c} x (a,b) tal que I ndo intersecta B(R),
a 1magem inversa de I pela aplicacao F € formada por dois subintervalos limitados de

diferentes componentes conexas de p~{c}.

Caso 1): Afirmamos que p~*{c} possui duas componentes conexas: Temos p~!{c} =
F7'({c} x R). Pelo Corolario 2.1.6 segue que dada uma componente conexa ¢ de p~'{c},
que ¢é uma solucao maximal de H,, que g ¢ crescente ao longo de 6. Com isso segue que a
imagem de 6 por F ¢ igual a {c} x R. Segue do Lema 3.2.1 que F~'({c} x R) corresponde
a duas componentes conexas de p~{c}.

Caso 2): Afirmamos que p~'{—1} possui quatro componentes conexas: Segue do
Corolério 2.1.6, que dada uma componente conexa ¢ de p~{c}, que a imagem de 6 por F
¢ igual a —1 x (—o00, —163/4) ou —1 x (—163/4, 00). Por outro lado, segue do Lema 3.2.1
que cada um desses intervalos correspondem a duas componentes conexas de p~1{—1}.
Portanto pil{—l} possui quatro componentes conexas.

Caso 3): Afirmamos que p~!{c} possui quatro componentes conexas: Sabemos que
#{{c} x RN B(R)} = 2. Suponhamos que sejam (c,a) e (¢,b) € {{c} x RN F(R)} com
a < b. Neste caso, existem seis possibilidades, a priori, para a imagem de uma componente
conexa de p~'{c} por F. Sao elas: {c} x R, {c} x (—o0,a), {c} x (—o00,b),{c} x (a,b),
{c} x (a,0), {c} x (b,00). Porém, elas ndo podem ocorrer simultaneamente, pois temos
H#{FYc,a)} = #{F 1 (c,0)} =1 e #{Fc,d)} =2sed#aeb Assim, suponhamos
que exista uma componente conexa de p~!{c} levada em {c} x R. Nesse caso, a imagem
pela aplicacio F' de nenhuma outra componente conexa de p~'{c} pode intersectar 3(R).
Entretanto, como #{F~!(c,d)} = 2, para d # a ou b, existe uma componente conexa
de p~'{c} cuja imagem pela aplicacio F' passa por (c,d). Nesse caso, a lnica opgao é
que p~!{c} possui 4 componentes conexas, e elas sao levadas em {c} x R, {c} x (=00, a),
{c} x (b,00) e {¢} x (a,b). Suponhamos agora, que {c} x R nao seja a imagem de uma
componente conexa de p~t{c}. Nesse caso, necessariamente {c} x (—oo,b) e {c} x (a, 00)
sao imagens pela aplicacio F' de exatamente uma componente conexa de p~'{c}, pois
sao os tnicos intervalos que intersectam (c, a) e (c,b), respectivamente, e #{F1(c,a)} =

#{F~Y(c,b)} = 1. Nesse caso, como #{F(c,d)} = 2 para d # a e b, s6 nos resta a
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opgao que p~1{c} possui 4 componentes conexas, e elas sao levadas pela aplicagao F' em
{c} x (=00,a), {c} x (—00,b), {c} x (a,0), {c} x (b,00). Portanto segue que p~*{c}

possui 4 componentes conexas como queriamos.

Caso 4): Afirmamos que p~!{0} possui cinco componentes conexas: Como no Caso
3), sabemos que #{{0} x RN B(R)} = 2. Sejam (0,0) e (0,a) € {{0} x RN B(R)}.
Novamente, existem seis possibilidades, a priori, para a imagem de uma componente
conexa de p~1{0} por F. Sao elas: {0} x R, {0} x (—00,0), {0} x (—o00,a), {0} x (0,a),
{0} x (0,00), {0} x (a,0). De fato, {0} xR e {0} x (—o0, a), ndo sdo possibilidades, pois
#{F~1(0,0)} = 0. Nesse caso, ¢ necessério que exatamente duas componentes conexas de
p 10} sejam levadas em {0} x (—o00,0), pois #{F~1(0,b)} = 2, para b < 0, exatamente
uma componente conexa é levada em {0} x (0, 00), pois #{F~1(0,a)} = 1. Assim, existem
mais duas componentes conexas de p~'{0}: Uma delas é levada em {0} x (0,a), e a outra

em {0} x (a,00). Assim concluimos que p~'{0} possui cinco componentes conexas.
Caso 5): E analogo ao Caso 3 e p~'{c} possui 3 componentes conexas.

Na Figura 3.22, fazemos um esboco das curvas de nivel —1 e 0 de p no disco de Poincaré:

As curvas em vermelho e preto correspondem aos niveis —1 e 0, respectivamente.

Observemos que o polinomio p se fatora da seguinte forma:

p= (ny —x+ 1) (:c4y3 — 323y +22%y? + 322y — 22y —x +y) , (3.2.1)

e no nivel —1:

p+1l= (2% —2ay+y+1) (z*y’ —22% +22%y+2* —a+1). (3.2.2)

Com essas equacoes e, utilizando a funcao parametrization do programa Maple, ob-
tivemos uma parametrizagao racional para as curvas p = 0 e p = —1. A partir dessas
parametrizacoes, obtivemos uma parametrizacao para cada componente conexa de p nos
niveis —1 e 0. Chamaremos de pl, ..., p5 as componentes do nivel 0, e ¢1, ..., ¢4 as compo-

nentes do nivel —1:
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Figura 3.22: Curvas de nivel —1 e 0 de p.

- (s—1)° s2(s—2) 2|
(2 £ o),
(s—1) s2(s—2) )
p2:{<82(8—2)7 (8—1)4>€R |S€<172>}7
p3:{<s,58_21) c R? | sE(—oo,O)},

pd = {(0,0)} U { <5(28(5__1)2)’ 5(;:)?) ER|sER\ (0, 2)} |

p5:{(s,85_21) ER2|56(0,00)}.

E para o nivel —1:
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o1 = {<_(4$Sj1)2’_(21$2+98j41)(48+1)2> €R?|seR)\ <_i’o)}’
(B ewen (1)

2 21524+ 9s5+1)(4s+1)> 1
3= R 2’_( 5%+ 3+4 Y(4s+1) erR? [se(-to)l
(4s+1) s 4

4= {(_(3s+1)$2(43+1)’_(35‘i1)2) ER?|se€ <—%0)}

Proposicao 3.2.2. Cada componente conexa dos niveis —1 e 0, com excecao de pb,

intersecta o conjunto C' = {(—1,t) € R* | t € R} em exatamente um ponto.

Demonstracao. E de calculo imediato utilizando a parametrizacao das componentes co-

nexas dos niveis. O

A partir da Proposicao 3.2.2 induz-se naturalmente uma relacao de ordem entre as

componentes conexas dos niveis —1 e 0 de p como veremos na seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.2.3. Seja A o conjunto das componentes conexas dos niveis —1 e 0 de p.
Sejam x,y € A\ {pb}. Denotemos por x' a componente vertical do unico elemento de

xNC. Entdo a relagao x < y se e somente se x' < vy define uma relagao de ordem parcial

estrita em A\ {p5}.

Demonstragao. Sejam x,y,z € A\ {pb}. Temos = 4 z, pois 2’ £ 2/, logo < é irreflexiva.
Sex<yey <z entaoz' <y ey <z, logox’ <z eassimx < z, logo < é transitiva.
Se x <y, entdao 2’ < 9/, logo vy £ 2/, e entdo y A x. Logo < é assimétrica. Portanto < é

uma relacdo de ordem parcial estrita em A\ {p5}. O

A partir da parametrizacao das componentes, é de calculo imediato que pl < ¢l <

q2 < p2 < p3 < q3 < g4 < pd.
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Observemos que duas componentes conexas de niveis de p dividem o plano em trés
componentes conexas. Isso ocorre porque p é uma submersao. Tal fato nao é verda-
deiro em geral. Chamaremos a componente conexa cuja fronteira é a uniao dessas duas
componentes conexas de regiao entre as componentes conexas.

Observemos que a componente pb estd definida apenas no quarto quadrante e que nao
estd contida em nenhuma das regioes delimitadas por componentes de A \ {p5, p4}.

No artigo [10], Campbell nos d& uma parametrizagao de um nivel ¢ # —1 ou 0 ar-

bitrario de p:

(c—s)(s+1)
(s) (c— 25— 502 (3.2.3)
y(s) = L% _(j_) S; s75) (3.2.4)

Assim fixando ¢ < —1, temos a parametrizagao das duas componentes conexas de

p ek

01(s) = {2(s),y(s) | s € (=00, )}

02(s) = {x(s), y(s) | s € (¢, 00)}

Proposigao 3.2.4. Sejam ¢ < —1, 01 e 0y as duas componentes conexas de p~*{c}. Entao

01 esta contida na regiao entre ql e q2 e Oy esta contida na regiao entre q3 e q4.

Demonstragdo. Observemos que qualquer componente conexa de p~'{c} estd contida, por
continuidade, em uma das regioes entre gl e g2 e entre ¢3 e g4. Observemos também,
que a(x,y) = 2%y? — 2xy +y + 1 é negativa na regiao entre ¢2 e ¢4 e positiva nas demais
regioes. Similarmente, B(z,y) = xty? — 223y + 22%y + 22 — x + 1 é negativa na regiao
entre ¢l e ¢3 e positiva nas demais regioes. Calculando a(x(s),y(s)), obtemos

(—s2+c—2s)
c—s '

Assim, « é positiva para s < ¢ e negativa para s > ¢, isto é, 0, estd contida na regiao
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entre ¢2 e ¢4 e 61 nao esta. Calculando B(z(s),y(s)), obtemos

(c+1)(c—s)
(=24 ¢—25)"

Assim, [ é positiva para s > ¢ e negativa quando s < ¢, isto é, 6, esta contida na regiao
entre ¢l e g3 e A3 nao esta. Observemos que a regiao entre g2 e ¢3 esta contida na regiao
entre ¢l e ¢3 e na regiao entre ¢2 e g4. Como #; nao esta contida na regiao entre g2 e ¢4,
01 nao esta contida na regiao entre g2 e ¢3. Como 6; estd contida na regiao entre ¢l e ¢3
e nao esta contida na regiao entre ¢2 e ¢3, necessariamente esta contida na regiao entre
ql e q2 como queriamos. De maneira andloga mostramos que 6, estd na regiao entre ¢3 e

q4. O

Proposicao 3.2.5. Seja —1 < ¢ < 0, entao exatamente uma componente conexa de
p~Hc} estd contida em cada uma das sequintes regioes: Entre pl e ql, entre q2 e p2,

entre p3 e q3 e entre g4, p4 e p5.

Demonstracao. Observemos que o interior de cada uma dessas 4 regioes nao contém ne-

nhuma componente conexa dos niveis —1 e 0 de p. Mais ainda, segue do fato de p ser

continua que em cada uma dessas regioes p devera assumir todos os valores entre —1
0, i 5, pt : 1 d d

e 0, isto é, p~'{c} contém pelo menos uma componente conexa em cada uma dessas
ioes. P tro lado, sab ! 14 t tant

regioes. Por outro lado, sabemos que p~{c} possui 4 componentes conexas, portanto

exatamente uma componente conexa de p~'{c} estd contida em cada uma dessas regioes

como queriamos. O

Para nos auxiliar na localizacao das componentes conexas de p para ¢ > 0, vamos

precisar de mais algumas proposigoes.

Proposicao 3.2.6. A componente conexa p5 divide o plano em duas regioes: uma que
contém todas as outras componentes conexas do nivel 0, e a outra que nao contém ne-

nhuma, que chamaremos de Cs. Mais ainda, p € ilimitado superiormente na regiao C'.

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao 3.2.2 que a reta f(t) = (—1,t) estd contida em uma
das componentes conexas a qual p5 divide o plano. Como f intersecta todas as outras

componentes do nivel 0, segue que todas as componentes conexas do nivel 0 estao contidas
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nessa regiao, e entao a outra regiao nao contém nenhuma como queriamos. Para mostrar
que p é ilimitado na regiao que nao contém nenhuma componente de p~ {0}, consideremos
a reta g(t) = (t,—t). E de célculo direto, p(g(t)) = 0 possui exatamente duas solucoes
reais: uma para t = 0 e a outra para t < 0 suficientemente grande. Uma dessas solucoes
intersecciona p4 e a outra p5. Segue entao, que p(g(t)) esta contido na componente conexa
a qual p5 divide o plano e nao contém nenhuma outra componente conexa do nivel 0 para
todo t suficientemente grande. Por outro lado, p(g(t)) — oo, quando ¢ — oo como

queriamos. 0

Proposicao 3.2.7. A componente conexa p4d divide o plano em duas regioes: uma que
contém todas as outras componentes conexas do nivel 0, e a outra que nao contém ne-

nhuma, que chamaremos de Cy. Mais ainda, p € ilimitado superiormente em Cy.

Demonstracao. Segue do fato de que pl < p2 < p3 < p4, que pl, p2 e p3 estao contidas
em uma mesma componente conexa a qual p4 divide o plano. Resta mostrar que pb
esté contida nessa mesma componente conexa. E de céleulo direto que g(t) = (¢, —1)
intersecta p5 e p3, mas nao intersecta p4, e portanto p5 esta contido na mesma regiao que
p3. p é ilimitado superiormente na regiao que nao contém nenhuma componente conexa
do nivel 0, pois p(g(t)) esta contido nessa regiao para todo t > 0 e p(g(t)) — oo quando

t — oo. [l

Proposicao 3.2.8. A componente conexa pl divide o plano em duas regioes: uma que
contém todas as outras componentes conexas do nivel 0, e a outra que nao contém ne-

nhuma, que chamaremos de Cs. Mais ainda, p € ilimitado superiormente em Cs.
Demonstracao. A demonstragao é analoga a das proposicoes 3.2.6 e 3.2.7. U
Proposicao 3.2.9. p é ilimitado superiormente na regiao entre p2 e p3.

Demonstracao. Fixemos ¢ > 0. Observemos que p3 e pb dividem o plano em 3 compo-
nentes conexas, em que a(x,y) = x>y —x+ 1 é positivo na regiao entre p3 e p5, e negativo
nas demais regioes. Temos

a(a(=2 = VT o), y(—2 — VITe) = —ij;\/_vccjll.
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Logo (z(=2 — v/1+¢),y(—=2 — /1 +¢)) nio pertence a regido entre p3 e p5. Como
(=2 —/1+¢) <0, segue que (x(—2 —+/1+¢),y(—2 —+/1+¢)) é um ponto da regido
cuja fronteira é p3. Seja agora B(x,y) = z*y® — 323y? + 22%y% + 32%y — 22y — 2 + y.
Temos que B é negativa nas regiao entre p2 e p4 e na componente conexa cuja fronteira

é pl. Temos

Logo (z(—=2 — V1+¢),y(—2 — V1 +¢)) é um ponto da regido cuja fronteira é pl ou

da regiao entre p2 e p4. Avaliando numericamente, podemos mostrar que (z(—2 —
V1+e¢),y(—=2 — v/1+¢)) é um ponto da regiao entre p2 e p4. Segue do fato de que
p2 < p3 < pd que (x(—2 — 1+ ¢),y(—=2 — /1 + ¢)) pertence a regiao entre p2 e p3. [

Proposicao 3.2.10. Dado ¢ > 0, cada uma das regioes Cs, Cy, Cs e a regiao entre p2 e

p3 contém exatamente uma componente conexa de pil{c}.

Demonstracao. Pelas proposicoes 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8 e 3.2.9, cada uma dessas regioes
contém ao menos uma componente conexa de p~!{c}. Por outro lado, sabemos p~!{c}
possui 4 componentes conexas. Portanto cada uma dessas regioes contém exatamente

uma componente conexa como queriamos. O
No restante da secao desenvolveremos o necessario para conectar o estudo das partes
finita e infinita para fazermos o retrato global.

Definigao 3.2.11. Sejam hg : R*> — R definida por ho(z,y) = zy e
B={(z,y) €R* | 2,y > 0,0 <z +y <2}

Dada I' uma folheacao C° de R?, dizemos que A C R? é uma meia-componente de Reeb
(ou simplesmente, uma mcR) de I" se existe um homeomorfismo 7" : B — A que conjuga
topologicamente a folheacdo determinada pelas solugoes de Hp, (o campo hamiltoniano

de hg) restrita a B e a folheacao I restrita a A, satisfazendo:

i) O segmento {(x,y) € B | x +y = 2} ¢é levado por T' em um segmento que intersecta
as folhas de I" transversalmente (a menos do ponto 7'(1,1)). Diremos que este é o

lado compacto de A.
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ii) Os segmentos {(z,y) € B | x = 0} e {(z,y) € B | y = 0} sdo levados por T em
semiérbitas de I'. Diremos que estes sao os lados nao compactos de A. Veja Figura

3.2.

Figura 3.23: Defini¢ao de mcR.

Observagao 6. Observemos que um campo vetorial X : R? — R? nao-singular induz
naturalmente uma folheacdo em R?. Neste caso, as folhas sdo as solucoes maximais do

campo X.

Proposigao 3.2.12. Seja f € C(R? R) uma submersio e H; seu campo hamiltoniano.
Seja I" a folheacao induzida pelo campo Hy. Se T possui uma mcR A, entao os lados ndao

compactos de A correspondem a partes de duas componentes conexas de um mesmo nivel

de f.

Demonstracao. Mostremos primeiramente que os lados nao compactos de A estao contidos
em um mesmo nivel de f. Sejam hy e T como na Definicao 3.2.11, ¢g : [0,1] — B
uma parametrizacao da transversal (a menos do ponto (1,1) por B definida por g(t) =
(1 —1¢)(0,1) + t(1,0), e {z,}, =, € (0,1) tal que x,, — 0 quando n — oco. Definamos
a sequéncia {y,} por y, = 1 — x,. Assim definida, y, € (0,1) e y, — 1, g(x,) e g(yn)
sao pontos de uma mesma 6rbita de Hy,. Logo T(g(z,)) e T'(g(y,)) sdo pontos de uma
mesma O6rbita de Hy, e entdao f(7'(g(z,))) = f(T(g(x,))). Como f,T e g sdo continuas,
aplicando o limite obtemos f(7°(0,1)) = f(7'(1,0)) com 7'(0,1) e T'(1,0) pertencentes a
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lados nao compactos distintos. Como cada lado nao compacto também é uma semiorbita
de Hy, segue que os lados nao compactos estao em um mesmo nivel de f. Mostremos
agora que cada lado nao compacto estd em componentes distintas de f. Suponhamos
por contradicao, que os lados nao compactos estao contidos em uma mesma componente
conexa de f. Seja v uma Orbita que possui uma parte contida em A. Se « intersecta o
lado compacto de A em uma quantidade finita de pontos, entao v* é limitado. Logo, por
consequencia do Teorema 1.1.23, terfamos um ponto singular em Hy, uma contradigao,
pois f é uma submersao. Suponhamos agora, que 7 intersecta o lado compacto em uma
quantidade infinita de pontos. Por consequéncia da demonstracao do Teorema 1.1.23,
7 deverd intersectar T'(g(t)|0,1/2)) € T(g(t)|(1/2,1)) monotonicamente, e entao 7'(1,1) €
w(y) e T é limitado, ou a(y) e v~ é limitado. Em qualquer um dos dois casos, segue
novamente por consequéncia do Teorema 1.1.23 que Hy possui um ponto singular, uma
contradigao. Portanto os lados nao compactos de A correspondem a partes de duas

componentes conexas de um mesmo nivel de f como queriamos demonstrar. O

Proposigao 3.2.13. Sejam [ : R? — R uma submersao tal que f~{c} seja desconexo
para algum c € R, ' a folheacao induzida por Hy, v1 e 2 duas componentes conexas de
f~He}. Consideremos a regiio entre v, e 2 e X uma curva contida no fecho dessa regido
conectando 1 e . Entao existe uma mcR de I' contida na regiago entre v, e o cujo lado

nao compacto intersecta o inicio e o fim da curva .
Demonstragao. A demonstragao dessa proposicao pode ser encontrada em [9]. O

Proposicao 3.2.14. Existe uma mcR de H, no primeiro quadrante, a qual os lados ndao

compactos sao compostos por partes de p4 e p5.

Demonstragao. Observemos que (0,0) € p4 e (1,0) € p5. Consideremos A o segmento de
reta que une esses dois pontos. E facil ver que A esta contida na regiao entre ¢4, p4 e
p5. Tomando a parametrizagao f : [0,1] — A, f(t) = (¢,0) e compondo com p, é ficil
verificar que o valor minimo de p|, é —1/4. Utilizando as equagoes (3.22), igualando y(s)
a zero, verificamos que dado ¢ € (—1/4,0), um nivel intersecta A em dois pontos, e para

¢ = —1/4 em exatamente um ponto. Mais ainda, um nivel —1 < ¢ < —1/4 nessa regiao,
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somente possui pontos no terceiro ou quarto quadrantes. Assim, segue que existe uma

mcR no primeiro quadrante delimitada por p4 e p5. O

Proposicao 3.2.15. O campo H, possui exatamente 4 mcR. As fronteiras dessas mcR

sao partes de ql e q2, p2 e p3, q3 e q4, e pd e pb5.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2.13, sabemos que existe uma mcR em cada uma dessas
regioes. Pelas proposicoes 3.2.4, 3.2.10, existe exatamente uma componente de cada nivel
em cada uma das regioes entre gl e ¢2, p2 e p3, e ¢3 e g4. Logo por consequéncia da

Proposicao 3.2.12, essas componentes sao necessariamente sao as fronteiras das mcRs. [

3.2.1 Retrato de fase Topolégico Global do Campo H,

Utilizando a Proposigao 3.2.15 e o retrato qualitativo das cartas U; e Us, criamos o
esqueleto completo de separatrizes de H, no disco de Poincaré, como pode ser visto na

Figura 3.24.

Figura 3.24: Esqueleto completo de separatrizes de H,,.

Assim, pelo Teorema 1.4.7, obtivemos um retrato de fase global topolégico do campo
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