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Resumo

Nesta dissertacio estudaremos brevemente o conceito de Algebra. Introduziremos um
pouco da Teoria de Representacao de Grupos, olhando especificamente para Teoria de
Young que nos permite apresentar explicitamente a decomposicao da algebra de grupo
FS,, em subélgebras simples, com .S, sendo o grupo simétrico de ordem n!. Falaremos tam-
bém de Identidades Polinomiais e Identidades Polinomiais Graduadas, e alguns resultados
pertinentes de PI-Teoria. Relacionaremos as duas teorias, Teorias de Representacao de
Grupos Simétricos e PI-Teoria. Exibiremos todas as identidades polinomiais Z,-graduadas
para as algebras My (F) e M; 1 (E), com E sendo a algebra de Grassmann infinitamente ge-
rada sobre um corpo F de caracteristica zero. Por fim, apresentaremos todas as possiveis
G-graduagoes para a algebra UT,(IF), das matrizes triangulares superiores de ordem dois
com entradas em um corpo de caracteristica zero (veremos que, a menos de isomorfismos,
sao apenas duas possiveis), assim como, encontraremos todas as identidades polinomi-
ais G-graduadas para esta algebra e exibiremos uma sequéncia numeérica envolvendo os

cocaracteres graduados.






Abstract

In this essay we will briefly study the concept of Algebra. We will introduce a little of
Group Representation Theory, looking specifically at Young’s Theory, which allows us to
present explicitly the decomposition of the group algebra F.S,, into simple subalgebras,
where S, is the symmetric group of order n!. We will also talk about Polynomial Identi-
ties and Graded Polynomial Identities, and some pertinent PI-Theory’s results. We will
relate Symmetrical Groups Representation Theories with PI-Theory. We will show all
the Zy-graded polynomial identities for the algebras My (F) and M, (E), where E is the
Grassmann Algebra infinitely generated over a field F of characteristic zero. Finally, we
will present all G-gradings possibilities for the algebra UT,(F), of the upper triangular
matrices of order two with entries in a field of characteristic zero (we will see that, up to
isomorphisms, there are only two possibilities), moreover, we will find all the G-graded
polynomial identities for this algebra and we will show a numerical sequence involving the

graded cocaracteres.
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xiii

Introducao

A Teoria de Representacio, uma das frentes de estudo da Algebra, tem por objetivo
descrever estruturas algébricas (grupos, anéis ou algebras) que possuem estruturas mais
abstratas em termos de transformacoes lineares sobre algum espaco vetorial. Em alguns
casos, quando o espaco vetorial tem dimensao finita, representaremos elementos do grupo,
anéis ou algebras, como matrizes, e a operacao destes ou uma delas, como multiplicacao
de matrizes. Sendo assim, a Teoria de Representacao é importante pois torna problemas
tedricos de grupos, anéis ou algebras, em problemas de algebra linear, que sao um pouco
mais palpaveis.

Tal teoria, desenvolvida no final do século XIX por Frobenius e Schur, ¢ um dos
instrumentos utilizados pela Teoria das PI-Algebras (do inglés Polynomial Identity), ou
PI-Teoria, outra frente da Algebra que estuda a classe das 4lgebras que satisfazem uma
identidade polinomial, como por exemplo: as dlgebras comutativas, as algebras de dimen-
sao finita, as algebras matriciais, as algebras nilpotentes, a algebra de Grassmann, entre
outras de grande importancia para a mateméatica. Os principais ramos de pesquisas em
PI-Teoria envolvem a descricao e o estudo dos T-ideais das identidades polinomiais de
uma algebra A e variedades de algebras.

Faremos aqui um breve panorama do desenvolvimento da PI-Teoria para em seguida
descrevermos o que cada capitulo desta dissertagao contempla.

A Teoria de Identidades Polinomiais, iniciada implicitamente pelos trabalhos dos mate-
maticos Dehn (|7]) e Wagner ([36]) (que exibiram identidades polinomiais para as algebras
das matrizes de ordem dois, em torno dos anos de 1930), teve seu desenvolvimento mais in-
tensificado por volta de 1950 com os trabalhos de Kaplansky ([18]), bem como de Amitsur
e Levitzki ([1]). Kaplansky mostrou que toda PI-algebra primitiva é uma algebra simples
de dimensao finita, enquanto que, por meio de argumentos combinatérios, Amitsur e Le-
vitzki demonstraram que o polinémio standard s, ¢ uma identidade polinomial de grau
minimo para a algebra das matrizes de ordem n sobre um corpo F (como comentaremos
na Secao 3.2).

Ainda em 1950, Specht (|33]) conjecturou que, sobre corpos de caracteristica zero, toda
algebra associativa possui uma base finita para suas identidades polinomiais. Somente em
1987, Kemer (|21]), estudando a estrutura dos T-ideais, as identidades polinomiais Zs-
graduadas (superidentidades) e certos produtos tensoriais graduados com a &algebra de

Grassmann F, respondeu assertivamente a conjectura de Specht.
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A partir destes trabalhos acima (Amitsur e Levitzki, Specht e Kemer) e de outros,
grande parte dos estudos de PI-Teoria foram destinados & descrigao completa do T-ideal
Id(A) das identidades polinomiais de uma algebra A. A grande complexidade deste tipo de
estudo é evidente quando sabemos que, além da éalgebra My (IF), da dlgebra de Grassmann
E, do quadrado tensorial da algebra de Grassmann (E ® FE) e da algebra das matrizes
triangulares superiores de ordem n sobre um corpo F (UT,,(F)), muito pouco é conhecido.

Foquemos nossa atencao na algebra de Grassmann E, com a qual trabalharemos mais
intensamente no Capitulo 4. Em 1963, Latyshev (|25]) prova que o polindémio [[z1, 2], 23]
(onde [, o] := w119 — X221 € 0 comutador entre z; e x5) é uma identidade polinomial da
algebra de Grassmann. Dez anos depois, em 1973, Krakowski e Regev (|23|) mostraram
que todas as identidades da algebra de Grassmann sao consequéncias deste polinomio.
Os métodos usados por eles para esta conclusao se tornaram extremamente importantes
para a Pl-Teoria.

Devido & grande complexidade de estudo do T-ideal Id(A) de uma algebra A, surge
o interesse por pesquisar outros tipos de identidades polinomiais como, por exemplo, as
identidades polinomiais graduadas descritas por Razmyslov. O comportamento das iden-
tidades polinomiais graduadas é melhor do que o das identidades polinomiais ordinérias
(como veremos quando descrevermos o que é uma identidade polinomial graduada, Secao
3.4) e também fornece informacoes sobre as identidades ordinérias. Neste sentido, vale
ressaltar que, conforme ja foi mencionado, Kemer usou um tipo de identidade polinomial
graduada como ferramenta para resolver o problema de Specht, o que explicita ainda mais
a importancia desta vertente na Teoria de Identidades Polinomiais.

Os objetivos principais deste trabalho sao:

e Encontrar todas as identidades polinomiais Zs-graduadas para a algebra das matri-

zes de ordem dois com entradas em um corpo de caracteristica zero;

e Descrever todas as identidades polinomiais Z,-graduadas para a algebra M (F)

(sobre um corpo F de caracteristica zero) das matrizes do tipo

Ey, E;
E E)’

onde F é a algebra de Grassmann, e Fy e E; compdem a Zs-graduagao natural desta

algebra;

e Encontrar todas as possiveis G-graduacoes (G sendo um grupo qualquer) para a
algebra UT,(F), das matrizes triangulares superiores de ordem dois com entradas

em um corpo [ de caracteristica zero;

e Descrever as identidades polinomiais G-graduadas para a algebra UT5(F), G como

no item anterior;
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e Mostrar uma importante relacao com os caracteres via acao do grupo hiperoctaedral

e via agao do grupo S, X S,_;

e Exibir uma sequéncia numérica que capta o comportamento exponencial da sequén-

cia de codimensoes graduadas e calcular esta para UT5(IF).

Para tanto, tentamos deixar a dissertacdo o mais independente possivel. A dividimos
em sete capitulos que descreveremos agora.

O Capitulo 1, Conceitos Preliminares: Mddulos, Algebras e Produto Tensorial, apre-
senta os conceitos de modulos, de algebra, exemplifica este tltimo conceito, e, também
traz outros conceitos pertinentes como: ideais de uma algebra, quocientes de algebras,
homomorfismos de algebras, algebra livre e algebra graduada. E neste capitulo que nos
deparamos pela primeira vez com a algebra de Grassmann FE, com as matrizes unitarias
E;;, e com o ambiente de busca por identidades polinomiais ordinarias e G-graduadas
(F(X) e F(X)7, respectivamente). Ainda mais, o produto tensorial é introduzido, de
maneira breve, juntamente algumas de suas propriedades.

Em Representacoes Lineares de Grupos, Capitulo 2, temos uma introducao a Teoria de
Representagao. Nele, vemos as defini¢oes de representacao linear de grupo e representagao
de algebra; exemplos de cada caso; uma equivaléncia das linguagens de representacoes com
a linguagem de modulos (justificando o primeiro conceito abordado no Capitulo 1); uma,
equivaléncia entre representacoes de grupos e representacoes das algebras de grupo; e,
um pouco da Teoria de Young, que ¢ imprescindivel para explicitarmos a decomposicao
da algebra FS,, em subalgebras simples (S, sendo o grupo simétrico de ordem n!). Esta
decomposicao explicita é devida a Henke e Regev (|15]), e é um grande marco da Teoria
de Representacao. Para nossos objetivos, este capitulo é a ferramenta chave.

O Capitulo 3, Identidades Polinomiais, vem descrever e apresentar resultados perti-
nentes de PI-Teoria, tanto falando de identidades polinomiais ordinarias quanto de iden-
tidades polinomiais G-graduadas. E este contempla a Secao 3.3, Teoria de Representacao
e PI-Teoria: Como relaciond-las?, a qual comecamos a lincar estas duas grandes teorias,
Teoria de Representacao e PI-Teoria, antes vistas separadamente.

J& os capitulos finais desta dissertacao, Capitulos 4 e 5: As Identidades Polinomiais
Zo-Graduadas de My(F) e My1(E) e As Identidades Polinomiais Graduadas de UTy(F),
baseados, respectivamente, nos artigos [8], de Di Vincenzo, e |34|, de Valenti, aparecem
para concretizar os objetivos principais propostos por esta dissertacao.

Estendamo-nos um pouco mais e rapidamente escrevamos a importancia das alge-
bras com que mais nos envolvemos neste trabalho. Primeiro, notemos que algebra de
Grassmann nos permite lidar, de maneira algébrica, com os conceitos de area, volume e
orientacao, e estender o conceito de integracao para variedades diferenciaveis em qualquer
dimensao. Ainda, a mesma apresenta uma formulacao alternativa da teoria quantica dos
orbitais moleculares em seus termos. Quanto a algebra My(F), temos que esta é uma

superalgebra simples e verbalmente prima, isto é, Ms(IF) nao possui ideais Z,-graduados
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nio triviais e My (F)* # 0, 0 que chamamos de superalgebra simples; 1d" (Ms(F)) é um Ty-
ideal com a seguinte propriedade: para quaisquer To-ideais Iy, Is com [11y C Id?" (M (F))
entdo [y C Id7 (Ms(F)) ou Iy C Id°"(Ms(F)), o que definimos por superalgebra verbal-
mente prima. J& M) ;(E) é uma superalgebra verbalmente prima, enquanto que UT5(FF) é
uma superalgebra minimal. Deixaremos para o leitor mais interessado a busca por estas

importancias, para tanto, citamos [26], [31] e [22].



Capitulo 1

Conceitos Preliminares: Moédulos,

Algebras e Produto Tensorial

Pretendemos com este capitulo inicial facilitar a leitura dos capitulos posteriores. Por-
tanto, introduziremos alguns conceitos e propriedades envolvendo modulos, algebras e
produto tensorial, na tentativa de familiarizar o leitor e tornar o texto, de fato, indepen-
dente e autocontido. No entanto, para nao criarmos um texto demasiadamente longo e
cansativo, deixaremos ao leitor interessado a busca pelas demonstragoes em alguns livros
de Algebra, tais como [16], [6] e [5].

1.1 Mobdulos

Nesta secao falaremos de R-médulos com R sendo um anel. Porém, com as devidas al-
teracoes, podemos falar de G-modulos e A-modulos, com G sendo um grupo e A sendo
uma algebra (conceito que trabalharemos na se¢ao seguinte). Ainda mais, podemos pe-
dir que B na defini¢ao seguinte seja um espaco vetorial e adicionarmos as propriedades
necessarias para mantermos o modulo como um espago vetorial (veremos isto melhor no
Capitulo 2).

Definigao 1.1.1. Seja R um anel, um R-mddulo (@ esquerda) é um grupo aditivo abeliano
B junto com uma fun¢do R x B — B (a imagem de (r,b) sera denotada por rb) tal que
para todor,s € Re b,c € B:

i) r(b+c¢) =rb+re
i) (r+s)b=rb+ sb;
iii) r(sb) = (rs)b.
Se R tem um elemento unidade, 15, e

iv) 1gb = b, para todo b € B,
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entao B é um R-mddulo unitdrio. Se R é um anel de divisao, entao um R-mo6dulo unitéario

¢ chamado de espago vetorial (& esquerda).

Observagao 1.1.2. Um R-modulo a direita (unitario) ¢ definido similarmente via uma
fungdo B x R — B, denotada por (b,r) — br, satisfazendo i) a iii) ( iv) ) com as devidas

alteracoes.

Definicao 1.1.3. Sejam B e C' mo6dulos sobre um anel R. Uma funcao f: B — C' é um
homomorfismo de R-mddulos se para todo b,b' € B er € R:

f+V) = f(0) + f()) e f(rb) =rf(b).

Se R é um anel de divisao, entao o homomorfismo de R-mddulos é chamado de trans-

formacao linear.

Observagao 1.1.4. f na definigdo anterior é um monomorfismo de R-mddulos (respectiva-
mente, epimorfismo, isomorfismo) se é uma funcao injetiva (respectivamente, sobrejetiva,

bijetiva) como fung¢ao entre conjuntos.

Definicao 1.1.5. Seja f um homomorfismo de R-moédulos, como na definicao acima,

definimos o nicleo de f como o conjunto
ker f={be B| f(b) =0}.
Similarmente, definimos a imagem de f, como o conjunto
Im f={ce C|c= f(b) para algum b € B}.
Teorema 1.1.6. Seja f : B — C um homomorfismo de R-mddulos. Entao,
a) f € um monomorfismo de R-mddulos se, e somente se, ker f = {0};

b) [ é um isomorfismo de R-mddulos se, e somente se, existe um homomorfismo de
R-mddulos g : C'— B tal que gf = Idp e fg = Idc.

Definicao 1.1.7. Sejam R um anel, B um R-mo6dulo e C' um subconjunto nao-vazio de
B. Dizemos que C' é um submddulo de B se C' é um subgrupo aditivo de B e rc € C
para todo r € R, ¢ € C. Um submoédulo de um espago vetorial sobre um anel de divisao

é chamado subespaco.

Observacao 1.1.8. Notemos que um submoddulo é por si s6 um modulo. Também, que um

submodulo de um moédulo unitario sobre um anel com unidade é necessariamente unitario.
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1.2 Algebras

Nesta secao abordaremos os conceitos de algebra, ideais de uma algebra, quocientes de
algebras, homomorfismos de algebras, dlgebra livre e dlgebra graduada. Como também,
exibiremos alguns exemplos e algumas relagoes entre diferentes algebras. Tal secao é
imprescindivel para a compreensao do coracao deste trabalho. Nesse sentido, optamos

por fazé-la de um modo mais cuidadoso.

1.2.1 Definicoes, Exemplos e Propriedades Basicas

Consideremos ' um corpo, introduziremos o conceito de F-algebra e suas vérias vertentes
(associativa, comutativa, unitaria, nil, nilpotente, etc), como também exibiremos exem-

plos e algumas propriedades para esses novos conceitos.

Definigao 1.2.1. Uma F-dlgebra A é um espago vetorial A sobre um corpo F munido de

uma func¢ao bilinear y: A x A — A. Ou seja, V a,b,c € AeV X\ € F, u satisfaz:
i) pla,b+c) = p(a,b) + p(a, o);
ii) pla+0b,¢) = pla,c)+ pu(b o)
iii) pu(Aa,b) = p(a, \b) = Au(a,b).

Por simplicidade, uma F-algebra A serd chamada apenas por algebra, e a funcao
bilinear p serd chamada de produto ou multiplicacao, e serd denotada pela concatenacao
dos vetores. Isto é, u(a,b) = ab.

A partir de propriedades do produto de uma algebra temos a seguinte definicao.
Definicao 1.2.2. Dizemos que uma dlgebra A é:
i) Associativa quando o produto é associativo, isto é,(ab)c = a(bc),V a,b,c € A.
ii) Comutativa se o produto o for, ou seja, ab = ba,¥ a,b € A.

ili) Unitdria (ou com unidade) se o produto de A possui elemento neutro, existe 1, € A

tal que 14a =aly =a,V a € A.

Observagao 1.2.3. Uma élgebra associativa A ¢ um anel com a operagao de adicao sendo
a adicao de vetores de A vista como espaco vetorial, e operagao de multiplicacdo como a
multiplicagao da dlgebra A. Quando a algebra A além de associativa é também unitaria,

A é um anel com unidade.

Definigao 1.2.4. Um subconjunto S é uma base da dlgebra A | se § é uma base de A
como espaco vetorial, e assim definimos a dimensdao da &lgeba A como sendo a dimensao

de A como espaco vetorial.
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Exemplo 1.2.5. Dado n € N, o espaco vetorial M, (F) de todas as matrizes n x n com
entradas no corpo F, munido do produto usual de matrizes, ¢ uma algebra associativa
com unidade de dimensao n?.

Destacamos nesta algebra as matrizes unitdrias E;;, para 1 < 1,5 < n, em que L;; é
a matriz cuja unica entrada nao nula é na ¢-ésima linha e j-ésima coluna, nesta entrada
tem-se a unidade do corpo F, 1. Observamos também que estas matrizes formam uma

base para M, (IF) e que satisfazem a relagao:

BB — 0, sej #k,
e Eila Sej:k

Resumidamente,
EijEn = 0.Ey.

Exemplo 1.2.6. Se A é uma algebra, temos que M,(A) é também uma &lgebra com o
produto dado de maneira analoga ao produto de matrizes com entradas em um corpo F.
Ou seja, tal exemplo nos permite construir algebras a partir de algebras que ja conhe-

cemos.

Exemplo 1.2.7. Seja V um espago vetorial com base {ej,es, e3,...} . Consideremos o
conjunto de todas as palavras formadas pelos elementos eq, es, ..., juntamente com um
novo elemento, 1. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada
por E(V') (ou simplesmente E'), como sendo a algebra associativa e unitaria com base neste

conjunto de palavras, isto é,
{17€i1€i2'--€ik ’ N<ig< - < ik,/{? > ].},

e cujo produto dado pela justaposicao é definido pelas relagoes ¢;1 = le; = ¢;, 11 = 1,
e =0 e e;e; = —eje; para quaisquer i, j € N,

Consideremos em FE os seguintes subespacos vetoriais:

e E, gerado pelo conjunto {1,e;,e;, ...¢e; | [ par};

e F; gerado pelo conjunto {e; e, ...e; | m impar}.

Observemos que Ef = Ey @ £, soma direta como espago vetorial. E mais, de e;e; =
—eje; segue por recorréncia que (e;, ...e; )(ej, ...e; ) = (—=1)"(ej, ...€;, )(€;, ... €;,) para
quaisquer p,q € N. Donde, juntando o acima e propriedades de produto de pares e
impares, temos que axr = xa para quaisquer a € Ey e x € E, e bc = —cb para quaisquer
b,c € E,. Logo, os elementos de Ey comutam com todos os elementos de E.

Quando a caracteristica de F é dois (char F = 2), E' é uma &lgebra comutativa. De
fato, se char F = 2, temos e;e; = —e;e; implicando em e;e; = eje;,V 1,5 € N. Como estes

sao elementos da base de V, temos a comutatividade em FE.
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Seja agora E' a algebra com base {e;, €;,...€; | 11 <ig < --- <ig, k> 1}, temos que

E’ ndo tem unidade e é chamada dlgebra exterior sem unidade .

Exemplo 1.2.8. Sejam V um F-espaco vetorial e Endy V ={T : V — V | T ¢é linear}.
Definindo p : Endg V X Endp V- — Endp V por (T, S) =T o S, composicao de fungoes,
temos que Endy V' é uma F-algebra associativa, unitaria (1g,q4, v = Idy), ndo comutativa
(consideremos por exemplo, T'(v) = av e S(v) = v + d para quaisquer a,d € F e a # 1,

d#1).

Em Endrp V destacamos o seguinte subconjunto notavel:
GLg V ={T € Endp V | T é invertivel}.

Tal subconjunto é um grupo com a operacao de composicao e o chamamos de Grupo
Linear Geral de V.

Observagao 1.2.9. Dadas T, S € Endg V', u(T,S) =T o S, também podera ser denotada
por T'S.

Exemplo 1.2.10. Consideremos o espaco vetorial F[z] dos polinémios na variavel x com
coeficientes em F. Munido do produto usual de polinémios, [F[x] é uma &lgebra associativa,
comutativa e com unidade.

Mais geralmente, podemos definir a dlgebra F[X] dos polinémios em varias variaveis.

Exemplo 1.2.11. Um L espacgo vetorial sobre F munido de uma operagao bilinear
pw:LxL—L

(por simplicidade escreveremos pu(u,v) = [u,v]) é uma dlgebra de Lie se valem:
i) [u,u] =0,V u € L (anti-comutatividade);
i) [[u,v],w] + [[v,w],u] + [[w,u],v] =0,V u,v,w € L (identidade de Jacobi).

Em geral, uma dlgebra de Lie é nao associativa, nao comutativa e nao unitaria.

Quando [u,v] =0,V u,v € L, a algebra de Lie é abeliana.

Exemplo 1.2.12. Seja A uma &lgebra sobre I, consideremos o espago vetorial
FeA={(\a)|XeF,ac A}.

Em F & A definimos o produto (A1, a1)(A2,a2) = (AAg, Adras + Aeay + ajas), temos
assim que F @ A é uma algebra com unidade (que é o elemento (1,0)). Notemos também
que F & A é comutativa se, e somente se, A é comutativa (de fato, se F @ A é comutativa,
temos que para quaisquer A;, Ay € Feay,as € A, (A1, a1)(Ae, a2) = (A2, a2)(A1, a1), ou seja,
(M Ao, Aras+Aoas +ajas) = (A1, Asag + Ajas+asay). Donde, obtemos ajas = asa; em A.
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Reciprocamente, se ajay = asa; em A, conseguimos F & A comutativa). Analogamente,
temos a necessidade e suficiéncia para a associatividade.
Esta construcao é chamada de adjuncdao formal da unidade a A e nos permite, a partir

de uma algebra, torné-la uma &algebra unitaria.

Exemplo 1.2.13. Sejam A; e A, duas algebras. O produto direto de A; por A, é
definido como sendo a algebra A; x As, cujas operacoes de soma, produto por escalar e
multiplicagdo sao definidas coordenada a coordenada. A; X Ay torna-se assim uma nova

algebra dependente das caracteristicas das que a constroem.
Proposicao 1.2.14. Sejam A uma dlgebra, a,b,c € A e A\, \s € F. Entao:
a) Oa = a0 = 0;
b) (A1a)(A2b) = A Agab;
¢) (—a)b=a(—=b) = —ab e (—a)(—b) = ab;
d) a(b—c)=ab—ac e (a—b)c=ac—bec;
e) Se A é unitdria, entao (—1a)a = a(—14) = —a e (—14)(—a) = a;
f) Se A# {0} e A possui unidade, entao 1, # 0.

Demonstracao. Faremos a demonstragao apenas do primeiro item, as demais seguem de

maneira similar.

a)

0a = (0+0)a propriedade elemento neutro
= (0a) + (0a) propriedade ii) Defini¢do 1.2.1
= 0a —0a = 0a soma mesma quantia
= 0=0a propriedade elemento inverso
= 0a=0 simetria igualdade

Analogamente, a0 = 0.
O

Definicao 1.2.15. Seja A uma algebra. Se V e W sao subespacos vetoriais de A,
definimos o produto VW como sendo o subespaco vetorial de A gerado pelo conjunto
{zy |z eViye Wh

Defini¢ao 1.2.16. Seja A uma algebra, se a € A — {0}, dizemos que a é um divisor de

zero em A se existe algum elemento nao nulo b € A tal que ab = 0 ou ba = 0.
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Definicao 1.2.17. Dizemos que um elemento x € A, A uma algebra, é idempotente se

2 =uz.

Observagao 1.2.18. e Se A ¢ uma algebra unitaria e z € A — {0,14} é um elemento

idempotente, entao x é um divisor de zero em A.

De fato, como x é idempotente, temos 2> = x. Adicionando —z em ambos os lados
da equacdo e usando propriedades de espago vetorial, concluimos 22 — x = 0. Por
fim, aplicando o item d) da Proposi¢ao 1.2.14, chegamos em z(x—14) = 0, provando

ser x um divisor de zero em A.

e A nao possui divisores de zero se, e somente se, para a,z,y € A, com a # 0, valem

as seguintes implicagoes (leis do cancelamento):
ar=ay=r=yera=ys=1T=14y.

Definicao 1.2.19. Sendo A uma &lgebra associativa, e a,b € A, definimos o comutador

entre a e b por:
[a,b] = ab — ba.

De maneira recursiva, definimos o comutador de comprimento n para a; € A, i € N,

1 <4 < n, como sendo
[CL17. .. 7an—17an] - [[ah‘ .. 7an—1]7an]'

Por fim, definimos o comutador de A, denotado por [A, A], pelo subespaco vetorial de

A gerado pelo conjunto {[z,y] | z,y € A}.
Observagao 1.2.20. Uma algebra A é comutativa se, e somente se, [A, A] = 0.
Definigao 1.2.21. Seja A uma &algebra associativa. Dizemos que:

i) Um elemento a € A é nilpotente se existe n € N tal que ™ = 0. O menor n € N

que satisfaz a™ = 0 é chamado indice de nilpoténcia de a .
ii) A é uma dlgebra nil se todo elemento de A é nilpotente.

iii) A é uma dlgebra nilpotente se existe n € N tal que A™ =0, ou seja, 123 ...2, =0
para quaisquer x1,Zs,...,x, € A. O menor n € N que satisfaz A™ = 0 é chamado

de indice de nilpoténcia de A .

iv) Quando existe n € N tal que a" = 0 para todo a € A, dizemos que A é nil de indice

limitado.

Observagao 1.2.22. Se A é uma algebra nilpotente, entao A é nil de indice limitado.
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Observagao 1.2.23. Uma algebra nil nao pode ter unidade.
De fato, 14" = 14,V n € N, e pela Proposicao 1.2.14, temos 14 # 0. Ou seja, se

14 € A, A ndo satisfaz a definicao de nil.

Exemplo 1.2.24. Considere a F-algebra

0 a b
N3(F) = 0 0 c||abceF
0 00
Tal 4lgebra é nilpotente de indice 3. De fato,
0 a b 0 d e 0 g h 0 0 af 0 g h 000
0 0 ¢ 00 f 00 «l=1]1020 0 00 «]=1000
0 00 0 00 0 00 0 0 O 0 00 0 00

Mais geralmente, a algebra NV, (F) de todas as matrizes m x m triangulares superiores

com diagonal nula é nilpotente de indice m.

Definigao 1.2.25. Seja A uma &lgebra associativa com unidade. Dizemos que a € A é

invertivel se possui inverso multiplicativo, isto é, se existe a=! € A tal que

Observagao 1.2.26. Se a € A é invertivel, entao seu inverso é nico.
Definicao 1.2.27. Definimos U(A) = {a € A | a & invertivel}.

Observagao 1.2.28. U(A) é um grupo munido com o produto induzido da algebra A, este
grupo é chamado de grupo multiplicativo de A.

De fato, temos que A é uma algebra associativa com unidade, e ainda, 1414 = 14.
Portanto, temos que a operagao produto de U(A) é associativa e possui elemento neu-
tro, como também, por definicdo, todo elemento em U(A) possui inverso com rela-
¢ao a operagao. Resta-nos mostrar que a operacao é fechada no grupo, isto é, se
a,b € U(A) temos que garantir que ab € U(A). Porém, se a,b € U(A), existem tni-
cos a~ ', b7t € A tais que aa”! = a"la = 14 = bb~' = b~'h. Consideremos entao
b~la™! € A e notemos que ab(b™'a™') = a(bbl)a™! = alqa™t = aa”' = 14 e que

(b~ta™)ab =b"(a"ta)b = b"*140 = b~'b = 1,4, terminando a afirmagao.

Observagao 1.2.29. Se a € U(A) e A € F — {0}, entdo \a € U(A).

De fato, como F ¢ corpo e A € F—{0}, temos que existe A\™! € F tal que A\A™! = A1\ =

1. Ainda mais, como a € U(A) conseguimos um tnico a~! € A tal que aa™! = a ta =

! e notemos que da propriedade i7i) da Definigao 1.2.1,

14. Portanto, tomemos A~ 'a~
Aa(Ata™) = A 7l(aa™) = 114 = 14, analogamente, (A\"'a"!)A\a = 14, terminando

assim a afirmacao.
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Exemplo 1.2.30. Sendo n € N, temos que U(M,(F)) = {X € M,(F) | det X # 0}. Este
grupo é normalmente denotado por GL,, (F), e chamado de grupo linear geral de grau n

sobre IF .

Definicao 1.2.31. Seja A uma algebra associativa com unidade. Dizemos que A é uma
dlgebra com divisao se U(A) = A — {0}.

Vejamos agora como obtermos maiores informacoes sobre uma algebra a partir de um

subconjunto gerador desta como espaco vetorial.

Proposicao 1.2.32. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto gerador de A (como

espago vetorial). Entao:
a) A € associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S.
b) A é comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u,v € S.

¢) A possui unidade se, e somente se, existe 14 € A tal que 14v = vl = v para todo

vesS.
Demonstracao. Vide pagina 6 de [5]. O

Exemplo 1.2.33. Toda algebra de dimensao 2 com unidade é comutativa e associativa.
Para verificarmos isto, consideremos a € A — F e notemos que {14,a} é uma base de A,

agora basta aplicarmos a proposigao anterior.

Proposicao 1.2.34. Sejam A um espaco vetorial e 5 uma base de A. Entdo, dada uma
funcao f: B x B — A, existe uma unica aplicacao bilinear x : A x A — A estendendo f,

ou seja, satisfazendo uy * ug = f(uy,us) para quaisquer uy,us € f.
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5], paginas 6 e 7. ]

Para terminarmos esta primeira subsecao, apresentaremos um exemplo que serd muito

utilizado no decorrer desta dissertacao.

Exemplo 1.2.35. Seja S um conjunto nao vazio. Consideremos o conjunto FS' de todas

as somas formais ) a,s, onde ag € Fe {s € S| as # 0} ¢ finito. Aqui ags é um simbolo

seS
formal. Vamos dizer que Y ass = > Bgs em FS se oy = 5 para todo s € S. Definamos
seS ses
agora em [F.S a soma
Do+ Y Bus = (as+B)s
ses ses ses

e o produto por escalar

)\Zass = Z(Aas)s para A € F.

sES sES
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Temos que FS, munido destas operagoes, é um [F-espaco vetorial, chamado de F-espaco

vetorial com base S. Identificando sy € S com o elemento ) a,s, onde
ses

1, se s=s
Qs = )

0, ses# sg

temos que S é realmente uma base de FS.

Se *x ¢ uma operacao em S, de acordo com o resultado anterior * se estende a uma
unica operacao bilinear em FS, a qual, por simplicidade, vamos denotar também por .
Temos entao que (FS, %) é uma F- &lgebra. Segue da Proposigao 1.2.32 que se a operagao
x em S é associativa (resp. comutativa), entdo a algebra (IFS,*) é associativa (resp.
comutativa). Observamos também que se a operagdo * possui elemento neutro em S,
entao este elemento funciona como unidade na algebra (F.S, ).

Um caso particular e importante de construcao deste tipo aparece quando temos um
grupo G. Adotando a notagao multiplicativa em G e considerando no espago vetorial FG
o produto induzido pela operacao de GG, temos que FG é uma algebra, chamada de dlgebra
de grupo. Observemos que FG é uma algebra associativa com unidade e FG é comutativa

se, e somente se, G é abeliano (Proposi¢ao 1.2.32).

1.2.2 Subalgebras, Ideais e Quocientes

Destacaremos alguns subespacos vetoriais de F-algebras, algumas propriedades validas

para eles e criaremos novas [F-algebras a partir do quociente.

Definigao 1.2.36. Seja A uma algebra. Dizemos que um subespaco vetorial B de A é
uma subdlgebra de A se B é fechado com relacao a operacao produto, isto é, se b1by € B

para quaisquer by, by € B.

Observacao 1.2.37. Sendo A uma algebra, temos que uma subalgebra B de A é por si s6

uma algebra, cujo produto é a restricao do produto de A para B.

Definigao 1.2.38. Um subgrupo aditivo I de uma algebra A é um ideal o esquerda de
A, se: Ax € [ e ax € I para quaisquer z € [, A€ Fea € A.

Analogamente, definimos um ideal ¢ direita de A.

Por fim, um subgrupo aditivo de A que é um ideal lateral & esquerda e a direita é
chamado de ideal (bilateral) de A.

A observacao a seguir enfraquece um pouco as hipoteses para termos um ideal no caso

da algebra em questao ser unitaria.

Observacao 1.2.39. Se A for uma &lgebra unitaria, podemos omitir a condicao Ax € F,
para quaisquer A € F e x € I, jA que esta condicao é automaticamente satisfeita neste

caso. De fato, consideremos I um subgrupo aditivo de A tal que ax, xa € I para quaisquer
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re€leac A Dados A € Fex €l temos Az = AN(1a2) = (Al4)z € I, e assim, [ é um
ideal de A.

Exemplo 1.2.40. Consideremos A como sendo a subélgebra de R[z| constituida dos

polinémios com termo constante nulo e
J={axr+ayx®+ - +aa" € A|ln €N, a €7},

temos que J é um subgrupo aditivo de A e que au,ua € J para quaisquer u € J e a € A
(de fato, sejam a = a1x+asx?+- - +a,2" € Aeu = byw+byx®+- - -+ +- - +bpa™ € J,
temos que au = 0z + a1by 2% + (a1by + aghy )23 + - - - + apby, ™™ € J, analogamente, vemos
que ua € J), mas J nao é fechado em relagdo ao produto por escalar (consideremos por
exemplo A = % € R e v como anteriormente, temos que \u = %blx + %ngQ +- 1t %bmxm,
e como %bl ¢ 7, conseguimos que \u ¢ J). Portanto, este exemplo nos mostra que o fato
colocado na observacao anterior, nao é valido sem a hipotese de existéncia de unidade na

algebra.

Definicao 1.2.41. Um ¢deal nil é um ideal em que todos seus elementos sao nilpotentes.
Enquanto que um ideal nilpotente, I, ¢ um ideal no qual existe n € N tal que I™ = 0, ou

seja, 119 . . .1, = 0 para quaisquer iy,1%9,...%, € I.
Observagao 1.2.42. A definicao acima é pertinente também para ideais laterais.

Exemplo 1.2.43. Consideremos a &lgebra de Grassmann E (Exemplo 1.2.7). Dado
n € N, tomemos o subespaco E,, de E gerado pelo conjunto {1,e;€;,...¢€; | i1 < iy <
-+ < i < n}. Temos que E, é uma subélgebra de E de dimensdo 2" (combinatorialmente

temos (7) + (1) +--- + (!) = 2"), e é a dlgebra eterior do espago vetorial com base

{e1,€9,..., e}

Proposicao 1.2.44. Sejam A uma dlgebra, W um subespaco, B uma subdlgebra, e I,.J
ideais de A. Assumamos que S e X sao subconjuntos geradores de A e W (como espagos

vetoriais), respectivamente. Entao:
a) W é uma subdlgebra de A se, e somente se, x1x9 € W para quaisquer x1,x9 € X.
b) W € um ideal de A se, e somente se, sx,xs € W para quaisquer x € X e s € S.
¢) I+J={u+yluel,yecJ} elnJ sio ideais de A.
d) I+B={u+blueclbée B} éuma subdlgebra de A.
e) Se A é associativa, entio I.J = spany {uy |u € I,y € J} € um ideal de A.

Demonstracao. Omitiremos aqui a demonstracao, porém, afirmamos que a ideia é similar

a da demonstracao da Proposicao 1.2.32. O
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Observacao 1.2.45. Esta proposicao continua valida se considerarmos I e J como ideais

laterais da algebra A.

Observagdo 1.2.46. A interse¢ao de uma familia qualquer de subalgebras (resp. ideais) de

uma algebra A ainda é uma subélgebra (resp. ideal) de A.

Definicao 1.2.47. Sejam A uma &lgebra com unidade e S um subconjunto de A. De-
finimos a subdlgebra de A gerada por S, denotada por F(S), como sendo a intersecao de

todas as subalgebras de A que contém S U {1}.

Definicao 1.2.48. Nas mesmas condicoes da definicao anterior, o ideal de A gerado por

S ¢é o ideal oriundo da intersecao de todos os ideais de A que contém S.

Observagao 1.2.49. Das Defini¢oes acima, temos que F(S) contém o subespago de A gerado
por S e é a menor subalgebra de A que contém S U {1}. De modo andlogo, temos que o
ideal de A gerado por S é o menor ideal de A que contém S. Também é imediato que se
S1 C Sy C A, entao F(S;) C F(S,) e o ideal gerado por S; esta contido no ideal gerado
por Ss.

Definicao 1.2.50. Dizemos que uma dlgebra A € finitamente gerada se existe um sub-
conjunto finito S de A tal que A = F(S). Neste caso, S = {s1,...,s,}, denotamos F(S)
por F(s1,...,8n).

Com o intuito de caracterizarmos a subélgebra gerada e o ideal gerado por um sub-

conjunto de uma algebra associativa com unidade, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.51. Sejam A uma dlgebra associativa com unidade e S um subconjunto

nao vazio de A. Entao:

a) A subdlgebra de A gerada por S coincide com o subespaco de A gerado pelo conjunto
{1,s182...5, | k € N;s; € S}.

b) O ideal de A gerado por S coincide com o subespago de A gerado por {asb | s €
S,a,be A}.

Demonstragao. A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [5]. ]

Exemplo 1.2.52. Consideremos a subélgebra E,, da algebra exterior F' (Exemplo 1.2.43).

Temos que E,, = F(eq,eq,...,€,).
Definicao 1.2.53. Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Consideremos o espago
vetorial quociente %. Para cada a € A, vamos denotar o elemento a + I de ? por a.

Temos que as operagoes de soma e produto por escalar em ? sao definidas por

G+b=a+b e Xa=\a,
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para a,b € A e A € F. Consideremos agora o produto

A A A
I L _
(@b) ~— a-b=ab

A
T

Pode-se mostrar que munida deste produto, é uma algebra, chamada de dlgebra

quociente de A por I.

Como esperado, temos a seguinte observagao:

Observagao 1.2.54. Seja ? a algebra quociente de A por I como na defini¢ao acima. Temos

que:
i) Se A é associativa, entdo 4 também o é.

ii) Se A é comutativa, entdo 4 também o é.

iii) Se A possui unidade, entdo o elemento 1 é unidade em ?.

1.2.3 Homomorfismo de Algebras
Esta secao tem a intencao de relacionar duas algebras sobre um mesmo corpo.

Definicao 1.2.55. Sejam A e B duas algebras. Uma transformagao linear ¢ : A — B é
um homomorfismo de dlgebras se p(xy) = p(x)e(y) para quaisquer z,y € A.

Se ¢ é um homomorfismo de dlgebras, dizemos que é um mergulho(ou monomorfismo)
se é injetivo, e que é um isomorfismo se é bijetivo. Um endomorfismo de uma algebra A é
um homomorfismo de A em A, e um automorfismo ¢ um endomorfismo bijetivo (endomor-
fismo e isomorfismo ao mesmo tempo). Denotaremos por Endy A e Autp A os conjuntos
dos endomorfismos e automorfismos, respectivamente, da algebra A. Quando existe um
ismorfismo ¢ : A — B, dizemos que as dlgebras A e B sao isomorfas e denotamos por
A~B.

Observagao 1.2.56. No caso de A e B possuirem unidades, vamos exigir também ¢(14) =

1p para que ¢ seja um homomorfismo de algebras.

Definicao 1.2.57. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras, definimos o conjunto
ker o = {a € A | ¢(a) = 0}, como nicleo de ¢, e o conjunto Im ¢ = {p(a) | a € A},

como imagem de .

Observagao 1.2.58. O nuicleo de um homomorfismo de algebras é um ideal do dominio,
enquanto que a imagem de um homomorfismo de &lgebras é uma subalgebra do contra-

dominio.

Por meio da observagao anterior e da definicao de algebra quociente, conseguimos o

seguinte resultado.
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Exemplo 1.2.59 (Teorema do Isomorfismo de Algebras). A aplicacio:

é um isomorfismo de algebras quando ¢ é um homomorfismo de algebras.

Exemplo 1.2.60. Sendo A uma algebra com unidade, F um corpo, consideremos a apli-

cacao

v:F = A
A = Y(A) = Ala.

Temos que 1 é um mergulho de F em A, e assim, F é isomorfo a Im ¢ = {14 | A € F},

donde I'm 1 é um corpo. Dai, a identificagdo natural entre F e {\14 | A € F}.

Exemplo 1.2.61. Sejam A uma &lgebra, I um ideal de A. A aplicacao

que é chamada de projecao candnica, ¢ um homomorfismo sobrejetivo de algebras.

Exemplo 1.2.62. Sejam G e Gy grupos (com notagao multiplicativa) e f : G — Gs
um homomorfismo de grupos. Consideremos as F-algebras FG; e FG,, e a transformacgao
linear p; : FG; — FG, tal que py(z) = f(x) para todo x € G. Observando que G; é uma
base de FG; e que ¢r(zy) = f(zy) = f(z)f(y) = ¢r(x)ps(y) para quaisquer z,y € Gy,
temos que ¢; ¢ um homomorfismo de algebras. Assim, todo homomorfismo de grupos

induz um homomorfismo entre as algebras de grupo correspondentes.
Exemplo 1.2.63. Seja V um [F-espaco vetorial de dimensao finita n. Fixada uma base
ordenada 3 de V, temos que a aplicacao
g Endg V. — M, (F)
T = s(T) =[Tlg
¢ um isomorfismo de algebras, em que [T]; ¢ a representacio de T' na base f3.

A proposicao a seguir permite-nos confirmar um homomorfismo de algebras a partir
de célculos em um conjunto menor de elementos, apenas nos geradores das algebras do

dominio.

Proposicao 1.2.64. Sejam A e B dlgebras e S um conjunto gerador de A como espaco

vetorial. Seja ¢ : A — B uma transformagao linear (satisfazendo p(1a) = 1p se A e
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B tém unidade). Entao, ¢ é um homomorfismo de dlgebras se, e somente se, p(xy) =

o(x)p(y) para quaisquer z,y € S.

Demonstragao. Vide pagina 13 de [5]. O
Vejamos uma caracterizacao das algebras associativas com unidade.

Teorema 1.2.65. Se A ¢ uma dlgebra associativa com unidade, sao equivalentes:

i) A € isomorfa a um produto direto Ay X As X -+ x A, de dlgebras associativas com

unidade (nao triviais).

ii) Ezistem ideais (bilaterais nao triviais) Iy, Is, ..., I, de A tais que A= 1L ®LB---d

I,,, em que & simboliza a soma direta usual.

iwi) Eristem elementos uy, us, ..., u, € Z(A) (n > 2) tais que wyu; = 0 para i # j, e
Uy +ug + -+ u, = 1.

Demonstracao.

i) = ii) Suponhamos A, A;,..., A, algebras (ndo triviais sobre o mesmo corpo F) tais que
A~ A XAy x -+ xA,ep: A— A X Ay X --- X A, um isomorfismo. Para cada

i=1,2,...,n, consideremos o ideal (bilateral)
T, ={(0,...,0,2,0,...,0) |z € A} = {0} x --- x {0} x 4; x {0} x --- x {0}

do produto direto A; x Ay X --- x A,. Observamos que, A; X Ay X --- X A, =
T,®ILy® - L, Dai, tomando I; = ¢ (Z;) temos que A =1, ® L& --- @ I,.

Notemos que, visto como algebra, I; é isomorfo a A;.

i1) = i) Suponhamos que Iy, I, ..., I, sdo ideais (bilaterais nao triviais) de A tais que A =

L& L ®---® I, Considerando, I, Is, ..., I, como dlgebras, tomemos a aplicacao

Y: A XAy x---x A, — nA

(a:1,a:2,...,a:n) — ¢($1,$2,...7$n) =x1+T2+ - +x,

Temos que 1 é uma transformacao linear. Ademais, é bijetora, uma vez que A =
L&l ® - &1, Parai# j, temos [; NI[; = {0} e dai zy = 0 para quaisquer
x € I;,y € I;. Segue entao que ¢ ¢ um isomorfismo de algebras.

i1) = iii) Pelo argumento final acima expresso, e pelo fato de A ser associativa e unitaria

temos demonstrada esta implicacao.
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1.2.4 Algebra Livre

Um tipo especial de F-4lgebra é a &lgebra livre. Destinamos uma subsecao inteira para
definirmos e caracterizarmos essa algebra e os seus elementos. A grande especialidade de

tal dlgebra sera vista na Proposicao 1.2.83.

Definicao 1.2.66. Seja X um conjunto nao-vazio, para [ um conjunto de indices, digamos
X ={z; | i € I}. Chamaremos de palavra uma sequéncia finita de elementos de X, por
exemplo, x;,x;, ... x; . A sequéncia vazia, chamada de palavra vazia, serd denotada por
1.

O conjunto de todas as palavras munido com a operacao de multiplicacao por justa-

posicao torna-se um monoéide, chamado mondide livre em X, denotado por X*.

Definigao 1.2.67. Seja F um corpo e X um conjunto. A dlgebra livre em X sobre F é a
dlgebra de mondide de X* sobre [F (a dlgebra cuja base é o conjunto das palavras formadas

de X, e cuja multiplicagdo é por justaposi¢ao de palavras). Denotaremos por F(X).

Assim, F(X) = FX* = {Z Aiw; |\ €F e w; € X*}, ou seja, w; = Tj,Tiy ... T;
i=1

m

ou w; = 1.

Definicao 1.2.68. Chamamos os elementos de X de indeterminadas e os da algebra livre

de polindmios (nao-comutativos).

Definicao 1.2.69. Um polindémio é um mondmio quando é um miltiplo escalar nao-nulo

de uma palavra.
Exemplo 1.2.70. Por exemplo, f = f(x1, 22, x3) = T11?2325% ¢ um mondémio em F(X).

Definicao 1.2.71. O comprimento de uma palavra nao-vazia w = x;,x;, . .. T;,, € definido

como [(w) := m, e o da palavra vazia, [(1) := 0.

Exemplo 1.2.72. No exemplo anterior, a palavra da qual o monémio é mailtiplo, tem

comprimento 6.

Defini¢ao 1.2.73. O grau de um polindémio nao-nulo f = Awy + -« + Apwm, (A # 0),
é definido como
deg(f) = maz {l(w),...,(wn)}

Definicao 1.2.74. Se todos os monomios de um polindémio f tém mesmo grau, f é um

polindémio homogéneo.

Exemplo 1.2.75. f = f(x1,22) = 1209 — 212571 + 72> = w; — Wy + w3 € um polin6émio

homogéneo de grau trés, pois, l[(wy) = l(w2) = l(w3) = 3.

Defini¢ao 1.2.76. Se f = f(x1,x2,...,2,) € F(X) é um polinémio, dizemos que o grau

do polinomio f em x; é o maior nimero de ocorréncias de x; nos monémios de f.
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Exemplo 1.2.77. Se f = f(x1, 72, 73) = T1%T2x371 + T2T379, f tem grau 3 em x;, 2 em

To e 1l em x3.

Defini¢ao 1.2.78. Um polinomio f = f(x1,...,x,) € homogéneo de grau b em z; se é
uma combinacao linear de monoémios tais que, em cada monémio de f, a indeterminada

x; aparece b vezes.

Exemplo 1.2.79. Seja f = f(xy, 23) = 12— 2212571 +5253212, temos que f é homogéneo

de grau 2 em x;.

Defini¢ao 1.2.80. Se f = f(z1,...,x,) é€ homogéneo de grau b; em z; para todo i =

1,...,n, dizemos que f € multihomogéneo de grau (by, ..., by).

Definigao 1.2.81. f = f(x1,...,x,) é um polinémio multilinear se cada indeterminada
x; aparece em todo monomio de f estritamente uma vez. Isto é, f é multihomogéneo de

grau (1,...,1). Ou ainda,
f = Z Aamo(l) <+ Lo(n),

O'ES'N,

onde, A\, € F e S, é o grupo simétrico em {1,...,n}.

Proposicao 1.2.82 (Propriedade Universal). Seja A uma F-dlgebra unitdria. Se existe
funcao f: X — A, tal fungao pode ser estendida a um unico homomorfismo de dlgebra,
fiF(X) — A. Ou seja,

I (Z )\iwi) =3 Aif(@ig) .. f(xig,,), F(1) =14,
=1 =1

com N € Fiw; =5, ...24,. , e o diagrama
: g

X —5%TF(X)

RN

A

comuta.

Demonstra¢io. Uma computacdo direta mostra que f ¢ um homomorfismo de algebras. A
fim de mostrarmos a unicidade, suponhamos que exista outro homomorfismo de algebras
g, de modo que o diagrama

X —=F(X)

N

comute. Assim, g(z) = f(z) = f(z), Vx € X.
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Como f e § sdo homomorfismos de algebras, temos para qualquer > Aiw; € F(X),

g (Z /\iwi> =f (Z Ai%‘) :

Veremos agora que podemos, por meio de homomorfismo, olhar qualquer algebra uni-

]

taria como um quociente por uma algebra livre.

Proposicao 1.2.83. Toda dlgebra unitdria é imagem por homomorfismo de uma dlgebra
livre. Ou de outra maneira: Para toda F-dlgebra unitdria A, existe uma dlgebra livre F(X)
e um ideal I =ker f (f da proposicio acima, 1.2.82), tal que

F{X)

1

A

12

Demonstracao. [6]. O

Definicao 1.2.84. Um polinomio multilinear f = f(x1,...,Zn,01,...,9-) € F(X) é

alternante em x4, ..., x, se f torna-se nulo quando substituimos z; por z;, 1 <1i < j < n.

Observagao 1.2.85. O nome alternante, se char F # 2, vem do fato de que ao permutarmos

x; com x; o sinal de f & trocado.

Ora, se  f(z1,e o Ty Y1y 5 Yr) € F(X) & alternante, temos
fz1,21, ..., T, Y1,y - - -, yr) = 0. Substituindo x; por z7 + x9, conseguimos:
0 = flxr+mo, 21+ 20, ., Toy Y1y Yr)

= flry, o1+ 29, Ty Y1y Yr) + fao, 21 + 20y o Y1, oY)
= flry, 21, oY1y -5 Ye) + f@1, 20,0 T, Y1, - Y)

+ f(zo, 1, o Ty Y1y - Yr) + [T, Ty o Ty Y1y ey Yr)
= flry, 2o o Ty Y1y YUe) + (22,21, Y1, Yr)

= flxy,me, . Y1, Yr) = —f(T2, X0, oo T, Yy e e Yr)-

Exemplo 1.2.86. h(xy,x9,x3,y) = T1YToks — T1YT3To + ToYT3T1 — ToYT1T3 + T3YT1To —
r3yroxy € alternante em xy,xo,x3, pois h(zy,z1,73,y) = 0 = h(x,z9,21,y) =
h(z1, 72, 22, 9).

Para acabar esta secao, vejamos duas grandes e importantes classes de polinémios

alternantes.

Definicao 1.2.87. Seja n > 2. O polindémio

Sp = Sp(T1, ..., xp) 1= Z sgn(0)Teq1) - - - To(n),

O'GSn
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em que sgn(o) é o sinal da permutacdo o, é chamado de polindomio standard de grau

n(alternante).
Exemplo 1.2.88. sy = so(71,%2) = T109 — ToT7.

Definicao 1.2.89. Seja n > 2. O polindémio

Cn = Co(T1y o Ty Y1y ey Yno1) = Z SGN(0) (1)1 Z(2)Y2 - - - Yn—1To(n)
UES’n

é chamado de n-ésimo polinémio de Capelli (alternante).
Exemplo 1.2.90. ¢y = cy(x1, 22, Y1) = T1Y1T2 — Tal1T1.

Observagao 1.2.91. s,(x1,...,2,) = cu(T1,. .., xp, 1, ..., 1),

Espaco dos Polin6mios Multilineares

Definicao 1.2.92. Consideraremos P, o conjunto dos poliné6mios multilineares de grau

n nas indeterminadas xq, ..., z,.

Proposicao 1.2.93. B = {2,01)...%om) | 0 € Sp} € uma base para P, como espago

vetorial.

Demonstracao. De fato, tomemos a combinacao linear
1Ty ... Ty + Q2T ... TpXp1 + -+ Ty ... 21 = 0.

Olhamos tal combinacdo em F(X), nesta algebra temos que as palavras sdo base,
portanto, cada a; acima é 0, 1 < i < nl.
Ainda, sabemos que um polinémio multilinear de grau n em {xy,...,z,} pode ser

descrito como

f(Il, e ,l’n) = Z /\U:L’U(l) - .ZEU(n),

donde, vemos que B gera P,.

Portanto, pelo feito agora, temos que B é base de P,. O
Proposicao 1.2.94. P, ¢ um S,-maodulo.
Demonstracao. De fato, por meio de verificacoes diretas, temos que a funcao:
S, xP, — P,
(o, f(wr,...,2y)) = (o, f(@1,....,20) =0 f(x1,...,2,) = [(Zoq1), -+ To(n))
é uma acao de S,, sobre P,. O

Proposicao 1.2.95. P, é um FS,,-mddulo (considerando FS, como anel).
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Demonstracao. De modo analogo ao que foi feito na proposicao anterior, a fungao

- FS, x P, — P,

(Z )\aa,f(xl,...,a:n)> > (Z )\UU,f(ilil,...,l’n)) = Z AoO - fxy, ... 2y)

oc€Sh oESh o€Sh

=3 NS oty Ton)

O’ESn

é uma acao de S, sobre P,. Ou, ainda, como veremos no capitulo de Teoria de Repre-
sentagoes (2.5.9), por termos a proposi¢ao acima demonstrada e por S, ser base de FS,,,
temos um tnico homomorfismo de algebras entre F.S, e P,, tal que quando olhamos para

S, ele se comporta como na proposicao anterior. ]

T-ideal

Definicao 1.2.96. Um ideal I de F(X) (Olhar Definicao 1.2.38) é chamado T-ideal se
©(I) C I para qualquer endomorfismo de algebra ¢ de F(X) (invariante por endomorfis-
mos de F(X)).

Observagao 1.2.97. Se ¢ &€ um endomorfismo de F(X) e g; := ¢(x;), i € N, entdo

o(f(r1,...,zn)) = gp(Z )\a$a(1)---$a(n)>

O'GSn
= Z )\Ggp(xa(l) e Ig(n))
UESn
= Z )\Ugo(l‘g(l)) e go(l‘g(n))
oES,
= Z AoGo(1) - - - Yo(n)
O'ESn

= f(gla-'~7gn)avf€F<X>'

Por outro lado, para qualquer ¢g; € F(X),i € N, existe um endomorfismo ¢ de F(X)
satisfazendo ¢(x;) = g;. Portanto, um ideal I bilateral de F(X) é um T-ideal se, e somente

se, para toda f = f(x1,...,2z,) €T e g1,...,g, € F(X), temos f(g1,...,9,) € I

Definicao 1.2.98. Seja S um subconjunto de F(X). Definimos o T-ideal gerado por
S, denotado por (S)", como a interseccio de todos os T-ideais de F(X) que contém S.
Assim, (S)" é o menor T-ideal contendo S.

Na préatica, quando falarmos de T-ideal gerado por S, usaremos:

Observagao 1.2.99. O T-ideal gerado por S coincide com o subespaco vetorial de F(X)

gerado pelo conjunto

{hlf(gl> s agn)hQ | f € Sa hlah27gl7 -y 0n € IF<X>}
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Proposicao 1.2.100. Um T'-ideal € invariante por permutacao.

Demonstracao. De fato, sejac € Sy, e f(x1,...,x,) € I, com I sendo um T-ideal, devemos

mostrar que

o flx1,...,20) = f(To@)s - Tom)) € 1.

Ora, como f(x1,...,2,) € [ e I & T-ideal, temos que para g; := T, € F(X), 1 <
i <n, (91,2, 00) = f(@o)s -+ Tom)) € 1. O

Proposicao 1.2.101. Um T-ideal é um FS,- médulo (considerando FS, como anel).

Demonstracao. Basta considerarmos para cada T-ideal I, a funcao:

FS, xI — 1
(Z /\Uo—vf(xlw"vxn)) = <Z>\Uo—7f(xlv"'7mn)> = Z)\Jf(xo(l)a"'axo(n))a
€Sy 0ESH €Sy
e verificarmos, por computacao direta, que I é um FS,-mddulo. O

1.2.5 Algebras Graduadas

Para uma algebra A daremos uma decomposicao em soma direta de subespagos vetoriais
com uma certa restricao. Olharemos para esta nova representacao da algebra livre que
depois nos acompanhara nos Capitulos 3, 4 e 5.

Em toda esta subsecao GG denotara um grupo comutativo com notagao aditiva. Embora
para falarmos de algebra G-graduada podemos pedir que G seja apenas um monodide

comutativo com unidade.

Definigao 1.2.102. Seja A uma algebra. Definimos uma G-gradua¢ao em A como sendo

uma familia (A4,),ec de subespagos vetoriais de A tais que

A=PA4, e AgA, C Ay,

geG

para quaisquer g,h € G. Definimos uma dlgebra G-graduada como sendo uma algebra
munida de uma G-graduacao.
O subespaco A, é chamado componente homogénea de grau g e os seus elementos de

elementos homogéneos de grau g.

Observagao 1.2.103. A condigao AjA, C Agyn, para g, h € G, é equivalente a xy € Ay,
para quaisquer x € Sy e y € Sy, onde S; e Sy sao conjuntos geradores de A, e Aj, (como

espagos vetoriais), respectivamente.

Graduar uma algebra é sempre possivel, pois toda algebra admite graduacao para

qualquer G monéide, como vemos:
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Exemplo 1.2.104. Toda algebra A admite uma G-graduagao. Basta tomar Ay = A e
A, = {0} para todo g € G — {0}. Esta graduagdo é chamada de trivial.

A seguir, temos alguns exemplos mais interessantes de graduacao em algumas algebras

especificas.

Exemplo 1.2.105. A algebra de Grassmann E (Exemplo 1.2.7) possui uma Zs-graduag¢ao
natural: F = Ey & E1, em que Ej é o subespaco dos elementos pares e F, dos elementos
impares. Considerando agora a algebra de Grassmann de dimensao 2", FE, (Exemplo
1.2.43), e tomando (E,)o = E,NEy e (E,); = E,N Ey, temos E,, = (E,)o @ (E,); e esta

decomposi¢ao define uma Zy-graduacao em F,,.

Exemplo 1.2.106. Consideremos n um inteiro positivo e M = M, (FF). Para cada ¢ € Z,,

tomemos o subespaco M; = spang {E;; | j —t = ¢}. Para cada k € Z, tomemos

{0}, se |k| >mn,
M, =
spang {E;j | j—1 =k}, se k| <n.

Observemos que Mg = M, é exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato

do conjunto {E;; | 1 <4,j < n} ser uma base de M segue que

M:@M5 e M:@Mk.

0E€Ln keZ

Agora, para vermos que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacao e uma Z-

graduagao, respectivamente, em M, (F), basta observarmos que

0, sej#k,
EijEy = { g . 7_é
i, sej=k.

Donde, temos Ms, Ms, C Ms, s, para 61,02 € Zy, € My, My, C My, 11, para ki, ko € Z.

Exemplo 1.2.107. Seja G um grupo (com notacao multiplicativa) e consideremos a F-
algebra FG (vide Exemplo 1.2.35). Para cada g € G tomemos o subespago A; = {\g | A €
F} de FG. Como (A1g1)(A2g2) = A1A2g1g2 para quaisquer gq,g> € G, temos claramente
que a familia {A, | g € G} é uma G-graduacao em FG. Assim, a algebra de grupo FG ja

“nasce” G-graduada.

Definicao 1.2.108. Seja A uma algebra G-graduada. Dizemos que um subespaco W de
A € homogéneo se W = @ (W N A,).

geG
Consideremos A uma é&lgebra G-graduada, sendo A, a componente homogénea de grau
g € G. Sendo B uma subélgebra homogénea de A, temos B = @ (BNA,). Ademais, para
geG
g,h € G, vale a inclusdo (BN Ay)(BNA,) C BN Agip, e assim a familia de subespacos

{BNA,|ge G} éuma G-graduagiao em B induzida pela G-graduagao de A.
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Observagdo 1.2.109. Sendo v € A, temos que v = > v, com v, € A, (& importante
geG

observar que {g € G | v, # 0} é finito), sendo esta expressao tnica. Dizer que um
subespaco W de A é homogéneo equivale a dizer que se v € W, entao v, € W para todo

g € G. De fato, se W & homogéneo, entao W = @ (W N A,). Logo, para v € W, temos
geG
v = Z:Gv/g, com v’y € W N A, Dai, pela unicidade da expressdo de v como soma de
ge
elementos homogéneos, devemos ter v', = v, e, portanto, v, € W para todo g € G. Por

outro lado, se para v € W tem-se v, € W para todo g € G, entao v, € W N A, e dai

segue que W C @ (W N A,). Logo, W & homogéneo.
geG

Exemplo 1.2.110. Consideremos a algebra M, (FF) munida da Zs-graduagio (olhar Exem-
plo 1.2.106), definida por

MQ(IF)():{(;L 2) |a,deF} e MQ(JF)lz{(S 8) |b,ce]F}.

Sejam agora os subespacos

v:{(g 2)|a,beﬁz} : W:{(g bjc)w,cew}

de My(F). Temos que V & homogéneo (V= (V. n MF), &

(V.n MyF),) , mas W ndo o ¢é em relagdo a esta graduagao

((WHMQ(]F)O):{<8 8)} o (WﬂMg(F)l):{<_0b 8) |beIF}).

Proposicao 1.2.111. Se G é um grupo aditivo e A é uma dlgebra G-graduada com

unidade, entdo 14 € Ay.
Demonstracao. Temos que existem g¢i,..., g, € G tais que
La = ao+ay, + - +a,

com ag € Ag e ag, € Ay, parai =1,...,n. Tomando agora h € G e a;, € Ay, arbitrarios,
temos

ap = apag + ApQg, + -+ apQg,, -

Observando que apay € Ay, apag, € Apyg, € hyh+g1,..., h+ g, sdo dois a dois distintos,
podemos concluir que apa,, = 0 para i = 1,...,n, donde anap = ap. De modo totalmente
analogo mostramos que aga, = aj e assim concluimos que ag = 14. O

Definigao 1.2.112. Sejam A e B algebras G-graduadas com componentes homogéneas
Ay e By, respectivamente. Dizemos que um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B é
G-graduado se ¢(A,) C B, para todo g € G.
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Exemplo 1.2.113. Consideremos na algebra M3(F) as Zy-graduagoes {Ag, A;} definida

por

a 0 b 0 a O
Ay = 0 ¢ 0| |abc,decF e A= b 0 c|labecdeF
d 0 e 0 d 0
e { By, B1}, definida por
a b 0 0 0 a
By = c d 0] ]|abc,de€elF e B = 0 0 bl||abecdeF
0 0 e c d 0
Temos que a aplicagao ¢ : M3(F) — M;3(F) definida por
Tr1 X9 X3 Tr1 T3 T2
¥ Ty Ts5 Te =\|lxzy 19 xg
T7 Xy Tg Tg Teg s
¢ um isomorfismo Zs-graduado de algebras.
Analisaremos apenas o fato de ser Zy-graduado. Ora,
a 0 b a b 0 0 a0 0 0 a
%) 0 ¢ O =1d e 0| €Bye p b 0 ¢ =10 0 d]| € Bs.
d 0 e 0 0 ¢ 0 d o0 b ¢ 0

Proposicao 1.2.114. Sejam A e B dlgebras G-graduadas com componentes homogéneas
A, e B, respectivamente, e ¢ : A — B um homomorfismo G-graduado de dlgebras.

Entao, ker ¢ € um ideal homogéneo de A.

Demonstracao. Sejam gq, ga, - . ., g, €lementos distintos de G e a = a; +as + -+ a, €
ker ¢, com a; € A,,. Como ¢ é G-graduado, temos p(a;) € By, parat = 1,2,...,n. Assim,
0= ¢(a) = plar) + plas) + -+ + p(a,) e dai p(a;) = 0 para todo ¢ = 1,2,...,n, pois
{B, | g € G} & uma familia de subespacos independentes. Logo, para todoi=1,2,...,n,

temos a; € ker ¢, ou seja, ker ¢ = @ (ker ¢ N A4,), o que conclui a demonstragdo. [
geG

Graduacio da Algebra Livre e Ti-ideal

Faremos agora a graduagao da algebra livre, que nos serd imprescindivel para o entendi-

mento dos resultados dos artigos estudados (Capitulos 4 e 5).

Defini¢ao 1.2.115. Seja {X, | ¢ € G} uma familia de conjuntos enumeraveis dois a

dois disjuntos. Tomemos entao X = gecXg € consideremos a algebra associativa livre
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unitaria F(X) (Definigdo 1.2.67). Definimos agora o homomorfismo de monoides

a:F(X) - G
1 = afl)=0

Ty ... 2 = o(rixe. . xy) = alxy) + axe) + -+ axy)

onde a(z;) = g se z; € X,.
Sendo m um monomio de F(X), dizemos que a(m) é o G-grau de m. Tomando para
cada g € G

F(X) = (m|m é monémio de F(X),a(m) = g)

g

temos

F(X)=PF(X), e F(X)F(X), CFX)

geG

oV g:h € G

E assim, F(X) é chamada dlgebra associativa livre G-graduada, e a denotaremos por
F(X)& (ou F(X)?" quando G esta claro). Se f € F(X),, dizemos que f & homogéneo de

G-grau g e usamos a notacao a(f) = g.

Defini¢ao 1.2.116. Um polinémio G-graduado [ € F(X)?" é dito homogéneo na varidvel
x; € X, se x; aparece com 0 mesmo grau em todos os mondémios de f. Se f é homogéneo

em todas as varidveis, entao diremos que f é multihomogéneo.

Definicao 1.2.117. Um polinémio G-graduado f € F(X)?" € linear na varidvel x; € X,
se x; aparece com grau 1 em cada monoémio de f. Se f é linear em todas as suas varifveis

diremos que f é multilinear G-graduado.

Vejamos agora, assim como quando falamos de T-ideal, o que ha de especial em um

T-ideal de uma algebra livre G-graduada.

Definigao 1.2.118. Seja F(X)?7 a algebra associativa livre G-graduada. Um ideal [
de F(X)? é um T-ideal, se ¢(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ (isto &,
p: F(X)§ — F(X)& ¢ um homomorfismo de algebras e p(F(X),) CF(X),,V g € G).

Observagao 1.2.119. Quando G = Z,,, o Tg-ideal serd denotado por T,,.

Observagao 1.2.120. Analogamente ao que foi feito na Observacao 1.2.97 temos que um

ideal I de F(X)?% é um Tg-ideal, se, e somente se, para toda f = f(x1,...,2,) € [ e
9i S ]F<X>oé(zl)7 f(gla cee 7gn) € I.

Defini¢ao 1.2.121. Seja S um subconjunto de F(X)?" G-graduada. Definimos o Tg-ideal
gerado por S, denotado por <S>TG, como a intersec¢ao de todos os Tg-ideais de F(X)?"

que contém S. Assim, (S)'¢ é o menor Tg-ideal contendo S.

Considerando F(X)7, a algebra associativa livre G-graduada, e Endy (F(X)%) o es-
pago dos endomorfismos G-graduados da algebra associativa livre G-graduada F(X),

quando falarmos de Tg-ideal gerado por S, na pratica, usaremos:
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Observagao 1.2.122. O Tg-ideal gerado por S coincide com o subespaco vetorial de F(X)7,

G-graduada gerado pelo conjunto
{hp(f)he | ¢ € Endg (F(X)g), f € S, hn, hyy € F(X) )

Definigao 1.2.123. Um polinomio f € F(X)7 é uma Tg-consequéncia de S, se f €
(s)".

1.3 Produto Tensorial

Agora, daremos uma breve introducao ao conceito de produto tensorial para espacos
vetoriais e diremos como podemos, a partir destes, obtermos produto tensorial de algebras.

A ideia basica por tras do produto tensorial é a transformacao de funcoes bilineares
em funcoes lineares.

Para maiores informagoes sobre produto tensorial, indicamos [6].

Definigao 1.3.1. Consideremos U e V espacos vetoriais sobre um corpo F. Denotaremos
por Y o espaco vetorial com base U x V. Seja N o subespacgo de ) gerado por todos os

elementos da forma

Au+ Nu',v) — Mu,v) — N (', v),
(u, Ao+ Nv') — Mu,v) — N (u,v'),

com M, N € F, u,v/ € U ewv,v € V. O produto tensorial de U e V & o espago vetorial

quociente N Este é denotado por U ® V' (ou por U ® V quando quisermos enfatizar

que estamos considerando espagos vetoriais sobre ).

As propriedades caracteristicas de U ® V', que sao o que de fato usamos, encontram-se

no seguinte teorema:

Teorema 1.3.2. Sejam U eV espacos vetoriais sobre F. Entao existe uma funcao bilinear
UxV =>URV, (u,v) —»u®u, tal que:

a) Todo elemento em U @V é uma soma de elementos da forma u®v, u € U, v € V;

b) Dada uma fungao bilinear B : U x V. — W, onde W é um espaco vetorial sobre
F, existe uma funcio linear B: U @V — W tal que f(u®v) = B(u,v) para todos
velU,veV.

Ainda, as propriedades a) e b) caracterizam U @ V' a menos de isomorfismo.

Observacio 1.3.3. De a) segue que (3 ¢ a tnica funcio linear de U ® V em W que leva

u®uvem B(u,v).
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Observacao 1.3.4. O teorema acima mostra que podemos “colar” espacos U e V no espago
U®YV de tal forma que as fun¢oes bilineares definidas em U x V' podem ser representadas
por funcoes lineares definidas em U ® V.

Funcoes lineares nao sao apenas mais simples do que funcoes bilineares, elas sao os

homomorfismos no contexto de espagos vetoriais.

Exemplo 1.3.5. Consideremos A uma F-algebra como definimos em 1.2.1. A sua multi-

plicac@o pode ser considerada como uma funcao linear que sai de A® A em A determinada

por f(a; ® ag) = p(ar,az) = ajas.

1.3.1 Propriedades Basicas do Produto Tensorial

Iremos nesta subsecao resumir as propriedades bésicas do produto tensorial, comecemos
lembrando que o produto tensorial dos espacgos vetoriais U e V' é o espaco vetorial U ® V'

constituido de elementos que podem ser escritos como
)\1(%1 & U1> + )\2<U2 X U2> + e+ )\n(un &® Un), u; € U, v; € ‘/, >\z cl.

Tais expressoes estao longe de serem tunicas. Afinal, n6s temos de levar em conta que

a funcao (u,v) — u ® v é bilinear, significando que
M+ Nu)@v=ANu®v)+ N ),

u®@ M4+ AN =AMu@v)+ N(ue,

para todos A, N € F, u,v’ € U, v,v' € V.

Essas formulas implicam que
u®0 =0, 0®wv =0,

para todou e U, v € V.

Por fim, temos da Propriedade Universal, b) do Teorema 1.3.2, que o diagrama comuta:

UxV-2-UV

RN

w

onde ® denota a fungdo canonica (u,v) — u ® v. Enfatizemos que ® e  sdo funcoes

bilineares, enquanto que 3 é uma funcao linear.

Definicao 1.3.6. Chamaremos os elementos da forma u ® v de tensores simples. Estes

sao os geradores do espago U @ V.

Ao longo dos proximos resultados, consideraremos U, U’, V, V' W espacos vetoriais

sobre um corpo F.
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O proximo lema introduz o produto tensorial de funcoes lineares.

Lema 1.3.1. Se o : U = U’ e : V — V' sao fungoes lineares, entao existe uma inica

funcao linear U @V — U @ V', que denotaremos por o ® 1, tal que

(e @Y)(u©v) = p(u) ®p(v),

para todo uw € U, v € V.

Observacao 1.3.7. Para funcoes lineares com dominios e contradominios apropriados, te-

mos
(@)@ @) = @YY

Consequentemente, se ¢ e 1 sao isomorfismos, entao ¢ ® ¥ também o é, e
(po¥) = @y
Isto mostra, em particular, que
U2U e VEV =2UVU V.
E a validade das férmulas,
(Ap + N ) @Y =A@ ¥) + N ® 1)),

PR M+ NY)=AMe@Y)+N(pa).

Os proximos lemas dizem que o produto tensorial é comutativo e associativo, a menos

de isomorfismo.
Lema 1.3.2. UV =2V ®U.
Lema 1.3.3. (U@ V)W =U® (Ve W).

Observacao 1.3.8. Geralmente identificamos (U@ V)W e U (VW) por UV @ W.

A partir de alguns lemas, que omitiremos aqui, chegamos a um resultado importante:

Teorema 1.3.9. Se {¢; | i € I}, com I um conjunto de indices, € uma base de U e
{f; |7 €J}, comJ um conjunto de indices, € uma base de'V, entio {e;xf; |i € 1,5 € J}
¢ uma base de U @ V.

Como consequéncia do teorema acima, temos, para I e J conjuntos finitos:

Corolario 1.3.10. Se U eV sao espacos vetoriais de dimensao finita sobre F, entdo
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Ainda,
Observagao 1.3.11.
URF=2UeFV =V

1.3.2 Produto Tensorial de Algebras

Esta subsecao se destina a definicao de produto tensorial entre duas algebras, e a refor-

mulagao dos resultados ja obtidos na subsecao anterior.

Definigao 1.3.12. Sejam A e B F-algebras (consulte a Defini¢do 1.2.1), entdo A ® B é
uma F-algebra (portanto, um espago vetorial resultante do produto tensorial definido em

1.3.1) com multiplica¢do determinada por
(z®y)(z@w) =12 @ yw,

para todo z,z € A, y,w € B.

A partir da definicdo acima, do fato de uma F-algebra ser um espaco vetorial munido
de uma operacao bilinear e dos resultados ja mencionados para produto tensorial de
espacos vetoriais, temos: uma possivel base para o produto tensorial de duas algebras,
uma comutatividade e associatividade (a menos de isomorfismo) do produto tensorial de
duas algebras, uma Propriedade Universal para o produto tensorial de duas algebras, as
formulas anteriormente expressas, entre outras informacoes.

Juntemos, por fim, alguns resultados interessantes envolvendo o produto tensorial de

duas algebras:

Proposigao 1.3.13.  a) Se G e H sao grupos, temos que
FG @ FH 2 F(G x H),
onde FG € a dlgebra de grupo de G (Exemplo 1.2.35), FH ¢é a dlgebra de grupo de
H, e, F(G x H) é a dlgebra de grupo de G x H.
b) Para qualquer F-dlgebra A e todo n > 1, temos
M, (F) @ A= M, (A),
onde M, (e) representa & dlgebra das matrizes de ordem n com entradas em o (Ezem-
plo 1.2.5).
c) M,(F)® M,,(F) = M,,,(F), com M,(e) como no item acima.

d) Endp(U)®Endp(V) = Endg(URV), onde U eV sdo espagos vetoriais de dimensdo
finita sobre F e Endr(e) € o conjunto de todas as transformagoes lineares de ® em
o (Exzemplo 1.2.8).
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Capitulo 2
Representacoes Lineares de Grupos

A Teoria de Representagao, que teve seu inicio no final do século de XIX com Frobenius
e Schur, tem por objetivo descrever estruturas algébricas (grupos, anéis ou éalgebras) que
possuem estruturas mais abstratas em termos de transformacoes lineares sobre algum
espaco vetorial. Como veremos, ha uma equivaléncia em existir uma representacao de
um grupo em um espaco vetorial, com a acao do grupo sobre o espago vetorial. Em
alguns casos, quando o espaco vetorial tem dimensao finita, representaremos elementos
do grupo como matrizes e a operacao do grupo como multiplicacdo de matrizes. Sendo
assim, a Teoria de Representacao é importante pois torna problemas tebricos de grupos
em problemas de 4lgebra linear, que sao um pouco mais palpéveis.

Nosso objetivo com este capitulo é apresentar um pouco da Teoria de Representacao,
para posteriormente aplicarmos tal importante ferramenta matematica em Pl-algebras e

PI-algebras graduadas (como podera ser visto na Secao 3.3).

2.1 Definicoes e Exemplos

Se A é uma [F-algebra associativa e unitaria, entao U(A) é um grupo com multiliplicagao
(Definigao 1.2.27 e Observagao 1.2.28).

Faz sentido, dado um grupo G, perguntar se existe um homomorfismo de grupos
p:G—=U(A).

Em particular, quando A = Endy V, V um espaco vetorial, temos U(A) = GLg V, o
grupo linear geral (Exemplo 1.2.8).

Definigao 2.1.1. Sejam G um grupo e V um F-espago vetorial. Uma representacao linear

de G em V é um homomorfismo de grupos

p:G — GLpV
g = plg) = py
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Sendo p uma representacao linear de GG, definimos o grau desta representacao como

sendo a dimensao de V. Dizemos que uma representacao é fiel se é injetora.

Observagao 2.1.2. Caso a dimensao de V seja finita, digamos n, sabemos que GLy V =

GL, (F) C M,(F). Neste caso, podemos pensar em uma representagao matricial
p:G— GL, (F).

Notemos que, se n = 1, entdo GLy V = GL, (F) = F* = F—{0}, o grupo multiplicativo
do corpo F.

Observacao 2.1.3. Quando quisermos deixar explicito o corpo em que estamos conside-
rando a representagao, usaremos o termo F-representacao linear ou representacao linear

sobre IF.

O exemplo a seguir mostra-nos que pensar em representacao é algo viavel quaisquer

que sejam o grupo e o espaco vetorial.

Exemplo 2.1.4. Sejam G um grupo e V um F-espaco vetorial, a representacao linear

p:G — GLpV
g = plg)=Ildy

é chamada de representacao trivial. Quando dim V = n, pelo ja visto na Observacao

2.1.2, podemos definir esta representacao da seguinte forma

p:G — GL, (F)
g = plg)=1In

onde I, é a matriz identidade n x n.

Exemplo 2.1.5. Seja C,, um grupo ciclico infinito. Seja g um gerador de Cy,. Temos
Coo =(9) ={e,9,9%...,97,g7% ...} 2 Z. Definimos,

g = plg") = (é T)

Notemos que esta representacdo tem grau 2 e é fiel (de fato, p(¢") # p(¢™) quando
n#m).

Exemplo 2.1.6. Consideremos Dy = (a,b | a* = b> = (ab)” = €), o grupo diedral de
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ordem 4, e definamos a seguinte representacao:

pZD4 — GLQ(R)
-1 0
a +—
1
b — ( O).
01

Observemos que p(a?) = p(aa) = p(a)p(a) = I, porém, a* # e e p(e) = I,. Ou seja,
tal representacao nao é fiel. E mais, tem grau 2.

Exemplo 2.1.7. Consideremos D4 como acima e definamos:
J Dy, — GLQ (R)
0 —1
a +—r
1 0
b — :

Utilizando propriedades de homomorfismo de grupos e fazendo calculos da aplicacao

de p nos elementos do dominio, vemos que esta representacao é fiel. Ainda, tem grau 2.

2.2 Acoes Lineares de Grupos

Definiremos o que ¢ a acao de um grupo sobre um espaco vetorial, assim como relaciona-

remos este conceito com o de representacao linear de grupo.

Definicao 2.2.1. Sejam G um grupo e V um F-espaco vetorial. Dizemos que G age

(linearmente) sobre V' se existe uma fungao
GExXV -V
<g> /U) = g-v

satisfazendo as seguintes propriedades, V v,vy,v3 € V.AXETF, g,h € G e e € G 0 elemento

neutro da operacao do grupo:
(A1) g- (01 +wv2) =g 0149 v
(42) g- (W) = Alg - v);

(A3) e-v=u;

(A4) (gh)-v=g-(h-v).
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Neste caso, dizemos que V' € um G-mddulo.

Proposicao 2.2.2. Se um F-espaco vetorial V' € um G-mddulo, entdo existe uma repre-

sentagao linear p: G — G Ly V. A reciproca também € vdlida.

Demonstracao. Suponhamos que V' seja um G-moédulo. Definamos:

p:G — EndpV
g — Tg,

onde Tg:V -V eTgv)=g-v,YveV.
Notemos que, V v,vy,v53 € V, A € F,

Tg(vi +v2) =g (v14+v2) =g-v1+9g-v2="Tg(v1) +Tg(ve);

Tg(Av) =g (M) = A(g - v) = ATg(v).

Mostrando que T'g é linear e p esta bem definida.

Ainda, como

p(gh)(v) = Tgh(v) = (gh) -v =g - (h-v) =Tg(Th(v)) = p(g) o p(h)(v),

temos que p é multiplicativa.
Por fim,

TgoTg ' (v)=Tg(g™ -v)=g-(¢7" - v)=(997 ") v=e-v=u,

mostra que T'g € GLr V. Ou seja, p, definida como acima, é uma representacao.
Provemos agora a reciproca. Para tanto, suponhamos que exista p: G — GLy V uma

representacao. Definamos assim,

LGXV =V
(g,v) = g-v:=p(g)(v)

Notemos que - ¢ uma agao do grupo G sobre V', pois, Vv, vy,v5 € VNI EF,Vg,h € G,

e € GG, e o elemento neutro da operacao no grupo, temos:

(A1)
g (v1 +wa) = p(g)(v1 +v2) = p(g)(v1) + p(g)(v2) = g - v1 + g - va;
(Az2)
g- (M) = p(g)(Av) = A(p(g9)(v)) = A(g - v);
(Asz)

e-v=p(e)(v) = v;
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(Aq)

Pelo que vimos na proposicao anterior, as duas linguagens, representacao e G-médulo,

sao equivalentes, portanto, usaremos a que for mais conveniente para cada situacao.

2.3 Mais Definicoes, Exemplos e Propriedades

Agora com a equivaléncia de linguagens entre representacoes lineares de um grupo G e

G-modulos, exibiremos mais algumas definicoes, exemplos e propriedades.

Definicao 2.3.1. Sejam G um grupo, V um [F-espago vetorial, e p : G — GLr V uma
representacao linear. Dizemos que um subespaco W de V' é p-invariante se p,(W) C W

para todo g € G.

No caso em que W é um subespago de V' e p-invariante, podemos considerar a restri¢ao

Pyl : W — W. Como p, é bijetora, py|y, também o &, e definimos py : G — GLy W.

Definigao 2.3.2. Nas condiges acima, py ¢ uma subrepresenta¢ao de p (equivalente-
mente, W ¢ um G-submodulo de V).

Observagao 2.3.3. Se considerarmos p : G — G Ly V uma representacao linear, os subes-
pacos {0y} e V sdo sempre p-invariantes. E a estes chamamos de subespagoes triviais.

Qualquer outro subespago p-invariante W com {0y} # W # V é proprio.

Definicao 2.3.4. Uma representacao p : G — GLr V & redutivel se possui subespagos
p-invariantes proprios. Caso contrario, p é irredutivel. (O G-médulo V' é redutivel se

possui G-submodulos proprios. Caso contrario, V' é irredutivel como G-modulo).
Vejamos alguns exemplos de representacoes redutiveis e irredutiveis:

Exemplo 2.3.5. Toda representacao de grau 1 é irredutivel.
De fato, se uma representacao tem grau 1, temos que a dimensao do espaco vetorial
é 1. Donde, seus tnicos subespacos vetoriais sao os subespacgos triviais, mostrando a

irredutibilidade da representacao.

Exemplo 2.3.6. Seja p a representacao expressa no Exemplo 2.1.5. Notemos que, se
v=(1,0) € R?

1 n y (1

o 1/\o) \o)’
ou seja, p(g")(v) = v.

Assim, se considerarmos W = spang{v}, temos que W é subespago proprio de V = R?

e p-invariante. Portanto, p é representacao redutivel.
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Exemplo 2.3.7. Se G # {e}, G é finito e dim V > |G|, entdo qualquer representagao
p:G — GLp V é redutivel.

Para conseguirmos mostrar o acima falado, devemos encontrar um subespaco proprio

de V' que seja p-invariante.

Consideremos vy € V um vetor nao-nulo (existe, pois a dim V' > |G| # {e}), definamos
W = spanp{p(g)(vo) | ¢ € G} de modo que dim W < |G|. Notemos que, W # {0y},

uma vez que, vg # 0 e p(e)(vy) = e - vy = vy. Agora, observamos que

p(h)(p(g)(vo)) = (p(R)p(g))(ve) = p(hg)(ve) € W,V h € G,

ou seja, W & p-invariante.
Suponhamos, por absurdo, que p é irredutivel. Como, W # {0y} e W é p-invariante,
temos que W = V. Assim, dim V =dim W < |G| < dim V.

Consideremos o operador f : V' — V definido por f = >_ p(g). Se v € ker f, entao
geG

f(’l)) = OV7 ou Seja7

> plg)(v) =0.

Ora,
Flp()(0)) = p(9)(p(h)(v)) =D plgh)(v) = f(v) =0,

geG geG
mostrando que p(h)(v) € ker f,¥V h € G, isto é, que ker f é p-invariante.

Como p é irredutivel, temos que ker f = {0y} ou ker f = V. E assim, f é bijetora

ou nula.

Se v € V =W & arbitrario, entdo v = > A\;p(g)(vp). Donde,

geG
) = S A 0 p(g) (o) = 32 S plhg)(v) = (Z Ag) Flw), Vv eV,
geG geG heG geqG

e dai, dim I'm f < 1.

Mas, como G # {e}, se f & bijetora (ker f = {0y}), dim Im f=dim V > |G| > 1,
portanto, f = 0.

Se f =0, entdao Y. p(g)(vo) = 0, assim, o conjunto {p(g)(vy) | g € G} & linearmente
geCG
dependente. Logo, dim W < |G|, o que é uma contradi¢do com o fato de V.= W e

dim V' > |G| por hipdtese. Portanto, p é redutivel.

Exemplo 2.3.8. Sejam n € N, n > 2, e V um F-espaco vetorial de dimensao n. Fixada
uma base 8 = {vy,v,...,v,} de V, consideremos, para cada o € S, a transformagao

linear T, : V. — V, definida por T,(v;) = vsu;). Notemos que T, leva base em base,
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portanto, é um isomorfismo linear, e temos bem definida a representacao linear

p:S, — GLgV
o — plo)="1T,.

Consideremos agora os seguintes subespagos de V: W = spang {v; + -+ + v,} e
U = spang {\v1 + -+ My | M+ -+ A, = 0}. Mostremos que tais subespacos sao

p-invariantes e que deste modo p é uma representacao redutivel.

Ora,
p(o) (vt 4vn) = To (vt Avp) = To(v1) 4 - +To(0n) = Vo)t -+ Vo) = V1t - ~+0n,

mostrando que p(o)(W) C W, isto &, W é p-invariante.
Ainda,

plo)( Aoy + -+ X)) = To(Avr + -+ A\vy)
= )\11}0'(1) + -+ /\nva(n)
= Ao-1()U1 + 0+ Ag=1(n)Un,

e como Ag-1(1) + -+ + Ag-1(n) = A1 + -+ + Ay, temos que p(o)(U) C U, ou seja, U é
p-invariante.

Vejamos agora que, ao considerarmos as subrepresentagoes py e py, ambas sao irre-
dutiveis. De fato, py é irredutivel, pois W tem dimensao 1 (olhar Exemplo 2.3.5). Ja
para vermos que py ¢é irredutivel teremos um pouco mais de trabalho. Primeiramente,
notamos que dim U = n — 1, e que fy = {v; — v, 01 — v3,01 — Uy,...,U; — U, } é uma

base de U, pois gera U e, além disso, os vetores em [y sao L.1.:

as(vy — vg) + ag(vy —v3) + -+ an(vy —v,) =0

= (ag+az—+ - -+ ay)vy — agvy —azvy — -+ — a,v, =0
(a2+a3—|—---+an:()
—ay =0

= —a3 =0
\—an:()

= (v —v), i=2,...,n sdo L.I., a partir do fato de § ser uma base de V.

Suponhamos, por absurdo, que py : S, — GLy U nao seja uma subrepresentacao
irredutivel, logo existe um subespaco vetorial Z C U tal que Z é py-invariante, isto &,
pu(o)(z) e ZN z € Z.
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Digamos que v; —v; ¢ Z. Seja 0 # w € Z, entdo w = ag(vy — vg) + -+ + ap(v1 — vy)
coma; €F,i=2,...,n. Sejaa; #0.

Consideremos a transposicao o = (ij), ¢ < j, assim,

pu(o)(w) = pu(ij)(w)
= pu(i)) (v —ve) + -+ (v —v;) + -+ aj(v1 —v;) + -+ ap(v1 —vy))
= (v —ve) + -+ ai(vr —vj) + - Faj(vy—v) -+ ap(vr — o),

e como o; = 0 pois w € Z, e a; # 0 por hipétese, temos pelas contas acima que

pu(o)(w) & Z.
Portanto, py é, de fato, uma subrepresentacao irredutivel.

2 2T
cos = sen =L

Exemplo 2.3.9. Sejamn € N, n > 3, e R, = " 2’;) Sendo C,, o grupo
—Sen by COS by

ciclico finito de ordem n, e g um gerador de C, (C, = {e,g,9°% ...,g"'}), temos a

representacao linear

p:Cy — GLy (R) 2 GLg R?
¢ = plg") =R}

Notemos que

—sen 6 cos 0 —sen a oS « —sen Ocos a — cos Osen o« —sen Osen o + cos Ocos «

( cos 8 sen 9) < cos o« sen a) ( cos Bcos ov — sen Bsen o cos Osen o + sen Bcos « )

—sen (0 + «) cos (0 + «)

_ (cos(9+a) sen(¢9+a)>

Donde, V k € Z,
Rk ( cos k2 sen k:%”)

—sen k%  cos k%
n n

Afirmamos que tal representacao é irredutivel. De fato, se W ¢ subespaco de R? p-
invariante e dim W = 1, entdo W = spang {wo} e p(h)(wo) = Apwo, para algum A, € R,
YV h e,

Em particular, para g € C,, p(g)(wy) = Rywy = Agwp, ou seja, wy é autovetor de R,
associado ao autovalor A\, € R. Mas, isto ¢ um absurdo, uma vez que a matriz R, nao

possui autovalores reais quando n > 3.

O resultado a seguir garante uma caracterizagao para representagoes irredutiveis de
grau finito de um grupo abeliano em um espaco vetorial sobre um corpo algebricamente
fechado.

Teorema 2.3.10. Sejam G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado.

Entao, toda F-representacao de G irredutivel de grau finito tem grau 1.
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Demonstracao. Sejam V' um [F-espago vetorial de dimensao finita e p : G — GLy V
uma representagao irredutivel, temos que mostrar que dim V = 1. Se p(g) = A\, Idy,

V g € G e para certos A\, € F, entdo dim V = 1 [de fato, se supormos, sem perda de

Ay O

generalidade, que dim V = 2, teremos p(g) = A\, Idy = . Donde, calculando os

g
autovalores, temos que A\, é um autovalor de multiplicidade algébrica 2 e, portanto, ao

encontrarmos os autoespagos generalizados associados a este, mostraremos que p(g) na
verdade é redutivel, uma contradi¢ido com a hipotese do teoremal. Suponhamos entio que
dim V > 1 e que exista gy € G tal que p(go) nao é miltiplo escalar da identidade. Como
F ¢é algebricamente fechado, existe A € F autovalor de p(go), e o autoespago W associado
aXétal que 0 # W # V. Dado g € G, temos ggo = gog, e assim, p(g)p(g0) = p(g0)p(g).
Logo, p(g)(W) C W, contradizendo a hipdtese de p ser irredutivel. Portanto, p(g) deve
ser multiplo escalar da identidade para todo g € G e, pelo ja visto, neste caso dim V =1,

concluindo a demonstracao. O]

Observacao 2.3.11. O Exemplo 2.3.9 deixa claro a necessidade da hipotese do corpo ser

algebricamente fechado para validade do Teorema 2.3.10.

Definicao 2.3.12. Sejam G um grupo e¢ p : G — GLy V uma representacao linear.
Dizemos que p é completamente redutivel (ou semi-simples) se existem Vi, Vs, ...,V su-

bespagos de V' p-invariantes tais que:
) V=VNelV,e - &V
ii) As restri¢oes de p aos subespacos Vs sdo todas irredutiveis.
Como poderiamos esperar, temos os seguintes dois exemplos:
Exemplo 2.3.13. Toda representacao irredutivel é completamente redutivel.

Exemplo 2.3.14. As representacoes triviais de grau finito sao todas completamente re-

dutiveis (olhar demonstragdo do Teorema 2.3.10).
Vejamos agora um exemplo nao imediato da defini¢ao:

Exemplo 2.3.15. Consideremos um caso particular do Exemplo 2.3.8, char F = 0 e
n = 3. Sejam W = spang {v1+va+uv3} e U = spang {A\1v1+A2va+A303 | A+ Ao+ A3 = 0}.
Temos que V = Wa&U e que W e U sao subespacos p-invariantes, com py e py irredutiveis
(veja Exemplo 2.3.8).

Portanto, p é completamente redutivel.

O proximo teorema diz-nos em que condigoes sempre obtemos representacoes comple-

tamente redutiveis.
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Teorema 2.3.16 (Maschke). Seja G um grupo finito cuja ordem néao é divisivel por
char F. Sep: G — GLp V é uma representagao linear de grau finito e W € um subespaco
p-invartante de V', entao existe Wi subespaco p-invariante de V' tal que V. =W @ W;.

Consequentemente, p é completamente redutivel.

Demonstracao. Seja W um subespaco p-invariante de V. Fixemos uma transformacao
linear ' : V' — V tal que Im T'= W e T, = Idw. Tomemos a aplicagao F : V — V
definida por

F(v) =G (p(9)™ o T o p(g))(v).

geG

Temos que, para cada g € G, (p(g)”" o T o p(g)) é uma funcdo linear (composta
de lineares), donde, F' sendo uma soma de fungoes lineares é também linear. Ainda,
F|y = Idw, pois W é p-invariante e T'|;, = Idw; Im F = W, pois W é p-invariante e

ImT =W;e, F? = F, como podemos ver:

F(0) = Fuw»:FG5§]mm*o%mwmm>

heG
= T T L ele) e T ple) o (k)™ o T o p(h)) (v
heq 9€G

Notemos agora que
(p(9)"" T op(g)) o (p(h) " o T o p(h))(v) = plg) " (T(p(9)(p(h) " (T(p(R)(v)))))).

Sabemos que T'(p(h)(v)) e W, ¥ he G,V v eV, pois Im T =W. Agora, por ser W

p-invariante, temos que

p(9)(p(h) (T (p(h)(v)))) €W, ¥V g,h € G, Vv e V.
Por fim, como T'|,,, = Idw, conseguimos que
T(p(9)(p(h) " (T(p(R)(0)))) = plg)(p(h) (T (p(h)(v)))), ¥ g,h € G, Vv E V.

Assim, ,V g,h € G, Vv eV,

p(9) " (T(p(9) (p(R) (T (p(M)()))) = p(9)” ((p(g)(p(h) (T (p(R)(v)))))
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Donde, retornando as contas acima,

Fu) = ﬁz (%lyp(h)*o%p(h»(w)

heG geG
— & X (gt oo pm)0))
heG

= F(v).

Logo, V. =W @ ker F. Mostremos por fim que ker F'é p-invariante. Sejam v € ker F
ez € G. Entiao, 3 (p(g) o T op(g))(v) =0 e assim

geG

GIE(p(x)(v)) = Y (plg)"" 2T o p(g)) o (p(x)(v))

geG
= Y (o) o pla) ™ 0 plg) ™ 0 T 0 plg) 0 pla)) ()
geG
= > p(@)((plgz) ™ 0 T 0 plg2))(v))
geG
= pla) (ngwl °To p(gm»(w)
geG
= pla) (Z(ﬂ(y)_l oTo P(?D)(U)>
yeG

uma vez que {gz | g € G} = G. Desta forma, F(p(z)(v)) = p(x)(F(v)) = 0 e dai segue

que p(z)(v) € ker F, e ker I ¢ p-invariante terminando a demonstracao. O

Observagao 2.3.17. O Teorema 2.3.16 diz entao que se dim V é finita e char F nao
divide |G|, entao V. = Wy @ Wy @ -+ & W,,, com W, p-invariante para todo i, e cada

subrepresentacao p; = pw, € irredutivel.

Procuremos, agora, relacionar representacaos partindo de um mesmo grupo.

Definicao 2.3.18. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais sobre um corpo F, e
p1 e po representacoes lineares de G em V e W, respectivamente. Um homomorfismo
equivariante (homomorfismo de representagées) é uma transformagao linear T': V — W,
tal que po(g)T = Tpi(g) para todo g € G (ou como G-modulos, T(g -v) = g - T(v),
VgeG,VoveV,edizemos que T é G-equivariante).

Ou seja, o diagrama a seguir é comutativo, V g € G,
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Dizemos que p; e py sao representagoes equivalentes se T é bijetora, ou ainda, um
isomorfismo de representagoes (na linguagem de modulos, os modulos V e W sdo equiva-
lentes, ou isomorfos, e escreve-se V = W).

Quando nao existe um isomorfismo equivariante 17" : V' — W entre os G-mddulos V' e
W, dizemos que V e W sao inequivalentes entre si.

Denotaremos por Homg(V, W) o conjunto de todos estes homomorfismos equivariantes
entre Ve W.

Observacao 2.3.19. Se p; e ps sao representacoes equivalentes, entao necessariamente

dim V =dim W. Ou seja, representacoes equivalentes devem ter o mesmo grau.

Observagao 2.3.20. Como pa(g)T = Tp1(g) para todo g € G, conseguimos, no caso de T’
ser bijetora, que T 'py(g)T = p1(g) para todo g € G.

Observagao 2.3.21. Sendo  uma base para V', e 7 uma base para W, temos que

[T [p1(9)]5 = lp2()(T):

para todo g € GG. No caso, em que T é bijetora,

(T 3p2(9) 2T = [p1(9)]5,

para todo g € G.

Se dim V e dim W sao finitas, em termos de matrizes, dizemos que duas representacoes
lineares p; : G — GL,, (F) e py : G — GL, (F) sdo equivalentes se existe alguma matriz
A€ GL, (F) tal que A 'py(g)A = p1(g), para todo g € G.

A seguir trazemos dois exemplos que nos permitem deduzir se representacoes equiva-

lentes sao triviais ou irredutiveis apenas olhando para uma delas.

Exemplo 2.3.22. Seja p; : G — GLg V tal que pi(g) = A\,Idy, para cada g € G e certos
Ag €EF. Se py: G — GLy W ¢ equivalente a p;, entao,

AT (v) = T(Agv) = T(pr(g)(v)) = p2(g)(T'(v)),

que implica em po(g)(T'(v)) = A\,T'(v) e, por ser T bijetora, pa2(g)w = Aw, ¥V w € W. Ou
seja, p2(g9) = A\gdw, para cada g € G. Particularmente, se duas representacoes forem

equivalentes, entao uma serd trivial se, e somente se, a outra o for.

Exemplo 2.3.23. Se duas representagoes forem equivalentes, entao uma seré irredutivel,
se, e somente se, a outra o for. De fato, sejam p; : G — GLg V e ps : G — GLy W
duas representacoes equivalentes, e T' : V' — W a transformacao linear bijetora que as
tornam equivalentes (isto &, T 1py(g)T = p1(g), para todo g € G). Seja V; um subespago
de V. Se V; & py-invariante, temos que T'(V7) é po-invariante. De fato, pa(g)(T(v1)) =
T(p1(g)(v1)) = T(w,), com wy, € Vi, para qualquer g € G e qualquer v; € V;. Ou seja,
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p2(T(v1)) = T(w1,) € T(V1), para qualquer g € G e qualquer v; € V4, e, portanto, T'(V7)

é po-invariante.

Usemos a Definicao 2.3.18 para verificarmos a equivaléncia das representacoes no exems-

plo abaixo.

Exemplo 2.3.24. Consideremos n = 3 no Exemplo 2.3.9, e

Notemos que

portanto,

o 2P T s i) o o) T
V3 2 2 2 2

Seja agora a representacao linear

1/1:03 — GLs (R)
9" = v(d") =B,

temos que v é equivalente p. De fato, consideremos T : R? — R? tal que T'(z) = X 'x,

uma transformacao linear bijetora, e notemos que o diagrama abaixo é comutativo,

R2 —T>R2

p(g)j lw(g)

2 2

pois, por um lado, vendo por inducao em k que (XBX_l)k = XB*X ™! e lembrando que
R; = XBX™!, temos,

T(p(g")(z)) = T(REv) = X 'Rz = X Y(XBX Y2 = X 'XB*X 2 = B* X 'z

Enquanto que, por outro lado,



44 2. Representacoes Lineares de Grupos

Ou seja, tais representacoes sao equivalentes.

Por fim, dadas representacoes equivalentes, destacaremos dois submoédulos interessan-

tes.

Exemplo 2.3.25. Sejam p; : G — GLy V e ps : G — G Ly W representacoes equivalentes.
Seja T': V — W o homomorfismo equivariante. Entao, ker T" e I'm T sao G-submoédulos
de V e W, respectivamente.

De fato, dados g € G e v € ker T, devemos mostrar que g -v € ker T. Ora, como
T(g-v) =9 -T(w) =g 0w = p2(9)(Ow) = Ow, temos que g -v € ker T. E, portanto,
ker T é G-submodulo de V.

Agora, dados ¢ € G e w € Im T, devemos mostrar que g -w € Im T. Ora, como
w e Im T, existe v € V, tal que T'(v) = w. Assim, g-w =g -T(v)=T(g-v) € Im T.
Portanto, Im T é G-submoédulo de W,

2.4 Soma Direta de Representacao e Produto Tensorial

de Representacao
Nesta se¢ao, construiremos novas representacoes a partir das ja conhecidas, e analisaremos
algumas de suas propriedades.

Definigao 2.4.1. Sejam p; : G — GLy V e py : G — GLy W duas representacoes

lineares. Consideremos o espaco vetorial V' & W, e definimos para cada g € G,

p1(g9) ®p2(g): VW — VeW
(v,w) = (p1(9)(v), p2(g)(w))

Notemos que, para cada g € G, p1(g) ® p2(g) acima definida é uma transformagao

linear invertivel de V& W em V & W. Portanto, podemos definir a representacao linear,

pr®p:G — GLp (VW)
g = (p1@p2)(g)(v,w) = (p1(9)(v), p2(g)(w)) = p1(g)(v) + p2(g)(w)

Esta representacao origina-se da soma direta de outras duas representacoes do mesmo

grupo G.

Observagao 2.4.2. Se dim V =n e dim W = m, as representagoes p; e p dadas acima,

podem ser vistas na forma matricial
p1:G—GL, (F) e py:G— GL, (F).

Assim,
p1®py: G = Glpym (F),
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e, para cada g € G,

B Pl(g)nxn Onxm
(p1 @ p2)(g) = ( Oumscrn p2(9>mxm> |

O resultado a seguir mostra que a soma direta de duas representacoes herda caracte-

risticas das representacoes que foram somadas.

Proposicao 2.4.3. Sep, : G — GLp V e py: G — GLg W sao representacoes completa-
mente redutiveis, entao py ® ps : G — GLp (V & W) também é completamente redutivel.

Demonstracao. Como p; e py sao completamente redutiveis, temos da Definicao 2.3.12
que V =V Vod - -V, em que p1|vi é irredutivel, com ¢ = 1,2,...,n; e W =
WieW,d - - d W, em que P2|W]- é irredutivel, com j = 1,2,...,m. Deste modo,
Vew =Vie---aV,)eoWi@---aW,) =Vid - @&V, eW1@---®&W,,. Se mostrarmos
que p1 D pay, € p1 & p2|Wj sao irredutiveis, temos a demonstracao da afirmacao fazendo
uso da Definicao 2.3.12.

Ora,

(p1® p2)(9)(0,0,...,v;,0,0,...) = pi1(9)(0,0,...,v;,0,...) + p2(9)(0,...,0) = pa(g)(vi),

ou seja, p1 ® pa|y, = pily,, que é irredutivel.

Analogamente, p; & pg\Wj = p2|Wj, que irredutivel. O

Passaremos agora a falar sobre o produto tensorial de representacoes, uma outra ma-

neira de obtermos uma representacao a partir de outras ja conhecidas.

Definicao 2.4.4. Sejam G um grupo,

p1:G—>GLp V e p2:G—GLy W
g+ pi(9) g+ pa(9)
representacoes lineares de G. Dado g € G, consideremos a aplicacao Fy : VW — VoW,
definida por Fy(v,w) = p1(g)(v) ® p2(g)(w). Como esta aplicacao é bilinear, existe uma
transformacao linear ¢, : V@ W — V @ W tal que ¢ (v ® w) = p1(g9)(v) ® p2(g)(w).
Observando que p;(g) € GLr V € p2(g) € GLy W, concluimos que ¢, € GLg (V @ W).

Podemos entao definir

0:G — GLp (VW)
g = »(9) =,
Tal aplicagao é uma representacao linear de G em V @ W. Esta é chamada de produto
tensorial de py e ps, € normalmente denotada por p; ® ps.

Observemos agora que os produtos tensoriais entre representacoes equivalentes resul-

tam em representacoes equivalentes.
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Observagao 2.4.5. Suponhamos agora que p) : G — GLg Vi e py : G — GLr W) sao

representacoes equivalentes a p; e py, respectivamente. Temos entao que existem,
T:V—=>V e S:W-=W,

transformacoes lineares bijetoras tais que

T (9)T =pi(g) e S7'p(9)S = palg),
para todo g € GG. Considerando agora a transformacao linear:

TRS: VoW — VieWw
vew — T)®T(w)

temos que a sua inversa ¢ a transformagao

T'@St:VieW, —» VoW
v @w; = T Hv) ® S Hwy).

Ademais, sendo ¢ = p; ® py e ¢ = ph @ ply, temos (T ® S) "¢ (9T ® S) = p(g) para
todo g € G. Logo, p1 ® p2 e p} ® ply sdo representagdes equivalentes.

Diferentemente do que ocorre com a soma direta de representagoes, o exemplo a seguir
mostra-nos que dadas representacoes irredutiveis, o produto tensorial delas pode nao ser

uma representacao irredutivel.

Exemplo 2.4.6. Sejam V um espaco vetorial real de dimensao 2 e § = {v1,v3} uma
base de V. Consideremos T' € GLg V tal que T(v;) = vg e T(vy) = —v;. Sendo

Cy, ={1,9,9% ¢*} um grupo ciclico de ordem 4, definamos

p:Cy — GLgV
g" = plg")=T1"

Temos que p é uma representacao linear irredutivel de Cy. De fato,

7]} = (2 ‘01> |

em que o polinémio caracteristico, p[T]g(/\) = det([T]g — M) = \? + 1, nao tem raiz em
R. Ou seja, T' nao é diagonalizavel e, portanto, p é irredutivel. Considerando agora a
representacdo p® p: Cy — GLg (V ® V), temos que ela possui grau 4 e nao é irredutivel.
De fato, o subespaco W = spang {v; @ v1 + v3 @ v} de V ® V tem grau 2 e é (p ® p)-
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invariante, pois,

(P@p)(g) (1 ®@v+1v2Qv2) = (TRT)(v1 @y + v @ )
= TT)(v1®@v)+ (T RT)(v2 ® vq)
= T(v)@T(v1) + T(v9) @ T(v2) = va @y + (—v1) @ (—vy)

= V@ Uy+ V1 K V1.

2.5 Representacoes de Algebras e FG-mddulos

Pretendemos nesta secao associar representacoes de grupos com representacoes de dlgebras
e, por meio do estudo da algebra de grupo FG e dos FG-modulos, obter informacoes

pertinentes sobre as representacoes irredutiveis de G.

Definicao 2.5.1. Sejam A uma F-4lgebra e V' um espaco vetorial sobre F. Um homo-
morfismo de algebras p : A — Endr V é chamado de uma representacao linear de dlgebras

(ou uma representacao de dlgebras).

Observagao 2.5.2. De forma andloga ao feito na Definicao 2.1.1, temos os conceitos de
grau de uma representacao de algebras e representacao fiel entre algebras. Como também,

representacao redutivel e irredutivel (Defini¢ao 2.3.4), subrepresentacao, etc.

Pensando na linguagem por moédulos, lembremo-nos das seguintes defini¢oes:

Definicao 2.5.3. Seja A uma [F-algebra associativa com unidade. Definimos um A-

mddulo (ou modulo sobre A) como sendo um espago vetorial V', munido de um produto

AXV =V
(a,v) — a-wv
que satisfaz, para quaisquer a,ay,as € A, v,v1,v3 € Ve XA € F:

i) (a1 4+ as)-v=_(a-v)+ (ag-v);

i) a-(v1+v2) = (a-vy)+ (a-wvy);
iii) (Aa)-v=a-(\)=Aa-v);
iv) ap - (az - v) = (a1az) - v;

v) 1a-v=nw.

Observacao 2.5.4. Sendo A uma F-algebra associativa com unidade, temos pelo ja ob-
servado (1.2.3) que A pode ser vista como um anel com unidade. E assim, a defini¢do

anterior pode ser pensada como uma acao do anel A sobre um espaco vetorial V.
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De maneira geral, para termos um modulo a partir de um anel com unidade, precisamos
apenas que V seja um grupo abeliano e que valham ), 77), iv) e v) na defini¢do acima (para
o caso de ser um modulo a esquerda). Porém, trabalharemos apenas com modulos quando

V' é um espago vetorial e, para tanto, precisamos exigir a validade de ii).

Definigao 2.5.5. Sejam A uma F-dlgebra associativa com unidade, e V' um A-moddulo.

Dizemos que:

i) Um subespaco vetorial W de V' & um submddulo(ou A-submddulo) de V', se a-w € W
para quaisquer a € A e w € W;

ii) Um submddulo W de V é minimal, se ndo existe submodulo Wy de V' tal que
{0y} #W1 CW;

iii) V' é um A-mddulo irredutivel (ou simples), se seus tnicos submodulos sdao {0y} e
V.
Observacao 2.5.6. Se V é um A-moddulo, temos que os submddulos minimais de V' sao
exatamente aqueles que sao A-modulos irredutiveis.
Observacao 2.5.7. Assim como o feito na secao de Ac¢oes Lineares de Grupos deste mesmo
capitulo, Secao 2.2, temos que as linguagens de representacao de algebras e A-moédulos
sao equivalentes. Portanto, usaremos a mais conveniente em cada momento.
Observacao 2.5.8. Podemos também aplicar a Definicao 2.3.18 para representacao de
algebras, fazendo as devidas alteracoes.
A partir da definicdo de representacoes de algebras, chegamos a:

Observacgao 2.5.9. Se p: G — GLp V é uma representacao linear, consideremos a algebra

de grupo FG (vista no Exemplo 1.2.35). Construamos o seguinte diagrama,

End[g‘ Vv

Entao, cada p : G — GLyr V C Endr V determina um tnico homomorfismo de
algebras p : FG — Endy V dado por,

2 (Z agg> = aplg) = ag(por)(g) = agp(g).

9eG geCG geG geG

Isto &, p é representacao de algebras (olhe Proposigao 1.2.82).
Por outro lado, se p : FG — Endy V é homomorfismo de éalgebras (representagao),

g,h,e € G, e e é o elemento neutro de G, entao v = p|, : G = Endr V é tal que

Y(gh) = plg(gh) = p(gh) = p(g)p(h)
= pla(g)pla(h) =¥ (g)Y(h)
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e,

be) = pla () = ple) = Idy.

Ou seja, ¥ : G — GLr V & uma representacao linear de grupo.

Portanto, as representacoes de um grupo G e da algebra de grupo FG sao equivalentes.
Ou melhor dizendo, existe uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas de FG-
modulo em V' e as representacoes lineares de G em V.

Observagao 2.5.10. Se W é um subespago p-invariante de V' (p: G — GLy V é represen-
tacdo linear), entdo p(g)(w) € W, Vg € G e V w € W. Ou, na linguagem de modulos,
g-w € W, para quaisquer g € G e w € W. Como G é base de FG, concluimos que W é

um submoédulo do FG-modulo V.

Definicao 2.5.11. Sejam V e W espacos vetoriais sobre F e A uma [F-algebra. Definimos

os seguintes conjuntos:

Homa (V,W)={f € Homp(V,W) | f é equivariante},

Ends V ={f € Endg V | f é equivariante}.

Temos no proximo lema uma caracterizagdo para o conjunto Hom, (V, W) para algu-

mas condigoes sobre o corpo F.

Lema 2.5.1 (Lema de Schur). Sejam F um corpo algebricamente fechado e char F = 0;
A uma F-dlgebra; p: A — Endrp V e T: A — Endg W representacoes irredutiveis; e, V,

W espacos de dimensao enumerdvel. Entao,

) 1, sep=T
dimp Homa(V,W) =
0, caso contrdrio.

Demonstragao. Seja T € Homy (V,W). Temos que ker T é um A-submodulo de V' e
Im T é um A-submodulo de W (vide Exemplo 2.3.25). Se T' # 0, entao ker T" # V e
Im T # {Ow}. Como V e W sdao A-mdbdulos irredutiveis, ker 7' = {0y} e Im T = W.
Ou seja, T' é um isomorfismo de representagoes de algebras. Assim, ja temos estabelecido
que dimp Homy (V,W) # 0 se, e somente se, p = 7.

Suponhamos, entao, p = 7. Se S, T € Homu (V,W), entao R = T~'S € Endg V.
Suponhamos que R nao seja escalar, logo, para todo A € F, (R — Aldy) nao é nulo,
portanto, invertivel.

Afirmacgao: VO#Av eV eV A,...,\, €F,

{(R—M\1Idy) ' (v),..., (R = \nIdy) " (0)}
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é L.I.

Seja a combinacgao linear

Y ai(R—NlIdy)"(v) =0, Va; €F.

=1

Multiplicando por [[iZ, (R — A;j/dy) e notando que os (R — A;/dy) comutam entre si
[((R—MNildy)(R—\Idy) = R*—\;RIdy — \;RIdy + M\ Id3 = R*— \;RIdy — \;RIdy +
MNNIdE = (R — \Idy)(R — N\ Idy)], temos
d a [ (B-Nldy)(v) =0.

1

i=1 j=1j#i

Fazendo f(z) =3 a; [[j-, ; (¥ — A;Idy), conseguimos que f(R)(v) = 0.
i=1
Se algum a; # 0, para ¢ =1,2,...,m, entdao f # 0. Logo, possui fatoragao,

fla) =cle =) ... (x = ptm-1),

c#0,e ... 1y €F. Deste modo,

f(R) =c(R—mldy)...(R— pm-ldy)

é invertivel, o que contradiz f(R)(v) = 0. Portanto, a; = 0, para todo i = 1,2,...,m
Assim, com a Afirmacao provada, chegamos a uma contradicdo com a hipotese de V' ter

dimensao enumeravel (podemos tomar quaisquer escalares e quaisquer vetores nao nulos

de V' e obtermos pela Afirmacdo uma quantidade ndo enumeravel de vetores L.I. em V).

Donde, concluimos que R é escalar e, portanto, temos a conclusao da demonstracao. [

Corolario 2.5.12. Se [ € algebricamente fechado e char F =0, p: A — Endr V repre-

sentacao irredutivel de dlgebras, com V um F-espaco vetorial de dimensao enumerdvel,
entio Endy V = {\ldy |\ € F} = F.

Demonstragao. Basta aplicarmos o Lema de Schur, 2.5.1, para 7 = p (p na hipotese do
Corolario). O

O resultado a seguir retoma a correspondéncia biunivoca entre as estruturas de FG-

modulos e as representacoes lineares de G.

Proposicao 2.5.13. Sejam p; : G — GLy V e py: G — GLg W representacoes lineares
de G. Entao, valem:

a) p1 e pa sao equivalentes se, e somente se, os respectivos FG-mddulos V e W sdo

1somorfos.
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b) p1 € irredutivel se, e somente se, o respectivo FG-mddulo V' ¢é irredutivel.

Demonstra¢ao.  a) Suponhamos que p; e py sdo equivalentes, temos entdo a existéncia
de um homomorfismo equivariante 7' : V' — W, isto é, uma funcao linear bijetora
tal que po(g)T = Tp1(g) para todo g € G. Assim, considerando a linguagem em

G-modulos, temos

T(g-v) =T(p1(9)(v)) = p2(9)(T'(v)) = g - T(v),

para quaisquer g € G e v € V. Como T ¢é linear e G é base de FG, temos que

T((Z%g>-v> = T(Z&g(g-v)>:2agT(gm)

geq geG 9€G
- Zag(g -T(v)) = (Z Ozgg> - T(v),
geG geG

para quaisquer o, € F e v € V. Logo, T é um isomorfismo de FG-modulos.

Suponhamos agora que V e W sao FG-moédulos isomorfos. Seja F' : V. — W
um isomorfismo de FG-mo6dulos. F' é entao uma transformacao linear bijetora que

satisfaz F'(« - v) = - F(v) para quaisquer o € FG e v € V. Assim,

(Fp1(9))(v) = F(p1(g)(v)) = Fg-v) = g~ F(v) = pa(9)(F'(v)) = (p2(9) F)(v),
e, portanto, Fpi(g) = p2(g)F para todo g € G. Donde, p; e ps sdo equivalentes.

b) A Observacdo 2.5.10 garante-nos que os submodulos do FG-modulo V' correspon-
dentes a p; sao exatamente os subespacos pi-invariantes. Donde, temos o resultado.
O

Antes de expormos o proximo lema, que nos dd um conjunto gerador para Endp V
quando F é um corpo algebricamente fechado, iremos apresentar mais dois resultados que
sao utilizados na demonstragao deste, e que podem ser encontrados em [5]. Para tanto,

consideremos A uma F-algebra e V um espago vetorial sobre F.

Proposigao 2.5.14. Sejam V um A-mddulo simples de dimensao finita sobre F, e, f €
Endp V tal que foT =T o f para todo T € Ends V. Sevy,vq,...,v, €V, entao existe
a € A tal que f(v;) = a-v; para todo i =1,2,... n.

Corolario 2.5.15. Se V' é um A-mddulo simples de dimensao finita sobre F, e, F €
algebricamente fechado, entao Endy V = {\ldy | X € F}.

Lema 2.5.2 (Lema de Burnside). Suponhamos F um corpo algebricamente fechado e
p: G — GLp V uma representacao linear irredutivel de grau finito. FEntdo, o conjunto

{p(g) | g € G} gera Endg V como F-espago vetorial.
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Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5]. O

Corolario 2.5.16. Se F ¢ um corpo algebricamente fechado, G € finito e p € uma repre-

sentacdo irredutivel de grau n de G, entdo n® < |G|.

Demonstrac¢ao. Pelo Lema de Burnside temos que {p(g) | ¢ € G} gera Endy V como
F-espago vetorial. Como |{p(g) | ¢ € G}| < |G| e dimp Endr V = n?, conseguimos
n? < |G|. O

Vejamos a importancia do corpo ser algebricamente fechado no corolario acima.
Observagao 2.5.17. No Exemplo 2.3.9, para n = 3, temos |C3] = 3 e o grau da represen-
tagdo p, que é irredutivel, igual a 2. Donde, 22 =4 £ |C3| = 3.

Apresentaremos alguns resultados de A-moédulos que serdo ferramentas importantes
para aplicarmos em PI-Teoria (Capitulos 3 em diante). Comecemos com um lema que
afirma que a imagem de um homomorfismo A-equivariante partindo de um A-moédulo

simples ¢ um A-modulo simples:

Lema 2.5.3. Se f € Homa (V,W) em que V e W sao A-mddulos, V' ¢é simples, entdo

Im fCW ¢éum submddulo simples.

Demonstracao. Consideremos U C Im f um submoédulo nao nulo, temos entao que
{0y} # fYU) & um A-submodulo de V [de fato, seja © € f~1(U), notemos que
fla-v) = a- f(v) € U para qualquer a € A. Assim, a -0 € f~'(U), mostrando o
antes afirmado|, donde, f~}(U) = V, por ser V simples. Portanto, U = f(V) = Im f.

Ou seja, Im f é um submoddulo simples de W. [

Lema 2.5.4. Sejam A uma F-dlgebra associativa com unidade, V' um A-mddulo e W um

submaodulo proprio de V. Entao,

a) SeWy, Wy, ..., W, sao submddulos irredutiveis de V tais que V.= W1GWo®- - -GW,,,
entdo existem ji,...,5 € {1,2,...,n} tais que V=W e W; &---dW,,.

b) Se Wy e Wy sao submddulos de V' tais que V. =W oW, = W o Ws, entdo Wy ~ Ws.

Demonstragio.  a) Como {0y} # W #V deve existir j; € {1,2,...,n} tal que W;, €
W (caso contrario W = V') e assim, por ser W, um moédulo irredutivel de V', temos
W;,NW ={0y}. Se V. =Wa@W,,, acabamos. Se nao, deve existir j, € {1,2,...,n}
tal que Wy, & W @ W, e entdo W;,, N (W e W) ={0y}. Se V=WaW, &W,,
acabamos. Se nao, o processo continua. Como V =W; Wy & ---dW,,, temos que

tal processo para em algum momento, donde concluimos o resultado.

b) Dado v € V, existem tnicos w' € W e wy € W tais que v = w' + wy. Como Wy é

submoédulo de V', definimos, assim, a aplicagao

fZW1 — W

v o= f(v) = ws.
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Notemos que, V v, € Wi, VA €F,VaeA,
flo+0") = fl(w'+wz)+(w"+wy)) = f(w'+w")+(wetw))) = wetwh = f(v)+f(v);

FOw) = FONW' +wy)) = FOu' + M) = Awy = Af(0):

fla-v)=fla (W' +ws)) = fla-w +a-wy) =a-wy=a- f(v).

Ou seja, f ¢ um homomorfismo de A-médulos e seu nicleo é exatamente W NW, =
{Oy}. Ainda, vejamos que f é sobrejetora: se wy € Ws, entao existem w” € W
e wy € W tais que wy = w” + wy. Logo, wy = (—w”) + wy e assim f(w;) = ws.
Concluimos de tudo que f é um isomorfismo de A-mddulos.

O

Na proposicao a seguir veremos que, se uma representacao linear p : G — GLg V
¢ completamente redutivel, entao a decomposicao de V em soma direta de subespacos
p-invariantes, com respectivas subrepresentacoes irredutiveis, é inica, a menos de ordem

dos subespacos e equivaléncia das subrepresentacoes.

Proposigao 2.5.18. Sejam A uma F-dlgebra associativa com unidade, e, W e Z A-

mddulos isomorfos. Se
W=WaeWy,d---adW, e Z=Z1®ZD &Ly,

onde W; e Z; sao submddulos minimais de W e Z, respectivamente, entao m = n e

W; ~ Z; para todo i = 1,2,...,n (reordenando 0s Z's, se necessdrio).
b ) ) ] 2

Demonstracao. Como W e Z sao A-mddulos isomorfos, temos que existe f: W — Z um
isomorfismo de A-mo6dulos. Por sabermos que W; é um submo6dulo minimal de W, temos
pelo Lema 2.5.3 que f(W;) é um submoé6dulo minimal de Z, para i = 1,2,...,n. Além
disso, Z = f(Wy) @ f(Wy) @ --- @ f(W,). Pelo item a) do lema anterior, devem existir
Jis--50 € {1,2,...,n} tais que Z = Z; & f(W,) & --- & f(W,,) e assim, do item b),
fWi) @@ f(W;)~Zy® -+ B Zy. Como | < n, temos por inducao que | =m — 1,
Wi, ~ Zy,...,Wj, ~ Z,. Sendo {jis1,...,Jn}t =1{1,2,....,n} — {j1,..., 1}, temos

Z={Win)@---ofW,)o (W) ®---of(W,)).

Segue entao, novamento do lema anterior, que Z; ~ f(W;_ ) @ --- ® f(W;,). Mas,

como Z; ¢ minimal, devemos ter n = [+ 1e Z; >~ f(W;,), donde n = m e Z; ~ W,

concluindo a demonstracao. O

Em virtude do ganho da proposicao anterior, a partir deste momento, G serd um

grupo finito cuja ordem nao é divisivel pela caracteristica do corpo F. Neste caso, toda
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representacdo de G de grau finito é completamente redutivel por Maschke (2.3.16) e

podemos fazer uso de tal ganho.

Definicao 2.5.19. Consideremos a representacao linear

ﬁIG — GL]FFG

g = plg)

onde p(g) : FG — FG é definida por p(g)(a) = ga. Esta representacio, chamada de
representacao reqular a esquerda de G, é fiel e é a representacao correspondente ao FG-

modulo a esquerda de FG.

Observagao 2.5.20. Observemos que os subespacos p-invariantes de FG, ou os FG-
submodulos de FG, sao exatamente os ideais a esquerda de FG. Segue novamente do
Teorema de Maschke (2.3.16) que se W é um ideal & esquerda de FG, entao existe W
também ideal a esquerda de FG tal que FG = W & Wy,

Observagao 2.5.21. Desta maneira, os ideais minimais a esquerda de FG correspondem
as subrepresentacoes irredutiveis de p, concluimos, novamente pelo Teorema de Maschke
(2.3.16), que FG é uma soma direta de uma quantidade finita de ideais minimais a es-

querda.

O préximo lema diz que toda representacao linear irredutivel de dimensao finita de G
é equivalente a uma subrepresentacao da representagao regular a esquerda de G. Isto é,
podemos olhar para os subespacos invariantes segundo a representacao linear irredutivel

de G como ideais minimais a esquerda de FG.

Lema 2.5.5. Todo FG-mddulo irredutivel de dimensao finita é isomorfo a um ideal mi-

nimal o esquerda de FG.

Demonstracao. Seja V' um FG-modulo irredutivel de dimensado finita (digamos que
p: G — GLgp V é a representagao linear correspondente) e fixemos vy € V — {0y }.
Consideremos T : FG — V que satisfaz T(g) = g - vo para todo g € G. Observemos que
T(g+ Ah) = (g+ Ah) -vg = g-vo+ (M) -vg = g-vo+ Ah-vg) = T(g) + AT(h), e,
T(h-g) = (hg)-vo=h-(g-vy) = h-T(vy), para quaisquer, g,h € G, X € [F; ainda que G é
base de FG; temos entao que T é um homomorfismo de FG-médulos. Assim, como T # 0
[pois sendo e € G o elemento identidade do grupo temos que T'(e) = e - vy = vg # Oy, e
temos a irredutibilidade de V', Im T' =V, isto é, T' é sobrejora.

Sabemos que ker T' é um FG-submoédulo de FG, e FG é completamente redutivel por
Maschke, logo, existe um FG-submoédulo I de FG tal que FG = ker T @ I. Considerando

entao a restricao de 1" a [

n:1 —- V

a — Ti(a)=a- v
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temos que I'm Ty = Im T(= V), pois se oy € ker T e ag € I, entdao T'(ay + o) =
T(o) + T(a) = T(az). Ainda, ker T C ker T'N [ e, portanto, ker 77 = {Opg}. Temos
entdo que T é um isomorfismo de FG-mo6dulos. Afirmamos que I é um ideal minimal
a esquerda de FG. Ja sabemos que I por ser um FG-submoédulo de FG é um ideal a
esquerda de FG, suponhamos que I nao seja minimal, isto é, que exista {Opc} # I; C [
um ideal a esquerda de FG. Assim, I; é um FG-submoédulo de FG, e, portanto, I é
subespaco p-invariante de FG. Como T} ¢ isomorfismo, temos T'(1y) = T1({;) ¢ subespaco

p-invariante de V', o que é um absurdo. Logo, I é ideal minimal & esquerda de FG. O]

Vejamos agora quando os ideais minimais & esquerda de FG sao isomorfos como FG-
modulos. Ou equivalentemente, quando as subrepresentacoes irredutiveis de p sao iso-

morfas.

Lema 2.5.6. Sejam I e J ideais minimais a esquerda de FG. Entao, I e J sao isomorfos

como FG-maddulos se, e somente se, existe a € FG tal que J = la.

Demonstra¢ao. Suponhamos ¢ : I — J um isomorfismo de FG-moédulos. Como, por
Maschke, existe W ideal & esquerda de FG tal que FG = I & W, e 1lpg € FG, tomemos
ap € I ew € W tais que lgg = a1 + wy. Para qualquer x € FG, temos entao xr =
zay + zw;y (zoq € I e zwy € W). Em particular, para x € I segue que zw; = 0. Desta
forma, o(z) = p(xay) = zp(aq). Considerando oo = p(ay), temos J = Im ¢ = la.

Suponhamos agora J = I, com o € FG. Entao a aplicacao

p: 1l — J

r — ) =1ra

¢ um homomorfismo sobrejetivo de FG-modulos |ora, ¢(x + A\y) = (x + A\y)a = za +
(Ay)a = za + Aya) = ¢(z) + Ap(y), e p(B-z) = (B-2)a = B (za) = B - p(z), para
quaisquer xz,y € I, A € F e g € FG]. Como, ¢ # 0, ker ¢ # [ e I é irredutivel como

FG-modulo (lema anterior), devemos ter ker ¢ = {0;}, terminando a demonstragao. [J

Exibamos mais dois resultados que serao ferramentas técnicas posteriormente e deixa-

mos as demonstracoes apenas referenciadas, [5].

Lema 2.5.7. Sejam A uma F-dlgebra associativa com unidade, V um A-mddulo e W um
submddulo minimal de V. Se {W; | i € A} € uma familia de submddulos minimais de V

tais que W C Y W, entao W € isomorfo como A-mddulo a algum dos W/s.

€A
Corolario 2.5.22. Se Iy, 1,...,1,, sdo ideats minimais o esquerda de FG dois a dois
nao isomorfos (como FG-mddulos), entao ) dimp I; < |G|. Particularmente, m < |G|.
j=1
Proposicao 2.5.23. Se p1, pa, ..., pm sao F-representacoes irredutiveis duas a duas nao

equivalentes de G, entdo a soma de seus graus € menor ou igual a |G| e também m < |G|.
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Demonstragao. Sejam para j = 1,2,...,m, p; : G — GLy V; as F-representagoes irredu-
tiveis duas a duas nao equivalentes de G, onde V; é um F-espacgo vetorial de dimensao n;.
Observemos que os respectivos FG-modulos Vi, Vs, ..., V,, sao dois a dois nao isomorfos
(2.5.13). Pelo Lema 2.5.5, existem I3, I, ..., I,, ideais minimais a esquerda de FG tais
que I; ~ V; como FG-moédulos, para j = 1,2,...,m. Assim, dimp [; =nje 1,1z, ..., 1,
sao dois a dois nao isomorfos como FG-médulos. Segue entao do corolario anterior que
ny+mng + - +ny, < |G| e m < |G|. Donde, provamos o dito. O

Vejamos agora um exemplo de aplicacao da proposicao anterior, e, portanto, das

ferramentas técnicas antes apresentadas.

Exemplo 2.5.24. Consideremos o caso n = 3 no exemplo 2.3.9:

2 2

Ra — CcCOS 3 sen 3
3 = 21 21
—Sen = CoS —

3 3

p: 03 — GLQ R

g = plg") =Ry

Temos que p é uma R-representacao irredutivel de grau 2 de 5. Consideremos tam-
bém a representacgao trivial o : C5 — GLg R = R*, definida por o(g¥) = Idg = 1 de
grau 1 (portanto, irredutivel). Pela Proposi¢ao 2.5.23, ndo pode existir uma terceira re-
presentacao irredutivel de C3 sobre R que nao é equivalente nem a p e nem a o. Assim,

qualquer representacao linear de C3 irredutivel sobre R deve ser equivalente a p ou a o.

Faremos mais algumas definicoes e observagoes para entao chegarmos a decomposicao

de FG em componentes isotipicas.

Definig¢ao 2.5.25. Consideremos m o ntimero de representacoes irredutiveis (a menos de
equivaléncia) de G. Tomemos I, I, ..., I, ideais minimais a esquerda de FG dois a dois

nao isomorfos como FG-moédulos. Seja d; = dimg 1.

Observagao 2.5.26. Observemos entao que todo ideal minimal & esquerda de FG é isomorfo

como FG-modulo a exatamente um deles.

Definicao 2.5.27. Para cada j = 1,2,...,m, consideremos J; = [;[FG, e notemos que é
um ideal bilateral de FG. A cada um destes ideais bilaterais de FG, damos o nome de

componente isotipica. Podemos entender melhor o nome pela observacao a seguir.

Observacao 2.5.28. Para cada o € FG, [ é ideal minimal a esquerda de J; isomorfo a I;
(como FG-modulos). Segue do Lema 2.5.6 que J; ¢ exatamente a soma de todos os ideais

minimais & esquerda de FG isomorfos (como FG-modulos) a ;.
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Chegamos assim & grande caracterizagao da algebra de grupo FG, caracterizacao esta

dada por meio de suas componentes isotipicas.

Proposicao 2.5.29.
FG=L® @ D Jpn.

Demonstragao. Sejam xy + 29 + --- + 2, = 0, com x; € J;. Suponhamos z,, # 0
e tomemos I um ideal minimal & esquerda de FG contido em (FG)z,,. Notemos que
Ty € Jn N (J1 + -+ + Jno1), €, portanto, I C J, N (J; + -+ + Jn_1). Segue entdo
do Lema 2.5.7 que I é isomorfo a I, e também a I; para algum j € {1,...,m — 1}, o
que ¢ um absurdo. Devemos ter entao z,, = 0. De maneira analoga, concluimos que
ry=--+=1x,_1=0. Logo, a soma J; + Jy + --- + J,, é direta.

Como FG é a soma de todos os seus ideais minimais a esquerda, temos que

JI®&J®D-- D J, =FG.

Observacao 2.5.30. Pelo Teorema 1.2.65 e pela proposicao anterior, temos que
FG~ A x Ay X --- X A,,,

onde A; >~ J; (como algebras) para j =1,2,...,m.
Como Z(A; x Ay X+ xAp) = Z(A1) x Z(Ag) X - -+ X Z(Ap,), temos dimp Z(FG) > m,
uma vez que A; é uma algebra com unidade e, consequentemente, dimp Z(A;) > 1, para

g=12...,m.

Tentemos com o proximo lema ter uma estimativa para m, o niimero de representagoes
irredutiveis, inequivalentes de G. Veremos que esta estimativa estd associada ao nimero

de classes de conjugacao do grupo G.

Lema 2.5.8. Sejam G um grupo finito, Cly,Cls, ..., Cl;, as distintas classes de conjuga-

¢aode G evj= ) gparaj=12 .. h. Entao, {vi,vs,...,v,} € uma base de Z(FG)
QEClj
e, portanto, dimp Z(FG) = h. Em particular, consequimos que m < h.

Demonstragao. Encontrada em [5]. O

Pelo visto neste lema e no seu anterior, temos que o numero de F-representacoes irredu-
tiveis (a menos de equivaléncia) de G é menor ou igual ao nimero de classes de conjugagao
de G. Veremos agora que se [F é algebricamente fechado, entao vale a igualdade. Isto é,
m = h.

Para isto, precisamos do seguinte teorema encontrado em [5].

Teorema 2.5.31. Se ' é um corpo algebricamente fechado e A é uma F-dlgebra simples
de dimensao finita, entio existe n € N tal que A ~ M, (F).



58 2. Representacoes Lineares de Grupos

Teorema 2.5.32. Se [F € um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divide

a ordem de um grupo finito G, entdao
FG ~ Md1 (]F) X Md2 (F) X oo X Mdm (F)
onde dy,ds, ... ,d, sio os graus das (inequivalentes) F-representacoes irredutiveis de G.

Demonstragao. Fixado j € {1,2,...,m} (arbitrario), consideremos U um ideal bilateral
nao nulo de J;. Seja x € FG, temos que x = 21 + 22 + -+ + 2,,, com z; € J;. Agora,
seja u € U. Entao, ru = z1u + xou + - - - + U, ur = uxry + uxy + - - - + ux,,, € ambos
pertencem a U, pois J;J; = J;J; = {0} para ¢ # j, ja que, FG é algebra associativa e
temos a validade da Proposicao 1.2.44. Podemos entao concluir que U é um ideal bilateral
de FG.

Tomando agora I um ideal minimal a esquerda de FG contido em U, temos pelos
Lemas 2.5.7 e 2.5.6 que [ ¢é isomorfo a [; (como FG-moédulo) e que I; C U. Logo,
J;j = LIFG C U e assim U = J;. Desta forma, J; ¢ uma F-algebra simples de dimensao
finita. Ainda, como todo ideal a esquerda de J; é também um ideal & esquerda de FG,
temos que I; é um ideal minimal & esquerda de J;.

Supondo agora F algebricamente fechado, temos J; ~ My, (IF) (observe o teorema

acima). O

Observagio 2.5.33. Do teorema acima é imediato que |G| = &% + d3 + --- + d?,. Além
disso, como dimp Z(My, (F)) = 1, temos que dimg Z(FG) = m.

Teorema 2.5.34. Se [F € um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divide

a ordem de um grupo finito G, entdao:

i) O nimero de F-representagoes lineares irredutiveis de G € finito, a menos de equi-

valéncia, e € igual ao numero de classes de conjugacao de G.

ii) Se dy,da,...,dy, sao os graus das F-representagoes irredutiveis (nao equivalentes)
de G, entio |G| =d? +d3+ -+ d2,.

Demonstracao. Segue do teorema e da observacao anteriores. O

Apliquemos os teoremas anteriores:

Exemplo 2.5.35. Sabemos que o subgrupo S3 possui exatamente 3 classes de conjugagao.
Sendo entao F um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2 e 3, temos
que o nimero de F-representacoes irredutiveis, a menos de equivaléncia de S3, é 3. Sendo
dy,ds e ds os graus dessas representagoes, temos di + da + d3 = 6, e, assim concluimos que
di=dy=1ed3=2.
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2.6 Caracteres de uma Representacao

Apresentaremos agora o conceito de caracter de uma representagdo e mostraremos que

todo caracter é uma soma de caracteres irredutiveis.

Definicao 2.6.1. Se V é um F-espaco vetorial de dimensao finita, entao V = V*, onde
V¥={f:V = F| f élinear}. Existe um emparelhamento (.,.) : V* x V — F dado por
(fiv)=f(v),VfeV YveV.

Este emparelhamento é nao degenerado:
(fivy=0,VoeV=f=0

(fv)=0,VfeV'=v=0.

12

Proposicao 2.6.2. Se V' ¢ um F-espaco vetorial de dimensao finita, entao Endg V

V*®V como espagos vetoriais.

Demonstragao. Consideremos v : V* x V. — Endrp V dada por v(f,v)(u) = (f,u)v =
f(u)v. Por célculos simples vemos que « é bilinear. Pela Propriedade Universal, existe
uma tnica transformacao linear 7 : V* ®@ V — Endp V tal que J(f ® v) =7 o (f,v) =

v(f,v), ¥V f € V* ¥YveV. Como pode ser visto no diagrama comutativo a seguir:

VEXV——=V*@V

Ny

Notemos que
F(f@v)=0=Fouf,v)=0=7(f,v)=0= (f,upp=0, VueV

= (fu)y=0,VueVouv=0=f=0ouv=0= f®v=0= 7 é injetora.
Como V 2 V* dimp Endy V = dimp V* ® V, portanto, 7 é sobrejetora. Logo, 7 é

um isomorfismo, o que conclui a demonstracao. ]

Observagao 2.6.3. Pela Propriedade Universal de V*® V', como (., .) é bilinear, existe uma
tnica transformacao linear ev : V@V — F tal que ev(f®v) = evor(f,v) = (f,v) = f(v).

Olhemos pelo diagrama comutativo:

VixV V@V

e

F
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Definicao 2.6.4. Seja T € Endr V, em que V é um F-espaco vetorial de dimensao finita.

O traco de T é o escalar
tr T = ev(7 1(T)).

Notemos que tr : Endg V — F é linear.

Definicao 2.6.5. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finitae p: G — GLg V C

Endr V uma representacao linear. Definimos o caracter de p como sendo a aplicagao

Xp:G — F
g = xolg9) =tr plg) = ev(7 '(p(9)))

Dizemos que x, ¢ um caracter irredutivel de G' se a representagao p ¢ irredutivel.

Proposigdo 2.6.6. a) Se 8 = {v1,vq,...,0,} € base de V e A = [T]; = (a;;) € a

matriz representando T' € Endy V' na base [3, entao

tr'T'=an + ag + -+ + Qpp;

b) Para todos S,T € Endg V', temos

tr ST =tr TS,

c) Se p:V — W éum isomorfismo, entao

tr (oTo ) =tr T, VT € Endg V;

d)
T =1 @T () + - +e, @T(vy), VT € Endp V,

onde, B = {vy,v9,...,0,} € base de V, e B* ={ey,ea,...,e,} € a base dual de V*.

Demonstracao. Demonstraremos apenas o primeiro item. Os demais itens seguem de

maneira analoga a este.

a) Consideremos § = {vy,v9,...,v,} a base de V. Tomemos * = {ej,es,...,e,} a
base dual de V*. Sabemos que *® 5 = {e1 ®@v1,e1@vy, ..., 61 QVp, 2@V1, ..., €,
Vi, ... 6, @Vp} € base de VFQ V.

Consideremos T;; € Endy V a transformacao linear dada por Tj;(vy) = ;.
Notemos que o isomorfismo existente entre M, (F) e Endp V associa as ma-
trizes unitarias F;; (olhe Exemplo 1.2.5) as transformagoes Ti;. Assim, Bppa =
{T11,Th2, ..., Tin,To1,...,Th1, ..., Tyn} € uma base para Endy V.
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Calculemos explicitamente a transformacao 7 de V* @ V em Endr V. Para tanto,

vejamos o que ocorre nas bases acima. Seja u € V (arbitrario), temos que u =
n
Qv + Qoug + - F U, = Y, para o € Fy 0= 1,2, n. Isto é, u é uma

=1
combinacao linear dos vetores da base 5. Assim,

7(61 0% vl)(u) = 7(61 X Ul)(Oqu + Qg + - -+ Oén?]n)
= e1(avy + agug + -+ -+ apu, Uy

= V1.
Notando que,
Tn(u) = TH(CMlUl + QU + -+ - + OénUn) = (V1.

Chegamos que J(e; ® v1) = T1;. E, portanto, pelo mesmo processo, concluimos que
7(61 & ’Uj) = ﬂj Assim,

[7] gEilﬂ = I

Donde, dada T' € Endy V, temos que T =Y a;;T;;. E entdo, 7 HT) = > a;j(e; ®
i,J N
v;). Portanto,

tr T = ev(m YT))

= ev <Z a;j(e; ® vj)>
= Z a;;ev(e; ® v;)

,J

= ) ayd,

,J

= g Qs -

i

Utilizemos tal proposi¢ao e vejamos agora algumas propriedades de caracteres:

Proposicao 2.6.7. a) Sep, : G — GLg V e py : G — GLyr W sdo representagoes

equivalentes de grau finito, entao X, = Xp,:

b) xp(e) = dimp V, onde e € G € o elemento identidade e p : G — GLg V € uma

representacao linear de grau finito;

¢) xp(hgh™) =x,(9),V g,h € G, em que p: G — GLy V é uma representagao linear
de grau finito. Em palavras, temos que x, € uma funcao de classe, isto €, x, €

constante nas classes de conjugacao de G.
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Demonstra¢ao. a) Sendo p; : G — GLp V e py : G — G Ly W representagoes equiva-
lentes de grau finito, temos que existe transformacao linear bijetora 7' : V' — W tal

que p2(g) = Tpi(g)T~ ! para todo g € G. Logo,

Xpa(9) = tr pa(g) = tr (Tp1(9)T ") = tr pi(g) = Xp (9),

e, portanto, X, = Xp,-
b) Ora, x,(e) =tr p(e) =tr Idy = dimp V.

¢) Supondo g,g; € G elementos conjugados, temos g; = hgh™! para algum h € G, e
dai

Xp(g1) = tr p(g1) = tr p(hgh™") = tr (p(h)p(g)p(h™"))
=tr (p(h)p(g)p(h)™") = tr p(g) = x,(9),

e, portanto, x,(hgh™') = x,(9).
[

Observagao 2.6.8. No caso de uma representacdo p : G — GL, (F), definimos o caracter
de p da mesma forma, observando que x,(g) ¢ o traco da matriz p(g) (Olhe Proposicao
2.6.6).

Calculemos alguns caracteres:
Exemplo 2.6.9. Consideremos G um grupo. Sendo py : G — G Lr V uma representagao
trivial (po(g) = Idy para todo g € G) de grau finito, temos

Xpo(9) = tr po(g) = tr Idy = dimgp V,

para todo g € G.

Exemplo 2.6.10. Sejam V um F-espaco vetorial tal que dimp V =1,e( : G = GLp V =

F* uma representacao linear, temos que

xc(g) = tr {(g) = ((g),

para todo g € G.

Mostraremos um caso em que o caracter de uma representacao ¢ o grau desta repre-

sentacao, mesmo quando a representacao nao é a trivial:

Exemplo 2.6.11. Sejam G = C, o grupo ciclico gerado por g, e p: G — GLs (R) a

representacao apresentada no Exemplo 2.1.5. Temos,

1 n
"y =tr p(g") =tr =2,
Xo(9") p(g"™) (0 1)
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para qualquer n € Z, porém p nao é trivial.

A seguir, apresentaremos algumas proposigoes e consequentes observacoes que podem

ser encontradas tanto em [5] quanto em [32].

Proposicao 2.6.12. Se V. = U & W, soma direta de F-espagos vetoriais de dimensao
finita, e T € Endg V € tal que T =T, + T, com Ty € Endr U e Ty € Endg W, entdo

tr T =tr T 4+ tr Ts.

Observacao 2.6.13. Desta forma, se p : G — GLy V é representacao completamente
redutivel de grau finito, e p1 : G — GLg Vi,...,pr : G — GLy V} sao as componentes
irredutiveis, entao X, = X, + Xpo +* + Xpp-

Proposicao 2.6.14. Sejam T € Endg V e S € Endg W, com V e W F-espacgos vetoriais
de dimensao finita. Entao,
tr (T®S)=trT-trS.

Observacao 2.6.15. Assim, se p: G — GLg V e 0 : G — GLy W sao representagoes de

grau finito, temos que para g € G

Xpwo(9) = tr ((p@0)(g)) =tr (p(g) @ a(g)) = tr p(g) - tr o(g) = x,(9) - Xo(9)-

Ou seja,

Xpoo = Xp * Xo-

Chegamos no teorema principal sobre caracteres.
Teorema 2.6.16. Todo caracter de um grupo G € uma soma de caracteres irredutiveis.

Demonstracao. Sejam V' um F-espaco vetorial de dimensao n, p : G — GLr V uma
representacao linear, e, x, o seu caracter. Sendo p irredutivel, temos que x, é também
irredutivel e terminamos a demonstracao. Suponhamos entao que p é redutivel e tomemos
um subespaco V; nao nulo p-invariante de V' de menor dimensao possivel. Consideremos
Xp O caracter da subrepresentacao py,. Como py,; é irredutivel (caso contrario teriamos
um subespacgo V5 py-invariante (portanto, p-invariante) de dimensao menor do V;), temos
que X,, ¢ um caracter irredutivel.

Tomando agora r = dimy Vj, v uma base de V; e f = v U ~; uma base de V', temos

0(9)]5 = (Blo(g) g&;) 7

onde Bj(g) é um bloco rxr, C(g) é um bloco rx (n—r) e By(g) ¢ um bloco (n—r) x (n—r),
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para todo g € G. Como p ¢ uma representagao, temos [p(zy)]s = [p(2)]5[p(y)] s, ou seja,

(Bxxy) c<xy>> _ (Bl<x>31<y> By(2)C(y) +c<x>B2<y>> |
0 By (zy) 0 By () Bz (y)

Logo, a aplicacao

B,:G — GL,_, (F)
g — DBs(g)

¢ uma representacao linear de G e seu caracter ¢ dado por x2(g) = tr Ba(g). Temos entao

x(g) = tr Bi(g9) +tr Ba(g) = X, (9) + x2(9)-

Como B, é uma representacao de grau menor do que n, temos por inducao que xo é

uma soma de caracteres irredutiveis, o que conclui a demonstracao. O

Observagao 2.6.17. Sendo G um grupo finito, temos que o ntimero de F-caracteres irredu-

tiveis de G é finito. Sendo x1, X2, - - -, X €Sses caracteres irredutiveis, segue do resultado
anterior que dado y um F-caracter de G, existem nq,no,...,n,, inteiros nao negativos
tais que

X =MN1X1+ N2Xe + -+ i Xm-
Observemos que pelo menos um dos n;-s deve ser estritamente positivo.
Vamos agora ver trés resultados que sob certas condi¢oes garantem-nos a unicidade

dos n/s. Deixamos a cargo do leitor a busca pelas demonstragoes em [5] e [32].

Teorema 2.6.18 (Relacoes de Ortogonalidade). Sejam G um grupo finito e p; : G —
GLr V e py : G — GLp W representacoes irredutivers de G, com caracteres x1 € Xa,

respectivamente. Entao:

a) Se p1 e py sdo nao equivalentes, entao Y. x2(g7 )x1(g) = 0.
geG

b) Se F ¢ algebricamente fechado e char F nao divide |G|, entao > x1(97")x1(g) =
geG
|Gl

c) SelF é algebricamente fechado, char F nao divide |G|, e p1 e ps sao nao equivalentes,

entao x1 7 Xa-

Corolario 2.6.19. Sendo F um corpo de caracteristica 0 e G um grupo finito, valem:

a) Sen é um F-caracter de G, entao > n(g~')n(g) = ¢q|G| para algum inteiro positivo
geG
qgeF.
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b) Sen é um F-caracter de G tal que > n(g~ )n(g) = |G|, entdo n € irredutivel.
geG

c¢) Caracteres de F-representagoes irredutiveis e nao equivalentes de G sao distintos.

Terminamos esta secao com um teorema que nos garante a equivaléncia de represen-
tagoes lineares de um mesmo grupo por meio de igualdade dos caracteres para certos

COTrpos.

Teorema 2.6.20. Se F € um corpo de caracteristica 0, entao duas F-representacoes line-

ares de um grupo G que tém o mesmo caracter sao equivalentes.

2.7 Representacao do Grupo Simétrico S,

Apresentaremos agora uma introducao a Teoria de Young sobre as representacoes line-
ares dos grupos simétricos. Tal teoria, desenvolvida, em sua maioria, por argumentos
combinatorios, serd muitas vezes apenas referenciada.

Por meio do provado na Secao 2.5 temos que FS,, é um FS,-modulo naturalmente e,
portanto, um S,-moédulo com a restricao. Ainda, sabemos que a algebra 'S, é decomposta
em ideais minimais & esquerda. Explicitaremos tal decomposicao, que é uma ferramenta
essencial para a PI-Teoria e que usaremos a partir da Secao 3.3.

Comecaremos com o conceito de particao de um ntimero natural, uma vez que podemos
indexar as classes de conjugacao de S, usando elementos de Part, (parti¢coes de n € N);
seguiremos com os conceitos de diagrama e tableau (tabela) de Young, de onde construi-
remos os S,-moddulos irredutiveis, e, consequentemente, as representacoes irredutiveis do
grupo S5,. Ainda, obteremos importantes propriedades dessas representagoes.

Durante toda esta secao [F serd um corpo de caracteristica 0.

2.7.1 Particoes

Falaremos brevemente de particoes de um niimero natural, apontaremos sua relacao com

os diagramas de Young e exibiremos alguns exemplos.

Defini¢ao 2.7.1. Seja n € N. Uma particio de n é uma sequéncia X = (A, Ay, ..., \)
tal que \; EN, A\; > Ay > --- >\, > 1, e que satisfaz [A\| = A\ + X+ -+ A = n.

O namero |A| = A + Ay + - -+ + A, & chamado de peso de \.

Chamaremos de comprimento da particio X o namero [(\) = r.

Se A é uma particao de n, denotaremos por A F n.
Definicao 2.7.2. O conjunto de todas as particdes de n € N serd denotado por Part,.

Exemplo 2.7.3. A = (4,3,2,2,1) é tal que: o seupeso é 12, |A\| =4+3+24+2+1=12;
e, seu comprimento é [(\) = 5.
Assim, \ € Partys.
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Defini¢ao 2.7.4. Se A = (A, A, ..., \,) b n, definiremos o Diagrama de Young associado

a particao A como o subconjunto finito de N x N definido por
Dy={(i,j)) eNxN|1<i<rel<j<\}

Costuma-se representar graficamente o Diagrama de Young da seguinte maneira: os
pontos (7, j) serdo substituidos por quadrados (portanto, temos exatamente n quadrados),
onde a primeira coordenada i (indice das linhas) cresce de cima para baixo, e a segunda
coordenada j (indice das colunas) cresce da esquerda para a direita.

De um modo geral, temos que o primeiro quadrado a esquerda de cada linha esta um

abaixo do outro, e, que a linha 7 possui \; quadrados.

Vejamos como se d& a representacao grafica de um Diagrama de Young para A =
(4,3,2,2,1) - 12 do exemplo anterior.

Exemplo 2.7.5. Seja A = (4,3,2,2,1) F 12, temos

Dusa21) =

Definigao 2.7.6. Seja A = n. Consideremos \; o comprimento da j-ésima coluna do
Diagrama de Young associado a A, D). Dizemos que a particao X' = (A},..., ;) é a

particao conjugada de \.

Exemplo 2.7.7. Sendo A = (4,3,2,2,1), como antes, temos que X' = (5,4,2,1) é a sua

particao conjugada.
Definicao 2.7.8. Consideremos A = n. Um tableau de Young é uma funcao
Ty : Dy gNXN—)Nn:{l,Z,...,TL},

bijetora.
Podemos pensar em T) como sendo o preenchimento dos quadrados de D), pelos ni-
meros naturais de 1 a n sem repeticdo. Denotaremos T\ = D, (T\(3, 7)), onde T)(7,75) é o

natural usado para preencher o quadrado (i, j).

Definicao 2.7.9. O conjunto de todos os tableaux de uma particao A\ serd denotado por
Tab)\.

Observacao 2.7.10. |Taby| = n! se A\ F n.
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Defini¢ao 2.7.11. Dado T\ € Taby para A = (A1, Ag, ..., A\,) F n, dizemos que T) é um

tableau de Young standard se satisfaz:
i) Tn(i,5) <Th(i,j+ 1) paral <i<rel <j<\;
i) Th(i,j) <Ta(i+1,j) paral <j< Nel<i< N,

Em palavras, dizemos que um tableau de Young é standard quando os ntimeros pre-
sentes nos quadrados crescem em cada linha da esquerda para a direita, e em cada coluna

de cima para baixo.

Definicao 2.7.12. Indicaremos por Stdy o conjunto dos tableaux de Young standard

associados a particao A - n.

Exemplo 2.7.13. Seja A = (2,1) - 3, temos que

21 (3|21 ([2|3||3|1]|3]2
Tab)\ = .
3 2 1

Consideremos

113 211
T)\,2: 5 € T)\,SZ )

temos que T) o ¢ um tableau de Young standard, enquanto que 7} 3 nao é.

Na verdade,
112113
Stdy = , .
3 2

Definiremos agora uma acao do grupo simétrico .S,, sobre T € Taby, onde X F n.

Definigao 2.7.14. Sejam A\ - n e T\ € Taby tal que T\ = D, (T\(4,7)). Consideremos

o € S,. Definiremos entao a acao da permutacao no tableau por
0Ty = o Dy(T)\(i, 7)) = Da(o(T0(i, 7))

Exemplo 2.7.15. Sejam o = (2496)(35)(78) € So, A = (4,2,2,1) -9 e

314

T\ =

O 3| O | —

Temos,

UT)\J = € Tab)\.

S| oo W+
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Proposicao 2.7.16. Se 0,7 € S,, A F n e ol = I\ para algum Ty € Taby, entao
o=\

Demonstracao. Por T\ € Taby temos que Ty : Dy — {1,2,...,n} & bijecdo. Assim,
consideremos sua inversa, T~' : {1,2,...,n} — D). Notemos que, cT\T\~' = vI\T) .

Donde, chegamos em o = 7. O]

Observagao 2.7.17. Deste modo, percebemos que 0T\ = T), se, e somente se, 0 = 1. Além

disso, dadas T\ 1,Th\2 € D, existe a € S, tal que Ty o = a7} ;.

Definigao 2.7.18. Consideremos n € N; A = (A, Ag,...,\,) F n e T\ um tableau de

Young do diagrama D). Definimos:
1) Ri(T)) ={T\(3,5) | 1 <7 < N} ai-ésima linha de Ty;
ii) C5(Th) = {Tx(3,7) | 1 <i < \j} a j-ésima coluna de T).

Exemplo 2.7.19. Retornemos ao nosso exemplo acima em que A = (4,2,2,1) 9 e

314

Thi =

O | 3| O

Temos: R1<T)\’1> = {1,2,3,4}; RQ(T)\J) = {5,6}, R3<T)\’1) = {7,8}, R4(T,\,1) = {9},
Ci(Th1) ={1,5,7,9}; Co(Th1) = {2,6,8}; C5(Th1) = {3} e Cy(Thr1) = {4}

Definigao 2.7.20. Sejam A+ n e Ty € Taby. Para 1 <1i <I()), definimos o conjunto

Sy, (T\) = Sym R;(T\) = {0 € S,, | oR;(T\) = R;(T»), 0 = 1 nos demais elementos}.
E, para, 1 < j <I[()\),

Sx,(Th) = Sym Cy(Ty) = {o € S, [ 0C5(T)) = C;(T1), 0 = 1 nos demais elementos}.

Exemplo 2.7.21. Novamente, sejam A\ = (4,2,2,1) -9, e

Y =

314

O | 3| O

Temos por exemplo que: S, (Th1) = Sym Ri(Th1) = Sym {1,2,3,4} = Sy
Svu(Tri) = Sym Ry(Thi) = Sym {9} = S5; Sy(Thi) = Sym Ci(Thy) =
Sym {1,5, 7, 9} = 54 (& S/\é(T)\J) = Sym CQ(TAJ) = Sym {2,6,8} = 83
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Observagdo 2.7.22. i) Sy,(T3) e Sy, (Th) sdo subgrupos de Sy, chamados de subgrupos
de Young;

ii) Se i # k, temos que R;(T)) e Ry(T)) sao disjuntos. Portanto, se o € S, (7)) e

7 € Sy, (1)), obtemos o7 = 70.
iii) O item acima ¢ vilido para Cj(T}) e Sy, (Th).

iV) S>\1 (T)\)S)\Q (TA) e S)\T(TA> S Sn, pOiS dados 01092 ...0, € S,\1 (T)\)SA2 (T)\) . SAT (T)\)
€ T1Ty... Ty € S)\l (T)\)S)\Q(T)\) .. S)\T(T)\), temos

(0109 ...0.)(T1Ta ... Ty) = 0102 ... T1OWTo .. . Tp = 0109 . . . T\0p_1T200 . . . Ty

== (o1m)(09m2) ... (0,7) € Sx, (Th)Sa, (Th) ... Sx, (T)).
Analogamente, Sy, (T3)Sx, (Th) - .. Sy (Tx) < Sh.
Definicao 2.7.23. Sejam A+ n e T\ € Taby. Definimos:
i) Ry, = Sy, (T0)Sx,(Th) - .- Sy, (1), € chamamos de grupo das linhas de Th;
ii) Cr, = Sx (Th)Sx, (Th) - .. S,\;(A,)(T,\)7 e chamamos de grupo das colunas de T).

Observacao 2.7.24. Sejam A\ = n e Ty € Taby. Se 0 € Rp,, entdo o1y e T\ possuem
as mesmas linhas (no sentido de comprimento e elementos). Analogamente, se o € Cr,.
Ainda, para todo k € {1,2,...,n}, {k} = R;,(T)) N C;(T\) para certos i, j. Donde, sendo
o € Ry, NCry, temos que o(k) € R;(T\) NC;j(Ty) = {k}, portanto, o(k) =k e o =1. Ou
seja, Ry, N Cp, = {1}.

2.7.2 Relacao entre S, e Part,

Iremos mostrar como podemos indicar as classes de conjugacgao de S,, usando os elementos
de Part, por meio de uma correspondéncia biunivoca. Através desta correspondéncia,
o Lema 2.5.8 e suas consequéncias ficam completamente determinados por elementos de
Part,,.

Definicao 2.7.25. Sejam 0 € S,, e 0 = 0105 ... 0, a sua decomposicao em ciclos disjuntos
(incluindo os 1-ciclos). Suponhamos que os ciclos o1, 09, ..., 0, estejam ordenados em or-
dem decrescente de comprimento, digamos A1, Ao, ..., A, 830 0s respectivos comprimentos

de 01,09,...,0,.. Entao, \y > Ay > --- > )\, e esses niimeros formam uma particao
)\(0') = ()\1, )\2, ceey >\r)

de n. Chamaremos \(o) de tipo ciclico da permutacao o € S,,.
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Observacao 2.7.26. Observamos que como a decomposicao de o em ciclos é tinica, a menos

de ordenacao dos ciclos, temos que a particao A(o) é unicamente determinada.

Explicitemos a relacao acima observada e provemos que esta além de bem definida é

sobrejetora.
Proposigao 2.7.27. A aplicacio f : S, — Part, definida por f(o) = A(o) € sobrejetora.

Demonstragao. De fato, dado A = (A, Ag, ..., \.) € Part,. Temos,
{1,2, .., A JU{ L A U U Ao+ AL A et A A = (A =nt

uma particao N,, = {1,2,...,n}.

Consideremos
02(12)\1)()\1+1/\1+)\2)(>\1+)\2++/\r—1+1’l’L)GSn

Notemos que f(0) = A(0) = A e assim terminamos a demonstragao. O

Observacao 2.7.28. Seja (kiks...k.) um ciclo em S,. Para o € S,, arbitraria, sejam

1= U<kl)7 ces I = O(kr) . Temos,

o(kiy1), sei1 <r it1, €1 <7
ok . k)0 (i) = o (kaka. . k) (k) = 4 D) _

o(ky), sei=r J1, se i =r

Donde, o(kiksy...k.)o Y (x) =2, V 2 # j.
Entéo, O'(klkfg . k’r)O'il = (jljg .. jr) = (0(k1>0<k2) ce O'(k’r))

Teorema 2.7.29. Se o e T pertencem & mesma classe de conjugacdo, entio f(o) =

Ao) = A7) = f(7).
Demonstracao. Aplicacdo da observacao acima. O]

Observacao 2.7.30. Se Cl é uma classe de conjugacao de S,,, entao para todo o,7 € CI,
temos do teorema anterior que f(o) = A(o) = A(1) = f(7).

Suponhamos agora que f(o) = Ao) = A7) = f(7) e que 0 = 0102...0, ¢ T =
TiTa ... T, 820 as respectivas decomposicoes em ciclos disjuntos das permutagoes o € S, e
TES,.

Consideremos para 1 <17 < r:

0; = (kle s km) e T;= (lllg e lm);

e formemos a permutacgao m; = (ll l2 ] ) € S,.
1 2 o .. m

Notamos que m;o;m; L = (lly .. .l,,) = 7; para todo 1 <i <.
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Entdo, lembrando que para v € S, supp v = {i € N, | v(i) # i}, temos que
supp m; N supp 7j(= supp o;) = 0 para i # j. Donde, vemos que 7; comuta com 7; e com
0j MO €aso i # j.

Portanto,

T=nm...7 = (moim Y(moemy ™). (70w h)
= MTy...T.0109... arm_lm_l_l c 7T1_1

= (mmy...m)o(mms. .. 7r,,)71.

E assim, o e 7 estao na mesma classe de conjugacao. E conseguimos f|, : Cl = Part,

a restricao da f a uma classe de conjugcao, Cl, de S,, é constante.

Por tudo o feito chegamos,

Teorema 2.7.31. As classes de conjugacao de S, estao em correspondéncia biunivoca
Sn

com Part,. Consideremos ~ a relagao de conjugacao em Sy, assim, [ : =22 — Part, €

bijecao.

Observacao 2.7.32. Pelo teorema acima, vemos que podemos indexar as classes de conju-
gacao de S, usando os elementos de Part,. E, em particular, que S, possui exatamente

p(n) = |Part,| classes de conjugagao.

Observagao 2.7.33. Sabemos que o niimero de particoes de n € N é dado assintoticamente

por:

1 271.\/@
n) ~ e 6.
p(n) 3

E este é parte do trabalho desenvolvido, por volta de 1918, pelos matematicos Hardy e

Ramanujan envolvendo parti¢oes (Hardy-Ramanujan Formula Assintdtica para particao).

2.7.3 Osep's

Nesta subsecao, comegamos a nos aproximar do nosso objetivo de decompor a algebra
FS, em ideais minimais a esquerda. Para tanto apresentaremos os elementos eg,'s e

mostraremos que estes sao semi-idempotentes.

Definicao 2.7.34. Para um subconjunto H C S, definimos os seguintes elementos da
algebra F.S,,:
H" = Za e H = ngn(a)a = Z (—=1)%0.
ceH ceH ccH

Observacao 2.7.35. Em particular, podemos aplicar a defini¢ao acima em Ry, e Cp, vistos
em 2.7.23.

A seguir, apresentaremos um elemento de destaque em FS,,.
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Definicao 2.7.36. Sejam A+ n e Ty € Taby. Definimos o simetrizador de Young como

o elemento de FS,,,
er, = R, Cp = Z o Z (—1)".

O’ERT)\ TGCT)\

Exemplo 2.7.37. Seja A =3 e T\ 2 € T'aby definido como:

1(3
Tho =
' 2
Temos que,
Ri(Th2) = {1,3}; Ra(Th2) = {2}; Ci(Th2) = {1,2}; Co(Th2) = {3};
S (The) ={1,(13)}; S\, (Th2) = {1} Sy (Th2) = {1,(12)}; Sx, (Th2) = {1};
Rr,, ={1,(13)}. Cr,, ={1,(12)}.

E, entao,

er,, = Z o Z (=17 = (14 (13))(1 — (12)) = 1 — (12) + (13) — (13)(12).

O'GRT)\ 9 TGCTA 2
Como poderiamos esperar temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.7.38. Sejam A+ n e T\ € Taby. Entao,

RTA+=S)\1+S>\2+...SZ()\)+ e C'T/\_ :S/\/l_S)\é_...S)\ .

;W)
Proposicao 2.7.39. Sejam A+ n, Ty € Taby e 0 € S,,. Entao,

~1.
CL) RO’T)\ == O'RTAO' 5
_ ~1.

b) Cor, =0Cp0™";
_ —1.

¢) eor, = oep 0"

d) Se T € Cr,, entao C.p, = Cr,.

Demonstra¢ao. Demonstraremos apenas um dos itens. Os demais seguem por argumentos

analogos a este.

a) Sabemos que se (kiks...ky,) € S,, entdo

(0(k))o(ka) ... .o(km)) = o(kiky .. ky)o ™t
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Um elemento tipico de R,r, ¢ da forma (o(ki1)...0(ki)) ... (0(ks1)...0(ksr,)),
onde (ki1 ... ki) ... (ks1...ks,) € Ry, Assim,

(O'(/{ZH)...O'(/{ZMl))...(O’(kﬂ)...O'(k'STS)) = O'(l{ill...klrl)O'_l...O'(l{?sl...k?STS)O'_l
= O'(kll---kflrl)---(kgl---ker)O'_l

Mas, o (ki1 ... k1r,) ... (kg1 ... kg, )o™' & um elemento tipico de o Ry, 0~ !. Portanto,

_ —1
Ryr, = ocRp 0.

O
Definicao 2.7.40. Sejam A\ n e T\ € Tab,.
i) Dizemos que i,7 € {1,2,...,n} sdo elementos co-linha em T) se estdo na mesma
linha de T);
ii) Dizemos que 7,7 € {1,2,...,n} sao elementos co-coluna em T, se estao na mesma

coluna de T).
Relacionemos elementos co-linha com co-colunas em um tableau de Young:

Proposigao 2.7.41. Sejam A\Fn, T\ € Taby, 0 € Ry, e € Cp,. Sei,j € {1,2,...,n}

sao co-linha em Ty, entao i e j nao sao co-coluna em o1T).

Demonstragao. Temos que 07Ty = (070 1)oT\. Como oro~! € C,r, pelo visto na
Proposicdo 2.7.39, e R;(Ty) = R;(0T)), Vi (no sentido de mesmo comprimento e mesmos
elementos), temos que os elementos que estao em colunas diferentes de T) permanecem

em colunas diferentes de o77T). O

Com o intuito de chegarmos ao Lema de Von Neumann, importante para a caracteriza-
cao dos er,’s, apresentaremos alguns lemas técnicos e deixaremos para o leitor interessado

olhar as demonstragoes em [32] ou ainda em [15] .

Lema 2.7.1. Sejam A\ +=n, T\ € Taby e p € S,,. Suponhamos que Ty e pT\ sejam tais
que quaisquer i, j elementos co-linha nao sao elementos co-coluna em pTy. Entao, p = oT

para o € Ry, eT € Cp,.

Lema 2.7.2. Sejam A\ = n, T\ € Taby e p ¢ Ry, Cr,. Entdo, existem transposigoes
o€ Ry, et € Crp, tais que opT = p.

Lema 2.7.3. Sejam A+ n, T\ € Taby, 0 € Ry, e T € Cp,. Entao, cer,7 = (—1)"er,.

Lema 2.7.4 (Lema de Von Neumann). Sejam A\ b n, Ty € Taby. Suponhamos que
a € FS, seja tal que car = (—1)"a, VY 0 € Ry, eV 7 € Cp,. Enlao, existe § € F tal que

a = fBer,.
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Demonstragao. Seja a = ) a,p € FS,. Entao,
PESH

ocat = E apapng Ag—1y7-17)

pESH neESn

Logo,
Ag-1pr—1 = (—1)Tan,v (S RTA,T c CTA enc Sn,

o que implica em

—1

aoyr = (=1)" a, =(-1)"a,, Vo € Rp,,7 € Cp, en € S,,.

Tomando n =1, a,, = (—1)"a1,V 0 € Ry, ,V 7 € Cr,.

Por outro lado, se n ¢ Rp,Cr,, pelo Lema 2.7.2 existem transposi¢des o € Ry, e

T € Cp, tais que onT = 1, logo,

ay = Aoyr = (—1)"a, = —a,.

Como char F = 0, a, = 0. Entao, concluimos que,

(—1)"ay, se or € Ry, Cr,

Q)
0, se n ¢ Ry, Cr,.
Portanto,
a= Z ann = Z (—1)"a1n = a Z o Z (—=1)"7 = aeq,.
neSy n=ot o€R, TECT,
Tomando 8 = a; concluimos a demonstracao. O

Corolario 2.7.42. Sejam A= n e T\ € Taby. Para todo o € FS,,, existe § € F tal que

en, aer, = Ber,.
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Demonstragao. Para todo a € FS,,, 1 € Rp,, m1 € Cr,, temos:

renaen)m = n| Yo r Yy (=U'mlal X7 Y (=" |m

TGRT}\ ’WEC’TA TERT}\ 7]€CT>\
_ n n
= | Do > Ml D> (=) m
TERT)\ nECT)\ TERT)\ nEC’TA

= (en)a((=1)"ex)

= (=1)"ernaer,

Donde, pelo Lema de Von Neumann (2.7.4), existe 8 € F tal que eq, aer, = fer,. O

Lema 2.7.5. Seja a = > a,0 € FS,, com a; # 0. Entao, o # 0.

UESn

Demonstracao. Definimos a transformagao linear:

re : FS, — FS,

r = T«

Notemos que r, = Y. a7, €, portanto, tr ro, = > aytr r,.
oceSh oc€Sh
Agora, vejamos:
e Se 0 = 1, temos que, para todo £ € S, r1(§) = £. Logo, os elementos da diagonal

principal da matriz de r; sdao todos iguais a 1, donde, tr ry = n!;

e Se 0 # 1, temos que, para todo & € S, r,(§) = 0 # £. Logo, os elementos da

diagonal principal da matriz de r, sao todos iguais a 0, donde, tr r, = 0.

Desta maneira, tr r, = ayn! # 0.
Por outro lado, tr r, é igual a soma dos autovalores de r, multiplicado por suas
respectivas multiplicidades. Portanto, r, possui um autovalor v no fecho algébrico de F

nao nulo associado a um autovetor z € F.S,,. Donde,

202 = (1r2)*(x) = ra(ra(2)) = ra(yz) = 7%z £ 0.

Logo, a? # 0. O
Terminaremos a subse¢do com uma caracterizacdo importante para os er,’s.

Teorema 2.7.43. Sejam A= n e T\ € Taby. O elemento ey, € um semi-idempotente,

isto €, existe um elemento 3 € F nao nulo tal que er,* = Ber, .

Demonstragao. Sabemos pelo Corolario do Lema de Von Neumann (2.7.42) que existe

B € F tal que er,? = Ber,. Ainda, escrevendo er, = > a,0, vemos que a; = 1, e,
oESH
portanto, pelo lema anterior, er,* # 0, donde, 3 # 0. O
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2.7.4 Os Myp's

Conseguiremos agora os nossos candidatos para S,-modulos irredutiveis.
Definicao 2.7.44. Sejam A Fn e T) € Taby. Definimos:
MTA = FSnGTA = {OzeT)\ | o < IFSn}

Observemos que My, ¢ um ideal a esquerda de S, e, portanto, é um submddulo de
FS, (visto como S,-mo6dulo).
Consideremos M) o submodulo associado ao tableau standard da particao A em que

Tn(1,7) =7, Ta(2,7) = M + 7, Ta(3,7) = A\ + Ay + j e assim sucessivamente.
Proposicao 2.7.45. Sejam A\, n. Se My = M,, entao A = p.
Demonstragao. Consulte [32| ou [15]. O
Teorema 2.7.46. Seja A - n.

a) Para todo Ty € Taby, My, é um S,-mddulo irredutivel;

b) Para todo Tx1,Tr2 € Taby, Mz, , = Mr,, como FS,,-modulos. Em particular,
MTA,I = MTA,z = My;

c¢) Todo S,-mddulo irredutivel é equivalente a algum M.

Demonstragio.  a) Seja 3 € F nao nulo tal que er,? = fer,, dado pelo teorema anterior.

1

Definamos Ep, = %eTA. Entao, ETA2 = %QTA2 = %en = gér, = Erp,. Ainda,

MT/\ = FSnGT/\ = IFSnET/\.

Agora, suponhamos que ¢ € Endgs, My, (equivariante). Sendo ¢(Er) = abr,

para algum o € FS,,, temos que

O‘ETA - @(ETA) - QO(ETAQ) - ETﬁO(ETA) = ETAaET)\'

Para o € Ry, e 7€ Cp,,

op(Er )T = ocEnaBEp 1= (=1)"Er,aBEr, = (1) ¢(ET,).

Pelo Lema de Von Neumann (2.7.4), existe v € F, tal que p(E1, ) = vE7,. Portanto,
p(x) = p(WEr,) = wp(Er,) = wyEr, =yx , Vo € Mr,, e assim, ¢ = yldp,, . Com
isso,

Endys, Mr, ={vIdu, |v€F}=F.
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Suponhamos que N seja um submoédulo de Mp,. Por Maschke, existe submodulo
N’ tal que My, = N & N'. Definamos para a« € N e o/ € N/,

(I)ZMTA — MTA

at+d — «

Entdao, ®? = ® ¢ ® € Endps, My, = F. Donde, ® = 0 ou & = Idyy,, . Portanto,

N = {OMT/\} ou N = Mp,. E assim, segue que My, ¢é irredutivel.
b) Sejam T)1,Th2 € Taby. Existe p € S, tal que Th; = pTh2. Logo, er,, = e,r,, =
per, ,p~ " (vide Proposicao 2.7.39).

Portanto,
My, , =FSyer,, =FS,per, ,p~" =FSper, ,p~" = My, ,p"

e assim Mr, | = Mr, ,.
Em particular, My, = My, V T\ € Tab,.

¢) Pela proposicao anterior, {M, | A F n} forma um conjunto de médulos irredutiveis
dois a dois inequivalentes, totalizando p(n) = |Part,,| médulos.

Mas, p(n) é igual ao nimero de classes de conjugacao de S,, e para G finito arbitrario
esse ¢ o nimero maximo de modulos irredutiveis inequivalentes. Entao, qualquer

modulo irredutivel para S, deve ser isomorfo a algum dos M) dessa lista.
O

Corolario 2.7.47. Sejam A+ n, T\ € Taby e 5 € F tal que e% = fer,. Entao,

. n!
dlm[g MTA = —.

B

Demonstracao. Para o € FS,,, consideremos

To - MT)\ — MT)\

Tr — T«

Escrevamos e, = Y. a,0, de modo que a; = 1. Como Ep,* = Er,, temos que
oESy

FS, = FS,Er, ® FS,(1 — Ep,).

Notemos que TEr, anula FS, (1 — Er,) e é a identidade em S, Ep, = Mr,.
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Logo, por um lado, tr By, = dimg Mgy, e, por outro,

1 1 | n!
tr ra = —tr Tep, = Z01M0 = —.

Ben = p B
]

Lema 2.7.6. Sejam A\, u = n, T\ € Taby, T, € Tab,. Suponhamos que existam i,j

elementos que sao simultaneamente co-linha em T}, e co-coluna em Ty. Entao, er,er, = 0.
Demonstragao. [32| ou [15]. O
O exemplo a seguir mostra que podemos ter e, er, # 0 nas condigoes do lema acima.

Exemplo 2.7.48. Sejam A =p = (2,1)F3e

1
Tl — T2:

1,2 sao co-linha em 7} e co-coluna em 75, temos pelo lema que epepr, = 0.
Mas,

Ry, ={1,(12)} Cr, = {1,(13)}
Ry, = {1,(23)} Cr, = {1, (12)}.
Logo,
ener, = Ry Cp Ry, Cr,~

= (1+(12))(1 = (13))(1 + (23))(1 — (12))
= 3((23) — (13) — (132) + (123))
£ 0.

Definigao 2.7.49. Sejam A = (Ay, Ao, ... ), it = (p1, M2, - - . ) F n. Definiremos uma relagao
de ordem parcial > sobre os conjuntos das partigoes de n: diremos que A> i se para todo
1 € N tivermos Ay + Ao+ -+ Xy > g + o+ -+ - + -

Tal ordem é conhecida como ordem natural.

Definigcao 2.7.50. Definiremos também uma ordem total, >, sobre os conjuntos das
particoes de n: Sejam A\, u F n, diremos que A > p se A = pu, ou se existir ¢+ € N tal que
AL =y Ao = oy oy Nl = o1 A >

Esta ordem é chamada de ordem lexicogrdfica.

Apresentaremos alguns resultados sem nos importarmos com as demonstracoes, uma
vez que podem ser encontrados em [32] ou [15], e que sdo pequenos passos para a grande

conclusao da teoria a qual estamos interessados.
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Lema 2.7.7. Sejam A\, u=n, T\ € Taby e T, € Tab,. Suponhamos que T, T, satisfacam
a sequinte condicao:

“Nao existem elementos i,j que sao simultaneamente co-linha em T), e co-coluna em
Ty\.”

Entao, A\> p.

Relacionemos as duas ordens:
Lema 2.7.8. Sejam A\, uFn. Se A> u, entao A > p.

Proposicao 2.7.51. Sejam A\, = n com X > p. Se Ty € Taby, T, € Tab,, entao

eryer, = 0. Ainda, se o € FS,, entdo er,aer, = 0.

Proposicao 2.7.52. Sejam A\, pn = n, com p > X\, T\ € Taby ¢ T, € Tab,. Entio o
tinico homomorfismo de IF'S,-mddulos ¢ : My, — My, é a aplicagao nula. Em particular,
My, % Mr,.

Recapitulemos um pouco do até agora feito. Na Secao 3.5 vimos que o ntimero de
S,-moédulos irredutiveis inequivalentes sobre um corpo de caracteristica zero é menor ou
igual ao nimero de classes de conjugacao de S, neste caso, o nimero de particoes de n
(Segao 2.7.2).

Porém, como vimos no decorrer desta subsec¢ao, cada A - n da origem a um S,-moédulo
irredutivel My, (Teorema 2.7.46). Ainda, vimos que particoes distintas dao origem a
modulos inequivalentes entre si (Proposigdes 2.7.45 e 2.7.52). Logo, os modulos Mrp,
sao, a menos de isomorfismo, todos os modulos irredutiveis de S,, sobre um corpo de
caracteristica 0.

Continuemos nossos passos rumo a decomposicao explicita de FS, em componentes
isotipicas, proxima proposicao, porém em virtude de apenas utilizarmos o que esta nos
diz e nao as técnicas de sua demonstracao, deixaremos para o leitor interessado a busca
em [32] ou [15] ou [5].

Definicdo 2.7.53. Para A\ F n, definamos I, = >  Myp,. Chamamos cada I, de

TyETab)
componente isotipica de FS,,.

Nas condicoes da definicao anterior, temos:

Proposigao 2.7.54. a) I, é um ideal bilateral de FS,, igual a FS,er,FS, para T\ €

Taby, arbitrdrio.

b) FS, = D,., Ix como soma direta de F-dlgebras simples. Ademais, essa decomposi-

cao € unica e I = My (F) para algum d € N eV A+ n.

Retornemos nossa atencao aos tableaux standards, pois como veremos estes formam
uma base para os Mrp's sendo A F n (jA vimos que My, = M, € Stdy - Teorema
2.7.46). Para tanto, continuemos a apresentar resultados sem demonstragdo que podem

ser encontrados em [32], [15] e [5].



80 2. Representacoes Lineares de Grupos

Definig¢ao 2.7.55. Sejam (i1, j1), (i2, jo) € NxN. Dizemos que (i1, j1) < (i2, j2) se i1 < iz,

ou, i1 = ip € J1 < Jo. Esta ordem é a ordem lexicogrdfica em N x N.

Como para cada A F n associamos um diagrama de Young D, C N x N, e cada
Ty € Taby é um preenchimento de D). Podemos usar tal ordem para compararmos os

T\'s em Tab,.

Definicao 2.7.56. Se T 1,12 € T'aby, com X = n, dizemos T\ 1 < Tha se Th1 # Tho €
T 1(io, o) < Th2(i0, jo), onde (ig, jo) = min {(i,7) € Dx | Ta1(i,j) # Ta2(i,5)}

Observagao 2.7.57. Esta ordem é uma ordem total em Taby, e, portanto, também o é em
Stdy.

Lema 2.7.9. Sejam A t=n, T\ 1,Th2 € Stdy tais que Ty 1 < Tho. Entao, ery,ery, = 0.

Lema 2.7.10. Sejam Atn e T\1,Tx2,...,Tam € Stdy. Entao, a soma My, , + Mr, , +
o4+ Mg, = Y My € direta.

T\eStdy
Teorema 2.7.58.

> (IStdy])* = nl.

AFn

Demonstragao. Esta demonstragao segue do Algoritmo de Robinson-Schensted (ou RSK-

algoritmo), e podemos encontrar no Capitulo 3 de [30]. O

Teorema 2.7.59. Se A\ = n, Ty € Taby e dimp Mp, = dy. Entao, dimp My, = dy\ =
|Std,|.

Observacao 2.7.60. Observemos o que teorema acima nos diz mais atentamente: Como
cada M7, ¢ um S,-moédulo irredutivel, o teorema nos garante que o grau da [F-
representacao irredutivel de S, correspondente a particao A é exatamente o nimero de

tableaux standards associados a .

Corolario 2.7.61. A decomposicao explicita de FS,, em ideais minimais & esquerda é

dada por

FS, =P (@ MT>.

Mn  \TeStd,

Defini¢ao 2.7.62. Seja A - n. Consideremos s = (i,j) € D), definimos
i) a(s) =\, — j como o brago de s;
ii) I(s) = A —i como a perna de s;
iii) h(s) = a(s) +1(s) + 1 como o gancho de s;

iv) h(A) = [Lsep, A(s) como o produto dos ganchos.
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Exemplo 2.7.63. Consideremos A\ = (3,2,1) F 6. Preenchendo cada quadrado do dia-

grama com seus respectivos bracos, pernas e ganchos, temos:

211101211 (0][5|3]1
Of 1110 13]|1

Portanto, h(A\) =5-3-3 = 45.
Ainda, pelo Teorema 2.7.46, pelo Teorema 2.7.59 e pela Formula do Gancho 2.7.64,

conseguimos para a particao A acima:

6!

dimp M, = — —
BT

16.

Teorema 2.7.64 (Formula do Gancho). Seja A\ F n, temos

n!
tdy| = ——.
|Std,| B

Demonstragao. Encontrada em [3]. O

Observacgao 2.7.65. Juntando a Formula do Gancho com o Teorema 2.7.59 vemos que

dimp Mg, = %\) para A = n. E, pelo ja visto no Corolério 2.7.47, concluimos que

n! n

5= Wl\)’ donde, conseguimos 8 = h(\) (lembrando que  é multiplo escalar da semi-

idempoténcia de er, ).

Definigao 2.7.66. Sejam A - n e T) € Stdy. Definimos ) = {0 € 5, | 0Ty € Std,}.
T

Observagao 2.7.67. Observemos que nas condiges acima, >, # (), pois 1 € Y.
Tx Tx

Proposigdo 2.7.68. Sejam A+ n, T\ € Stdy, entao Br, = {aeTA |o € Z} é base para

Ty
M, .
Demonstragao. Como | Y | = [Stdy| = dy = dimg My, basta mostrarmos que By, ¢ L.I.
Tx
Consideremos Y = {o1,...,0,} de modo que Thy = 01T\ > Tho = 02T\ > -+ >
T

TA,m = O'mT)\. Temos Std,\ = {T)\’l, R ,T)\7m}, e assim dlmF MT)\ = |Std,\| =Tm.

Se ay,...,a, € F sao tais que ajoiep, + -+ + apoper, = 0, entdo:

1 1
ayorer, + -+ amomer, =0 = ayo1(01 er, ,01) + -+ O (O €Ty Om) = 0

= aier, 01+ + aper, ,,0m = 0.

Multiplicando a equacao acima por er, , & esquerda conseguimos:

2
aier, ,“01 + aser, e, ,02 + - -+ + Amer, €T, ,, Om = 0.
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Fazendo uso do Lema 2.7.9, obtemos aleTMQal = 0 e, portanto, a; = 0.

Repetindo o mesmo argumento, conseguimos demonstrar o que queriamos. 0

Recapitulemos um pouco do ja falado (Proposi¢ao 2.7.54, Teorema 2.7.59 e Corolario
2.7.61), e adicionemos algumas informacgdes que podem ser encontradas pelo leitor em
[15], de modo a obtermos um teorema com um panorama geral dos fatos principais e que

nos facilite posteriores referéncias.

Teorema 2.7.69. i) Cada I, € ideal de FS,, (I, =FS,er,FS,);
ZZ) ]FSn = @N_n I)\,'
i) Iy = Dresua, Mr:
w) dimp I = dy?, em que dimg My, = dy;

v) Eziste {ex | A b n} C FS,, tal que e\? = ey, exe, = 0 (u # A\), 1 = 3 e,
A-n
Iy =TFS,ey, e ey € o elemento identidade da dlgebra simples I.

Terminemos esta se¢ao com um exemplo aplicando a grande maioria dos resultados
obtidos.

Exemplo 2.7.70. Encontremos as representagoes irredutiveis de S, considerando o corpo
F tendo caracteristica 0 e sendo algebricamente fechado.

Sabemos que o nimero de classes de conjugagao de Sy é o nimero de partigoes de
4 (Observagao 2.7.32). Como p(4) = 5 (Part, = {(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)}),
temos que o nimero de classes de conjugacao de Sy é 5.

Passando o quociente de S,, pela relacao de conjugacao temos, por exemplo, os seguin-

tes representantes das classes:

{(1234), (123)(4), (12)(34), (1)(2)(3)(4) }.

Associemos a cada particao o seu diagrama de Young e calculemos os seus ganchos

preenchendo o diagrama:

Usando a Formula do Gancho 2.7.64 e o Teorema 2.7.59, temos que:

4! 4! 4!
d(4) = Z = 1;d(3,1) = E :3;d(2,2) = 3.9.9 =2
4! 4!
d(2,1,1) = D =3e d(1,1,1,1) = E =1
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Notemos que 12 + 3% + 22 + 32 4+ 12 = 24 = 4! = |S,,|, como deveria ser pelo Teorema
2.5.34.

Calculemos agora dois dos M) para A F 4:

e Para A = (4) 4, temos

StdA:{le 11273 4}.

Donde, Ry, = S;, Cr, = {1} e, portanto, ey, = Ry, "Cp,~ = Y. 0. E, entdo,
gESyY
YV 1 €Sy, Ter, = er, (Proposigao 2.7.68).

Assim, My, = M) = FSyer, = Fep, é a representacao trivial irredutivel.

e Para A = (3,1), temos

11213 112]4 1134
Std)\:{le ;TQZ ;ng }

Donde, pelo Teorema 2.7.46, podemos apenas nos preocupar com os calculos para
T}, ja que os demais My, sao isomorfos como FS,,-modulos a este. E assim Ry, = Ss,

Cr, = S3 (agindo em {1,4}), portanto,
er, = Ry, " O~ = (1 + (12) + (13) + (23) + (123) + (132))(1 — (14))

= 1—(14)+(12)— (12)(14)+(13)— (13) (14) +(23)— (23) (14)+(123) — (123) (14)+(132) — (132) (14)
— 1—(14)4(12)— (142)+(13) — (143)+(23) — (23) (14) + (123) — (1423) +(132) — (1432)
= 1+(12)+(13)— (14)+(23) — (14)(23) -+ (123)+(132) — (142) — (143) — (1423) — (1432).

Observemos que
1- T1 = T1 € Std/\;

214
(34) T = =175 € Std)\;

E estas sao as tnicas permutacoes de S; que quando aplicadas em 77 permanecem
neste Stdy. Logo, da definicdo de ) (2.7.66), temos que >, = {1,(34),(234)}.
T

Ty

1
Assim, Br, = {er,, (34)er,, (234)er, } & base de My, = My = Mg, = Mg, = My,
(vide 2.7.68).

Portanto, My, é representacao de grau 3 irredutivel.
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Por fim, ao calcularmos os M), para A - 4, onde M, esta associada ao tableau standard
especial (Defini¢ao 2.7.44), conseguimos todas as representacoes irredutiveis de Sy (vide

paragrafos acima da Definigao 2.7.53).
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Capitulo 3
Identidades Polinomiais

Trabalharemos neste capitulo introduzindo o conceito de Identidades Polinomiais de uma
algebra e exemplicando-o (Se¢ao 3.1); exibindo alguns dos resultados mais importan-
tes de PI-Teoria (Se¢do 3.2); relacionando a Teoria de Representagoes com a PI-Teoria
(Segao 3.3); e, por fim, falando de Identidades Polinomiais Graduadas de uma algebra G-
graduada e relacionando estas as Identidades Polinomias ndo Graduadas (que chamaremos

de ordinarias) da mesma algebra (Secao 3.4).

3.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 3.1.1. Um polindomio f = f(zy,...,2,) € F(X) ¢ uma identidade polinomial
(ou simplesmente identidade) de uma F-algebra A, se f(a4,...,a,) =0,V a4,...,a, € A.

Neste caso também dizemos que A satisfaz f.
Como toda algebra A satisfaz f = 0, chegamos a definicao:

Definicao 3.1.2. Se um polindémio nao-nulo é uma identidade polinomial de A, entao A

¢ chamada de Pl-dlgebra.

O exemplo a seguir sugere que a nocao de procurar uma identidade polinomial é uma

generalizacao de comutatividade.

Exemplo 3.1.3. Toda &lgebra comutativa é uma Pl-algebra, pois satisfaz [r1,z5] =

1T — T2X7.
Para justificarmos o proximo exemplo atentemo-nos ao seguinte lema:

Lema 3.1.1. Seja A uma F-dlgebra e sejam aq,...,a, € A elementos linearmente de-
pendentes. Se um polinomio multilinear f = f(x1,...,2n,y1,...,y,) € F(X) € alternante
em xy,...,T, entao f(ay,...,ap,b1,...,b.) =0,¥ by,...,b. € A.
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n—1
Demonstracao. Podemos supor que a, = A\ia; para alguns \;/'s € F. Assim,
=1

)

n—1
f(ala'-wanablw”abr) = f(ala'-wZ)\iahbla'--abr)
=1
n—1
= Z)\if(al,...,ai,bl,...,bT):O,
i=1

pois f(x1,..., 4. o, Tp_1,2;,b1,...,b,) =0parai=1,...,n— 1. ]

Exemplo 3.1.4. Toda algebra de dimensao finita ¢ uma PI-algebra. Se dimp A = d, entao
todo polinémio multilinear que é alternante em d + 1 indeterminadas é uma identidade
de A, como pode ser visto pelo lema acima.

Em particular, A satisfaz sq,1.

Observagao 3.1.5. Pelo exemplo anterior concluimos que M, (F) é uma Pl-algebra, e que

satisfaz s,2.1.

Exemplo 3.1.6. Toda algebra nilpotente é uma PI-algebra, pois satisfaz a identidade
x1...T, para algum n € N.
Em particular, V,,(F) (Exemplo 1.2.24) ¢ uma PI-algebra.

Exemplo 3.1.7. Consideremos UT5(F) a algebra das matrizes triangulares superiores de
ordem 2 x 2 com entradas em um corpo F (o produto desta algebra é o induzido da algebra

de matrizes). Notemos que, para a, b, c,d, e, f € F:

a b) (d e\ (ad ae+bf d e a b [da db+ec
0¢)\o )" No e ) N0 f)\oe) N0 g )

Assim,
ad ae+0bf da db+ec) (0 ae+bf —db—ec
0 cf 0o fc | \o 0 '
Ou seja, [A, B] com A, B € UT,(F), pertence a Ny(F). Pelo exemplo anterior sabemos
que N3(FF) é Pl-dlgebra e satisfaz x5, portanto, UTy(FF) satisfaz [z1, y1][z2, y2)-

De um modo mais geral, temos que UT,,(C) a dlgebra das matrizes triangulares superi-

ores de ordem nxn com entradas em uma algebra comutativa C, satistaz [x1, 11] . .. [Zn, Yn]-

Exemplo 3.1.8. Seja F a algebra de Grassmann definida no Exemplo 1.2.7. Notemos
que o comutador [z,y] de quaisquer dois elementos =,y € E pertence a Ey. Ora, basta
verificarmos para dois elementos bésicos, * = €;,...€;, e y = ¢;, ...¢;,,. Como vimos,
ax = za para qualquer que seja x € E e a € Ey, portanto, [x,y] é ndo-nulo apenas quando

n e m sao impares, isto é, x,y € E;. Mas, ainda neste caso zy € Ey e yr € Ey (impar
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+ fmpar = par), ou seja, [z,y] € Ey. Logo, E é uma Pl-algebra e satisfaz a identidade

be 3:2]’ 333].

Observagao 3.1.9. Se f é uma identidade da &lgebra A, entao f é também uma identidade

de qualquer subélgebra de A.

Constuiremos agora novas Pl-algebras a partir de PIl-algebras ja conhecidas.

Exemplo 3.1.10. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras e A é uma PI-algebra,

entao p(A) é uma Pl-algebra. Ora, se f(z1,...,x,) é identidade polinomial de A, digamos
f(.flfl, .. ,:En) = Alxi1l$i12 .. 'xilrl 4+ -4 )\S.TiSl.fEiSQ .. .ilfiSTS, )‘j cF (1 < j < 8),

1<i; <n(1<l<r).

Temos,

flear),....polan) = Mplai, )e(ai,) .. olai, )+ + Aspla, )e(ai,) - . olai, )
= QO(/\laill C ailrl + e+ )‘Saisl e ai5r3>
= o(f(ay,...,a,)) = ¢(0) =0,Yay,as,...a, € A.

Portanto, p(A) satisfaz f.

A fim de mostrarmos que nao sao todas as élgebras Pl-algebras, temos o seguinte

exemplo:
Exemplo 3.1.11. A algebra livre F(X) nao é Pl-dlgebra.

Continuaremos esta secao apresentando conceitos, resultado e exemplo concernentes

a um dos principais ramos de pesquisa em PI-Teoria.

Definigao 3.1.12. Chamaremos de Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais
de A.

Proposigao 3.1.13. Se A é uma dlgebra entio Id(A) é um T-ideal.

Demonstragao. Uma computagao direta mostra que Id(A) ¢ um ideal de F(X).
A fim de mostrarmos que Id(A) é um T-ideal, faremos uso da Observagao 1.2.97.
Assim, sejam g(z1,...,7,) € Id(A), gi(z1,,-- 21, )5 s Gn(Tny, -, Tn,, ) € F(X) e,

para j = 1,...,n, sejam a;,,...,a; € A. Como b; := gj(ajl,...,ajrj) € A, entao

T

flor(ary, a1, ), oo Gnl@nys ooy, ) = f(br,. oo, 0,) = 0.

Logo, f(g1,-..,9n) € Id(A). E por f,g1,...,g, serem quaisquer, temos que [d(A) é
um 7-ideal. O
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Exemplo 3.1.14. Para élgebra de Grassmann E sobre um corpo F de caracteristica 0,
f(z1, e, x3) = [[21, 22, 3] € Id(E), como podemos perceber a partir da observagao sobre

Ey ja feita no Exemplo 1.2.7.

Definicio 3.1.15. Se A é uma F-algebra e S C Id(A) é tal que Id(A) = (S)" (veja
Definigao 1.2.98), dizemos que S é uma base das identidades de A. Se um polindémio

fe <S>T, dizemos que f ¢ consequéncia de S.

Para terminarmos esta se¢ao, apresentaremos duas sequéncias nimericas para uma
certa algebra A, ¢,(A) e [,(A), com n € N, chamadas, respectivamente, de sequéncia de
codimensoes de A e sequéncia de cocomprimentos de A. Ambas sdo usadas, de certo modo,
para medirem as identidades polinomiais que A satisfaz. Para tanto, trabalharemos com

0s espacos P,.

Defini¢ao 3.1.16. P, N Id(A) é o conjunto de todas as identidades polinomiais multili-

neares da algebra A.
Proposicao 3.1.17. P, NId(A) é um FS,-submddulo de P,.

Demonstragao. Notemos que 0 € P, N Id(A), mostrando que P, N Id(A) # 0. Ainda,
se f,g € P,N1d(A), entao claramente f — g € P, N Id(A). Ou seja, P, N Id(A) é um
subgrupo aditivo.

Lembremos que um T-ideal é invariante por permutacao (Proposi¢ao 1.2.100). Assim,

Z oo - f(T1,...,x,) = Z o f(To(1), -, Tom)) € PN Id(A),

O'GSn O'GSn

para todo f(z1,...,2,) € P,NId(A) e > a,0 € FS,. Logo, P, N Id(A) é um FS,-
oESy,

submoédulo de P,. O
Pensemos no quociente dos seguintes espagos vetoriais P, por P, NId(A) e definamos:

Definicao 3.1.18. Para n € N, definimos

Podemos ver P,(A) como o “subespaco”’ vetorial de P, que contem todas as nao-

identidades polinomiais multilineares da [F-algebra A.
Observacao 3.1.19. Temos como consequéncia do ja feito e lembrando resultados de mo-
dulos ([16]), que o espago quociente P,(A) para n € N é um FS,,-médulo.

Ainda trabalhando com este quociente, e lembrando do caracter de uma representacao,

Secao 2.6 do Capitulo 2, chegamos a:
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Defini¢ao 3.1.20. Com n € N, o caracter de S,, associado & representacao de P,(A)

Xn(A) é chamado de n-ésimo cocaracter de A.

Pela Teoria de Representacao expressa no capitulo anterior, sabemos que

Xn(A) = Z MAXNs

P\

onde x, é o S,-caracter irredutivel associado & A = n, e my, > 0 é a multiplicidade
correspondente.

Por fim, chegamos as tais sequéncias mencionadas:

Definicao 3.1.21. Sendo A uma F-&lgebra e considerando o FS,-médulo quociente

acima, definimos como a n-ésima codimensao de A,
cn(A) =dimp P,(A).

Definicao 3.1.22. Para n € N, chamamos o niimero
ln(A) = ZM)\,
AFn

de n-ésimo cocomprimento de A, onde my é a multiplicidade associada ao caracter irre-

dutivel y, da decomposi¢ao de x,(A) visto anteriormente.

3.2 Resultados importantes de PI-aAlgebras

Discutiremos agora, brevemente, alguns resultados importantes da Teoria de PI-algebras.
Comecemos com um resultado que nos permite tornar quaisquer identidades polino-

miais de uma algebra em elementos do espago P, dos polindmios multilineares.
Teorema 3.2.1. Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial nao-nula, entao
A também satisfaz uma identidade multilinear nao-nula de mesmo ou menor grau.

Demonstragao. Vide [6]. O

A demonstracao acima contempla o processo de multilinearizacao que mostraremos

por meio do exemplo a seguir.

Exemplo 3.2.2. Seja A uma é&lgebra que satisfaz f(xr) = x3. Definamos dois novos

polinémios, g = g(z1,22) e h = h(xy,x9,z3) , por:

g = f(a1 +m12) — f(21) — f(22),

h:=g(xy,x0+ x3) — g(x1, 22) — g(21, 23).
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Notemos que h pode ser escrito em funcgao de f

h = f(o1+ (v2 +x3) — f(21) — f(xa +23) — f21 + 22) + f21) + f202) — [ (21 + 23)
+ f(a1) + f(x3)
= flz1+ (z2+23) — f(x2 +23) — f(@1 + 22) + f(22) — f(21 + 23) + f(21) + f(23).

Agora, fazendo os calculos explicitos, temos

g = (z1+ x2)3 — 1z — 1o

2 2 2 2
= T1%2" + T2X1T2 + T27 X1 + 17T + T1T2X1 + LTy
Usando o calculo de g, retornamos a h e conseguimos

h = 131(.1‘2 + l’g)z + (1’2 -+ xg)l’l(l‘Q + l’g) —+ (1'2 + 1’3)21’1 + ZE12(ZE2 + 1’3) -+ ZEl(l’Q -+ ZL’3)JZ1 —+
+ (29 + 23) 1% — 11097 — Tox 1Ty — 12201 — T1°T9 — T1ToT) — ToTy® — T173° — T3T T3 —
— 1'321‘1 — ZE12I3 — 131 — ZL’3{E12

= X1T2x3 + T1X3T2 + ToX1T3 + T3X1XTo + ToX3X1 + T3ToX1,

ou seja, h é multilinear em x1, x5 € 3.
Como A satisfaz f, A também satisfaz h (pode ser dada em fungao de f, estando em
(/)" como vimos). Conseguimos uma identidade polinomial para a algebra A ao custo de

aumentarmos o nimero de indeterminadas.

Lembrando que dois conjuntos de polinémios sao equivalentes se geram o mesmo 7-

ideal, atentemo-nos ao proximo resultado que pode ser melhor encontrado em [14]:

Teorema 3.2.3. Seja
f=fan,. . am) =Y fi € F(X),
i=0

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em x1 en € o grau de f em xy.

i) Se o corpo F possui mais que n elementos, entio {f} e {fo, f1,---, fu} sGo equiva-

lentes.

ii) Se o corpo F € de caracteristica 0, entao {f} € equivalente a um conjunto (finito)

de polindémios multilineares.

Este nos diz que, quando o corpo [ é de caracteristica 0, a nossa busca por identidades

polinomiais de uma algebra A pode se restringir ao espago P, dos polinémios multilineares.
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Passemos agora a contemplar o grande resultado obtido em 1950 por S. A. Amitsur
e J. Levitzki, no artigo Minimal identities for algebras, |1]. Como ja vimos, a &lgebra de

2 e, portanto, satisfaz s,z ( Observagdo do Exemplo

matrizes M, (F) tem dimensdo n
3.1.4). Tentando descobrir o grau minimo de uma identidade nao-nula para M, (F), eles

chegaram ao:

Teorema 3.2.4 (Teorema de Amitsur-Levitzki). O polinémio standard s, é uma identi-
dade de M, (C) para toda dlgebra comutativa C.

Em [6] temos a validade do seguinte lema:

Lema 3.2.1. Um polinémio nao-nulo de grau menor do que 2n nao € uma identidade de

Assim, usando os dois resultados acima, teorema e lema, concluimos que o grau minimo
de uma identidade polinomial nao-nula para M, (F) é 2n.

Neste momento, fazendo uso dos Teoremas de Poincaré-Birkhoff-Witt e de Witt([9]),
vemos como ordenar adequamente polindmios multilineares. Isto é, conseguimos escrever

qualquer polinémio multilinear f de grau n como combinacao linear sobre F de polinémios

do tipo

Ljy « o LjpC1 -+« . Cs,
comiy < --- <1, €cy,...,Ccs comutadores de comprimento arbitrario nas demais variaveis
Tj,...,Tj,onde k+1r=n.

Terminemos a secao falando de um resultado que é consequéncia de um teorema de
Kemer (]|20]) e que engloba as sequéncias de codimensoes de uma algebra A. Para tanto,
sobre um corpo de caracteristica zero, lembremos que Id(UT,) = ([x1,11] ... [xmyn])T e
[d(E) = ([[x1, xa], 3]) "

Teorema 3.2.5. Se A é uma dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero, entdo c¢,(A)
é limitada polinomialmente se, e somente se, Id(A) € Id(UTy) e Id(A) € Id(E), onde

E é dlgebra de Grassmann de dimensao infinita.

3.3 Teoria de Representacoes e PI-Teoria: Como

relaciona-las?

Destinamos esta secao para relacionarmos a Teoria de Representagoes e a PI-Teoria que
ja foram explanadas nos Capitulos 2 e 3. Pretendemos agora justificar a importancia de
tudo anteriormente feito.

Comecemos entao mostrando um isomorfismo entre FS, e P, como FS,-modulos, o
qual nos permitird escrevermos explicitamente P, como soma de ideais, quando F ¢ um

corpo de caracteristica zero e algebricamente fechado.
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Proposicao 3.3.1. P, e F'S,, sao isomorfos como FS,,-mddulos.

Demonstracao. De fato, consideremos a aplicagao

p:FS, — P,

Z a,0 +> Z ATy (1) -+ - To(n)-

O'Esn O'GSn

Uma computacgao direta mostra que ¢ é um homomorfismo de FS,-moédulos.

Além disso, temos que

ker ¢ = {Z%OEFSRMO(Z%U) :0}

oc€Sh €Sy

= { Z 4,0 € FSH | Z aal’g(l) .. .£Eo(n) = Z Oa:p(l) .. .a:p(n)}
0ESh 0ESK PESh

= {ZaUJGFSn|ag:0, vaesn} — {0}
O'ESn

e assim ¢ € injetora.

Finalmente, dado f(z1,...,2,) = Y A1) - .- Tom) € Py, tomemos ) A,0 € FS,
O'ESn O'GS'VL

2 (Z )\UO') = Z )\01‘0(1) <o To(n)-

O'ESn O'ESn

e notemos que

Desta forma, ¢ é sobrejetora. Assim, concluimos que ¢ ¢ um isomorfismo de FS,,-

modulos. L

Diante deste isomorfismo, podemos tratar elementos de F.S,, como polindnios em P, e

vice-versa.

Sabemos que, nas condic¢oes de corpo consideradas, FS,, = € I, como soma direta de
A-n
F-algebras simples, Iy = M\@---® M), My = FS,er com T € Std, - especial (Proposigao

2.7.54, Teorema 2.7.46, Definicao 2.7.44 e Lema 2.7.10). Ademais, essa decomposicao é
tnica e Iy = M, (F) para algum d € N, V A - n, I, é uma componente isotipica de FS,
(Proposicao 2.7.54).

Também, pelo Teorema 2.7.59 ¢ Lema 2.7.10, temos que dimp I, = d\? onde d, =

dimp M), = |Std,| e, consequentemente, [y = @ My, (Corolario 2.7.61).
T\eStdy

P, = ¢(FS,) = ¢ (@ [)\> =P (1.

Portanto,
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E, lembrando que ¢ é um isomorfismo de FS,-modulos (portanto, F.S,-equivariante),

(p(IA):SO( @ MTA) = @ QO(MTQ: @ SO(FSHGTA): @ IFSn(p(eT,\)'

T\€Stdy T\E€Std) T\EStd) T\€Stdy

Como os FS,,-modulos irredutiveis em F.S,, sao os My, , V T\ € Stdy, A = n, temos que
os FS,-modulos irredutiveis em P, sdo ¢(Mr,) = p(FS,er,) = FSyp(er, ), ¥V Ty € Std,,
A n.

Vejamos em um exemplo o calculo dos FS,,-mo6dulos irredutiveis em P,, fazendo uso

do isomorfismo ¢:

Exemplo 3.3.2. 1) Consideremos A\ = (1,1,...,1) = (1") F n; T\ = € Stdy o

n

tableau especial ao qual associamos M); e, calculemos er,. Para tanto, notemos que
Ry, = {1} e Cp, = S, portanto,

er, = RT/\—FCT)\_ = Z (—1)00'.

Assim,

pler,) = ¢ (Z (—1)%) = Z (=1)°T50) -+ To(m) = SnlT1, - Tn),

oES, g€Sn

onde s,(z1,...,x,) é o polindmio standard de grau n definido em 1.2.87.

2) Sejam agora A= (n)Fn,T5 =|1]2]...|n|€ Std; o tableau especial ao qual

associamos Mjs; e, calculemos er.. Para tanto, observemos que Rr. = S, e Cp. =
) by ? A A
{1}, assim,
_ +v - } :
eTX == RT:\ CTS\ = 0.

gESy

Portanto,

€Sy oESH

Donde, temos FS,p(eq, ) = FSys, (21, ..., x,) € FSmp(eTi) =FS, > o). Towm), 08
O’GSn
FS,-mo6dulos irredutiveis em P, (portanto, os S,-modulos irredutiveis em P,) associados

as parti¢oes em 1) e 2), respectivamente.

Da observacdo ja feita, basta calcularmos ¢(er,) para A F n para encontrarmos os

FS,-mo6dulos (portanto, S,-modulos) irredutiveis de P,, a menos de isomorfismos.
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Terminamos esta secao, considerando A uma [F-algebra para F um corpo de caracte-
ristica zero e algebricamente fechado, e Id(A) como na Definigao 3.1.12.

Sabemos que P,NId(A) é¢ um FS,-submodulo de P, (Proposi¢ao 3.1.17), e acabamos de
ver que os FS,,-mddulos irredutiveis de P, sdo os FS,¢(er, ), V T\ € Stdy e A n. Assim,
(P, NId(A) NFS,p(er,), ¥V T\ € Stdy e A F n sdo todos os FS,-mddulos irredutiveis de
P,NId(A).

Assim, se (P, N Id(A)) # 0, temos que para algum A F n, (P, N Id(A)) Ne(I)) # 0
(consequéncia do Teorema 2.7.69).

Como temos a validade do Teorema 3.2.3 e estamos no caso do corpo de caracteristica
zero, conseguimos por meio da Teoria de Representacao e do trabalho desenvolvido por
Bondari (|4]) uma técnica de busca das identidades polinomiais de A usando os I)'s, e

assim, uma “restricao” no espago de busca de identidades polinomiais para uma F-algebra

A.

3.4 Identidades Polinomiais Graduadas

De um modo similar ao feito na secao de Definicdes e Exemplos deste capitulo, fixado
um grupo G, introduziremos o conceito de identidade polinomial G-graduada, o de ideal
de todas as identidades polinomiais G-graduadas e afirmamos que as demais defini¢oes
e propriedades sem graduacoes podem ser reescritas, de modo analogo, envolvendo gra-
duacgoes. Ainda, tracaremos um paralelo entre as identidades polinomiais G-graduadas
(omitiremos G, quando este estiver claro), e as identidades polinomiais sem graduacao,

que passaremos a chamar de identidades polinomiais ordindrias.

Definicao 3.4.1. Sejam G um grupo e A = ®g€GA9 uma algebra G-graduada. Di-
zemos que um polinomio f = f(z1,z2,...,2,) € F(X)"" é uma identidade polinomial
G-graduada para A se f(a1,as, ..., a,) = 0 para quaisquer a; € Aq(g,) com i =1,2,...,n.

Dizemos assim que A satisfaz f.

Definicao 3.4.2. Se um poliné6mio nao-nulo ¢ uma identidade polinomial para uma al-

gebra A G-graduada, entao A serd chamada de Pl-dlgebra graduada.

Definicao 3.4.3. Consideremos A uma algebra G-graduada, d’"(A) denotara o conjun-

tos de todas as identidades polinomiais G-graduadas da dlgebra A.

Similarmente ao feito para o conjunto das identidades polinomiais ordinarias de uma

algebra A, temos:
Proposicao 3.4.4. Se A € uma dlgebra G-graduada entio Id°"(A) € um Tg-ideal.

Definicao 3.4.5. Se A ¢ uma F-algebra G-graduada e S C Id?"(A) é tal que Id'"(A) =
(S)"¢ (olhe Definicio 1.2.121), dizemos que S € uma base das identidades G-graduadas
de A.



3.4. Identidades Polinomiais Graduadas 95

Como ja falado, as demais defini¢oes e propriedades sao reescritas como as de cima.
Atentemo-nos apenas a validade do Teorema 3.2.3, com as devidas alteragoes, para o
caso de uma algebra G-graduada. O que novamente garante-nos a busca por identidades
polinomiais G-graduadas apenas no espaco dos polinémios multilineares G-graduados.

Relacionemos agora identidades polinomias ordinarias com identidades polinomiais

graduadas:

Proposicao 3.4.6. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduacoes tais
que 1d9"(A) C I1d"(B), entdao 1d(A) C Id(B). Ademais, se Id'"(A) = Id”(B), entao
Id(A) = 1d(B).

Demonstragao. Assumamos primeiramente que [d?"(A) C Id"(B). Sejam F(X) a al-
gebra associativa livre e f = f(xy,29,...,2,) € Id(A). Devemos mostrar que f =
f(x1,29,...,2,) € Id(B). Dados by, b, ..., b, € B, tomemos b;, € By, parai =1,2,...,n

e g € G, tais que b; = ) b;,. Para cada b;, # 0, tomemos z;, € X, e consideremos o

geG
polinomio fi = f(> x1,,..., > x,,) € F(X)?". Como f € Id(A), temos f; € Id"(A) e,
geG geG
por hipotese, f; € 1d"(B).
Fazendo entao as substituigoes x;, = b;,, parai=1,2,...,ne g € G, temos

F(b1,bay ... by) = f (Zblg,Zb%,...,an9> =0,

gelG geqG geG

donde, f € Id(B).
Se Id'"(A) = Id°"(B), entao Id°"(A) C Id"(B) e Id"(B) C Id’"(A), portanto, pelo

feito anteriormente, temos a ultima afirmacao. O]

Observagao 3.4.7. A reciproca do resultado acima é falsa, isto é, se Id(A) C Id(B), nao
temos necessariamente [d’"(A) C Id°"(B). Consideremos na algebra de Grassmann E a
Zso-graduacgao natural F = Fy @ E; e a Zy-graduacao trivial £ = F @ {0}. Temos que
f(z1,22) = [x1,x2], com a(xy) = 0 = ax2), ¢ identidade graduada de E com respeito a

primeira graduagao, mas nao ¢é identidade graduada com respeito a graduacgao trivial.
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Capitulo 4

As Identidades Polinomiais
Zo-Graduadas de My (F) e M 1(E)

Este capitulo, baseado no artigo [8] de Di Vincenzo, pretende determinar o S,, X S,-
cocaracter das algebras Ms(F) e M, 1(E), e provar que o Tr-ideal de suas identidades Zo-
graduadas é gerado pelos polinomios y1ys — yay1 = [y1, ya] € 212223 — 232221, Y12 — Yatyh =

[Y1,y2] € 212223 + 232921, Tespectivamente.

Estaremos trabalhando com Zs-graduagao e identidades polinomiais Zs-graduadas em

todo este capitulo, portanto, em alguns momentos omitiremos Zs.

Para atingir o pretendido, precisaremos dos conceitos ja definidos: cocaracter (Defini-
¢ao 3.1.20); T-ideal (Definigao 1.2.118); T),-ideal (Observacao 1.2.119); T ideal gerado
por S (Definicdo 1.2.121); identidade polinomial graduada (Definicdo 3.4.1); comuta-
dor (Definigao 1.2.19); e, algebra de Grassmann (Exemplo 1.2.7). Ainda, da relacdo do
Sy, X Sp-cocaracter X, , para algebras Zy-graduadas com o S),4,-cocaracter ordinario que

pode ser vista em [2].

Comecemos definindo o que vem a ser as subalgebras M, ;(E) da algebra M ;(E):

Definicao 4.0.1. Seja E a algebra de Grassmann encontrada no Exemplo 1.2.7. Vemos
que F = Ey & Eq, onde Ey é o espago vetorial gerado por 1 e pelos elementos de com-
primento par; e, F4 é o espago vetorial gerado pelos elementos de comprimento impar
(ou seja, E possui uma Zy-graduacao natural - vide Exemplo 1.2.105). Dados k,l € N,

denotaremos por My (E) as sequintes subdlgebras de My (E):

C D k x [ e l X k matrizes, ambas com entradas em F;

A B\ | Ae My(Ey),D e M/(Ey), B,C sao respectivamente
M, (E) = ‘ .
Observagao 4.0.2. Notemos que M ;(E) é um subespaco vetorial de My (E). Agora,
fazendo uso de propriedades de produto de matrizes e, de da de graduacgao de uma algebra
(Defini¢ao 1.2.102), veremos que M, ,;(E) ¢ uma subalgebra de M;.,(E):
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. A B E F
Ora, sejam , € My, (F), temos

C D G H

A B E F B AEF +BG AP+ BH
¢ D)\G H) \CE+DG CF+DH)’
Como A, E € Mi(Ey) e EoEy Ey, conseguimos que AE € My(Ey). Por B €

Mk><1<E1>; G € Mlxk(E1> e E1E1 EQ, temos BG € Mk<E0) Donde, AB + BG €

My (Ey). Fazendo uma andlise similar para os demais casos, concluimos que,

C
C

(AE+BG AF + BH

€ My, (E).
CE+DG CF+DH

E assim, My ;(F) é subélgebra de M. ;(E).

Observacgao 4.0.3. A algebra com que trabalharemos no capitulo,
Ey FE
B, E

Definicao 4.0.4. Na Definicao 1.2.115 da algebra livre graduada, com G = Z,, diremos

¢ subélgebra de My (E).

que X =Y U Z, onde Y e Z sao subconjuntos enumeraveis disjuntos de X.

gr N
gerado pelos monomios de grau par

Denotaremos Fy como o subespago de F(X)
com respeito a Z (que coincide com o F(X),); similarmente, F; denotard o subespago
de F(X)?" gerado pelos monomios de grau impar com respeito a Z (que coincide com o

F(X),). Donde, F(X)*" = F, & Fi.

9" & um Th-ideal se este é

Observagao 4.0.5. Assim, no nosso caso, um ideal I de F(X)
invariante por todos os endomorfismos Zs-graduados n de F(X)?" tal que n(Fy) C Fo
e n(F1) € Fi (consulte Definigdo 1.2.118 e Observagao 1.2.119). E, um polindémio
FWas s Yny 215y 2m) € F(X)" é uma identidade polinomial de uma Aalgebra Z,-
graduada, A = Ay @ Ay, se f(ai,...,an,b1,...,by) = 0 para todos ai,...,a, € Ay e

by, ..., by, € Ay (conforme a Defini¢do 3.4.1).

Definicao 4.0.6. Consideraremos V,, ,,, o espaco vetorial de todos os polindmios multili-

neares de grau n -+ m nas varidveis Y1, ..., Un, 21, - - -5 Zm-

Definigao 4.0.7. Seja [d?"(A) o Ty-ideal de F(X)?", como na Defini¢do 3.4.3. Denotare-
mos [, = Id°" (A) N'V,m, 0 espago vetorial de todos os polindomios multilineares de grau
n -+ m nas variaveis Yi,...,Un, 21, - - -, Zm que sao identidades polinomiais Zs-graduadas

da algebra Z,-graduada A.

Como podemos esperar pelo ja visto na Proposicao 3.1.17, temos:
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Proposicao 4.0.8. 1,,,, € um S,, X Sy,-submddulo de V,, ,.

Demonstracao. Consideremos a funcao,

(S X Sm) X Vo = Vi
(o, )y f(Y1s e Yns 21y ooy 2m)) = - ((0,7), f(Y1y oo Uny 215 -+ 5 Zm)
= (o,7)  f(Y1,- s Yn, 215+ Zm)
= [(Yo1)s -+ Yo(n) Zx(1)s - - - » Zn(m))-

Uma computacao direta mostra que esta ¢ uma agao do grupo S, X S, em V,,,, (olhe
Defini¢ao 2.2.1), portanto, V,,,,, ¢ um S,, x S,,-mdbdulo.
Como I, = Id”(A) NV, temos que Id?"(A) ¢ um Thr-ideal,(portanto, Id?"(A) é

g

subespaco vetorial de F(X)?"), e, ainda V},,, é subespaco vetorial de F(X)?", concluimos

que I, ,, é subespago vetorial de F(X)?". Assim, I,, ,, é subespago vetorial de V}, ;.
Notemos que um Th-ideal [ é invariante por par de permutagoes:

De fato, seja (o,7) € Sy X S e f(Y1,- -+ Yn, 21, - - - 2m) € I, devemos mostrar que

(0,7) - f(Wrs s Yns 2153 Zm) = F(WYo)s - - Yo(n) Zr(1)s - - - » Zn(m)) € 1.

Ora, como f(y1,...,Yn,215---,2m) € I e I & Th-ideal, temos que para g, = Yo(;) ©
gj:zw(j) emF<X>gT,1§Z§nelgj§m,

f(gl> s agnvgh cee agm) = f(yo(1)7 <oy Yo(n)s Ar(1)y - - - 7Z7'r(m)) el

Assim,

(07 7T) : f(yla ey Yny By ey Zm) = f(ycr(l)a <oy Yo(n)s Ar(l)s - -+ Zﬂ(m)) € Imma
se f € Lym, ¥V (0,m) € Sy X Spp.
Ou seja, I, € um S, x Sy,-submodulo de V,, ,. O
Definicao 4.0.9. Para n,m € N, definimos

V, V,
Vnm A) = nm.o n,m :
m(4) Lim  1d7(A)N Vo

como o “subespaco vetorial” de V,,,, que contém todas as nao-identidades polinomiais

multilineares em vy, ..., Yn, 21, .. ., 2, graduadas da F-algebra Z,-graduada A.

Observagao 4.0.10. Pelo feito acima e por resultados da teoria de médulos ([16]), temos

) V,
que o quociente V;,,,(A) = == ¢ um S,, X S,,-modulo.
n,m

Definicao 4.0.11. Definiremos x, ,(A4) como S, x Sy,-cocaracter do mdédulo quociente

Vim(A), e, cnm(A) a sua codimensao sobre o corpo F (relembre as Defini¢oes 3.1.20 e
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3.1.21).

Observagao 4.0.12. Sabemos que S, X .S, é finito, que V,, ,,,(A) é S,, x S,,,-mo6dulo, portanto,
como ja visto na Observacao 2.6.17, existe um nimero finito de caracteres irredutiveis,

Xnmis- - > Xnmy, € AL, .., Ap €N, tais que

Xn,m = )\IXn,ml + -+ /\an,mp‘

Sabemos que um caracter é irredutivel se a representacao a que ele esta associado é
irredutivel (Defini¢ao 2.6.5).

Sabemos que o caracter é uma funcao de classe, e que as classes de conjugacao de
Sy, estdo em correspondéncia biunivoca com Part, (Proposi¢ao 2.6.7 e Teorema 2.7.31).
Assim, S, x 5, estd em correspondéncia biunivoca com Part, + Part,,.

Sabemos, quando char F = 0, que todo S,,-mo6dulo irredutivel é equivalente a algum
M, =FS,er, para A F n e M), associado ao tableau standard especial T € Std, (Defini-
¢ao 2.7.44), e que, se o corpo F for algebricamente fechado, o nimero de representacoes
irredutiveis e inequivalentes de S,, é equivalente ao niimero de classes de conjugacao de
S, (veja paragrafos apos Proposigao 2.7.52). Portanto, da relacao expressa em [2] e de

tudo acima falado, segue da Teoria de Representagoes do Grupo Simétrico que

Xnm(A) = Z MmN @ [1],

AFn,uFm

onde, [A\] ® [p] denota os S,, X Sp,-caracteres irredutiveis dado pelo produto tensorial dos
caracteres irredutiveis [A],[u] correspondentes as parti¢oes A, u de n e m, respectivamente.

Ainda mais, m, , # 0 se, e somente se, existe um 7} ; tableau associado a particao A;
um 7, » tableau associado a particdo p; e, algum monoémio M(yi, ..., Un, 21,...,2m) de
Vim tal que o polinomio ez, er, ,M(y1,...,Yn, 21, .., %m) nd0 é uma identidade graduada

de A (olhe a Defini¢do 2.7.36 para ver quem sao os e7’s).

4.1 As Identidades Polinomiais Z,-Graduadas de M,(F)

Seja F um corpo de caracteristica zero. Nesta secao estudaremos as identidades polino-

miais Zo-graduadas de A = M, (F) com Zs-graduagdo nao-trivial

S (O PP N [ T

(Veja Exemplo 1.2.110).

Observagao 4.1.1. Observemos que:

e Ay é subalgebra comutativa, pois lembrando que F é corpo, e considerando
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(a O) (a’ O) c A ) .
; 0 quaisquer, temos:
0 d 0 d

a 0 a’O_aa’O_a’aO_a’O a 0
0d/\o &) \No da)] \o aa)/ \o &)\o a/°
—_——

cAp

e Ay é subalgebra nao-nilpotente, pois F é corpo, e para a,d € F, a # 0 ou d # 0,

-6 )6

e por inducao, V n € N,

a 0\ fam 0 L (00
0d/ \o d 00/
Comegaremos agora a considerar um subconjunto adequado de V,,,,, que vird a ser

Vn m
uma base de V,, ,,,(A) = IdgT(A)h v

temos:

, com A como acima.

Definicao 4.1.2. Para m > 0, seja (j) = {ji,J2,...,j=)} um subconjunto de

{1,2,...,m} de ordem [%] (onde [#] é o maior inteiro menor ou igual a %), e seja
(1) = {i1,12,...} 0 seu complementar em {1,2,... m}. Além disso, para ¢ = 0,1,...,n

seja (t) = {t1,...,t,} umsubconjuntode {1,2,...,n} de ordem g, e seja (s) = {s1, 2, ...}
o seu complementar em {1,2,... n}.
Escrevemos separadamente em ordem crescente todos os inteiros ocorrendo nos con-

juntos distintos (), (7), (t), (s) e definamos

M,y = M)Wy s Uny 21, Zm)
ytlth R ytqzilySI c e ySnfqzjlziQZ]—Q st Zl[%]zj[%P m par)

Y. Yty - - Yty ZirYsy -+ Ysn_qRj1%i %50 -+« Zi[%]_,_lv m 1mpar.

m

Observagao 4.1.3. O ntimero de monomios M) ;) existentes é 2"([m}). De fato, para
2

escolhermos (t) temos (7) + (1) + (5) + -+ + () = (14+1)" = 2" possibilidades. Por
consequéncia de (s) ser seu complementar, temos que, ao escolhermos (), ja escolhemos
automaticamente (s).

Para escolhermos (j) temos ([%) possibilidades. Por consequéncia de (i) ser seu
complementar, temos que, ao escolhermos (7), ja automaticamente escolhemos (7).

Portanto, o nimero de monomios M) ;) € 2”([2]).
2

Lema 4.1.1. Os 2”([%) monomios M) ;) sao linearmente independentes mddulo I, .
2
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Demonstra¢ao. Para demonstrar o lema, lembremos que {v; + I,...,v, + I} é L.I. em
%, com V um espaco vetorial e [ subespaco vetorial de IV ambos sobre o corpo F, se, e

somente se, para a; € F, 1 <7 < n,
al(vl—|—I)+a2(vg—|—1)+-~-—i—an(vn—|—1) =1

& (a1vy + agvg + -+ apv,) + I =1
S avy -+ agv, €1

=a=ay=---=a,=0.

Assim, {vy,...,v,} é L.I. modulo I quando ajv1 + -4+ a,v, € [ = a3 =as = -+ =

a, = 0.

Suponhamos m par. Consideremos { E11, F12, E91, E9s} a base padrao de My (F) (olhe
Exemplo 1.2.5) e

2i v Z; = @i + 0By, Yi = Y = 0By + BB,

as substitui¢oes graduadas mais gerais (a;, b;, o, B; € F).

Para cada monomio, temos

M,y Ws - Uns 2155 Zm) = Ut Ut - - - Uty Ziy Yoy -+ Ysny Zjy Ziz Zjp -+ B, gy =
= (o, Byi+By, Eog) (g, By 4By, Boa) - . (o, Bvi+By, Eaz ) (a4, Ero4-biy Eay ) (o, Evi+Bs, Eg) - . .
Ce (asn_qul + ﬂsn_qug)(alelg =+ bj1E21) e (ai[%]E12 + bi[%]Ezl)(aj[%]Elg -+ bj[%]Eél) =
Como E11 By = B, EiiByp = 0= ExnE e Eylyy = Fy,
= [, gy g By + Bry Bry - - - Br, Bl (ai, Bra + by, Eor ) (g, Evy + B, Ea) - ..
Ce (O[SninH + ﬁsninQQ)(alem + blegl) N (ai[%]Elg + bi[%]Egl)(aj[%]Em + bj[%]Egl).
Analogamente, como EyE,.; = ;. Es, temos

M(t),(j)(ma e s Uny By ,%) =y, Oy, ... atqailﬂslﬁsz .. '/BsnfqulainjQ co.Qy bj[%]Ell—l-

(]
+ﬂt1ﬁt2 . 5tqbi10481a52 N asn_qajlbiQ(sz e bi[%]aj[%]EQQ.

Seja [ = > Aw.o)»Mw,i;y(W1s- - Yns 21, -, 2m) uma identidade Z,-graduada de
(#),(5)
M, (F) com Ay ;) € F. Para (j) = {j1,J2, ...} fixado, especializamos na substituicao

ailz...:aim:b‘jl:...:b. :1
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bi1:"':bi[%]:ajlz.“:aj[m]zo'

Portanto, para todos aq,...,a,,B1,...,0, € F, lembrando que f é identidade Zo-
graduada de M(FF) e substituindo a especializacao em My, ;) (W1, - - ., Un, 21, - - -, Zm), te-

mos
0= f(m» R 7%a Z_17 <. 7%) = Z A(t),(j)ah@tg o atq/le/BSQ e ﬁsn_qul-
(t)

Como a caracteristica do corpo F é zero, segue que A ;) = 0, para todo (t), e isto
prova o lema, jA que o caso m impar ¢ analogo a este, e fazemos uso do lembrete no

comeco da demonstracao. O]

Provaremos agora o nosso primeiro resultado sobre identidades polinomiais Zs-

graduadas de M (). Para tanto, recorreremos ao seguinte lema:

Lema 4.1.2. Seja B uma dlgebra comutativa. Entao, o T-ideal Id(B) é 1d(B) =
([x1,22])". Se B é uma dlgebra comutativa e nio-unitdria, temos dois casos a considerar,
se B ¢ nao-nilpotente ou nilpotente, e assim, seu T-ideal Id(B) em F(X) €, respectiva-
mente,

Id(B) = ([x1,22))" e Id(B) = ([x1, 0], 21 ... x0)",
onde n € o indice de nilpoténcia.

Demonstracao. Consideraremos apenas o caso nao-unitario. A algebra B satisfaz a iden-
tidade polinomial [z3, xe] = 0 e devemos trabalhar modulo [z1,xs]. Como o corpo tem

caracteristica zero, podemos assumir que

flz,.. x,) = Z AoTo(1) - - - To(m), Ao € F,

UESm

é uma identidade polinomial multilinear para B. Modulo [x1, 25|, podemos rearranjar os

monodmios na forma A\,x; ...z, e apresentarmos f na forma
f(l’l,...,l‘m) = )\xl...xm,)\ eF.

Se A =0, entao f(x1,...,2,) =0 é uma consequéncia da identidade [z, z5] = 0.

Se A # 0, entdao, modulo [z1, 5], a identidade f(zq,...,2,) = 0 é equivalente a
identidade de nilpoténcia x; ...x,,. Escolhendo o m minimo tal que z;...x, =0 é uma
identidade de B, completamos a demonstracao para o caso em que nos preocupamos.

Similarmente, o outro caso pode ser provado. O

Lema 4.1.3. [d7"(A) é o Ty-ideal gerado por y1ys — Yotn = [Y1, Ya] € 212023 — 232021, istoO
é, 1d7"(A) = ([y1,y2], 212223 — 232221)T2. Ainda mais, c,0(A) =1 € cpm(A) = 2”([%)

2
paran >0, m > 0.
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Demonstragao. Seja J o Ty-ideal de F(X)?" gerado por [y1,ys] = y1y2 — Yoy € 212223 —
Z32921.

Como:

e para ai,as,by,by € F,
(a1 E11 + b1 Eg)(asEr + baEas) — (a2Eyy + baEgs) (a1 By + b1 Ey) =

= (a1a9F11 +b1b2 Eo) — (agay Ev1 +baby Eag) = (aras —asay ) By + (b1ba —boby ) Ege = 0,
pois By By = B, BBy = 0 = Byl Ealay = Ey e I é corpo;

® ¢, para a, az,as, bla b27 b3 S ]FJ
(a1 E1o+4b1 Eoy) (a2 Ervo+bo Eoy ) (a3 Era+bs Eoy ) — (a3 E1a+bs By ) (aa Eyo+ba Eoy ) (a1 Eo+b1 By ) =

= (a1b9E11 + brasEg)(asErg + b3 Ear) — (agbeEyy + bsagEas) (a1 Eia + b1 Eay) =
= (a1b2asE1a + biasbs sy ) — (asbaay Erg + byash Eoy) =
= (a1bgaz — asbsay) Eyo + (biasbs — bsashy ) Eay = 0,

pois Fiolio = 0 = Eo 1 By, EioEo = Eyy, Eo By = Ey, Ey1Eiy = Eiy, Ei1Eky =
0 = E22E127 E22E21 = Egl e IF é COIPO;

temos que estes polinémios sao identidades polinomiais Zo-graduadas de My(F). Segue
que J C Id?"(A), e entdo, para todo, n,m >0, JNV,,,, C Id"(A) NV, e assim, como

Vn,m
Id7(A) N V'

Cnm(J) = dimg _VYnm e Cpm(A) = dimg

J N Vi

conseguimos
Cnm(J) > cnm(A). (4.1)

Lembramos que por Ay ser subélgebra comutativa e nao-nilpotente (vide Observagao
4.1.1), temos I,,o = Id" (A) N V0 = J NV, = Jno (Consequéncia do Lema 4.1.2).

Sabemos que

Lo = (1, y2))™ = spang {h1o([y1, yo])ha | b1, he € F(X) e o € Ends (F(X)?")? },

onde, Endg (F(X)")? sdo todos os endomorfismos Zo-graduados de F(X)9".

Consideremos n = 3, e notemos que:

® Y1YsYa = —Y1(Y2, Ys] + Y1YaYys;

® Yoy1Ys = —|y1, Ya2)Ys + Y1Y2ys;



4.1. As Identidades Polinomiais Z,-Graduadas de My(F) 105

o Yoysti = —Y2(U1,Ys] — (Y1, Y2lys + y1Yays;
o Yst1Y2 = — (Y1, Y3ly2 — Y1 (Y2, Ys] + Y1y2ys;
o ysyotr = — (Y2, Ysly1 — valy1, 3] — (W1, Y2lys + y1yeys.

Como Vso = spang {Ys(1)Yo(2)¥o3) | ¢ € Ss}, temos pelos itens feitos acima que

Vso
I_ = spang {y1y2y3}-
3,0

Va
Em geral, 0

¢ 0 S,-mo6dulo unidimensional com caracter [(n)]. Logo, ¢, 0(A) = 1.
n,0
Suponhamos agora m > 0.

Para cada monoémio M tendo grau par nos z;'s, isto é, M € F;, temos que
yiM — My, € Fy. Ora, como J é um Ts-ideal, entao y;,M — My, € J. Isto, mais
o fato de [y1,y2] € Jum € de z;,2i,...2, € Fo para m par, implica que V., é ge-
rado modulo J,, ,,, pelos monomios uo(y)zi, w1 (y)zi, - - - 2i,,, onde ug(y) e ui(y) sdo monod-

mios (eventualmente 1) em yi,...,y, nos quais os y;'s ocorrem em ordem crescente

como ja descritos |.

m

. VTL m .
(1st0 é, ¥ — & gerado pelos monoémios ug(y)z;,u1(y)zi, - - - 2i
n,m

Agora, consideremos a acao a direita do grupo simétrico S, no espago vetorial V;,,

de todos os polinomios multilineares em z1,..., z,. Tal acao ¢ definida como:
-1 _
(2iy .- 2,)0 = Zigeay -+ * Zigimy
isto é, 0 age no mondémio M = M(zy,...,2y,) trocando a ordem dos z;s. Portanto,

lembrando que (i i +2)"" = (i i +2), temos que os polinémios

Ztl Ce Ztm(l — ('l /l —+ 2)) = Ztl R Ztizti+12ti+2 Ce ’Ztm — Ztl Ce Zti+22ti+1zti Ce Ztm
estao no Tr-ideal J, e entao 2y, ...z, = 24y - .- 21, (1 © + 2)(mod J), para todo i.
Seja G o subgrupo de S, gerado pelas transposicoes (i i +2), com i = 1,...,m — 2,
entao
2y 2,9 = 2ty - - 2, (mod ), (4.2)

para qualquer g € G.

Considerando G e G5 os subgrupos simétricos de GG agindo, respectivamente, em digi-
tos impares e digitos pares, vemos que G; NGy = {1} e G1G5 = G, portanto, conseguimos
G como o produto direto de G; e Go. Entao, segue de (4.2) que, para cada monomio
M = M(z,...,2y) de V,, ,, podemos aplicar uma transposi¢ao g € G adequada e sepa-
radamente escrevermos os z;'s ocorrendo nas posicoes pares e impares de M em ordem
crescente. Além disso, M — Mg € J.

Como J é um Th-ideal, segue do argumento anterior que V,,,, é gerado modulo J, ,,

pelos monomios My ;) da Definicdo 4.1.2. Portanto, ¢, (J) < 2"([Z]).

2
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Por outro lado, pelo Lema 4.1.1, 2"( m ) < cpm(A).

(3]

Juntando as inequagoes logo acima e a em (4.1), chegamos em

2 () < ennl) < comn) <2 ().

2 2

portanto,

Com(A) = () = 20 ({,Z]).

2
Ainda, como J C Id"(A), Im = Jnm, para todo n,m > 0. Como [d?"(A) e J sdo
Ty-ideais de F(X)?" e char F = 0, isto é suficiente para concluir a demonstragdo (em

char F = 0, os Ty-ideais sdo determinados pelos polindmios multilineares). O

Observacao 4.1.4. Observemos que este tltimo resultado junto com o Lema 4.1.1 mostram

n,m

que o conjunto {M(t),(j) + I,,;m} € uma base de para todon > 0e m > 0.

n,m

. . Vn,m
Examinaremos mais de perto a .S, x S,,-estrutura de ——
n,m

Definigao 4.1.5. Seja ¢ um inteiro fixo com 0 < ¢ < n, suponhamos m > 0. Considera-

VTL m
remos W, o S, X Sy,-submodulo de —— gerado por i ... Yg21Ygt1 - - - Yn2223 - - . Zm + Ly m.-

n,m

Lema 4.1.4. Para s,t, com 0 <t < ¢" = min {¢,n —q} e 0 < s <[], 0 .Sy X Spe-

cocaracter irredutivel

~n—1t— —m—Ss—
®
—t— —s—=
(4.3)
€ uma componente de X m(W,).

Demonstragao. Como xnm(A) = > myu[A @ [p], e my, # 0 se, e somente

A=n,puEm
se, existe um tableau T); associado a particao A, um tableau 7,, associado a par-
ticdo p, e, algum monoémio M(yi,...,Yn,21,...,2m) de Vi, tal que o polindmio
er et oM (Y1, - Yn, 21, - - -, Zm) Nd0 € uma identidade polinomial Zo-graduada de A =

M, (F) (veja a Observacao 4.0.12). Assim, podemos fazer as devidas alteragoes e concluir

que se exibirmos para cada par de diagramas

~n—1t— —m-—s—
—t— s

um par de tableaux 77,75 tal que o correspondente elemento
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(eryer,)Y1 - - Yg21Ygil - - - YnZ223 - .. Zm de Vi
nao é uma identidade polinomial Zs-graduada de A = My(F), teremos o S, X Sp,-
cocaracter irredutivel em (4.3) como componente de x, m(W,).

Para fazermos isto, prosseguimos da seguinte maneira:

Assumamos, por simplicidade de notagao, que ¢* = g e m é par (os demais casos

seguem de maneira analoga). Para t < ¢, s < [%§] consideremos os seguintes tableaux de

Young,

q+1]|q+2| - g+t |t+1] --- q qg+t+1] | n 1 3 s |25 —1[2s+1

m

=
|
=
I

e sejam Ryt O™, para i = 1,2, definidos como em 2.7.35.

Consideremos
M=My,z) =y1...Yg?1Yq+1 - - - YnZ?273 - - - Zm,
My = Mi(y,2) = Y1+ Yg21Ygi1 - - - Yn?2,
My = M(y,2) = Y1 .. Yg22Ygt1 - - - YnZ1,
e
f(z2) = [z3,24] .. [225-1, 225) 22541 - - - Zm

= (2324 - 2423)(252’6 - 2625) e (223712’23 - 22322371)22%1 < Zm
= 2324256 - .- R25—1R25R25+1 + - + Bm — R4R3IZ5R6 -+ - R25—1225%25+1 + - + Bm +

S
o (1) 223225 - - - 225225122541 - - - Zm-

Da independéncia entre Ry, ™ e Cp, ~, temos

€T1€T2M = €n (RT2+CT2_M) = RTI+CT1_(RT2+CT2_M) = RT1+RT2+CT1_CT2_M,
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e ainda,

Cr, M = [1—(12)—(34)—(56)—---—(2s—1 28)+(12)(34)+(12)(56)+
+--4+(12)2s—1 28)+--+(2s—3 25s—2)(2s—1 2s) —
—(12)34)(56)—---—(25—5 25—4)(2s—3 25 —2)(2s—1 2s)+...
+(=1)°(12)(34)...(2s—1 2s)|M

= M —y1... Yg22Ygt1 - - YnZ123 - Zm — Y1 - - - Yg21Yqt1 - - - YnZ22423 . . By — - . -
= Y1 YgP1Y gl - - YnR223 - 2252251 - - - B T
+ Y1 YgRoYgtl - - - YnR12423 - 2252251 -+ - Bm - -
o Y1 YgR1Ygrl - - YnZ2Z3 - Z25-9295-3225225—1 - - Zm .-
s (Z1) YL YgRolg - YnZ124%8 - 222205 3725%25—1 -« - - Zm
= M(y,2)f(2) = Ma(y, 2) f(2)
Agora, seja m € Cp, e seja (i) = {i1,..., i} C{1,...,t} o conjunto ordenado de inteiros

da segunda linha de T} que é mexido por 7; isto é,

Entdo, (—1)"7M(y, z) f(z) é congruente modulo I, ,, &

(=D Yy - YjYer1 -+ YaYaris - - - Yarin 21Yin -+ YirYgrin - - - YariuYatrer1 - - - Ynzaf (2),
onde, {j1,...,Ju} ={1, ..., t} —{i1,..., i, e 1 < -+ < Jp.
Do mesmo modo (—1)"7Ms(y, z) f(z) é congruente modulo I, ,, &

(_1)ryj1 Y Y1 - - YqYqtin - - Yg+inR2Yi - - - YinYaqtin - - - Ygtgo Yg+t+1 - - -ynzlf(z)'

Portanto, Cr,” Cp,” M = Cp,~ (Mi(y, 2) f(2) — Ma(y, 2) f(2)) é congruente, moédulo 1y, .,

a
¢
g(yl,...,yn,zl,...,zm)zz Z (—1)"

r=0 1<i; <-<ip <t
[(%’l Y Ykl - - YqYqtin - - - YginR1Yin - - - YinYgdy - - - Ygtgo Ygt+t+1 - - 'ynz2)
—(yjl e Yi Y1 - - YqYgtin - - - Ygtin22Yiy - - - YinYgtgy - - - Ygtso Yg+t+1 - - -ynzl)] : f(Z)

onde, como acima,

{jl,...,jv}:{1,...,t}—{’i1,...,ir} e J1 < -+ < Jye
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Agora, em g(y1,...,Yn, 21, - - -, Zm) NOs identificamos:
=Y =" "="1Y,
Yt+1 = Y42 = = = Yn,
29 =24 == Ros
Rl = R3 = "7 = 2251 = R2s+1 T R2s42 = T = Zm.

Deste modo, obtemos o polinémio

t

t r - r— r n—q—r

ng,TQ(ylvytJrlaZl,ZQ) = (r) (—1) (ylt 3/1f+1q+ tzlyl Yt+1 T2
0

r=

T q+r

t— —t r n—q—r s—1_ m—2s
Y1 Y+ 201 Y1 T ) 2, 2] :

Um argumento padrao, encontrado nas Se¢oes 1 e 3 de [28], mostra que
91,1 (Y1, Yit1, 21, 22) € [d7(A) & (emen,)y1 - Yg21Ygi1 - - - Un2223 - . Zm € Inm. (4.4)

Seja y1 — Y1 = a1 B + Bi1Ea, Yy = Yir1 = By + BaFas, 2 — Z; uma substituicao

graduada das varidveis com elementos de M, (IF). Temos,

t

—_— e = = t T(e—t—1 ——q+r—t — —T1 ——n—q—T ——
gT1,T2(y1ayt+1721722) = E (T)(_l) (ylt yt+1q+ ¢ 20 Y T 2
r=0

g+r -1 —m—2s

—t—7r = —t == 7T ——n—q—T =—\[z— =%
—U1 Yt+1 2 U U 7)) |7 2 21

Fagamos algumas contas separadas para depois concluirmos quem ¢ gr, 1, (U1, Yiy1, 21, 22):
o Como Fy1bay = 0= ExpFi, E11E = Eiy e Eyloy = Ey, temos

W = (B + BiEy) "
= (a1E11 + B1E») ... (a1Ey + f1E)

(. i

-
t—r Vezes
t—r t—r
= a1 "En+ b By

e Similarmente ao item anterior, vemos que,
——q+r—t __ +r—t q+r—t
Y1 =" B + B FEss,

T =1 B+ 51 Ea,

—FNn—q—T _ n—q—r n—q—r
Yir1 T =" T B 4 B Eys.
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L] Ainda, por E11E22 =0= E22E11, EllEll = E11 e E22E22 = EQQ, Conseguimos,
Ft—r——q+r—t __ t—r +r—t t—r +r—t
Ui U = o T T B + B BT B,

T N—q—T __ T n—q—r rQ n—q-r
U U T =on o T B+ By By Es,

(1 T B + BT BT T Bz (an " T By + By B By )2 =

_ t—r  qtr—t,  r_ n—q-r = -— t—r  q+r—too ro n—q-r —-— —-—
=qa1 Qo Q1 Qo Enzibnz + a1 Tag B1" B2 Enzi Bzt

+B1 T Bt Ty "y T T By EnZ + Bt T Bt T B B T By Z1 Ego %o,

t—r “+r—t t—r o q+r—t —_— r n—q—r rQ n—q-—r —_—
(a1 ! Eyn+ 6175 Ex)z(aq a1 By + 51 Pa Ey)z =
_ t—r_ qtr—t T n—q—T QR t—r  q+r—tpor T B
=Q; Qg Q1 Qg 112201121 + Q1 Qg 51 52 11222221+
t—r o qgtr—t _ r [t el Sy Sy t—r o qgtr—tor T o,
+517" B a1 Qg 0wz Enz + B P B Ba 2222199927
e Considerando z;7 = aF1s + bEsy, Z3 = cE19 + dEy para a,b,c,d € F, temos

EnziEnz = Ev(aEg + bEs ) By (cE1p + dEy ) = (aEs)(cE2) = 0,

EsZi Eyzs = Egs(aEy2 4+ 0E9 ) Eas(cE1y + dEy ) = (bEy ) (dEy) = 0,
EnzEnz = En(cEyn + dEy ) By (a1 + bEy ) = (cEys)(aF2) =0,
EsZ3 B9z = Eogo(cE12 + dE9 ) Es(aFE1s + bEy) = (dEs)(bEy) = 0.

e Juntando os dois ultimos itens, obtemos
( t—r q+r7tEl 4 B tfrﬁ q+T7tE )—( TV TR T ﬁ 7"5 n—q-rp )— _
Qo 11 1 2 22)21(Q1 Qg 11 1 P2 22)%2 =

_ t—r +r—tp rpQ n—q-r = = t—r g qtr—t_ r_ n—q-r - -
= ! B1" B2 EnziEypz + 817 B o " T By By 7,

(" "™ By + ﬁltir52q+r7tE22)2_2(061T062n7q7TE11 + 01" B T Eyy)Z1 =

_ t—r +r—t ro n—q—r = = t—r o qtr—t_ r_ n—q-r = =
=ap ! Bi" B2 Enz Bz + 817 By o " T Bz By 7.
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e Sendo z7 = aFEis + bEy, Z3 = cFEy + dFEy para a,b, c,d € F, notemos que
Z1Eoy = (CLE12 + bE21>E22 =aky = E11(GE12 + bEZl) = kEnz,

ZiEy = (aE12 + bEy ) By = bEy = Eg(aE2 + 0Ey ) = ExZy,
ZaEo9y = (cE12 + dEg ) Egy = cE1y = Ev1(cEyg + dEs) = B 73,

2By = (cE1a + dEoy) By = dEy = Egg(cE1g + dEs ) = EgnZs.

e Substituindo o feito no item anterior no item acima dele; e, lembrando que

EllEll = Ell (& E22E22 = EQQ; Chegamos cm
t—r q+r—tE t—r q+r—tE = T TR TR B V7 =
(1" "ag 1+ B 22)Z1 (00" a 11+ b1 Pa 22)%2 =

_ t—r +r—t o r o n—q—r = 5 t—r o qtr—t_ r_ n—q-r = =
= "ay? 51 52 Enz 7 +51 52 ar " T Bz 22,

(1" B + BT BT T B )z (an T T By + By BT By 7 =
=y oS B T T Bz T+ B T BT " T T Bz 7
e Agsim,
(((11t7r042q+rftE11 + BT BT T Egg)zr (" T By + 51T52n7q7TE22)Z_2) —

— (1" "™ By + BT Bt T Egg)Za(on o™ T By + By Be" T ) 7)) =

= ("™ T B B T T By 4 BT B T an " " B ) 71, 7).

Retornando €m ng,Tg (m? yt+17 2_17 2_2)7

t

— T ST 5 t T —-r r— T n—q—r

ng,Tz(Z/hZ/t+1721722) = Z (r)(—l) (Oélt P tﬁl BT Eyy +
r=0

t—r g qtr—t_r_ n—q-r = —=—|S=—m—2s
+61 " Ba " T By (71, 2] 7 :
Se Z1 = E12 + E21 e 2y = EQl, COoImo EijEkl = 6jkEz'l; entao

[z, %) 5™ = ((Big+ Ea1)Ey — Exi(Bis + Ea1))’(Er2 + E21)m728

= (En+ (—1)SE22)(E11 + Eg) 2
- E11 + (—1)8E22

que é uma matriz invertivel em A = M, (F). Portanto, gr, 1, (U1, Yis1, 21, 22) = 0 implica



112 4. As Identidades Polinomiais Z,-Graduadas de My(F) e M; ;(E)

que

t
t
(7“) (—1) " T8 BT = 0 para todo «y, 3; € F.
0

r=

Como char F = 0, isto é impossivel. Logo,

91,17 (Y1, Yey1, 21, 22) & 1d7"(A),

e, pelo observado em (4.4) e inicio da demonstragao, concluimos a prova do lema.

Lema 4.1.5. Seja ¢* = min {q,n — q}, entao,

«~n—1t— —m—Ss—
o 3] ®
Xn,m(Wq):z
t=0 s=0 yE— Py p—

Demonstra¢ao. Consideremos d o grau da S, X S,,-representacao associada a

«~n—t— —m—5—
g (3] ®
Z ?
t=0 s=0 i Py p—

Pela Formula do Gancho, 2.7.64, a dimensao da representacao irredutivel associada

ao Diagrama de Young
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N! N!
h(A) I h(s)

SEA

N
(N—R+1DN—-R)----- (N—2R+%MhﬂRy~~£'

produto dos ganchos da primeira linha
1

R(R—1)----1

produto dos ganc};(r)s da segunda linha
N!
(N-R+1)(N—-R)----- (N —2R+2)(N —2R)!R!
NI

N—-R+1)
Q%—2R+$ﬁN_QRﬂm>

NI
(N —R+1)R!
(‘v et )
NI(N —2R+1)
(N —R+1)R!
MI(N 2R +1)

N+1
MID(N +1) = 2R)

N+1

() )

Agora, por inducao sobre p, temos

p
N+1 2R N
- ) = Vp=0,...,N

De fato, para p = 0, temos
0
N +1 2 N +1 2- N N
SO0 07 -0 () )
o R N +1 0 N +1 0 D

Suponhamos a afirmacao véalida para 0 < k < p — 1 e tentemos provar para k = p,
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com (0 <p<N,

;(Ngl) (1_N2—f1> = g(Ngl) (1_N2—f1 +<N;1> (1_N2—‘Z;1>
)
_ Epzlg + Ef]:; g _ NQ% <)p'<f(vN++11)'p>'>
+
=), )2,y
- (NJ;H) - (p]—vl>

Pela Regra de Stiefel:

concluimos,

(-2 - ()

Assim, a dimensao da representacao irredutivel associada a

~n—t— —m—s—
® ;
—t— —Ss—

) =) Ol
(7 (=73) = () omosrsn

D
1 2
p—r ] m+1 D

temos d = (:) ([g]) (lembrar que as somas podem ser vistas disjuntamente).
2

E como

Por outro lado, W, é gerado, como espaco vetorial sobre I, pelos elementos

ya(l) .. .yg(q)zw(l)yg(q+1) .. .yg(n)zﬂ(g)zﬂ(;g) .. Zﬂ(m) + In,m (J, 7T) S Sn X Sm

Além disso, como mostrado na prova do Lema 4.1.3, cada um destes é igual a um dos

elementos My ) (Y1, - - Yn, 215 - 2m) + Lngm, com (t) = {t1,...,t4} e g fixo.
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Vn,m
, temos que

n,m

Como My (;y(Y1,- -+ Yns 215 - - - Zm) + Inm €stdo na base de

- ()(5)

Por (Z) = (nT_Lq) e ¢* =min {q,n — ¢}, conseguimos que dim W, = d.
Portanto, pelo Lema 4.1.4, temos que do fato de
~n—1t— <~ m—S—
&
5

—t—

com 0 <t < ¢"=min {g,n—q} e 0 < s <[], ser uma componente de Xy, (W), e

dim W, =d = grau da S,, x S, — representagao associada a

~n—1t— —m-—s—
¢ 5] ®
Xnm(We) = 22 ? ;
t=0 s=0 pam—

—t—
[

temos a conclusao do Lema 4.1.5.

VTL m o e g
Observacao 4.1.6. A base de 7 — dada nas provas dos Lemas 4.1.1 e 4.1.3 é “dividida” nas

n,m
v
.,n; portanto, —" = ®W,.

bases dos submoédulos W, da Definicao 4.1.5, para ¢ = 0,1, ..

Lema 4.1.6. Seja A = My(F) com graduagdao nao-trivial. Entao,

—n—
Xn,O(A) =
e, para m > 0,
—n—r— —m—s—
(3] 5]
r=0 s=0
=7 — —s5—
Va
08,

Demonstracao. Como visto no Lema 4.1.1 e na demonstracao do Lema 4.1.3,
n,0

modulo um dimensional com caracter
—n—

N

Vnm . ~
: ®W, (vide Observacao 4.1.6). Portanto, pelo Lema

In,m

Enquanto para m > 0,

4.1.5
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m —n—t— —m— 85—
q* Pg] ®
i =EEE——
q=01t=0s=0
—t— —s—=

onde ¢* = min {q,n — q}.
Afirmagao: Para um r fixado, com 0 < r < [3], existem precisamente (n+1—2r) valores
de ¢, com 0 < ¢ <, tais que r < min {q,n —q}, sdo estes g =r,r+1,...,n—1.

De fato, r < min {g,n —q} < qger < min {g,n—q} < n—q, donde, r < n—gq
implica em ¢ < n —r. E assim, g =r,7r+ 1,7+ 2,...,n —r e entdo temos (n + 1 — 2r)
possiveis valores para g.

Portanto, para m > 0, temos

—n—r— —m-—s—
(3] 5] 2
r=0 5=0
=T = 5=
concluindo a demonstracao. O]

4.2 M;1(F) e suas Identidades Polinomiais Z-

Graduadas

Apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que podem ser encontrados em [19] e que
serdo fundamentais para provarmos o nosso resultado principal sobre M;;(E). Para o

qual generalizaremos alguns dos conceitos abaixo.

Definicao 4.2.1. Lembremos da Definicao 1.2.115. Consideremos G =Zse X =Y U Z.

g

Chamaremos My, My e My os subespacos de F(X)?" gerados pelos conjuntos X, Y e Z,

respectivamente.

Definigao 4.2.2. Um ideal I de F(X)?" é chamado de Sy-ideal se
f(yl,...,yn,zl,...,zm) € I:>Va1,...,an € My,\V/bl,...,bm < MZ,f(al,...,an,bl,...,bm) el
Definicao 4.2.3. Uma funcao f é uma involucao quando ela é sua prépria inversa. Isto
e,
f(f(z)) =z, ¥  no dominio da f.

Definicao 4.2.4. P, z é o conjunto dos polindmios multilineares de grau m em z1, ..., 2,
de F(X)7".
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Assim,
f € Pm,Z = f = E E Ao uU125(1)U225(2)US - - - Zo(m)Um+1,
u O'GSm
com u; palavras em X nao contendo as indeterminadas em 7, u = (uq, ..., Uns1), 2i € Z,

2 <2p <0 < 2y € gy, € T

Definicao 4.2.5. Definiremos agora a seguinte funcao:

*:Pm,Z — Pm,Z

fo=
onde, para f € P, z como na definicao anterior,

= Z Z (—1)% o ut 2o (1) U2 Z0:(2) U3 - - - Zor(m) U 41 -

u oESH

Definicao 4.2.6. [* é o Ss-ideal gerado por (IﬂPm’Z)*, quando I é um Ss-ideal de
F(X)7".

Lema 4.2.1. A funcio I — I* € uma involugao de Ss-ideais.

Lema 4.2.2. Suponhamos A = Ay ® A1 uma dlgebra Zs-graduada e I o Ss-ideal das
identidades graduadas do subespaco M = My @® M, onde My C Ay e My C Ay. Entao,
I* € 0 Sy-ideal das identidades graduadas do subespaco (My® Ey) @& (M; ® Ey) da dlgebra
Zs-graduada (Ag® Ey) @ (A1 ® Ey), com E = Ey® Ey a Zy-graduagao natural da dlgebra

de Grassmann.
Demonstragao. Vide paginas 363 e 364 de [19]. O

Como um Ty-ideal de F(X)?" é um Ss-ideal, podemos aplicar os lemas acima e concluir
que, para A = Ay @ A; uma algebra Zy-graduada e 1d?"(A) o Ty-ideal de suas identidades
graduadas, o Ty-ideal 1d?"(B) associado & algebra Zs-graduada B = (Ao ® Ey) & (A1 ®@ Ey)
satisfaz a condicao Id?"(B) = Id7"(A)".

Além disso, para todos n,m > 0, temos Id' (B) N Vpm = (Id(A)NV,m)" =
Id7(A) N V.

Observagao 4.2.7. Para cada monémio M = M (yy,...,Yn, 21, - - -, 2m) de V, ,, denotemos
a ordem em que os z;'s ocorrem em M por z;,, Zi,, . . ., 2, . Entdo, M* = (=1)"M, onde
1 ... m
m € a permutagao | . de S,,.
11 .. 1

Lema 4.2.3. Seja AN o S, x S,,-mddulo unidimensional que oferece a S, X Sp-

representacao dada pela acao

(S X ) X Vier = Vi
((,7), f(Y1s e s Yns 215y 2m)) = (=1 f(yi, oo Yny 21, - ey Zm)
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Entao, para todo S, x Sp,-submodulo N de 'V, ,, temos

a) N* € um S,, X Sp,-submddulo de V,, ,;

b) N* = NRpA.

Demonstracio. Consideremos 0 # f € Vom, tal que A = spang {f} —Ff.

a)

Sejam M € V, ,, um mondmio e 7 a permutacao que determina a ordem que as
indeterminadas em Z aparecem em M. Da definicao de * em V,,,, e da acao - em

Vim (Proposicao 4.0.8), temos, por um lado

[(07 7-) ' M(yh s Yns 21 - 72771)]* = [M(ya(l)a <o Yo(n)y 2r(1)y - - 7ZT(TTL)>]*
= (—1)T7TM(yU(1), <oy Yo(n)s Br(1)s - - s ZT(m))
= (_1)7(_1)WM(y0(1)7 <oy Yo(n)s Zr(1)y - - - 7ZT(T)’L))7

e por outro,

(=17 (o,m)- M* = (=1)(o,7) - ((=1)"M(y1, -, Yn, 21, -, Zm))
= (=) (=) (o,7) - M(y1, -+, Yn, 21, - - - s Zm)
= (—1)T<—1)WM<ya(1), c. ,yg(n)7 27(1), C ,ZT(m)).

Donde,
[(o,7) - M]|" = (=1)"(o,7) - M*.

Assim, para M* € N*, (o,7)- M* = (=1)"[(o,7) - M| € N* por N ser S, X S,-

submoédulo e M € N. Isto conclui o item.
Seja

M — M®Ff

Vejamos que:

e v ¢S5, X §,-equivariante.
Ora,

v (o) - M) = ¢((o,7)-[(=1)"M]) = ¢ | (=1)" (0,7) - M

M/

onde # é a permutacao similar a

m para M, mas agora para M.

(4.5)
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Ainda,

(0,7) M@ fl=(0,7) M@ (o,7)- f=M@(-1)f=(-1)M® f.

Como, por um lado, (M")* = (=1)’ M’, e por outro,

(M) = [(o,7)- M]" = (=1)"(o,7) - M
= (=)o, 7) - [(=1)"M] = (=1)"(=1)"(o,7) - M
= (=) (=1)"M,

temos entdo, (—1)9 = (=1)"(=1)" e, por F ser corpo, multiplicando ambos os

lados da igualdade pela mesma quantia, chegamos em
(D)™ (=" = (-1)". (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.5), conseguimos

p((o,7)  M*) = (=1)"[M'® f] = (0,7) - [M @ f] = (0, 7)p(M"),

mostrando que ¢ é S, X S,,-equivariante.
e ( ¢é injetora.

Ora, como f # 0, e fazendo uso de propriedades de tensor, temos

kero = {M*e N*|p(M*)=Mq f=0}
= {M*eN*| M =0},

o que implica em ker o = {0}, e, portanto, ¢ é injetora.
e A sobrejecao.

Seja M ® f € N@g/\, devemos encontrar M* € N* tal que o(M*) =M ® f.
Como * é sobrejetora (é mais do que isto, é involugdo), temos a sobrejecao de

¢ demonstrada.

Assim, pelos trés itens acima provados, concluimos a demonstracdo do item b) do

lema.

]

Lema 4.2.4. Seja A = Ag® Ay uma dlgebra Zs-graduada, e seja B = (Ag®@Ey)®(A1QE))
o produto tensorial graduado de A com E.

Se Xnm(A) = 3 ma [N @ [u], entao xnm(B) = 3 mau[N @ 1], onde p' é
AFn,puEm AFn,puEm

a particao conjugada de .
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Demonstracao. Seja Id°"(A) o Ty-ideal das identidades graduadas de A, decomponhamos
Vam como soma direta dos .S,, X S,,-submodulos I, ,,, N. Isto é, V,, ,, = I, ,, ® N.
Como * é sobrejetora e * age linearmente, temos V,, ,,” = V,,, = (In,m)*@N*. Como ja
dito, no pardgrafo apos o Lema 4.2.2, I, ,,* = (Id°"(A) N V,m)" = I1d7 (A)* NV, . Logo,
fazendo uso dos Lemas 4.2.3 e 4.2.2; de propriedades de caracter (como por exemplo,
A @] =[N e Neploer)=[Mo)@[ul(r) = [A(o)[u](7), considerando que
A - FS, — F, [g] : FS,, > FeF®F = F por meio do produto); do fato de que

IV””"* = N* de Xpm(A) = > mau[A ®[u]; e, de N ser S, x S, submoédulo de V, ,,,
e An,um

temos

Vnm %
Xn,m(B) = Xnm (I 7*) :Xn,m(N)

= Xn,m(N®IFA) = Xn,m(N) X Xn,m(A)

= Y muNe ) e (We(1m)
= Y mu)e (e m),

onde [(n)] é o caracter trivial de S,, e [(1™)] é o caracter alternante unidimensional de S,,.

Por fim, usando 6.6 de [17], concluimos que

Xnn(B) = D [N @[],

AFn,puEm

onde y/ é a particao conjugada a . ]

Chegamos agora, a partir de todo o ferramental acima, no resultado que desejavamos.

Porém, para o demonstrarmos precisamos das generalizacoes ja mencionadas:

Definicao 4.2.8. Consideremos M um mondmio em quaisquer indeterminadas de Y e
nas indeterminadas z;,, 2;,,...,2;, de Z, onde iy < iy < --- < i, (denotaremos M por
M = M(Y, z,,2i,,...,2,) sem nos preocuparmos muito com as indeterminadas de Y).

Definiremos uma ac¢ao * no monémio M.
Denotemos por pq,pa,...,p, a ordem em que os zij’s, com 1 < 5 < r, aparecem no
o ) . . ST > W N .
monomio M. Assim, M* = (—1)"M, onde 7 = ¢ uma permutacao em
pr P2 -.- D5
Sym {il,ig, Ce 7ir}-

Exemplo 4.2.9. Por exemplo, consideremos M = M (Y, zo, 27, 29) = Y120Y2Y32722Y4, Pela
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defini¢ao acima, M* = (=1)"M = —M, ja que,

2 79
ﬂ:(g - 2)2(29).

Observagao 4.2.10. Notemos que a definicdo de x no monémio M (Y, z;,, 2;,, - -
tende a definicao de * (definida apenas para monémios com m indeterminadas em 7).

5 %) €es-

Ainda mais, que x é uma involucao.
Teorema 4.2.11. Seja 1d7" (M, 1(E)) o Ty-ideal das identidades graduadas de M, (E),
entao

a) 1d7" (M, (E)) € gerado por [y1,ya] = y1ya — yay1 € 212223 + 232221;

b) cno(Id” (My11(E))) =1 e cpm(Id? (Mi1(E))) = 2”([21) para n >0, m > 0;

¢) Param =0,

—n—

Xn,O(IdgT(Ml,l(E))) = D:D

e, para m > 0,

—n—r—

Xnm(Id" (M (E))) = (n+1-2r)

—r —

Demonstrac¢ao. Consideremos A = My(F) com a Zs-graduagao nao trivial.

Notemos que M, 1(E) possui a seguinte Zy-graduagao nao trivial:

M, 1(E), = {(g 2) la,d € EO} e My, (E), = {(2 8)

Sejam gg e go elementos basicos de Ey, e, g1 e §; elementos basicos de F; (vide Exemplo
1.2.7). Consideraremos ¢ : (Ay ® Ey) — (M11(E)), estendida linearmente a partir da

seguinte definicao nos tensores basicos de Ay ® Fy:

Alos)on)= (o) (D) en)-60)

b,CEEl}.
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Observemos que ¢ é transformagao linear (portanto, homomorfismo).

Ainda mais, ¢ é sobrejetora.

go

(los)ome () oo)=(0 )

Notemos também que ¢ é injetora.

0
De fato, para qualquer gerador (go > € (My1(E)),, temos que

De fato, consideremos go,, go,, - - -, 9o, elementos bésicos distintos de E; (caso nao
sejam, fazemos uso das propriedades ja vistas de produto tensorial e caimos no caso em

questao). Como
a; O ® n ay 0 @ n n a, 0 ® (0 0
Ao a) 7% o a) 7 0o d,) ") " \o o
Y T D D & L D B
2 0 d go, 2 0 d, 9o, | = 0 0
0 " 0 0 0
= algO1 ++ [0 gOn _
0 dlg(h 0 dngon 0 0

N aigo, + -+ + ango, 0 (00
0 digo, + -+ -+ dngo, 0 0

a1490, + -+ angdo, = 0
digo, + -+ +dngo, =0

ap=--=a,=0
=
di=--=d,=0
e Y R R e
0 @) " 0 d,) "
= ker ¢ = {0}.

Donde conluimos a injetividade, e, portanto, ¢ é um isomorfismo.
De modo, analogo, conseguimos que ¢ : (A ®E,) — (M;,(E)), estendida linearmente

a partir da seguinte definicao nos tensores basicos de A; ® Fjy,

(o)on)=los) o ((0)o)=(00)

é isomorfismo.
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n
E, assim, para 7o = »_ a;g0, com «; € F,;1 < i < n, para cada i, gy, um elemento
i=1

basico de Ey, e, 1 = ) Bjg1, com f; € F,1 < j <'m, para cada j, g1, um elemento basico
j=1
de El, temos que @ () w . (AO & Eo) () (Al & El) — Ml,l(E) = (Ml,l(E>)0 ) (Ml,l (E))l

definida nos tensores simples por:

R S R (T B (1R

é isomorfismo.

Portanto, b) e ¢) seguem dos Lemas 4.1.6 e 4.2.4. Além disso, pelo Lema 4.2.2,
Id" (M, (E)) = Id"(A)", onde Id’"(A) é o Ty-ideal das identidades graduadas de
A. Como char F = 0, Id”(A)" é o Ty-ideal gerado pelos polindmios multilineares f*,
com f € Id(A). Pelo Lema 4.1.3, Id'"(A) = <[y1,y2],212223—232’221>T2, portanto,
qualquer polindmio multilinear f de [d’"(A) é uma combinagao linear de polindémios
ap(araz — azay)as e bo(brbabs — bsbaby )by, onde a;, b; sdo monomios multilineares de F(X )7,
com a; € Fy, b; € Fy, parai=1,2, ¢ j =1,2,3 (Relembre a Observagao 1.2.122). Para
descrevermos Id" (M, (E)), entdo, basta calcularmos f* = f* (ja que, como observado,

* estende * em [d?"(A)) para os polindmios
ao(araz — axar)as

bo(b1b2bs — b3bab1)bs

geradores como espaco vetorial de Id?"(A).
Consideremos a,b mondémios de F(X)?", lineares nos subconjuntos ordenados e
disjuntos {z;,,...,2.}, {#,.-...25,} de Z, isto ¢, a = a(Y, 2, %ip,...,%,) ¢ b =

b(Y, Zj1yzj27 ceey st).

3 . tooes et ...t
Afirmacgao 1: (ab)* = (—1)’a*b*, onde o = N o "] & uma per-
L/ T N Ce Is
mutacgao em Sym {t1,...,t1s}, €, t1,to, ..., b1 s 880 08 inteiros iy, . .., i, ji, . . . , Js €SCritos

em ordem crescente.

Por um lado, da defini¢do da ac¢ao *, temos (ab)* = (—1)9ab, onde # é a permutacio,

0:<t1 et b - tr+5>.
71—(2.1) ﬂ—(ir) T(jl) T(js) |

-

ordem dos s no monoémio ab

Por outro lado,

e o =(—1)"a, com = \(ﬂ'(l’l) 7T(®%)>J ;

-~

ordem dos z;’s 10 mondmio a
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o b* =(—1)"b, com T = e s ;
= (ﬂm Tus))

N J/
-~

ordem dos z;’s no mondémio b

o (1)@t = (—1)°(—1)a(~1)"b = (—1)°(=1)"(~1)"ab.

Assim, para provarmos a Afirmacao 1 devemos mostrar que (—1)9 =
(—=1)°(=1)"(—1)". Lembremos que:

e Paran € N, sgn : S,, = {—1,1} é um homomorfismo de grupos, com o contra-
dominio sendo um grupo com a operagao de multiplicagdo. Assim, sgn (o7) =

sgn (o) - sgn (7).

e Podemos olhar 7 que é uma permutacao em Sym {iy, ..., 4.} como uma permutagao
7em Sym {t1,...,tr, trs1, ..., trys} que fixa os inteiros j's e faz 0 mesmo que 7 nos

inteiros 7’s.
Analogamente, podemos olhar 7 como uma permutacao T em

Sym {t1, ..., teytri1, oo trgste

e Da defini¢cio de 7 e 7 no item acima, vemos que sgn (7) = sgn (7) e sgn (1) =

sgn (7) (com os devidos homomorfismos sgn).

e Podemos reescrever a igualdade (—1)" = (=1)7(=1)"(=1)" fazendo uso da lin-
guagem do homomorfismo sgn e do segundo item desta lista como: sgn () =

sgn (o) - sgn () - sgn (7). Vamos provar tal igualdade.

Usando as informacoes adequadas nos itens acima, e abusando um pouco de notacao,

temos
sgn (o) - sgn (7) - sgn (T) = sgn () - sgn (7) - sgn (o) = sgn (770) =

— san 11 . jl js tv .. b trgr oo Trgs — sun '
— ((ﬂ'(ll) 7T(Z})> (T(j1) T(js)) (il e b J1 e s )) @

Portanto, concluimos a demonstracao da Afirmacao 1, e assim temos que
(ab)* = (—1)"a*b*.
Afirmacao 2: Se r e s sa0 ntimeros pares, as permutacoes

toes by bt e b toce s terr e teas
(&
TR M T [T R R B
Y

(. J
'

n

tém o mesmo sinal.
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De fato, para passarmos de 7 para 7 sao necessarias r - s transposicoes, pois, por
exemplo, para passarmos i, a “(r + s)-ésima coluna da permutacao 7" sdo necessarias s
transposicoes.

Assim, sgn (v) = (=1)""sgn (n). Como r, s sdo ambos pares, r - s & também par, e
temos sgn (v) = sgn (1), terminando a Afirmacao 2.

Afirmacao 3: Se r, s e u sao nimeros impares, as permutacoes

tl [ tr,- t7-+1 .o t?”+s t7'+s+1 e t7-+s+u
7;1 ce i?‘ U1 Vs jl ce ju
~ >
P
e
ti ooty b oo tuses tuperl -or tussir
jl ju U1 Vg il Z'T
N - 7
A
tém sinais opostos.
too ts terr ..o terr tsiretr oo teirga
De fato, para passarmos de p para . . . .
V1 ... Ug 11 (2 il Ju
sao necessarias r - s transposigoes, por argumentagao analoga a feita anteriormente.
tl .o ts ts—i—l . e ts—‘r?" ts+7“+1 .o ts+7"+u
Agora, para passarmos de _ ' _ _ para
V1 ... Vg 11 1y N Ju
tl s ts Zferl s t5+u Z€s+u+1 s ts+u+r ~ L. s~
, , , , sao necessarias r - u transposigoes.
vr ... Ug N Ju 11 1y

bty terr oo terw tstusi oo lesudr

V1 oo Vs J1 e Ju 1 Ty
A 520 necessarias s - u transposigoes.

Por fim, para passarmos de para

E entdo, para passarmos de p & \ sdo necessarias r-s+r-u+s-u=r-(s+u)+s-u
transposicoes.

Assim, sgn (p) = (—1)" T 590 (X). Como s, u sdo nimeros fmpares, temos s + u
par, e entdo r - (s + u) par. Ainda, por s,u serem impares, temos s - u impar. Logo,
r-(s+u)+s-uéimpar, e entdo, sgn (p) = (—1)" T 500 (A) = —sgn ()), provando
a Afirmacao 3.

Consideremos a, b, ¢ monomios de F(X)?" lineares nos subconjuntos ordenados e dis-
juntos {zi,, ..., zi.}, {25 25 F € {2} de Z, isto é, a = a(Y, 2y, iy -+ -, 24,),
b="0b(Y, zj,,2jy, -, 25,) e c=c(Y, 2y, .., 2k, )-

Afirmacéo 4: (abc)* = (—1)7a*b*c*, onde

S (B e e B B e
TRRUUUT N TR S TR
¢ uma permutacdo em Sym {t1,...,tisiuf, € t1,t2, ..., trysiu SA0 Os inteiros

Uy eeeslpy J1s- -5 Jsy K1, ..., Kky escritos em ordem crescente.
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De fato, usando a Afirmacao 1 e indexando cada permutacdo o com os mondémios

aos quais ela se relaciona, conseguimos

(abe)” = ((ab)e)” = (=1)7"(ab)"c* = (=1)7*"*(=1)"""a*b"c",

onde
ot b b s
Oab = . . . . ’
11 ... 1 n c. Js
t1,...,t,1s SA0 OS NAMEros iy, ..., %4, J1,---,Js €m ordem crescente, e,
S L T e
ab,c — )
ty ...t o s k1 k.,
t1, .. trisiy SA0 OS NAMETOS 41, . ..y lpy J1,- - -5 Jss K1, - - -, Ky €m ordem crescente.
Notemos que
TR AU ST S AUV STV W
Oa,b0ab,c = . . . . =0.
1 e e J1 e s k1 k.,

Donde, provamos (abc)* = (—1)7a*b*c*, e temos a validade da Afirmacéo 4 verificada.

Afirmagao 5: De uma forma geral, temos
* Oaq,a9,..., an * *
(a1asz...a,)" = (=1)7v2 g *ay* . a,”,

onde 04, a,....a, ¢ definida de maneira semelhante a o na afirmacao anterior.

n

Afirmacao 6:

(ao(achQ — GQCLl)CLg)* = :tao*(al*(lz* — ag*al*)ag*,

com ag = ao(Y,z,,---2,), 1 = a1(Y,2i,,...,2,), aa = ao(Y,25,...,2;,), a3 =
as(Y, 2y - - o, 2, ); 08 conjuntos: {2, ..., 2, {2, 2 b {25,z e {Zky oo 2 )

sendo ordenados e disjuntos; e, r e s sendo niimeros pares.

Ora, da linearidade de %, da sua defini¢ao, e da Afirmacao 5, temos

(Go(alaz - GQGl)as)* = (GoalCZQGs - GOGQGMS)* = (a0a1a2a3)* - (ao@zalaa)*

— (_1)0'110,0,1,112,@3 ao*al*a2*a3* _ (_1)0'a0,a2,a1,a3 ao*a2*a1*a3* (47)

Notemos que

tl tv—‘,—l tU+T tU+T+1 tU—‘,—'I‘—l—s tU+T+S+u
P P A AR S ko

Oap,a1,a2,a3 —



4.2. M, ;(FE) e suas Identidades Polinomiais Z,-Graduadas 127

e
tl PN tv+1 e tv_t'_s tv+5+1 e tv—i—s-l—?“ e tv-}—s—l—r—l—u
Oag,a2,a1,a3 = . . . . )
R R i1 iy k.,
onde ty, ..., tyirisiy Sa0 0sinteiros by, ..., Ly, 41,y 8ry J1y -+ -5 Jss K1y - - -, ky €m ordem cres-
cente.

Fazendo uso da Afirmacao 2, uma vez que temos r e s pares, concluimos que

Oap.ar.as.a3 € Oag.as.ar.as POSSUEM 0 mesmo sinal. Assim, retornando & (4.7), conseguimos
(ao(aras — asar)as)” = tag*(ar*as™ — as*ar*)as”™,

concluindo a Afirmacgao 6.

Afirmacao 7:

(bo(b1babs — bsbaby)bs)™ = £bo™ (b1"b2 bs™ + bs™ba*b1™)bs™,

com by = bo(Yizr, .. 20), bt = Y.z, oi20), ba = 0ao(Yizg,.h25), by =
b3s(Y, 2, 257) € ba = ba(Y, 2, - oy 2y, ); 08 conjuntos: {zp, ..., 20}, {25, 21
{zﬁ, . ,zj:}, {2751’ . ’Zﬁ} e {zw, .-, 2m, | sendo ordenados e disjuntos; e, r, s e u sendo

ndmeros impares.

Ora, da linearidade de *, da sua defini¢ao, e da Afirmacao 5, temos

(bo(bibabs — bsbaby )ba)™ = (bobrbabsby — bobsbabibs)* = (bobibabsbs)* — (bobsbabibs)*

— (_1)0b0,b1,b2,b3,b4 bo*bl*b2*b3*b4*

Oy, ,bg,bo,by,b * * * * *
—(—1)7P0b3:b2:01,04 ] * b by * by *by (4.8)
Notemos que
tl e tv+1 e tv+r+1 e tU+T+S+1 e tv+r+5+u+w
Obg,b1,b2,bs,bs = | = ~ ~ > - )
ll 11 n 1{31 s
e7
tl ... t/UJrl o .. tv+u+1 .o oe e tv+u+s+1 o .. tv+u+s+rr+w
Obg,b3,ba,b1,bs = | 7 > ~ ~ ~ )
L ... ko ... J1 i My
ondetq, ..., tyrristutw SA0 0SINtEIrtos Iy, ... Ly, @1, oy lpy J1y e v vy Jos K1y e v oy Ky My« ooy My

em ordem crescente.

Fazendo uso da Afirmacao 3, uma vez que temos r, s e u impares, concluimos que

Tbo.bybasbsba € Tbo.bs.ba,by,bs DOSSUEIM sinais opostos. Assim, retornando a (4.8) e analisando
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as possibilidades de sinais para oy, p, by bsbe, CONSEGUIMOS

% bo*b *bg*bg*b4* + bo*bg*bg*bl*b4*, ou
(bo(brbabs — babab)ba) = ¢
—bo*bl*bg*bg*b4* . bo*bg*bg*bl*b4*

Donde,
(bo(b1babs — bsbaby)bs)™ = 2bg* (b1 *bo*bs™ + b3 by by * )by,

concluindo a Afirmacgao 7.
Das Afirmacgoes 6 ¢ 7, o Ty-ideal procurado, Id’" (M, (E)), é gerado como espago

vetorial pelos polindmios multilineares
* * * * * *
ag (Cll Qg — G2 a1 )CL3

bo* (b1*ba*bs™ + b3*ba b1 ™)by™.

Por fim, notemos que, a menos de endomorfismos Zs-graduados, os polinomios multi-

lineares acima sao gerados por [yi, Y] € 212223 + 232221, respectivamente. Portanto,
1d”" (M (E)) = ([y1, y2), 212023 + 232221>T2,

completando a demonstracao.
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Capitulo 5

As Identidades Polinomiais Graduadas
de U TQ(F)

Neste capitulo, classificaremos todas as possiveis G-graduacoes, com G um grupo multi-
plicativo (as Defini¢oes 1.2.102 e 1.2.115 sdo as mesmas, com as devidas alteracoes para a
operagao do grupo), para a algebra UT,(IF), das matrizes triangulares superiores de ordem
2 x 2 sobre um corpo F, que, por simplicidade, denotaremos como UT5; estudaremos todas
as identidades graduadas para as G-graduacgoes de UTy; descreveremos completamente o
espaco das identidades polinomiais graduadas multilineares por meio da Teoria de Re-
presentacao quando o grupo é hiperoctaedral e char F = 0; falaremos de cocaracteres e
codimensoes graduadas, e ainda, mostraremos uma importante relacao com os caracteres
via acao do grupo hiperoctaedral e via acao do grupo S, x .S, _,; por fim, falaremos de uma
sequéncia numérica que capta o comportamento exponencial da sequéncia de codimensoes
graduadas, e calcularemos esta para UTs.
Tudo o que vai ser aqui feito ¢ fundamentado no artigo [34] de Valenti.

Manteremos a Definicao 4.0.4 e sua Observacao, também adicionaremos:

Definicdo 5.0.1. Um polinémio graduado, f € F(X)?", & multilinear de grau n em
Y1, 215 - - - s Yn, Zn, S€ em cada mondmio de f, ou y; ou z; aparece para todo 7 =1,2,...,n.

Denotaremos por P, o espago de tais polinémios.

Para enterdemos o que vem a ser o grupo hiperoctaedral (referido no inicio do capitulo),
e, como este age no espaco P,9" N Id’"(UT,), das identidades polinomiais graduadas

multilineares de grau n de UT,, precisamos:

Definicao 5.0.2. Consideremos o grupo simétrico S,, e G um grupo. O conjunto
{(ai,...,an;0) | a; € G,0 € S},
junto com a lei de composicao

(ar,...,a0;0)(brs ... by T) = (@1bo-1(1), - - -, Apbo—1(n); 0T)
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é um grupo chamado produto entrelacado de G por S, e é denotado por G1.95,.

Defini¢ao 5.0.3. O grupo hiperoctaedral, H,, é o produto entrelacado de Zy = {1, g},

como grupo multiplicativo de ordem 2, por S,. Ou seja, H, := Z31S,.

Definicao 5.0.4. Seja A uma superdlgebra, ou seja, considerando A com uma Zo-

graduacao, definimos

P9
gr — n
F7(A) = P, N Id (A)

Podemos ver P, (A) como o “subespaco” dos polinémios multilineares de grau n que

nao sao identidades polinomiais graduadas da superdlgebra A.

Definicao 5.0.5. Para uma superalgebra A, a sequéncia

P
P N 1d7 (A)’

¢, (A) = dimg P, (A) = dimp n=1,2...

é chamada de sequéncia das codimensoes graduadas de A.

5.1 Graduacoes em UT)

Provaremos, nesta secao que, a menos de isomorfismo, U7, possui apenas duas G-
graduacgoes, sendo GG um grupo com notacao multiplicativa. Lembremos o que vem a
ser uma G-graduacao trivial de UT, por meio do Exemplo 1.2.104 (com as devidas altera-
¢oes da operacao do grupo). Definamos agora o que vem a ser uma G-graduagao candnica

para UTs:

Definicao 5.1.1. Seja G um grupo arbitrario com notagao multiplicativa. Dizemos que
UT, tem G-graduagao candnica se existe g € G, g # 1, tal que UTy = (UTy), & (UTQ)Q,
onde (UT2)1 = FEll -+ FEQQ e (UTQ)g = IFE12, com EZ

unitarias do Exemplo 1.2.5.

i, 4,7 = 1,2, sendo as matrizes

Antes de provarmos que s6 existem duas G-graduagoes para UTs, a menos de isomor-

fismos, fagamos uma defini¢do e um exemplo que podem ser encontrados em |[6].

Definigao 5.1.2. O ideal nilpotente maximal de uma algebra A de dimensao finita é

chamado de radical de Jacobson de A.

Exemplo 5.1.3. O radical de Jacobson da UT, (matrizes triangulares superiores de
ordem n x n sobre um corpo F), é o conjunto das matrizes estritamente triangulares
superiores (a diagonal é nula).

Assim, no caso UT,, J = FEjs,.

Teorema 5.1.4. Qualquer G-graduacao em UT, €, a menos de isomorfismo, ou trivial

ou candnica.
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Demonstracao. Por simplicidade, escrevamos A = UT,, e, consideremos e € G como
sendo o elemento unidade de G.
Afirmacgao: Se dim A, = 3, entdao A tem graduagao trivial.

De fato, sabemos que dim A = 3; da G-graduacao de A, A = A, & <@g€G, gobe Ag> e,
por hipétese dim A, = 3; logo, devemos ter dim @geG, gt A, = 0. Portanto, para g # e,
dim A, = 0.

Assim, assumiremos dim A, < 2.
Suponhamos primeiro que dim A, = 2. Podemos assumir que E11 + Fa € aFy; + bEs

formam uma base de A, sobre IF, para adequados a,b € F (nao ambos nulos). Pois,

e Sabemos, com as devidas alteracoes sobre a operacao do grupo, pela Proposi¢cao
1.2.111 que Ell + EQQ € Ae;

e Notemos que
(CEH + dE12 + €E22)((IE11 + bE12) = CCLE11 + CbElg = C(CLEH + bEm),

com a,b,c,d,e € TF.

Assim, suponhamos que (aE11+bE) € Ay com g # e, consideremos (cEy; +dE 2+
ely) € Aj para algum g € G. Entao,

AzA, 3 (cEn + dEjg + eEy)(aby + bE ) = c(aEy + DE,) € Ay,

e como A;A, C Aj,, conseguimos, por gg # g, o absurdo de Az, N A, # {0}, logo
g =ec. Ou seja, aF; + bE 5 € A

e Verifiquemos que E1; 4+ Foy e aE1; + bE15 sao L.I:

AN E1 + Ea) + p(aE + bE12) = 0gy2, A, pu€F
= (A4 pa)Er + AEgg + pbEy = 0gy0
A4+ pa=0
= $A=0
ub =20
= pa=0epub=0
= =0, pois, ou a # 0 ou b # 0.

Portanto, E11 + E22 [§] CLEH + bElg sao L.I.

E, juntando os trés itens, mostramos o porqué de podermos assumir que FEi; + Foo e

aF1; + bE5 formam uma base de A, sobre F, para adequados a,b € F.
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Como dim A = 3, existe g € G, tal que dim A, = 1 (de fato, A = A. P A

g€G, g#e 79
dimA = 3, dim A, = 2, portanto, existe g € G, g # e com dim A, > 0). Seja, A, =

spany {a'E11 + VB9 + ¢ Eg}, com a' )V, ¢ € F nao todos nulos.
Caso a = 0, A, tem base {E1; + Ea,bE12}. Das inclusdes AjA, C Ay e AL A, C Ay, e
do fato de que

(a'EH + b/E12 + CIEQQ)(bE12) = a/bE12 € Ag N Ae = {0},

(bElg)(a/En + b/E12 + C/EQQ) = bC/Elg & Ag N Ae = {0},

temos que @’ =0 = (.
Portanto, A, = spany {E12} C A., uma contradi¢do. Donde, vemos que a # 0, e
podemos assumir a = 1.

Segue assim, por {E1 + Ea, E11 + bE12} ser base de A, no caso em que a # 0, e por
E9 — bE1y = (B + Ex) — (B + bE1R),

que os elementos E1; + bEjs e Fys — bE5 formam uma base de A, sobre F.
Suponhamos primeiro que b # 0. Consideremos, A, = spang {a'Ey1 + V' E12 + ¢ Eg},
com &', V', ¢ € F. Lembremos que A;A, C A; e A, A, C A, Como

(CL,EH + b,E12 + C,E22>(E11 + bElg) == a,<E11 + bElg) € Ag N Ae == {O},
obtemos que a’ = 0. Analogamente,
(E22 — bElg)(b/Em + C/EQQ) — C/(EQQ - bElg) E Ag ﬂ Ae — {O},

obtemos que ¢ = 0. Portanto, A; = spang {E12}, Ac = spang {E11 + Ea, Evi + bE12} e
A ® Ay é isomorfo a A = UT, com G-graduacao canonica.

Vejamos o isomorfismo explicitamente, para tanto, lembremos que

e A = UT,; canénica, A“™:

Acan — Aecan @ Agcan;
A" = spang {F11, B };

A" = spang {Eia}.
e A= UT, que aparece no teorema, A'*°:
Ateo — Aeteo EB Agteo;

Aeteo = Spang {Eu + bElQ, E22 — bElg}, 0 7é be F,
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A, = spany {E1a}.

Consideremos
90 . Acan - Ateo
Eyy — Eip
Ey1 = an(En +bEn) + aja(Eaa — bE,)
Ey +— a9 (E1 + bE1) + ax(Eyx — bE),

onde, a;; € IF com 7, j = 1,2, estendida linearmente.

Tentemos fazer com que ¢ seja o homomorfismo de dlgebras que respeita a graduagao:
e Ora, devemos ter ¢(E1; + Ea) = F11 + Fas. Assim, como
(L1 + Eo) = ay (B +bE12) +a12(Ey —bE12) +as (E11 +bE12) +ags(Eyx —bE1),
temos igualando:

(a1 + ag1) B = 1By,
(a12 + ag2) By = 1E5
(anb — algb + aglb — aggb)Elg = OElg

Donde,
a1 —+ 91 — 1
a1z + ag =1
11 — Q19 + agy — age =0
e Agora,

SO(EU : E12) = SO(EH) : 80(E12) = [an(En + bE12) + 012(E22 - bE12)]E12 = a1 9,

por outro lado,
(B - Brz) = ¢(E12) = Eho.

Donde, ajl = 1.
e Ainda,
QD(E12 : E22) = QO(E12) : SO(E22) = E12[a21(E11 + bE12) + a22(E22 - bEu)] = ag ks,

por outro lado,
©(EBhg - Ey) = ¢(E12) = Ens.
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Donde, as = 1.

Assim, juntando as informacdes, conseguimos a;; = 1 = agg € a5 = 0 = ag;. Logo,

@ A, pteo
Ey = Ep
Ey — En+bEp
FEyy +— Eg —bE1

¢ um homomorfismo entre as algebras graduadas, que respeita a graduacao, e é tam-
bém bijetor. Isto é, um isomorfismo que respeita a graduacao, aquele que desejavamos
explicitar.

Por fim, chegamos ao ultimo caso para dim A, = 2, caso b = 0. Neste caso, A, =
spang {E1, Exn} ¢ Ay = spang {E12} (de fato, (/Eyy + UV Eyg + ¢ Ey)Ey = d'Eyy €
AgNA.={0} = d =0e Ex(dEy +VE13+ Ey) =Epn e AyNA, ={0} = =0).
Portanto, temos tal caso feito também.

Suponhamos agora que dim A, = 1, isto é, A, = spany {E11 + E}. Entdo, ou
U, = A=A ®A; ® A, onde dim Ay = dimA, = 1; ou UT, = A = A, @ Ay, com
dim A, = 2. SejaUT, = A=A, ® A; D Ay, e suponhamos primeiramente gh # e. Entao,
AyA, = {0} (de fato, AjA, C Agn # Ac (gh #€), Agn # Ay (h# e) e Ag, # Ai (g # €)),
e, no caso g> # e e h? # e temos A, ® A;, um ideal nilpotente de A = UT;, de dimensao
2, contradizendo o fato de que dim J = 1, onde J é o radical de Jacobson de A = UT5.
Portanto, ou g* # e, h? = e (analogamente, g? = e, h? # ¢); ou g> = h? = e. No primeiro
caso, g # e e h? = e, A, = J e considerando A;, = spany {aF1; + bE1s + cEx}, temos
de AjA, = AyA, = {0} e

Elg(CLEH + bE12 + CEQQ) = CE12 € Ag,

(aEyy + 0By + cEy)E1y = aly € Ay,

conseguimos ¢ = 0 = a.

Donde, A, = spany {E2} = J = A,, uma contradicdo (estamos no caso, A =
A ® A, ® Ap). Agora, no caso g> = h? = e, como A, = spany {u}, A, = spany {v},
onde u? = v? =1, u,v € A = UTy, conseguimos que 0 # uv € A,A, (se uv =0=u =10
ouv =0 = u*=0ouv? =0, absurdo!), uma contradi¢ao (A,A, = 0, ja feito acima!).

Suponhamos agora, que gh = e. Se ¢g> # e, entdao ¢> # g~ !, g°' # g (pois, caso
' =9 =gs = g=9g"'=9=g9=99 ' =e=>g"=

g% = g e g~ ambas contradicdes), portanto, (4,)° = (4,)° = {0} (se (4,)* # {0},
1

contrario, ¢ = g~
teremos (A,)° = A,A, C Ap, eentdo,ou g> =e=g=g L oug>=h=¢* = gg® =
gh=ec;oug’=9g=g9=9g=g=c= ¢g°=e; todos contradi¢oes. Analogamente,

chegamos a contradicio ao supormos (A;)” # {0}), uma contradicdo com dim J = 1.
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No caso g° = e, obtemos que A, = spang {a} onde a = aEy; + Ey com « uma raiz
terceira da unidade. De fato, (Ag)3 = AjA;A; C AjAp C Aps = A, e entdo, por um
lado, CL3 = )\(En + EQQ) = /\E11 —+ )\EQQ com a = (CLIEH + b/Elg + CIEQQ). Por outro lado,

como,
o a2 = (CLIEH+b/E12+C/E22>(CL,E11+UE12 +C,E22) = a’2E11—i—a’b’E12+b’c’E12+c’2E22;

[ ] a3 = CL26L = (CLIQEH + (l/b/E12 + b/C/Elg + C/2E22)(CLIE11 + b/Elg + C/EQQ) = (1/3E11 +
CLI2bIE12 + a’b’c’E12 + b/C/2E12 + CI3E22;

e [gualando,

CLI3E11 + ((1/26/ + a'b/c' -+ b/C/Q)Elz + C/3E22 = )\Ell + )\EQQ

a® =\
= b +ad'bd + b =0
® =\

Como a® = 1, temos A\ = 1 e ¢ = 1 = a é raiz terceira da unidade. Portanto,
a = akF; + Eyy com « raiz terceira da unidade.

Entao, teriamos dim (Fa + Fa? + Fe) = 2, uma contradigao.

Resta-nos apenas UTy, = A = A, ® A, e dim A, = 2. Se ¢g* # e segue que (Ag)2 =
AjA, C A, # A, e Ay é um ideal nilpotente, donde, A; C J, uma contradi¢ao (dim A, =
2 > 1 = dimJ). Portanto, g> = e. Como A,A, C A, conseguimos uma contradi¢io
também neste caso.

Assim, tendo coberto todas as possibilidades, provamos o necessério. O

Observagao 5.1.5. No caso de um grupo abeliano finito G, todas as possiveis G-graduacoes
da algebra UT, (FF), das matrizes triangulares superiores de ordem n x n sobre um corpo

[F algebricamente fechado de caracteristica zero, esta descrito em [35].

A partir do Teorema 5.1.4, fica claro que quando falarmos de identidades polinomi-
ais graduadas para U'T;, elas sao identidades polinomiais Z,-graduadas, assim como as
G-graduagoes serao Zs-graduagoes. Portanto, em certos momentos evitaremos a redun-

dancia.

5.2 Cocaracteres e Codimensoes Graduadas

No decorrer desta secao, que vem a definir os cocaracteres e as codimensoes graduadas, e
ainda, relacionar as acoes via os dois grupos mencionados no inicio do capitulo, conside-
raremos F um corpo de caracteristica zero e A = Ay @ A; uma algebra Z,-graduada (ou

superalgebra).
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Utilizando a mesma defini¢cao da superalgebra associativa livre vista na Defini¢ao 4.0.4,
sabemos que para qualquer superdlgebra A = Ay & Ay, qualquer funcao Y U Z — A
preservando a graduacao (lembrando que as variaveis y; € Y e z; € Z sao homogéneas
de graus zero e um, respectivamente), pode ser estendida a um tnico homomorfismo de
superalgebras F(X)? — A (Propriedade Universal, andloga a, em 1.2.82).

Observemos uma relacao interessante e com a qual trabalharemos aqui.

Observacao 5.2.1. Para qualquer F-algebra A, existe uma dualidade entre Zs-graduacoes
de A e ®-acoes onde & € Aut(A) ¢ um automorfismo de ordem dois.

Ora, se A = Ay ® Ay é uma Zs-graduagao de A, entdo & : A — A tal que ®(ap+a;) =
ap — a; ¢ um automorfismo de ordem dois em A.

Agora, se ® é um automorfismo de ordem dois em A, entdo A = Ay & A; onde
Ay={a€ A|P(a)=a}e Ay ={a € A| P(a) = —a} é uma Zy-graduagao de A.

Observacao 5.2.2. Consideremos T; = y;+2 e Z;° = 1;—2;, comi = 1,2, ..., e suponhamos
que ¢ age como um autormorfismo de ordem dois em F(X). Entao, F(X) se torna uma
algebra livre em X com ®-acao, que denotaremos por F(X >q> (ou ainda, pela observagao
anterior, uma algebra Zs-graduada).

Ainda, de modo andlogo ao acima visto, se A é uma algebra qualquer com um auto-
morfismo @, tal que ®? = Id, entdo, qualquer funcao f : {T1,72,...} — A, se estende

unicamente a um homomorfismo f : F(X)* — A, tal que, f(7%) = f(7)".

Assim, pela dualidade expressa na Observacao 5.2.1 e como ja vimos na Observagao
4.0.5 a definicao de identidade polinomial graduada para uma superélgebra, faremos o

mesmo para uma P-identidade.

Defini¢ao 5.2.3. f(71,71%,...,T,,7,%) ¢ uma uma ®-identidade para uma superalgebra

A se fler, 1, ... cn,c,®) = 0 para todos ¢, ..., c, € A.
Definicio 5.2.4. Id®(A) é o ideal de F(X)" das ®-identidades de A.

Observagao 5.2.5. Novamente, pela dualidade, e pela definicao de Id?"(A) para uma su-
peralgebra A (vide Definigio 3.4.3), temos que Id’"(A) = Id*(A). O que nos permite

usar a linguagem mais conveniente em cada momento.

Como estamos em um corpo de caracteristica zero, sabemos que o conjunto das iden-
tidades polinomiais graduadas de uma superélgebra é completamente determinado pelo
espaco dos polinémios multilineares (na verdade, com as devidas alteracoes, é mais geral

do que para superélgebra, olhe Teorema 3.2.3). Sendo assim, definimos:

Definicdo 5.2.6. P,* ¢ o espaco vetorial dos ®-polindmios multilineares de grau n em

T, 717, ..., Tn, TnY. Segue da dualidade e da Definicdo 5.0.1,

P,® = P,9" = spang {Wo1) -+ Womy | 0 € Spywy =y ow w; = 2,1 =1,2,...,n}.
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Observagao 5.2.7. Lembremos da Definicao 5.0.3, do grupo hiperoctaedral de grau n, H,,.
Considerando ® um automorfismo de ordem dois, podemos considerar H,, como o produto

entrelacado de Zs = {1, ®} e S, grupo simétrico de grau n.

Para continuarmos a entender como ocorre a estrutura de H,-mo6dulo do espago P,?"
e como podemos decompd-lo em H,-modulos irredutiveis, vamos olhar alguns resultados
em [12].

Definicao 5.2.8. Consideremos G' um grupo abeliano finito de ordem k, e F um corpo
algebricamente fechado e de caracteristica zero.
Denotemos a algebra de grupo FG por B, e, o produto tensorial n vezes da algebra de
B®---®B B®n,
grupo b ® & b por
Observacao 5.2.9. O grupo S,, age naturalmente em B®" permutando as coordenadas. Isto
é,5€0 €S, b=b6®---®b, € B, entao o(b) =0 (bi @+ ®by,) = by-1(1) @ - - R by—1().

Definigao 5.2.10. A dglgebra de grupo F[G1S,], que escreveremos B1S,, é definida como
o espago vetorial B! S, = B® ® FS,, com multiplicacdo dada por (b ® o)(c ® 7) =
(bo(c)) ® oT, onde b,c € B®, 0,7 € S,.

Observagao 5.2.11. Como G é abeliano de ordem k, char F = 0, e F é algebricamente fe-
chado, sabemos que existem f1, ..., fr idempotentes minimais tais que [ f; é representacao
irredutivel de G (vide Sec¢ao 3.5 e [11]).

Seja W um espaco vetorial sobre F com dim W > n. Entao, decomporemos FGRQW =
BoW=W,&---®Wy,ondeparai=1,....k, W, =Ff, Qg W =f, @ W.

Definicao 5.2.12. Consideremos n = my + --- + my, onde m; > 0, 1 <17 < k. Seja
Sm, 0 grupo simétrico agindo nos conjuntos {my + -+ +m;_1 + 1,...,my + -+ + my;},

izl,...,k, mOZO.
Observagao 5.2.13. Deste modo, temos a seguinte identificacao:
F[Sp, X -+ X Sy ] =FS,, ® - @FS,,,.

Observagao 5.2.14. Se V.= FG @ W = B ® W, conseguimos a identificacao V& =
(]FG)@'H, ® W@n — B@n ® W@n

Observacao 5.2.15. A funcao
©:B1S, = Endp (V®) = Endg (B® @ W®"),

definida por (b ® 0)(c@w; ® --- @ wy,) = bo(c) ®Ws-1(1) ® -+ ® Wy-1(,) € um homo-
——

J/

v Vv
€B®n QW ®n cB®n cW®n
morfismo injetor.
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Defini¢ao 5.2.16. Para todo i = 1,...,k, seja A\(i) - m; e consideremos um tableau
associado a particao A(7). Denotemos por E)(;) o correspondente minimal idempotente de
FS,, (Secao 3.7).

Por simplicidade, escrevamos (A) = (A(1),...,A(k)) e ppy = Exa) ® -+ @ By €
FSpm, ®---®@FS,,, . Chamemos (\) de multiparticio de n.

Retornemos ao homomorfismo injetor, ¢ (Observagao 5.2.15), e usando a defini¢ao

acima e todas as identificacoes ja feitas, consideremos:
.« ~ o Omq Omy, Omq Qmy A~y ®
Definicao 5.2.17. My = o(ppy) (W, ™ @ - @ W, ™) CW ™ @--- @ W, ™ =2 V&,

Observagao 5.2.18. Sabemos que My, = 0, ou My ¢ GLy W1 ®---® G Ly Wy-irredutivel.
Em particular, se, para todo i, o nimero de partes de A\(i) € menor do que m;, entdo
My # 0, e, portanto, neste caso é GLr Wi ® -+ - ® GLg Wy-irredutivel.

Assim, definimos,
Deﬁnigéio 5.2.19. N()\> = HOTTLGL]F W1®--QGLy Wy (M<)\>, V®n>
Por tudo o feito, temos o seguinte:

Teorema 5.2.20. Para fizados n e W tais que dim W > n, Ny #0, e

€ um conjunto completo de FG 1 S, -representacoes irredutiveis inequivalentes. Também,

para cada (\),
dim]p N<)\> = (

my,...,Mg

Observagao 5.2.21. Portanto, devemos encontrar um conjunto completo de ideais a es-

querda de FG ¢ S, nao isomorfos, calculando ¢! (Ny)) para todas as multiparticdes ().

Lembremos que, da Teoria de Representacao do grupo S, e, do GLr W, é conhecido
que Homegr, w(p(Ex)WE W) = p(FS,,E)), onde A - m e E\ é um idempotente

primitivo correspondente a A. Entao, lembrando que W; = f; @ W,

Proposicao 5.2.22.
Homer, w,(@(Ex) Wi, Wi®m) = o(f;%m @ FSpm, Exs))-

Definigao 5.2.23. Para uma multiparticao () = (A\(1),...,A(k)), A(i) b m;, e corres-

pondentes minimais idempotentes, definimos

Eyy = 8™ @@ fil®?™ @ Eya) @+ ® Eyxp
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L<)\> — f1®'m1 ® e ® fk®mk ® ]FSmlE)\(l) ® e ® ]FSmkE/\(k)

Teorema 5.2.24. Para qualquer multiparticao (\) den, Eyy ¢ um idempotente minimal
de FG1 S, e (FGUSn)Epy = @, cp 7Ly, onde A € uma transversal esquerda de Sy, x

coe X S, em Sy

Continuaremos fazendo uso de [12], Se¢do 5, para entao retornarmos a acao de H,, em
P =P,°
n n -

Definigao 5.2.25. Para A uma F-élgebra ¢ G C Aut(A) um grupo abeliano finito.
Lembremos que P, = spang {9 . 2,(n)""™ | o € Sy, 01,...,9n € G} € 0 espaco
dos G-polinomios multilineares em F(X) com G-a¢ao.

Podemos definir um isomorfismo linear ¥ : FG1 S,, — P,¢ colocando
g1 R ® Gn Ro— xg(l)ga(l)fl - .J]U(n)gc(n)j,

onde g1,...,9, € G, 0 € 5,.

Observagao 5.2.26. Tal isomorfismo define uma acao a esquerda e a direita de FG .S,
em P,%, dada por a- ¥(b) = W(ab) e ¥(a)-b = ¥(ab), para a,b € F1S,. Assim, se
flze,. . zn) €EPCeg® - ®g,®0 € GLS,, entdo

(91 R R gy ® cr) . f(ffla O ,$n> = f(xa(l)ga(l)*l7 o ’xo_(n)ga(n)*l)'

Observagao 5.2.27. Portanto, os ideais das G-identidades de F(X) sdo invariantes pela

p,°
acdo de G S,. O que torna P,(A) = m um G S,-moédulo & esquerda.

Definigdo 5.2.28. Para uma multiparticdo () de n, consideremos x o correspondente

G S,-caracter irredutivel. Entao, escrevemos
G P,
n A) = = = m )
Xn' (A) X(PnGﬂ[dG(A)> > mpyx
onde x,“(A) é chamado de n-ésimo G-cocaracter de A.

Portanto, da dualidade (Observagao 5.2.1), da Definigao 5.2.25, da Observagao 5.2.26,

da Observacgao 5.2.7, e, do fato de Z, ser grupo abeliano finito, temos:

Observagao 5.2.29. e O espaco P9 tem uma estrutura natural de H,-modulo & es-
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querda:

- H, x B — B

(h' = (a17 o ,an;0—>;f(y17 e Yns 21, - azn)) = f(%(l)» s 7y0(n)7za(1)¢)7 .- '720'(77,)(1))

= f(ya(l)a <oy Yo(n), iza(l)? SR izo(n))

e Sendo P,"(A) o mesmo da Defini¢ao 5.0.4, temos pelo ja visto na Observagao 5.2.27

que P, (A) é um H,-mo6dulo.

e Analogamente ao feito na Definigdo 5.2.28, temos x," (A) o n-ésimo cocaracter

graduado de P,9"(A) visto como H,-mo6dulo.

Observagao 5.2.30. Como pode ser visto em [12], das Se¢oes 3 & 5, existe uma bije¢ao

entre H,-caracteres irredutiveis e pares de parti¢coes (A, ), onde A = r, u = n —r, para

todo r =0,1,...,n (na verdade qualquer multiparti¢ao).

Com isto em mente, definamos o que vem a ser o H,,-caracter correspondente a (A, u),

o espaco dos polinémios multilineares ao par de particoes relacionados, e o S, X S,,_,-

cocaracter, para entao, relacionarmos com o H,-cocaracter ja expressado.

Definigao 5.2.31. x,, denota o H,-caracter irredutivel correspondente a (A, ).

Escrevemos
n

XngT(A> — Z Z M X\ e

r=0 A\=r,uFn—r

onde my , > 0 sao as multiplicidades correspondentes.

Definigao 5.2.32. Para fixado r € {0,...,n}, seja

P = span]F{wg(l) e Wo(p) |o€S,,w; =y; para i =1,...,r, ew; = z; parai = r+1,...

o espaco dos polindmios multilineares nas varidveis yYi, ..., Yr, Zrily - - - 5 Zn-

Observagao 5.2.33. Pela multihomogeneidade de T)-ideais, para estudarmos P, (A) é

suficiente estudarmos

P,
P 9(A) = rn—r
rnr’ (4) P NIdo(A)
para todor =0,...,n.
Observacao 5.2.34. Se deixarmos S, agir nas variaveis vy, ..., ¥y, € S,_, agir nas variaveis
Zr41s - - - Zn, Obtemos uma acao de S, X S, em P, ,,_, e P,,,_,9"(A) se torna um S, X .S,,_,-
modulo.

Definicao 5.2.35. x,,_.(A) € o cocaracter de P,,_,"" (A) visto como S, x S,_,-modulo.
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Observacao 5.2.36. Os S, x S,,_,-caracteres irredutiveis sao obtidos pelo produto tensorial
dos S, e S,_, caracteres irredutiveis, respectivamente (como ja observamos em 4.0.12).

Entao, escrevemos

Xr,nfr(A) = Z mA,u(X)\ ® X,LL>7

AEr ubEn—r

onde x,(respectivamente, y,) denota o S,-caracter irredutivel (respectivamente, S,_,), e

my,, > 0 sao suas multiplicidades correspondentes.
Chegamos entao na relagao que queriamos:

Observagao 5.2.37. H,-cocaracteres e S, X S,_,-cocaracteres se relacionam (as multipli-

cidades sao as mesmas) por: para qualquer superalgebra A temos

n

(A= Y mow @ Xear(A) = D mauln ® ) para < .

r=0 AFr,uFn—r A7 pEn—r
Ainda,
n
I(A) = ") dimg P, (A
e (4) =3 (") dims P (4),
=0

r

(Observe Teoremas 1, 2 ¢ 4 de [12]).

5.3 Identidades Graduadas de UT;

Dedicaremos esta secao a procura das identidades polinomiais Zo-graduadas de UT;. Da
Secao 5.1 sabemos que s existem duas Zs-graduacoes possiveis para UTs, a trivial e a
candnica (estas na verdade sdo todas, a menos de isomorfismos). Consideraremos A = UTs
com Zsy-graduacao candnica, uma vez que as identidades polinomiais Zs-graduadas para
UT, com Zs-graduacao trivial sao as mesmas identidades polinomiais ordinarias de U'T;

(vide paragrafo antes do Teorema de 3.2.5).

Observagao 5.3.1. Claramente os polinomios z1z2 e [y1, y2] sao identidades graduadas de
A.

Mostraremos nesta segdo que estas identidades geram Id’"(A) como um Ty-ideal.

Proposicao 5.3.2. Para qualquer indeterminada x =y + z, 21029 € (2129, [y1, y2]>T2.

Demonstragao. Escrevamos F(X)"" = Fo@F; (4.0.4). Como z1y € Fi, temos que 21929 €

(z125)™. De fato, como
<2122>T2 = spany {h1p(2122)hs | hi, he € F(X)Y" ¢ € Endy (F<X>gr)2},

e por, p : F(X)?" — F(X)? definida como identidade em todas as indeterminadas de

F(X)?" exceto em z1, em que z; — 21y, ser um endomorfismo Zy-graduado de F(X)7",

, T
concluimos que z1yze € (2129)">.
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Ainda, 21(y + 2)2z0 = 21y29 + 21222 € (zlz2>T2, pois z1yz € (2122>T2 pelo feito acima;

e, claramente 2122y € <Z]_Z2>T2. Portanto, zixzy € <z122)T2 C (2129, [yl,yng?. O

Teorema 5.3.3. As identidades polinomiais graduadas z1 29 e [y1, yo] geram Id"(A) como
Ty-ideal. Isto €, Id7 (A) = (2122, [y1, yo]) 2.

Demonstracao. Escrevamos I = (2122, [y, yQDTZ. Fazendo uso da Observacdo 5.3.1, temos
que I C Id°"(A). Consideremos f(y1,...,Y:,21,--.,%) um polindbmio multilinear em

Id"(A). Queremos mostrar que médulo I f é o polindmio nulo. Para tal, mostraremos

que

f(yly-"aytazlw"vzt) :fl(ylv"'7ys)+.f2(zayl7"'7y8) (mOd I)a
onde fi(y,...,ys) € um polindmio multilinear em vy, ..., ys, € fa(2,y1,...,Ys) € um po-
linébmio multilinear em z,y1,...,¥ys.

Facamos wuma anélise do que ocorre com o0s possiveis mondémios de

AT P V- R A |

e Se 0 monOmio nao contém nenhuma indeterminada em Z, isto é, é da forma
QYo(1) - - Yo(s) PAra s < t, 0 € Sg e a € F; ele serd um monoémio do polinémio

fl(yb v 7y8)'

e Se 0 mondmio contiver exatamente uma indeterminada em Z, ou seja, da forma
AYo(1) - - - Yo(k)RiYo(k+1) - - - Yo(s), DAra 1<k<s< t, o€ SS, 1€ {1, 2,... ,If} eqc IF;

ele serd um monomio do polinomio fo(z, y1,. .., Ys)-

Identificando todos os z;'s com z (por meio dos endomorfismos Zs-graduados que
agem como identidade em todas as indeterminadas de F(X)?" exceto em z;, em que
z; + z), obtemos o polinémio fa(z,y1,...,ys) com a mesma indeterminada z em

todos 0s mondmios.

e Se o mon6mio contiver duas ou mais indeterminadas em Z, ou seja, das seguintes

formas:

— possuir dois ou mais z’s juntos;

— possuir todos os z's de alguma forma separados pelos y's;
temos que pela Proposicao 5.3.2, 0 monomio pertencerd a I, em ambos os casos.

Assim, por todas as anilises de monomios acima feitas, conseguimos
F, oy 21, 2) = filva, - us) + fa(2,01, -2, ys) (mod I).

Da multihomogeneidade de T5-ideais e por f ser uma identidade polinomial graduada
de A, segue que f e fo sdo ambas identidades polinomiais graduadas de A. Como [yy,y2] €
I, temos que f; = ay; ...ys para o € F (observe a demonstragao do Lema 4.1.3). Assim,
fazendo a substituicao graduada y; = - -- = ys = Eqy, conseguimos f; = al;. Por f; ser

identidade polinomial graduada de A, a = 0. Entao, f; = 0 (mod I). Escrevamos f, =
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DYy o Yi 2y - Yo, onde 4 < -o- < iy, g1 < -+ < Juy, € estes indices pertencem
ao {1,2,...,s} com s < t (observemos que a ordenacdo é possivel pois [y1,y] € I).
Suponhamos que exista um monomio nao-nulo de fs, seja ele My, = oy ... Ys2Yst1 .- - Yn-
Facamos a seguinte substituicao graduada: y; = --- =ys = Ei11, Yyspo1 = -+ = yYn = Eo €
2z = Fy9. Notemos que com ela, My, = aF9, e qualquer outro monoémio de fy com esta
substituicao se torna nulo. De fato, se o monémio ay;, ...v;,2y;, ...y, tem ¢ > s+ 1,
temos a esquerda de z o produto Ei1Fa = 05 ja se, oy, ... Y;,2Yj, - - - Yj,_, tem i < s,
temos a direita de z o produto Ej;Es = 0. Portanto, fo = My,, e por fy ser identidade
polinomial graduada de A, temos a = 0, uma contradi¢cao com a suposi¢cao do monoémio

My, ser nao-nulo. Assim, fo =0 (mod I), e temos demonstrado o resultado. [

Definicao 5.3.4. Consideremos A = r e p = n —r. Seja Wy, o S, x S,_,-mbdulo

irredutivel associado a multiparti¢cao (A, 1) de n.

Observagdo 5.3.5. Pelo ja discutido na Segdo 7.2, temos que W) , = F(S, x Sn,,n)eTAeTM
com er, e er, sendo os semi-idempotentes associados aos tableaux Ty e T}, respectiva-

mente. (Para maior clareza, relembre a Defini¢ao 2.7.36)

n

Teorema 5.3.6. Seja x,, (A) = >, > myuXau 0 n-€simo cocaracter graduado de
r=0 A\Fr,uFn—r

A com Zs-graduacdo candnica. Entao,

a) myy=q+1sed=(p+qq ep=_(1);
b) M0 = 1;
¢) my, =0 em todos os demais casos.

Demonstracao. Antes de comecarmos a demonstracao em si, lembremos da Definicao
2.7.1. Agora, por estarmos considerando A com Zs-graduagao candnica, temos que Ay =
FE\ +FFEy e Ay = FE5. Donde, dim Ay = 2 e dim A; = 1. Pelo Lema 3.1.1 e pela
acao de S, x S,_,, sabemos que qualquer polinémio alternante em trés indeterminadas
de grau zero ou qualquer polindmio alternante em duas indeterminadas de grau um se
anulam em A. Portanto, da forma geral dos elementos er,, er, segue que m, , = 0 se ou
[(A) >2oul(p) > 1.

Além disso, pela Proposicao 5.3.2 e pelo Teorema 5.3.3, temos que para qualquer
indeterminada =, 2122, € (212, [y1, %)) > = Id*"(A). Isto implica que my, = 0 sempre
que |p| > 2.

Assumamos entdo que |u| < 1. Suponhamos primeiramente que p = (). Entao, por
[y1, y2] ser identidade polinomial graduada de A, temos que y1ys ...y, ¢ uma base de
P (mod Id"(A)). Portanto, 0 < m(,)p < dim My, , = dim My, = 1, ou seja,
mny,0 = 1 (Consequéncia do Teorema 2.7.59, da Proposi¢ao 2.7.54 e do Teorema 2.7.64).

Caso A\ # (n), myg = 0. (Até o presente momento provamos b) e c)).



144 5. As Identidades Polinomiais Graduadas de UT»(F)

Seja agora [(A\) < 2 e u = (1). Consideremos A = (p+¢,p), p >0,¢g>0e u=(1).
Nestas condicdes, queremos provar que my , = ¢ + 1. (E assim, conseguirmos o afirmado

no item a)).

Para todo i =0, ..., q definamos os seguintes tableaux:
i+1 i+ 2 i+p 1 2 i i+ 2p+2 n
T)\(i):
i+p+2 i+p+3 i+2p+1
T#(”): i+p+1

Associemos a T\ e Tu(i) o polinémio

ap,q(i) (ylv Y2, Z) = yllm .. y~1 Z% .. y~2 qu—i’

p p

onde - e " significam permutagoes nos elementos correspondentes.
Observemos que o polindmio am(i) é obtido pelos semi-idempotentes correspondentes
ao par de tableaux (T,\(i), Tu(i)) identificando todos os elementos de cada linha de A. Isto

é, a acao dos semi-idempotentes nos seguintes tableaux:

o L& T ! Y n s Y1 Y1 e Y1
Y2 Y2 Yo
z
Provaremos que (mod Id’"(A)) os ¢ + 1 polinomios a, ¥ (y1,92,2), i = 0,...,q, sdo

linearmente independentes sobre F.

Suponhamos por absurdo que nao sao. Consideremos uma combinacao linear
q .
Z(xianq(z)(yl,yg, z) =0 (mod Id?"(A)), com «; € F,
i=0

e, seja t = max {i : a; # 0}. Separando a,,®) dos demais e lembrando que «; = 0 para

1 > t, temos

vy (y1, Y2, 2) + Z ip.g (1,92, 2) = 0 (mod Id"(A)).

1<t
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Substituindo y; por y; + y3, conseguimos

—_—

ar(yr +u3) (Y1 +43) - (Y1 +43)2T2 - Ga(yr + )"+

—~—

+ Z%’(yl +y) (1 +vs) - (1 + ys) 202 - Go(yr + ys)*™ =0 (mod 1d”(A)).
i<t

Consideremos a componente homogénea de grau t +p em y; e de grau g — t em ys.
Facamos a substituicao graduada: y; = FEi1, y2 = ys3 = Fay e z = Ej5, de modo a
obtermos oy Fho = oy = 0, uma contradicao com a escolha de t. Como y; — y; + y3 € um
automorfismo Zs-graduado de F(X)?", conseguimos por meio desta contradigao, que os
polinémios a, ,V (y1,s,2), i = 0, ..., q sdo linearmente independetes (mod Id° (A)).

Lembrando do Processo de Linearizagiao (Exemplo 3.2.2), vemos que para todo i,
er,Ver, D (y1,...,yo1,2) € a linearizacdo completa dos a,,")(y1,ys, 2). Portanto, temos
que os polinomios er, Ver, @ (y1, ..., y,_1,2), i =0,...,q, sdo linearmente independentes
(mod Id?"(A)) e assim, my, > ¢+ 1 (por discussdo anéaloga a feita no terceiro paragrafo
desta demonstragao).

Busquemos mostrar que my, = ¢+ 1 para A = (p+¢,p) e p = (1). Para tal, sejam T
e T, quaisquer dois tableaux, e, f = eper, (y1,...,¥Yn-1,2) 0 polindmio correspondente.

Se f ¢ (212, [y1, y2]) ", entdo quaisquer duas indeterminadas alternantes em f devem
estar em lados diferentes de z. Como f é uma combinacao linear (mod Id°"(A)) de
polinémios que sao alternantes em p pares de y,;'s, obtemos que f é uma combinagao
linear dos polinémios er, Ver, @ (y1,...,yo_1,2), i = 0,...,¢. Portanto, my, = ¢+ 1.

(Terminando assim o item a), tinico que faltava). O

5.4 Fxp’(A)

Para esta tltima secao, suponhamos que A é uma superalgebra satisfazendo uma identi-
dade polinomial nao-trivial, isto é, A é uma PI-algebra graduada. Como ja vimos na Ob-
servagao 95.2.1, as identidades polinomiais Zs-graduadas coincidem com as P-identidades
sendo ® um automorfismo de ordem dois de A. Pelo Lema 4.7 de [13], temos que
9" (A) < 2"¢,(A). Juntando, temos

en(A) < e (A) < 27, (A). (5.1)

Com a intencao de capturarmos o comportamento exponencial da sequéncia de codi-

mensoes graduadas definimos:

Definicao 5.4.1. Para A uma superélgebra, consideramos

Exp?"(A) = lim sup v/c,97(A).
n—oo
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A titulo de curiosidade, apresentaremos uma outra sequéncia numérica que podemos
associar a uma superalgebra, relembremos da Defini¢ao 3.1.22, e:

n

Definigao 5.4.2. Seja A uma superalgebra, x,9"(A) = > >  myuxa, a decompo-
r=0 A\Fr,uFn—r

sicdo do n-ésimo cocaracter graduado de A, entao definimos o n-ésimo cocomprimento

graduado de A como

lngT(A):Z Z LW

r=0 A\Fr,uFn—r

No proximo corolario, nosso ultimo resultado da dissertagao, calcularemos Exp?" (UTs)

considerando UT, com Zs-graduacao canbdnica. Para tanto,

Defini¢ao 5.4.3. Para uma particdio A F n, seja dy = xi(1) o grau do S,-caracter

irredutivel x, (consulte Proposi¢ao 2.6.7).

Pelo ja discutido na Secdo 7.2, sabemos que se dy,, = x»,(1) é o grau do H,-caracter
irredutivel correspondente ao par (A, p), onde A = 7, p = n —r, entdo dy, = (Z)d,\d#.

Chegamos entao:

Corolario 5.4.4.
Exp?"(UTy) = 2.

Demonstragao. As codimensoes de UT; sao ja conhecidas e podem ser deduzidas de [24].
Nos apenas usaremos este fato. Assim, ¢,(UTy) = an'2™, para algumas constantes a,
t. Por outro lado, lembrando que as multiplicidades m, , sao limitadas polinomialmente

(Teorema 5.3.6 e |24]), conseguimos

n(UT) < ¢, (UTy) = Z my,udy, < an” Z dy, =

[Al+pl=n [Al+Imul=n, [(\)<2, p1<1, p2=0

n ,
= an” Z (|/\|)d,\du < an’t! Z dy < a'n” 2",

[Al+]pl=n, I(A)<2, p1<1, p2=0 Abn, [(A)<2
onde a peniltima e a dltima desigualdade seguem da Férmula do Gancho, das possibili-
dades de preenchimento do Diagrama (Teorema 2.7.64 e Teorema 5.3.6), de d,, < 1, e de
(5.1).

Portanto, lembrando que lim sup /n = 1, e que para a > 0, lim sup /a = 1, temos
n—00 n—00

Exp? (UTy) = lim sup {/c, 9" (UTy) < lim sup Va/n"'2" = 2,
n—00 n—oo

lim sup /¢, (UTz) = lim sup Van!2"» = 2,
n—oo

n—oo

Cn(UTQ) S Cngr(UTQ).
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Donde, 2 < Exp? (UT,) < 2, e entdo, Exp? (UT) = 2 como queriamos. ]
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