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Resumo

Nosso objetivo é estudar as algebras de Hopf e os objetos Galois sob o ponto de vista
das identidades polinomiais, mais especificamente, quando estes objetos sao distinguidos
a menos de isomorfismos, por meio das H-identidades polinomiais que satisfazem. Para
isso seguimos o programa iniciado por C. Kassel [17], no qual ele define o conceito de
H-identidade polinomial para um H-comddulo &lgebra, estabelece algumas propriedades
dos respectivos T-ideais e utiliza classificacoes de objetos Galois, como a feita por Bichon
[5] para as algebras de Hopf monomiais do tipo I, para encontrar identidades polinomiais
que distinguem tais objetos a menos de isomorfismo. Nesse caso, a existéncia de um
homomorfismo de &lgebras cujo ntcleo coincide com o T-ideal das H-identidades é o
principal fator determinante.

Palavras-chave: Algebras de Hopf, Objetos Galois, Identidades Polinomiais.
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Abstract

Our main goal is to study Hopf algebras and Galois objects, from the point of view of
the polynomial identities, more precisely how these objects are distinguished by their
polynomial H-identities. To this end we follow the program started by C. Kassel [17].
There he defines polynomial H-identities to H-comodule algebras, gives some properties
of these T-ideals and uses Galois objects classifications, as made by Bichon [5] for the
monomial Hopf algebras of type I, to find polynomial identities that distinguish those
objects. In that case, the existence of an algebra homomorphism such that the kernel
coincides with the T-ideal of the H-identities is crucial.

Key-words: Hopf Algebras, Galois Objects, Polynomial Identities.
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Introducao

As algebras de Hopf, assim chamadas em honra a Heinz Hopf por seu trabalho pioneiro
[14] em 1941, foram usadas com esse nome pela primeira vez por Armand Borel [7] em
1953.

No trabalho de Hopf, sao introduzidos os, posteriormente chamados, H-espacos. Estes
caracterizam-se por possuirem uma operagao produto e uma estrutura adicional de H em
H ® H, com condi¢oes de compatibilidade, que Hopf observou impor fortes restricoes na
estrutura de H, a partir das quais ele deduziu varios resultados topologicos.

Uma visao mais algébrica das algebras de Hopf surgiu algum tempo depois,
notavelmente no livro [8] de Chase e Sweedler (1969). J4 sua expansdo e popularizagao
ocorreu nas décadas seguintes, com as aplicagoes da teoria obtidas por Drinfeld.

Ja a teoria de identidades polinomiais (PI), apesar de ter sua abordagem moderna
dada por Kaplansky em 1948, tem seu primeiro artigo publicado por Dehn em 1922 e
desde entao tem sido generalizada e atualmente boa parte da investigagao se da sobre o
conceito de polinémios centrais. '

Usando uma algebra de Hopf H, pode-se definir uma H-identidade polinomial (HPT)
e é essa intersecao que da origem a esse trabalho.

Admitimos do leitor conhecimentos sobre as estruturas algébricas basicas (monoides,
grupos, anéis, corpos, modulos, espagos vetoriais), de modo que apenas uma ou outra
definicao ou resultado envolvendo esses conceitos é colocado, mais como uma recordacao
do que como uma primeira visao do assunto.

Comecamos com um capitulo de conceitos preliminares que versa basicamente sobre
objetos dados por propriedades universais.

O segundo capitulo traz estruturas duais as &lgebras e modulos: coélgebras e
comoddulos, respectivamente, para que no capitulo seguinte possamos introduzir o conceito
de 4lgebras de Hopf propriamente.

O capitulo quatro traz os conceitos de acao e coacao de uma algebra de Hopf em uma
algebra e serao estruturas fundamentais para os resultados finais do trabalho.

O proximo capitulo traz dois conceitos distintos. O primeiro é o produto torcido que,
dada uma &algebra, cria uma estrutura alernativa de produto. O outro conceito sao os
objetos Galois. Esses talvez merecam muito mais espaco do que receberam, dada sua
importancia e extensao, mas por questao de foco, procuramos nos ater ao essencial. Por
exemplo, o leitor que conheca as “extensoes fendidas” ird notar que elas permeiam toda a
secao mas sem aborda-las diretamente.

O sexto capitulo é o ntcleo do trabalho. Comecamos com uma introducao ingénua
a teoria das identidades polinomiais sem o objetivo de dar uma visao detalhada do
assunto mas tao somente motivar a secao seguinte. Nesta sao definidas as H-identidades

T Para mais sobre essa parte histérica veja os artigos “Polynomial Identities” do Amitsur [2] e “The
beginnings of the theory of Hopf algebras” de Andruskiewitsch e Santos [3].
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polinomiais e apresentadas algumas das suas propriedades. A tltima secao encontra um
método bastante util, apesar de particular, para encontrar H-identidades polinomiais de
uma algebra.

O dltimo capitulo deste trabalho traz dois exemplos nos quais podemos aplicar os
resultados do capitulo anterior. O primeiro deles toma H como a &lgebra de Taft e o
segundo como a algebra de Hopf Monomial do tipo I. Para esse tltimo, além do artigo
[17] do Christian Kassel, usamos fortemente o artigo [5] do Julien Bichon que classifica
os objetos Galois para algebras monomiais (todas, de I a VI).



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Em todo este texto k indica um corpo arbitrario, salvo mencao contraria. Sempre que
surgirem k-espacos vetoriais, a menos que se diga o contrario, estes serao chamados de
espacos vetoriais. Da mesma forma, os termos linear e bilinear serao empregados no lugar
de k-linear e k-bilinear, respectivamente. A unidade’ 1, do corpo k sera simplesmente
indicada por 1.

As principais referéncias para este capitulo sdo os livros [12], [15] e [16].

Lembraremos brevemente a seguir de alguns objetos dados por propriedade universal
que serao importantes neste texto.

O Produto Tensorial

Definig¢ao 1.1 (Produto Tensorial). Sejam V' e W espagos vetoriais. Dizemos que (T, ¢),
no qual 7' é um espaco vetorial e p: V X W — T" ¢ uma aplicacao bilinear, ¢ um produto
tensorial entre V e W (sobre k) se para todo espaco vetorial Z e toda f: V x W — Z
bilinear, existe tnica f: T — Z linear tal que o seguinte diagrama é comutativo:

b

VxW f

N

Z

Lembremos que, como toda definicio dada por propriedade universal, o produto
tensorial é dnico a menos de isomorfismo, mas é necessario construir um modelo de
produto tensorial. Essa construgao (classica) pode ser encontrada, por exemplo, em
[12, Capitulo 10] ou [15, Capitulo IV] e resumidamente pode ser feita da seguinte forma:

Seja X um conjunto. O conjunto k¥ = {f: X — k} é um espaco vetorial com
operacgoes dadas por

o (f+9)(x) = f(x) + g(z) para todo f,g € k¥ e x € X,
o (\f)(x) =\f(x) paratodo A€k, f € kX ex € X.

T O termo “unidade” é ambiguo e pode fazer referéncia tanto ao elemento neutro da multiplicacdo quanto
a um elemento invertivel em um anel. Neste texto o termo “unidade” sempre fara referéncia ao elemento
neutro da multiplicacao.



1. Conceitos Preliminares 4

Considere kX = {f: X — k | supp(f) é finito}, com supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.
kX é um subespaco vetorial de k.

Além disso, dados V' e W espagos vetoriais, se X = V x W (produto cartesiano de
conjuntos) entdo kX = k(V x W) é um espago vetorial e tem como base

B={ewuw, veEV, weW}={(v,w), veV, weW},

com e,: X — k dada por e,(y) = d,,", para todo x,y € X.
Por sua vez considere U o subespaco vetorial de k(V x W) gerado pela unido dos
seguintes conjuntos:

Up = {(v1 + v, w) — (v1,w) — (v, w), vy,ve €V, we W},
Uy = {(v, w1+ w2) = (v,w1) = (v,ws), v €V, wy,wy € W},
Us = {\(v,w) = (A\v,w), A€k, v,w € W},
Up = {\(v,w) — (v, \w), X € k, v,w e W}

Podemos com isso definir um conjunto (de classes laterais)

V®kW = —k(v a W)
U
Este possui uma tnica estrutura de espaco vetorial tal que m: k(V X W) — V @, W é
linear.'f

E corriqueiro mostrar que V ®; W & um produto tensorial. Como de modo geral
usaremos o produto tensorial sobre k, omitimos o indice k e denotamos simplesmente
V @ W. A seguir colocamos alguns resultados relacionados a esse espago:

Dados v € V e w € W denotaremos a projecao m(eww)) = 7(v,w) (com 7 a projecao
no espaco quociente) por v @ w. Os tensores dessa forma sao chamados canonicos, porém
note que os elementos de V' ® W em geral nao sao canonicos e sim combinacoes lineares
de tensores canonicos, por exemplo dado {ej,es} a base canonica de V = R?, entao
e1 ® ey + ey ®ep € R?2®R? nao pode ser escrito da forma v ® w para nenhum v, w € R2.
(Ao tentar fazé-lo chegamos a um sistema impossivel).

Da proépria definigao do subespaco U e do fato de m ser linear seguem de imediato as
seguintes propriedades de V ®@ W:

1. (11 +v2) @Ww =1, @w~+ ve ® w, para todo vy, vy €V ew € W,
2. v® (wy +wg) = v @ w + v wsy, para todo v € V e wy,wy € W,

3. (W) @w=ANvew)=v® (Aw), paratodov € V, w e We\e€k.

T O delta de Kronecker:

1, sey=ux,
Opy 1=
0, sey#x.

para todo x,y € X.

T Pela seguinte proposigao encontrada em [12, 10.2 Prop. 3] “Sejam V' um espago vetorial, U um subespaco
vetorial de V e m: V. — V/U uma aplicagdo dada por 7(v) = v + U. Entao existe Unica estrutura de
espaco vetorial em V/U tal que 7 é linear.”
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Proposicao 1.2. [15, Coroldrio 5.3] Sejam Vi, Vo, Wi e Wy espacos vetoriais. Se
fi: Vi — Wy e for: Vo — Wy sao lineares entao existe tinica g: Vi @ Vo — W1 @ Wy
linear tal que g(vy ® vy) = f1(v1) ® fa(ve) para todo vy € Vi e vy € V5.

Denotaremos a (unica) aplicacado g da proposicao anterior por fi; ® fo.

Lema 1.3. [15, Teorema 5.11] Sejam V e W espagos vetoriais e v; € V, w; € W para
todot1=1,2,...,n tais que

MW +v2@wg~+...+v, w, =0.
Se wq, ..., w, sao linecarmente independentes entao v = ... = v, = 0.

Proposicao 1.4. [15, Coroldrio 5.12] Sejam V' e W espagos vetoriais. Se B = {v;, i € I}
e C ={w;, je J} sao bases de V. e W, respectivamente, entio {v; @ w;, i € I, j € J}
¢ base de V@ W.

Dados V', Vi, V5 e W espacos vetoriais, introduzimos as seguintes notacoes:

Hom(V, W) := {a: V — W, « linear}
Bil(Vy, Vo, W) := {p: V4 x Vo — W, [ bilinear}
Mult(V,W,n) :={8: V x ... x V. — W,  n-linear}

—————

n-vezes

A proxima proposicao relaciona os operadores Bil e Hom:

Proposicao 1.5. [12, 10.4 Teorema 10] Sejam Vi, Vo e W espagos vetoriais e (V) @ Va, @)
o produto tensorial entre Vi e Vy. FEntao

Bil(Vy, Va; W) = Hom(V; @ Vo, W).

Proposicao 1.6. [12, 10.4 Proposi¢io 20] Se (V @ W, 1) e (W ® V,¢y) sdo produtos
tensoriais entre os espacos vetoriais V e W entao

VeaWw=weV.

A partir daqui, em todo o texto, 7 ird denotar o isomorfismo da poposicao anterior, a
saber, 7: V@ W — W ® V dado por 7(v @ w) = w ® v, para todov € Ve w € W.

Podemos estender indutivamente o conceito de produto tensorial entre virios espacos
vetoriais. No caso n = 3, dados V;, V5 e V5 espacos vetoriais obtemos (V) @ Vo) ® V3, 1)
e (V1 ® (Vo ®V3),ps), porém estes espagos vetoriais sdo canonicamente isomorfos, como
afirma a seguinte proposicao:

Proposicao 1.7. [12, 10.4 Coroldrio 15] Sejam Vi, V, e Vi espagos vetoriais. Se (Vi ®
Vo) @V, 1) e (Vi@ (Vo ® V3),¢2) sao produtos tensoriais entao

MoV eV e (Ve V).

Em virtude da associatividade expressa por essa proposicao faz sentido introduzir a
seguinte notagao para o espago vetorial associado ao tensor do espago vetorial V' n vezes
(n > 0):

k, se n =0,
Ve = V...V, sen>0.

n-vezes
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Proposicao 1.8. [12, 10.4 Exemplo 7] Seja V' um espago vetorial. Se (k®V, ) € produto
tensorial entao

EoV=V=2VeEk.

Lembrar que dados dois espacos vetoriais W; e W5 a soma direta W7, & W5 € um espaco
vetorial, motiva a seguinte proposicao:

Proposigao 1.9. [12, 10.4 Teorema 17] Sejam V., Wy e Wy espagos vetoriais. Se ((V ®
(W1 @ Wa)), 1) e (VW) d (Ve Ws),ps) sio produtos tensoriais entio

Ve (W eW)=(Ve)d (VeWs).

Definicao 1.10 (k-algebra). Uma k-dlgebra A é um anel A com unidade junto com um
homomorfismo de anéis ¢: k — A que leva 1 em 14 tal que Im(¢) C Z(A), o centro de
A.

Proposigao 1.11. [12, Proposi¢io 10.21] Dadas k-dlgebras A e B, A ® B com
multiplicacao dada por

f: (A By x (A®B) — A®B
(a®b,d @) — ad @bV

e unidade 14 ® 1g € uma dlgebra, chamada produto tensorial das algebras A e B.

A Algebra Associativa Livre

A definicao de objeto livre aplicado a categoria das algebras nos da a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.12 (Algebra Associativa Livre). Sejam A uma &algebra, X um conjunto e
1: X — A uma funcao. Dizemos que A é uma dlgebra associativa livre em X se, para
toda algebra B e f: X — B funcdo, existe inico homomorfismo de algebras f: A — B
tal que o seguinte diagrama é comutativo

Sendo dada por propriedade universal, uma &lgebra associativa livre em X é tnica
a menos de isomorfismo. Um modelo pode ser encontrado em [16, Capitulo I| como a
seguir:

Seja X um conjunto. Considere o espaco vetorial k(X) com base dada por todas
as palavras z;,,...,7;, no alfabeto X, incluindo a palavra vazia @. A concatenagao de
palavras define uma multiplicagdo (associativa) em k(X) dada por

(:L’il,...,wip)(xipﬂ,...,xin) = .I'il,...,xipl’i])+1,...,$in

e a unidade ¢ dada pela palavra vazia 1 = @. Considere A = k(X) e i: X — k(X) a
inclusdo. (k(X),4) é uma algebra associativa livre em X.

Note que k(X) nada mais é que do que a algebra dos polindmios em variaveis nao
comutativas de X. Assim, por exemplo, se X = {x1, 22}, 129 — 2221 é um elemento de
k(X), mas ndo é o polinémio nulo.
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A Algebra Tensorial

Definigdo 1.13 (Algebra Tensorial). Seja V um espaco vetorial. Dizemos que (T/(V),1),
no qual 7'(V) é uma é&lgebra e i: V — T(V) linear, ¢ uma dlgebra tensorial de V se
para toda algebra A e toda aplicacdo f: V — A linear, existe tnico f: T(V) — A
homomorfismo de dlgebras tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Sendo dada por propriedade universal, uma algebra tensorial de um espago vetorial V'
¢ unica a menos de isomorfismo. Um modelo pode ser encontrado em [16, Capitulo II]
como a seguir:

Seja V' um espaco vetorial. Defina

(V) =k,
(V) =V,
T”(‘V) _ven

Denote
T(V) = T1(V)
n>0
e definai: V — T(V) pori(v) =v € T'(V) para todov € V. Dados x = v1 ®...Qu, €
T"(V)ey=uw ®... 0w, € T"(V) defina a multiplicagdo em T'(V') por

TY=190...00, QW ®... 0w, € T"(V)

e estendendo por linearidade. T(V) é uma é&lgebra associativa e unitaria com essa
multiplicagao e tomando 1, € T°(V) como unidade. (7(V),i) é a &lgebra tensorial
de V. E comum denotar z - y por r ® y, ji que existe um isomorfismo candnico
(V)T (V) =T (V).

Proposicao 1.14. [16, Proposicio I1.5.1] Seja V' um espaco vetorial e X uma base de
V. Entiao T(V) = k(X) (como dlgebras).

A Algebra Simétrica

Definigdo 1.15 (Algebra Simétrica). Seja V um espaco vetorial. Dizemos que (S(V),1),
na qual S(V) é uma algebra e i: V' — T'(V) linear, ¢ uma dlgebra simétrica de V se,
para toda algebra A e toda f: V — A linear tal que f(x)f(y) = f(y)f(z), para todo
z,y € V, existe tnica f: S(V) — A homomorfismo de algebras tal que o seguinte
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diagrama é comutativo:

Sendo dada por propriedade universal, uma algebra simétrica de um espacgo vetorial
V' & tnica a menos de isomorfismo. Um modelo pode ser encontrado em |16, Capitulo II]
como a seguir:

Seja V' um espaco vetorial. Defina S(V)) = T(V)/I(V), com I(V) o ideal bilateral
gerado por todos os elementos da forma z ® y —y ® x, com x,y € V.

Proposicao 1.16. [16, Proposicio I1.5.2] Seja V' um espaco vetorial e X uma base de
V. Entao S(V) = k[X] (como dlgebras).



Capitulo 2

Coalgebras e Comodulos

Neste capitulo, nosso objetivo é introduzir as codlgebras e os comoédulos: Definigoes,
exemplos, homomorfismos e principais resultados. Estas juntamente com as &lgebras e os
modulos sao o alicerce para o que serao as algebras de Hopf.

As principais referéncias para este capitulo sao os livros [10], [16] e [20].

2.1 Algebras

A fim de facilitar a introducdao do conceito de coalgebra, convém revisitar a definicao
de 4lgebra. Por isso, trazemos a seguir, uma definicao alternativa usando tensores e
diagramas:

Definicdo 2.1.1 (k-algebra). Uma k-dlgebra (associativa com unidade) ¢ uma tripla
(A, p,m) em que A é um espago vetorial e u: A® A — Aen: k — A sdo aplicagoes
lineares tais que os seguintes diagramas sao comutativos:

A®A

ARA®A — % 5 A A ny Wﬁ
u®@id I kA Iz ARk
ey p 1 \ /
A

A comutatividade do primeiro diagrama significa que, para todo a,b,c € A, (ab)c =
a(bc). Ja o segundo garante que, para todo a € A e para todo A € k, Aa = (M 4)a e
aX = a(Aly).

Na definicao anterior, a comutatividade do primeiro diagrama ¢é chamada
associatividade. Além disso, o simbolo ~ ird sempre representar um dos isomorfismos
canodnicos das Proposicoes 1.7, 1.8 e 1.9.

Como em geral usaremos k-algebras a menos que se diga o contrario iremos chama-las
simplesmente de algebras.

Esta nova versao da definicao de algebra é equivalente & definicao usual de algebra
(associativa com unidade) como em 1.10. De fato, admitindo a defini¢do acima, defina o
produto a-b = p(a®0b) e 14 =n(1). A linearidade de p e 1 e os diagramas irdo garantir
o resultado. Por outro lado, admitindo a defini¢ao usual, defina p(a ® b) =a-ben = ¢.
As propriedades da definicao classica de algebra com o fato de ¢ ser um homomorfismo
garantem a linearidade de p e n bem como a comutatividade dos diagramas.
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Com isso, dada uma algebra (A, i, n), iremos frequentemente denotar u(a ® b) = ab
(notacao classica da multiplicacao) e (1) = 14 (notagao classica da unidade).

Obervamos, finalmente, que quando necessario para evitar confusao, podemos fixar o
simbolo da algebra na multiplicacao ou unidade: pa, g, N4, 05, - - -

Definigdo 2.1.2 (Algebra Comutativa). Uma algebra (A, pu,n) é dita comutativa se o
seguinte diagrama ¢ comutativo:

em que 7 é a aplicacao definida na proposicao 1.6. Note que a comutatividade do diagrama
acima diz que ab = ba para todo a,b € A.

Definigdo 2.1.3 (Homomorfismo de Algebras). Sejam (A, pa,n4) e (B, up,np) algebras
e f: A — B linear. Dizemos que f é um homomorfismo de dlgebras se os seguintes
diagramas sao comutativos:

AowA 1%  pen 4

na

A KB k f

f nB
A \ \
B B

flaraz) = f(ar)f(a2)
f(1a) =1p

Ou seja,

para todos a,as € A.

Além dos exemplos comuns de algebras como o proprio corpo k, algebras de matrizes,
de polindmios, tensorial, simétrica, etc., apresentamos alguns outros para ilustrar as
definicoes acima.

Exemplo 2.1.4. Seja (A, p,n) uma algebra. Defina u® = por, ou seja, u?(r®vy) = yx,
para todo x,y € A. Entdo (A, u°?,n) é uma algebra, chamada dlgebra oposta de A.

Exemplo 2.1.5. Seja M um monoide e kM o espago vetorial com base {m | m € M}
cujos elementos sao combinacoes lineares finitas do tipo

g QM

em que (y,)men € uma familia de elementos em k quase todos nulos. kM é uma
algebra com multiplicacao dada pela operacao do monoide e estendida por linearidade.
Explicitamente, se z = > oap,mey = . B.,n entdo xy = ZpeM Y, €m que
Yp = Zmn:p QmBn. A unidade de kM é o elemento neutro do monoide. Aqui interessa-nos
mais o caso particular kG, em que G é um grupo kG é dita dlgebra de grupo.
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2.2 Coalgebras

A nocao de coalgebra é motivada pela ideia da dualizacdo das aplicactes de definem a
estrutura de uma algebra, revertendo as flechas. A relagao entre as duas estruturas ficara
mais clara na proxima secao.

Definicao 2.2.1 (k-coalgebra). Uma k-codlgebra (coassociativa com counidade) é uma
tripla (C,A,e) em que C' é um espago vetorial, A: C — C ® C e e: C — k sdo
aplicagoes lineares tais que os seguintes diagramas sao comutativos:

el

A
C >C®C €y W‘E
A id®A ko C A CREk
CoC—2% ogcwC \c/

Em analogia direta com o conceito de algebra, chamamos A de comultiplicacao e € de
counidade da k-coédlgebra. Além disso, a comutatividade do primeiro diagrama é chamada
coassociatividade.

Como em geral, usaremos k-codlgebras a menos que se diga o contrério iremos
chama-las simplesmente de codlgebras.

Definicao 2.2.2 (Coélgebra Cocomutativa). Uma coélgebra (C, A, €) é dita cocomutativa
se o seguinte diagrama ¢ comutativo:

CeC

%
C T

NN

el

O primeiro exemplo mostra que todo espaco vetorial possui estrutura de codlgebra.

Exemplo 2.2.3. Seja S # @ um conjunto e kS o espaco vetorial com base S. (kS, A, ¢)
é uma coélgebra com a comultiplicagdo A: kS — kS ® kS dada por A(s) = s ® s para
todo s € S e counidade ¢: kS — k dada por £(s) = 1 para todo s € S.

Os proximos dois exemplos sao casos particulares do anterior e merecem ser
apresentados porque surgirao diversas outras vezes no texto.

Exemplo 2.2.4. (k,A,¢) é uma coalgebra com a comultiplicacdo A: k — k ® k dada
por A(1) =1®1 e counidade e: k — k dada por £(1) = 1.

Exemplo 2.2.5. Seja M um monoide e kM o espaco vetorial com base M. (kM,A,¢) é
uma coalgebra com a comultiplicacdo A: kM — kM ® kM dada por A(m) = m @ m
para todo m € M e counidade ¢: kM — k dada por e(m) = 1 para todo m € M. Em
particular, isso atribui a kG uma estrutura de coalgebra, sendo G um grupo.
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Exemplo 2.2.6. Seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um intervalo em S é
um subconjunto de S nao vazio da forma

[z, y] = {z |z < 2 <y}

Dizemos que S é localmente finito se, todos seus intervalos sao finitos. Denote o conjunto
de intervalos de S por int(S). Seja V' o espago vetorial com base int(S). (V,A, ) é uma
coalgebra com a comultiplicacio A: V' — V ® V definida em sua base int(S) por

Allz,yl) = ) [2,2] @ [2y]
z€lz,y]

e counidade €: V' — k definida na base por

e([z,9]) = 0y

Exemplo 2.2.7. Seja n > 1 um inteiro e M¢(n) um espaco vetorial de dimensdo

n®. Denote por (e;),., ., uma base de M(n). (M(n),A,e) é uma coalgebra com a

comultiplicagdo A: M¢(n) — M¢(n) ® M¢(n) dada por
Aleyy) = Z Cip @ €p;
1<p=<n

e counidade ¢: M¢(n) — k dada por (e;;) = 6;;. M¢(n) é chamada de coalgebra de
matrizes.

Exemplo 2.2.8. Seja (C, A, ) uma coélgebra. (C, A% ) é uma coalgebra, dita codlgebra
oposta, na qual
AP =710 A.

A coalgebra oposta de uma coélgebra C' ¢ denotada por C'“P.

Assim como é feito com algebras, podemos definir uma estrutura de coalgebra no
produto tensorial de duas coalgebras:

Exemplo 2.2.9. Sejam (C,A¢,e¢) e (D,Ap,ep) duas codlgebras. Entdao C @ D tem
estrutura de coalgebra dada por

A= (id®r®id) o (Ac @ Ap)

E=poec®ep,

com p: k® k — k o isomorfismo canonico.

Seja (C, A, e) uma codlgebra. Introduzimos a seguinte notagao:

Ale,
Ar = (A®id)o A,
Ag = (A@ld@ld)OAQ,

A= (A®id" ) o A,

A proposicao a seguir generaliza a coassociatividade:
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Proposicao 2.2.10. Seja (C,A,e) uma codlgebra. FEntdo para todo n > 2 e todo

pe{0,...,n—1}
A, =id? @A @ id" 1PoA,_,

Demonstracao. Faremos por indugao em n. Para n = 2 temos
Ay = (A®id)o A = (Id®A)o A

que é simplesmente a coassociatividade da comultiplicacao. Assumindo que a afirmacao
seja valida para n > 2, dado p € {1,...,n} temos

(id? ®A ®id" ) o A, = (id? ®A ® id" ) o (Id" ' @A ®id" ?) 0 A,
id” ' @((d®A) 0o A) ®@id"P) o Ap_y
idP ' @((A®id) o A) @id" P) o A,y
id" ' @A ®id"T ) o (IdP T @A ®1d" ) 0 A,
= (iId" ' @A ®id" ") o A,,.

o~ o~ o~

Note que para p = 0, temos por definicdo que A, 1 = (id’ ®A ®id"™?) o A,,, logo por
indugao em p, temos o resultado para todo p € {0,...,n}. [ |

Ao contrario do que ocorre na multiplicacdo que leva dois elementos em um so, a
comultiplicacao leva um elemento em uma soma finita de tensores de elementos, o que
pode tornar os célculos um tanto complicados. Para facilitar, usaremos uma notacao
para a comultiplicagdo chamada de Notagao de Sweedler (ou Notacdo Sigma): Dada uma,
coélgebra (C; A, ) denotaremos

n

Alc) = Z Ci1 Q Ci2
i=1
por

Ac) = E 1 ® ca.
Com isso, pela coassociatividade generalizada, podemos escrever, para n > 1,

Ay (e) = ch ®...Q Cpy1

Usando essa notacao podemos também reescrever o segundo diagrama da definicao de

codlgebra da seguinte forma
25(01)02 = 2015(02) =c.

Definigao 2.2.11 (Homomorfismo de Codlgebras). Sejam (C,A¢,ec) e (D,Ap,ep)
codlgebras e g: C' — D linear. Dizemos que g é um homomorfismo de codlgebras se
os seguintes diagramas sao comutativos:

D
g \
C s D /
Ac AD C ED
CoC —2 . DeD \k

Pela notacao de Sweedler, a comutatividade do primeiro diagrama acima pode ser
escrita, para todo ¢ € C', como:

S g0 @ gle)s = 3 gler) @ glen).
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2.3 Dualidade entre Algebras e Coalgebras

Dado V um espago vetorial, considere V* = Hom(V, k) o espago vetorial dual a V. Se
p: V. — W & um homomorfismo de espacos vetoriais, definimos ¢*: W* — V* por
©*(f)(v) = f(p(v)) paratodo f € W* e v € V. Essas informagoes serao necessarias nessa,
secao para mostrar que, dada uma coalgebra C, entdao C* possui uma estrutura natural
de 4lgebra, por dualidade. Comecemos com alguns lemas:

Lema 2.3.1. Sejam V e W espacos vetoriais et € V. Q W, com t # 0. Entao existe

n > 0 tal que
t=> v @uw,
i=1

com v; e w; linearmente independentes para todo i = 1,...n.

Demonstracao. E claro que sempre podemos escrever ¢ com todos componentes v; ou w;
linearmente independentes para algum n. Fixe n como o menor inteiro positivo tal que ¢

se escreva da forma
n

t = 2{:1%@§?U“

i=1
com o0s v; linearmente independentes. Mostremos que os w; também sao linearmente
independentes. De fato, se nao o fosse, teriamos, sem perda de generalidade, que w,, seria
combinacao linear dos demais:
n—1
Wy, :ijz:CnUh.
i=1

Com isso,

n—1

t:ZUi@)wi—l—Un@wn
i=1

n—1 n—1

= 0 @W;+ 0, ® (Z%m)
=1 i=1
n—1

= Z(Uz + vy,) ® w;

i=1

Mas é claro que {v; + a1y, ..., U1 + @10, } € linermente independente, porém com
isso temos uma representagao de t com n — 1 componentes v; linearmente independentes,
o que é um absurdo (pela minimalidade de n). ]

Lema 2.3.2. Sejam M eV espacos vetorias e p: M* @V — Hom(M,V') linear dada
por

p(f @v)(m) = f(m)v,

para todos f € M* ;v € V em € M. Entdao ¢ € injetora. Além disso, se M tiver dimensdo
finita entao ¢ € um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstrac¢ao. Seja x € M* @V tal que ¢(x) = 0. Pelo Lema 2.3.1, existe p > 0,tal que

p
l“ZZfi@Ui
i—1
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com f; € M* e v; € V lineramente independentes. Com isso, para todo m € M,

0= o(x)(m) = ¢ <Z fi® Ui) (m) = Z ¢(fi @ vi)(m) = Z fi(m)v;.

Como os v; sao linearmente independentes, temos que f;(m) =0 paratodoi=1,...,pe
para todo m € M. Portanto x = 0.

Agora, admitindo que M tenha dimensao finita n, tome {my, ..., m,} uma base para
M e seja {m],...,m!} uma base dual para M*, ou seja, m;(m;) = d;;, para todo

1 <1,7 <n. E claro que, para todo m € M,
m = me(m)mZ
i=1

Assim, dado f € Hom(M, V),

fm)=f (Z mi‘(m)m) = 2_mi(m)f(mi).
Logo, tomando
T = Z m; f(m;)

teremos, para todo m € M,

ola)(m) = ¢ (Z mi‘f(w)) (m) = > mi (m) (i) = f(m).

Portanto ¢ é sobrejetora, e assim um isomorfismo de espagos vetoriais. [ |

Lema 2.3.3. Sejam M e N espagos vetorias e 1»: Hom(M,N*) — (M ® N)* linear
dada por

Y(g)(m @n) = g(m)(n),

para todos g € Hom(M,N*),m € M en € N. Entao ¢ é um isomorfismo de espagos
vetoriais.

Demonstracao. Para mostrar esse resultado recordemos o seguinte isomorfismo canonico
envolvendo o operador Hom e o produto tensorial:
Sejam A, B e C' espacos vetoriais entao

Hom(A ® B,C) = Hom(A, Hom(B, C)).
Usando esse fato o isomorfismo temos que Hom(M, N*) e (M ® N)* sao isomorfos pois

Hom(M, N*) = Hom (M, Hom(N, k))
=~ Hom (M ® N, k)
= (M®N)".

E possivel mostrar que este isomorfismo coincide com a aplicacao ¢ do enunciado (o que
se da exatamente pela forma do isomofismo candnico), mas deixamos isso a cargo do
leitor. [ |
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Proposicao 2.3.4. Sejam M e N espagos vetorias e p: M* @ N* — (M ® N)* linear
dada por
p(f ® g)(m&@n) = f(m)g(n),

para todos f € M*, g € N* en € N. Entao p é injetora. Além disso, se M tiver dimensao
finita entao p € um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstracao. Basta observar que p = 1) o g, em que ¢ é a aplicagao ¢ do Lema 2.3.2
com V = N* e é a aplicacao do Lema 2.3.3. [ |

Corolario 2.3.5. Sejam Vi,...,V, espacos wetoriais.  Entao a aplicacao linear

0:Vi®@.. 0V — (Vi®...0V,)* dada por

Q(fl XR...Q fn)<’l}1 X ... ®Un) = fl(vl) .. fn(vn)

¢ injetora. Mais ainda, se V; € de dimensao finita para todo 1 = 1,...n entdo 0 é um
1s0morfismo.

A demonstracao deste corolario é imediata a partir da proposicao anterior.
Teorema 2.3.6. Se (C,A,e) € uma codlgebra entio C* possui estrutura de dlgebra.

Demonstracao. Tome p na proposicao anterior com M = N = C, ou seja, o homomorfismo
injetor p: C* ® C* — (C' ® C)*. Considere também o isomorfismo ¢: k — k*, tal que
©(1) =id. Defina a multiplica¢do e a unidade em C* por

p=~Aop e nm=cop
Note que, como A*(h) = ho A para todo h € (C ® C)*, entao

I 2g)() = Aop(f@)(e) = p(f @ floAle) = plf0g) (D cr@e) =D flenglea)

para todo f,g € C* e ¢ € C. Essa multiplicagao é conhecida como produto de convolugao
e denota-se u(f ® g) por f * g. (Mais adiante, na se¢ao 3.2 voltaremos a falar sobre o
produto de convolugao de uma forma mais ampla).

Note também que, como €*(h) = h o g, para todo h € k*, entao

n(1)(¢) = &"(o(1))(c) = (idog)(c) = e(c)

para todo ¢ € C. Logo n(a)(c) = an(1)(c) para todo o € ke c € C.
Mostremos agora que (C*, i, n) é, de fato, uma algebra associativa e unitéaria:

e /1 é associativa pois, para todo c € C' e f,g € C*,

((f xg) xh)(c) = Z( )(Cl)h(62)

em que se usou a coassociatividade de A.
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e 7)(1) é unidade de C* pois, para todo c€ C' e f € C*

(1) = )(©) = > n(erf(e2) = 3 elenf(ea) = F (D len)en) = 1)
(fFn)e) = > FlenDe = fleele) = £ (Y ace) = f(e),
em que se usou o fato de € ser counidade de C.
|

Exemplo 2.3.7. Dada a codlgebra kS do exemplo 2.2.3, (kS)* é uma algebra com
multiplicagao
fxg(s) = f(s)g(s)

para todo f,g € (kS)* e s € S. A unidade de (kS)* ¢ dada por n(1)(s) = 1 para todo
s € S. Obviamente, o mesmo vale para (kM)* e (kG)*, com M um monoide e G um

grupo.

Em vista do Teorema 2.3.6, é natural que nos perguntemos se, dada uma algebra A, o
espaco dual A* possui uma estrutura natural de codlgebra por dualidade da estrutura de
A. Em geral, a resposta é negativa, haja vista a aplicacdo p da proposicao 2.3.4 ser apenas
injetora. Se a dimensao de A for finita, entao é possivel dar uma resposta afirmativa como
no teorema a seguir.

Teorema 2.3.8. Se (A, u,n) é uma dlgebra de dimensao finita entao A* possui estrutura
de codlgebra.

Demonstracao. Tome a aplicacao p da proposi¢ao 2.3.4 com M = N = A. Como A tem
dimensao finita entdo p: A* ® A* — (A ® A)* é um isomorfismo de espagos vetoriais.
Considere também o isomorfismo ¥: k* — k, tal que ¥(f) = f(1), para todo f € k*.
Defina a comultiplicacao e a counidade por

A=plop e e=gor
Escrevendo A(f) = Z g; ® h; para alguns g h; € A* entao para todo a,b € A

flab) =" gi(a)hi(b).
Mais ainda, da injetividade de p, se considerarmos uma familia finita (g}, h’;); de elementos
de A* com
flab) = gj(a)hj(b)
J

para todo a,b € A entao

Z%@hi:Zg;@h;.
i J

Ou seja, A(f) = Zgi ® h; estd bem definido para quaisquer (g;, h;) tal que

(2

f(ab) = Z gi(a)hi(b).
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Feito isso, considere f € A* e A(f) = Zgi ® h;. Escrevendo

Zg” ® g1
(hi) =>_h;@hl;
J

considere pelo corolario 2.3.5 a aplicagao injetora #: A* ® A* ® A* — (A® A® A)* dada
por flu®@v@w)(a®b® c) =u(a)v(b)w(c). Agora note que por um lado,

<Zg”®g” ) a®b®c) Zg” ® gi';(b) ® hy(c)
:Zgiab

= [f(abc)

e por outro

6 (Z 6@, ® hﬁa’) nebe) Zgz ® hi, () & his(e)
2

Logo pela injetividade de 6,
Zgz] ®gz] ®h - Zgl®h;,]®hild

ou seja, A é coassociativa.
A propriedade da counidade também ¢é satisfeita pois como

(Z s(gi)hi> (a) = Zgi(lA)h’i(a) = f(laa) = f(a)

%

I
B
]

entao Zd!ﬁ)hi = f e analogamente Zs(h g

2.4 Mobdulos

Defini¢ao 2.4.1 (Moédulo a Esquerda). Seja A uma algebra. Um A-mddulo a esquerda é
um par (X, v), com X um espaco vetorial e v: A® X — X linear tal que os seguintes
diagramas sao comutativos:

AAX —4% L AgX ko X 9 0 Ao X

AR X Y y X X
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E comum denotarmos v(a ® x) = a - z. Note que, usando essa notagao, os diagramas
anteriores nos garantem que:

a-(b-xz)=ab-z, paratodoa,be Aex e X,
lp-x =2, para todo x € X.

que sao as condicoes usuais da definicao de modulo a esquerda.
De modo analogo é possivel definir um A-moédulo a direita.

Defini¢ao 2.4.2 (Homomorfismo de Modulos a Esquerda). Seja A uma algebra e (X, v),
(Y, ) dois A-mddulos. Dizemos que a aplicagao linear f: X — Y é um homomorfismo
de A-mddulos o esquerda se o seguinte diagrama é comutativo:

Apx —2L L agy

X > Y

Note que o diagrama anterior nos diz que:
fla,x)=a-y f(z), paratodoa € Ae x € X,

ou, como é mais comum, f(azx) = af(x).

De modo analogo é possivel definir um homomorfismo de A-mo6dulos a direita.

Para cada algebra A denotaremos o conjunto dos homomorfismos de A-moédulos a
esquerda f: X — Y por Hom,y(X,Y). Analogamente, Homy,(X,Y) denota os
homomorfismos de A-modulos a direita.

Neste texto usaremos sobretudo o conceito de modulos a esquerda. Por isso a partir
daqui, a menos que se diga o contrario, o termo A-moédulo ird se referir a um A-moédulo
a esquerda.

2.5 Como6dulos

Assim como a ideia da estrutura de coalgebra se da por “inversao das flechas” da estrutura
de algebra, é natural que o mesmo se dé para a estrutura de comodulos.

Definigao 2.5.1 (Comodulo a Direita). Seja C' uma coélgebra. Um C-comddulo a direita
é um par (M, p), com M um espaco vetorial e p: M — M & C linear tal que os seguintes
diagramas sao comutativos:

M P s M@ C M
p id®A p =
p®id id e
MRC ——— 5 MRCKRC MeC Mk

De modo analogo, vamos definir um C-comodulo a esquerda.
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Defini¢ao 2.5.2 (Comodulo a esquerda). Seja C' uma coédlgebra. Um C-comddulo a
esquerda & um par (M, \), com M um espaco vetorial e \: M — C' ® M linear tal que
os seguintes diagramas sao comutativos:

M A sy C @M M
A A®id A -
id ®A e®id
COM —— 5 CQCM COM —]/8 s kM

Observacao 2.5.3. Assim como foi feito para coalgebras, introduziremos uma notac¢ao
conveniente para C-comodulos: Para os C-comodulos a direita, denotaremos:

= Zm(o) ® my), com m’s € M e mqy’s € C
e para os C-comoddulos a esquerda, denotaremos:
m) = Zm(_l) ® myy), com m(_1)’s € C e my’'s € M.

Usando essa notagao, os diagramas da definicao 2.5.1 afirmam

> (m©)e) ® (M) © may =Y me) @ (M) @ (ma)s, (2.1)
> elma)me) =m. (2.2)
e os da definicao 2.5.2 que
> mny ® (me) 1) @ (me))o) = D (M) ® (m(-1))2 ® m), (2.3)
Z 6(M(_1))M(0) =m. (24)

Logo, pela formula (2.1) podemos definir:

> me) @ may @me) =Y (M) @ (M) @) @may = Y»_m 1@ (m))e,

e pela formula (2.3):

> my@my@me) =Y my®(me)n@(me)e = Y _(m-n)1@(m)2@m).

Para cada coalgebra C' denotaremos o conjunto dos homomorfismos de C-como6dulos
a direita f: X — Y por Homywec(X,Y). Analogamente, Hom_y(X,Y) denota os
homomorfismos de C-comoédulos & esquerda. Vamos a alguns exemplos de comodulos:

Exemplo 2.5.4. Toda codlgebra (C, A, ¢) é obviamente um C-comddulo & esquerda e a
direita com A = p = A.

Exemplo 2.5.5. Seja (C, A, ¢) uma coalgebra e V' um espaco vetorial. Entao V @ C é
trivialmente um C-comoédulo a direita com p: V@ C — V ® C' ® C dada por

p(v®0)zzv®61®02

para todo v € V e ¢ € C'. Analogamente, C' ® V é um C-comdédulo a esquerda com
AMCRV — (C®C®YV dada por
v) = Z L Rcy v

paratodov e VeceC.
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Exemplo 2.5.6. Dado S # @ um conjunto, considere a codlgebra C' = kS (como no
Exemplo 2.2.3). Se (My)ses ¢ uma familia de C-comoédulos entao

M = @MS
seS

é um C-comodulo a direita com p: M — M ® C dado por
p(ms) =ms @ s

para todo s € S e my; € M,. Analogamente, M é um C-comodulo a esquerda com
At M — C ® M dado por
A(mg) = s @ my

para todo s € S e my, € M,.

Definigao 2.5.7 (Homomorfismo de Comodulos a Direita). Seja C' uma coélgebra e
(M, p), (N,0) dois C-comodulos a direita. Dizemos que a aplicacao linear g: M — N é
um homomorfismo de C'-comddulos a direita se o seguinte diagrama é comutativo:

M g s N

M®CLM>N®C

Observe que, com a notacao de Sweedler o diagrama anterior nos diz que

d(g(c)) = Zg(c(o)) ® (1), para todo ¢ € C.

De modo analogo, é possivel definir o homomorfismo de C-como6dulos a esquerda.

A proposicdo a seguir vem para garantir uma equivaléncia entre M e M.

Proposicao 2.5.8. Seja C' uma codlgebra. Entao

a) M é um C-comddulo & esquerda (resp. a direita) se, e somente se, M € um
CP-comddulo & direita (resp. a esquerda).

b) f: M — N é um homomorfismo de C-comddulos G esquerda (resp. a direita) se, e
somente se, [ é um homomorfismo de C“P-comddulos a direita (resp. o esquerda),
com as estruturas de M e N dadas no item anterior.

Demonstracao.
a) Seja (M, \) um C-comoédulo & esquerda com
A M — CoM
m Zm(_l) & m(g)-

Defina
p: M — M @ Cop
mo— Y me) ©m.

Nao ¢ dificil ver que (M, p) ¢ um C°P-comddulo & direita.
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Analogamente, se (M, p’) é um C-comddulo a direita com

P M — MeC
mo— ) me @ ma
entao defina
Ne M — Cr @ M
m Zm(l) & myo)-
(M, \') sera um C°P-comdbdulo & esquerda.
b) Nao é dificil ver que se f: (M, A\y) — (N, Ax) € um homomorfismo de C-comodulos

a esquerda entdo f: (M, py) — (N, py) € um homomorfismo de C“P-comodulos
a direita, com py; e py definidas como no item a).

Analogamente, se f: (M, p),) — (N, ply) ¢ um homomorfismo de C-comodulos
a direita entdo f: (M, \);) — (IV, Ny) € um homomorfismo de C°P-como6dulos a
esquerda.

Motivados pela proposicao anterior, adotaremos comoédulos a direita como padrao e a
partir de agora chamaremos os C-como6dulos a direita simplesmente de C-comodulos.

Proposicao 2.5.9. Sejam C uma codlgebra, C* a dlgebra dual a C' e M um espaco
vetorial. Se (M, p) é um C-comddulo entdo (M,v) é um C*-mdédulo, com

v: C*"QM — M
fom — Y meflm)

Demonstracao. De fato, para todo f,g € C* e para todo m € M,
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Capitulo 3

Bialgebras e Algebras de Hopf

Usando as estruturas definidas anteriormente, neste capitulo introduziremos as algebras
de Hopf, algumas de suas propriedades e exemplos.
Como no capitulo anterior, as principais referéncias para este capitulo sao os livros

10, [16] e [20].

3.1 Bialgebras

Proposicao 3.1.1. Seja H um espago vetorial tal que (H, pu,n) € uma dlgebra e (H, A ¢)
¢ uma codlgebra. Sao equivalentes:

a) 1 en sao homomorfismos de codlgebras;
b) A e e sao homomorfismos de dlgebras.

Demonstracao. Lembre-se de que H ® H ¢é naturalmente uma Aalgebra com
paen = (p® p) o (Id®T ®id) e ngey = n @1 (pela proposigao 1.11) e uma codlgebra
com Apggy = (Id®7®1id) o (A® A) e eggn = € ® € (pelo exemplo 2.2.9). Note que p é
um homomorfismo de coalgebras se, e somente se, os seguintes diagramas sao comutativos:

ILL \
ARQA /
HeoH® HoH A (1) He®H . (3.2)
e
id @r®id k®k
HoHoHoH ' s HeH Nk

Note também que n ¢ um homomorfismo de codlgebras se, e somente se, os seguintes
diagramas sao comutativos:

k ! y H "
T e
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Mas ¢é imediato constatar que a comutatividade dos mesmos diagramas interpretados
sob o ponto de vista de A e € mostram que estas aplicacoes sao homomorfismos de
algebras. [ |

Observe que, usando a notacao de Sweedler, o fato de A e € serem homomorfismos de
algebras pode ser interpretada da seguinte forma:

Alzy) = Z T1Y1 @ Tay2
e(zy) = e(r)e(y)
All)=1®1
e(1) =1.
Defini¢ao 3.1.2 (Bialgebra). Dizemos que (H,pu,n,A,e) é uma bidlgebra se (H,u,n) é
uma &lgebra, (H, A, ) é uma coalgebra e vale ao menos uma das condigdes equivalentes

da proposicao 3.1.1.

Vejamos aqui alguns exemplos simples e imediatos de bidlgebras. Mais adiante virao
outros mais elaborados.

Exemplo 3.1.3. Seja M um monoide. kM é uma bidlgebra com A(m) = m ® m e
g(m) = 1, para todo m € M. Em particular kG é uma biélgebra, com G um grupo. De
modo ainda mais particular, £ é uma bidlgebra.

Exemplo 3.1.4. Se H ¢é uma bialgebra, entdo sdo bidlgebras: H? = (H,u,n,A,¢),
HP = (H, pi,n, A% ) e HPP = (H, p n, A%, ¢).

Exemplo 3.1.5. Sejam H; e H, bidlgebras. Entao H,® Hy é naturalmente uma bialgebra
com estrutura dada pelo produto tensorial de 4lgebras e de coélgebras.

Proposicdo 3.1.6. Seja (H,u,n,A,e) uma bidlgebra de dimensao finita entdo
(H*, j1,7,A,8) com [i,7, A& os duais de A,e,p,m, respectivamente, também é uma
bidlgebra.

Demonstra¢ao. Pelo Teorema 2.3.6, (H*, fi,77) é uma &algebra e, pelo Teorema 2.3.8,
(H*,A,¢) & uma codlgebra. Mostremos que A e & sdo homomorfismos de algebras.
Lembre-se de que (h*) = h*(lg) e A(h*) = Y. hi ® h}, com h* € H* tal que
h*(zy) = > hi(x) @ hi(y), para todo z,y € H.

Note que se h*,g* € H* e A(h*) = > hi @ hy e A(g*) = > g; @ g3, entdo, para todo
x,y € H, temos

(h*g*) Zh 1Y1)9" (x2y2)
= Zh (z1)h5(y1)97 (22) g5 (12)
= Z hig1)(x)(h595)(y)-

Com isso,
A(h*g") = hig @ higs = A(h")A(gY).
A(e

Além disso, e(xy) = ¢(z)e(y), para todo x,y € H. Logo
homomorfismo de algebras.
Para mostrar que £ é um homomorfismo de algebras, basta notar que valem

eh*g") = (W g")(1u) = h*(1u)g*(1u) = e(h")e(g")
5(8) = 8(1]{) =1.

) =e®ce e, assim, A é um
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Defini¢ao 3.1.7 (Homomorfismo de Bidlgebras). Sejam H; e H; duas bialgebras.
Dizemos que f: Hy — Hs é um homomorfismo de bidlgebras se f for um homomorfismo
de algebras (nas algebras subjacentes) e um homomorfismo de coalgebras (nas coalgebras
subjacentes).

O seguinte exemplo vem para mostrar que, dada uma &algebra, nem sempre ¢ possivel
colocar uma estrutura de codlgebra no espaco vetorial subjacente de modo a se obter uma
bidlgebra.

Exemplo 3.1.8. Seja n > 2 um ntmero natural. Nao existe estrutura de bidlgebra para
0 espaco vetorial das matrizes M, (k) tal que a estrutura de algebra subjacente coincida
com a algebra usual de matrizes. Para verificar isso, suponha que M, (k) tenha estrutura
de bialgebra. Logo ¢: M, (k) — k é um homomorfismo de algebras. Consequentemente,
ker(¢) é um ideal (bilateral) de M, (k). Como M, (k) é simples ([15], cap. IX), entdo
ker(¢) = 0 ou ker(¢) = M,,(k). Como (1) = 1, entao ker(e) = {0}, o que é absurdo dado
que dim(M,,(k)) > dim(k) quando n > 2.

3.2 Algebras de Hopf

Sejam (A, p,n) uma algebra e (C,A,e) uma coalgebra. Considere o espaco vetorial
Hom(C, A) (com C' e A vistos como espagos vetoriais).

Proposicao 3.2.1. Hom(C, A) ¢ uma dlgebra com produto

(F % 9)(©) = (o (F @ g) 0 A)(e) = 3 Fler)gles)

para todo f,g € Hom(C, A) e c € C e unidade noe.

Demonstra¢ao. Hom(C, A) é associativa pois, para todo f,g,h € Hom(C,A) e ¢ € C,
temos

((f *g)* h)(e) =D (f *g)(c1)h(ca)
= flen)g(e)h(es)
= fle))(g *h)(c2)
= (f*(g=h))(c).

n o e é unidade pois, para todo f € Hom(C, A) e c € C,

fx(noe)( Zf (noe)(e)

—Zf e(ca)1a
= f(c)

e analogamente, (noe) x f = f. [

O produto definido na proposicao anterior é chamado produto de convolucao.

Seja H uma bidlgebra. Denote por H, a algebra subjacente e por H. a coalgebra
subjacente a H. Pela proposi¢ao anterior, podemos considerar a algebra Hom(H,, H,).
Note que a identidade id: H — H pertence a Hom(H,., H,) e, em certos casos é invertivel
com relacao ao produto de convolucao .
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Defini¢ao 3.2.2 (Antipoda). Seja H uma bidlgebra. Uma aplicac¢do linear S: H — H
é chamada antipoda de H se S for a inversa de id pelo produto de convolucao, ou seja, se

id«xS =Sx*xid=noe.
Isso é o mesmo que afirmar que o seguinte diagrama é comutativo:

S®id

H®H »y H® H
A %
H = > k ! s H
P
A
HoH M9 s HeH

Observe que a antipoda, se existir, é tnica, pela unicidade do inverso do elemento id
na algebra Hom(H., H,).

Definicdo 3.2.3 (Algebra de Hopf). Dizemos que uma bialgebra (H,p,n, A, e) é
uma dlgebra de Hopf se existe a antipoda S de H. Neste caso podemos denotar
(H, p,n, A g, 5).

Note que a antipoda S de H satisfaz

> S(a)ar = 21S(x2) = e(x)1y

pois, usando a notacao de Sweedler no diagrama anterior,
1o (S®id) o A(z) = o (S ®id) (Zasl ®$2>

= U (Z S(x1) ® xg)
= ZS(xl)xg,

analogamente o (id ®95) o A(z) = Z x15(x2) € ambos sao iguais a n o e(x) = e(x)1ly.

Definicio 3.2.4 (Homomorfismo de Algebras de Hopf). Sejam H; e H, algebras de Hopf.
Dizemos que uma aplicacao f: Hy — Hs é um homomorfismo de dlgebras de Hopf se f
for um homomorfismo de bialgebras.

Nesta definicao nao é necessario requerer que f preserve a antipoda, pois a seguinte
proposicao estabelece que a condi¢ao de f ser um homomorfismo de bidlgebras é suficiente
para que isso também ocorra.

Proposicao 3.2.5. Sejam (Hy,p1,m,A1,€1,51) e (Ha, pio, M, Do, €9,53) dlgebras de
Hopf. Se f: HA — Hy € um homomorfismo de dlgebras de Hopf entao

Seo f=fob.
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Demonstragao. Note que Sy o f e f oSy sdo elementos de Hom(H;, Hs). Se mostrarmos
que ambos sao *-invertiveis e tem a mesma inversa, entao eles serao iguais. De fato, Syo f
é inversa a esquerda de f pois, dado x € Hy,

((Sao f)* f)(@) = (Sao f)(z1)f(x2)
= S((f@h) f(x)2

= &a(f(2))1n,
= 81(1‘) 1H2

= (2 0 €1)(x).

Analogamente, f x (Syo f) =mng0¢;.
Por outro lado, f oSy é inversa a direita de f pois, dado z € Hy,

(f*(foSh)) Zf (21)(f 0 S1)(x9)
:f<Z$151 4, )

= f(e1(2))1m,
= 51(1’)1[{2
= (moer)(x)

e de modo similar (f o Sy) * f =y 0. [ |
Os préximos resultados trazem propriedades da antipoda.
Proposicao 3.2.6. Seja (H,pu,n,A,e,S) uma dlgebra de Hopf. Entao
a) S(zy) = S(y)S(x) para todo x,y € H;
b) S(lg) = 1m;
c) A(S( ZS T9) ® S(x1) para todo x € H;
d) (S(x)) = e(x) para todo x € H.
Demonstracao.

a) Considere a algebra Hom(H ® H, H) com produto de convolugio’ e identidade
Ng °epegy: H® H — H. Defina, para todo z,y € H,

F: HeH — H
r@y — Sy)Sr),

G: H®H — H
xRy +—  S(zy),
—

—

H
zy.

M: HQH
TRy

T Aqui H ® H tem estrutura de coélgebra dada pelo produto tensorial de coalgebras e H a estrutura de
algebra associada a H.



3. Bialgebras e Algebras de Hopf 28

Mostremos que F' e G sao inversas por convolucao de M. De fato, dados =,y € H,

(M F)aoy) =3 Mz o)) Fl(e o))
:ZM$1®ZJ1 (72 @ y2)

= leyls(?h)‘s(xQ)

=Y wie(y)1uS(w2)

= e(v)e(y)lu

=cpen(r®@y)ly

= 1NH © €aen(T ®Y).
Analogamente, (F' x M) = ny o eggu. Por outro lado,

(GxM)(z@y) =) G« M((z ®yg)2)

—ZG T @ y1) M (12 ® ya)

= ZS $1y1 T2Y2

= Z S((z

E(xy))lH
=g ° Eneu(T ®Y).

e, de modo similar, M « G = ng oeggy. Logo, pela unicidade do elemento inverso,
F = G e portanto S(zy) = S(y)S(x) para todo z,y € H.

b) De fato,

¢) Considere a é&lgebra Hom(H, H ® H) com produto de convolugao! e identidade
Mo ©€g: H — H ® H. Defina para todo z € H

F: H — H®H
T — A(S(x)),
G: H — H® H
T — ZS(@)@S(%).

Mostremos que F' e G sao inversas por convolucao de A. De fato, dado z € H,
(AxF)(z) =Y Afzy)F
= Z A .131 1'2 )

=A (Z xlS(x2)>
= Ale(x)ln)
=e(x)lp®1y

= NHgH © é‘H(x)

T Aqui H ® H tem estrutura de algebra dada pelo produto tensorial de algebras e H a estrutura de
coélgebra associada a H.
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Analogamente, (F' x A) = ny o eggy. Por outro lado,

(G * A)( ZG
= D (S((x1)2) @ S((@)1)(22)1 @ (2)2)
—Z (22) @ S(x1)) (13 ® x4)
—Zs 29)13 ® S(21)14
=" S((@2)1) (22)2 ® S(1)zs
= ZE 22)ly ® S(x1)zs
= > 1® S(@)e((w2)1) (22
= 1@ S(x1)m2

= NHQH © EH(x)

e, de modo similar, A * G = ny o eggy. Logo, pela unicidade do elemento inverso,
F =G, e assim

A(S(x) =) S(2) ® S(a1)

para todo x € H.

d) De fato,

Na proposicdo anterior, por S satisfazer os itens a) e b), diremos que S é um
antihomomorfismo de algebras e por satisfazer os itens c¢) e d), diremos que S é um
antihomomorfismo de coalgebras.

Proposicao 3.2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sao equivalentes:
a) ZS(@)II = e(z)1y para todo x € H;
b) Z:@S(m) = e(x)1y para todo x € H;
c) S?=id

Demonstracao.
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e a)=-c) Basta mostrar que, na hipotese de a), S? é uma inversa a direita de S, pois
como sabemos que id ¢ inversa de S, pela unicidade da inversa teremos S? = id. E
de fato S? é uma inversa a direita de S pois, para todo z € H,

(S % 5%)(x Zle )S2(5)

(
= ZS(S(@
S(e(@)ln)
e(x)ln
=noe(x).

e ¢) = a) Sendo > S(z1)re = e(z)ly pela definicdo de S, e usando a hipotese c),
temos que

> S(aa)ar = S(w)8(an)

=S (Z S(xl)x2>
= S(e(z)ly)
=¢e(z)ly.

e b) = c¢) Basta mostrar que S? ¢ uma inversa a esquerda de S, pois como sabemos
que id é inversa de S, pela unicidade da inversa teremos S? = id. E de fato S? é
uma inversa a esquerda de S pois para todo r € H

= 5%(x1)S(x2)

= S(x25(x1))
= S(e(z)1p)
=e(x)ly
=noe(z).

e ¢) = b) Sabendo que > x,S(22) = (x)1g e usando a hipotese S? = id, temos que

> pS(x1) =) S (22)S(an)

= S(e(x)1n)

= 8(1’)1[{.

Corolario 3.2.8. Seja H uma dlgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa. FEntdo
S? =id.

Demonstragao. Usando que > S(z1)res = e(x)ly, se H for comutativa, temos
S"295(x1) = e(x) 1y, ou seja, vale o item b) da proposi¢ao anterior, e portanto S? = id.
Agora, se H for cocomutativa entao

Z%@ZL’Q:Z@@%
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e assim,
Z S(z2)x; = po (S ®id) (Z To ® x1>
=po(S®id) (Zwl ®x2)
= Z S(z1)x
=e(z)ly,
em cujo caso vale o item a) da proposi¢ao anterior e assim também S? = id. [ |

Exemplo 3.2.9. Seja H uma algebra de Hopf com antipoda S. Entao a bidlgebra H°P-<°P
¢ uma algebra de Hopf com a mesma antipoda S. Além disso, se S for bijetora entao HP
e HP sao 4lgebras de Hopf com antipoda S

Proposicao 3.2.10. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S.
Entao H* é uma dlgebra de Hopf com antipoda S* (dual definido ao inicio da segao 2.3).

Demonstragao. Pela proposigao 3.1.6, H* é uma bidlgebra. Mostremos que S* & antipoda.
Seja h* € H* e A(h*) = > h} ® h} comultiplicacdo de H*. Entao para todo z € H

(5% *id) (h°)(x) = (5" (h > (@)
= (S () ()b (2)

E(h")e(x

com £ a counidade de H*. Com isso, > (S*oh})h = &(h*)e(h*)e. Analogamente, podemos
provar que »_ hiS*(h}) = &(h*)e. [

Exemplo 3.2.11. Sejam H, e Hy dlgebras de Hopf com antipodas S; e S5 repectivamente.
Entao Hy ® Hy é uma algebra de Hopf com antipoda S ® Ss.

Terminamos esse capitulo com um ultimo exemplo que da estrutura de algebra de
Hopf as algebras de grupo:

Exemplo 3.2.12 (Algebra de Grupo). Seja G um grupo e kG o espaco vetorial com base
GG. Pelo Exemplo 3.1.3, kGG é uma bialgebra. A existéncia de uma antipoda que torne
kG uma algebra de Hopf esta diretamente relacionada ao fato dos elementos de G serem
invertiveis. De fato, definiremos a antipoda por S(g) = ¢g~!, para todo ¢ € G. Com isso,
e pelo fato de A(g) = g ® g, temos

Sxid(g) =S(9)g=9'9g=1¢ =¢e(g)lrc =noe(g).

Analogamente, id xS =noe.
Temos também que, se G for finito, pela proposicdo 3.2.10, (kG)* serd uma algebra de
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Hopf.
Ainda em (kG)*, para um grupo finito G, para cada g € G, defina a aplicacao

pg: kG — k
h (597}1

(pg)gec € um sistema completo de idempotentes ortogonais para (kG)*, ou seja,

p§ = pg, Pgpr, = 0 para todo g # h e Zpg = laa)--
geG

E possivel mostrar que a comultiplicacdo, a counidade e a antipoda de (kG)* podem ser
expressas em termos dos p, da seguinte forma:

A(pg) = sz ®pmflg

zeG
5(pg) = 51,g
S(pg) = pg-1-
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Capitulo 4

H-Moédulo e H-Comoédulo Algebras

Em todo este capitulo, (H, u,n, A, e, 5) serd sempre uma algebra de Hopf fixada.

Nosso objetivo neste capitulo é introduzir objetos que unem os conceitos de algebras
e modulos ou respectivamente coalgebras e comodulos. Estes objetos surgem quando
queremos que uma algebra (resp. coédlgebra) tenha uma estrutura de “(co)acao” externa
compativel com sua estrutura interna. Nos proximos capitulos serd desejavel que as
algebras tenham essa compatibilidade com a estrutura externa.

As principais referéncias para este capitulo sao os livros [10] e [20].

4.1 Acoes de Algebras de Hopf em Algebras

Definigio 4.1.1 (H-Médulo Algebra & Esquerda). Seja A uma algebra. Dizemos que A
é um H-mddulo dlgebra a esquerda se valem as seguintes condicoes:

(MA1) A ¢ um H-mdédulo & esquerda com agao

v: HA — A
r®Ra +—— xT-a

(MA2) 2 - (ab) = > (21 - a) (2 - b),
(MA3) xZ - 1A = 8(1‘)1,4,
para todo z € H e a,b € A.

De modo analogo poderiamos definir um H-moédulo algebra a direita.

O lema a seguir é uma tecnicalidade para mostrar que se A tem estrutura de algebra e
de H-comodulo entao p ser homomorfismo de algebras é condicao necesséria e suficiente
para que A seja um H-modulo algebra.

Lema 4.1.2. Seja A uma dlgebra que também é um H-mddulo como espago vetorial e
que tenha a propriedade (MA2). Entao:

(a) (x-a)b ="y a1 -(a(S(z2) - b)),
(b) Se S € bijetora entao a(x -b) = ng -((S7H(ay) - a)b),
para todo v € H e a,b € A.

Demonstracao.
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a) De fato,

D wr-(alS(wa) - b) = (w1 - a)(w2 - (S(xs) - b)
= (21 a)(x25(x3)) - b
= (21 - a)(e(2)1y - )
= <<Z xla(m2)> ~a) (1 - b)

x-a)(ly-b)
x-a)b

=
(

b) Sendo S bijetora, entao vale

Z@S‘l(xl) = Z(S‘l 0 S)(x2)S Hzy) =S (Z xls’(xg)) =e(x)ly.

Com isso,

- Z(a:QS‘l(:m) ~a)(zs - b)
= (e(x1)ly - a)(zz - b)
=(1g-a) (Z e(z1)ws - b)
=a(z-b).
|

Proposicao 4.1.3. Seja A uma dlgebra que também € um H-mddulo como espaco vetorial.
Entao A € um H-mddulo dlgebra se, e somente se, | € um homomorfismo de H-mddulos.

Demonstracao. Nao é dificil ver que A ® A é um H-mo6dulo a esquerda com a acao
0: H H® A— H® A dada por

v (a®b) =Y (1 a)(zs-D)

para todo z € H e a,b € A. Note também que a comutatividade do diagrama

Ho A9 A —9% oA

A® A - > A

em que 6 é a aplicacao definida acima e v é a aplicacao que torna A um H-mobdulo, garante
que g € um homomorfismo de H-modulos e que vale (MA2), ou seja as duas afirmagoes
sao equivalentes. Com isso, s0 resta mostrar que, neste caso, podemos deduzir (MA3) de
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(MA2). Para isso, usaremos o lema anterior com a = b = 14:

:c~1A:(9c~1A)1A

Dada A um H-moédulo algebra, considere o conjunto
AP ={a € A|x-a=¢e(x)a, para todo v € H}
dos elementos de A sobre os quais H age como um escalar.

Proposicao 4.1.4. A" ¢ uma subdlgebra de A.

Demonstragdo. S6 precisamos provar que x - (ab) = e(z)ab, para todo x € H e a,b € A,
COmo se segue:

- (ab) = (z1-a)(x2-b)
= Zs(:cl)ae(xg)b
= e(x1)e(x2)ab
= Zs(mlg(xg))ab
= e(x)ab
|

Definigao 4.1.5 (Subélgebra de Invariantes). A é dita subdlgebra de invariantes de A.

Exemplo 4.1.6. H é um H-mdédulo algebra com agao z -y = ZmlyS(acg), para todo

x,y € H. Além disso, H = Z(H), o centro de H.
Ja sabemos que H é um H-mo6dulo. A propriedade (MA3) se verifica facilmente pois,
para todo z € H,

x-ly = leS(ﬂcg) =e(x)ly
A propriedade (MA2) também se verifica, pois, para todo x,y,z € H,

S (wr-y)(an-2) =Y w1yS(z2)rs2S(zs)
= Z xr1ye(wa)2S(x3)
= Z x1e(x2)yzS(x3)
= 2yzS(as)

= (y2)
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Logo H ¢ um H-moédulo algebra. Finalmente, H = Z(H) pois, se y € H”, entdo para
todo x € H,

vy =Y mie(2)y
= leyf‘?(%)
= 3" eaySea)as
= Z(% “Y) T2
= Zﬁ(ﬁfl)yl’z
= Zy€(ﬂf1)$2

= yz.
Exemplo 4.1.7. H* é um H-mdédulo algebra com agdo (z - h*)(y) = h*(yz), para todo
r,ye He h* e H.
Ja sabemos que H* é um H-mo6dulo. Verifiquemos a propriedade (MA3): para todo
r,y € H,

(- 1) (y) = 1u-(yx) = e(yz) = e(y)e(x) = e(@)1n+(y)
A propriedade (MA2) se verifica do mesmo modo, pois, para todo z,y € H e h,g € H*,

Z(% ) (z2 - g") Zh 121)9" (y22)
= (hg)"(yx)
= (z - (hg)")(y).

Logo H* ¢ um H-moédulo algebra.
Para o proximo exemplo, sera ttil recordar a nogao de algebra graduada por um grupo.
Definigdo 4.1.8 (Algebra G-graduada). Seja G um grupo. Dizemos que A é uma dlgebra

G-graduada se
1@,

geG
em que A, sao espacos vetoriais chamados componentes homogéneas de grau g em A tais
que, para todo g,h € G, AjA;, C Ay,

Se 1, é o elemento neutro do grupo G, entao A; é uma subalgebra de A contendo os
elementos de grau 1 em A. E obvio que todo a € A se expressa unicamente na forma

a = E (lg
geG

para a, € A,. Quando nao houver divida quanto ao grupo, diremos simplesmente que A
é uma algebra graduada.

Exemplo 4.1.9. Seja G um grupo finito e A uma algebra graduada. Entao, A ¢ um
(kG)*-modulo algebra com a agao

v: (kGoA — A
Py Qa —> ay.
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Ademais, A®®)" = A}, e com isso, A; é um (kG)*-submobdulo de A.

De fato, A é um (kG)*-modulo com aplicagdo acima pois, usando os idempotentes do
exemplo 3.2.12 temos que, para todo p,,p, € (kG)* e para todo a,b € A, a condicdo
(MA1) é satisfeita pois, por um lado,

ag, se g =h

pg.ph'a:pg<ah): {07 Seg%h

e, por outro,
Dg-a=ag, se g=nh
aq =
(ypr) {O'CL:O, se g # h.

Além disso,

1(kg)*-a:2pg-a:2ag:a.

geG geqG
A condigao (MA2) é satisfeita, pois

py - (ab) = (ab)y = > anbu-1g =Y (pn-a@)(Ph-14 - b).

heG heG

A condigdo (MA3) também, pois

1A7 s5€ g = 1G
Pg - ta {07 se g # 1o lg.9tA (pg)1a

Finalmente,
AR = La € A|py-a=e(py)a, para todo p, € (kG)*}
={a € A|a, =d_g4a, para todo g € G}
={acA|la,=aea;,=0paratodoge G,g#1,}
= A;.

Defini¢do 4.1.10 (Homomorfismo de H-médulo Algebras). Sejam A e B H-médulo
algebras e f: A — B linear. f é um homomorfismo de H-mddulo dlgebras se for ao
mesmo tempo um homomorfismo de H-médulos e um homomorfismo de algebras.

4.2 Coacoes de Algebras de Hopf em Algebras

Da mesma forma que nos H-moédulo algebras tinhamos uma acao compativel com o
produto e a unidade da algebra, aqui desejamos uma coac¢ao que também seja compativel
com essas estruturas.

Definicio 4.2.1 (H-como6dulo Algebra a Direita). Seja H uma algebra de Hopf e A
uma algebra. Dizemos que A é um H-comddulo dlgebra a direita se valem as seguintes
condigoes:

(CA1l) A ¢ um H-comodulo a direita com coagao dada por

pla) = ap) ®aq),
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(CA2) p(ab) = p(a)p(b), isto &, para todo a,b € A,

Z(ab)( ® (ab)q) Za b1

(CA3) p(la) =14 ® 1p.

E comum dizermos que H coage a direita de A por p, ou ainda que p é uma coacao
de H a direita em A. Em geral, omitiremos o termo “a direita”.
De modo analogo, podemos definir um H-comoédulo algebra a esquerda:

Definigio 4.2.2 (H-comédulo Algebra a Esquerda). Seja H uma algebra de Hopf e A
uma algebra. Dizemos que A é um H-comddulo dlgebra a esquerda se valem as seguintes
condicoes:

(CA1;) A é um H-comodulo a esquerda com coagao dada por

= Za(,l) & a

(CA2)) A(ab) = A(a)A(b), isto é, para todo a,b € A,

> (ab) <1y ® (ab)o) = > _ ac1b-1) @ a)b),

(CA3) AM(14) =1y ® 14,

Note que as condigoes (CA2) e (CA3) (resp. (CA2;) e (CA3;)) equivalem a pedir que
p (resp. A) seja um homomorfismo de éalgebras.
Dado A um H-comdédulo algebra, denote

At ={fa € A|pla) =a® 1y, para todo a € A}.

Em vista de (CA2), A°H ¢ uma subalgebra e ¢ dita subdlgebra de coinvariantes de A.
Como fizemos com comoédulos, a partir de agora o termo H-comoédulo algebra ira se referir
aos H-comodulo algebras a direita.

A préxima proposicao exige um pequeno lema, da algebra linear:

Lema 4.2.3. Sejam U e V espagos vetoriais et € U@ V. Seid®f(t) = 0 para todo
feV*entaiot=D0.

Demonstragao. Seja t =Y u; ® v;, com

0=(id® f){t) = (1d® f) <Zuz®vz> :Zf(vi)u

para todo f € V*. Suponha t # 0. Logo podemos tomar os {u;}; linearmente
independentes. Assim f(v;) = 0 para todo i e para todo f. Com isso, v; = 0 para
todo i e portanto, t =) . u; ® v; = 0. [ |

Proposicao 4.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A uma dlgebra.
Entao A é um H-comddulo dlgebra a direita se, e somente se, A é um H*-mddulo dlgebra
a esquerda. Além disso, A" = AH",
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Demonstracao. Suponha que A seja um H-coméddulo algebra. Mostremos que A é um
H*-mo6dulo algebra com aplicacao

v: HRA — A
fea — > agflaw).

Pela proposi¢ao 2.5.9, (A, v) ¢ um H*-modulo. As condigoes (MA2) e (MA3) se verificam
pois, para todo f € H* e a,b € A,

£ (ab) = Z(ab)(O)f((ab)(l))
- Z a©)bo) f(a)ba))
— Z ayboy f(any) f(bay)
= af(a@)bo f (b))
= Z(fl -a)(f2-b)

fo(La) =1af(1u) =&(f)1a
na qual £ é a counidade de H*.
Para mostrar a reciproca, tome n = dimg(H) e {e1,...,e,} base de H. Assim, temos
{e},... e} base dual de H*, ou seja, ef(e;) = 0;;. Supondo que A seja um H*-modulo
algebra, mostremos que A é um H-comodulo algebra com coacao

p: A — A® H

a — Z(e?a)@e,,
i=1

Nao é dificil ver que a aplicagao acima é de fato uma coacao. Para mostrar (CA2), note
que, para todo f € H*,

(id@f)(plab)) = Z ¢; - (ab)f(e:)

= (e - a)(e; ) f(eie;)

= (id®f) (Z(ej -a)(ej - b) ®e,-ej>
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Logo, pelo lema anterior, p(ab) = p(a)p(b). A condigao (CA3) vale também, pois

p(la) =) (e -1a) @e

e;(lu)la®e

=14® (i 6?(111)62')

=1
=1,®1g.

1M+ 10
= =

Por fim,
AT ={ac A| f-a= f(ly)a, para todo f € H*}

- {a €A ’ Za(o)f(a(l)) = f(1g)a, para todo f € H*}
={acA|({d®f)(p(a)) = (id®f)(a® 1y), para todo f € H*}
={acA|pla)=a® 1y}

— AcoH
|

Exemplo 4.2.5. H é um H-comédulo algebra. De fato, ja sabemos que H é um
H-comoédulo com A, porém, como A é homomorfismo de algebras, obviamente valem
(MA2) e (MA3).

Exemplo 4.2.6. Seja G um grupo arbitrério e A uma &lgebra graduada. Entao A é um
kG-comodulo algebra com coagao

p: A — A®EKG
a Zag@)g
geG

Além disso, A©FS) = A,
De fato, A é um kG-comoédulo a coacao acima pois, para todos a,b € Ae g,h € G,

(p®id) o pla) = (p©id) (Z ay ® g)

geG

:Zag@)g@g

geG

= (id®A) (Z ay @ g>

geG

= (iId®A) o pla).

Além disso,

(id ®e) o p(a) = Z€<g)a9 = Zag =a,

geG geG



4. H-Médulo e H-Comédulo Algebras 41

o que conclui a verificagdo de (CA1). Para (CA2), vem

plab) = ) (ab)y @ g

geG

= Z Z agn—1bp, @ g

geG heH

— Z Z CLgh—lbh X gh_lh

geG heH

— Z Z(agh—l ® gh™ ") (b, @ h)

geG heH

— pla)p(d).

A condicao (CA3) segue imediatamente de

p(la) =D (1a)y®g=14® lg.
geG

Para concluir,

Ak — fg € A pla) = a® Ly}

—{a€A|Zag®g—a®1G}

gelG

:{aeA|Za9®g—a®1G:O}

geG

:{a€A|Za9®g—a®1G:0}

geG

=qacA| Zag®g—(alc—a)®10:0
geG
g#lc

Logo, como G é base de kG, (alG —a) = ay = 0 para todo g # lg, ou seja, a = a,, e
a, = 0, para todo g # 1g. Portanto A°*S) = A,.

Note que, quando tratamos de H-moédulos, exigiamos um grupo finito G para que uma
algebra G-graduada A fosse um (kG)*-modulo élgebra, ja no exemplo anterior o grupo G
é arbitrario.

Definigio 4.2.7 (Homomorfismo de H-comédulo Algebras). Sejam A e B H-comédulo
algebras e f: A — B linear. f é um homomorfismo de H-comddulo dlgebras se for ao
mesmo tempo um homomorfismo de H-comodulos e um homomorfismo de algebras.



42

Capitulo 5

O Produto Torcido e os Objetos Galois

Em todo este capitulo (H, u,n, A, e,S) é uma algebra de Hopf.

Neste capitulo estudaremos dois objetos: As algebras torcidas que tem propriedades
que serao tteis no capitulo seguinte e os objetos Galois cuja classificacao serd fundamental
para obter os isomorfismos de algebras que desejamos. No final do capitulo veremos que
toda &lgebra torcida ¢ um objeto Galois e que, quando H tem dimensao finita, todo objeto
(Galois é uma &algebra torcida.

As principais referéncias para este capitulo sao os livros [10], [20] e os artigos [6] e [17].

5.1 O Produto Torcido

Seja A um H-comédulo dlgebra. A ideia aqui é alterar a multiplicagdo de A. porém
preservando a unidade. F

Definigao 5.1.1 (Cociclo). Dada uma algebra A tal que H mede A, ou seja, satisfazendo
as condicoes (MA2) e (MA3), seja 0: H® H — A uma aplicac¢ao linear invertivel por
convolucdo. Por simplicidade denotaremos o(z ® y) por o(z,y). Dizemos que o é um
2-cociclo a esquerda normalizado para H se

i) Zg(yl, 21)0(2,y222) = ZU($1,y1)U($zy27Z>;
i) o(ly,z) =o(x,1y) = e(x),
i) > (w1 (Y1 - a))o(x2,y2) = >3- 0@, y1)((2212) - @)
para todo z,y,z € H e a € A.

Nesta defini¢do, a condi¢ao i) é chamada de condigao de cociclo, a condicao ii) de
condigao de normalizagdo e a condicao iii) de condigado do modulo torcido.

Para nossos fins, tomaremos A = k e faremos H agir trivialmente em k.Com isso, da
linearidade de o, a condigao do mddulo torcido se resume a seguinte afirmacao trivial:

ao(x,y) = o(x,y)a.

Como, a menos que se diga o contrario, usaremos 2-cociclos a esquerda normalizados, a
partir de agora o termo “o um cociclo” se refere a “o um 2-cociclo a esquerda normalizado”.

Pode ser 1til interpretar a condicao de cociclo em termos do produto de convolugao
em Hom(H @ H ® H, k) da seguinte forma:

(e®0)*(coid®u) =(c®e)* (0o p®id).
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O seguinte lema, apresenta algumas propriedades dos cociclos o e estas serao bastante
uteis mais adiante:

Lema 5.1.2. Seja o0: H® H — k um cociclo. Para todo x,y,z € H
i) e(x)o(y, z) = ZU(Ila?/1)0@292,2’1)0_1@379322),

i) e(x)o~(y,2) = 20(371,3/121)071(9523/2, 2)0 (3, Y3).

A demonstracao do lema anterior estd imbutido na demonstracao de [20, 7.2.7].
A seguinte observacdo da algebra linear sera usada aqui e no restante do texto.

Observacao 5.1.3. Seja V um espago vetorial. Considere o espaco vetorial uy cujos
elementos sao denotados pelos u-simbolos u,,v € V. Certamente que a aplicacao

Oy Voo — uy
Vo Uy

é um isomorfismo de espacos vetoriais. Note que, por definicao, valem

Uy, + Uyy = Uyy+ug

Ay = Uny
para todo v,v, v € Ve X € k.

A definicao a seguir é um dos poucos casos que usaremos um H-comoédulo algebra a
esquerda. Ainda nesta secao ficara claro o porqué.

Defini¢ao 5.1.4 (Produto Torcido). Seja A um H-comodulo algebra & esquerda e
0: H® H — k um cociclo. O produto torcido por o a esquerda é a seguinte operacao
binéaria no espago vetorial u4 (como na Observacao 5.1.3)

UgUb = Z 7 (@(-1), b(-1))Uaggbioy
para todo ug, up € ua.

Note que esta operacao estd bem definida pois poderia ser expressa usando composicoes
da seguinte forma

(id®¢y) 0 (0 @ pa) o (Id@T ®id) o (p @ p) o (¢, @ ;")

com p: A— H ® A, dada por p(a) = Z a—1y ® a(o) a coacdo de H em A a esquerda e
¢, 0 isomorfismo da Observagao 5.1.3.

Proposicao 5.1.5. Seja A um H-comdidulo dlgebra e 0: H® H — k um cociclo. Entao
us com o produto torcido € uma dlgebra com unidade 1. Fste H-comodulo € dito um
H-comddulo dlgebra torcido (por o) e serd denotado por °A.
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Demonstracao. °A é associativa pois, denotando a operacao da definicao 5.1.4 por .,

fio © (Id ®pte) (Ua @ up @ uc) = i (““ ® (Z (be-1)s e-1) “b<0>0<0>> )
= 0 (b, c-ny) o (a1, (b)) (-1)) Uage) (Boyewo) o
(a(—l)v b(—l)c(—l)) Ua)b(oyc(oy

o
7 (b1, 1)) 7 (A1), 1026 1)) Uage)boyeq)

a(-1); b(—l)) g ((a(o)b(o))(—1)7 C(—l)) U(a(oyb(0)(0)<(0)

> (acn:bn) “a<0)b<o>> ® “)

fo @ 1d)(ug @ up @ u,).

I

=

Q
VR
—~~ N

:/JLO'O

Aqui * faz referéncia a ultima afirmacao da Observacao 2.5.3 e xx é a aplicagao da condicao
de cociclo.

Mostremos que 14 é unidade de °A. Como p(la) = 1y ® 14 (CA3)), temos pela
condicao de normalizacao que

Uy, = Z o(a1y, 1a)tag = Z e(a(-1))Uagy) = US c(ar_1y)ag) = Ua

Uy Ug = Z U(1H7 a(fl))ua(o) = Z 8((1,(,1))Ua<0) = UZE(a(,l))a(m = Ugq
para todo u, € “A. [ |

A defini¢ao de produto torcido faz sentido para um H-como6dulo algebra a esquerda
arbitrario, porém estaremos mais interessados no caso particular do seguinte exemplo:

Exemplo 5.1.6. Na definicao 5.1.4 tome A = H. Lembre-se de que H é um H-comdédulo
algebra com coacgao a esquerda dada por A (exemplo 4.2.5) e assim °H é um produto
torcido a esquerda por ¢ com multiplicacao dada por

Uglly = Z 0 (21, Y1) Uy, -

A seguinte proposicao coloca estrutura de H-comodulo dlgebra (a direita) em “H, e é
para que isso seja possivel (com a coac¢ao que iremos usar) que definimos anteriormente o
produto torcido a esquerda.

Teorema 5.1.7. Seja 0: H® H — k um cociclo. Entao °H é um H-comddulo dlgebra.

Demonstracao. °H ¢ uma &algebra pela proposicao 5.1.5.
Agora, defina
0: °H — H® H

Uy +— Zu“ & T2.

0 estd bem definida e é linear pois
§ = (p, ®id) o Ao, .

Para que  seja uma coacao, basta verificar as trés condigoes da definicao 4.2.1:
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e ’[ é um H-comodulo.
De fato, para todo u, € °H,
(@A) 0 d(u,) = ([d@A) (3w, @ 22)
= Z Uy, ® To2 X T3
= ®id) (Z Uy ® xz)
= (0 ®id)0 (uy)
e
(id®e) 0 §(u,) = (id ®e) <Z Uz, @ :172>
= e(za)uy,
= U e(w2)m
= Uy,.
o O(uzuy) = 6(uy)d(uy), para todo uy, u, € °H.
De fato,
d(uguy) =6 (Z o(xy, yl)uz2y2>
= (@1, 41)6(ttas,)
= Z (21, Y1) Uy, ® T3Y3
= Z Uy Uy, K ToYo
= (Z Uy, @ xg) (Z Uy, & yg)
= 0(uz)0(uy).
o H(ur,) =u1, ®ly. E imediato de A(1y) = 15 ® 1y.
|
Terminemos a secao com uma tltima propriedade de °H:
Proposigao 5.1.8. Dada °H como anteriormente, entao (H)®" = ku,, =
Demonstragdo. Note primeiramente que z € H se, e somente se, € Im(n). De fato,

se v € H®H ou seja, A(z) = 2 ® 1. Desse modo,

noe(x) = (idx5)(x)
= po (id®S) o A(x)
=poid®S(zx® 1y)
— 1(r ® (1))
=z ®1p)

Por outro lado, se € Im(n) entdo = n(\) = Aly, para algum A € k. E assim,
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Com isso,

(“H)? = {u, € °H | 6(uy) = u, @ 1}
={u, €°H|A(z) =2® 1y}
= {u, € °H | v € H*"}
={u, € °H | x € Tm(n)}
={u, € °H | x = A\ly, para algum X € k}
={un, €°H|Nek}
={Auy, | A€k}

= kulH.

5.2 Os Objetos H-Galois

Definigao 5.2.1 (H-extensdo a Direita). Sejam A e B algebras, com B subalgebra de A
e H uma algebra de Hopf. Dizemos que B C A é uma H-extensdo a direita se A for um
H-comédulo algebra com A = B.

Definigao 5.2.2 (Extensao H-Galois e Objeto H-Galois). Seja A um H-comodulo algebra,
com coacao dada por p: A — AR H e A°°? C A a subalgebra de coinvariantes. Dizemos
que A é uma extensio H-Galois (a direita)’ , ou mais precisamente que A/A“H ¢ H-Galois
(a direita), se a aplicagao linear

B: A®ACOHA — A®H
a®b +—— (a®1lg)p(b)

¢ bijetora. Além disso, se A = k1, dizemos que A ¢ um objeto H-Galois.

Quando A é uma extensao H-Galois, § é dita aplicacao canonica de A e é comum ser
denotada na literatura por can. Denotaremos por Gal(H) a classe dos objetos H-Galois.

Usar o nome extensao H-Galois com certeza remete o leitor as extensoes de corpos
da teoria de Galois. De fato, estamos generalizando tal conceito, como mostra o seguinte
exemplo:

Exemplo 5.2.3. [10, Exemplo 6.4.3] Seja G um grupo finito agindo por automorfismo
sobre um corpo £ D ke F' = E¢ (elementos do corpo E fixados por G). E/F ser extensao
Galois é 0 mesmo que E C F ser uma extensao (kG)*-Galois.

Porém, como se espera de generalizacoes, nem toda extensao H-Galois é uma extensao
de corpos da teoria de Galois no sentido classico. Um exemplo pode ser encontrado em
[20, Exemplo 8.1.5].

Exemplo 5.2.4. H/k é um objeto H-Galois com

f: H®H — HQH
TRY Z:ry1®y2.

t E possivel definir uma extensiio H-Galois & esquerda quando A é um H-comédulo algebra a esquerda,
bem como um objeto Hi-Hs-biGalois se A for um H;-comodulo algebra & esquerda e um Hs-comodulo
algebra a direita.
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Para isso, mostremos que
ar H®RH — H®H
@y Y wS(y) @y

é a inversa de 3. De fato,

Blalz©y) =6 (Y wm o)
= wyiS(ys) ® s
= Z%(?ﬁ) @ Yo
= Zm@e(yl)yg

= idpgr(r ®y).

Analogamente, verifica-se que a o f = idygpy.

Lema 5.2.5. Seja 0 € Hom(H ® H, k). Dado o isomorfismo linear f: H — °H tal que
f(x) = u, e como antes, defina g: H — °H por

E o~ ng,xg VUsa,

Entao g é a inversa de f por convolugao.

Demonstracao. De fato, para todo x € H,

(9 N)(x) =Y _glan) f(
= Za (Sxo, T3)Use, Us,
= ZU (52, 23)0 ((S@1)1, T4, )U(S21)504,
— Z 0 (Sw3,24)0 (ST, T5)Usa, 2
a Zz—; (Sw2)e(23)Ussyay
— Zg(xQ)e(xg)USmm
=S usnn

= e(x)uy,,.

Em que ¢ faz referéncia ao item ii) do Lema 5.1.2.
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Por outro lado,

(f*g)(z Zf%

= E Uy O SiU:s, $4)U5x2

—(Sxs, x6)a(x1, ST4)UsySas
Sy, 25)0 (21, ST3)Ue(a)
(

Sws, x4)0 (21, Swo)Uty,

™
—~

x1)0 1 (Sxy, v5)0 (29, ST3)U1,

(1,, (Sza)12s, )0 (21, (ST4)2, T5,) 0 (215, (Sx4)3)0 (22, Sw3)uy,

($1, 5$8$9)

[|o
Q

Q

J]QS[L‘5,[E10) (ZL‘3,SZL‘6)O'(ZE4,S[E5)U1H

Q

H
(w1, Swewr)o H(22STs, 28)e(23)e(m4)Ur,
H

(1'1753341'5)0' ZCQSl’g,I(;)'U,lH

(z1,e(x3))0 " (e(wa), 24)un,

Q

(z3)o (w1, Li)e(za)o ™ (L, a)us,

o

o (1, x2)u,,

)
8

7_‘
=

MMMM%MMMM

Q

—~~

1H,$1)U_1(1H,$2)U1H

(B

)5(I)U1H

YU, .

mm

~—~
—_
=

Aqui ¢ faz referéncia ao item iv) do Lema 5.1.2 e ¢ ao item i) do mesmo lema. u

Teorema 5.2.6. Seja “H um produto torcido por algum cociclo o € Hom(H x H, k).
Entao °H ¢ um objeto H-Galois.

Demonstragdo. Recordemos primeiramente que, pela Proposicao 5.1.8, (°H )«

logo basta mostrar que a aplicacao linear

= kulH,
B: "H®°H — H®H
Uy @ uy, +—> (uy ® 1g)d(y),

com 0 coacao de H em °H do Teorema 5.1.7, é bijetora. Note que podemos escrever

ux (24 uy Z Uz Uy, X Ya-
Usando as aplicacoes f e g do lema anterior, defina

a: HQH — °H®°H
w®y Y uag(y) ® f(y).
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Mostremos que « é a inversa de :

Boalu, ®y) = (Z“wgyl @Iy )>
— Z uzg(y1) @ 1) (0(f(y2))
_ Z Uz g(y1) @ 1g) (f(y2) ® ys3)
— Zuxg y1)f(y2) ® ys

= uae(yr) ® v

:u$®y7

o Bu, ®uy) = <Z Ugly, @ y2>
= sty g(y2) ® f(ys)
=Y waf(y)g(y) © f(ys)
= Zumg(yl) ® f(y2)
= U, @uy,e(yp)

= Uz @ Uy,
como requerido. [}

O seguinte lema é uma adaptacao de um célebre resultado de Kreimer:

Lema 5.2.7. [18, Proposicao 2] Se A é um objeto H-Galois entao A = H* como
H*-modulos.

Lema 5.2.8. Seja A um objeto H-Galois com coacao p e bijecio f e v: H — A um
isomorfismo de H-comddulos invertivel por convolugdo, v~ sua inversa por convolucdio,
¢ sua inversa (no sentido usual) e g: A — k dada por g = o (. Entao

a) poy~t € a inversa por convolugdo de pory = (y®id) o A,

b) poyt=(y1®S)oToA,

¢) Para todo a € A, Y apyy (b)) € k.

d) 7 a®@ )= (a®1y)B (1 ®x) para todo a € A,

e) B(1@~y(z)) =pory(r) =3 v(x1) ® 2

f) (id®p)o Bt = (' ®id) o (Id®A), ou seja, escrevendo B~ (1 @ x) = Zai ® b,

i
para todo x € H, entao

Zai@biw)@bi(l) Zﬁ (1®21) ® 2

i

g) Para todo a € A, a =Y g(aw)v(aw)),
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h) (id®e)o S = pa.

A demonstracao deste lema se d4 por um calculo direto relativamente tedioso e nao
seré feito aqui. Este pode ser feito usando uma adaptacdo de |20, Lema 7.2.6] e a parte
final de |20, Teorema 8.2.4].

A seguinte proposicao garante a reciproca do Teorema 5.2.6 quando H tem dimensao
finita.

Proposicao 5.2.9. Seja A um objeto H-Galois. Se H tem dimensao finita entao A é
isomorfo a °H (como H-comddulo dlgebras) para algum cociclo o.

Demonstracao. Pelo lema anterior, A = H* como H*-mo6dulos, logo pela Proposicao
2.5.9 A~ H como H-comoédulos. Seja ¢: H — A esse isomorfismo. Por conveniéncia,
gotariamos de estabelecer a seguinte notacao: Podemos olhar ¢ como elemento da
algebra Hom(H, A) munido do produto de convolugdo. Neste caso, iremos denoté-la
por . Fazemos isso, pois assim, ¢! indicar4 inversa usual dessa aplicacdo, enquanto vy~
denotara a sua inversa por convolucao caso existam.

Defina g: A — k por g = o ¢~ L. Note que g ov(z) = (x) para todo z € H.
Considere § a aplicacao bijetora que torna A um objeto H-Galois e defina para todo
reH

Y H2) = pac (id®g) o (14 ® )

Mostremos que v~ ! é de fato a inversa de v por convolucao:
Por um lado, usando d) e e) do lema anterior, para todo = € H,

vy ) =) v(m
= 27 )(pa 0 ld®g) o f7H(1a ® 3)

=3 a0 (id@g) o B (1(z1) @ 2)
= g4 0 (id®g)(14 @ ()
e é(x)lA.

Por outro usando f) e g) do lema anterior, para todo x € H,
—1 o . -1
v (@) =) pao (id@g) o B (1a ® 21)y(ws)

= Z pao (id®g) (Z a; @ bi(0)> v(bi,,)
=Y a0 (3 obi (b))

= Z CLibi

= E((L’)lA.

Com isso, pode-se definir 0: H ® H — k por

= (@) (y)y (waye)

para todo x,y,€ H. Primeiramente temos que mostrar que Im(o) C k, para garantir
que o estd bem definido. Para isso lembre que A®” = k. assim, basta mostrar que
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plo(x,y)) = o(x,y) ® 14, com p a aplicagdo que torna A um H-comodulo algebra. De
fato, usando o item (b) do lema anterior,

plo(x,y)) =p (Z v(ﬂcl)v(yl)v’l(fczyz))
= (@) p(r () p(v " (w202))
= Z (211) @ 212) (Y(y11) @ y12) (7 (T22y22) @ S(T21921))

= ny 21)y(Y1)7 " (2aya) @ 22925 (y3) S (3)
= Zv(wl)v( “H@aya) © 1y
=o(x,y) @ 1g.

Agora, devemos mostrar também que ¢ é um cociclo, de modo que “H seja uma algebra.
Primeiramente, a condicao de cociclo é satisfeita pois, por um lado,

ZU(xlayl o (212, 2 27(1‘11 VW) y ™ (@12y12) v (2292)1) 7 (2077 ((22y2)222)
= (@) vy (waye) v (wsys) V(207 (2ayaza)
=Y (@) v(y)e(@aya)y(21)7  (wsys22)
—27(131)7(91) (2077 (22y222)

e, por outro,

Doy 2)o(x,y20) = Y Ay (zn)r ez (@) (ya22)1)7 (22(y222)s)
y)Y ()7 (Yez2) (1)1 (Y323)7 ™ (22y424)
1)y (207 (21)e(yaz2)y ™ (22y323)
= ) ) (@)y (@2y220).
Além disso, como (1) = 1, é claro que
o(1,7) = o(z, 1) = e(x).

Defina F': °H — A por F(u,) = v(x) para todo z € H e G: A — °H por

Z a(o 1)) Uagy)-

para todo a € A. A verificagdo dos trés itens a seguir garantem o isomorfismo desejado:

e F é um homomorfismo de H-como6dulos. De fato, se § é a aplicacdo que torna “H
um H-comodulo algebra,

p(F(uz)) = p(y(z))

= (Id @F)(6(us))-
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e F' & um homomorfismo de algebras:

Fluguy) = F( U(xlvyl)umm)

1, Y1)y (T2y2)
Y1) (zay2)y(z3y3)

e (G é ainversa de F":
Por um lado, usando que Y a@yy '(aq)) € k, vale

FoG(a)=F <Z a(oﬂ_l(a(l))“a(z))
= a7 () F(uay)
= Z a7 (am)y(ae)
= awelam)
= a.

Por outro, usando que poy = (y®id)o A (pois v é homomorfismo de H-comoddulos),
vale
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Capitulo 6

H-Identidades Polinomiais

Em todo este capitulo (H, u,n, A, e,S) é uma algebra de Hopf fixada.

Motivados pelos conceitos de identidade polinomial e identidade polinomial graduada,
apresentamos aqui uma generalizacao destes conceitos devida a Kassel [17], a saber, as
H-identidades polinomiais. As referéncias para os conceitos de identidades polinomiais
sao o livro [11] e o artigo [13]. Para as H-identidades polinomiais a principal referéncia é
o artigo [17].

6.1 Identidades Polinomiais

Esta secao apresenta alguns conceitos basicos da PI-teoria que necessitaremos para
motivar nossa discussao sobre as H-identidades.

Definicao 6.1.1 (Identidade Polinomial). Considere a algebra associativa livre k(X), em
que X = {x; | i« € N} é um conjunto de variaveis. Um polinomio f(xy,zs,...,z,) €
k(X) é uma identidade polinomial para A se, e somente se, f estd no nicleo de todo
homomorfismo de algebras w: k(X) — A.

Denote por I(A) o conjunto de identidades polinomiais para uma algebra A. Se existe
fel(A), f#0, dizemos que A é uma PI-algebra.

Defini¢ao 6.1.2 (7-ideal). Dizemos que uma subalgebra B de uma &algebra A é um
T-ideal se f(B) C B, para todo endomorfismo de algebras f: A — A.

Note que I(A) é um T-ideal de k(X).

Dado n € N, defina o polinémio

Sq = Z sgn(0)Te1) - - - To(d)

€Sy

com Sy o grupo de permutagoes do conjunto {1,...,d} e sgn(o) é o sinal da permutagao
0. Este é chamado polinémio standard de grau d.

Proposigao 6.1.3. [11, 2.3] Seja A uma dlgebra. Se dim(A) < d entao sq(z1,...,2zq) €
uma identidade polinomial para A.

Corolario 6.1.4. Toda dlgebra de dimensao finita € uma Pl-dlgebra.
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E comum chamar as identidades polinomiais de identidades polinomiais ordinarias,
fazendo distincao das identidades polinomiais graduadas que definiremos a seguir.
Seja G um grupo e {X, | ¢ € G} uma familia de conjuntos disjuntos de variaveis
indexados por G, e defina
x=Jx,

geG

Seja k(X), o subespago da &lgebra associativa livre k(X) gerada pelos monoémios
m = xj ...x; tais que os r; € X.
E possivel mostrar que

KX) =@PrX), e KX)kX)n Ck(X)g

geG

para todo g,h € G, isto é, k(X) é uma algebra G-graduada. com isso, os elementos de
k(X), sao polindmios homogéneos de grau g, e denota-se deg(f) = g para todo f € k(X),.

Definicdo 6.1.5 (Homomorfismo de Algebras G-graduado). Seja A uma algebra
G-graduada. Dizemos que ¢: k(X) — A é um homomorfismo de dlgebras G-graduado
se p(k(X),) C A, para todo g € G.

Defini¢ao 6.1.6 (Identidade Polinomial G-graduada). Seja A uma éalgebra G-graduada.
Entdo um polinémio f(z1,xs,...,2,) € k(X) é uma identidade polinomial G-graduada
para A se, e somente se, f estd no nicleo de todo homomorfismo de algebras G-graduado
w: k(X)) — A

Denote por Ig(A) o conjunto de identidades polinomiais G-graduadas para uma
algebra A. Se existe f € I5(A), f # 0, dizemos que A é uma GPI-algebra.
Para terminar, vale notar que Ig(A) D I(A) em k(X).

6.2 H-Identidades Polinomiais

A principal referéncia para essa se¢ao e também para a proxima é o artigo [17]. De inicio
desejamos introduzir substitutos convenientes para os “X,” definidos acima de maneira a
construir as H-identidades polinomiais. Para isso, seja H uma algebra de Hopf e A um
H-comodulo &lgebra com p: A — A ® H a coacao de H em A.

Para cada i = 1,2, ... considere X/ = {X? | x € H} uma copia do espago vetorial
subjacente a H, como na Observagio 5.1.3. Os elementos X? de X/ serao chamados de
X-simbolos.

Defina a seguinte soma direta de copias de H

Xu =P x/
i>1
e considere a algebra tensorial sobre Xy, denotada por T:
T=T(Xy)=PT"(Xn) =P X5
n>0 n>0

Lembre que da Proposicao 1.14 T' = k(I) (de algebras) no qual I é um conjunto de
indices para uma base de Xy. Note que fixando uma base B de H podemos substituir
por {X7 | z € B}.



6. H-Identidades Polinomiais 55

Proposicao 6.2.1. T ¢ um H-comddulo dlgebra

Demonstragao. Dada uma base {z | z € H} de H defina a transformagao linear

Xro— ) X e

Py

Logo pela propriedade universal da algebra tensorial, existe um tinico homomorfismo de
algebras
or: T — T®H

Xro— ) X e

tal que pr(X7F) = > X ® z5. Obviamente que, pr satisfaz (CA2) e (CA3). Entdo so é
preciso verificar que pr satisfaz também (CA1), ou seja, que pr é uma coagao de H em
T. Com efeito, para todo X7 € Xy,

(id ®A) o pr(X]) ZX“ ® A(xg)
= ZX;EI X T2 @ T3

= (pr ®1id) (ZXZ“ ®x2>

= (pr ®1id) o pr(X}),

e
(id ®e) o pr(XY) ZX””
= Z X e(xq)
- X7,
logo vale (CA1), como requerido. |

Definicao 6.2.2 (H-Identidade Polinomial). Dizemos que P € T, P # 0, é dita
uma H-identidade polinomial para o H-comodulo élgebra A se w(P) = 0 para todo
homomorfismo de H-comoédulo algebras w: T — A.

Denote por Iy (A) o conjunto das H-identidades polinomiais para uma algebra A.
Proposigao 6.2.3. Seja H uma dlgebra de Hopf e A um H-comddulo dlgebra. Entao

a) Iy(A) é um ideal bilateral de T, ou seja,
Iy(A)T € In(A) e TIn(A) C In(A)
b) Iy(A) é um T-ideal, ou seja,
f(Iu(A)) € Tu(A)

para todo f: T — T endomorfismo de H-comddulo dlgebras.t

Demonstracao.

t Na verdade temos aqui uma extensao do conceito de T-ideal.
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a) Esse resultado segue do fato de que os w: T' — A da defini¢do de H-identidades
polinomiais serem homomorfismos de algebras pois se P é uma H-identidade
polinomial para A, ou seja, P € ker(w) para todo w homomorfismo de H-como6dulo
algebras e @) € T entdo w(PQ) = w(P)w(Q) = 0, para todo w. Portanto PQ ¢é
uma H-identidade polinomial para A, e assim, Iy(A)T C Iy(A). Analogamente,
TIg(A) CIy(A).

b) Basta lembrar que se f: T — T é um homomorfismo de H-como6dulo éalgebras
entdao w o f: T — A também o é para todo w: T — A homomorfismo de
H-comodulo élgebras (composta de homomorfismos). Assim, se P € Iy(A) entdo
para todo homomorfismo de H-comoédulo algebras e em particular para wo f, temos
wo f(P)=0. Logo f(P) € ker(w) para todo w e assim, f(P) € Iy(A).

Os seguintes exemplos mostram que H-identidades polinomiais de fato generalizam as
identidades polinomiais ordinarias e as identidades polinomiais graduadas:

Exemplo 6.2.4. Seja H = k. Um k-comoédulo dlgebra A é simplesmente uma algebra
e T = k({X],X},...}). Logo P & um polindomio nas variaveis X} com i = 1,2,....
Além disso, dado w: T'— A um homomorfismo de k-modulo algebras (que na verdade
é simplesmente um homomorfismo de algebras), temos que w(P) = 0 se, e somente se,
P(ay,as,...) = 0 para todo a; € A. Dessa forma P é uma k-identidade polinomial para
A se, e somente se, P é uma identidade polinomial ordinaria para A.

Lema 6.2.5. Sejam G um grupo, H = kG, A uma dlgebra G-graduada e w: T — A
um homomorfismo de dlgebras. w € um homomorfismo de kG-comddulo se, e somente se,
w(X?) € A, para todo g € G.

Demonstracao. Lembremos as definicbes de p e pr as coacdes que tornam A e T
kG-comodulo algebras (respectivamente):

p:. A — ARH o7 T — T®H
A ST X! Xy

Supondo que w é um homomorfismo de kG-comoédulo algebras denotando a = w(X7)
para todo g € G, temos:
a®g=(w®id)(X! ® g)
= (w®id) o §(XY)

= pow(X)
= pla)
:Zah@)h
heG
Ou seja,
0:a®g—2ah®h:(a—ag)®g—2ah®h.
heG heG
g

Logo, como {g} U{h € G, h # g} é linearmente independente (pois é base de kG), entao
(@ —ay) = ap, = 0 para todo h € G,h # g, ou seja, a = a4 € ap, = 0, para todo h # g.
Portanto w(X!) =a = Z ap = a, € A, para todo g € G.

heH
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Agora, supondo w(X/) € A, para todo g € G, temos

pow(XY) = plag)
=a,9
=w(X{)®g
= (w®id)(X] ® g)
= (w®id) o §(XY).
Assim, w é um homomorfismo de kG-comodulos e portanto de kG-comodulo dlgebras. ®

Como consequéncia desse lema temos o seguinte exemplo:

Exemplo 6.2.6. P é uma kG-identidade polinomial para um kG-comdédulo algebra A se,
e somente se, P ¢ uma identidade G-graduada para a algebra G-graduada A.

Exemplo 6.2.7. Seja A um H-comédulo algebra com coacao p tal que a subalgebra de
coinvariantes A" seja central em A (como é o caso das °A). Dados z,y € H considere
os seguintes elementos de 7"

Px — Z Xleig(M) Qx,y — Z X‘thil/leS(mm)'
Entao, para todo x,y,z € T,
P X5 — X3P, € Qay X3 — X5Quy

sao H-identidades polinomiais para A. Comecemos mostrando que P, e (), sado
coinvariantes de T'. De fato, sendo pr a aplicacao que torna 7' um H-comédulo algebra,
como na Proposicao 6.2.1, temos

p(Pe) = p (D0 X7 X))
=Y o (X7 p (37
= > (X7 @) (X7 @ S(as): )
= (X7 @) (X7 @ S(a))
= Z Xlef(M) ® x9S5(x3)
=Y XX @ e(wa) 1y
=Y X7 X e (1) @ 1y
=Y XP XTI g1y

S o,
= Px ® 1H7
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pQes) = p (P XX XT)
= 30X p (1) p (X7)
= Z (X' @ 22) (X' @ 12) (Xf(msyg)l ® 5(5’7393)2)
= > (X @) (X1 9 ) (X7 © S(ags))
=3 (XXX @ (20925 ()
=3 (3PP xTE) @ (2028 (4s) S ()
=3 (AP P X)) @ (e(2)e(10)
= X XY X e w0)e () © L
=S xpxp X @1y
= Qzy ® 1p.

Agora, mostremos que, para todo homomorfismo de H-comodulo algebras w: T — A,
w(P;) e w(Qs,) sdo coinvariantes (logo centrais) em A. Queremos que
pr(w(Py)) = w(P,) ® 1. Porém, note que

w(P,)® 1y = (w®id)(P, ® 1y) = (w®id) o p(P,)

ou seja, queremos
pr(w(Fr)) = (w@id) o p(Fy).
Mas esta ¢ a condicdo de w ser um homomorfismo de H-comodulos (hipotese).
Analogamente o mesmo se verifica para ().
Assim,

W(Quy X7 = X5Quy) = W(Quy)w(X5) — w(X5)w(Qzy) =0
para todo homomorfismo de H-comddulo algebras w.  Portanto, P, e (., sao
H-identidades polinomiais para A.

Denotemos o conjunto de todas as H-identidades polinomiais de um H-como6dulo
algebra A por Iy (A). Pela propria definigdo de H-identidade polinomial temos que

In(A) = ﬂ ker(w),

com w: T'— A homomorfismo de H-comoédulo dlgebras.

Proposicao 6.2.8. Seja H uma dlgebra de Hopf e A um H-comddulo dlgebra. Se
f: A — B é um homomorfismo de H-comddulo dlgebras injetor entao Iy(B) C Ig(A).
Em particular, se f for um isomorfismo entdo Ig(A) = Iy(B).

Demonstra¢ao. Sejam P € Ig(B) e w: T — A um homomorfismo de H-comodulo
algebras qualquer. Por hipotese, para todo a: T' — B homomorfismo de H-como6dulo
algebras, temos que a(P) = 0, em particular f o w(P) = 0. Como f é injetora, w(P) =0
(para todo w). Portanto P € Iy(A). ]
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O dltimo item da proposicao anterior garante que quando dois H-comdédulo algebras
sao isomorfos entao suas identidades polinomiais coincidem. Nosso objetivo a partir
de agora é encontrar H-comoédulo algebras para as quais a reciproca vale. Para isso,
comecaremos por construir uma forma mais facil de determinar se um elemento P € T é
uma identidade polinomial para um H-comoédulo algebra A.

6.3 Detectando H-Identidades Polinomiais para °H

Seja °H um H-comoédulo algebra para algum cociclo ¢ como no capitulo 5. Vamos
investigar o T-ideal Iy (°H).
Por definicao,

Iy(°H) = (ker(w),

para todo w: T — “H homomorfismo de H-comédulo algebras. E impraticavel enumerar
todos os tais homomorfismos para estabelecer precisamente o T-ideal Iy (°H). Porém,
felizmente, é possivel construir um homomorfismo de H-comoédulo élgebras ~, tal que

Iy (°H) = ker(v,).

Para isso, vamos construir uma versao comutativa de 7. De forma analoga a secao
anterior, para cada i = 1,2, ..., considere t/ = {t* | x € H} uma copia do espago vetorial
subjacente a H, como na Observagao 5.1.3. Os elementos t¥ de ¢ serdo chamados de
t-simbolos.

Defina a soma direta de copias de H

ty = P!,

1>1

e considere a dlgebra simétrica sobre ty, denotada por S:

S = S(tn) = Pty

n>0

Lembre-se de que, da Proposi¢do 1.16, S = k[I] (como algebras), em que I é um
conjunto de indices para uma base de ty. Note que fixando uma base B de H podemos
substituir I por {t, | x € B}.

Em seguida construiremos 7, como previsto. Dadas T e S ® °H com a estrutura usual
de algebra tensorial, defina

o: Xyg — S®H
XP = D @ U,

Pela propriedade universal da &algebra tensorial, existe um 1nico homomorfismo de
algebras v, tal que 7, (X7) = Y7 ® Uy,.

Como os t-simbolos e u-simbolos nao se confundem, podemos omitir o simbolo ® nos
elementos de S ® °H, simplificando dessa forma a notacao:

Yo (Xi) = thluaﬁz-

Devemos mostrar que
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e S®°H é um H-comodulo algebra,

e 7, ¢ um homomorfismo de H-como6dulo algebras,

o [4(°H) = ker(n,).
Faremos isso nos préximos trés teoremas, sendo que o tltimo item exige alguns lemas:
Teorema 6.3.1. S ® °H ¢ um H-comddulo dlgebra com coa¢do

p: S®H — (S®H)®H
B, > Ty, Dy

Demonstracao. Basta notar que p = id ®9, sendo § a coagao do Teorema 5.1.7 que torna
°H um H-comobdulo algebra. [ |

Teorema 6.3.2. v, como definido anteriormente é um homomorfismo de H-comddulo
dlgebras.

Demonstracao. Como v, ¢ homomorfismo de algebras, resta apenas mostrar que 7, ¢ um
homomorfismo de H-comoédulos. Com efeito, se p e pr sao as coacoes que tornam S ® °H
e T, respectivamente, H-comd6dulos. Com efeito, temos

poe(XE) = p (Dt )
= Uy, ® 13
= (7, ®1id) (Z X' ® x2>
= (70 ®1d) 0 pr(X7.)
|

O terceiro e ultimo passo ¢ mostrar que Iy (?H) = ker(7,). Para isso necessitaremos de
alguns lemas e de uma proposicao. Lembre-se de que alg denota a categoria das algebras,
MH 4 categoria dos H-comodulos e AT a categoria dos H-comodulo algebras.

Lema 6.3.3. A correspondéncia
Homu (T, °H) <— Homyeu (Xp, °H)
¢ bijetora.

Demonstracao. Comecemos por lembrar que pela propriedade universal da algebra
tensorial, para cada f: Xy — °H linear existe um tnico homomorfismo de 4lgebras
f:T — °H tal que o seguinte diagrama é comutativo:

<
B
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Isso asssegura que a correspondéncia f —— f do enunciado das aplicacoes lineares

nos homomorfismos de &lgebras esteja bem definida. Deve-se mostrar que essa

correspondéncia é bijetora, mas isso é facil pois g — 9|y é a inversa. Com isso s6
H

precisamos mostrar que f é um homomorfismo de H-comodulos se, e somente se, f o €,
ou seja, que um diagrama abaixo é comutativo se, e somente se, o outro é:

Xu > °H
Pxy 5 (6.1)
XpoH —1% s ogen
T L s om
pr b (6.2)
TeoH —1% Logen

com p, e pr da Proposicao 6.2.1 e 0 do Teorema 5.1.7.

Mostremos que a comutatividade do diagrama (6.1) garante a comutatividade de (6.2).
Note que basta mostrar a comutatividade nos elementos de X, x € H e estender para T’
pela propriedade universal da algebra tensorial.

S(F(XT)) = o(f(XT))
= (f®id (PXH (Xf))
= (f®id (ZX;’““@@)
=> f(X) @
- Fx e
— (f®id) (ZX?@Q:Q)

= (f®id) (pr(X}))

)
)

De modo anélogo, a comutatividade do diagrama (6.2) garante a comutatividade do
diagrama (6.1). |

Lema 6.3.4. A correspondéncia

Homyn (X, °H) «— Homypen (Xg, H)
€ bijetora.
Demonstracao. Considere a bijecao da Observagao 5.1.3

Yy H — °H
T o Uy
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v, ¢ também um homomorfismo de H-comddulos pois para todo x € H

0 (pulx)) = 0(us)
= Zuml & T2
= (pu ®1d) (Z T ® x2>

= (pu ®@id)(A(2))

Assim, ¢,, € um isomorfismo de H-comddulos.
Com isso, definindo

a:  Homyu(Xy,H) — Homywm(Xy,H)
f — pof

B: Homyw(Xg,°H) — Homywu (Xpy, H)
g — pulog

teremos
(aoB)(g) =alp, 0og) =puop, og=g
e

para todo g € Homyu (Xp,°H)

(Boa)(f) =Blpuof) =g, opuof=f
para todo f € Homyu (X, H), garantindo a bijecao desejada. u

Lema 6.3.5. A correspondéncia
Homag (S, k) «— Hom(ty, k)
€ bijetora.

Demonstragao. Para obter esse lema basta lembrar que pela propriedade universal da
algebra simétrica, para toda f: ty — k linear existe tnica f: S — k& homomorfismo
de algebras tal que o seguinte diagrama é comutativo:

garantindo uma bijecdo f — f como desejado. [ |

Lema 6.3.6. Se Y ¢ um H-comddulo com aplicacao p: Y — Y ® H, entdio a

correspondéncia
Homyu (Y, H) «— Hom(Y, k)

€ bijetora. Com isso, para todo f:Y — H homomorfismo de H-comddulos,
f=0duo(leof)®id)o

com ¢p: k® H — H isomorfismo candnico.
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Demonstracao. Defina

¢: Homywu(Y,H) — Hom(Y k)
f — eof

) Hom(Y,k) — Homyu (Y, H)
g — ¢no(g®id)op

¢ esta claramente bem definida, mas como g é “somente linear” nao é imediato que ¥ (g)
¢ um homomorfismo de H-comddulos. Por isso, admitindo que (Y, p) é um H-comddulo
(ou seja, (Id®A) o p = (p®id) o p) vamos provar que §, := 1(g) é tal que o seguinte
diagrama é comutativo:

Y i y H
YoH —2 HeH

De fato,

(& ®id) o p(y) = (§ ®1d) (Z Y(o) ® y(1)>
=> (¢uo(g®id) o p(ym) ® yo)
= 9(v0)v) @ Yea)
=A (Z 9(1/(0))2/(1)>
= Ao (y).

Portanto 1 esta bem definida.
Agora lembrando que (pela propria definigio de €) (e ® id) o A = ¢} e usando que
f € Homy (Y, H), ou seja, Ao f = (f ®1id) o p temos que

(Wop)(f)=1(eof)
=¢no((cof)®id)op
=¢po(e®id)o ((f®id)op)
=¢go(e®id)oAo f
=¢gody of
=/

e para todoy € Y
(o) (f)y) = ¢(¢r o (g ®id) o p)(y)
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garantindo a bijecao desejada. O “além disso” é consequéncia imediata da bije¢ao anterior:
f=Wop)(f)=t(of)=¢no((cof)®@id)op.
|

Proposicao 6.3.7. Se w: T — °H ¢é um homomorfismo de H-comddulo dlgebras
entdo existe unico homomorfismo de dlgebras x: S — k tal que o sequinte diagrama
€ comutativo:

T w s OH
Yo w
SeoH — X oo

em que Y € isomorfismo candnico.

Demonstra¢ao. Considere, no Lema 6.3.6, (Y,p) = (Xu,px,). Para toda f €
Homyu (Xp, H) e em particular para f = ¢, oW, com @ = Wy (como no Lema 6.3.3),
temos entao

W= QDUOQSHO ((60901:10&) ®id) CPXy
ou seja, w = Us (o G(X71)))ay PATA todo X7 € Xp.
Agora defina g: ty — k por g(t¥) = € 0 o, ! 0 W(X?). Pelo Lema 6.3.5 existe tnico
homomorfismo de algebras y: S — k tal que x(t¥) = g(¢7). Com isso,

Yo (x@id) oy (X7) = v (Y (e 0w, 0 D) (X! us,)

= Uy e @(XI1)))z2
w(XY)

para todo X € Xpy. Finalmente, pelo Lema 6.3.3 temos w = 1 o x ® id 0,. [ |

Teorema 6.3.8. Seja k infinito. P € uma H-identidade polinomial para °H se, e somente
se, v.(P) = 0. Ou seja, Iy (°H) = ker(~,).

Demonstra¢ao. Comecemos supondo P € ker(y,). Logo para todo w: T — °H
homomorfismo de H-comodulo algebras,

w(P)=pgo(x®id)o~,(P)=0
com ¢p e x da proposi¢ido anterior. Logo P € ker(w) para todo w € Homyu(T,°H), e
assim, P € Iy("H).
Por outro lado, supondo P € Iy(°H) entao, para todo w € Homyu (T,°H), w(P) = 0.
Logo
vgo(x®id)ov,(P)=0
e como ¢y é um isomorfismo
(x ®1d) o v,(P) = 0.
Dado A um conjunto de indices, fixe uma base {x,},cp de H e escreva

Yo (P) =Y A (P)ug, b

reA

f m(f) é obtida simplesmente escrevendo ~, (P) na base de S®?H (obtida pela base de H) e “transferindo”

os escalares de °H para S.



6. H-Identidades Polinomiais 65

Logo, para todo x € Homag(S, k),

0=(x®id) o7 (P) = (x®id) (Z% ux> > x((P)) ua,.

reA reA

Como {ug, },., € linearmente independente, temos

para todos 7 € A e x € Homag(S, k). Usando que k é infinito, concluimos que VST)(P) =0

para todo r € A. Logo 7,(P) = 0, ou seja, P € ker(v,). [
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Capitulo 7

Exemplos

Para todo este capitulo fixe um ntimero natural n > 2 e k um corpo tal que char(k) nao
divide n. Fixe também ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade em &k (¢" =1 e ¢* # 1
para todo t < n).

Iremos aqui definir algumas algebras e aplicar os resultados do capitulo anterior para
mostrar que para estes exemplos, podemos dizer que se duas algebras tem as mesmas
H-identidades polinomiais entao elas sao isomorfas.

As principais referéncias para este capitulo sao os artigos [5], [9] e [17].

7.1 Os H -comobdulo algebras A, .
Defina a seguinte algebra dada por geradores e relagoes:
Hn2 = <xvy ‘ " = 17y$ = qu?l/n = O>

H,> é chamada algebra de Taft e o caso particular H; é conhecida como algebra de
Sweedler de dimensao 4.

Proposig¢ao 7.1.1. O conjunto {x'y’ | 0 < i,j < n—1} é uma base de H,2 (como espago
vetorial).

O resultado anterior pode ser feito usando o lema do diamante (Bergman [4]), e sera
omitido.

Proposicao 7.1.2. H,> é uma dlgebra de Hopf com A,ec e S definidas por

Alz) =z®x Aly) =ley+tye
e(w) =1 e(y) =0
S(x) =at=a"t S(y) =-yrt=—q"ly

A demonstracao do resultado anterior é uma checagem direta dos requisitos para uma
algebra de Hopf.
Agora fixados a, c € k, com a # 0 defina a algebra

Age = (z,y | 2" =a,yr = quy,y" = c)

Nosso objetivo é encontrar uma H,2-identidade polinomial para A,.. Para que isso
ao menos faca sentido precisamos da seguinte proposicao:
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Proposicao 7.1.3. A dlgebra A,. € um H,2-comddulo dlgebra com coagao
p: Ape — Aue ® Hy2 definida nos geradores de A, . por

ple) =z ®a
ply) =1Qy+y=
Este resultado também é de verificacao direta das condicoes para ser um H-comoddulo

algebra.
O resultado a seguir é um caso particular de resultados do Masuoka em [19].

Teorema 7.1.4.

a) Todo objeto Galois sobre H,2 € isomorfo a A, . para alguns a,c € k, com a # 0.

b) Aue = Ay o como Hy2-comddulo dlgebras se, e somente se, existe v € k, v # 0 tal
que a’ =v"a e d = c.

c) Se k € algebricamente fechado entao para todo a,c € k, com a # 0 existe ¢ € k tal
que Ag . = Ay o como H,2-comddulo dlgebras.

Demonstracao.

a) Este item ¢ um caso particular de [19, Proposicdo 2.17]".
b) Este item é um caso particular de [19, Proposi¢io 2.22b|'T .

c¢) A aplicacdo f(a,c) = A, ndo ¢é bijetora (pelo item anterior tome o’ = v"a e ¢ = ¢),
mas induz um isomorfismo f: kX /(k*)" x k — Gal(H?), pelas proprias relacoes do
item b). No caso particular que k é algebricamente fechado, (k)" = k*, de modo
que £*/(k*)™ = 1 e assim todo elemento de Gal(H,2) é do tipo A;. para algum
c€k.

Lembremos que como H,> tem dimensao finita, pela Proposicao 5.2.9 todo objeto
H,>-Galois ¢é isomorfo a “H,,2 para algum o. Logo, usando o teorema anterior, temos que
A = °H,2 como H,2-comodulo algebras. Serd importante notar que se denotarmos esse
isomorfismo por ¢: H,» — A,., pela demonstracdo da Proposi¢ao 5.2.9, ¢(u,) = =,

U(uy) =y e (1) =

Agora considere a aplica¢ao 7, da secao 6.3 aplicada a esse exemplo:
Yo - T(HHQ) — S(Hm) ® H 2
th — Z t?l Uh,
comi€Nehe{zy|0<1i,7<n—1}. Com o isomorfismo ¢, podemos considerar

L,: T(H,z2) — S(Hp,) ® Au.
th — Zt?lhg

T Masuoka diz que toda H,:-extensdo fendida B (uma &lgebra) sobre uma algebra C é isomorfo a uma
algebra By para algum d, com d = («,d,u,a,b) que, por sua vez, é um conjunto com «: C' — C um
automorfismo de élgebras, §: C — C uma (1, «)-derivagdo, u € C* e a,b € C.

Para noés, as H,,2-extensoes fendidas coincidem com os objetos H,2-Galois, e C' = k. Com isso, é possivel
verificar, usando as condigoes da defini¢ao de d em [19, Definicao 2.12] que aw = id,d = 0 e b esta livre, o
que nos permite tomar b = 0, ou seja By se reduz a B(,,,), que na nossa notacao é A, c.

it Essa particularizacdo segue a mesma, linha do item anterior. E importante observar um lema prévio no
mesmo artigo [19, Lema 2.19]
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que funciona como 7, na secao 6.3 e facilitard os calculos.
No nosso caso, os X-simbolos sdo os X! tal que i € Ne h € {x'y/ |0 <i,j <n—1}.
Como s6 precisaremos de alguns deles, vamos simplificar a notacao. Denote

E=X] X = X7 Y = X7.
Analogamente para os t-simbolos:
t =t} ty =17 t, =t

Note que:

i

[, (X) =tz

Io(Y) =ty +t,x
Para a préoxima proposicao precisaremos do seguinte lema:
Lema 7.1.5. Dados u,v € A, ., se vu = quv entao

(u+v)" =u" + 0"

A demonstracao do lema anterior é resultado imediato de [19, Lema 2.2].
Proposicao 7.1.6. O polindomio
P=YX—qgXY)"—(1-q)"X"Y"+ (1 —¢q)"cE"X"

¢ uma H,2-identidade polinomial para A, .
Demonstra¢ao. Vamos mostrar que I',(P.) = 0. Para isso, note que

[,(YX —qXY) = (tiy + ty2)ter — gtev(tiy + y,)
= ity + tyt,a? — qtutizy — qtgt,z’
= (1 = g)tits(yz — qry) + (1 — Q)tat,x
= (1 — q)t,t,2?

2

e assim

Lo((YX = gXY)") = (1 = )tatya?)"
= (1— g5t
= a’(1—q)"t)t].
Além disso,

[, (E™) =1t}
[y (X)) =tla™ = at?.
Usando o lema anterior temos também
Lo (Y") = (tiy + t,z)"
=t1y" + th”

= ct} +at,.
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Assim,
Lo(P.) = a*(1 —q)"taty — (1 —q)"aty(ct] + aty)) + (1 — q)"ctiaty
= (L—q)" (a®tpty — actit! — a®t}t] + actty)
= 0.
E portanto P, € ker (I'y) = I , (Aa)- |

Teorema 7.1.7. Seja k ¢ algebricamente fechado. Se Iy , (Aue) = Iu , (Aw) entdo
Ay e = Ay o como Hp2-comddulo dlgebras.

Demonstragao. Sejam P. € Iy , (A1.) e Po € I, (A; ) para alguns c¢,¢ € k como
na proposigao anterior. Como Iy , (Aue) = Iy , (A o), P, P € Iy , (A1). Logo
P.— Py €1y, (A1) e assim, I'o(P. — P) = 0.

Por outro lado,

[y(P.— Ps)=T,((c— )1 —q)"E"X™) = (1 — q)"t]t2.

Como (1 — ¢)™ # 0 pois q é n-esima raiz primitiva da unidade e n > 2, e ¢t # 0, entao
¢ =, garantindo que A; . = A; » e pelo Teorema 7.1.4, A, = Ay 0. [ |

7.2 As Algebras de Hopf Monomiais

Nosso objetivo é introduzir uma classe de algebras de Hopf que usaremos na proxima
secao. Para isso, vamos voltar um pouco aos cociclos e definir o conceito de dados de

grupo.
Dado um grupo G e k* o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis em k,
chamamos de cociclos de G os elementos de

Z2(G k) ={0: Gx G — k | a(h,k)o(hk,l) = o(h,kl)o(k,l) e o(h,1) = o(1,h) = 1}.
Z%(G, k*) ¢ um grupo multiplicativo, o que nos permite definir também a fungao bordo:

0: Homg,(G,k*) — Homyg,(G x G,k*)
f — F

tal que F'(g,h) = f(g)f(h)f(gh)~! para todos g,h € G. Usando a fungao bordo defina

também
BX (G, k) ={a(f) | f(1) =1},

Como B?(G, k*) é um subgrupo normal de Z?(G, k*), podemos considerar o quociente

Z2(G,k*)
2 X\ )
H*(G, k )_—2( )

Na verdade, nao ha dificuldade em generalizar esses conceitos da seguinte forma: Fixado
g um elemento central em G, considere

ZXG, k) = {0 € Z*(G,k*) | o(g,h) = o(h, g) para todo h € G}

By (G, k*) = {0(f) € B*(G,k*) | f(g) =1}
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que ainda serdo grupos, com BS(G,kX) subgrupo normal de Zg(G,kX) de modo que
fixados g1, g2 no centro de G definimos

72 (G, k)
2 X\ g1 )
H91,92(G’ k ) - Bi(G, kx)'

Note que H} (G, k*) = H*(G, kX).
Introduzidas essas defini¢oes e notagoes, vamos aos dados de grupo:

Defini¢ao 7.2.1 (Dados de Grupo). Definimos um conjunto de dados de grupo sobre k
como sendo a quadrupla G = (G, g, x,\), com G um grupo finito, ¢ € G um elemento
central fixado, x: G — k™ um homomorfismo de grupos e A € k, de modo que denotando
n:=o0(g) e d:=o0(x(g)) as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

e x(9) # 1,
e sen=dentao A =0,
e se A # 0 entdo x? = 1.

Definicao 7.2.2 (Isomorfismo de Dados de Grupo). Sejam G; = (Gi,g1,x1,A1) €
G2 = (G, g2, X2, A2) dois dados de grupo. Dizemos que G; e Gy sao isomorfos se, e
somente se, existe f: G5 — G2 homomorfismo de grupos tal que f(g1) = g2, x20 f = x1
e existe 6 € k* tal que \; = §% )y, com d; = o(x1(g1))

Vamos dividir os dados de grupo em seis tipos:
I A=0,d=nex?=1,
(I) AX=0,d=nex?+#1,
() A=0,d<nex?=1,
(

IV) A=0,d <n, x?# 1 e nao existe 0 € Z*(G, k*) tal que, para todo h € G,
X' ()o(h, g*) = a(g”, h),

(V) A=0,d<n, x?#1eexiste 0 € Z%G, k*) tal que, para todo h € G,
X (Mo (h, g*) = a(g”, h),

(VI) A#0 (logod <n e x?=1).

Seja G um grupo e y uma variavel. Considere a algebra de grupo kG, a algebra de
polinémios k[y| e a algebra kG * k[y| dada pela unido dos geradores e das relagoes de kG

com k[y|. Definimos
kG K[y

@) = =2

com [ o ideal gerado pelas relacoes
y? = \1—g)? e yr = x(2)xy, para todo z € G.

Proposicao 7.2.3. O conjunto {zy' |0 < i < d—1ex € G} € uma base linear para
A(G).
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O resultado anterior pode ser feito usando o lema do diamante como no artigo do
Bergman [4], e serd omitido.

Proposicao 7.2.4. A(G) € uma dlgebra de Hopf com A e e S definidas por

Alr) =2®x Aly) =10y+y®yg
ex) =1 e(y) =0
S(z) =27t Sly) =-yg!

A demonstracao do resultado anterior é uma checagem direta dos requisitos para uma
algebra de Hopf.

Finalizamos esta se¢ao enunciando um resultado feito por Bichon em [5] que determina
os objetos Galois de A(G) usando a classificagdo dos seis tipos de dados de grupo G que
fizemos anteriormente. O simbolo [] denotara o coproduto’ .

Teorema 7.2.5. [5, Teorema 2.1] Seja G = (G, g, x,\) um conjunto de dados de grupo.
Entao de acordo com o tipo de G temos a sequinte descricao de Gal(A(G)):

o Tipo I: Gal(A(G)) = H(G, k") x k,
o Tipos Il e IV: Gal(A(G)) = H*(G, k),
o Tipos III, V e VI: Gal(A(G)) = H*(G, k) HHdevgd(G, E*).

7.3 Algebras de Hopf Monomiais do Tipo I

Nesta se¢ao consideraremos A(G) sempre como uma algebra de Hopf monomial do tipo L.
Vamos definir mais uma algebra: Dados o € Z%(G,k*) e ¢ € k, defina A, . como a
algebra gerada por {u,,z € G} U{y}, com y variavel fixada, com as seguintes relacoes:

um1um2 == 0'(1'1, x?)uxlxg

Uy = 1
Uyty = X () Uy ty
d __
Uy = Cllga

para todos x,x1, 22 € G.

Proposigao 7.3.1. A dlgebra A,. €é um A(G)-comddulo dlgebra com coagdo
p: Ape — Ave ® A(G) definida nos geradores de A, . por

plug) = U, @ x
pluy) =1y +u, ®g.

Este resultado também é de verificacao direta das condicoes para ser um H-comddulo
algebra.

O Teorema 7.2.5 enunciado na secao anterior garante que para algebras de Hopf
monomiais do tipo I, todo objeto A(G)-Galois é do tipo A, para alguns o € Z*(G, k™)
e ¢ € k e mais ainda, A, . = A, » como A(G)-comodulo algebras se, e somente se, ¢ = ¢
e o ~o em H*(G, k).

T Um coproduto para uma familia {4;};cr de objetos em uma categoria € é um objeto S € € e uma
familia de morfismos {¢;: A; — S}ier tal que para todo objeto B € € e para toda familia de morfismos
{v;: A; — B};c; existe tnico morfismo ¢: S — B tal que v o ; = v; para todo i € I.
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Podemos definir os mesmos X-simbolos

E=X/ X =X{ Y = XV

e os t-simbolos:
t =t ty =7 t, =t
da se¢ao 7.1. Ainda com célculos analogos podemos concluir que
P=YX—qgXY)"—(1-q)"X"Y"+ (1 —¢q)"cE"X"
¢ uma A(G)-identidade polinomial para A, .
Teorema 7.3.2. Suponha que k seja algebricamente fechado. Se
La@)(Ase) = La) (Ao )

entio Aye = Ay o como A(G)-comddulo dlgebras.

Demonstracao. Da mesma forma que foi feito no Teorema 7.1.7 podemos garantir que
¢ = ¢. Vamos mostrar que o ~ ¢’ em H?*(G, k).

Para isso, defina k°G' como a subdlgebra de A, . gerada pelos u,,x € G e relagoes u; =1
€ Uy, Uy, = 0(T1, T2) Uy, 4, Para todos 1, z9 € G e considere o diagrama:

]kg(k’aG) % T(ng) #) T(ng) & k°G
L LT LS
Ta@G)(Ase) — T (Xa@) — T (Xa@) ® Aoe

©, ¥ e v sao inclusdes naturais e portanto injetoras. tg é dado por um lado por vr e
por outro pela inclusao da subéalgebra k°G' em A, . e portanto injetora. 7, e I'; sao as
aplicagoes ja fixadas no texto, que fazem com que as linhas horizontais sejam exatas pois
ker(v,) = I (k°G) = Im(p) e ker(I'y) = Iac)(As,e) = Im()).
O diagrama claramente ¢ comutativo e com isso Im(t) = Ia@)(Asc). De fato, dado
P € I,c(k°G) entao tsv, o ¢(P) = 0. Logo I', o 1) o 1(P) = 0, logo, T'x(P) = 0, ou seja,
Pe IA((G) (Amc).
Afirmamos que

Ikg(k'UG) = T(ng) N [A((G) (Aa,c>~

A inclusao C é clara. A inclusdo contréaria ¢ valida pois, dado P € T'(Xua) N Lac)(Ase),
0="T,(P) =Tso0ur(P)=1ts07(P)=(P).
Portanto P € I5(kG). Agora como 1) (Asc) = La@) (A ), temos
Lia(kG) = Lia(k°G).

Terminamos a demonstragdo usando um resultado do Aljadeff [1, Secao 2| que garante
que nesse caso, o ~ o' em H?*(G,k>). [ |

O final deste trabalho pode fazer o leitor se perguntar: “E quanto as algebras de
Hopf monomiais dos tipos II a VI?” E exatamente essa a pergunta que ira nortear nosso
trabalho a partir de agora, por recomendagao inclusive do proprio Kassel.

Como citado aqui, o artigo do Bichon [5, Teorema 2.1] classifica os objetos A(G)-Galois
para todos os tipos de algebras de Hopf monomiais, nao s6 as de tipo I. Nosso objetivo
¢ usar essa classificacao para obter resultados analogos para as demais algebras de Hopf
monomiais, com énfase nas de tipo II, por sua proximidade com com as de tipo L.
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