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Resumo

Com base nas estimativas de Carleman e sob certas condigoes de decaimento expo-
nencial linear provamos, unicidade para equacgoes do tipo: Burgers, Kuramoto-Sivashinsky

e Schrédinger.

Palavra-chave: Solucoes, Unicidade, Equacoes dissipativas, Desigualdade de Carleman.
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Abstract

Based on Carleman’s estimates and under certain conditions of linear exponential
decay we prove uniqueness for equations of type: Burgers, Kuramoto-Sivashinsky and

Schrédinger.

Key words: Solutions, Uniqueness, Dissipatives equations, Carleman’s estimates.
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Lista de Simbolos

() = subconjunto nao vazio aberto de um espaco euclidiano R";

C*(Q) = {u: Q — R;u é continuamente k vezes diferencidvel} ;

C*(Q2) = {u: Q — R;u ¢é infinitamente diferenciavel} ;

Cr(Q) = {u € C*(); 0%u ¢ limitada, V|a| < k};

Cpo(Q) = {u € C>(Q); 0%u & limitada, Vo € N} ;

C§ () = {u € C*(2); 0”u se anula no infinito, V|a| < k} ;

C5o(Q) = {u € C*(Q); 0*u se anula no infinito, Va € N} ;

C¥(2) = {u € C*(2); supp(u) é compacto} ;

C(02) = {u € C™(Q);supp(u) é compacto} ;

LP(Q)) = {u 1 Q0 — Ry u & mensurdvel e [|ul|,q) = [/, u(x)pdxﬁ < oo} ;

LP

P() ={u:Q— R;u é mensuravel e [, u(z)Pdz < 0o, VK C Q compacto} ;
W#P(Q) representa o espaco de Sobolev de indices s e p;

H°(©) = W2(@);

C([0,0), L*(R)) = O fecho do espaco C} ([0,00) x R) na norma |jul| =
sup [u(t, )| 2 + sup, [|Gru(t, -)||2;

C1([0,0), H}(R)) = O fecho do espago C! ([0,00) x R) na norma ||ul =
sup, [lu(t, )| ar + sup, [|Ovult, )|l

u representa a transformada de Fourier de u com relacdo a variavel espacial x;
[A, B] = AB — BA;

P(x1,...,x,) representa um polindmio nas variaveis (x1,...,z,);

A 2 B denota que existe uma constante C' > 0 tal que A > CB;
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L(X,Y) espaco de fungoes lineares f: X — Y.

vi



Introducao

Em 1939, Torsten Carleman introduziu em [5] algumas estimativas de energia com
peso exponencial para provar resultados de unicidade para algumas equacgoes diferenciais
elipticas (PDE) com coeficientes suficientemente regulares em dimensio 2. Este tipo de
estimativa, agora chamada como estimativa de Carleman, foi generalizada e sistematizada
por Lars Hormander e outros autores para uma classe maior de operadores diferenciais de
dimensao arbitraria ver [I5, (16, 46]. A técnica de estimativas de Carleman foi além das
equacoes elipticas e tem sido aplicadas para obter resultados como continuidade finica, e
no caso de equacoes do tipo parabolicas torna-se essencial. Também é utilizado na teoria
de controle de EDP, para equacgoes de evolucao, com solugoes num espaco determinado

para as condicoes iniciais.

Nesta tese, primeiramente, estudamos a seguinte equacgao, chamada aqui de equacgao

do tipo Burgers,

Oy + 02u = a(u)d,u, (1)
com a uma funcdo real de classe C*(R), tal que |a(s)| < M, (]5\ + \s|l), para algum
leZt, 1>2.

No caso de a(s) = s, a equacio é chamada equacao de Burgers. De fato, fazendo a
seguinte mudanca de varidvel ¢ = —7 obtemos

Oru + udyu = O2u; (2)
Inicialmente, consideremos

ft, ) = Xyt x), (3)
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com u solucao da equacao , ¢ € C*(R) e b um parametro em func¢ao de A > 0, que seré

escolhido apropriadamente. A seguir geramos uma nova equacao utilizando em
Of = (Sx+ ANf =a(u) (=1 ¢"- [+ 0:f), (4)

com S, e A, termos simétricos e anti-simétricos, respectivamente.

Assim, para cada t, sob hipoteses de decaimento em z, obtemos

/loo /R lu(t, z)|” dxdt < oo. (5)

Logo, utilizando as propriedades da equagao , resulta que
u =0, (6)

ver Capitulo 2.

No Capitulo 3, consideramos uma equacao do tipo Kuramoto-Sivashinsky, a saber
Opu + 0?u — Otu = a(u)d,u, (7)

com |a(s)| < My(|s| + |s|'), a € C®(R,R), para algum [ € Z*, [ > 2.
Observamos que a equacao é uma modificacao da equacao introduzida inicialmente

por Kuramoto, i.e.,
O + Vv +4Viv + vV, = 0, (8)

considerada em |28, 29, [30], para o estudo da turbuléncia de fase na reacao de Belousov-
Zhabotinsky. Uma extensao da equagio ({8), para duas ou mais dimensoes espaciais, foi
desenvolvida, por Sivashinsky em [10] B34, B7] no estudo da teoria de propagagao de cha-
mas no fluxo turbulento de uma mistura de combustivel gasoso. A equacao de Kuramoto-
Sivashinsky tem algumas aplicagoes em areas que incluem a representacao de uma classe
de formagao de padroes, ver [40l 42], o modelo de bifurcacao e caos, ver [I], 32], na descri-
cao de flutuacoes da posicao da frente de chamas, ver [10, 11}, no movimento de fluidos
numa parede vertical e reacoes quimicas com oscilacoes espacialmente uniformes sobre

um meio homogéneo.
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Uma classe mais geral do modelo da equacao foi introduzida e discutida em [14]
Oru + Budyu + adu + y0iu = 0, (9)

com «, 3,7 € R\ {0}, paran = 1.
Observamos que a equagao (7)) ¢ um caso particular de (9)), quando a(u) = w.

Os primeiros resultados de existéncia global de solugoes classicas de podem ser
vistos em [33] e [38]. Além disso a equagao foi estudada para existéncia de solugoes

periodicas em [4] e [27].

Assim, de maneira analoga ao Capitulo 2, estudamos também condicoes de decaimento
na solucao para a equacao , suficientes para que sejam satisfeitas apenas pela solucao
nula. Demonstraremos que impondo um decaimento exponencial linear relativo a uma

funcao peso de Carleman podemos concluir a unicidade.

Para isso tomamos
ft,z) = u(t, z), (10)

com u solucao de , r = x — bt e b um parametro em funcao de X > 0, que sera
escolhido apropriadamente. Em seguida, fazemos uma descomposicao do operador em
termos simétricos e anti-simétricos denotados por Sy e A,, respectivamente, para gerar

desigualdades para f com uma funcao peso para f (como foi utilizado em [46]), ou seja
Ohf —(Sx+ AN f=alu) (X000 f+ 0.f);

deste modo, podemos garantir a integrabilidade com respeito a ¢ da norma L?(R) de u,

/ / |u(t, z)|* dxdt < oo.
1 JR

Logo, usamos as propriedades da equacao e sob hipéteses de decaimento em x garan-

isto é

timos que u é a solucao nula.
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Observamos que o b acima citado nao pode ser arbitrario. De fato, no caso da

equacao de Kawahara
Ovu + 802u — EPu = a(u)dyu, (11)

com 6 € RN\J0} e £ > 0, em [8] obteve-se que sob a hipotese b > CN°, com C uma,
constante positiva e com condicoes de decaimento da solucao, a tnica solucao ¢ a nula, e

tal hipdtese nao pode ser retirada.

Note que, a equacao KdV é um caso particular da equacao de Kawahara quando § =1 e

& =0, ou seja,
o+ O3u = a(u)0,u;

esse caso foi estudado em [23]; assim temos que para todo b € R e sob condigoes de

decaimento segue que a tnica solucao é a nula.

No Capitulo 4, sera aplicada uma técnica baseada na proposta de Escauriaza, Kenig,
Ponce e Vega em [6], para demonstrar condi¢oes de decaimento para equacao linear de

Schrédinger de quarta ordem com potencial real
(0, —1(02+0))u=1iV(t,z)u, z€R, t€0,00), (12)

com u : [0,00) X R — C, e demonstrar que a tinica solugao é nula.
A equacao foi estudada inicialmente por Karpman em [22] e Karpman-Shagalov
em [21],

2 4
(00 10w N0

5 T age T g T =0, (13)

considerada de maneira unidimensional, para o estudo da influéncia de dispersao de ordem

maior em ondas solitarias em fenémenos de instabilidade e colapso .

Além disso, um estudo do problema de valor inicial para equacao de Schrodinger de quarta

ordem com diferentes termos nao lineares foi feito em [24], [18], [I3], [19], [44], [43] e [45].

A presente tese estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, revisamos alguns

conceitos basicos e defini¢oes, como por exemplo, definicao e propriedades dos espacos L”

4
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e Sobolev, além de alguns resultados importantes para o desenvolvimento do trabalho.
No Capitulo 2, apresentamos propriedades e um teorema de unicidade para a equacao
do tipo Burgers. No Capitulo 3, apresentamos propriedades da solucao da equacao do
tipo Kuramoto-Sivashinsky, assim como desigualdades com uma funcao peso adequada
para f e finalmente apresentamos um resultado de unicidade para ela. No Capitulo 4,
apresentamos um teorema de unicidade para a equacao linear de Schrédinger de quarta
ordem com potencial real. Finalizamos, apresentando um apéndice, com as demonstracoes

de alguns resultados utilizados e que foram omitidas ao longo do texto.




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e resultados que serao tteis nas de-

monstragoes ao longo do trabalho.

1.1 Espacgo LF(Q2)

O espaco LP forma uma classe de espacos de Banach de funcoes f com a norma
definida em termos da integral de f.
Considere o espago mensuravel (X,M,M)F_:]. Se f é uma funcdo mensurdvel em X e

1 < p < o0, definimos

1/p
HfHLp(X):(/X !flpdu) Cl<peoo

[f 1l e (x) = supess,ex{[f(2)[},  quandop = oo.

(permitimos a possibilidade que || f{| ,x) = o0), e definimos
LPX M, p) ={f:X = C: fémensuravel e | [, < oo}, (1.1)

abreviamos LP(X, M, ) por LP(X), ou simplesmente L? quando isto ndo cause confusao.

Proposicao 1 (Desigualdade de Holder). Suponha que 1 < p < oo e %4— L = 1(isto ¢,

p

P =p/(p—1)). Se f e g sao fun¢oes mensurdveis em X, entao

HngLl(X) < Hf’ LP(X) ”gHLp’(X) .

! 11 denota uma medida
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Ver [9, pag. 182].

Proposicao 2 (Desigualdade de Minkowsky). Se 1 <p <oc e f, g € LP(X), entao

1f+ gHLP(X) < Hf”LP(X) + ||g||LP(X) : (1.2)
Ver [9 pag. 183].
Proposigao 3. C°(R%) ¢ denso em LP(R?) (1 < p < 00).
Ver [9, pag. 245].

Definigao 1 (Derivada fraca). Seja Q C RY, a multi-indice, dizemos que a distribuicdo

v € a deriwada fraca de ordem o de w se v € L, () e

/uf)acp dx = (—1)l / v dx,
Q Q

para todo p € CX(Q).

1.2 Espacgos de Sobolev

Nesta segao, apresentamos alguns resultados dos espagos de Sobolev que facilitarao
a apresentacao dos resultados desta tese. As demonstracoes dos resultados aqui enuncia-

dos podem ser encontrados nas referéncias |2 [3, 9] 17, B1], 39].

Introduzimos o espago de Sobolev de ordem inteira e algumas das suas mais importantes

propriedades. Estes espacos podem ser definidos em qualquer Q C R? e sao subespacos

de LP(Q).

1.2.1 Definicao e propriedades béasicas

Definigao 2 (Norma de Sobolev). Sejam ||-||,,, , com m um inteiro positivo e 1 < p < oo,

P

definido por

1/p
W, =1 Do lolZ] , se1<p<oo, (1.3)
0<]al<m
[l = o 0% s p=oc (1.4)
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para qualquer fungdo v onde o lado direito faga sentido, [|-||, denota a norma LP(2).

Defini¢ao 3 (Espaco de Sobolev). Para qualquer inteiro m >0 e 1 < p < oo considere-

mos trés espagos vetoriais com norma ||-||,,, -

a) H™P(Q)) = o completamento de {v € C™(Q) : ||v < 00} com respeito a morma
m7p

H Hm,p’

(b) Wmr(Q)={ve LP(Q) : 0% € LP(Q) para 0 < |a] < m}, onde 0% € a derivada
parcial fraca na Definicaoll], e

(c) WP (Q) = o fecho de C°(Q2) no espago W™P(Q).

Assim, cada um destes espacos junto a norma de Sobolev, sdo chamados de espacos
de Sobolev sobre Q. Claramente Wo?(Q) = LP(2), pela densidade de C°(Q) em LP(1),

se 1 <p < oo

Para qualquer m inteiro nao negativo, temos o seguinte mergulho
WP — WmP(Q) — LP(Q).

Seguira do Teorema [2} ver se¢do 1.2.2, que H"™P() = W™P(Q) para cada .

1.2.2 O espaco de Sobolev W7 (Q)

Nesta secdo, consideramos m inteiro e 1 < p < oo fixos, p’ tal que z% + Il) =1le

(u,v) :/Qu(:z:)v(x)dx,

para quaisquer funcoes u e v, para o qual o lado direito faca sentido.

Dado o inteiro n > 1 e m > 0, seja N = N(n,m) o ntimero de multi-indice o« =
(o, ..., ) com |a| < m. Para cada multi-indice « seja Q, = 2, em uma copia diferente

de R™, assim os (2, serdo mutuamente disjuntos, Q™ = Ujaj<m$a-

Definicdao 4 (Dual de LP(Q™)). Para cada L € (LP(Q))’, com 1 < p < oo, existe um

inico v € LY (Q™) tal que para cada u € LP(QM™),

L(u) = /mm u(z)v(r)dx = Z /Q U (T) Vo (x)dx = Z (Uq, Vo)

|| <m la|<m
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com Uy , Vo as restricoes de u e v, respectivamente, para cada Q.. Mais ainda

HLH(LP(Q(m)))’ = HU“LP'(Q(m)) .

Assim,

/ /

(LP(Q(m))) =P (Q(m))_

Teorema 1. Seja 1 < p < oco. Para cada L € (W™P(Q)), existe um elemento v €

LP(Q™), tal que a restricio de v em Q™ € v,, temos para todo u € W™P(Q) que

Llu)= Y (0"u,va),

0<|a|<m

Além disso,
HLH(Wm,p(Q))/ = inf ||U”Lp’(§z<m>) = min HUHLP'(Q(m)) :
Ver [2, pag. 63].
Teorema 2. Se 1 < p < 0o, entdo
H™P(Q) =W™P(Q). (1.5)
Ver [2, pag. 67].
Corolario 1. Wy P(RY) = Wmr(R9).

Ver |2, pag. 70].
Observamos que C>°(R?) ¢ denso em W™P(R?). E no caso p = 2, denotamos H™?(Q)) e

WmP(Q)) por H™(Q) e W™(€)), respectivamente.

Definigao 5. Seja s um nimero real. O espaco Sobolev H*(R?) consiste das distribuicoes

temperadas u tal que u € L} (R?) e

Hw;:/(H%ﬁWmW%<m (1.6)
Rd
Ver [3, pag. 38].

Proposigao 4. O espaco H*(R?) com o produto escalar

(o) 1= [ 1+ 1P alTEE

€ um espaco Hilbert.
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Ver [3] pag. 38].

A familia dos espacos H® é decrescente com respeito a s. Além disso, temos a seguinte

proposicao.

Proposicao 5. Se sy < s < s1, entdo temos que

1-0

e = HUHHSO 2151 com s=(1—6)so+ 0s.

| Jul

Ver [3, pag. 38].
Quando s é um inteiro nao negativo, usando a férmula de Fourier-Plancherel, segue que
o espaco H* coincide com o espaco das funcdes, v € L? e 0% € L? para cada o € N¢

com |a] < s, ou seja, como descreve-se na seguinte proposigao.

Proposicao 6. Seja s um inteiro ndo negativo, entdao
HYRY) = {u e L*(RY) : 0°u e L*(RY), V|a| < s}, (1.7)

com a sequinte norma

1/2

o 112
Hs(Rd) *= Z 10 u”L?(Rd) ) (1.8)

laf<s

[l
ver [39, pag. 2]. Devemos notar que a norma ([1.8) é equivalente a (1.6)).

No caso em que s é um inteiro negativo, o espaco H® é descrito pela seguinte proposicao.

Proposigao 7. Seja s um inteiro positivo. O espago H~*(R?) consiste das distribuicoes
que sdo as somas de funcoes L*(R?) e de derivadas de ordem menor ou igual a s de

fungoes L*(RY), isto ¢

H RN :={uecD u= Z 0%Gas go € L*(RY), Y]a| < s p,

lal<s
com a sequinte norma, que € equivalente com (1.6]),

1/2

lallzr-e ey == 0E S L > gallpzeay | u= D 0%gas ga € L*(R?), V]| <s

la|<s || <s

(1.9)

10
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Proposigao 8. Se s > d/2, entdo para cada u € H*(R?), temos que
[ufl foo < 00
Demonstragido: Basta demonstrar que u € L'(R) . De fato
fillsge) = [, )]
$/2 |~ —s/2
= [ (I @O+ 1) e

: ( / (1+[¢P)’ m@)mg) v ( / (L4 dg) 12

<C|lull s ay - (1.10)
Logo, aplicando transformada de Fourier inversa e (1.10]), temos

Ju(z)] =(2m)~"

[ e aa
Rd

H‘S(Rd) 9 \V/ZE E Rd

<C'[|ul

Teorema 3 (Mergulho do espago Sobolev ). Suponhamos que s > k + g.
(0°u) ‘ oo

a. Seu € H*(R?) entio (0*u) € L' e

< C'lull s (gay para || < k, onde C

LY(R4)
depende somente de k — s.

b. H*(RY) C CE(RY) e além disso, para todo u € H*(RY) existe uma constante C' > 0

tal que

> 0%l aqgay < Cllul

lal<k

Hs(Rd) -

Ver [9, pag. 302].

Proposicao 9. Sejam F € C°(R?) e F(0) =0 e s > d/2. Entdo, para u € H*(R%) N
L>®(R%), tem-se

£ ()]

ey < CG6) (Il ) (1+

HS(]Rd)> :

Ver [39, pag. 12|

11



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 4. Sejam 1 <p<d e % + ]% = 1. Entao, existe C' > 0 tal que
ol oy < C 1Dl gy Yor € CLRE),

sendo C uma constante de depende de p e d.

Ver [7, pag. 265.

Proposigdo 10. Sejam g € CY(R) e € > 0. Entdo, existe uma constante C > 0, tal que

/MSE lg(z)]? dx < eC (/nggzs lg(x)]? dx + /ME |g’(:v)|2dx) . (1.11)

Demonstragido: Seja 3:R — [0,00) e 3 € CY(R)

1, |z|<e

0, 2 <l|a|

segue da definicdo de S que supp(8) C {x € R: |z| <2¢} e do Teorema {| para Sg €
CH(R); assim

/| R / Ve ax
<de / @@ e
<o /| @) e /| . ) (o) ax)

=y o @ /| @ ax)
<ze (L (190} soFax+ [ 15 ax)

e<lol<2e e<|w|<2e |z|<2e
e ([ wfes [ lee),
e<|z|<2e |x|<2e
com Cp . = max {23 max {|3'(z)[*}, 23}. [ ]
e<|x|<2

12



Capitulo 2

Uma equacao do tipo Burgers

Nesta capitulo, trabalhamos com a equacao do tipo Burgers

O+ 0*u = a(u)O,u, = €R, t€0,00), uec CH[0,00), H(R)),

em que a ¢ uma funcao real de classe C*(R), a(0) =0 e

la(s)] < M, <|3| - |3|l> , para algum [ > 2 [ € Z",

(2.1)

(2.2)

com M; uma constante positiva. Se u for solugao fraca da equagao (2.1)) impomos condi-

coes de decaimento exponencial linear tanto para u como para as derivadas de w.

A seguir, enunciamos o teorema principal deste capitulo.

Teorema 5. Seja u € C'([0,00), HY(R)) uma solu¢io de (2.1), com a(s) satisfazendo

(2.2)). Se existem \g > 1, co >0, My >0 e M3 > 0, tais que

2
sup [[u(t, )| @) < Mo,
20

t>0

t>0

para

A > max {)\0, coM? (1 + M§(H>> <M3 + (MzMg)l/Q)} e b> 3\,

entao,

13

sup/ Py (¢, 1) dx < M,
R

sup/ ANe= (i) (t, £)dx < oo, com j € {0,1,2},
R

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)



CAPITULO 2. UMA EQUACAO DO TIPO BURGERS

Agora, para o caso b = 0, necessitamos acrescentar uma hipotese adicional.

Teorema 6. Seja u € C'([0,00), HY(R)) solugdo de (2.1), com a(u) uma fungao real,
satisfazendo (2.2)).Se existem N\og > 1, ¢ > 0, My >0, M3 >0 e d > 0, tais que

u(t,z) =0, Vtel0,00)e |z] <6, (2.8)
sup HU(t, )H?{l(R) < Mo, (29)
>0
Sup/ ellu?(t, x)dx < Ms, (2.10)
>0 Jr
sup/ N (@Iu)?(t, x)dx < 00, com j € {0,1,2}, (2.11)
>0 Jr
para
A > max {)\0, coM? (1 + Mf“‘”) <M3 + (MzMg)l/Q) } , (2.12)
entao,
u=0.

Observacao 1. Na hipdtese do Teorema[a’] (respectivamente o Teorema @, se M3 for sufi-
cientemente pequeno, podemos substituir (2.6) (respectivamente (2.12)) ) por A > max{\g, coM?}

e obter o mesmo resultado.

Note que o Teorema |§] tem uma hipotese adicional , em comparacao do Teorema
bl Antes de iniciarmos a demonstracao desses teoremas, apresentamos alguns resultados
necessarios que serao utilizados ao longo deste capitulo. Mais precisamente, usando as
hipoteses (2.3)-(2.5) e definindo uma nova funcio f := f(t,z) = M)y (t, ) desenvolve-

remos desigualdades satisfatérias para f.

2.1 Termos simétricos e anti-simétricos

Esta secao sera dedicada a construcao de uma nova equacao semilinear para uma

funcdo na forma f = e

u, com u solugao da equagao (2.1). Definimos Sy e A, como sendo
os termos simétricos e anti-simétricos, respectivamente, para a nova equacao semilinear

e assim apresentamos uma funcao ¢y com certas propriedades especificas que permitira

definir 6.

14



CAPITULO 2. UMA EQUACAO DO TIPO BURGERS

Seja u solucao da equagao (2.1]), consideramos a seguinte func¢ao
f(t,z) = Dy (t, z), (2.13)

com 6(t,z) uma funcdo suave a ser construida posteriormente.

A seguir, substituindo (2.13) em (2.1), temos
8tf :e)‘g)\&ﬁ - U+ 6)\08{&
=200 - (e M f) + M (a(u)0,u — O2u)
=X0,0 - f — €02 (e f) +eMa(e ™ £)d, (e7F)
=X0,0 - f — 02 (e f) +a(e ™ f) (=00 - [ + Ouf);
disto, temos

Ohf — 00 - [ +eN0: (e f) =F, (2.14)
com F :=a(e ™ f) (=\0,0 - f +0.f).
Vamos, associar lado esquerdo de (2.14) os termos simétrico e anti-simétrico com a fina-

lidade de gerar desigualdades com uma funcao peso para f (como foi feito em [46]). Para

isto, definimos os seguintes operadores que estao bem definidos pela escolha de 6 :

Ry:[0,00) — L(H2(R), L*(R)) 15
b (gl 0 ) |

R} :[0,00) — L(H*R),L*(R)) (2.16)
tos (gt ) e eIy 2 ))) '

Usando (2.15) e (2.16)), temos o seguinte Lema.

Lema 2.1. Sejam g, h € H*(R), seque que
[ @@o@nar = [ gmamear (2.17)
R R
Demonstragao: Utilizando H?(R) C C}(R) e integragdo por partes, resulta a demons-

tracao do Lema. [ |

15



CAPITULO 2. UMA EQUACAO DO TIPO BURGERS

Logo, para definir as partes simétricas e anti-simétricas, tomamos os seguintes termos:

Sy = — Ao+ Tt
L (A2 (0:0) — X020 — 200,00, + 02) + (A2 (9,0) + \920 + 220,00, + 02)
= - t
2
= — 00 + N (0.0)° + 7, (2.18)
R
(A2(0:0)* = N20 — 2X0,00, + 02) — (A2 (0:0)° + NO20 + 2X0,00, + 02)
B 2
=— X (020) —2X (9,0) 0, (2.19)
Ay =0, + A, (2.20)

Entdo, utilizando (2.18)-(2.20), tomamos S, como a parte simétrica e A, como a parte

anti-simétrica.

Logo, segue do Lema [2.1] que:

/R (Sa(1)g) (@) h(x)ax = / g(@)(S\(Dh)(x)dx, Vg,h € HX(R), (2.21)

/R(;h(t)g)(x)h(x)dx == /Rg(w)(gx(t)h)(@d& Vg, h € H*(R). (2.22)

Em seguida, precisamos de uma funcao adequada para gerar desigualdades satisfatorias

para f, com propriedades muito especificas, para isto apresentamos o seguinte lema.

Lema 2.2. Eziste uma funcdao @y € CHR) par e ndo negativa com as sequintes proprie-

dades:

R
(i) it Ieh(r)] = 1.

(i) lgo(r)] <3, VreR,

16



CAPITULO 2. UMA EQUACAO DO TIPO BURGERS

(i) 0<@’(r) <1, VYreR,
. 2 .
(iv) o (r) =1,  V|r|<3,

(v) (’0[(]2) ¢ decrescente para r > %,

(vi) 3 Cy > 0 constante, tal que

e <yl VrelR, (2.23)
e <@ (r),  VreR, (2.24)
dk
gok(r) SC'lso[()Q)(T)a VreR, k=3,4. (2.25)
"

A construgao de ¢y pode ser vista no Apéndice [A.T]

A partir das propriedades de ¢q , apresentadas no Lema consideremos as seguintes

escolhas p = 2 e
O(t,z) = p(xz — bt), (2.26)

com b > 0 que sera escolhido na Proposicao [12]

Logo, utilizando as propriedades da funcao ¢ seguem as propriedades de grande

utilidade para a demonstragao do Teorema [o]

2.2 Propriedades da solucao

Nesta secao, apresentamos as propriedades da solugao. Inicialmente consideramos
u(t,-) € H'(R), utilizando as hipoteses de decaimento (do Teorema [5)) obtemos maior
regularidade de u, isto &, u(t,-) € H*(R), V ¢ € [0,00). A seguir faremos isto com mais

detalhe.

Proposicao 11. Seja u solucdo de tal que u € C*([0,00), H'(R)) e p € C*(R)
definido no Lema[2.9

(i) Se u satisfaz (2.3), entao u € L>([0,00) x R).

(ii) Se u satisfaz (2.5), entdo u(t,-), X "Mu(t,-) € HA(R), Vt € [0, 00).

17



CAPITULO 2. UMA EQUACAO DO TIPO BURGERS

Demonstragdo: Vamos demonstrar (7). Pelo Teorema [3] segue que @ € L. Logo,

aplicando a transformada de Fourier inversa, temos que existe uma constante C' > 0 para

utt,) = )| [ eixéaa,adg\

< @m) Al ) p e
< Clut, ')HHl(R) ) VzeR.

todo t € [0, 00),

Logo, usando ([2.3)) segue
1
”uHLOO([O,oo)X]R) < C sup |u(t, ')HHl(]R) < CM;.
te[0,00)
Agora vamos demonstrar (ii). De (2.5) e (2.23) temos

/ 2@ (R )2 (¢, x)dx < O / NPV 9hu)? (¢, z)dx
R

R

<oo, k=0,1,2. (2.27)
Agora, como A > 0, ¢ uma fungdo positiva e vale (2.27)), segue que

/ (Dult, :1:'))2 dx < / 2P (9Fy(t, x))%dx < 00, k=0,1,2.
R R

Dai, u(t,-) € H*(R), Vt € [0,00).
Por outro lado, como
k
8k )\cp z— bt) Z ( ) )\go(w bt) ) al;—ju
7=0
[k
= Mgk, 4 Z ( ,)P()\, @ @ Wbt gh=dy,
. J
7j=1

utilizando as propriedades de ¢ no Lema , obtemos uma constante C' > 0 tal que

k
/ ‘(95 (e’\‘P(m*bt)u(t, x)) ‘2 dx < 62/ ezA@(xfbt)(aguf(t, r)dx, k=0,1,2.
R =0 R

Portanto, por (2.27), concluimos que e’y (t,.) € H?(R), V ¢ € [0, 00).

18
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2.3 O comutador [S), A)]

Nesta se¢ao, estudaremos o comutador [Sy, A,|. Para demonstrar a positividade de

([Sx, Ax]f, [) sera suficiente considerar b > 3\.

Primeiro, faremos algumas manipulagoes algébricas no comutador:

[S)\> A)\] - S)\A)\ - A)\S)\
— ANY(D,0)%0%0 — AN20,007 0 — ND'0 + ADP0 — AN(D°0)D, — 4N(020)D
— 403 (0,0)% (020) — 4 220,002 ,0 — NI20 + N30 + 0, (4020 9,) . (2.28)

Dai, com as derivadas de # limitadas, verificamos que o comutador pode ser expressado

na forma
[Sx, A\] = bo(t, ) + 0, (b1(t, 2)0,), (2.29)
comb; € C,(R), j=0,1e
by = 4X*(8,0)%020 — 4X*0,002 ,0 — ND,0 + NJj6 e
by = —4020.

A equagao (2.29) sera utilizada para demonstrar a positividade de ([Sy, A,]f, f), ponto

chave para demonstracao do teorema principal.

Em seguida, descrevemos o comutador no espago H?*(R).

Lema 2.3. Para cada t € [0,00) fizo, o comutador
[Sx(), Ax(®)] - H*(R) — H7Y(R)
N N O N0
¢ uma funcao linear e continua.
Demonstracgao:

Iniciamos a demonstragao notando que para cada t € [0, 00), existem fungoes gj €

C,(R) de modo que podemos escrever [Sy, A,] da seguinte forma
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co1m

fl;() - b07
gl - axbla
52 = b17

disto segue que [S), A,] € linear.

Agora, provaremos a continuidade. Seja f € H%(R), entao podemos escrever
by02f =08, (20, f) — Dubod, f.
Dali,

[S)\, A)\]f :gof +glazf +62a§f
:gof +glaxf + ax(EZaxf) - a’l;g?axf
:4ﬁ+(a_@@)@f+@@ﬁJ»

Assim, geramos as seguintes fungoes f; € L*(R) e uma constante C' > 0 tais que

1
[Sx, ANf =D fs,
=0

1fill oemr < C Il f 2wy s V5 =0,1,
(®) (®)

sendo

fo=bof + (b= 0ubs) 0uf e

fi = a0, f.

Assim, utilizando a Proposicao [7] resulta que
[S)U A)\]f € H71<R)7

e existe uma constante C' > 0 tal que

1[Sx: AN f 1@y < C I i) -
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Agora, definimos ( , ) de modo que tenha um comportamento sesquilinear continuo

para H '(R) x H*(R). Para isto, definimos a forma sesquilinear

(,): HR)x H*(R)

— C
_ 2.30
(g, 1) — /Rg(x)h(x)dx ( )

de (2.30) e da Defini¢ao [5] segue que (, ) é continuo.

Agora para o caso s = 2, como H '(R) C H%(R) temos que {, ) ¢ uma forma sesquili-

near continua em H '(R) x H*(R).

A seguir utilizando (2.30) para [Sy, A\]f € H'(R) e f € H*(R) com imagem real,

apresentamos o seguinte lema.

Lema 2.4. Para cada t € [0,00) e f € H*(R), tem-se

1

([Sx, Axlf, ) ZZ(—l)j/ij(t,x)(aif)de.

=0
Demonstragido: Sejam ¢ € [0,00) e f € H*(R). Utilizando a continuidade de ( , )
temos

(S ANDLS, ) =

J

AR

Il
o

0(b;(t, 2)0f), f>

]~

(0%(b;(t, 2)91), f)

0

.
I

] -

(=1)7 {(b;(t, 2)01.f), OLf)

0

.
=

(-1)]’/ij(t,x) (2 1) ax.

<.
Il
o

2.4 Desigualdades com peso para f.

Nesta se¢ao, apresentamos proposicoes fundamentais para as demonstracoes do Te-
orema [o] e do Teorema [6] A seguir, a seguinte proposi¢ao demonstrara a positividade de

([Sx, Ay] f, f) utilizando b 2 X e (2.26). A demonstragdo é de muita importancia para
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concluir o Teorema |5l Por outro lado, para facilitar a notacao, a partir daqui denotamos

por Sy e Ay ao invés de Sy(t) e A,(t), respectivamente.

Proposig¢iao 12. Sejam f € H*(R) e ¢ como no Lema . Entao, existem constantes

Ao > 1 e Ay > 0 tais que para todo A > A\g e b > 3\, tem-se:

(S, A\ £ f) > Ag / SO — bt) [N 2+ A(0,f)?] dx

R
com
Sy = N2 (¢)? + oA + 02, (2.31)
Ay =8, — 20 "0, — AP, (2.32)
r=x — bt.

Demonstracao: Utilizando (2.28) e ¢, temos

(IS5 AN, £) = ([Sn00+ A 1)
N Mg/R (¢'(r))” o) (r) f2dx + 4bA? / (¢'(r)) 2 (r) f2ax

s - 7

1) @)

+b2 /R e (r) dex —A /R )(r) fPdx

J/

o

-~

3 (4)

+4)\/ 0@ (r)(9,f)%dx. (2.33)
R

-~

(

=

com r = x — bt.

Por outro lado, como b > 3\ e |¢/(r)] < 1, segue que

(b+2X¢(r))* = (b= 2X [ (r)])”
> (3\ —2))?
=\ (2.34)

Logo, de (2.25)) e (2.34), existe uma constante C' > 0 tal que
W+ @+ @) = [ 202D (r)
R
>\ / 0@ (r) fdx, (2.35)
R
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(4) < O / o (1) fax. (2.36)
R
Dai, de (2.35)-(2.36]), temos que

M+ +B)+ (@)= M)+ (2)+B)—[(4)

> / (b+ 220 (r)? X ¢ (1) fax — CA / o2 (r) f2ax

R

> (V= ON) / o2 (1) f2ax. (2.37)

R

Dali, existe A\, > 0 tal que V A > ), obtemos

A —OX > NP2
Assim,
(1) +(2) +(3)+ (4) > /\;/Rg0(2)(r)f2dx. (2.38)

Além disso, de (2.33) e (2.38)) temos que existem A\, > 1 e Ay > 0, tais que para todo

A > )\, resulta que

(D +©2)+B)+ @)+ (5) 2140/90(2)(7“) [N 7+ X0, f)?] dx. (2.39)
R
com Ay = min{%, 4}, disso segue da demonstragao da Proposicio [ |

Proposi¢ao 13. Sejam f € H*(R), » como no Lema e b = 0. FEntao, existem

constantes A\g > 1 e Ag > 0 tais que para todo X > \g, resulta:

(S A . 1) > Ay /

R

P (@) [N (@) S+ A2 ax, (2.40)

com

Sy = X)) + 02, (2.41)
Ay =8, — 20 "0, — AP, (2.42)
r=2.

Demonstracao: Para o caso b= 0 em (2.33)) vale:
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(S5 A £ 5) = ([Sndi+ A £.)
= [0 nra o [ $One

-~ -~

(1) 2)
4 /R o (r)(9, f)2dx. (2.43)

.

-~

(3)
Observe que (1), (3) > 0.
Por outro lado, resulta de (2.25)) que existe uma constante C' > 0 tal que

(2) < C’)\/ o (r) f2dx; (2.44)

note que pelo Lema [2.2 para |r| < 1, tem-se ™ (r) = 0.
Logo, para demonstrar a Proposi¢ao [13] dividimos R nos seguintes intervalos:

Para |r| <1, segue de (2.43)) e do Lema 2.2 que

([Sx, A\ £, f) :<[5A>5t+gx]f>f>

Iri<t Irl<1

— 4y / PG CTEE / 2 () f2dx

r|<1

L a / 2O (r)(0, f)dx
[r|<1

= 4)\3 /r|§1 (&' (r)? P (r) f2ax + 4)\/ e (r)(0.f)%dx.  (2.45)

Ir|<1

Para |r| > 1, segue de (2.43) , (2.29), (¢), (iv) no Lema 2.2 que

\A JaIR
[r[>1

<A W) f2a
/|r L | (r)| fPax
_ L@
=9\ /@1 5 | (r)] frax (2.46)
<or [ (0P [0 e
[r|>1

<90 /| P00 e (2.47)
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Dai, resulta que

(SnAf ) = ([Sna+ A £1)

[r|=>1 [r[=1

=4\ 421 (& () o2 (1) f2dx — )\/ (1) f2ax

r|>1

(@) 24x
L / aCOnE

> 4)\3 / (&' () @ (1) f2dx — ‘A / oW (r) f2ax
[r[>1 |

r|>1

(2) 2
+ 4\ /7"|21 O (r) (0, f) dx

> 4y /| B0 o) Pax 90 / (1) (r) f2ax

r|>1

>1

) /| G
= / . e (1) [(4N* = 9ON) (¢ (1)2f? + 4 (9. f)?] dx. (2.48)
Logo, em segue que existe \g > 1 tal que V A > )\
4N — 90N > 2X\%, (2.49)
Entao, de em obtemos

(S ALFD) 2 / A PREOPS N @ e @

Assim, de (2.45)) e ([2.50)

<[S/\7A/\]f7f>:<[S)\7A)\]f7f> +<[S)\7AA)\]]C’JC>

[r|<1

> [ 600 [ ) P an 0.1 ex

[r[>1

" /| 0 PR 0 0.1 e
> [0 220 () 7+ 4 0u1)] e

disto segue o resultado da Proposicao [13| com Ay = 2. |

A seguir, apresentamos uma proposi¢ao que permitira estimar (F, f), com F dado

em ([2.14) a parte nao linear da equacao (2.1)).
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Proposicao 14. Ezxiste uma constante C' > 0, tal que

[(a(u) (=N Orp) f + 0uf) . )l < CA, (2.51)
onde C depende das constantes My, My e M3 dadas em —.

Demonstracgao:

De fato, como f = e u, definimos a seguinte funcao

1 S
— 0
a(s) = 52 /0 alrjrar s ; (2.52)
0 , s=0
temos
eM0,u = 0y f — NP, (2.53)
0, (v a(u)) = a(u)ud,u. (2.54)

Além disso, usando a Proposigao [11]sabemos que e~y t,.) € H2(R) N CL(R) e como

a(u) é limitado, resulta que

lim M2 (¢ d)a(u(t, d)) = 0. (2.55)

d—+oo

Logo, usando integracao por partes e por (2.53)-(2.55)), temos que

/ a(u)(Ouf — N f) fdx = / a(u)e*ou eMudx,
R

R
:/62)‘“"a(u)uamudx,
R
= lim (62’\“"u2)a(u)‘dd—/2)\@'(7‘)6%“’ w?o(u)dx
d—o0 - R
= —2\ /cp’(r)eQ’\“" u?a(u)dx. (2.56)
R

Assim, por (2.56), a(u) limitado, e*%u € H?*(R) e |¢'| < 1, temos que existe uma

constante C' > 0 tal que

/R a(w) (0, — ') fdx

< 2)\/]R ¢ (r)e** wPa(u)] dx

< AC. (2.57)
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A seguir, enunciamos a Proposicao que permitird estimar (F, F) superiormente
por C [ @@ (r) [N f2 + X (0.f) ] dx (com F dado em (2.14) e C' ¢ uma constante posi-
tiva), termo que aparece como limitante inferior de ([Sy, A,]f, f) na Proposicio [12] Isto

junto a Proposicao [L7] permitira obter

(1S AF £ = (FLF) 2 Ao [ 20 X7 4 2 (0.5)7] ax

R
com Ag definido na demonstracao da Proposi¢ao resultado util para a demonstracao

do Teorema [l

Proposicao 15. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que
lalw)(@.f =X 0) D < C [ @0 NP A0 ax (259

sendo C = C’O <1 + M, 2= 1)> (M3 + (M2M3)1/2) e Cy uma constante positiva.

Demonstracgao:

Para facilitar a demonstracao, procedemos por etapas:

Etapa 1. Provaremos que, existe uma constante C > 0, tal que
P22 (¢, 20) < 2070 (Mo My)'V? + M) . (2.59)

De fato, usando Proposicao [L1|temos que e*?C ="y (-, t) € H*(R) N CL(R) e pelo Teorema

Fundamental do Célculo, resulta que

x
p(z—bt) p(d—bt) d sa(w bt)
e 2 W(t,r)=e 2z Wt d)+ [ — 2) dx
q d

X
<650(d bt) 2 +/ i wla=bt) 2) dx
- d dX
< e T +/OO i s bt)u2) dx (2.60)
- | dx ‘ '
Segue das hipoteses (2.3))-(2.4) e (2.23)
1/2
10zt oy < M7, (2.61)
‘ ew(;bt)u(t’ )} S Cl/() 1/2 (262)
L2(R)
ev(zbt)u(tf)‘ < C1/12 1/2_ (2.63)
L2(R)
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Dai, por (22.61))-(2.63), Proposicao |1 e fazendo d — —oo em (2.60)), obtemos que
e(m;m u2(t, x) < / i (ew(w;m u2(t,x>

dx,
oo |dX

_ /oo ‘2&“ (ew(x—bt)/Qu) I % o P[22 | gy

—00

< /_ {‘289610 (e@(x’bt)/zuﬂ + % || 6‘P<xbt)/2u2} dx,

o0

o(z—bt) 2

p(z—bt)
e 2 Uu

e 4 u‘

9

< 2Byl ey | o

L2(R) ‘

<2010 (MyMs)/2 + Ms) .
Etapa 2. Existe uma constante Cy > 0, tal que
eme(/2 < 0090(2)(7«), (2.64)

Inicialmente, consideramos o caso 0 < r < 2. Sendo ¢ € C*(R) segue que p? é limitada

no compacto e nao nula, entao existe uma constante Cy tal que
1 S 0090(2) (7")

1
Logo, como e~ 2" < 1, segue o resultado.

Em seguida, para 2 < r o resultado segue do fato que

lim €@ (r) = +oo.

r—+00
Entao, para cada r > 2, existe uma constante 1/Cy > 0 tal que

1
Co

dai, segue o resultado.

Etapa 3. Existe uma constante Cy > 0 tal que
la(u)|* < CoM? (1 + M§<l—”) (Mo M) 4 M) 2. (2.66)

Logo, usando (i) da Proposigao (2.59) e (2.64) (resultados das Etapas 1 e 2 respecti-

28
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vamente), temos que
2 2 1\ 2
la(w)* < 2 (Jul + ul')
<203 (Jul + u”)
= 202 (€¢<x—bt>/2 [ > @b/ 4 [y 2070 gelo—bi)/2 |y 2 e—so(x—btw) ’

— 2M2e o(z—bt)/2 ’u‘ [e plz—bt)/2 | —p(a—bt)/2 |u’2(1_1)} 7

< 2M2efE/2 |y ? [Cog0(2) + Mg(l_l)C'O@@)} :

< 2MCop® (14 M) este 2y

< CoM} (1 + MQQ(Z_U> (Ms + (Mo M3)'/?) o).
Etapa 4. Existe uma constante Cy > 0 tal que

=M< Co (IF2+ N 1fP) (2.67)
Segue da limitagao |¢'| < 1 no Lema
o = 2P <2 (1l + X))
<2(1L17+ 22117

Voltamos para a demonstragao da Proposi¢ao[15] Segue da Proposi¢ao[14] Etapa 1, Etapa
2, Etapa 3, Etapa 4 e as propriedades de ¢ que

o) =X DI = [ la(w)(fe = Ao 1) ax
= [ Jawl* (5. = A PP ax,
g/RCng@)Mf (1+M§“‘”) (2(M2M3)1/2+ Mg) (Ifol + N |f1?) ax
< (JOMT12 (1 + M§”‘”> (2(1\421\43)1/2 + %M?)) ,

< / SO (MLl + N[ fP) dx
R

Dai, segue o resultado. u

Agora, apresentamos uma proposicao similar ao resultado na Proposicao [I7] porém
consideramos b = 0, isto é, r = x. Isto permitird obter resultados para o caso b = 0 no

Teorema 6l
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Proposicao 16. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que
la(@)(@.f = A D)3 2 € [P0) [0 oA @] e (268)

sendo C' = 00%12 <1 + Ms(l_1)> (M; + (MsM;3)'/?) e Cy uma constante positiva.

Demonstracgao:
Usando a Proposicao 14, o resultado da Etapa 4 na Proposigao [15| e as propriedades de

p, resulta que

MWX&—Adﬂﬁr§4MWMh—A¢ﬁFw,
:54meMﬁ—A¢ﬂFw,
< /R Cop® M? (1+M§”‘”) (2(M2M3)1/2+%M3>
x (15 + 2% (0 1£) ax,
<C’%12 14+ 20D 2 L
< Co—; ( + M, ) 2(MsyMs) +2M3
(2) Y n 2 )\3 72 2 :
XA@ (MAE + X ()? 1£17) ax

disto, segue o resultado. [ |

Em seguida enunciamos a Proposic¢ao [17] que nos permitira ter um controle da constante

C, na Proposicao , podendo fazer ela suficientemente pequena para todo A > AJ.

Proposi¢ao 17. Eziste \} > 0 tal que ¥V X\ > A}, resulta que

Ao

o) @:f = A¢" Doy < 3 [ #Pe =00 [P 4200 x (269

com Aq definido na Proposigao A = coM? (1 + Ms(l_1)> ((M2M3)1/2 + Mg) e cy Cons-
tante positiva, que depende de Ay e l, dada em ({2.2)).

Demonstracdo: Utilizando a constante Ay dada na Proposigao [12] temos que existe
Ay > 0, que depende de [ e Ay, tal que V A > A}
2

CO% (1 + M§(H)) ((MyM3)'72 + M) < %. (2.70)
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com \} = coM? (1 + Mf(l71)> ((M2M3)1/2 + Ms) e co = 4Cy/Ay constante positiva que
depende de Ay.

Logo, segue da Proposigao |15 e (2.70) que

A
lla(w) (Ouf — A" - f)Hi?(]R) <

< [ 6@ =0 [N 20077
R

Dai segue o resultado. u

De maneira similar, utilizando a Proposicao [16{e b = 0, obtemos a seguinte proposicao.

Proposigao 18. Eziste A} > 0 tal que ¥ X\ > N}, resulta que

Ao

la(w) 0uf =3¢ Plliaey < 7 [ 6P [P P+ 2@ ax - 271)

com Aq definido na Proposigao A = coM? (1 + Ms(l_1)> ((M2M3)1/2 + Mg) e cy Cons-
tante positiva, que dependem de Ay e l, dada em (2.2)).

Demonstracao: Segue de maneira similar que a demonstra¢ao da Proposi¢ao |

A seguinte proposicao demonstrard propriedades especificas a respeito de [[u(t, ) || 2 @)

fundamental para finalizar a demonstragao que a solugao de (2.1)) é nula.

Proposigao 19. Seja u € C'([0,00), H'(R)) uma solu¢io da equagdio [2.1) com u satis-
fazendo (2.11)). Entao

Ju(t, ')HL2(R) > [|u(0, ')HLQ(R) , Vtel0,00). (2.72)
Demonstragado: Inicialmente, multiplicamos por u na equacio ((2.1)) e obtemos
O (u?/2) + 92 (u®/2) — (0,u) = a(u)udyu. (2.73)

Logo, definimos a seguinte fun¢ao

G :R — R

Zr—>/ sds

com a dado em (2.2). Disto segue que G € C*(R) e G(0) =
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Como u(t,-) € H*(R) N C}(R) para cada t € [0, 00) segue da Proposicao [9] que

G(u(t,-)) € H*(R)NCF(R), Vte€[0,00). (2.74)
Dai, segue que
xl—l>I:?oo G(u(t,x)) =0. (2.75)

Utilizando (2.75)), u(t,-) € H*(R) N C3(R) e integrando com respeito a = em (2.73),

obtemos que

sar ([wtorax) + [ () ax - [ 00 ax= [ aniGluttoar

d
yo ([ wenra) + o (G| - [ oax= Gt

530 ([ atoras) - [(@ura—o

Entao,

Jut, ')HL2(R) > [Ju(0, ')HL?(R) :

2.5 Demonstracao do Teorema

Para a demonstragao, consideramos u € C'([0,00), H'(R)) uma solugao de (2.1)), A >
max { Ao, coME(1 + Ms(lfl)) (MaM3)'2 4+ Ms) } e f(t,-) € H*(R) N CY(R), sendo f tal
que

@cf:—(SAJrﬁA)ijF,

com F = a(u) (8,f — Ao/ (z —bt)f) , S5 = Sy e A, = —A,.

Dai temos identidades necessarias para a demonstracao do teoremas:

U Sy == 28 )+ 2AF f), (2.76)

(SN ) = = (ISn AN F) = 2050f, Saf) + 2(F, Sif), (2.77)

comm [S, Ay] = [SA,EA} 18, 5.
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Em seguida, construimos uma sequéncia 7,, T oo tal que
IS5/ (Tl < CA, Ve, (2.78)

com 5, independente de n.

Para isto, usamos (2.76)), (2.77), uma fungao suave 7 : [a,b] — R e por integragao por
partes temos que
b

f/a O Na+5 [ o nee (@20)

| s pae == 5 651
[ s pas = sl [ aos. Az nar
2 [ s s -2 [ aoEsa (2.80)

Antes de proceder com a demonstracao, devemos observar que (2.79) e (2.80) nos permi-
tird, respectivamente, limitar superiormente e inferiormente o termo f: n'(t)(S\f, f)dt.

Por outro lado, segue das Proposicoes [12] e 17| a seguinte desigualdade

([Sn, AN f5 ) +2(S0f, S f) — 2(F, Sxf) = (Sxf, Saf)
A

+ 5 [ P —bt) [N+ X(0:0)] (2.81)
R

a demonstra¢ao de (2.81)) pode ser vista no Apéndice [A.1]

No passo seguinte, vamos procurar por uma estimativa superior para integral de (Sy f, S\ f)

em cada intervalo [n — 1/2,n + 1/2]; para isto definimos a seguinte fungao:

M - [n—i,n—i-g] — R, (2.82)

t — sin(w(t—n—k%)).

com a seguinte propriedade 7, (n % 3) = 0 e utilizando (2.79) e (2.80), obtemos

n
2 2

n+% ntl ”+%
[ s pae = s NI+ [ 00 Az e

n+% n—l—%
w2 Cm@sssnw-2 [ Cn@EF s
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1

-/ ) LIS AN £, ) + 250 L. SaF) — 2(F, 2 )} dt

n
)
.

n+
> [ OISOl e (2:83)

+ o=

A

M (t) {(5Af> S\f)+ /R @ N2+ A (0,1)%] dx} dt

1
2

NI

2
Para limitar superiormente f; n'(t)(S\f, f)dt, usamos as limitagdes de n,, 1,(t) e 0. (t)
uniforme por uma constante que nao depende de n e 1) segue que existe uma constante

Cs > 0, independente de n, tal que

n+%
/ m(O(Shf, frdt < Col, VneN; (2.84)

2

portanto, segue de (2.83)) e (2.84))

n—&-%
/ () 1S3 f ()22t < C2A,  VneN.

2

Pelo Teorema do Valor Médio, 4 T,, € [n, n + ﬂ taisque 7,, > 1, T,, T cc e

(T, nti
) 1S3 F(To)ll72 gy = T (8) |95 F (8) ] 72 sy 4t
4

n

n—l—%
2
<[ mOIS Ol o

2
< Oy,
Assim, desde que T, € [n, n+ ﬂ, temos

(1) > , VneN,

|G

e consequentemente,
8ACY
V2

para alguma constante C > 0, independente de n.

IS5 f (Tl 72wy < =)0, VneN, (2.85)

Para concluir, serd necessario uma estimativa no espaco tempo para f. Para isto,
consideramos uma funcdo 7 : [0, 00] — R suave e positiva tal que n(0) =0 e n(t) =1, se

t > 1; logo, utilizando (2.79)) temos

IR CENS e )

Tn

+ [ nas 5 [ o e

(2.86)

0
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Logo, de (2.5, (2.85)) e Proposicao |14 em ({2.86]), existe uma constante C3 > 0, indepen-

dente de n, tal que

/Tn n'(t)(Sxf, f)dt < Cs, VneN. (2.87)
0
Por outro lado, utilizando e (2.81),
| es s nar = oL+ [ ao s A £
+ 2<S)\f, S)\f> —2<F, S)\f>} dt
. . @ (2) T — 3 £2
(0T 5T )+ 52 [ 00 [ 6P g
A (0. f)?] dxdt. (2.88)

Entdo, de (2.87)) em (12.88) temos que

Ao

Co= (ST ) ST} = 5 [ n(0) [ e —00) (N5 0 01)7] ax

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (2.85)) e (2.88]) existe uma constante C; > 0,

independente de n, tal que

Assim, obtemos que

/ v n(t) / e (z = bt) [N + X (0.f)%] dxdt < Cs,
0 R

para alguma constante C5 > 0, independente de n.

Tomando 7, — oo e observando que n(t) =1, V¢t > 1, obtemos
/ h /R e (x —bt) [N f2 + X (0,f)%] dxdt < Cs,
1
isto é,
/ / V(= bt) [N f2 + X (0.f)?] dxdt < oo.

Como f = e*@=y resulta que

/ /(p(Q) (2 — bt)eP¥E 2 (¢, 2)dxdt < oo. (2.89)
1 Jr
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Assim, usando (2.24) em (2.89), resulta que
/ /uQ(t,az)dxdt < 0. (2.90)
1 Jr

Agora, finalizaremos a demonstragdo do anulamento da solucao u. Utilizando a

Proposicao 19 temos a desigualdade
lu(t, 7z > lu(0,)|72, Vt>0. (2.91)
Assim, de (2.90) e (2.91), temos que
u(0,-) = 0. (2.92)
Logo, dado ty > 0 e considerando w, (t,z) = u(t + to,x + bty) para (t,z) € [0,00) X R |
temos que uy, satisfaz a mesma equagao e as hipoteses (2.3), (2.4) e (2.5).
Entdo, de maneira anéloga com em (22.92)), segue que para cada ty € [0, 00)
U (0,2) = u(to, z + bty) =0, VaeR,

e por conseguinte,

u(t,z) =0, V(t,z)€[0,00) x R.

Agora, para outra escolha de b no Teorema [5 apresentamos a demonstracao do

Teorema [5| que estuda o caso particular de b = 0.

2.6 Demonstracao do Teorema [6]

De maneira similar como na demonstragao do Teorema , consideramos u € C([0, 00), H'(R))
uma solugao de (2.1), \ > maX{)\O,COMf(l + Mg(l_l)) ((MQM;;,)V2 +M3) } e com
f(t,-) € HX(R) N C}(R), satisfazendo

8If:—(SA+ﬁA>f+F,

com F'=a(u) (0.f — Ao (x —bt)f) , Sx =Sy e A = — A,
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Dai, temos (identidades suficientes para a demonstragao do teorema)

S ) == 2SS ) + 2P, (2.93)

LS\ == (S0 A ) = 2\ 0f) + 2AF. 1) (2.94)

com [S, Ay] = [SA,A;} 18, 5.

Inicialmente, construimos uma sequéncia 7, T oo tal que
1S3 f(T) 72w < CA, VneN,; (2.95)

com 5, independente de n.

Usando (2.93) e (2.94) para uma fungao suave 7 : [a,b] — R e da integragdo por partes

temos que

b

T / A (O(F, f)dt + / (O fdt,  (2.96)

JRCIEY RS 1O :

/ (S )t = (n(Saf, /[ + / n(6)([Sx. As] 1, f)at
b b
2 [ s -2 [ aoE sa (2.97)

Observamos que (2.96)) e (2.97) nos permitira, respectivamente, estimar superiormente e
inferiormente o termo fab n' (t)(S\f, f)dt.

Por outro lado, segue da Proposicao (13| e Proposicao [18| a seguinte desigualdade

([Sn, AN fo ) +2(S0f, S f) — 2(F, Sxf) = (Sxf, Sxf)

#5200 [P e (2.98)

para detalhes da demonstragao de (2.98), ver o Apéndice

No passo seguinte, encontramos uma estimativa superior da integral com respeito a t de

(Sxf, Saf) no intervalo [n — 1/2,n 4 1/2]; para isto definimos a seguinte fungio suave:
M [n—— n+%] — R,

(2.99)
t — sin(r(t—n+3)),
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com a seguinte propriedade 7, (n £ 1) = 0 e utilizando (2.96) e (2.97), obtemos
g T 2

1 1
n+3

[0 e = st I+ [ s g, pas

n—3

n+% n+%
w2 Tm@sissina-2 [ noE s

—= n_§

N (8) LC[Sx; AN f5 ) + 2(Snf, Saf) — 2(F, Sxf)} dt

@ {Sis5+ 5 [6P00) [ P4 0] ax e

n—i—%
> / () 195 f (8)] 72 sy dt- (2.100)

Logo, usando as limitacgoes de n,, 7., (t) e n(t) por uma constante C' positiva que nao

depende de n, (2.5) e Proposicao [14] em (2.96)), segue que existe uma constante Cy > 0,
independente de n, tal que

1

n+jz
[ s pa

2

n+1/2 n+1/2 nt1/2
= sum| [ o na g [ o na

n—1/2 —-1/2 2 —-1/2
C
< C’sup/ ePuldx + O\ + — sup/ e u2dx
>0 Jr 2 >0 Jr
< Oo), VneNlN. (2.101)

Portanto, segue de (2.100)) e (2.101)

n+3
[ w10 <CA, YneN.

2

Pelo Teorema do Valor Médio, 4 T,, € [n, n—+ }J talque T, > 1, T,, T oo e

(T nti
) 1S3 F (T2 @y = T (8) |95 F (8) |72 sy 4t
4 n

1

n+3
<[ mOIS Ol o

2

< Oy,

Assim, desde que T, € [n, n+ ﬂ, temos que
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portanto,

8\C, |~
1S3 f (T) 72y < \/; —)\C, VmneN, (2.102)

para alguma constante C > 0, independente de n.

Para concluir, serd necessario uma estimativa no espaco tempo para f. Para isto,
consideramos uma funcdo 7 : [0,00] — R suave e positiva tal que n(0) =0 e n(t) =1, se

t > 1, logo utilizando (2.96) temos

Tn

[T nas 5 [ o e

(2.103)

Logo, de (2.11), (2.102)), Proposicao [14] e propriedade de n em (2.103)), existe uma cons-

tante C3 > 0, independente de n, tal que

IR CENS RS T

0

Tn
/ 0 (t)(Snf, f)at < CsA, VneN. (2.104)
0
Por outro lado, utilizando (2.97) e (2.98)), temos uma desigualdade inferior

/0 ST at = () (S, 1T + / ")) (S0 AN £ )

+ 205\ f, S0 f) —2(F, S\ f)}dt

> (S\ (T ) ST+ 5 [ ) [ o) [ 7
+A (0, f)?] dxdt. (2.105)
Entao, de (2.104) e (2.105)) resulta
CA = (S\ [T ). S(T)) 2 52 [ 0tt) [ o) 107 124 A 0.7 o,

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (2.102)) e (2.105|) existe uma constante Cy > 0,

independente de n, tal que

[N (T )5 F(Tns DI < SN (T M 2y 1 (T M 2wy < ACs, V€N,

Assim, obtemos que

/ 00) [ ¥0) [¥ () P42 0. axae < G
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para alguma constante C5 > 0, independente de n.

Dai, fazendo T,, — oo e observando que n(t) =1, ¥ ¢ > 1, obtemos
/ / () 2+ X (0,f)%| dxdt < Cs.
Logo,
| [#2@¥ (@) (t.a)) axae <
Como f = e*®@)qy, tem-se
/ / )& @) (o (2))? U3 (t, x)dxdt < oo.

Entao, usando ([2.8), (2.24) e 0 < (¢'(6))* < (¢'(2))*, V |z| > 6, resulta que

00 >/ / 2(t, z)dxdt
:/1 /ﬂz& (¢ (x))? u?(t, x)dxdt

>mm{ )2}/ / u?(t, z)dxdt. (2.106)
|z[>6 1 Jjz|>s
Assim, de (2.8) e (2.106) obtemos que
/ /uQ(t,m)dxdt < 00. (2.107)
1 JRr

Agora, na maneira analoga a demonstra¢ao do Teorema 5] finalizamos a demonstra-

cao do anulamento da solucao u. Utilizando o resultado da Proposicao (19| para u solugao

de ().
Usando a Proposicao 19| para u solugao da (2.1)), segue a seguinte desigualdade

utt )2 > (0, )2 vt o. (2.108)
Assim, de (2.107)-(2.108)), temos que
u(0,-) = 0. (2.109)

Logo, dado tg > 0 e considerando uy, (t, ) = u(t + to, z) para (t,x) € [0,00) X R , temos

que uy, satisfaz a mesma equagao e as hipoteses (2.8)), (2.9)), (2.10) e (2.11).
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Entao, de maneira analoga como em ([2.109)), temos que para cada ty € [0, 00)
u, (0, 2) = u(tg,z) =0, VaeR.

Consequentemente,

u(t,z) =0, V(t,x)€[0,00) x R.
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Capitulo 3

Equacao do tipo Kuramoto-Sivashinsky

Neste capitulo, o nosso objetivo sera procurar por condicoes de decaimento para
solugbes da equagao do tipo Kuramoto-Sivashinsky(K-S) para que ela seja nula. Apoés
impormos condicoes de decaimento exponencial linear obtemos os resultados desejados.
Inicialmente, consideramos a seguinte equagao (K-S)

O+ 0%u — 02u = a(u)o,u, (3.1)
com a é uma funcao real da classe C*°, tal que
la(u)] < M, (yu| + |uyl) , paraalgum [>2 el € Z", (3.2)

onde M; é uma constante positiva.

Enunciamos o seguinte resultado principal deste Capitulo.

Teorema 7. Seja u € C'([0,00), HY(R)) uma solugio de (3.1) onde a(u) é uma funcao
real satisfazendo (3.2)). Se existem \g > 1, co > 0, My > 0 e M3 > 0 tais que

sup [|u(t, )|z < Mo, (3.3)
>0
sup/e'x_b“uQ(t,x)dx < Ms, (3.4)
>0
sup/ezm_bt|(8§;u)2(t7m)dx < oo com j€{0,1,2,3,4}, (3.5)
>0
para
A\ > {/\0, coM? (1 + M§”‘”> (Ms + (MQMg)l/Q)} e b> AL (3.6)
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Entao,

Observagao 2. Na hipdtese do Teoremal[7, se Ms for suficientemente pequeno, podemos

substituir (3.6) por A > max{\y, coM?} e obter o mesmo resultado.

Antes de demonstrar o Teorema [7] apresentamos alguns resultados prévios nas se-

guintes secoes, que auxiliarao na demonstragao do Teorema

3.1 Termos simétricos e anti-simétricos

Nesta se¢ao, procuramos gerar uma caracterizacao da equacao (3.1), de modo que

obtemos uma desigualdade conveniente para demonstrar o Teorema

Seja u solucao da equacao (3.1]), definimos a seguinte fungao,
f(t ) = XDt x), (3.7)

com 0(x,t) uma fungao diferenciavel com derivadas limitadas a ser construida posterior-

mente.

Observamos que

of =eMN00 - u+ eMou
=280 - (e f) + € (a(e™ f)o,u — P2u+ Oju)
) (e7f) +eMale™ ))as (e f)
= (2= 0,) (e7f) +eMale ) (7 (=0,0 - f + D f))
=00 [ — e (02— 02) (ef) +ale ™) (=00 -  + O,.f)
=0 e ) + M) Fale ) (<00 - f +Duf)

=\00 - f — M (02 -
== )\(9,59

- /\8t9
Dali,

Of — A0 - [+ N2 (ef) — Mol (e f) = ale ™ f) (=200 - f +O.f).
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A seguir, realizamos uma separac¢ao nos termos simétricos e anti-simétricos com a finali-

dade de obter as desigualdades com uma fungao peso para f (como foi feito em [46]).

Para j € {1,2} consideramos as seguintes fungoes

Rj: [0,00) — L(HYR),L*(R))
t = (g(t,) = I (e Mg 1, ))

R:: [0,00) — £(H4(R),L2(R))
b (alt) e eI (Eg(1, )

Lema 3.1. Para j € {1,2} e g,h € HY(R), temos que

/R(Rj(t)g)(%)h(ﬂf)dxz/g(a:)(R;f(t)h)(m)dx.

R

Demonstragdo: Como H*(R) C C3(R) e aplicando integragao por partes, obtemos a

demonstracao do Lema [3.1} [ |

Logo, para definir as partes simétricas e anti-simétricas, definimos os seguintes ter-

mos:
Ry + R;
Sy =— 5
= \2(9,0)* + 02, (3.8)
PR
! 2
=— X (020) — 2\ (0,) 0y, (3.9)

Ry + RS
Sy == 200+ 22,

= X (8,0)" + 4 0% (920) (0,0) + 37 (626)°
+ 1277 (020) (9,0) 0, + 6 A2 (0,0)* 92 + a7, (3.10)
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~ Ry—R:
A2 - 2 9 27
==\ (6 (0.0) (920) A* + 422 (0,0)* (),
+ 020 +4 (9,0) 02 + 6 (92) 920,
+4 (020) 0,) . (3.11)
Dai, definimos
Ay =0, + Ay, A=A+ Ay, Sy =05+Ss Ay=A +Ay . (3.12)

Logo, segue do Lema [3.1| que

A(Sx(t)g)(x)h(x)dx :/Rg(mﬂsx\(t)h)(l’)dxv vg,h e H'(R), (3.13)

/R (A(t)g)(z)h(z)dx = — /R g(2)(At)h)(z)dx, Y g, h € HY(R). (3.14)

De aqui na frente, definimos uma funcao adequada para obter desigualdades satisfatérias

para f, com propriedades muito especificas.

Lema 3.2. Erxiste uma funcdo @y € C3(R), par e ndo negativa com as sequintes proprie-

dades:

. . / >
(i) inf leo(r)] = 1,
(i) lep(r)| <3, VreR,
(iii) 0< P (r) <1,  VreR,
(i) oF(r)=1, V|| <3,

(v) g0(()2)(r) ¢ decrescente para v > %,

(vi) 3 Cy > 0 constante, tal que

e(pg(’r) S0163|'r\’ Vr € R’ (315)
e <), VreR, (3.16)
dk:
;Ocyk(r) <Co@(r),  VreR,  k=3,4,56,T8. (3.17)
r
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A construcao de ¢y pode ser vista no Apéndice [A.2]

Utilizando as propriedades de ¢ , definimos ¢ := ¢ /3 e fazemos a seguinte escolha
O(t, z) = p(z — bt), (3.18)

com b > 0 a ser escolhido.

3.2 Propriedades da solucao

Nesta secao, apresentamos propriedades da solucao da equacao do tipo K-S. Inici-
almente, consideramos que u(t,-) € H'(R), dai segue das condi¢oes de decaimento (hipo-
teses do Teorema [7)) obtemos que u(t,-) € H*R), V ¢ € [0,+00). A seguir, descrevemos

os detalhes para cada um dos resultados.

Proposicao 20. Sejam u uma solucao de e ¢ como no Lema tal que u €
C([0,00), H'(R)).

(i) Se u satisfaz (3.3), entao u € L=([0,0) x R).

(ii) Se u satisfaz (3.5), entdo u(t,-), " u(t,-) € HY(R), ¥ t € [0, 00).

Demonstragao: Para (i), pela Teorema 3 temos que @ € L*. Logo, aplicando trans-

formada de Fourier inversa, temos que

Ju(t, z)| = (2m) "

/ e”fa(t,@df‘
R

< (2m) 7 [t ) gy
< Cllult, )l wy - VaozeR e Vte|0o00),
para alguma constante C' > 0.

Dai, usando (3.3), segue-se

1
[wll oo (0,00yxr) < € sUp ult, )| gy < C M.

te€[0,00)

Para demonstrar (ii), utilizamos (3.5)) e (3.15)) para obter
[ @kt e < P [ P gk e
R R

<oo, k=0,1,...,4. (3.19)
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Como A > 0, ¢ uma fun¢ao positiva e (3.19)), segue que

/ (Dhult, gv))2 dx < / AP0 (9 (t, 1)) ?dx < oo,
R

R

com k € {0,1,...,4}. Dai, temos u(t,) € H*R), V1t € [0,00).

Por outro lado, como

k
ot (@) = 3= (Mas (o) ot
J

=0

k
= Mgk, 4 Z (k> P\, ¢, 0P pli))erele—btgh=iy,
=1
utilizando as propriedades de ¢ no Lema , obtemos uma constante C' > 0 tal que

k
/ [0 (X u(t,2))[Pax < O / @) (512 (¢, 2)dx, k= 0,1, ..., 4.
R . R
7=0

Portanto, por (3.19)), concluimos que e*(~"y(t,.) € H*(R), ¥Vt € [0, c0).

3.3 O comutador [S), A)]

Nesta secao, estudaremos o comutador [S)(t), A\(t)], de aqui em diante, por sim-
plicidade de notacao, usamos Sy e Ay ao invés de S)(t) e Ax(t) respectivamente. Verifi-

caremos que uma condicao suficiente para demonstrar a positividade do produto interno

([Sx; Axlf, [), € considerar b = A isto ¢, 3 C > 0 tal que b > CA*%.

Primeiro fazemos os célculos usando (3.8))-(3.12)

[Sx, Ax] = SyAy — ArSy
= (514 52) o (A1 + Az) — (A1 + Az) 0 (51 + .52)
= S1A1 — A1S1 + S1A5 — AST + S2A1 — A1Ss + S As — AxSy
= [S1, Aa] + [S1, Ag] + [S2, A1) + [S5, Ao,
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co1m

[S1, Ai] =X (407 (0,0)% (920) — 4 (920) 02 — (920) — 4 (920) 0,)
A2 (0,0)% (020) — X020 + 0, (—4X9200,.) , (3.20)

[S1, Az] =X (8X*(9,0)" (0260) + 222 (0,0)* (9120) + 8 N* (9,0) (920) 020
—2) (0,0) 02,0 — 8 (020) 05 — (020) — 6 (020) 0, — 14 (0,0) 02
16 (9°0) &%)
= 8\°(0,0)" (920) +2\° (9,0) (020) + 8 \* (0.0) (026) 920
+ 0, (—600200,) + 92 (—8)\920072) (3.21)

[Sa, A1) = 8 X% (9,0)" (0260) + 223 (0,0)* (920) + 8 X* (9,0) (920) 020

+ 0, (—6X,60,) + 02 (—8)92602) (3.22)
1S, As] =X (16 (0,0)° (926) X° — 4 (2,6)" (96) X' — 64 (0,0)° (620) (650) A"
—48 (9,0)” (8260)° A — 8 (8,0)° (82,0) N* + 4 (9,0)" (8°9) A2

124 (926) (926) \* + 32 (0,0) (0,0) (020) N?

20)
—36 (926)” (916) \2 — 80 (920) (8260)" A% — 8 (8,0) (9% ,0) A
) (922,0) X — 8 (830) (02,0) A — 9360 + 970)

(@
(¢
(
—12 (26
+ 0, (—48X°(8,0)10200,) + 0, (24X*(0,0)?0,00,)
(
O (=
(-
(-

Dy (96X°(0,0)(026)(020)) + 0, (—48X*(9260)°0,)
24X%0,002 ,00,) + 0, (—89260,)
+ 02 (—68X0,002) + 02 (482(0,0)%(920)92) + 02 (48X(020)92)

+ 03 (—16)092602) . (3.23)

Dai, verificamos que o comutador pode ser expressado por

3

[Sh, Ax] :Zagj(b](t,m)a%), (3.24)

J=0

com b; € C;(R) e j=0,1,2,3.
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A equagdo ([3.24) sera utilizada para demonstrar que o produto interno ([Sy, A\|f, f) ¢

positivo que é a chave para demonstracao do teorema principal.

Em seguida, descrevemos o comutador no espago H*(R).

Lema 3.3. Para cadat € R fizo, o comutador

[SA(t), Ax(t)] - HYR) — H*(R)
f > [Sa(t), Ax(D)]f,

€ uma funcdao linear e continua.

Demonstragio: Para cada t € [0, 00) fixo, existem funcoes b, € C,(R) de modo que

podemos escrever [S)(), Ax(t)] da seguinte forma

[SA (1), AN()] = D bj(t, 2)25.

Jj=0

Como f € H*(R), escrevemos

b5 f =0,(b50; f) — Oubs L f,
b0° f =02 (beO f) — 0,(20,b60f) + Db f.

Dai, temos que

[S3(1), ANOIS = bof + 010nf + 0202 f + b33 f + (bs — Dubs + 02ba) DL f
+ 0y (040 f — 20,040 f) + 02 (b2 f).

Assim, obtemos as seguintes fungoes f; € L*(R) e uma constante C' > 0 tais que

[Sx(t), AX()]f = Zﬁifj,

”f]HL?(R) SC’||f||H4(R)7 VJ:0,1,2,
onde
Jo =bof + 0105 f + b202 f + bs02 f + (by — Opby + 02b4) 0, f
fo =bs05 f.
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Segue da Proposicao [7] que

[SA(t), Ax(D)]f € H2(R),
e existe uma constante C' > 0 tal que

IESA®), AN Il 2@ < C Nl oy -

[ |
Agora, definimos (, ) de modo que tenha um comportamento sesquilinear continuo

para H%(R) x H*(R). Para isto, definimos a forma sesquilinear
(,): H*R)x H(R) — C
@h) o [ @@
R

de (3-29)) e da Definicdo [f, segue que (, ) é continuo.

(3.25)

Agora para o caso s = 4, como H *(R) C H *(R) temos que { , ) ¢ uma forma sesquili-

near continua em H 2(R) x H*(R).

A seguir utilizando (3.25) para [Sy, A\]f € H%(R) e f € H*(R) cuja imagem ¢ real,

apresentamos o seguinte lema.

Lema 3.4. Da definicao de (3.25) e (3.24). Para cada t € [0,00) e f € HY(R), resulta

que

3

(S ANS ) =S (~1) /R by (1, 2) (901 ?dx.

=0
Demonstragdo: Sejam ¢ € [0,00), f € H*R) e utilizando a continuidade de ( , )

temos que

(IS ANDLS, ) =

VR

Il
o

0 (b;(t, 2)9f), f>

J

NE

(0%(b;(t, 2)01) f)

0

.
Il

]

(=1)7 {(b;(t, 2)01.f), OLf)

.

Il w |l
o =)

(—1>f/ij(t,x) (2 1)* ax.

<.
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A seguir, enunciamos o Lema [3.5| que ird auxiliar a demonstragao da Proposicao [21].
Lema 3.5. Seja h € C2(R) ndo negativa tal que
|W®) ()| < Cyxh(z), Cr>0eke{1,2}.
Entao, 3 C>0 tal que

Amw@@Wusc{émmﬁ%ﬁm+/mwmmm%,Vgemﬁww%m

R
(3.26)
Demonstracgao:
Como |h¥)(z)| < Cyh(z), temos que B’ € C§(R).
Logo, segue da integragio por partes, de g € C3(R), ¢ € CZ(R) e h € CZ(R),
[ n@)g@)2ax = [ no)g()g'(wax = hg's|" - [ (' + hgPg)ax
R R —_— JR
=0
:—/h'g’gdx—/hg@)gdx
R R
2 /
:—/h’ (g_> dx—/hg@)gdx
R 2 R
2| 2
=L —|—/ h? (g_> dx — / hg? gdx.
2| o JR 2 R
—_——’
=0 ]h(2)|gc2h
Assim, como 2ab < a? + b? para a, b € R temos que
1
[ g @yax| < 5 [ Congiax+ [ 02|y 02 g ax
R 2 Jr R
1 2 1 (2)\2 1 2
< = [ Cshg®dx+ = [ h(g")*dx+ = [ hg“dx
2 Jr 2 Jr 2 Jr
1 1
- 5 [ M@ @ e L )i
2 Jr 2 R
< o [ roP@ras+ [ naglo)tar)
R R
com C' = max{<t 1} [ |

Observacao 3. Para cada € > 0, pelo Lema resulta que

[ 1 @)2ex < o {2 [ 1)@ @)ax+ 5 [ bioata)ex).

R
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Para demonstrar a observacao (3| denotamos y = ez, go(x) = g(ex) e ho(z) = h(ex) e

aplicando o Lema |3.26| para hg € go , obtemos que

[ totesi(orax = [ mo)o )+ [ hato) () ax) (3.27)
= (= [ na®wrey+ 1 [ no) w)ar). 629

e como
[ @ ai@)ax= [ hiw(g w)ias. (3:29)
R R

Assim, de (3.27) e (3.29) obtemos o resultado.

3.4 Desigualdades com peso para f.

Em seguida, apresentaremos as proposicoes fundamentais para a demonstracao do
Teorema Na seguinte proposicao, utilizando (3.18]), demonstramos a positividade de
<[S)\7 A)\] fv f> para b Z )\4'

Proposigao 21. Seja f € H*(R). Entdo, existem constantes \g > 1 e Ag > 0 tais que

para todo A > \g e b > \*, resulta que:

([Sn, Ax] £, 1) = Ao / PO () [N 12+ A(Ouf)? + MEEF)? + MO2F)?] dx,

R

onde

Sy = ((&m)Q — 4 (0,0) 2 — 3 (02¢)” — 6 (Dup)” 02 — 12 (0up) (9%) &E) A2

— (Oe) N + 02 — 03 — (Dup) \, (3.30)
Ay = (P9 + 020 — 2 (0,9) Oy + 4 (Dy0) D2+ 6 (929) D2+ 4 (0,) B2p)

+ 236 (0,0)? D2 + 4 (05)° ;) + 0. (3.31)

Demonstracgao:
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Primeiramente, consideremos o produto interno ([Sy, A,] f, f). Temos que

([Sn A £.5) = (|Sn 0+ A £.)
= (1515 AS, ) + 2185 AS S + (S5 Al )
= 167 [ ()" 620 FPax =043 [ () o 1) )

R
vz
~~

(1) (2)
—16\° / (' () @ (r) f2dx —4\° / (&' ()" W (r) f2dx
R R

AN

/ \\ J/

@) @
—a8¥ [ () (200)" Pax—sat [ (00 60 fax

-~ N

(5) (6)
—80/\3/IR (4,0(3)(7“))2 ((,0(2)(7“)) frdx —16/\3/ (90(3)<T)) (¢'(r) (‘P(g) (7’)) frax

AN R

-~ hd

) (8)
+32/\3/R (99(3)0,)) (,0/<T’) ((,0(4)(7“)) f2dx+4)\3/R(90,(T))2 (()0(2)(70)) f2dX

. 7 . 7
~~ v

) (10)

e / (¢ (1) (#V () fPax+47° / (' ()" (1)) foax

o o 7

—~

-~ VvV

(11) (12)
2

220 [ () (¢P0) (¢°0) Fax =363 [ (220)" (¢(r) Fax

, J/

- g

(13) (14)

- [ (p00) (60) a0 [ (£0)) (60) o

J/ (. J/
-~ v

(15) (16)

—sit [ () (#90)) fPax =120 [ (e(0) (¢(0) Frax

~~

(I?) (18)

5\ / 2O (1) f2dx A / o9 (r) x4+ 27 / 2O (1) fax
R R

R

Vv v

(19) (56) (21)

+62A/IR¢(2)(r)f2dx+48A5/]R(90/(7"))4 (30(2)(7“)) frax

J/ N J/

-~ —~

(22) (23)
_g6)? / PP () (¢(r) (¢ (r)) fax

[

-~

(24)
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20 [ (S0 (¢90) Faxrasi® [ (o00)" fax

R

J/ [\ J/

(25) (26)

o2 / (1)) (92(r)) f2dx +4) / o (r) f2ax

J/

N~ ~~

(27) (28)

—12)\/g0(4)(7“)f§dx+8)\/90(6)(7“)f3dx
R R

J/

-~ -~

(29) (30)

T ag)? / (1) o (r) £2,x + 16X / o) (r) f2,dx
R R

-~ -~

(31) (32)

—20/\/90(4)(r)ffmdx—|— 16)\/4,0(2)(r)f£mdx. (3.32)
R R

-~ -~

(33) (34)

comr =z —bt, f2= (8mf)2, 2 = (8%]‘")2 e f2.= (83]")2. Note que em ({3.32) os termos
(10), (22), (23), (26) (28), (31), (32), (34) sdo positivos e (27) é um termo que precisa

ser estimado de uma forma adequada para facilitar a demonstracao.

2

Para isto, segue de (3.15)-(3.17) (propriedades de ¢) e (9,f)* = 02 (?> — fO2f, a

seguinte equagao

(27) = 24b)? / & (1) (1) (0, f)dx

= 24b)\? /R ¢ ()P (r)0? (7> dx — 24b)\2/R<,0’(r)gp(2) (r)fO? fax
= 12\ / 02 (r)e?) (r)) frdx — 24bX° / @' (r)e® (r) fOF fax
R R
— 12002 / (@D ()@ (r) + 20 (1)o@ (r) + ¢ (1) (r)) fPax
R
— 24b)\? / ' (1)@ (r) f0? fax
R
= 36b\? / O (1)@ (r) f2dx + 1262 / ©' ()W (r) f2dx
R R

PYIST / S () () £2 fx. (3.33)
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Logo, usando que 2ab < a? 4+ b* em (3.33)), temos

‘24%2 [ #1072 o
R

< [ BN 20 ()] (1)) V402 ax

24
< —)\b2/g0(2)(7’)f2dx

- 2-13
+ 2N (e (@2 Pax (3.34)
Dai,
(27) > 36b\? / 03 (1) P (1) f2dx + 120\ / ¢ ()W (r) f2ax
R R
_ %AZP / (1) f2dx — 156)° / (0 (1) 20 (1) (92 2dix. (3.35)

Assim, usando (3.35)) em (3.32)), obtemos

(S, Ax] £, f) > 16)7 /

(00 ) a4 / (1) 92 (1)o@ (r) f2dx

R

AN J/

-~

1

—16X\° / (' (r
R
(

)
48X / (1) (62(r))" f2ax —sb X! / (1) o2 (r) fax

~~ ~~

(5) (6)
—80A? /R (D) ($2(r) frax—16X° / (1) (¢'(r) (¢ (r)) f2dx

R

~—

@
) o () fPax —ax° / (¢(r)" @ D(r) fPax

R

AN J

~—

4

w

1)

7 \\

-~ -~

7

—

) (8)
+32)\3/R (go(?’)(r)) g&’(r) (g0(4)(r)) f2dx+4)\3/ (90'(7"))2 (g0(2)(7”)) f2dx

R
9) (10)

0 [ (G0 (290) Pax+48 [ (G0 (2010) fax

~~

(11) (E)

+ 2403 / (') (P (1) (£ (r)) frax —36X° / (2(1)" (¢ (1)) frax

J/

J/

~ ~

(13) (14)

—I—28b)\2/R(g0(3)(7“)) (ap(Q)(r)) f2dx+4b)\2/ (&' (1)) (cp(z)(T‘)) fdx

R

J/ N J/

(15) (16)
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+4b/\2/R(90,(7“)) (90(4)(7’)) f2dx—12b/\2/ ((,0(2)(7")) (‘P(S)(T)) deX

R
(I?) (Ig)
—x\/(p(g)(r)f2dx —)\/99(4)(7‘)f2dx+2/\/w(ﬁ)(r)dex
o R , R _ R y
(19) (20) (21)
1
+ 330 / P12 (r) frdx +48X° / (¢'(r)" (9P(r)) frax
N R s/ \ R
@g) @g)
_96)\3/R (90(3)(74)) (30/(7“)) (¢(2)(r)) fodX
(24)
3
—24)° / (¢'(r)* (¢W(r)) frax+ 48\ / (P ()" frdx
R R
(Eg) (55)
4 / #O(r) fax
N R
(27)
—12)\/g0(4)(7°)f§dx+8)\/<p(6)(r)f§dx
R R
@g) (53)
1083 [ () P ) axs 161 [ o000 2 0x
R R
(36) (ET)
—20)\/g0(4)(r)fm2wdx+16/\/90(2)(7“)ffmdx. (3.36)
R R
(55) (55)

Em seguida, observamos que (1), (10), (22), (23), (26), (27), (31) e (33) sado positivos.

Agora, estimamos inferiormente alguns termos de (3.36), usando as propriedades de
W (r)] < C1pP(r) e 3/2 < |¢/(r)| para |r| > 3/2. Assim, temos

(32)] =< \—m [ @ e

< [0 (s ax

Por outro lado, fazemos uma escolha de b tal que b > C4A* com Cy > 0.

56



CAPITULO 3. EQUACAO DO TIPO KURAMOTO-STVASHINSKY

Logo, desde que Cy < %‘?, I N >0, tal que V A > A}

(22) = [(2) + -+ (9) + (11) + (13) +--- + (21)|
1
> {ﬁw — (64-8C1A° 4 256X° + 4 - 16C1N° + 48 - 4X° + 8 - 8bA* 4+ 80CT N’
+16 - 201 0% 4+ 32 - 2070 + 4 - 401 0% + 24 - 201 0% + 36C1 N + 28CbA

+8bA? + 8C1bA? + 12C1bA? + CiA + Ch\ + 201 /R o (r) f2dx

> [1—1319% — ((512C} + 256 + 64Cy + 192)A° + 64bA* + (8002320 + 64C3
+16C) + 48C, + 36C1) A* + (28C1b + 8b + 8C1b + 1201b) A?
4O /R o () f2ax

> Cp\. (3.37)

Além disso, existe A2 > 0 tal que YA > A2

(23) = 1(24) + (25) + (28) + (29)] > (4&5 - 2o - o - %Cg
>0, (3.38)

e existe A3 > 0 tal que para todo A > A3
(30) +(32) = (30) — [(32)|
4
> — (108)\3 + 0301 )\) / (&' (1) o (r) (8§f)2dx
R

= — Cs\? /}R (&' (1) o2 (r) (8§f)2 dx. (3.39)

Utilizando (3.37)-(3.39) em (3.35), temos que

([Sx, Al f, f) = (1) +(2) +(33)
> () +(10)+(22) = |(2) + -+ (9) + (11) + - - - + (21)]

N J N J/

26 >CgA\Y f;p@f?dx
+(23) — |(24) + (25) + (28) + (29)[ + (26) + (27)
0 20
+(30) — |(32)] + (31) + (33)
<0 >0

57



CAPITULO 3. EQUACAO DO TIPO KURAMOTO-STVASHINSKY

> O\’ / o) fdx + 4) / o (r)(0,f)?dx + 16X / o) (02 )?ax
R R R
+ 16 / O (r) (92 f)ax
R
— (108)\3 + 40C )\) / (cp’(r))2 go(z) (r) (85]”)2 dx.
3 R

Entao,

(sl 1.1y (10834 50) [ (0 o200 @21)7
> 0 [ o) ax 4 [ SO0 160 [ 002 e
+ 16 / ©@(r)(92 f)%ax. (3.40)

Usando o Lema3.5para g = ,.f, &1 = gly, f(t,-) € H(R)NCF(R) e h(z) = ¢ (z —bt),

resulta que

X3 / ()22 (r) (021)*a

@{A%f [0 @r@za (L) [ o006 }
e {x) (C;)Q/RLp@)m (627(x))? x4+ X (%)2/]1%90@@ (8xf(m))2dx}

= f;; A / (r) (03f(x))" dx + (C7 - CHN° / @ (r) (0, f(x))? dx. (3.41)

IA

Dai, aplicando o Lema com g=f, 9= # e h(x) = ¢ (2 — bt), obtemos que

2 [ 2r) (0.1 ax
< 07{A5e§ [ o0 @) ax ¥ (i) [#20) <f<x>>2dx}

e {x“' () [ 720 @re)axs ¥ (;) [ <f<x>>2dx}

= 2 /R o) (021(2))" dx + (C7 CF) - X /R P (r) (f(2))" ax. (3.42)

58



CAPITULO 3. EQUACAO DO TIPO KURAMOTO-STVASHINSKY

Entao, segue de e que
108 3 [ (/)7 (1) (021)° ax
< 432 )\ / @ (r) (92f)° ax
< 432{07 )\/go(Q)(r) (22 f(x))* dx + (Cy - C2) )\5/g0(2 (r) (0, f (x )2dx}

C3
C C
< 432C—§A/¢<2>(7«) (02 f(x))” ax + 432 (C; - C3) {C—?;A Rw )(r) (92f(x))” dx

c 2.3
< 432 55 ) /R A0 (02 () e+ 432 T2 /(p(Q)(T) (2 f(2))? ax
+432- (C2C3 C3) -\ /90(2)(7’) (f(x))” ax. (3.43)

Assim, utilizando (3.43)) em (3.40)) com 432 C? C3 C% < C/2, 432 i CQ <le432 C; <1,

resulta que

([Sv A £, ) 2 06A9/¢<2>

R

() fPax+ A [ )0, ax
R
+16A / @ (r)(02f)2dx + 16X | ¢ (r)(03f)2dx
R R
1083 [ () ) (021" ax
R
> / @ (1) [(CoX® — 432 - (C2 C2 C2) X°) f2 + 4\ (0, f)?

C2.C2 Cy
(16/\ 432 = )(62f) (16)\ 4320—/\) (a;jf)ﬂ dx

3

2/90(2) (r) [%Agﬁ +4X(0,f)* + 15X (02 f)? + 15)\(8§f)2] dx
> 4o / GO () [NF2 + Af2 + AO2F)2 + A(O3F)?] dx,

com Ay =min{<, 15,4} e Ay = max{\}, A3, A3} segue o resultado.

Proposicao 22. Ezxiste uma constante C' > 0, tal que

[(a(u) (=XOr@) f +0uf), f)| < O, (3.44)

onde C' depende das constantes My, My e M3 dadas em (3.2)-(3.5).
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Demonstracgao:
Como f = eMu, definimos a seguinte funcio
a: R — R

s — als),

com
! /S a(t)rd s#0
— T)rdT |
a(s) := s* Jo ; (3.45)
0 , s=10
de (3.45)), segue que «a(u) é limitado e
eM0,u = 0,f — Ao f, (3.46)
O (va(u)) = a(u)udyu. (3.47)

Além disso, usando a Proposicao e sabendo que e} ~"y(t ) € HYR) N CI(R) e

como «(u) é limitado, resulta que

lim  eMy2(t d)a(u(t, d)) = 0. (3.48)

d—+oo

Logo, usando integracao por partes e por (3.46)-(3.48)), obtemos que

/Ra(u)(axf — A f)fdx = / a(u)e*d,u e udx,

R
:/GQA@a(u)uf)mudx,
R
= lim e”‘”(uQa(u))’id — / 20 (r)e* vl (u)dx
d—o0 R
= -2\ /go'(r)e%@ w?o(u)dx. (3.49)
R

Assim, por (3.49)), |¢'| <1, a(u) ¢ limitado e (3.5)), temos que existe uma constante C' > 0
tal que

[ alw@.s = xe1) e

< 2)\/]R ¢ (r)e*? w’a(u)| dx

=\C. (3.50)

Proposicao 23. Eziste uma constante C > 0 tal que
HM@@J—AwwwﬁﬁgSO/w@vMPF+A@Jﬂdx (3.51)
com C' = Cy 21 (1 + M2y (MaM3)'2 4+ Ms) el > 2, 1 € Z*, onde Cy uma constante

positiva.
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Demonstracgao:
Para demonstrar esta proposicao, dividimos por etapas.

Etapa 1. Provaremos que
P22 (1, ) < 201/° ((MyMs)'/? + M) . (3.52)

De fato, usando Proposicio [20] temos que e**C =y (t, ) € HY(R) N C3(R) e pelo Teorema

Fundamental do Calculo resulta que
o(z—bt) .2 p(d—bt) 2 z (T b o
e 2 (t,x) =e =z )+ )dx
d

so(d bt)
<e u?( +/
d

dx

dx

d tp(z bt)
< u2>
d

b
< "0t d) + / ) i ) ax (3.53)
- o dx ' '
Segue das hipoteses (3.3))-(3.5) que
1/2
HaruHm(R < M/ 5 (3.54)
’ e#’(.;bt)u(t’ )‘ < 01/6 1/2 (3.55)
L2(R)
‘ eW('th)u(t, )‘ < 01/12M1/2 (3.56)
2®)
Dai, por (3.54)-(3.56) e fazendo d — —oo em ({3.53)), resulta que
ew(xz_bt) u? < / i (ewx;wu2> dx,
oo |dX
p(z—bt) p(z—bt) 2
< 210zt ‘ © u’ rw ‘ N PPr
< 201/° ((MyMs)? + Ms) .
Etapa 2. Existe uma constante Cy tal que
#(1/2 < Co P (r). (3.57)

De fato, inicialmente trabalhamos para o caso 0 < r < 2 sendo ¢ € C3(R), segue que ¢

é limitada num compacto e nao nula, entao existe uma constante Cy tal que
1< Cop@(r).

1
Logo, como e™2" < 1, segue-se o resultado.
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Em seguida, para 2 < r o resultado segue do fato que

lim €@ (r) = +o0.

r—+00
Assim, para todo r > 2, existe uma constante 1/Cy > 0 tal que

1
— < er/zgo(Q)(r), (3.58)
Co

logo segue-se o resultado.

Etapa 3. Existe uma constante Cy > 0 tal que

la(u)]> < CoME(1 + My""D)p® ((MyMs)V? + M), para algum [ > 2, [ € Z*.
(3.59)

De fato, usando os resultados: (i) da Proposicdo 20} (3.52) e (8.57) dadas nas Etapas 1 e

2, respectivamente, temos que
Ja(u) P < M2 (Jul + Jul')"

<203 (Jul + u”)

= 202 (gp(wbt)/z 2 et/ 4 [y 2070 golo—bi)/2 |y 2 ew(acfbt)/z)

Y

— 2M12€<P(acfbt)/2 |u‘2 [eftp(:fcfbt)ﬂ 1 emela—bt)/2 |u’2(z—1)}

Y

< 2M1264p(m—bt)/2 ’u|2 [0080(2) I M22(l—1)00<p(2)} ’
< 2MCop® (14 M3 ) /2y
i 1
_ C()M12 (1 + M22(J 1)) 90(2) (2(M2M3)1/2 + §M3) :
< CoM2(1+ M22(lfl)) (M3 + (M2M3)1/2) 0,

Etapa 4. Existe uma constante Cy > 0 tal que

fo = M FIP < Co (17 + 221 £17) . (3.60)

Segue da limita¢ao de ¢’ no Lema

fo = X' 12 < 2(1f? + N2 )
<2(£12+21f1%).
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Logo, voltando para demonstracao da Proposi¢ao[23], segue dos resultados: Etapa 1, Etapa
2, Etapa 3, Etapa 4 e a Proposicao [22| que

waﬁ—Awﬁﬁfaémwxn—Aanm,
:54meKa—A¢ﬁfw,
< / Cop® M3 (1+ M397") (2(M2M3)1/2 + %Mg)
R

< (Ifol” + N1 fI) ax,
2

M o 1
<28 (1) (s o)
x/¢”@mﬁ+vm%w,
R
M} 2(1-1) 1/2
< (O,
< Go=; (1+M2 ><M3+(M2M3) )
x/¢%m@mf+vwﬂu
R

dai segue o resultado. [

A seguinte proposigao mostrara uma limitagao superior da norma L?(R) da parte
néo linear F = a(u)(9, f—A¢' f) da equacio e com a Proposicao[21]obtemos uma limitagao
inferior do termo

(153 S, ) — (R F) > 220 [ G®0) D0 £ 2@ 4 MSED? + M@ )] ax

R

notamos que, o lado esquerdo seré ttil na demonstragao do Teorema

Proposigao 24. Eziste A} > 0 tal que ¥V X > N} resulta que

4o

4 Jr @) N2+ N0uf)? + AMO2f)* + A3 S)?] ax,

la(u) Oz f =A@ f)ll 2y <
(3.61)
com Ay definido na Proposi¢do [2]]

Demonstracao: Utilizando a constante Ay dado na Proposigao 21} temos que existe

Ab > 0, que depende de [, tal que V A > \}

2

M - A
Cot (14 2857Y) (Ma0)' 2 + M) < 22,
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com N = coM? (14 M30) (MM + M) e o = 4Co/ Ay, m

Na sequéncia, a Proposi(;éodaré uma desigualdade importante para [[u(t, -)[| 12 (g

que serd fundamental para finalizarmos a demonstracgao.

Proposic¢ao 25. Seja u € C'([0,00), H'(R)) uma solu¢io da equagdo (3.1) com u satis-
fazendo (3.5)). Entao

[ult, )l 2y = 140, )l 2wy, VT € [0,00). (3.62)
Demonstragao: De fato, multiplicando por u na equacao , resulta que
By (u?/2) + 82 (u2/)2) — (Bpu)® + 2 (u?/2) — B, (Opu)? — (8%0)” = a(u)udpu.  (3.63)
Logo, definindo a seguinte funcao
G :R — R
z /Z a(s)sds,
0

observamos que G € C*(R) e G(0) = 0.

Como u(t,-) € H*(R) N C}(R) para cada t € [0, 00), segue da Proposigio [9]

G(u(t,-)) € H*(R)NCy(R), Vte]0,00). (3.64)
Assim,
m1_1}5?00 G(u(t,x)) = 0. (3.65)

Utilizando (3.65)), u(t,) € H*(R) N C3(R) e integrando com respeito a x, o lado esquerdo

da equagao (3.63)) é equivalente a:
1d 2(t
14 (/ (u(t,x))2dx> +/a§ (“ ( ’x)) dx—/(@zu)de+/8§(u2/2)dx

B / 0, (Dy1)” dx — / (%)’ ax
R R
+oo U2 00
_ / (Dpu)” dx 4 02 (—)’
IR 2/

— %% (/R (u(t,x))2dx) + 0, (uQ(; x))
— (0"~ /R (0%u)” ax
_ %% ( /R (u(t,x))zdx) - /R (D,u)? dx — /]R (0Pu)® ax. (3.66)
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e utilizando no lado direito de (3.63), tem-se que
[ oGttt onax = Glutt. o)
=0. (3.67)
Entdo, segue de (3.66)-(3.67) que V ¢ € [0, c0)

[u(, ) 2@y = w0, )| 2 -

3.5 Demonstracao do Teorema

Para a demonstragdo, consideramos u € C*([0,00), H'(R)) uma solugao de (3.1)), com
f(t,-) € HHR)NCH(R) e A > max {\o, co M7 (1 + M22(l—1)> ((MyMs)'/2 + My) }, lembre-

mos que a funcao f satisfaz
Onf == (S + ) f+F,

com F = a(u) (8,f — Ao/ (x —bt)f) , S5 = Sy e Ay = —A,.

Dai temos, identidades necessérias para a demonstracao do teorema como:

U ) == 2\ )+ 2D, (3.65)

S ) == (Sn AL L) = 2SS 500) + 2F S ), (369

com [S, Ay] = [SA,A;} 18, 5.

Inicialmente, construimos uma sequéncia 7, T oo tal que
||S/\(Tn)||L2(R) < CQ)\, n e N,

com (5 é uma constante positiva, independente de n.

Para isto, usamos (3.68]), (3.69) e uma fungao diferenciavel 7 : [a,b] — R e apos de aplicar
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integracao por partes, segue que

b

b b b
[ s pas == 56|+ [ aoE e s [ e, @)

2

[ wos fas= @Sk + [ a4 7 pat
¢ b ¢ b
2 [nsisina -2 [ aoE s, (3.71)

isto permitird estimar superiormente e inferiormente f; n'(t)(Sxnf, f)dt.

Por outro lado, segue das Proposicoes 21| e 24] a seguinte desigualdade

([Sxn, AN £, f) +2(S0f, Saf) — 2(F, Saf) = (Saf, Saf)
Ay

+ 5 [ e —bt) VPN @)+ A (926)" + 2 (82)7) (3.72)
R

a demonstracgao de (3.72) pode ser vista no Apéndice [A.1]

No seguinte passo, encontraremos uma estimativa uniforme de (S)f, S\ f), para isto defi-

nimos a seguinte funcao suave:

t — sin(w(t—n—i—%)),

com a seguinte propriedade 7, (n £ 1) = 0 e utilizando (3.70) e (3.7L), obtemos

1
n+3

[ o e = s+ [ s Al s e

2
1
n+3

n+%
+2/ 1 nn(t)(SAf,SAf)dt—2/ S n0)(F. S ),

-/ ) LIS AN £, ) + 2(S0F. SaF) — 2(F, 2 )} dt

n
2/‘
e

FA(@20)" 4 (820)°] et

+ o=

"m0 {50+ G [ F00 A0

N

n+%
> [ O IS0y gt (374)

3
Logo, usando as limitagoes de n,, 7, (t) e n/(t) uniforme por uma constante que nao

depende de n, Proposicao [22| e em ([3.70), segue que existe Cy > 0, independente de
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n, tal que

=

/nt () (Saf, frat < Col, VneN. (3.75)

2
Entdo, utilizando (3.74)) e (3.75)) resulta que

n+%
/ () 1S3/ ()22 dt < C2A,  VneN.

2

Pelo teorema do valor médio, 4 7,, € [n, n -+ ﬂ talque T, > 1, T,, > o0 e

(T, "
) T ey = [ ) IS0 O e
4 n

n—l—%
<[ mOIS Ol o
n—3

< Oy,

Assim, desde que T, € [n,n + }J, temos

[ S

N (T}) > , VnéeN,

portanto,

9 8ACy
IS (Tl 72 ) < NG

para alguma constante C > 0, independente de n.

=XC, VneN, (3.76)

Continuando com a demonstracao do teorema, é necessario uma estimativa espaco
tempo para f. Para isto consideramos uma fungao 7 : [0, 00] — R suave e positiva tal que
n(0) =0en(t) =1, set > 1. Logo, utilizando (3.70) temos

Tn

| s pee == St

S [Twow nacs g [T pae

(3.77)

De (3.77), (3.76) e Proposicao existe uma constante Cs > 0, independente de n, tal

que

Tn
/ H (A f, flat < Gy, ¥meN, (3.78)
0
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Por outro lado, utilizando e (3.72),
Ty Th
/0 7 ()(Snf, )t = (n(t)(Ssf, P + / n(t) {([Sn. 4] 7. f)

+2(50 [, S\ f) —2(F, S\ f)}dt

ST ST+ [ty [ 20 o
A(Opf)? + A (02F)7 + ) (0 f)2] dxdt. (3.79)

Entao, segue de (3.78)) e (3.79)
A

C13 - <S/\f(Tn7 ')7 f(Tm )> 270/0 n 77(75) /R <:0(2) (ZL‘ - bt) [/\ng + A (aocf>2
A (02)" 4 X (02)°] axat. (3.80)

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.76]) e (3.5) em (3.80)), existe uma constante
Cy > 0, independente de n, tal que

NS (T ) (T D < SAF (T ) 2y 1 (T M 2y < ACs, Ve N

Assim, resulta que

/ ") / O — ) [N 4 X (D) A (B2)" 4+ A (92F) 7] axate < C,
0 R

para alguma constante C5 > 0, independente de n.

Dai, fazendo T,, — 0o e observando que n(t) =1, ¥V ¢t > 1, obtemos

/ / (z — bt) )\9f2 FAOf) 4 A (2F) + A (agf)Z] dxdt < Cs,

como f = @by entdo
/ / @z )\9f + X (9.f)° +)\(0§f)2+)\(8§f)2] dxdt < oo.
o que implica
/loo/Rgo(z) (z — bt)eP?@ 2 (¢, 2)dxdt < oo. (3.81)

Assim, usando (3.16) em (3.81)), resulta que

/100 /RuQ(t,x)dxdt < 0. (3.82)
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Da Proposi¢ao [25] temos

lut, )72 = [[u(0, )72, VE>0. (3.83)
Assim, de e temos que

u(0,2z) =0, VzeR.
Logo, dado ty > 0 e considerando uy,(t,z) = u(t + to,x + bty) para (t,x) € [0,00) X R,
temos que uy, satisfaz a mesma equagao e as hipoteses (3.3), e (3.3).
Entao, segue o resultado
u, (0, ) = u(to, x + btg) =0, VaeR,

e consequentemente,

u(t,z) =0, VY (t,x)€[0,00) xR,
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Capitulo 4

Equacao de Schrodinger de Quarta
Ordem

Neste capitulo, o objetivo é obter condicoes de decaimento para a solucao da equa-
¢ao linear de Schrodinger de quarta ordem com potencial real, com a finalidade de que a

tnica solucao seja nula.

Considere a seguinte equacao linear de Schrodinger de quarta ordem
O — i0%u —idju = iV (t,x)u, =z €R, t € [0,00), (4.1)

com V(t,z) uma fung¢ao potencial real e u : [0,00) x R — C.

A seguir, apresentamos o resultado principal deste Capitulo que é similar com [6],
onde é obtido um resultado de unicidade para a equagao de Schrodinger com potencial V'

real com p € (1,4/3].

Teorema 8. Sejau € C'([0,00), L*(R)) solugdo de ([4.1)) com potencial real V € L*([0, 00) x

R) tal que
4 4
Vit o) < —5= NETE (4.2)
(z) (L+[z]") =

com p € (1,8/7].
Se existe uma constante \g > 0, que depende de |\V|]Loo([0m)xR) ,C1 >0 ¢ep com

sup/ erolal” ’@{u(t,m)f dx < +o0, (4.3)

>0 Jr
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para j € {0,1,2,3,4}, entao

Antes de demonstrar o Teorema [§ apresentamos alguns resultados prévios nas se-

guintes secoes, que auxiliarao na demonstragao do mesmo.

4.1 Termos simétricos e anti-simétricos

Nesta se¢ao, obtemos uma nova equagao linear a partir de (4.1)). Para isto definimos
a funcao

f(t,z) = M@yt x), (4.4)

com u solucao de (4.1), A um parametro positivo e § uma fungao diferenciavel a ser es-
colhida posteriormente. Serao geradas desigualdades que auxiliarao na demonstracao do

Teorema 8

Observamos de que
@f = 6/\98{&
= MV () + 102 ) + 104 )
=iV - f+ieV (85 + (7;1) (e f)
=iV - f+ iM% (e f) + 1Mot (e f).
Dai obtemos uma nova equagao linear
o f =1eMX (e f) + 1Mt (e ™ f) +iV (L, 2)f. (4.5)

Em seguida, utilizando a expressao do lado direito de (4.5)), obtemos uma separacao em
fatores simétricos e anti-simétricos, como foi obtido em [46], com a finalidade de gerar

desigualdades para f.

Considere as seguintes funcoes

R; :[0,00) — L(H*(R), L*(R))

R;(t)g(w) = 1M @0 (e g(2)), (4.6)
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R} :[0,00) — L(H*(R), L*(R))

R} (£)g(x) = —ie 002 () g ), (4.7)

para j € {1,2}.
A seguir, enunciamos o Lema [4.1| que descreve a relagdo das expressoes (4.6) e (4.7)).

Lema 4.1. Para j € {1,2} e g,h € HY(R;C), temos que

[ ®it @ = [ s DR (43)
Em seguida, definimos as partes simétricas e anti-simétricas de (4.5)), que sao defi-
nidos por:
Ry + R}
&:121
=1iA (=00 — 20,00,), (4.9)
A = R, — R}
2
=1 (A\*(0,0)* + 92), (4.10)
S, — Ry —2F R}

=1 [—6X*(0,0)°020 + (—4AN*(0,0)" — 4XD20) O, — 6AD200; — 410,003 ] (4.11)

R+ R;
n 2

= 1 [(AY(0,0)" + 4)28,00°0 + 302(320)?) + 12020,002600,, + 6)2(0,0)°0% + 9] .
(4.12)

Ay

A partir das expressoes (4.9)-(4.12)), definimos

S)\251+52 € A/\:Al—l—AQ.
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Dai, temos
o _ Bt R+ R+ R
A 2
= 1A (=020 — 0,0 — 20,00, — 4(9,0)0, — 602007 — 40,007
+ 1M (—6(0,0)0260 — 4(9,0)°0,) , (4.13)
A = Ri— R+ Ry —R;

2
= 1\* ((0,0)° + 40,0020 + 3(926)> + 120,00700, + 6(,6)*07)

+i(02 +90) + 1A*(0.0)". (4.14)
Logo, segue do Lema [4.1| que

Awwmwmﬂwzéwmxwmmw7v%muww,

4mmmuﬂ5u=—4wmx@mmw,v%mnww.

Na secdo seguinte, utilizando S, e A, definidos na se¢ao anterior, vamos demonstrar

algumas propriedades do comutador [Sy, A,], para f definido em (4.4]).

4.2 O Comutador [S), A)]f

Estudamos as propriedades do comutador [Sy, A,] com 1 < p < 8/7, obtendo resul-

tados satisfatorios.

[Sx, Ay] = SaAy — AxS)
= [51, Al] + [51, A2] + [52, Al] + [52, A2]
= [S1, A1] + 2[S1, As] + [S2, Aj]
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em que

Sy, Ar] = 4N3020(0,0)% — D0 — ANDP00, — AND200?

= 4X*020(0,0)% — X040 — 0, (4XD200,) , (4.15)
[S1, Ag] = 8M%(0,0)*020 + 203(9,0)%020 + 8X>0,0020020 — \3°0 — 60200,
— 14)0200% — 1602002 — 8\O?00"
= 8X%(0,0)102%0 + 2)*(0,0)%020 + 8X30,0020020 — \9°0
+ 0, (—6X0,00, ) + 02(—8A32002), (4.16)
[So, A1) = 8X°(9,0)1020 + 2X3(0,0)2020 + 8)\*0,0020020 — \o°0
(4.17)

+ 0,(—6)200,) + O2(—8A\D200?),

[Sa, Ay] = 16)7(0,0)%0%0 — 48)°(9,0)%(9%0)° — 641°(9,0)°0200°0
— AN%(0,0)* 010 — 36X3(020)2020 + 24030,0020020 — 80N> 020(026)*
+ 4X*(0,0)%0%0 + 36)°0,0020020 — NS0
+ 0, [(— 48X7(0,0)" 020 — 48X*(920)° + 96A°0,0020020 + 24)*(9,0)%0,0

—8006)0),]

+ 02 [(48X*(0,0)°020 — 2010,0) D7) + 02 [ (482*(9,0)*020 — 68)0,0) 3] .
(4.18)

Observemos que [S1, As] = [Sa, 41].

Em seguida, verificamos que o comutador pode ser expresso por

[Sn, Ap] = 93 (b;(2)) , (4.19)

j=0
com b; € Cp(R) e
bo = 4X3020(0,0)* — N0 + 167°(0,0)* 020 + 4)*(0,0)%020 + 167*0,0020020 — 200°0
+ 16A7(0,0)°020 — 48\°(0,0)%(020)> — 642°(0,0)>020020
— AN?(0,0)1020 — 36)3(020)% 020 + 2402 0,00200560 — 80N> 020(920)?

+4X3(9,0)2050 + 360*0,0020050 — \IS0,
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bi = 42920 — 12X0,0 + ((— 48X°(9,0)'020 — 48X\*(926)® + 96)7*0,0020020
+ 24X%(9,0)% 0,0 — 820,

by = — 160920 + 48)*(0,0)%020 — 200020,

by = 48X\3(0,0)20%0 — 68)920.

Na sequéncia, descrevemos o comutador no espago H*(R), cuja demonstragio é

analoga a do Lema (3.3

Lema 4.2. Para cada t € [0,00) temos que o comutador estd bem definido como

[Sa(@), Ax(1)] : HY(R) — H7*(R)
f() — [S\@), AXD]f(E, ),

e € um operador continuo.

A demonstracgao segue de maneira analoga ao Lema [2.3

A seguinte identificacao segue da equacao (4.19)) e a demonstracao é andloga ao Lema .

Lema 4.3. O produto interno ([Sx(t), Ax(t)] [, f) pode ser escrito

(SO AN ) = 3 [ as(o) o2f0,) o, (1.20)

com a; € Cp(R).

A seguir, definimos uma funcao adequada para gerar as desigualdades satisfatorias

para f.

Lema 4.4. Existe uma funcdio @y € C¥(R), par e nao negativa com as sequintes proprie-

dades.
(i) wo(r) =717+ 5, para r>1, pe (1,8/T e =ar+ - +as— 1,
(i) @o(r) = ag+ arr® + - +agr'®, re€|0,1],

(i) ©o(0) =0,

(iv) o(r) >0, parar > 0,
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(v) ¢(r) >0, Vre(01),
(vi) @o(r) < MrP, Vrel0,00)eM>3/2.

Para maiores detalhes da demonstragio do Lema veja o Apéndice [B.4]

A partir das propriedades de ¢y no Lema [£.4] fazemos a seguinte escolha ¢ = ¢o/(2M) ,

e por conveniéncia fazemos a seguinte definicao

0(x) := p(r), (4.21)

com r = |z| e M definido na Afirmagdo [6]

Na secao seguinte, enunciaremos algumas propriedades da solucao da equacao (4.1J).

4.3 Propriedade da solucao (4.1

Sob a hipotese de decaimento em , enunciamos a seguinte proposicao.
Proposigdo 26. Seja u solugio de tal que u € C'([0,00), L*(R)):
(i) Se u satisfaz [L.3), entdo u(t,-),e*Vu(t,-) € HY(R) N C3(R), V¢ € [0,00).
(i) Se u satisfaz (4.3), entdo u(t,-) € L®(R), Vi€ [0,00).

Demonstragao: De maneira analoga a demonstracao da Proposicao [11] |

4.4 Desigualdades para f

Nesta secao, desenvolvemos desigualdades necessarias para a demonstracao do Teo-

rema [§ Inicialmente, o comutador é expressado em 27 termos como segue:

([Sx AN f) =)+ (©2) +---+(27)
- / 16X( ()% (1) | ax — / (P (1)o@ () | ax

-~ -~

1) (2)
- / 64X°¢ (1)) (r)o® () |f " ax + / 16X (@, (r)) 'O (r) | f1* ax
R R

g

3) ™)
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_/R48A5(<,0’(7"))2<p(2)(7“))3|f|2dx+ /R?’ZA%'(W V()W (r) | fI? ax

-~

) (6)

+ /R4A3(90’(7“))290(4) (r) \f!QdX_/R?’GA?’@O(”(T))Q@O(“’(T) |fI? ax

.

S

—
ot

4

~~

—~
-~

)

—~
N2

— [ BN DN P ax [ 1N ) 1)) 1 ax
) P ) (10) ’
+ [ 00020 1P ax [ 002000 17 ax

= (11) i (12) ’
+ [ 20001 ()0 ) 17 ax - / A (r) | f]? dx

- (13) (ﬁ) ’
- [ 2600 I ax— [ A0 Pax
N R P AN R - -

(15) (16)

+ [ 480 0) ) 10,1 ax 20 (1) (1) 0

IR ~ (18) ’
—/96/\3gp’(r)gp(2)(r)<p(3)(r)|8xf|2 dx+/48)\3(90(2)(7“))3 10, f |7 dx

- (?3) i (56) ’
+/12)\ SIGIEN s dx+/4/\90(2)(7“) |0, f|” dx

- 1) ) (22) ’
+ [ 83mo.frax

= (23)
+ / 48X ()2 (r) 02| ax — / 16X () |05 ]" ax

= (24) ~— (25) ’

/ 2070 (1)][02 f P

(26) ’

+ / (16202 ()] 18 f|2dx (4.22)

- (27) ’

para abreviar as notacoes deixamos subentendido que as derivadas de ¢ sao com relacao

ar.
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Assim, como 1 < p < 8/7, obtemos que

(5] £.5) = [ 1806 — 4309 643°
+16X°(¢') 1 — 48X ()2 (@) + 32230 P o™
+ 423 ()%l = 36X% (012 — 80X ()P ()2
+ 16230 P o™ 1 423 (0 )20®) + A3 ()2 ®
+ 24030 P ) — Xp® — 20O — Xp®)]| f|2ax
+ /[R [48X% (") ) — 24X3(¢) 2™ — 96A3 ' o) o)
+ 48N ()2 + 1220 + 4@ + 8Mp D] |0, f|*dx
+ /R [48X% ()% — 16 — 20Ap™W] |02 f|2dx
+/ [16A0@)] |02 f|2dx
R
SC(”H«o')%o(”\\wﬂﬂ\( Ve +A5llso’s0(2)s0<3)H
+ X ([ 0@ + X () P o + A7 ([P
+ X[ 4’H +A‘°’H W+ X )2+ 2 ()@ (™)
+ X% [l e® @+ 2 ()20, + X ()2,
+ X | ("”HooHII@“”HOOHHsD“)HOOHHsO“)IIOO)/\flzdx
+C (W (@) ? o + A ()] o + X[l D@
A + AP+ A @]+ A ) /Rlazf\gdx
OO P+ A6l M) [ 1025

+OMe®], [ 188 Pax
R

com C > (0 uma constante.

A seguir, apresentamos os seguintes resultados para estimar [ [, |fI? /(x)*~*Pdxdt.

Proposicao 27. V1,71 € R com Ty < Ty e f = f(t,x) temos;

/Tol/R[S)\,A)\]deth—i-/ /|Skfy dxdt </ /|at (Sy + Ay) f|? dxds

RS,\f(Tﬂde + RSAf(To) (Tp)dx| . (4.23)
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Demonstracao: Segue das propriedades de Sy e f solugao da equagao (4.1)), que

(S ) = (DS S )+ (Sa . 0)
= (SXO, )+ (Sxf, 0)
= Of 500 + (S2,00)
= 2R(0LS, Sh)
=2R(O,f — (Sa+ AN f, Saf) +2R((Sx + AN f, S0 f)
= 2R(0cf — (Sx + ANS Saf) + 2050, Saf) + (SxAxS f)
— (ANSAS S)
= RS — (Sh-+ AN SaS) + 2ShFSnf) + ([Sn, AN £).

Integrando em [Ty, T1] e como 2 |ab| < |a|> + |b]?, segue que

T1 Tl
/ ([Sx, ANl f, f)at + 2/ (Sxf,Sxnf)dt
To To

T Ty

= 2R [ (9f — (Sx+ A\ [, Suf)dt + (Sif, f)

To

To
Ty T
g/ /\8tf—(5,\+A,\)f|2dxdt+/ /|Skf|2dxdt+
To R To R

/R S\ f (T T

+

/RS,\f(To)m ;

logo, tem-se o resultado.
[

Para facilitar a demonstra¢ao do Teorema 8] definimos uma funcao n(t) tal que para

todo T' > 1/2,

n: [T'—-1/2,T+1/2] — R
t — (t—(T—=1/2))(T+1/2) —t),

satisfaz as seguintes propriedades
1) n(T'—1/2) =n(T"+1/2) =0, para todo t € [T'—1/2,T +1/2],

2) 0<n(t) <1/4,
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A seguir, apresentaremos a seguinte proposicao que nos permitira gerar uma sequén-
cia {T,, : n € N} tal que T,, T oo, de modo que facilitard a demonstragdo do Teorema,

8l

Proposicao 28. V7T > 1/2

T+1/2 T+1/2
/ / )([SafI? + S,\,A,\]ff)dxdt—i—/ /]f|2dxdt
1/2

T—1/2
T+1/2
dx) ‘ . (4.24)

AL

Inicialmente, derivando (f, f) com relacdo a t e usando as propriedades da equacdo

(4.1) obtemos:

U1y = @1+ U 0)
= (00 — (Sx+ AN ) + {0 = (S + AN + (S + AN F)
+ (f; (Sx+ AN f)
= IR(OS = (S + AL )+ 2SS + A )+ An)
=2R(0:f — (Sx+ AN S, ) +2(S5f, ). (4.25)

T+1/2
< 2/ /\& (Sx 4 Ay fI” dxdt + 2
—1/2

Demonstracgao:

Dai, multiplicando por 7/(t) e integrando em [T — 1/2,T + 1/2], segue que

T+1/2 T+1/2
/ C2Saf, i (f)at = / MRS — (Sn+ A0 f, F)ry (£)dt

T—1/2 T-1/2
T+1/2
- [ 0o as (4.26)
T—1/2
usando integracao por partes e as propriedades de 7, temos
T+1/2 T+1/2 T+1/2
[ weatsne = pne| o+ [ e (427)
T—1/2 T_1/2 T—1/2
e
T+1/2 T+1/2 T+1/2
- [ s e = -2 0| vz [ s e
T—1/2 T_1/2 T—1/2
T+1/2
=2 [ aO RS - (S + ALS) + A S) + (S AS P as. (425)
T—1/2
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Logo, de (4.27)-(4.28) em (4.26)), segue que
T+1/2
LIS Sur) + 2S5 AF )0 + AR (S + AN Safn(o)] e

T—1/2
a1 T+1/2
_ / RO S — (Sx+ AT, Fyn' (B)dt — (f, [)n'(t)
T-1/2 T-1/2
T+1/2
+ / (F, Py (B)at. (4.29)
T—1/2

Assim, de (4.29) resulta que

T+1/2
/ 0(t) [(4(S5F. 53 f) + 2([Sn. s, £))] dt

T—-1/2
T+1/2

— 4R )0 f — (Sx+ Ay f, Sy f)dt
T—1/2
T+1/2

T+1/2
L / RO — (Sx+ AN, Fn' (Bdt — (f, )/ (t)

T—1/2 T_1/2

T+1/2

+ / (f, fim"(t)at; (4.30)
T-1/2

e Como

T+1/2

— AR n(t)(Ocf — (Sx + Ax)f, Saf)dt

T—1/2

T+1/2
- —2/ /n(t)Z% [(Ocf — (Sx+ Ar)f) - Saf] dxdt

1/2

T+1/2
/T s (/ 10, f — (Sy + Ay) fI? dX+/|S>\f| dx) . (4.31)

Entdo, usando as propriedades de n e (£.30)-(4.31)) em (4.29), temos

T+1/2 T+1/2
2 / 0(t) ((Sxf. Suf) + ([Sns AN, £)) dt + 2 / (f. f)at
T-1/2 T-1/2
T+1/2 T+1/2
= —4% (&) (O f — (Sx+ Ax)f, Snf)dt + 2R (Of — (Sx+ AN S, fHn' (t)dt
T-1/2 T-1/2
T+1/2 TH1/2
SRCI e aEy ROV
1/2
T+1/2 T+1/2
< 2/ / )10of — (Sx + Ay f] dxdt + 2 / ) [Saf|? dxdt
~1/2 T—1/2
T+1/2 T41/2 ) T+1/2
/ / 90f — (Ss + Ay) /| dxdt + / / I axdt — (f, )il (8)
T-1/2 T-1/2 JR T—1/2

T+1/2
A RCLEY/R =
1/2 JR
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T41/2 TH1/2 4172
<5/ ) 108 = (S AP axae = (5, (0 <[ . JR=
T-1/2
(4.32)
Assim,
T+1/2 1 [T+1/2
[ a0 s+ snadfmas+3 [ s
T—1/2 T—1/2
T+1/2 T+1/2
/T » /yat (Sx + Ay f] dxdt + = /m T—l/ZdX.
[ |

A seguir, demonstraremos o Teorema [ resultado principal deste Capitulo.

4.5 Demonstragao do Teorema

Para facilitar a demonstracao do Teorema (8, dividimos por etapas:

Na primeira etapa, fazemos uso da Proposicao [28e construimos uma sequéncia de 7 1 oo

de modo que se verifique (4.33)).

Etapa 1: Se
sup/ el ‘Og{u(t,x)fdx <C,, je€{0,1,2,3,4},
>0 Jr
entao, 3 {T};j € N} com T} 1 oo quando j — oo tal que
sup/ 1Sy f (T, 2)|? dx < O, (4.33)
jeN
com f(t,z) = eX@u(t, z) e Cy uma constante que depende de Cy, A, |V,
Demonstracgao:

Segue da Proposicao [28]

T+1/2 T+1/2
2
/ " / ‘S/\f\ +[Sx, AN ST) dxdt+/ /R\f\ dxdt

T—1/2

T+1/2 T+1/2
<2/ /yat (Sx 4+ Ay f[Paxat +2 | [ |f? dx
1/2 R T—1/2
T+1/2 T+1/2
/ /yvy [ dxdt + 2 /m ax| . (4.34)
T—1/2 T—1/2
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Logo, segue da inequagao (4.34), das hipoteses (£.3) e as propriedades de [Sy, A,]f que
T+1/2
/ / ) |Sxf[* dxat < Ci, (4.35)

~1/2
onde Cy depende de IVll;e, A, peCy. Para maior detalhe da demonstracao ver o Apén-

dice

Disto, utilizando o teorema do valor médio, (4.35)) e n(¢) > 3/16 no intervalo [T'—1/4, T+
1/4], resulta que existe um T* € [T — 1/4; T + 1/4]

T+1/2 T+1/4
C')\ / / ]SAftx| dxdt > / |S,\ftx| dxdt

1/2 T—1/4
> 16 / |S\f(T \ dx. (4.36)
Entao, podemos construir uma sequéncia de 7} 1 +o0, tal que
/ Sy f(Ts, 2)|? dx < Gy (4.37)
|

Na seguinte etapa, demonstraremos uma estimativa para a integral fTZJJ Jo | fPP /(@) 4-3Pax,
para todo j € Z*.
Etapa 2: 4 \y > 0, tal que se A\ > )\ entao para qualquer j € Z*

2)\<p ul(t
/ / ’ d dt < 0},
T

com C), independente de j € Z*.

Afirmacao 1.

Tj _ T
/ /[S,\,A,\]ffdxdt < / / ‘e’\“”Vu‘Qdth—l—Ci, (4.38)
Tl R T1 R

com C, independente de j € Z7T.

De fato, segue da Proposicao m 27, de O,f — (S + A\ f =iV f e de f = e*u que

/Tl /SA’AA fdxdt</Tl /\@ (Sx -+ ) fldxdt +| | SU(T, D (T))dx
+ /RSAf(Tl)f(Tl )dx —/ /ISAf| dxdt

T;
< / | / AV FP? dxdt + / S/ (T) P dx + / (T ax

" / Suf(T))[2ax + / (T2 ax. (4.39)
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Utilizando sup;cz+ (Sxf(T}), Sxf(T})) < Che SUP;>0 Jg |f]?dx < C em ([1.39), resulta que

T; _ T;
/ /[SA, Ay f fdxdt < / / ‘e”’Vu’2 dx + Cy; (4.40)
T R Ty R

onde C4, independe de j € Z™.

De agora em diante chamaremos de termos positivos de ([Sy, A\|f, f) (ver (4.22])),

0s seguintes termos:

/R [8A( ()% (1) + 163°(2 ()0 (r) + 403 (1) (r)] |f]? ax
" / 12405 (i ()"0 (1) + 4833 (o (1))® + 470 ()] |0, f
—I—/24)\3(g0'( )2 (r) 02 f| dx+/16w<2>(7~)\a§f\2dx, (4.41)

podendo mudar os coeficientes em cada uma das integrais.

A seguir, estimamos os termos positivos de ([Sy, A\]f, f) por termos cujo dominio

de integracao é |z| < e.

Afirmacao 2. Se 1 < p <8/7, existe A\g > 0 tal que ¥ X > N\ temos que:

/R [BAT(¢' ()00 @ (1) + 16A°( (1) ' (r) + 4X* (¢ ()PP ()] | F|7 ax
+ /R [240°(' (1)) P (r) +48X° (91 (1))* + 40P (1)] |0 f|” dx

+ /R 2403 (' (1) 2@ (r) |02 f] dx + / 16002 (1) |02 f|” ax

< OFC OV e+ Xl so@)w“”)H + X))

R o I [ R R ([ R R e (R

+ X[ @e @]+ A%, + 4 D@+ 2 oD+ A0,

Al [ e

z|<e

+ O (0P + X [ 4 A Ol + A6 [ s

|z|<e

£ Al Al [l e (442

z|<e

para detalhar a demonstragao da desigualdade (4.42)) veja o Apéndice
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Utilizando os termos positivos de fgj ([Sa, Ay] f, [)dt, a desigualdade (4.42) e adicionando
7 T T
os termos [/ flmlél | f|? dxdt, Iz flmlél 0, f|? dxdt e Iz f\x|§1 02 f]? dxdt, obtemos a se-

guinte estimativa uniforme para todo j € Z*:

/ [ 192 iy ran <

Antes de continuar, observamos a seguinte igualdade
[ [ ) ) + 16X (1) 0 + 40 1) )] L1
T
/ / 1225 (! (1) ' (r) + 48X (0@ (1)) + 400 ()] |0, f | dxdt
T1
T;
/ 1203 (1) >0 (r) |02 f | dxat + / / 16A0® (r) |03 f|” dxdt
/ / 22| f? dxdt+/ / A2 |0, fI dxdt+/ / A2 |92 f|” axdt
<1 |z <1 lz|<1
/ [BAT(¢' ()0 (1) + 16X (& (1) P (r) + 4N (& (1)) 2P (r)] | f|” dxdt

n / j / 12405 (! (1) ' (r) + 48X (0@ (1) + 400 ()] |0, f | dxdt

, N
(¢ (r)?e®? 21|12 ’ ) 3 012
+/T1 /Rzzu (¢'(r)*e®(r) |0; f] dxdt+/ /16A<p (r) |03 f|” axdt
T
2 X 2 % 2 | 52
A R A R A R
T;
_ AN (O 6,.(2) 2 4xdt — Ao (o 4 (2) 0, 2 4
/Tl/R (¢'(r)° (1) | f|” dxdt /T1 /RlQ (& (1) @ (r) |0, f* dxdt

T;
—/ 12X3(0' (1)) %@ ‘82f‘ dxdt. (4.43)
Logo, aplicando o resultado da equacao (4.42)) em (4.43)), segue que
[ [ 0000 + 160500 0) + 10 1)) 1P
T

/ / (12X (¢ (1)o@ (r) + 48X (0@ (1) + 400 ()] |0,/ dxdt

T;
+ / / 1203 (¢ (1)) (r) |02 f| dxdt + / / 16A0® (r) |93 f|" dxdt
T R
I;
+/ / A If1P dxdt+/ / 2210, fI? dxdt+/ / A2 |92 f|” axdt
T lz|<1 |z|<1 lz|<1
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<O+ / /| VP 480D 00 + 6000 ) )0

AN (@ ()2 (0@ ()% — 3223 (M) @ (1) D (1) — AN (' (1)) 2D (1)
+ 367030 (1)) 20 (1) + 80X (0 (1) (0P (1))2 = 1633 (1) 0 (1) (1)
— (G (1))20O (1) — 24030 (1) 0@ (1) (1) + M@ (1) + 220® (1)
+ A ® (r)] | *axds

/Tl /|x<5 24N D (r) + 96X3¢ () ()0 (r)

— 1200 (r) = 40P (1) — 8O (1)]]0, f|*dxdt

/ / 16Ag0 ) + 202p™ (1 )]102 f?dxdt
Ty |x\<5

)\2 )\2 a )\2 82
+/T1 /Ir<1 |f| dth+/ Acq | f| dth+/ /|m|<1 ‘ f‘ dxdt
T;
_/ /4)\7(90’(T))6g0(2)(r)’f‘zdxdt—/ /12A5(¢/( 4 (2)( )’a fl dxdt
n JR _—
T;
_/ /12/\3(90/(7'))2@(2)(7,) {aiffdxdt
T
<CA+/ / [V +4X°( (1) ' () + 643 (¢ (1)) >0 (1) e (7)
1 |$‘<5

BN (1) (1) = 32 (1) () () — 4 () 1)
+ 368D ()20 () + 8N (1) (o9 (1) ~ 16X (1) 1)V (1)
— AN ()0 (1) — 20 (1) () (1) + A () + 2600

)+ N°]| f]Pdxdt

AS)

+ Ap®

/ ’
T

—~

_|_

L P00 + 968 () () )

&—\

(1) — @ (1) — 82O (1) + /\2} |0, f|?dxdt

[16A0®) (r) + 200p™W (r) + A?] |02 f|*dxdt

+
S—
3
\

T
T

T T;
)\2|f|2dxdt+/ / A2 |0xf|2dxdt+/ / A2 |02 f|” dxdt
Tn Je<lz|<1 71 Je<|z|<1 Tn Je<|z|<1

T; T;
AN (P (1)o@ (1) | I dxdt — / / 12X (¢ (1) "o (1) |0, /| dxdt
T R

z|<e

+
S—
\

<.

| |
5\\
%\%\

T
TJ

1203(¢' (1)) {a2f]
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T; T
< O [P+ IVIE+ X [ ] irPaxacs Pl + 2 [ [ jousfaxa
T |z|<e T |z|<e

T;
[ Y
T1 ‘x‘|<8
T;
+/ / M2 fI? dxdt+/ / A2 |0, f| dxdt+/ / A2 |92 f|? axdt
71 Je<|z|<1 e<|z|<1 e<|z|<1
T;
- / / AN (P ()0 (r) |2 dxdt — / / 1203/ (1)) (1) [0, /2 dxdt
Tl R T1 R
- [0 [ 120
Ty R

em que

(4.44)

Py = 4N (' () (1) + 64X (' (1) PP (1) (7)
HABXY (' (r))2 (01 (1)) = 32X°¢ ()o@ (1) (1) — AN (' (r)) %! (1)
+ 3677 (@ (1)) 201 (r) + 80X (2 (1) (0 (1))? = 1674 (1)o@ (1)) (r)
— 4N (1) O (r) = 2439/ ()o@ (1) (1) + AW (1) + 220 (1)

+ 2™ (r), (4.45)
Py = 240 (1)) (1) + 96X°¢/ ()o@ (1)) (1)

— 1200 (r) — 4xp@ (1) — 8O (1), (4.46)
Py = 1620 (r) + 20A0™ (r). (4.47)

Logo das propriedades de ¢ existem as constantes positivas Cy, Cy e Cs tais que || Py <

CiN0 || Pall, < Co? e || B3l < CsA. Dal, resulta a seguinte desigualdade

/T / [ANT(' ()5 () + 16X°(' () 02 () + 4N (' ()20 ()] | f17 dxde
|
/T / 12)\5 4 (2)( )+48)\3(<p(2)(7“))3 +4/\<p(2)(7’)] |3$f|2 dxdt

+/T / 12X3(0' ()% @ (r) |8§f|2dxdt + /Tj / 16)0@ (1) lﬁi’ffdxdt

T;
+/ / A If)P dxdt+/ / A2 |0, f | dxdt—l—/ / A2 |92 f|? axdt
T |z|<1 |z|<1 |z|<1

SCA‘I‘(Cl)\S—F)\Q—l—HVHm)/ / |fI? dxdt + (CoA® + A?) / / 10, f|* dxdt
Ty Jlz|<e lz|<e
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T;
+(Cg)\+/\2)/ / |02/ dxdt
T1 ‘2}|§8
T; Ty Ty 9
+/ / )\2|f]2dxdt+/ / )\2|8xf|2dxdt+/ / A |92 f|” dxdt
T Je<|z|<1 T Je<|z|<1 T Je<|z|<1
T; T;
[ [N asae - [ [ 1220 0 0) 0.1 axat
Tl R T1 R
T;
—/ /12)\3(@'(7"))290(2)(7")‘fo‘dedt. (4.48)
T R

Depois, utilizamos as trés altimas integrais do lado direito de (4.48]), para estimar em [e, 1].

Por outro lado, utilizando a Proposigao (10| para f, 0,f e 02f, temos as seguintes desi-
gualdades:

[ ifac<ec, [ josrtaxtc, 17 ax, (4.49)
|z|<e |z|<2e e<|z|<2e

/ |00 fI? dx < e%/ 02| dx + qo/ 10, f|? dx, (4.50)
|z|<e lz|<2e e<|z|<2e

/ |3§f]2dX§sC¢,/ ‘8§f|2dx—|—0¥,/ 021 ax. (4.51)
|z <e |z|<2e

e<|z|<2e

A seguir, utilizando as desigualdades (4.49))-(4.51]) em (4.48)), resulta que
T;
[ [ [0 @me6) + 168 0)) 20 + 4006 0)] 17 anas
T Jr
7;
+ / / [ 12X5(¢' (1) 2@ (r) + 48)\3(90(2) (r)? + 4Ap? (7’)} |&L,f|2 dxdt
n Jr

T; T;
—|—/ / 12X3(' () %@ (1) ‘8§f‘2 dxdt +/ / 16A0®)(r) ‘aif}z dxdt
Tl R T1 R

T; T; T;
+/ / Az\nydxdtJr/ / A2\8If|2dxdt+/ / A2 |92 f|” dxdt
T |z|<1 T lz|<1 Ty |z|<1
T; T;
< Ch+ (G + 02 (gcga/ / |8xf]2dxdt+50¢,/ / \f\2dxdt)
T1 \z|§25 T1 €S|x‘§2€
T} 9 T
+ (CoN° + N?) (5(]@/ / 021 | dxdt+eq0/ / \arf|2dxdt>
Th |z|<2e T Je<L|z|<2
2 L 3 |2 T 2 |2
+ (CsA +X%) (eCy |02 f|" dxdt + C,, |02 f|” dxdt
T1 |z|<2e Ty e<|z|<2¢e

T; ) T; ) T; )
+/ / M f] dxdt—l—/ / M0, f] dxdt—l—/ / A |02 f|" dxdt
Tn Je<lz|<1 71 Je<|z|<1 Tn Je<|z|<1
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_/Tj/R4)\7((p/(r>)6%0(2)<7n)|f‘2dth_/Tj/RlQ)\g)(SD/(”’))ZLSO(Q)(T) ’amf‘2dth
—/Tj/RlQA?’(so’(r))?so(?)(r)|a§f\2dxdt. (4.52)

Para finalizar a demonstracao, precisamos da seguinte afirmacao.

Afirmacéo 3. Da desigualdade ([4.52)) e e = 1/\°, existe \g > 0 tal que para todo X\ > Mg,

vale:
L7 [ 100 e@0) + 1630 0) 6 (0) + 43 1) 0] 1 ana
+/Tj/R [ 12A5(¢’(r))4¢(2)(r) +48/\3(g0(2)(7“))3 +4)\90(2)(7“)} |3$f|2dxdt

T; T;
+ / / 1203 (¢ (1)) (r) |02 f| dxdt + / / 16Ap® (r) |93 f|" dxdt
Ty R T R

T ) Tj ) T; 9
+/ / 2 dxdt+/ / 20, f| dxdt+/ / A2 |02 | dxdt
T |z|<1 T: lz|<1 T |z|<1

com (), independente de T} para todo j € N. Para ver mais detalhes da demonstracao

veja o Apéndice [B.3

Entao, segue de (4.53))

Cy > / / [ANT(! (7)o@ ()] |2 dxdt + / /| N g

g C(p) g
> ANT fzdxdt+/ / A2 f)? dxdt
/T1 /1§|x| <$>473p| | 7 Jizl<t i
T 2
2 [ |f]
ZC(p))\/T /R<x>43pdxdt,

com C(p) uma constante positiva, que depende de p.

Na proxima etapa demonstraremos a conservagao de ||u(t, ). da equacao (4.1)),

que junto com o resultado da Etapa 2, demonstraremos que a solugao ¢ nula .

Etapa 3: Conservacao da norma.

89
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Seja u uma solugao da equacao (4.1)) e V real. Entao
a2 = u(0, )2, VE€0,00). (4.54)

Demonstragao da Etapa 3

= (ult, ), ult, )

= (Oyu, u) + (u, Oyu)

d 2
It [t 72w =

=(1(Pu+0pu+Vu),u)y+ (u,i(Pu+ dju+ Vu))
= <i8§u, u> + <u, i6§u> + <18§u, u> + <u, i@§u> + (iVu,u) + (u,iVu)
= — (10,u, Opu) — (Opu, 10,u) — (107u, O2u) — (2w, 107u) + (1Vu, u) + (u, iVu)
— / i (9pu)® dx + / i (9,u)® dx — / i (0%u)” ax + / i (0%u)’ dx
R R R R
+ / iVuldx — / iVuldx
R R

dai, segue que [lu(t, )| ;2 = cte.

Portanto, V t € [0, +00) resulta que

[t )l 2 = (0, )] 2 -

Na proxima etapa, demonstramos que a solugao da equagao (4.1) ¢ nula.

Etapa 4:
u(t,z) =0, V(t,x) € ([0,00) x R).

Como V =V (t,x) € R e pelas Etapas 2-3, segue que

Ty )
[[u(0,-)[|7» at

(1 1) 0. ~ |

T

T} )
= [t e

T

7
:/ / |u(t,x)|2dxdt
7 JR

T g €2 4-3
_ / / fult, 2) 2~ () e Poaa
n JR <l’>
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4-3 T 2 e
S sup (<£C> —op 672)\90) / / IU(Z&, l’)‘ T?)dedt S C)\.
z€R n JR (x)

Logo, fazendo T} 1 oo, temos que
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Apéndice A

A.1 Demonstracao da equacao (2.81)) e ([3.72

Inicialmente, demonstramos a desigualdade (3.72))

([Sx, AN £, f) +2(Saf, Saf) — 2(F, Sxf)

> (S\f, Saf) + % / 0@ (x — bt) [A9f2 F A+ X (PF) + A (af;f)Q] dx.

Utilizando (3.69)), segue que

([Sx, AN £, £) + 2(Sxf, Saf) = 2(F, Sxf)

SACNS)

= —(OSf, f) — (S\f, Ouf)

= —(0SAf, 1) + (SADuf, £) = 2(Saf, Ouf)

= (= (0eSx — Sx0:) [, ) — 2(S\ [, Oi f)

= —([0h, SAl £, £) = 205 f, O f) + (Arf, Saf) — (Asf. Saf)

= ([0, Sal £, £) + ([Sx. Al £) + 2085 f, Saf) — 2(Saf. F)

= ([Sx, AN £, £) + 2(Sxf, Sxf) — 2(Sxf, F)

([Sx, AN £, £) + (Saf. Saf) — (Saf, Arf) — (Saf. F)

([Sx, AN, ) + (NS, Saf) + (ANf, AnSf) — (B, F), (A1)

onde (Syf, Axf) + (S\f, F) = —(A\f, Af) + (FLF).
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Assim, segue das Proposigoes 1] e 4] em (A1), que

([Sx; AN £, f) +2(S\f, Saf) — 2(F, Sxf)

> ([Sx; AN £, ) + (Saf, Saf) + (Anf, Anf) — (B, F)

= ([Sx, AN, ) = (FVF) 4 (S0 Saf) + (Anf, AxS)

> Ao/RgO@)(r) [A-‘)F FADf)? + A (02f)7 + A (8§f)2] dx

Ao
4 Jr

> <S>\faS>\f>+?/

R

PD() NP2 X0+ A (92)" + A (82)°] ax+ (Saf, Su )
PD() [ X2+ N @uf X (D2F)" + A (82)°] ax,

disto segue a desigualdade (3.72)).

Em seguida, demonstramos a desigualdade (2.81). De maneira analoga utilizando as
Proposigoes [12] e [17]em (A.1) resulta que

([Sx, AN £, f) +2(Saf, Saf) — 2(F, Sxf)
> ([Sxs AN, ) + (S S0 f) + (ANS, Asf) — (FL F)
= ([Sx, AN S, ) = (FVE) + (S0 f, S0 f) + (An S, AnS)

> A / PP () [N f2+ X (0.1)%] dx
R

Ao

1 )P0 @ S+ A @uf) ] axt (Sif, 5f)

Ao

> (S50 0) + 5 [ ¢ P+ A 0.1 ax

disto, segue a desigualdade ([2.81)).

Logo, finalizamos demonstrando a desigualdade (2.98)). Utilizando as Proposi¢oes [13|e

segue que
([Sx: Al [, £) + 20\ f, Saf) — 2(F, S\ f)
> ([Sx, An] £, ) + (Sf, Saf) + (Axf, AnSf) — (F, F)
= ([Sx, AL f, [) = (FLF) + (Sxf, Saf) + (Axf, Axf)

> A [ ¢ [N 2 0.6 ox
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20 [0 [N (@ 12 4 3 @] @t (S07.500)

4 Jr
Ao

> (S5 0) + 5 /R P D) [N (9) £+ N (0.7 ax.

disto, segue a desigualdade (22.98))

A.2 Existéncia da funcao peso de Carleman dos lemas
2.2l e 3.2

Faremos a demonstracdo do Lema A demonstragdo do Lema segue de
maneira analoga. Demonstracao: Seja 0 < € pequeno e consideramos a seguinte

funcao continua
wo 3[0,00) — R

r — o(r),
definida por
1, re 0,3 + 2,
Yo(r) =4 ar+b, re[3+2€2— 2, (A.2)
41«(1&2@27 r € [2—2€ 00),

com a,b € R, tais que que satisfazem a seguinte equacao

a(3+2¢)+b=1,

Y (A.3)
a(2—2€)+b= 12—20)[In (2202
disto, temos que ¢y € C([0,00)).
Agora, definimos a fungao ¢ : [0,00) — R por
W(r) = / / o(t)dtds.
o Jo
Calculando, obtemos
(2
X re 0,3+ 2,
ar®  br? 5
W)=  + 5 tar+e, r€[2 422 - 2], (A.4)
" In2
— ds + c3r + ¢y, 1 E[2— 2€,00),
L 99 41Ins
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com as constantes ¢, ¢o, c3 € ¢4 sao dadas por

3 2 3 3
C1=—g(§+2€) —b<§+26)+§+2€,
a (3 5 b (/3 > 1/3 2 3
CQ_—6(§+26) —§(§+26) +§(§—|—26> —Cl(§+2€),

Cio 90?4 b(2—20)— L (340 Y G W BP

=—(2— —2)— = =+2) —b|=+2€ — _

<=3 ‘ T72\2 2 2 41 (2 — 2¢)
b

04:%(2—26)3+5(2—26)2+61(2—26)+02—03<2—2€).

Para podermos estimar as constantes cy, ¢y € c3, tomamos € = 0, disto temos

1 1
S S <24 —— Vr >0
=2+ e W02+ W2

Portanto, utilizando a continuidade de ¢, podemos tomar € > 0 suficientemente pequeno
e obter

2<e3<3 e W' (r)] <3, Vr>0. (A.5)

Entao, definindo ¢ (r) = ¢ (—r), para todo r < 0, temos 1, par e nao negativa.

Por outro lado, tomando ¢, € C2°(R) tal que

G0, () = v(—x), supp() C [—ed] e /R be()dz =1
definimos

©o - R — [0,00)
T Pk (r).

Entao, temos que: ¢y € C*°(R), par e ndo negativa.
A seguir, provaremos que ¢g é a funcao procurada.

De fato, por (A.2), observamos que 1" > 0, consequentemente, ¢’ ¢ uma fungao crescente.
Assim, parar > 1 ey € [—¢, €], temos r —y > 1 — € e utilizando as propriedades de 1,

resulta que

Po(r) =1 1he(r) = /_ Yr—yey)dy 2 ¢'1—e)=1—-¢,  Vrz1 (A7)
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Por outro lado, para r < —1 e y € [—¢, €], segue que r —y < —1 + €. Entao
) =0 ) = [ Wy SV 1 = —lhe Vs o1 (A8)
logo, segue de e
op(r)] > 1—e, Ve>0 (A.9)
onde concluimos a validade de (i), isto é

inf | > 1.
Inf o ()] >

Por outro lado, de obtemos (ii) e observando que ¢ (r) = 1, para todo |r| < 2+ 2,
segue (i7i). Para obter (iv) é suficiente observar que 0 < ¢"(r) < 1, para todo r €
R. O item (v) segue do fato da fungao 1y ser decrescente para r > 0. Para concluir
a demonstragao, resta-nos obter (vi). Primeiro, provaremos que existe uma constante
51 > 0 tal que

e?o(n) < 516‘%, Vr > 0.

Como este resultado é imediato no intervalo compacto [0, 2], consideremos r > 2. Entao,
para y € [—¢, €], segue que r —y > 2 — 2e¢.
Assim, por (A.4) e (A.5), obtemos

wol) =¥ =) = [ v -y
[ ] st e v

_9c 4lns

</ (3r 4 e (y)dy

€

= 31 4+ ¢4,

e portanto, e¥°(") < e para todo r > 2.

Agora, provaremos que existe uma constante 52 > 0 tal que

#(r)

5290(()2) (rje s >1, Vr > 0.
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Para obter este resultado, é suficiente que

lim gpé2) (T)eWOT(T) = 00, (A.10)

T—00

entdo, a seguir verificamos este limite. Dados 7 > 2 e y € [—¢, €], temos r —y > 2 — 2¢.

Assim,
oD () = @ wap(r) = / B (r — y)bu(y)dy

‘ In2
B /_ A(r — y)[In(r — y>]g¢e(y)dy

In2

> . A1l
~ 4(r+¢e)[In(r + €))? ( )
Além disso, lembrando que ¢z > 2, por (A.5]), obtemos
aolr) = [ ot = y)tw)dy
>/6 /r_y o2 , +2(r —y) + ca| Ye(y)d (A.12)
- s r— ca| e . :
=] s o AIns Yy 4 y)ay
Por outro lado, observamos que
27“—/ lnzdszr, Vr > 2 — 2e,
99 4Ins
dai, utilizando (A.12)) temos que
wo(r) > 1+ c4, Vr > 2. (A.13)

Logo, por (A.11) e , segue que
) e(rtea)/61p 2
~4(r+e)[In(r +e)]?’

Vr > 2,

e, portanto,

(r
lim gpéQ) (T)e%T)

r—00

= OQ.

Para concluirmos a demonstracao do lema, agora, provaremos que existe uma cons-

tante 53 > 0 tal que

d* oo (r)

| < CsoP(r),  Vr>0, k=3,4,56,7,8. (A.14)
.

De fato, se r € (0,2 +¢€) e y € [—€, €], entdo —e <r —y < 3 + 2¢ e, disto,

o) (r) = / V3 (r — y).(y)dy = 0.
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Assim, concluimos que

3
e (r) =0, Vre{0,§+e), vk > 3.

Sendo goéQ)(r) > 0, para todo r > 0, obtemos (A.14) para o intervalo [O, % + 6). O caso

r e [% +€2+ e} é imediato, uma vez que as derivadas gpék) sao limitadas neste intervalo

e go(()z) > 0. Portanto, suponhamos r € (2 + ¢€,00). Neste caso, temos r —y > 2, para todo

y € [—¢€, €], e assim
0) = [ 0= vy
_ [
—/ Yy (r—=y)e(y)dy,  Vke{34,...,8}.
Por outro lado, derivando, observamos que existe uma constante 53 > 0 tal que

Ui < Cav(r), Vr>2 k=308

e portanto,
067 < Cs [ tolr —y)e(y)dy
=CoP(r), Vr>2 k=3,...8.
Tomando C7 = max {51, 52, 53}, concluimos a demonstracao do Lema [ |
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Apéndice B

B.1 Demonstracao da equacao (4.35

T+1/2 _
/ / 0(t) 153 f (2, 0)|? axdt < .
12 JR

Demonstracao: Sabemos que

T+1/2 T+1/2 T+1/2
/ /n(t)|S,\f|2dxdt §2/ /|V|2|f|2dxdt+2 /|f|2 dx
1/2 JR T—1/2 R T—-1/2
T+1/2 _
/ /[S)\,A)\]ffdxdt. (Bl)
12 JR

T+1/2

Em seguida, estimaremos —f iy

JelSx Ax] f fdxdt, para isto primeiro estimamos

Y fR[S,\, A,]f faxdt. Para isto

os termos negativos ou com sinal nao definido em f iy

utilizamos 1 < p < 8/7, (4.22)) e (4.3)
T+1/2
[ o) + 60 ) ()e00)
1/2

+48A (' ()2 (P (r)* = 32X°¢ (1)@ () oW (r) — AN (¢ ()% (7)
+ 362 (0 (1) 20 (1) + 80X (2 (1)) (91 (1)) = 1670 (r)p®) (1) (1)

_4)‘3(90/(7”))2 ( ) = 2403 (1)o@ (1) D) (1) + Ap™ (1)
O () + 2™ (r)] | f[Paxdt
/ +1/2/ 4)\3 ( (T) +96)\3<,0/(7’>(,0(2)(T)g0(3)(7‘)

—120pW(r) = 42 (r) — 80 (r)] |0, f|*dxdt

T+1/2
/ / 16)\4,0(2) ) + 20A@ (7 )]102 f?dxdt
1/2
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T+1/2
/ / [427 H(<:0/<T>)490(4)(T)HL°°(R) + 64X [ (¢ ()P (M) ()| o

12
48X [[ (' (M) (02 (1)? | poo ey + 322° ' (1) 0P (1) 0 ()| e

+ 4N [ ()% () HLoo @ + 363 [P M)V ()] )

+ 80X || (,0(2)(7“ NED )| poy + 167 [0 ()P (1) (1) ]| oy

— N [|(¢' ()¢ IILw + 20| (NP () ()] ey + A (O] ey

+ 2[00 oy + AN ()] oy ] 1 Ptxait

T+1/2
e LRI ey + 902 [ 00000 g

— 12X [|eW(r) + 41 [[e@ (r) + 8|9 (r) |0, f|*dxdt

()] ey |
T+1/2 ) . -

< (4A5 [re= 7“))490(4) ()| oy + 642° (' () * 0P (1) 0D ()] e

()] ey ()] ey

483 ()220 [ ey 328 [ 6D 06D () | ey

+ 4N [ ()P ()| oo ey + 3677 [ (0@ (1)) ()| e

+80A° ||(®) () (") ||LOQ +16X% ||¢'(r) )(r)go“)(r)HLm(R)

— 4N [|(¢' () IILoo +240° (|0 (1)@ (1D ()| oy + A O] oy

T+1/2
A0y MO ey) [ [ P
T-1/2 JR

+ (24° [[(@ ()P ()| oo ey + 96N | (1) 2P (1)o@ ()| o

T+1/2
—12/\H90(4)(7“)HL00(R)+4>‘||90(2)(7“)HL00(R)+8)‘||90(6)(7“)HL00(R))/T1/2 /R|a$f|2dxdt

+ (200 (@)D ey + I [ PPN ey

T+1/2
— 124 H‘PM)(T)HLoo(R) +4A H"O(Q)(T)HLoo(R) +8A ||90(6)(T)HL°°(R) ) /T1/2 /R |0, f|*dxdt

T+1/2
+(16)\H¢(2)(7~)HL®(R)+20)\“¢(4)(T)“Lw(R))/T_I/Q /Ryagf\zdxdt
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< (4¥° H(SO’(T))“SO(A‘)(T)HLw(R) + 64X [[(¢' ()P (1) (1)]] e )

+ 4837 [|(2' (M) (2 (1) oy + 32X [ )P )V (1) | e

+ AN (1) (r) HLoo @ + 36X (22D ()] e

+ 80X [[ (e (MNP ()2 | ey + 163 [ (M2 ()P ()] e

+ AN | ('(r) HLw + 24| (M) ()™ ()| oy + M O]y

+ 20 [[e@ )| oy + AN )|y ) igg/R |f|?dx

+ (24X [|(¢' ()%™ + 96X |/ (r)ip® (r) e

T)HLOO(R) T>HL°°(]R)

+ 12 HSOM)(T)HLOO(R) + 4 ”90(2)<7")HL00(R) + 8\ ”90(6)<7")HL<>0(R) ) sup/ |0, f|*dx
>0 Jr
(A )] oy + 200l ()] oy ) s /R 02 f*dx

< Cmsuz)/ |f|2dX+CZ,/\SUP/ |5xf|2dX+Cs,Asup/ |02 f|Pdx
R t>0 JR t>0 JR

>0
< Cy < o0, (B.2)
com (5, Uy e Cs) constantes positivas que dependem de A, p.
Logo, utilizando a equagao (B.2)), temos
T+1/2 _
/ /[SA;A/\]fdedt
—1/2
T+1/2
== [ IOV )+ 108 0) ) + 4N 1) 0)] 1 ana
1/2
T+1/2
/ / [48N° (' (1) P () + 4823 (0@ (r))® + 4N (1)]]0, f|*dxdt
—1/2
T+1/2 T+1/2
/ / 48X (¢ (1))@ (r)] |02 f |Pdxdt — / / 1670 (r)]|0° f|2dxd
-1/2 1/2
T+1/2
N ACEOEE ORI OO
1/2

48X (' (1))2 (012 (1)) = 32X°9 () oD (1) (1) — AN (&' (1)) %! (1)
+ 363 (0?)(r )) P (r) + 8033 (0P (1) (@ (1))? — 16X°¢" () (r) o (r)
— 4N (¢ ()2 O (1) — 243°0' ()@ (1)) (r) + XD (1)
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O(r) 4 AGO )] e
/ " / 2 (1)) ) + 96N (1) ()20
—12A<p”() 4 (r) = 89 (r)] |0, f [P dxdt

T+1/2
/ / 1620 (1) + 20\ (r )]102 f?dxdt

1/2
T+1/2
S A GO ORI OO

AV (60 B0 () ) — VO
+ 3607 (0@ (n)?eW (1) + 80X (P (1)) (0@ (r))* — 16X ()™ (r)p® (1)
— 4N (¢ (r)) %! (T) 24030 ()o@ (r)® (1) + A (r)

+ 2009 (1) + Ap® (1) ]| f|*dxdt
T+1/2
[ IR0+ 900 )0 )
1/2
— 1200W (1) — 4X@ (1) — 8Ap®) (r)] 10 f?dxdt
T+1/2
/ / 1620 (1) 4 20Ap™ (r)] |02 f|*dxdt
1/2

< Chy; (B.3)

dai, segue pela equagdo (B.3) e em (B.1)) que

T+1/2 T+1/2 T+1/2
/ /n(t)|SAf|2dxdt §2/ /|V|2|f|2dxdt+2 /|f|2dx
1/2 JR T-1/2 R T—1/2
T+1/2 B
/ /[S,\,A,\]fdedt
12 Jr
< @IVl +Dsup [ 17 axas + €,
>0 Jr
< Ch.
onde, Cy depende de Cy, A, p e IV - [ |
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B.2 Prova da desigualdade (4.42

Nesta se¢do, observamos que os termos positivos de ([Sy, A,]f, f) pode ser estimado

por integrais em [0, €], isto é, existe Ay > 0 tal que V X > )¢, segue a seguinte desigualdade

/ [BA(¢ (1) S0@ (r) + 16X° (' (1)) P (r) + 4N} (' (1)) 2P (r)] | £ ax
+ [ RO + N2 + e ()] [0, ax
+/24A3(¢'( )2 () 02 f| dx+/16w<2><7~)\agf\2dx

O O [0 i [P o) Rt P (1D R (|

+ X [0 e@ @+ A ()00 + X[ ()P + A [P ()]

X[ Pe@0 A |20 @+ 4 [P e[|+ Ao @l + A ]|
Al [ 1P
|z|<e

T [ I P Y P Y E I I
<

|z|<e

//l

(A H +A||¢<4>||W)L<e\a§f\2dx. (B.4)

Para facilitar a demonstracao faremos por etapas:

Etapa 1:

Nesta Etapa, demonstraremos a seguinte desigualdade:

| BV 00 + 168 ) ) + 4N 1) )] |1 o
+ [ A0 ) + 4800 + 0] 011 e

+ /R 2403 (' (1)) 2P (r) |02 f|* ax + /R 16002 () |02 f|” ax

<Ot [IVSPaxt [ 00D + 600 () D )0)

+ 48N (¢ (1) (2P (r))* = 32030 (1)) (1) (r) — AN (' (r))* (r)
+36X( (1) 20 (1) + 8N (620 (67 ()7 — 165 ()2 () (r)
— AN (' ()9 (r) — 24030 ()0 (1) P (r) + AW (r) + 220 (1)
FAO(0)] 1 P
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+ [ [240°%( (1) (1) + 96X ()o@ (1)) (1)
— 12/\g0(4)(7“) — @ (r) — 8Ap©® (r)] |0, f|?dx

[16)\90(2)(7") + 20 (r)]|92 f|Paxdt

N

8AT(¢'(r) @ (r) |fI” dxdt — / 240°(¢/ (1)) (r) |0, f | dxdt

2403 (' (1)) 2P (r) |82 f]” ax. (B.5)

| | —+
—c

De fato, segue da definicao de ([Sy, Ax]f, f) em (4.22), que o lado esquerdo de (B.5)) é:

[ N0 + 16X ) )+ 108 1) P 0] 17
+ [ A0 + 188D ) + 1N D0)] 0.1 o
+/Rz4x”(¢( m)2e® (r) [02f] dx+/16hw(2)(r)lai’f\2dx

= [1snasFaxs | 130 0)

+ 640 (' (1)’ P (1)@ (1) + 48X (' (r)* (P (r)* = 32X°¢ (1) o (1) o (1)

— A ()% (1) + 362 (012 (1) P () + 80X (P (1)) (07 (1))?

— 16A%¢ () o) (r) 0¥ (r) — 4N’ (¢ (1)*0'D () = 24N%0 (1) o) (1) o) (r) + A (7)
+ 2009 (1) + Ap® ()] | f|?dx

+ [ AN P00 + 968 )2 )6 0)
R
— 1220 (r) — 4P () — 80O ()] [0, f|*ax
—|—/ [16)\90(2)( )+20)‘S0(4)(T)]|(32f|2dx
R
2\ )6 (2) _ AN (' () (2 )19
/8 (' (1)’ |f| dxdt /Tl/Q T) | f| dxdt
—/24/\3(g0 (r)) cp (r |8§ | dx. (B.6)
R
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Dai, utilizando a em (B.6), resulta que
| B0 ) + 16X 1) 10 + N 1)) P
+ [ A0 0) + 43N0 + 0] 0.1 ax
+ /R 24N (1)) 2P (r) |02 f|” ax + /R 16002 (1) |02 f| ax
<Gt [IVHPaxt [ [00)00) + 6000 0D ) 0)
48X (P ()2 (1)) — 320 (1)@ (1) () — X (1)) (1)
£ 36X (D (1)) % () + 80X (0 (1)) () (1))2 — 163 (1)@ (1))
— N ()% () — 24X (1) (1) D (1) + Ap D () + 2260 (r)
()] /e
+ [ 2000 + 968 e (1) 1)
— 122 (r) — 40P (1) — 82 (1)] 8, f[dx
+ /R [16A0® (r) + 20Ap™ (r)] |02 f|*dxdt
— [N 0 P anat — [ 200 ) ) 10,17 ana
- [ 2400 ) o2 e (.7

com isto finalizamos a demonstracao da Etapa 1.

A seguir, no lado direito de (B.7)) dividimos a integral respeito a z, nos intervalos [0, €], [e,1]

e [1,+00), isto ¢
/R [8AT(' ()% @ (1) + 16N> (¢ (1) P (1) + 4N (¢ (1))@ (r)] | f]? ax
" / [240°( ()0 (1) + 483 (0@ (1))? + 4xo® ()] |0, ax
+/24)\3( (1)) 2 (r |82f]2dx+/16w<2>(r)]ag:f\?dx
C\ N\% AN (! (1))@ 64X (' ()2 0@ (1) o) (1
< +/T1/$|<€H+ (1))@ (r) 4 6433 (2 (1) (r)p®) ()

+ 48X (' (1) (P (1)) = 322%0 () (r) D (1) — AN (' (1)) (1)
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+ 36X (02 (1) (1) + 80X (2 (1)) (' (1))? = 167 (1)) (1) ' (1)
— 4N (1)2 O (r) = 24X ()P (1) (r) + 2 (1) + 22O (1)

+ Ap® ()] | f)?dxdt
/ / 24/\3 ( )+ 9603 (1) (2)(T)gp(3)(r)
Th |z|<e
— 122 (r) — 4xp? (r) — 801" (1)] [0, f|*dxdt

/ / 16/\g0 ) + 20\ (r)] |02 f|*dxdt
T |:U‘<E

/T /< <1 [V 4+ 433(' () 0 () + 6423 (¢ (1)) >0 (1) 0 ()

+48M%(¢ ()2 (0@ (1))? = 320% (1)o@ (1) (r) — AN (' (1)1 (1)

+360% (@ ()% (1) + 80A* (012 (1)) (D (1))? = 16X3°¢" (1) o) (1) o (1)
— 4N (@ ()% (r) = 243°¢" ()P ()@ () + AW (1) + 2200 (1)

+ 2™ (1) = 8XT(¢'(r)) % (r)] | f|*dxdt

/T /< <1 (24X W (1) +96X3%' (r) o (r) @ (r)
— 12000 (r) — A0 (1) = 8A® (r) = 24X°( (1)) ) ()] 0. f [Pt

/ / 1670 (r) + 2000@ (1) — 2033( (r))20® ()] |02 f Pdlxdt
Ti e<|z|<1

/T /1<| [IVIP 4+ 4X° (' (1) "D (1) + 6407 (¢ (1)) (1)) (1)

(P ()22 1) = 32 () D () ) — 4N (1) )
+ 36X () 0() 4+ 0N (P (1) (1) = 16X (1) (1) )
= ()0 () = 28 ()P )V 1) + XD ) + 2060 r)

+ 2p® (r )] | f|?dxdt
/ / 2403/ ()20 () + 96X/ (1) o ()0 (1)
7 J1<lz|
C 12 (1) — AAg® (1) — 8AGO (r) — 2405 (i (1)) oD ()] |0, Pt
/T /1<| 16A0 () + 2000 () — 20X3( (1) 20 (r)] |02 Paxalt
- / SN (¢ (1)) 0™ (r) | |2 dxdt — / 24X (1)) o) (1) |0, |2 dxt
—/RQZL)\S(QD’(T))Q@(Q)(T)|8§f|2dxdt. (B.8)
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Depois, para estimar o lado direito de (B.§]), usamos as seguintes desigualdades para A

suficientemente grande e £ > 0 suficientemente pequeno.
Etapa 2:

No conjunto {z € R : e < |z| < 1} temos que existem A}, A2 e A} positivos tais que para

todo A > max{\J, A2, \3}, segue as seguintes desigualdades:

A <8N (1) (1) — AN (! (1) W () — 64X (¢ (1)) 02 (1)o@ ()
— AN (1) 2 (0P (1) + 3207 (1)@ (r) W () + 4X2( (1)) 2D (1)
— 36X2( ()% (1) — 80N ( (1) (9 (1))? + 16X%' (1) (r) o (7)
+ AN (1) (r) + 2430 ()o@ (1)) (r) — o@D (1) — 20O (r)

— o) — VP, (B.9)

W
)¢

A< 20N(F() ') — 2403 ()20 () — 96X (1) (1)) (1)

+ 1200 (1) + 402 (1) 4 80O (1), (B.10)

A < 20 ()20 (1) — 169 (r) — 2060 (1) (B.11)

isto segue do fato que: 8A6(/(1))0p@ (1), 24X (' (1)) 0@ (1), 24X3 (¢ (1))%p P (r) sdo es-

tritamente positivos em [e, 1].

Por outro lado, para conjunto {x € R: 1 < |z|} temos que existem \j, A5 e A§ positivos,

tais que para todo A > max{\g, A5, A3}, segue as seguintes desigualdades:

A
()7

< 8 (¢ (1) (r) — AN (¢ (1) o™ () — 64X (¢ (r))* P (1) 0P (1)

— 48X (M) (P (1) + 322020 ()P (r) W (1) + 4X* (¢ (1)) (1)
3626 %) — SN (1) ()7 + 16 () ) )
+ AN (' ()20 (1) + 24X ()@ ()P (r) — W (r) — 20O (1)

— O —|V)?, (B.12)
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<x>2_5,, <20 (1) P (r) = 2402 (& (1) 2 (1) — 96X°¢ () (r) o™ (1)
+ 1209 (1) + 4@ (1) 4+ 80O (1), (B.13)
i < AN 0P )~ 1667 - 20400 (B.14)

isto segue das propriedades de ¢ em [1,00).

Logo, utilizando as desigualdades (B.9)-(B.11) e (B.12)-(B.14) da Etapa 2 em (B.3§)),

resulta que

B0 ) + 16X (1) 0 + N 1)) P
+ [ IR0 0) + 4800 + 0D 0)] 0.1 a

+ /R 24N} (' (1))@ (r) | 02| ax + /R 1620 (r) |92 f| ax

< Ot / / VP00 00 + 6 1) )6 )

48N (¢ (1)) (0@ (1)? — 3203 (1)@ (1)o@ (r) — 4X3 (! (1))20 @ (r)
+36X° () (1))%0 D (1) + 80X (01 (1) (9 (r))? = 16A%¢" (1) (r) 01 (r)
— AN (@ ()20 (1) — 2403 () (r)p® (1) + Ag@ (1) + 2200 (r)
+ 2™ ()] |f Pdxdt

/Tl el < 2403 (' ()2 W (1) + 96 X3¢ (1)@ () p®) (1)

— 12209 (1) — 4Xe@ (1) — 8 (- )]10. f|?dxdt

+/ / (1620 (1) + 207\p™ (r)] |02 f|*dxdt
T |£E‘<€

A
/5<x|<1( 2?) |0, f|?dxde

[ L

+ / / (= X2) |02/ Paxdt
T Je<|z|<1

e

g

_l_

/ — A2+ (1= N) [V]*]| fdxdt
e<\x|<1

u

+
e

u
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/ Tj/ {< MIVE = hfﬁ Y =
+ 1-— — dxdt+/ / —— |0, f|7dxdt
T1 1<]z| <$>8—7p Ty 1<z <$>6_5p

Tj _AQ 9 9
+/ / 0, f|7dxdt. B.15
T l§|x‘ <x>4—3p| | ( )

Assim, segue que ¥V A > max{\},..., A5, 1}
/R [BAT(¢' (1) 0@ (1) + 16X° (' (1) P (r) + 4N} (' (1)) 2P (r)] | £ ax
+/ [24/\5(g0’(r))490(2)(7”) +48)\3(g0(2)(7“))3 +4)\¢(2)(T)} |8wf|2dx
R

+ / 24A3(90’(r))290(2)(7“)|8§f!2dx+/ 1A ) 221 e

<O+ / / LV ) 0 + 63 ) () )
+ 48N (' (1)* (91 (r))* — 32X ()@ (1) (r) — 4N} (&' (1)) * ! ()
30 (2(1) () 4 8ON (P (1) (¢011)? — 16X (1) ) )
— 4N ()% (r) = 240°¢" ()P ()@ () + AW (1) + 2200 (1)
+ Ap® ()] | f)?dxdt
w7 IR0 90 ) )
—120pW(r) = 4rp? (r) — 82 (r)] |0, f|*dxdt
/T / ) [16A0®) (r) + 20Ap™ ()] |02 f[*dxdt.
Portanto, corlno l;;( 1,8/7] obtemos
/ [BAT(' (1)) () + 16X° (¢ (1)) P (r) + AN (' (1)) (r)] | | ax
+ / [24X°(' (1) ) (r) + 48X (@) (1)) + 4Xp) ()] |0, f|” ax
+/24)\3(<p'( N2e® (r \an\ dx+/16)\gp(2)(7‘) ‘Gi’ffdx
< O+ () W]+ AP+ X @)
+ A P+ N[0+ X[ (2P| + X [0 (D)
+ X [P+ A2, + X ([P @+ Ml + M@

el [ 17
|z|<e

T Ol [ I P Y P Iy I I

|z[<e

O (el + M el [ 10 sT e (B.16)
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sendo C” uma constante positiva que depende de ||V, , C” e C"” sdo constantes positivas

e Ao = max{\},..., A3, 1}.

B.3 Demonstracao da desigualdade (4.53)).

A desigualdade (4.53)) estima uniformemente para cada j € Z* os termos positivos
g J
de fT?([S)\, A,] f, fdt, isto &, existe A\g > 0 tal que para todo A > \g

[ [ 1 0R20) + 108 ) o) + X0 0] P ana

/ 12/\5 4 (2)( )+ 48/\3(4,0(2) (r))3 + 4)\4,0(2) (7“)} |89[;f|2 dxdt

),
T;
+/ /12)\3(@’(7’))290(2)(7’)‘8§f‘2dxdt+/ /16>\%0(2)<7”)}82f|2d3(dt
mn Jr
T;
/ / A2 fI? dxdt+/ / 2210, f|? dxdt+/ / N2 |92 f|” dxdt
T lz|<1 |z|]<1 |z|<1
< Oy

(B.17)
Utilizando a desigualdade (4.52)), temos que
[ [TV 020) + 1680 o) + 80 0] P ana
Ty

//12)\5 PO () + 48X (0D (1)) + 4Ap ()] 0, 1|7 dxdt

T;
+ / / 1203 (1) (r) |02 f | axat + / / 16Xp® (r) |03 f | dxat
T R
T;
+/ / A2 f)P dxdt+/ / 2210, f|? dxdt+/ / A2 |82 f|” dxdt
T lz|<1 lz|<1 |z|<1
< O+ (CiIN° +27) (aap/ / |0,.f|? dxdt + £C,, / / |fI? dxdt)
T J|z|<2 e<|z|<2e
+ (CoN° + N?) (50/ / 021 | dxdt+6C’/ / 10, f|? dxdt>
Th |z|<2e e<|z|<2e
+ (CsA 4+ X%) (e(]@/ / |2 f | axdt + £C, / / 221 dxdt)
T |z|<2e e<|z|<2¢e
T}
+/ / A2 dxdt+/ / A2 10, f)? dxdt+/ / A2\82f\ dxdt
Ty Je<lz|<1 e<|z|<1 e<|z|<1
T; ‘
[ [t irtasas - [ [ 128060 0 0. axar
T T R
/ /12/\3 (r) [62£]7. (B.18)
T
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Por outro lado, utilizando a seguinte desigualdade

/ 2fP ax < (gcg,/ \Gif}de+gC¢/ |a§fy2dx), (B.19)
|x|<2e |z|<4e 2e<|z|<4e
em (B.18)), temos que
/ / AN (& ()5 D () + 163 (' (1) '@ () + AN ()0 (1)] | /]2 et
T
/ / [12X5(0 (1) o () + 48X (@ (r))? + AAp® (r)] 0, /| dxdt
T

T;
+ / / 12X%(' (1)) () |02 f|” axdt + / / 16A0® (r) |03 f|” dxdt
T R
T
+/ / A IfIP dxdt—l—/ / A0, fI? dxdt+/ / A2 |92 f|? axdt
T lz|<1 |z|<1 lz|<1
< Cr+ (CIN° +2%) (5%/ / |0,.f|? dxdt + ¢C,, / / Kik dxdt)
T |z|<2e e<|z|<2e
T;
+ (CoX* + 2?) [eqo/ / 10, f|? dxdt + eC, (ec / / || dxdt
T1 Je<|z|<2e |x|<4de
T )
+€C@/ / |02 f] dxdt)}
Ty J2e<|z|<4e
I;
+ (CsA + 2?) (ecw/ / |02 f| dxdt + £C, / / 221 dxdt)
T |z|<2e e<|z|<2e
T;
+/ / A2 fI? dxdt+/ / A2 10, f)? dxdt+/ / N2 |92 f|” dxdt
Tn Je<]z|<1 e<|z|<1 e<|z|<1
T;
- [ @) 1P axa - / [ 12200160 017 axat
T T R
/ /12/\3 |a2f] (B.20)
T

Observamos que no lado direito de (B.20), para os termos que contém como dominio
de integragdo {r € R : ¢ < |z| < 2¢}. Seguird das propriedades de ¢ e £ pequeno,
que existem as constantes C. e c. positivas, tais que c. < (¢'(r))%¢®(r) < C. e para A

suficientemente grande temos que:

[—AENT + CL(CLN° + 2?)] / |f|?dx < 0,

e<|z|<2e

[—12¢20° + eCu(C1A° + X2) + eCy(C3A + A?)] / 10, f|? dx < 0.

e<|x|<2e

Analogamente, para {x € R: 2 < |z] < 4e} temos que

[—12¢.2° 4 C, ] / |02 f]” ax < 0.

2e<|z|<4e
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Agora, para os termos que contém o dominio de integracdao {r € R: |z| < 2c} e {r e R:

|z| < 4e}. Utilizando (4.42)), temos que V A > \g = max{A\}, \2 ..., \§ 1}, segue que

q,/ 0, f|” dx
|| <2e

(8)\ — 02)\3820@) / 3 012 8\ — Cg)\é? / 3 012
< — C %) dx — C 0 d
o 48)\303 — Cl)\5€ v |z|<de | xf’ % 48)\30(129 — Cl)\5€ v || <2e ‘ xf‘ x

1 2
+ Cy 4 CL\°eC f2dx+C)\35202/ P f|” dx
48N3CZ — C1 \o¢ [ g ' 7 Jeciai<oe 71 ’ 7 Joe<ia|<ae | ’
+02A352q§/ 10,.f|? dx + C5\eC,y |a§f|2dx] : (B.21)
e<|z|<2e e<|z|<2e

Entao, usando (B.21)) em (B.20]), temos que
T;
/ / [4NT('(1)°P (1) + 16X3°( (1)) ) (1) + 4N (' (1)) ()] | f” dxatt
7 Jr
T;
+ / / [ 12X°(¢' (1) @ (r) + 48X* (P (1)) + 4@ ()] |0, f|” dxdt
n Jr
T ) T )
+/ /12)\3(@’(7"))230(2)(7")‘83]“} dxdt+/ /16)\@(2)(7’)|8§f| dxdt
n Jr n Jr

T; T; T;
+/ / )\2|f|2dxdt—|—/ / /\2|8xf|2dxdt—|—/ / A2 |92 f|” axdt
T |z|<1 T lz|<1 Th |z|<1

8\ — CoN3e2C) g >
< 5 2 _( 2 © / / 5
< Ch+ (CIN° + 27 {g{ YT — Crvoe C, ; |x§4€|a$f| dxdt

8\ — C3\e /Ta' / 5 .12
_ C 0, f| dxdt
48)\303—01/\58 v Ty xSQS} l
+ ! Ch + CNPC, /Tj/ ([ dxdt
X
48X33C2 — Cy e \ T TV T L o

Ty
+C2>\352(J§/ / |02 f|” dxdt
1 J2e<|z|<4e

T;
+Cg>\352(1§,/ / |8$f|2dxdt+03/\50¢/ |8§f|2dxdt)}
T1 Je<|z|<2e e<|z|<2e
T;
+50¢/ / ]f|2dxdt}
T1 e<|z|<2¢e
T; T; 9
+ (CoX® + 2% |:5C¢/ / 10, f|? dxdt 4 eC,, (aap/ / |02 f|” dxdt
Tn Je<|z|<2e T J|z|<de
T 9
+5C¢/ / |02 f| dxdt)]
T1 J2e<|z|<4e

T T;
+ (CsA +2?) (SC¢/ / |02 | dxdt +50¥,/ / |a§f|2dxdt)
T |z|<2e Ty Je<|z|<2
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T

+ >\2\fy2dxdt+/ / A2 10, f]” dxdt
T e<|z|<1

T,
T

T e<|z|<1
Ty )
N |O2f|” dxdt

_l_
S~
T~

e<|z|<1

AN (P (1)@ () | £ dxdt — / / 12X3(/ (1)) ) (1) |0, |2 dxt
T R

J

|
ST
— 5

12X%(' ()20 () |02 f|” dxdt

s

<

Q

A [1+ 1 ] ( (C1A + \2)

T;
, 20000 C / / ? dxdt
48)\503 — Cl>\5€ * 48/\3030 — 01)\55) e v T1 e<|z|<2e |f| *
(CL N + \?)
48>\3Cg — 1 N¢)

T;
HEW )0, [ e+ { (CaN=C2)
Ty e<|z|<2e (

T;
+(CoX® + X*)eC, ] / / |0, f|” dxdt
71 Je<|z|<2e

- I 48(§(§_+ 2358) (CoN®S3C2) + (CoA® + N2) 202 /T T /25<|x<45 |02f|? dxat
+ _ (48&(;%5_+212;58) (C5A2C,) + (CsA + N2) eC, /T T / <|x|<25{a§ f|? dxdt

" :(4QA%£A5_E?;Z€)5(8A_ CaAe) Cp + (CsA + N?) €€, /T T /| . |02 | dxdt
+ :(4QA2%£A5_EIA;2€)5(8A — Cyhe) Oy + (Co)® + 22) £2C2 /T T /| L 72 dxat

B 9 2 2
+/ /mSl </\2|f\ +A2[0, f* + N |02 )dxdt
T; T;
- / / AN (P ()0 (r) |2 dxdt — / / 12X/ (1) 0@ () 0, f? dxat

120%( (1)) 2@ (1) |92 f|” axat (B.22)

i

+/ / [120°( (1) P (1) + 48X (6P (1))* + 40P ()] 10, f]7 dxatt

T; T;
+ / / 1203 (1) 0 (r) |02 f| axat + / / 16A0® (r) |93 f|" dxdt
T R

| I, T
+ / )\2|f]2dxdt+/ / Az\axf\2dxdt+/ / A2 |92 f|* dxdt
T Jz<1 T Jz|<1 7 Jz<1
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B.4 Demonstracao do Lema 4.4

Nesta segdo, construimos uma fungao ¢ € C8(]0, 00)) estritamente convexa em [0, 1]

tal que ¢(0) = 0. Para isto, definimos o seguinte polindémio

o(r) = ag + ayr* +agr* + - +agr'®, r€l0,1],
com as seguintes restricoes em r = 1
EOI| 148
¢'(1) P
(1) plp—1)
PP (1) p(p—1)(p - 2)
b= WM = p(p = 1)(p—2)(p - 3)
¥®(1) p(p =1 —2)(p—3)(p—4)
p©(1) p(p—1)(p—2)(p = 3)(p —4)(p - 5)
e (1) pp—1)p-2)p-3)p—-4)(»-5)(p-6)
O], =D -2Fp-3) -4 -5)p-6)p-7)

Dai, temos o seguinte sistema de equagao A(1) - z = b, com:

1 72 rt 76
0 2r 4r3 610
0 2 1272 30r4
0 0 24r 12073
Ar)=10 0 24 36072
0 0 0 T72r
0 0 0 720
0 0 0 0
0 0 0 0

7,8 7.10 7"12 7,14
877 1079 12711 1413

5676 9078 132,10 182712

3367 72077 132077 218411
16807 504076 118808 24024 r10
672073 302407 95040 77 240240 r°
2016072 1512007* 66528075 216216018
403207 60480072  39916807° 1729728017

40320 181440072 19958400 % 121080960 r°

518918400 8

(B.23)

9x1
7,16
16115
240714
3360 13
4368012
524160 't
5765760 10

57657600 r°

(B.24)
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e
Qo
a1
xr =
as
Assim, a solugao é
[ ] [ 8 7 13 pb 9p5 | 1069p*  267p® |, 29531p2 |
o 10351920 - 14§360 + 614]310 - 25%0 + 3072% - 128% + 40325
761
_Wop +1+7
a _ p(p—12)(p—14)(p—4)(p—16) (p—6)(p—8) (p—10)
1 1290240
a p(p—12)(p—2)(p—14)(p—16)(p—6)(p—8) (p—10)
2 368640
a _ p(p—12)(p—2)(p—14)(p—4)(p—16) (p—8) (p—10)
= 3 _ 184320
a p(p—12)(p—2)(p—14)(p—4) (p—16) (p—6) (p—10)
4 147456
a _ p(p—12)(p—2)(p—14)(p—4)(p—16) (p—6) (p—8)
5 184320
a p(p—2)(p—14)(p—4) (p—16) (p—6) (p—8) (p—10)
6 368640
a _ p(p—12)(p—2)(p—4) (p—16) (p—6) (p—8) (p—10)
7 1290240
a p(p—12)(p—2)(p—14)(p—4) (p—6)(p—8) (p—10)
|8 L 10321920 ]
A seguir demonstramos que ¢® (r) é decrescente em (0, 1).
Afirmacao:
P (r) <0, Vre(01).
De fato, segue da solugao em ([B.26)
1 SO - - - - -
PV(r) = Tm3e5 P = 2) 7 (@ + Ger? + Gt + Gor® 4 Gor® + G+ asrt?)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
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em que

ay = (p—6)(p—8)(p — 10)(p — 12)(p — 14)(p — 16)
az= —10(p —4)(p - 8)(p — 10)(p — 12)(p — 14)(p — 16)
ag=35(p—4)(p—6)(p — 10)(p — 12)(p — 14)(p — 16)
a5 = —60(p—4)(p—6)(p— 8)(p — 12)(p — 14)(p — 16)
ag =55(p —4)(p —6)(p — 8)(p — 10)(p — 14)(p — 16)

ar = —26(p—4)(p—6)(p—8)(p—10)(p — 12)(p — 16)

ar=5(p—4)(p—06)(p—8)(p—10)(p — 12)(p — 14)
como p € (1,8/7].

Para facilitar a demonstracio de p® (1) < 0 em r € (0,1), dividimos a demonstracdo por

etapas:

Na primeira etapa, demonstramos que
Qy +asr® +agrt >0, Vre(01). (B.29)

De fato, realizando manipulacoes algébricas do discriminante do polinémio quadrético em

r?, segue que
D = —40(p —4)(p — 8)(p* — 12p + 46) < 0, (B.30)

pois p € (1,8/7].
O que implica que o polindémio (B.29) nao tem pontos criticos no intervalo (0,1) e como

as > 0, segue o resultado.

Na segunda etapa, demonstraremos que
asrS 4+ agr® > 0. (B.31)
De fato,

asr® +agr® = (p—4)(p — 6)(p — 8)(p — 14)(p — 16)r° [~60(p — 12) + 55(p — 10)r7]
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e como —60(p — 12) + 55(p — 10)r? nao tem raizes reais no intervalo r € (0,1) e é estrita-
mente negativo, segue entao o resultado.
Finalmente, na terceira etapa demonstramos que
arr'® +agr'? > 0. (B.32)
De fato, como
arr'® +agr’? = (p—4)(p— 6)(p — 8)(p — 10)(p — 12)r'° [—26(p — 16) + 5(p — 14)r?]

e como —26(p — 16) + 5(p — 14)r? ndo tem raiz real no intervalo (0,1) e é estritamente

negativo, segue entao o resultado.

Utilizando os resultados de (B.29)),(B.31) e (B.32), resulta que V r € (0,1)

1 o~ ~ ~ ~ ~ ~
P(r) = 1mae5 P = 2) 7 (@2 + Gor? + Qar + Tor® + Gor® + Grr'” + agr'?) < 0

o que implica que ¢ (r) é decrescente em (0, 1).

Logo, verificamos
P20) =201 >p, p>eP1)=plp—1), ¢?(r)>0 Vre(01)

Vp € (1,8/7], e como ¢ (r) < 0 para todo r € (0,1), o que implica que ¢®(r) é decres-

cente e ndo nula.

Assim, verifica-se que ¢ é estritamente convexa em r € [0,1] com p € (1,8/7].

Afirmacao 4.
O'(r)>0, Vre(0,1). (B.33)

De fato, como ¢ (r) >0, Vr € (0,1) e como ¢'(0) = 0, segue a afirmacdo.

Afirmacao 5.
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De fato, como ¢(1) = 14 e escolhendo 8 = a; +---+ag—1, segue que ag = 0 e p(0) =0,

disto segue a afirmacao.

Afirmacao 6.
p(r) < MrP, Vr€0,00). (B.34)
De fato, para r € [1,00). Existe uma constante positiva C, tal que § < C, dai segue que

p(r)=1"+p
< (1+CO)rP.

Logo, para 0 < r < 1, seja M = max{My, 3,3/2} com My = sup,¢ ‘ap@)(r)‘ e f =

ai + ---+ag — 1. Disto, definimos a seguinte funcao

F: [0,1] — R B35
r o MrP—p(r),

logo, segue que ¥V r € (0,1)

FO(r) = Mp(p— 1)r*~% — o) (r)
= Mp(p — 1)r*=2 — [P (r)|
> (MrP=% = Mo) p(p — 1)
> (M — Mo)p(p—1)

> 0,
e F'(0) = F(0) = 0, o que implica que F'(r) é crescente em (0,1) e F(r) > 0, para todo
r e (0,1).
Em seguida, pela definigao em (B.35)), resulta que

o(r) < MrP, VYrel01).

118



Referéncias Bibliograficas

[1] Abdel-Gawad, H. & Abdusalam, H. (2001). Approximate solutions of the Kuramoto-
Sivashinsky equation for periodic boundary value problems and chaos. Chaos, Solitons

& Fractals, 12(11), 2039-2050.

[2] Adams, R. A. & Fournier, J. J. F. (2003). Sobolev Spaces, volume 140. Elsevier

Science, Amsterdam, second edition.

[3] Bahouri, H., Chemin, J.-Y. & Danchin, R. (2011). Fourier Analysis and Nonlinear
Partial Differential Equations, volume 343. Springer, Heildelberg.

[4] Bronski, J. C. & Gambill, T. N. (2006). Uncertainty estimates and Ly bounds for the
Kuramoto-Sivashinsky equation. Nonlinearity, 19(9), 2023.

[5] Carleman, T. (1939). Sur un probléme d’unicité pour les systémes d’équations auz

dérivées partielles a deux variables indépendantes. Ark. Math., Astr. Fys.

[6] Escauriaza, L., Kenig, C., Ponce, G. & Vega, L. (2011). Unique continuation for
Schrodinger evolutions, with applications to profiles of concentration and traveling wa-

ves. Comm. in Math. Physics, 305(2), 487-512.

[7] Evans, L. (2010). Partial Differential Equations. Graduate studies in mathematics.

American Mathematical Society, Providence, second edition.

[8] Farias, M. (2015). Um Teorema de Existéncia de Ondas Viajantes Periodicas para
as Equagoes BBM-Burgers e KAVB e um Teorema de Unicidade para a Equacoes de
Kawahara. Tese de Doutorado UFSCar.

[9] Folland, G. B. (2013). Real Analysis: Modern Techniques and their Applications.
John Wiley & Sons, New York, second edition.

119



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[10] Frankel, M. & Sivashinsky, G. (1987). On the nonlinear thermal diffusive theory of
curved flames. Jour. of Phy., 48(1), 25-28.

[11] Frankel, M. & Sivashinsky, G. (1988). On the equation of a curved flame front. Phys.
D: Nonlinear Phenomena, 30(1), 28-42.

[12] Fu, Z., Liu, S. & Liu, S. (2005). New exact solutions to the KdV-Burgers-Kuramoto
equation. Chaos, Solitons & Fractals, 23(2), 609-616.

[13] Hao, C., Hsiao, L. & Wang, B. (2007). Well-posedness of Cauchy problem for the
fourth order nonlinear Schrodinger equations in multi-dimensional spaces. Jour. of

Math. Analysis and Appl., 328(1), 58-83.

[14] Hocherman, T. & Rosenau, P. (1993). On KS-type equations describing the evolution
and rupture of a liquid interface. Phys. D: Nonlinear Phenomena, 67(1), 113-125.

[15] Hérmander, L. (1963). Linear Partial Differential Operators, volume 116. Springer-
Verlag, Berlin.

[16] Hormander, L. (1985). The Analysis of Linear Partial Differential Operators 1V .
Springer-Verlag, Berlin.

[17] Hormander, L. (2003). The Analysis of Linear Partial Differential Operators I.
Springer-Verlag, Berlin.

[18] Huo, Z. & Jia, Y. (2005). The Cauchy problem for the fourth-order nonlinear Schré-
dinger equation related to the vortex filament. Jour. of Diff. Fquations, 214(1), 1-35.

[19] Huo, Z. & Jia, Y. (2007). A refined well-posedness for the fourth-order nonlinear
Schrodinger equation related to the vortex filament. Comm. in PDE, 32(10), 1493
1510.

[20] Ishimura, N. (2002). Remarks on third-Order ODEs relevant to the Kuramoto-
Sivashinsky equation. Jour. of Diff. Equations, 178(2), 466-477.

[21] Karpman, V. (1996). Stabilization of soliton instabilities by higher-order dispersion:
fourth-order nonlinear Schrédinger-type equations. Physical Review E, 53(2), R1336.

120



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[22] Karpman, V. & Shagalov, A. (2000). Stability of solitons described by nonlinear
Schrodinger-type equations with higher-order dispersion. Phys. D: Nonlinear Pheno-
mena, 144(1), 194-210.

[23] Kenig, C., Ponce, G. & Vega, L. (2012). Lower bounds for non-trivial travelling wave
solutions of equations of KAV type. Nonlinearity, 25(5), 1235.

[24] Kenig, C. E., Ponce, G. & Vega, L. (2004). The Cauchy problem for quasi-linear
Schrodinger equations. Inventiones mathematicae, 158(2), 343-388.

[25] Kudriashov, N. (1988). Exact soliton solutions to a generalized evolution equation

in wave dynamics. Prikladnaia Matematika + Mekhanika, 52, 465—470.

[26] Kudryashov, N. A. (2008). Solitary and periodic solutions of the generalized

Kuramoto-Sivashinsky equation. Regular and Chaotic Dynamics, 13(3), 234-238.

[27] Kukavica, I. & Malcok, M. (2005). Backward behavior of solutions of the Kuramoto—
Sivashinsky equation. Jour. of Math. Analysis and Appl., 307(2), 455-464.

[28] Kuramoto, Y. (1980). Instability and turbulence of wavefronts in reaction-diffusion

systems. Progress of Theoretical Physics, 63(6), 1885-1903.

[29] Kuramoto, Y. & Tsuzuki, T. (1976). Persistent propagation of concentration waves in
dissipative media far from thermal equilibrium. Progress of Theoretical Physics, 55(2),

356-369.

[30] Kuramoto, Y. & Yamada, T. (1976). Turbulent state in chemical reactions. Progress
of Theoretical Physics, 56(2), 679-681.

[31] Leoni, G. (2009). A first course in Sobolev spaces, volume 105 of Graduate Studies

in Mathematics. Amer. Math. Soc., Providence.

[32] Li, C. & Chen, G. (2001). Bifurcation analysis of the Kuramoto-Sivashinsky equation
in one spatial dimension. International Journal of Bifurcation and Chaos, 11(09), 2493

2499.

[33] Lin, S. (1974). Finite amplitude side-band stability of a viscous film. Journal of
Fluid Mechanics, 63(03), 417-429.

121



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[34] Michelson, D. & Sivashinsky, G. (1977). Nonlinear analysis of hydrodynamic ins-
tability in laminar flames-II. Numerical experiments. Acta Astronautica, 4(11-12),

1207-1221.

[35] Nickel, J. (2007). Travelling wave solutions to the Kuramoto-Sivashinsky equation.
Chaos, Solitons & Fractals, 33(4), 1376-1382.

[36] Raghavan, S., McLeod, J., Troy, W. et al. (1997). A singular perturbation problem
arising from the Kuramoto-Sivashinsky equation. Diff. and Int. Equations, 10(1), 1-36.

[37] Sivashinsky, G. (1977). Nonlinear analysis of hydrodynamic instability in laminar
flames-I. Derivation of basic equations. Acta Astronautica, 4(11-12), 1177-1206.

[38] Tadmor, E. (1986). The well-posedness of the Kuramoto-Sivashinsky equation. STAM
Jour. on Math. Analysis, 17(4), 884-893.

[39] Taylor, M. E. (2011). Partial Differential Equations III: Nonlinear Equations, volume

Part 3. Springer-Verlag, New York, second edition.

[40] Teman, R. (1997). Infinite-Dimensional Dynamical System in Mechanics and Phy-

sics, volume 68. Springer-Verlag, New Work, second edition.

[41] Xie, Y., Zhu, S. & Su, K. (2009). Solving the KdV-Burgers-Kuramoto equation by a
combination method. International Journal of Modern Physics B, 23(08), 2101-2106.

[42] Yang, Z. (1994). Travelling wave solutions to nonlinear evolution and wave equations.

Jour. of Physics. A: Mathematical and General, 27(8), 2837-2855.

[43] Zhang, H. (2008a). Global well-posedness for the fourth order nonlinear Schrédinger

equations with small rough data in high dimension. arXiw:0811.1419.

[44] Zhang, H. (2008b). Global well-posedness and scattering for the fourth order nonli-

near Schrodinger equations with small data. arXivw:0809.1512.

[45] Zheng, J. et al. (2011). Well-posedness for the fourth-order Schrédinger equations
with quadratic nonlinearity. Advances in Differential Equations, 16(5/6), 467-486.

[46| Zuily, C. (1983). Uniqueness and Non Uniqueness in the Cauchy Problem, volume 33
of Progress in Math.. Birkhduser, Basel.

122



