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Resumo

Iniciamos este trabalho recordando uma classe de sublaplacianos globalmente hipoeliptico
definida no toro N-dimensional introduzido por Cordaro e Himonas em 1994 ( [CoHil)) e
estudada por Himonas e Petronilho em 2000 ( [HP1]) e consideramos uma nova classe de su-
blaplacianos que generaliza essa e provamos que é globalmente {w}-hipoeliptico se e somente
se os coeficientes satisfazem uma condicao diophantina que envolve um novo conceito de apro-
ximabilidade simultanea com expoente {w}. Também recordamos a conjectura de Petronilho
( [P2]) para a hipoelipticidade C'* e apresentamos uma nova classe de sublaplacianos para a
qual a conjectura de Petronilho vale no contexto das funcoes ultradiferenciaveis.

Motivados pelos trabalhos de Petronilho e Zani ( [PZ]) e de Chini e Cordaro ( [ChC]),
consideramos um campo vetorial, no toro 2-dimensional, com coeficientes constantes e reais e
analisamos a hipoelipticidade e a resolubilidade global deste campo quando ele é perturbado
por um operador pseudodiferencial de ordem negativa. Encontramos uma ordem oy < 0 tal que
para todos os operadores de ordem menor do que oy, o operador perturbado preserva tanto a
resolubilidade quanto a hipoeliticidade global do campo inicial. Este estudo foi feito tanto no
caso C'*° como no caso Gevrey.

Finalmente, generalizamos, para uma classe particular, o trabalho de Petronilho e Zani
para o toro N-dimensional. Nosso estudo foi motivado pelo estudo da resolubilidade Gevrey
de perturbacoes por funcoes Gevrey do sistema de campos vetoriais dado no primeiro nivel do
complexo estudado por Bergamasco e Petronilho ( [BP]).

Palavras-chave: sublaplacianos, hipoelipticidade global, resolubilidade global, toro, aproxima-
bilidade simultanea, funcoes ultradiferenciaveis do tipo Roumieu, operadores pseudodiferencias,

perturbacoes, Gevrey.



Abstract

We start this work by recalling a class of globally hypoelliptic sublaplacians defined on the
N-dimensional torus introduced by Cordaro and Himonas em 1994 ( [CoHil|) and studied by
Himonas and Petronilho em 2000 ( [HP1]) and we consider a new class of sublaplacians that
generalizes this one and prove that it is globally {w}-hypoelliptic if and only if the coefficients
satisfy a diophantine condition involving a new concept of simultaneous approximability with
exponent {w}. We also recall the Petronilho’s conjecture ( [P2]) for the smooth hypoellipticity
and present a new class of sublaplacians for which the Petronilho’s conjecture holds true in the
ultradifferentiable functions setup.

Motivated by the works of Petronilho and Zani ( [PZ]) and Chini and Cordaro ( [ChC]),
we considered a vector field in the 2-dimensional torus with constant and real coefficients and
we analyze the hypoellipticity and the solvability of this vector field when it is perturbed by a
negative-order pseudodifferential operator. We find an order oy < 0 such that for all operators
with order less than to oy, the perturbed operator preserves both the global hypoellipticity and
the global solvability of the initial vector field. This study was done in both the C'*° case and
the Gevrey case.

Finally, we generalize, for a particular class, the work of Petronilho and Zani for the N-
dimensional torus. Our study was motivated by the study of the Gevrey solvability of pertur-
bations by Gevrey functions of the vector field system given in the first level of the complex
studied by Bergamasco and Petronilho (cite BP).

Key words and phrases: Sublaplacians, global hypoellipticity, global solvability, torus, simulta-
neous approximability, ultradifferentiable functions of Roumieu type, pseudodifferential opera-

tors, perturbations, Gevrey.
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Introducao

Este trabalho esta focado em dois objetivos centrais, a saber: hipoelipticidade e resolubili-
dade global para certas classes de operadores diferenciais.

Com relacao a hipoelipticidade global iniciamos o estudo recordando uma classe particu-
lar de soma de quadrados, primeiro introduzida por Cordaro e Himonas em 1994 [CoHil] e
subseqlientemente estudado por Himonas e Petronilho em 2000 [HP1]. Mais precisamente,

estudamos operadores da forma

N
A+ X(t, Dy, D)

(=1

em T" x T™, onde X, sao campos vetorias nas variaveis t,x com coeficientes dependendo
somente de t. Motivados pelos trabalhos nos espagos C*(TY), C¥(T") e G*(T") investigamos
a hipoelipticidade global em uma classe maior de escala de espagos, a saber, no contexto das
classes ultradiferencidveis como introduzida por Braun, Meise e Taylor [BMT]. Aqui, iremos
trabalhar no espaco das funcoes ultradiferenciaveis periédicas do tipo Roumieu, que é denotado
por &£,y com w sendo uma fungao peso (ver defini¢des 1.10 e 1.12). Quando w(t) = t1/5, com
s > 1et >0 obtemos o espago das funcoes Gevrey periddicas de ordem s. Em particular,
quando s = 1 obtemos o espacgo das funcoes analiticas periddicas.

Iniciamos este estudo considerando a seguinte classe de sublaplacianos, soma de quadrados,

em Tt =T} x T
N m n 2
P=-A->" (Z ag(t)0y, + Zbgk(t)(‘?tk> , (0.1)
=1 \j=1 k=1

sendo N € N e ag, by € Ey(T") fungdes reais para cada j = 1,...,m, k =1,...,n, { =
1,..., N. Ressaltamos que como na expressao de P temos derivadas com relacao a variavel ¢, o

problema fica mais complicado e interessante do que aquele estudado, por exemplo, em [HP1].
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No Teorema 1.5, sob uma certa condicao imposta nos coeficientes by, mostramos que esta
classe de sublaplacianos é globalmente {w}-hipoeliptica em T"" se e somente se seus coefi-
cientes satisfazem uma condicao diofantina envolvendo um novo conceito de aproximabilidade
simultanea com expoente {w} (ver Defini¢ao 1.2).

Nosso segundo principal resultado desta parte sobre hipoelipticidade global diz respeito a
conjectura de Petronilho (veja [P2]). Para a versao ultradiferencidvel (do tipo Roumieu) desta
conjectura (ver (1.10)) mostramos que ela ¢ verdadeira para uma nova classe de sublaplacianos
(ver Teorema 1.9).

Gostarfamos de mencionar que estes resultados descritos acima ja foram publicados no
Journal of Mathematical Analysis and Applications em 2017 (ver [BFP]).

Em seguida, iniciamos o estudo sobre a resolubilidade global. Motivados pelo trabalho de
G. Petronilho e S. L. Zani [PZ], de N. Braun Rodrigues, G. Chinni, P. D. Cordaro e M. R.
Jahnke [BCCJ] e de G. Chinni e P. D. Cordaro, [ChC], passamos a focar o nosso estudo na
resolubilidade de perturbacoes de campos vetoriais, em T2, por operadores pseudodiferenciais.
As classes de operadores pseudodiferenciais que introduzimos neste trabalho foram inspiradas
nos trabalhos [BCCJ] e [ChC] citados acima.

Para um campo vetorial em T?, com coeficientes constantes e reais que é globalmente
resolivel (ver [PZ]) consideramos perturbagoes da forma: P = L + b(x) + a(x, D), sendo que
b(z) € C=(T?) (G*(T?)) e a(x, D) : C* (T?) — C>° (T?) é um operador pseudodiferencial de
ordem o < 0 (ver Obervacao 2.2, no caso C* e Defini¢ao 2.39, no caso Gevrey). Em ambos
os casos encontramos uma ordem oy < 0 tal que para todos os operadores de ordem menor do
que g, o operador perturbado preserva tanto a resolubilidade quanto a hipoeliticidade global
do campo inicial

Para atingir este objetivo obtivemos alguns resultados sobre a hipoelipticidade global destes
operadores perturbados, e usando uma técnica standard (se o transposto de um operador é
globalmente hipoeliptico entao o operador é globalmente resoluvel, que demonstramos para as
nossas classes de operadores pseudodiferenciais - ver Teorema 2.16) atingimos nossos objetivos.
Os resultados sobre a hipoelipticidade tém sua importancia por si préprios. Nossos principais
resultados sdo dados pelo Teorema 2.37 (no caso C'*°) e pelo Teorema 2.63 (caso Gevrey).

Gostariamos de agradecer o Prof. Paulo Domingos Cordaro por ter sugerido este problema
no meu exame de qualificagao oral realizado no inicio de agosto de 2017. Também gostariamos
de agradecer o Prof. Paulo Domingos Cordaro por ter sugerido a inclusao, na redacao final,
das subsecoes 2.3.1 e 2.4.4.
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Finalmente, tivemos como objetivo estender os resultados de Petronilho e Zani [PZ] para
dimensoes maiores do que dois. Encontramos varias dificuldades para atingir este objetivo,
devido principalmente ao problema de divisao de ultradistribuicées. Assim, nos restringimos a
uma classe particular, mas que engloba o estudo da resolubilidade Gevrey de perturbacoes por
funcoes Gevrey do sistema de campos vetoriais dado no primeiro nivel do complexo estudado
em [BP].

Gostarfamos de ressaltar aqui que a passagem da resolubilidade de T?, feita em [PZ], para
TV feita no Capitulo 3 possui diversas dificuldades técnicas, nao sendo uma generalizacdo
imediata dos resultados presentes em [PZ], mesmo no caso em que dim ' = 1. Além dessas difi-
culdades técnicas, precisamos estabelecer alguns resultados sobre suporte de ultradistribuicoes,
assim como a impossibilidade da divisao da ultradistribuicao Delta de Dirac centrada em um
ponto o € T (ou de combinagoes lineares de suas derivadas) por uma fungao flat em zy em
D.(T) (veja as proposi¢des D.3 e D.5). Incluimos essas demonstragdes, principalmente a de-
monstragao sobre a impossibilidade de divisao, uma vez que nao encontramos, na literatura, as
versoes que foram aqui utilizadas.

Nossa exposicao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, tratamos da hipoelipti-
cidade global na classe ultradiferenciavel e para isto recordamos algumas defini¢oes tais como:
{w}-hipoelipticidade global, fungdes peso, espago das fungoes ultradiferenciaveis peridédicas do
tipo Roumieu além de algumas outras definicoes bésicas necessarias para o desenvolvimento do
assunto. No capitulo 2, damos a nogao de operadores pseudodiferencial tanto no caso C'* como
no caso Gevrey, além de suas propriedades necessarias para o estudo da resolubilidade de um
campo vetorial perturbado por operadores pseudodiferencias. No capitulo 3, apresentamos o
estudo da resolubilidade global Gevrey para sistemas de campos vetoriais no toro TV, pertur-
bados por fungdes Gevrey, somente nos casos em que a dimensao de I' = 0 ou 1 (ver defini¢ao
de I" em (3.5)).

12



Capitulo 1

Hipoelipticidade Global em Classes

Ultradiferenciaveis

1.1 Introducao e Principais Resultados

O problema de hipoelipticidade de sublaplacianos, apesar de ja ter sido muito estudado por
diversos autores, continua sendo uma fonte de diversas questoes, ja que nao existe uma carac-
terizacao da hipoelipticidade global de sublaplacianos na sua forma mais geral. Recordamos
que dados m campos vetoriais reais X = {X,..., X,,,} no toro TV, o sublaplaciano associado
a eles é definido por Ax= — (X7 +--- + X2). Motivados pelos trabalhos desenvolvidos nos
espagos C®(TN), C*(TV) e G*(TY), investigamos a hipoelipticidade global de sublaplacianos
definidos no toro TV em uma escala maior de espacos, isto é, nas classess de funcoes ultra-
diferencidveis como introduzido por Braun, Meise e Taylor [BMT]. Para alguns artigos sobre
estas classes, em particular para conhecer sobre suas histérias, além do trabalho de Braun,
Meise e Taylor [BMT] o leitor pode consultar os artigos de Beurling [Beu] e Bonet, Meise e
Melikhov [BMM]. Também, para uma leitura mais detalhada sobre o assunto indicamos ao
leitor o artigo de Bjorck [Bj]. Aqui, trabalharemos no espaco das fungdes ultradiferenciaveis
periédicas do tipo Roumieu, que é denotado por &gy, com w : [0,00) — R uma funcdo peso
(ver Definigao 1.10 e 1.12). Recordamos que quando a fungao peso é dada por w(t) = ts, com

s>1et >0, o0 espago Roumieu £ 2 (T™) é o espaco das funcoes Gevrey periédicas de ordem

s, em particular, quando s = 1 0 espaco &y (TY) é precisamente o espaco das funcdes analiticas
periédicas. Também recordamos que um operador diferencial parcial linear P definido em T
e com coeficientes em Ep,y (TN )(C=(TY)) é dito ser globalmente {w}(C>)-hipoeliptico em TV

13



se as condi¢oes u € D'(TV) e Pu € Ery (TY)(C™(TY)) implicam que u € Egy(TY) (C=(TV)).

A hipoelipticidade global deve ser constrastada com a {w}(C*)-hipoelipticidade local, que
significa que dado um aberto V' C T¥, temos que u € Ey (V)(C>®(V)) para toda u € D'(V)
satisfazendo Pu € E,;3(V)(C>*(V)). Note que a {w}(C>)-hipoelipticidade local implica a
{w}(C>®)-hipoelipticidade global, mas a reciproca nem sempre é valida. Por exemplo, no caso
C*, o operador P = 0; + ad,, sendo o € R\Q um nimero nao Liouville, é globalmente C*>
hipoeliptico em T?, mas nao é localmente C°° hipoeliptico em R? (veja Greenfield e Wallach
[GW]). E bem conhecido que a condicdo dos colchetes (veja o famoso teorema de Hérmander
em [Hol) implica a hipoelipticidade local (e portanto global) no caso C' de sublaplacianos.
Focaremos aqui nossa aten¢ao no caso global.

Gostariamos de ressaltar ainda que, apesar das demonstracoes realizadas aqui se restrin-
girem aos espacos das funcoes ultradiferenciaveis do tipo Roumieu, as demonstragoes dadas

podem ser adaptadas para os casos C'™ ou ultradiferenciavel do tipo Beurling que é denotado

por Ey(TY).

Nosso primeiro objetivo é estudar a {w}-hipoelipticidade da seguinte classe de sublaplacianos

P=-A-) (Z ag;(t)0s, + Zbg,{(t)at,) , (1.1)

=1 \j=1

sendo que as fungoes ag;, by, € Ery(T™) sao reais para cada j = 1,...,m, k = 1,...,n,
¢=1,...,N.

Comecamos nosso estudo recordando a classe dos operadores de Hormander no toro N-
dimensional TV introduzida por Cordaro e Himonas ( [CoHil]) e estudada por Himonas e

Petronilho ( [HP1]) que é um caso particular do nosso operador P:

Q=-n - (Z aj<t>axj> , (1.2)

sendo (t,x) = (t1,...,tn, Z1,...,%my) € T" X T™ e a; € C°(T") sao a valores reais. A hipo-
elipticidade global C* em T™™™ foi estudada por Himonas e Petronilho (veja o Teorema 1.1
em [HP1]), enquanto que a hipoelipticidade Gevrey em T"*", quando a; € C*(T"), foi anali-
sada por Himonas (veja Teorema 1 em [Hi2]). Para ambas as classes, a hipoelipticidade global
¢é equivalente a condicoes diofantinas envolvendo a nocao de uma colecao de vetores, todos con-

tendo a mesma dimensao, ser nao simultaneamente aproximavel. Mais precisamente, seja kg o
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nimero de fungdes linearmente independentes sobre R entre as fungdes (ay(t), ..., an(t)). As-

sim, apos uma possivel mudanca de variaveis x1, . . ., x,, e dos respectivos coeficientes ay, . . . , G,
podemos escrever
i 1
T
(ak0+1, . ,am> = <)\p) (al, . ,ak()) . (1.3)
(m—k‘o)Xk‘o
Podemos considerar, entao, a seguinte colegao de vetores v, = ()\’;OH, cee )\ZL) € R™ % para

pe{l,..., ko}. Quando, por exemplo, 0 < kg < m, o operador () é globalmente G*-hipoeliptico
em T""™ se, e somente se, a colegao de vetores v,, p € {1,...,ko}, é ndo simultaneamente
aproximavel com expoente s, ou seja, dado € > 0, existe uma constante C, > 0 de modo
que para cada n = (n1,...,m5) € Z™ e cada £ € Z™*\{0}, existe j € {1,...,ko} tal que
[ + v - €] > Ceem 1,

Consideramos, agora, a seguinte classe de sublaplacianos, a qual também é um caso parti-

cular da classe P:

N
Qr=-A > X7, (1.4)
=1
sendo que X = D7, agi(t)0y;, com ag(t) € Ery(TY) a valores reais. Seguindo as ideias
de [HP1] e [Hi2], neste caso teremos que lidar, para cada ¢ € {1,..., N}, com uma cole¢do
de vetores cuja dimensdo depende de £. De fato, para ¢ € {1,..., N}, denotaremos por k* o
numero de fungoes, dentre as fungoes ayy, . . ., asn, que sao linearmente independentes sobre R.
Assim, para cada ¢ € {1,..., N}, iremos assumir que as fungoes Qgjts - - Ay, sao linearmente
independentes e geram as fungoes ayy, . . ., agy,. Logo, podemos escrever
L y L
(a“{, . ,ahge> = </\£25>d5><k5 <a£jf, . ,aéjlz;) (1.5)

sendoquem:k£+d€e{l,...,m}:{jf<...<jf;g}u{i‘i<...<iflg}iAgUBg.

Consideraremos a colegao de vetores dada por
, 2%
’Uf; = ()\f;lf,...,)\p ) € R para p € {1,... k%, ¢e{1,...,N}. (1.6)

Assim, precisamos introduzir uma nova definicdo do que entendemos por uma colecao de
vetores com diferentes dimensoes ser ou nao simultaneamente aproximavel. Para fazermos isso,

introduzimos as seguintes notacoes e definicoes.
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Definigao 1.1 Sejam m,k,d € N satisfazendo k +d = m. Se
{1,...om}={ih <...<gtU{ir <...<ig} =AUB com ANB = g,
entdo definimos w4 : Z™ — ZF por

wa(&1ye s &m) = &y, &) =&, para todo § = (&4, ..., &m) € Z™.

Analogamente, definimos também wpg : Z™ — 72 por

w581, &m) = (&iyy oy &) =&, para todo & = (&1,...,&n) € Z™.

Definicao 1.2 Sejam w uma funcdo peso, m, N € N e, para cada ¢ = 1,..., N, considere
k'.d" € N tais que m = k' + d*, sendo que vamos assumir que existe ao menos um k* # 0.
Se para cada ¢ =1,..., N, A, = {jf< <jf;,_7} e B, = {z{ < ... <i§z}, com Ay,NBy=d e
{1,...,m} = A U By, entdo dizemos que a colecio de vetores v!,. .. ,vie € ]Rde, (=1,...,N,
¢ nao simultaneamente aproximdvel com expoente {w}, com respeito a cole¢io de conjuntos
{A,, Bg}évzl, se para cada € > 0, existir C. > 0 tal que, para cada & € Z™\{0}, temos

e + vf; O > Ceme €D para algum € € {1,...,N} e para algum p € {1,... k‘}.

.o~ ~ , . . . ~ e
Quando esta condicdo ndo € satisfeita, dizemos que a cole¢io de vetores vY, ... ,vﬁz € R?,
¢ =1,...,N, € simultaneamente aproximdvel com expoente {w}, com respeito a cole¢ao de

conjuntos {Ap, Be} ;.

Observagao 1.3 Se w(t) = t'/s e N = 1, entdo existem conjuntos A e B tais que a de-
finicao dada acima € equivalente a definicao de uma colecao de vetores nao simultaneamente

aprorimduveis com expoente s.

De fato, para N = 1 o operador ); é exatamente o operador (). Assim, as fungoes
a,...,ag, geram as funcoes aq,...,a,, e portanto a colecao de vetores a ser analisada é dada
por vy,..., v, € RY com d = m — ky. Definimos A = {1,...,ko} e B = {ko +1,...,m}.
Assuma que esta colecao de vetores seja nao simultaneamente aproximavel com expoente s.

Sejam e > 0 e & € Z™\{0} dados. Se & = (&v1, - -+, &m) 7 0, entdo segue de nossa hipétese

que existe uma constante C, > 0, independente de &, tal que
[ R Cee~ """ = 0 e=(€"D  para algum p € {1,... ko}.
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Se & = (Ekps1s---,&m) = 0, temos & = (&1,...,&,) # 0; portanto &, # 0 para algum
pe{l,... ko}. Logo, obtemos

16, + vy €| = |6, > 1= e 0 = =0 = g=ewlig"D,

Portanto, concluimos que a colegao de vetores vy, . .., vy, é nao simultaneamente aproximavel
com expoente w(t) = t*/*, com respeito & colecdo de conjuntos {.A, B}.

A demonstragao da reciproca é analoga.

Exemplo 1.4 Considere a classe particular da classe de sublaplacianos Q) :

Q=0 =) (ar(t)dy,)’ = =D =Y (Z agj(t)amj> (1.7)
/=1

=1 \j=1

sendo que agj(t) = 0 para j # € e agp(t) = a,(t). Veremos como a nossa nova defini¢io de

vetores simultaneamente aproximaveis fica neste caso.

Quando m = 1, esta classe é um caso particular da classe Q dada por (1.2) e, portanto,
vamos focar o caso em que m > 1. Primeiro vamos assumir que a, # 0 para todo £ =1,...,m.
Neste caso, prosseguindo como fizemos com o operador @1, temos que k* = 1, A, = {{}, B, =
{1,...,4—1,0+1,...,m} e consideramos os vetores v{ = 0 € R™! para todo £ € {1,...,m}.

Seja & € Z™\{0} dado. Entao, existe p € {1,...,m} tal que &, # 0. Escolhendo ¢ = p e
&P = (&, 61,841, -, Em), obtemos

gp + ,U]f . gll(p) gp 2 1 Z €—€UJ(|€//(P)|)’

qualquer que seja € > 0. Portanto, concluimos que a colecao de vetores v{ = 0, para ¢ €
{1,...,m}, é ndo simultaneamente aproximavel com expoente w, com respeito a cole¢ao de
conjuntos Ay, By.

Por outro lado, vamos supor sem perda de generalidade que a; = 0 e a; Z 0 para algum
¢€{2,...,m}, uma vez que na Definicdo (1.2) devemos ter k* # 0.

Escrevemos L = {¢ € {2,....,m} : ap # 0} = {{4,...,¢,}. Observe que ¢, > 2, Vp €
{1,...,q}. Parap e {1,...,q}, definimos

A, ={0}, By={1,....6,—1,0,+1,...,m},
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g/(gp) — Sfpy gll(ep) = (617 s 7551;—17 §€p+17 s ?gm)

Seja & = (1,0,...,0) € Z™. Como ¢, > 2 para todo p € {1,..., ¢}, podemos concluir que
gg("’) = 0 para todo p € {1,...,q}. Logo, obtemos para vf” =0ecR™ !,

&+ o™ =0, Vp=1,....q

Dessa forma, neste caso obtemos que a colegao de vetores acima é simultaneamente apro-
ximével com expoente w, com respeito a colecao de conjuntos {Ag,, By, }gzl. Observe que a

conclusao desta observacao é valida para qualquer funcao peso w. =

Gostarfamos de ressaltar que a {w}-hipoelipticidade dos operadores @), dado por (1.2), @,
dado por (1.4) e, portanto, do operador ()2, dado por (1.7), serdo casos particulares do nosso

principal resultado abaixo.

No proximo teorema, usaremos todas as definigoes e notagoes introduzidas na andlise do
operador 7 dado por (1.4).

Teorema 1.5 Seja w uma fungdo peso satisfazendo (1.12) (ver se¢ao 1.2) e, para (t,z) €

T™t™  considere o operador

N m n 2
P=—A,— Z (Z ag;(t)0y,; + szk(t)atk> .
j=1 k=1

(=1

sendo que agj, by, € Eg(T") sao fungoes a valores reais para j = 1,....m, k = 1,...,n,
¢(=1,....N ezatkbgkz(]pam todo ¢ =1,...,N.
k=1

(I) Assuma que exista pelo menos um k' # 0 e que todo k* satisfaz k* < m. Seja L =
{¢ € {1,...,N}: 1 < kP! <m} = {ty,....0,}. Entio, P é globalmente {w}-hipoeliptico em
’]1"”“’"‘1Z se, e somente se, a colecdo de vetores dada pelos k' vetores coluna, em ]Rdep, da matriz
</\£p if) definida pela igualdade

dr x ktp

1 0 i 1
A, tpyo.o. @, & = )\“S> (a N B ) 1.8

( bpiy”’ ’ sz;é,) ( " e xkt \ toi"’ ’ gpjklép ( )
¢ nao simultaneamente aproximduvel com expoente {w}, com respeito a cole¢io de conjuntos

{Ag,, B, }
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(II) Se k* = 0 para todo £ = 1,..., N, entio P ndo é globalmente {w}-hipoeliptico em T™ ™.

(Il1) Se k* = m para algum € € {1,...,N}, entdo P € globalmente {w}-hipoeliptico em
Trtm,

Observagao 1.6 FEste teorema estd dizendo que o operador Q1 € globalmente {w}-hipoeliptico
em T"™ se, e somente se, P € globalmente {w}-hipoeliptico em T" ™ pois as condi¢oes para

a {w}-hipoelipticidade global envolvem somente as fungoes ap;(t).

Observagao 1.7 Gostariamos de ressaltar também que um dificil problema em aberto € con-
siderar sublaplacianos gerados por perturbacoes de campos vetoriais Xy, = Z;"zl ag;(t)0y; in-
cluindo derivadas com respeito a varidvel t e com coeficientes dependendo em t, i.e., considerar
campos vetoriais da forma X, = 37", ag;(t)0s; + 3 4y bex(t)0, . Este problema geral é dificil
de se tratar e esperamos que nosso resultado possa trazer alguma informacao importante sobre

este problema.

Observacao 1.8 O Teorema 1.5 generaliza seis resultados ja conhecidos. Mais precisamente,
o caso C* de nosso Teorema 1.5 generaliza o Teorema 1.1 em [HP1] (N =1 e byi(t) =0 em
T"), o Teorema 5 em [HP3] (N =1 =n e b;(t) =1 em T"), um teorema de [HP2], (veja
p.169), (N=1,n=2 m=1eby1(t) =0,b12(t) =1 em T"), 0o Teorema 3 em [A] (N =m e as
fungoes agj(t) =0 em T™ para j € {1,...,m}\{{}). Além disso, a versao Gevrey do Teorema
1.5 generaliza o Teorema 1 em [Hi2/, (veja a Observagio 1.3) e o Teorema 6 em [A] (veja a
Observagao 1.4).

Nosso segundo problema sobre hipoelipticidade global é sobre a conjectura de Petronilho,
veja [P2]. Comecamos relembrando o enunciado desta conjectura: “Seja Xi,...,X,, uma

familia de campos reais em TV. Suponha que existam coordenadas y em T nas quais o
N

campo X, por exemplo, admite a forma X; = E Ak0Oy,, sendo que os nimeros Ay, ..., Ay

k=1
satisfazem a seguinte condicao Diofantina: existem constantes C' > 0 e K > 0 tais que

Y C
> | = s Ve zM\ o), (1.9)
— yl
N
entao o operador P = — Z X ]2 ¢ globalmente hipoeliptico em TV”.
k=1
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Algumas familias de campos vetoriais reais que satisfazem as hipdteses dessa conjectura
podem ser vistas em [P2], Corolério 3.2, Teorema 3.3 e Corolario 3.5.
Nosso objetivo aqui é verificar que esta conjectura é valida no ambito das fungoes ultradi-

ferenciaveis do tipo Roumieu para uma nova classe de sublaplacianos.

Assim, comegamos enunciado a versao ultradiferenciavel (do tipo Roumieu) da conjectura
de Petronilho:
“Sejam w uma funcao peso satisfazendo (1.12) e X3,. .., X,, uma familia de campos vetoriais

reais definida em TV. Suponha que existam coordenadas y em TV nas quais o campo vetorial

N
X1, por exemplo, admita a forma X; = E A0y, , sendo que os numeros Ay, ..., Ay satisfazem

k=1
a seguinte condi¢ao Diofantina: para cada € > 0, existe C. > 0 tal que

N
| 3" | = G, vy € 2V {0}, (1.10)
k=1
N
entao o operador P = — Z X J2 é globalmente {w}-hipoeliptico em T¥.
k=1

Estamos em condicoes de enunciar nosso segundo principal resultado desta parte do traba-
lho.

Teorema 1.9 Seja w uma fungdao peso que satisfaz (1.12) (ver se¢ao 1.2) e, para (t,x) € T,

consideramos o operador

N N m n 9
P=-3x2=- (Z agy ()0, + > bgk(t)atk> ,
=1 =1  j=1 k=1
sendo que agj, by, € Equy(T™) sao fungoes a valores reais para cada j =1,....,m, k=1,...,n,

(=1,...,N eZ@tkbEkEOpam todo¢{=1,...,N.
k=1
Suponha que as sequintes condigoes sao validas:

(i) os campos vetoriais Zbgk(t)atk, (=1,...,N, geram T,(T") para cada t € T,
k=1

(i) existe by € {1,..., N}, que podemos assumir ser by = 1, tal que
X = Z aljamj + Z b10, ,
j=1 k=1
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com aij e by, numeros reais para todo j = 1,...,m, k = 1,...,n satisfazendo a sequinte

condicao Diofantina: para cada € > 0, existe C. > 0 tal que
D a€+ Y bum| = G IEI), v (r,) € 2\ {0} (1.11)
j=1 k=1

Entao o operador P € globalmente {w}-hipoeliptico em T™™.

Para mais resultados sobre o problema da hipoelipticidade C*° global sugerimos ao leitor os
trabalhos de Amano [Am|, Baouendi e Goulaouic [BG|, Bell e Mohammed [BM], Fedii [Fe],
Fujiwara e Omori [FO], Gramchev, Popivanov e Yoshino [GPY], Greenfield e Wallach [GW],
Hanges e Himonas [HH2|, Himonas [Hil], Himonas e Petronilho [HP], [HP1], [HP3], [HP4],
Hounie [Hou] e as referéncias dadas por estes artigos. Com relagao a hipoelipticidade analitica
global e a hipoelipticidade Gevrey global sugerimos ao leitor os trabalhos de Braun Rodri-
gues, Chinni, Cordaro e Jahnke [BCCJ], Chinni e Cordaro [ChC], Cordaro e Himonas [CoHil]
e [CoHi2|, Hanges ¢ Himonas [HH1|, Himonas [Hi2], Himonas, Petronilho ¢ Santos [HPS],

Petronilho [P1], Tartakoff [Ta] e as referéncias dadas por estes trabalhos.

1.2 Propriedades Basicas de Funcgoes Ultradiferenciaveis

Nesta secao recordaremos algumas defini¢oes e resultados sobre fungoes ultradiferenciaveis

periodicas.

Definicao 1.10 Uma fungao crescente e continua w : [0,00) — [0,00) € chamada de fungao

peso quando ela satisfaz as sequintes propriedades:
1. Erziste L > 0 de modo que w(2t) < L(w(t) + 1), para todo t > 0,
2. w(t) = O(t) quando t — oo,
3. log(t) = o(w(t)) quando t — oo,
4. A fungio o(t) = w(e'), definida para t > 0, é convera.

Dizemos que duas fungoes peso wy e ws sao equivalentes quando

t t
0 < liminf wi(t) < lim sup wi(t)
t—00 wWo(t) T oo walt)

< 00
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Uma funcao peso w é equivalente a uma fungao peso subaditiva se, e somente se, vale a seguinte

propriedade:
D >0,3tg >0tal que VA > 1, Vit >ty: w(At) < ADw(t). (1.12)

. ~ ’ sy o] t . .
Dizemos que uma fung¢ao peso w é quase-analitica se f1 %dt = 00. Se a integral acima for

finita, entao dizemos que a fun¢ao peso w é nao-quase-analitica.

Exemplo 1.11 Dado um nimero real s > 1 temos que w(t) = t'/* define uma funcio peso

equivalente a uma funcao subaditiva que € quase-analitica se, e somente se, s = 1.

Dada uma fungao peso w definimos a conjugada de Young ¢ por ¢*(t) = sup 5, {st — ¢(s)} .
Nos resultados que iremos fazer nao ha perda de generalidade em supor que a fungao peso
w se anula no intervalo [0, 1]. Quando isso ocorre, temos que a conjugada de Young ¢* é uma

*(t , ~
“"T() ¢ nao decrescente e tende a oo

funcao convexa e nao negativa. Além disso, a fungao
quando t — 00, ** = ¢ e ¢©*(0) = 0. Outras propriedade que usaremos sobre a conjugada de
Young ¢* é o fato dela ser superaditiva, ou seja, ¢*(x) + ¢*(y) < ¢*(x +y), ¥V x,y > 0. Como
estamos interessados em estudar operadores definidos no toro N-dimensional, iremos definir
neste trabalho apenas as fungoes ultradifenciaveis periddicas. O caso nao periédico pode ser

encontrado nas referéncias [AJO1], [BMT], [HM]. Mais precisamente temos a

Definicao 1.12 O espago
Ey (TV) ={f € C=(TV) : ||fl\ < o0, para algum X > 0}

sendo
115 = sup sup (07 (e exp (A" (1))

zeT aEZﬁ A

¢ o espaco das funcoes periodicas ultradiferencidveis do tipo Roumieu associado a funcdo peso

w. O subespago de E,) (']FN) formado pelas funcoes tais que
£l <400, VA>0

¢ o espaco das fungoes periddicas ultradiferencidveis do tipo Beurling associado a funcdao peso
w e € denotado por €, (TV).

Em outras palavras, uma fungao f € C'® (TN ) ¢ um elemento de & (TN ) se, e somente se,
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existem constantes C', A > 0 tais que

10°f(z)| < € (5), vz € TV, 0 € ZV. (1.13)

Se duas fungoes peso w; e wy forem equivalentes, entao &,y (TN ) = &y (TN ) e Ewn) (TN ) =
Ewn) (TT).

Exemplo 1.13 Dado um niumero real s > 1 se w € a fun¢ao peso do Exemplo 1.11, entao o

espago Eq (TN) coincide com o espaco G° (’]TN). Em particular, se w(t) =t, entdo o espago

Ewy (']FN) coincide com o espaco das funcoes analiticas e periodicas C¥ (']FN).

Como no caso dos espagos Gevrey, temos uma caracterizagao das fungoes em &g,y em termos

da transformada parcial de Fourier. Mais precisamente,

Teorema 1.14 Seja w uma fungao peso e para (t,x) € T e seja i € Eryy(T"™). Entdo

existem constantes C, X\, e > 0 tais que

o dtt.9)] < Cop (2 (1) ) exp (-t (114

para todo £ € Z™, o € 27}, onde @(t,{) € a transformada parcial de Fourier de v com relagao

a varidvel x.

Observacao 1.15 Ressaltamos que ndo encontramos na literatura uma caracterizacao de fun-
coes dos espagos E,,y em termos da transformada parcial de fourier, e por esta razao incluiremos

uma prova deste fato neste texto.

Para provar o Teorema 1.14 necessitamos de alguns resultados auxiliares. Nao apresentare-

mos a demonstragao dos dois resultados a seguir, pois podemos encontrar resultados similares

em [AJO1].

Lema 1.16 Sejam p,k € Z., entao existe m € Z, tal que

1 1
Ecp*(ky) +yp <1+ Ew*(ym), Vy>0. (1.15)

Também precisamos do seguinte resultado, cuja demonstragao estéd feita em [AJO1], desi-
gualdade (2).
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Lema 1.17 Se £ € Z"\{0} e k € Z., entdo

e wel€) < inf |€|—N€%w*(Nk) < e~ ww(lED+log el
— Nezy =

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.14.

Demonstracao do Teorema 1.14

Suponha que ¢ € Egy (T™™). Entao existem C' > 0 e A > 0 tais que para § € Z7 e o € Z7,
temos
1

o < cen (a0 (517).

Agora seja N € Z, e & € Z™. Escolhemos i € {1,...,m} de tal maneira que || =

Soriiee)| =

/ e QPO (t, x)dx

maxi<j<m |§;|. Se definirmos § = Ne;, onde e; é 0 i-ésimo vetor da base canonica de R™, entao
[N < mN2IER).

Definindo €'} = max {m%, C } concluimos que

ool < e (v (),

para todo o € Z%, N € Zy,t € T" e £ € Z™. Se definirmos \g = %, entao pela convexidade de

-~ N
€M1t €)] < O exp (Aogo* (%)) exp <>\090* (A—O)) (1.16)

para todoa € Z}, N € Z,, t € T" e { € Z™.
Escolhendo k € Z, tal que /\io < k segue do fato que £°1 ¢ nao decrescente que A\gp* (la‘> <

©* temos

¢ o
zo*(klal) e Aop” (%) < 2z¢*(kN). Usando este fato em (1.16), usando o Lema 1.16, com
y = N, e escolhendo p € Z, tal que C < e, segue existe m € Z tal que

—~ 1 1
Y10 0(6)] < CrePexp (W* <\a!k>) exp (me) . Np)
1 1
< Chieexp (Ew* (I@\k)) exp (Ew* (Nm))-
(1)

Portanto, se escolhermos kg = max {k, m} e usarmos, novamente, o fato que a funcao *;=
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¢ nao decrescente entao obtemos

P10 (091 < Caoxp (1" (lalho) ) ex (" (V) ). (117)

ko
para todo a € Z%}, N € Z,,t € T" e { € Z™, onde C, é uma constante positiva.
Usando agora o Lema 1.17, segue de (1.17) que

7O = inf |OFO(6)
< Cooxp (¢ llalin)) f 1617 exp (" (V) )
1 1
< Coomp (¢ (lalho)) e (i) +hog(lh) . (L1s)
0 0

Seja € > 0 tal que € < % Como logt = o(w(t)) quando t — +00, existe A > 0 tal que

log €] < (kio —w(lE)), ¥ €] > A (1.19)

Assim, concluimos de (1.18) e (1.19) que

083,91 < Coewp (1" alho) ) exp (~cau(l]) (120)

¢ vélida para todos a@ € Z%, t € T" e £ € Z™ tal que |[{|] > A. Usando a compacidade
do conjunto [£| < A e o fato de que ¢ € Ey(T"™), pode-se facilmente mostrar a mesma

desigualdade como (1.20) para este caso e portanto a demonstracao esta agora completa. m

1.3 Demonstracao do Teorema 1.5

Provaremos apenas o item (1), uma vez que a demonstragao de (I11) segue as mesmas linhas
deste caso e a demonstragao de (1) nao é dificil de ser feita. Para o item (1), provaremos apenas

o caso em que 1 < k* < m para todo £ € {1,..., N}, pois os demais casos seguem deste.
Demonstracao do item (/):
Necessidade.

~ 4 . . . P
Suponha que a colecio v, ... ,viz € R" ¢ =1,...,N seja simultaneamente aproximéavel
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com expoente {w}, com relagio & cole¢ao de conjuntos {Ay, By}, ,. Entdo, existe ¢ > 0 de
modo que para todo C' > 0, existe £ € Z™ \ {0} satisfazendo

g+l €Ol <Ol v e {1, NyeVpe{l,... Kk} (1.21)

Observe que, de (1.21), se 0 < C < 1, entdo &) # 0. Escolhendo C' = %, E=1,2...,
obtemos que existe uma sequéncia {€¥}, C Z™\ {0}, (€F)© e ZF | (€F)"© e 24 com (€F)"O) £
0, tal que para k =1,2... temos

(6 +up (€9)" | <=0 yre {1, NyeVpe . M} (122)

Observamos ainda que a sequéncia {£¥}, acima pode ser escolhida de modo que {£*} possui
uma infinidade de pontos distintos.
Se |w| = max{|vf| : € € {1,...,N}, pe{l,...,k}}, entdo segue de (1.22) que

‘(€k)jﬁ‘ S (1+|w‘>’(£k>”(£)’7 ‘v’€€ {L"'aN?}a vpe {L"'akg}a ek:1727"'7

uma vez que e~ D <1 < |(gh) @),

Assim, obtemos
|(€k)/(6)|2 S E(l + |w|)2|(§k)”(€)|27 Vie {L s 7N} ek = 1727 T

sendo k = max{k’: ¢ {1,...,N}}.

Entao, temos
€41 = (1O +1(65" 1) < LR+ )20 (1.23)

paratodo £ € {1,..., N} ek €N

Observamos ainda que se a sequéncia {(&F)"(

)Y, para algum ¢ € {1,..., N}, fosse uma
sequéncia limitada, entdo a sequéncia {£*}; também seria limitada, o que gera uma contradicao
com o fato de todo subconjunto limitado de Z™ ser finito. Logo, existem uma constante € > 0
e uma sequéncia {&*}, € Z™\{0}, com (£F)"®) ¢ v/ (EF)"0) ¢ VA (€KY £ 0, tais que para
todo £ € {1,..., N} temos |(¢¥)"®| — oo quando k — oo e, para todo k = 1,2, ...

(6, +vh- (€)") <m0 Dy re {1, Ny eV pe{l,..., k). (1.24)

Jp p
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Definimos, agora,

o0

u(t,z) =Y €™ € DI(T™) \ £y (T, (1.25)

O préximo passo é mostrarmos que Pu € Ep,y (T"*™). Usando a férmula (1.8) e recordando

i eit )
que vf; = ()\f; {7 @), com e {l,...,Nyepe{l,...,k'}, o operador P pode ser escrito
como

N k¢ n 9
P==B= 30 (M a1 + > beltn)
/=1 q=1 v=1

sendo que L;(g = <axjg + Zﬁil(vg)pa%), para { € {1,...,N}, ¢ € {1,... .k} e (v)), é a

p-ésima coordenada do vetor vg.

Assim,
N K n K
Pu(t,z) =Y (Z Qe (DL + > bgy(t)aty> (Z Qg (D LY ult, x)).
=1 q=1 v=1 g=1
E suficiente mostrarmos entao que Lfeu(t, x) € Ep(T™™) para todo £ = 1,...,N e ¢ =

1,...,k% Como ngu(t, x) depende apenas de x, definindo hg(x) = ngu(t, x), devemos mostrar
que hf € Ery (T™).

Uma vez que

[es) at .
ho@) = iy (€5 + D (0pl€ i)™ =i Y (€M) + v - (65 O)e™
k=1 p=1 k=1
= 2 (& +vi- (©")e,
p
segue que
k
=" * 7S

i((€F)e +vg - (€9)"D), se £ =€
Obtemos de (1.24) que se & = £* entao

//(Z)‘

RLE)] < eI D v re {1, NyeVqge{l,. .. Kk}
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Para completarmos a demonstragao que hf; € £y (T™), aplicaremos a Proposicao 2.1, item
(i), de [AJ] (ver p. 373). Mas para fazermos isto devemos trocar w(|(&*)")|) por w(|€¥|). Segue
de (1.23) que existe L > 1 tal que || < L|(¢%)"®)| para todo ¢ € {1,..., N} e usando o fato
de w ser uma funcdo crescente, obtemos w(|€¥]) < w(L|(£F)"O)).

Recordando agora que w satisfaz (1.12), ou seja, existem D > 0 e M > 0 tais que, para
todo |(£F)"| > M, vale w(L|(¢%)"®|) < LDw(|(£*)"®]), podemos concluir que

ew(|(€")"]) < E%W(lf ), desde que |(§")"] > M.

Como, para todo ¢ € {1,..., N}, temos que |(£F)"®)| = oo quando k — oo, entdo podemos
assumir, sem perda de generalidade, que todo ¢* satisfaz |(€¥)")| > M. A demonstracdo da

necessidade deste caso esta completa. =

Suficiéncia. Seja u € D'(T™*™) tal que
Pu=f fe 8{w}(']l‘"+m). (1.26)

Aplicando a transformada parcial de Fourier na varidvel x na igualdade (1.26), obtemos
—Ava(t, €) — Z}Q (t,€) = f(t,€), para todo € € Z™, (1.27)

sendo

Zej fg‘i‘zbék )0, £ €L

k=1

Para cada £ € Z™ fixado, u(t,§) é um elemento de £} (T"), uma vez que o operador definido
em (1.27) é eliptico em t e f(t,£) € Ew}(T™) (aqui usamos a versao periédica do Corolério 3.16

em [AJO2] no caso ndo-quase-analitica e do Teorema 4.8 em [AJO1] no caso quase-analitica)).

Multiplicamos (1.27) por @(t, &), usamos a hipétese Z@tkb% =0Oparal =1,...,N e
k=1
integramos por partes com respeito at € T" (ver Apéndice A para mais detalhes) para obtermos

Znatk ||L2(Tn+2|mu ) sy = / it o (1.28)
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Introduzimos agora as seguintes fungoes auxiliares:

Eult,€) = (iaej(t)gj)Q, VieT c¢eZ™ (=1,... N.

j=1
Precisaremos do seguinte

Lema 1.18 Seja vf, ... ,vf;g € ]Rdé, =1,...,N uma colecao de vetores nao simultaneamente
aprozimdvel com expoente {w}, com respeito a cole¢io de conjuntos { Ay, Be}Y._,. Entdo existem
constantes o > 0, e § > 0, dependendo apenas dos coeficientes ayj, tais que para cada € > 0 e
cada § € Z™\{0}, € possivel encontrar um intervalo aberto Ir C T", de modo que, para algum
te{l,...,N}, tem-se

Ey(t,€) > aC.e~ (1.29)

para todo t € I. Além disso, vol(I¢) > 6, sendo que C. é uma constante positiva que depende

apenas de €.

Antes de demonstrarmos o Lema 1.18, mostraremos como a desigualdade (1.29) nos ajuda
a mostrar que o operador P é globalmente {w}-hipoeliptico em T"*™.
Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, (veja [HP1], p. 361, férmula (2.10)), segue

que existe uma constante C' > 0 tal que, para todo subconjunto aberto I de T", vale

vol() |l 32y < € / () 2ds +vol(D) > lpullFaan) ) (1.30)
k=1

qualquer que seja a funcao ¢ € C=(T").

A partir de agora, C, e C representarao constantes que poderao ser modificadas um nimero
finito de vezes.

Segue do Lema 1.18, j& que estamos supondo que a colecao de vetores v, . .. ,Uﬁg € ]Rdz, (=
1,...,N} é ndo simultaneamente aproximavel com expoente {w}, com respeito a cole¢ao de
conjuntos { Ay, B}, e de (1.30) com 4(t, ) no lugar de ¢, que dados € > 0 e £ € Z™\{0}, existe
C. > 0 tal que, para algum ¢ € {1,..., N}, vale

liC Oy < Ce ([ B Ol P+ Y i, (Ol ). (13D
k=1

n
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Iremos estimar agora a integral que aparece na tultima desigualdade.

| Bteoicora = [ i3 asgicofa
< 2 / (Mo + 13 ba®in @0 ) (132)

2
Usando que ‘ > iy beg(t) s, (t,ﬁ)‘ <O e, (t,6))?, segue de (1.31), (1.32) e (1.28) que,
para € > 0 dado, existe C. > 0 tal que, para algum ¢ € {1,..., N}, tem-se

~ 2 €w
||U('7f)||L2(1rn) < Coel®) <||Y€U ||L2(’J1‘” +Z||Utk L)1 T”)

< & (1&h ( |Y'éu HL2 Tn) + Z Hutk ) HL2 Tn >
(=
_ el / a(t,)dt, Vv & e Z™\ {0} (1.33)

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que para cada ¢ > 0 dado, existe C, tal

que
8Ol agrey < Cee |70,

Lo VEEZm {0} (1.34)

Como f € E,y (T"™), segue de (1.34) e do Teorema 1.14 com a = 0, que existe € > 0 e

C > 0 tais que, se escolhermos € = 65/ e definirmos €’ = $, entao
||ﬁ'(’€)||L2(Tn) < Cgesw(m)ce—e’w(m) — Cgue_ellef')’ v 5 c7m \ {0} ‘ (135)

Usando a férmula

€)= g [ el o

e (1.35), obtemos
|a(7,6)] < Core™ UV, Y (7,€) € Z" x (2™ \ {0}). (1.36)

Precisaremos agora do seguinte resultado microlocal: Seja 7y € R™\{0}. Como P ¢ eliptico em

(t,x,79,0) para todo (t,z) € T"*™ temos que existem C' > 0,¢ > 0,¢ > 0 e um cone aberto da
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forma I' = {(7,&) € R™™™ : |7| > ¢|¢|} € R™™, contendo (79,0) (ver Apéndice B), tais que
(7, €)| < Ce Dy (7 6) e T N zZ"+™, (1.37)

Retornamos agora para (1.36). Se |7] < 3c[¢| e £ € Z™\{0}, entao

1 1 1 1
€] = 5161+ 516l > o7l + 51€l 2 il + 1€)) 2 e1l(r,€)

sendo ¢; = min{s-, 3 }.

Assim, como w é uma funcao crescente, isso garante que w(|¢]) > w(ei|(T,€)]).

J& que estamos supondo que w satisfaz (1.12), segue que existem D > 0 e ty > 0 tais que
VA>1, V>t wht) < ADw(t). Como 0 < ¢; < 1, utilizamos a tltima desigualdade com

A= é > 1et=cl(r,&)| para obtermos

(e 2 wlerlm. ) = o (al(re)) = el (1.3

1
para todo |7| < 3cl¢| tal que |(7,€)] > Zto.

Para |7| < 2c[¢|, definimos

Lo = max{ max  |u(T, §)|66”C1w D 706”}
(IS Eto

sendo que Cer foi obtido em (1.36). Logo, segue de (1.36) e de (1.38) que
; ~sw(|(r)] 3
|U(T, §)| < Lue B v |T| < §C|§|, (139)

com § = ¢”%. Isso e (1.37) mostram que P é globalmente {w}-hipoeliptico em T,
Para completar a demonstracao da suficiéncia, devemos demonstrar o Lema 1.18.

Demonstracao do Lema 1.18.

Para demonstrarmos esse lema, definimos, para cada ¢ =1,..., N,

2

ké
De(t,y) = | Y age(t)yy, | . VteT, yeRF.
r=1

Usando o fato que as fungoes D, sao continuas e age, 7 = 1,... , k% sdo linearmente inde-
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pendentes sobre R, segue que para cada ¢ € {1,..., N} fixado, existe uma cobertura aberta

{Oy¢,}, da esfera unitaria Sk=1 ¢ intervalos abertos correspondentes {Vy, }, de T" tais que

Dy(t,y) > gy, >0, parat € Vy,, 7€ Op,. (1.40)
Como S*~1 ¢ um espago compacto, para cada ¢ € {1,..., N} existe um nimero finito de
abertos Op,, v =1,...,pp, que cobrem S* =1 Definimos entao ay=min{ay, : 1 <v <p} >0

e temos que, para caday € S¥ 1, existe 1 < v < py tal que Dy(t,v) > ay > 0 paracadat € V,,.
Definimos agora a = min{ay : £ € {1,..., N}}. Segue de (1.40) que, para cada v € Sk -1

existe v € {1,...,ps} satisfazendo
Dy(t,y) > o, parat € V,. (1.41)

Iremos ver agora como essa desigualdade ajuda a demonstrar o Lema 1.18. Seja £ € Z™\{0}.
Segue da nossa hipotese que para cada € > 0, existe uma constante C. > 0 que depende de £ e
existe um fndice €y € {1,..., N}, po € {1,...,k%} de modo que

Eitg F vp - €7D| = Cem D, (1.42)
K\ Li ¢ 0t tif, ¢
Lembrando que ag;; = Do Arfage e vy, = (At ) para g € {1,...,d"}, £ €
{1,..., N}, podemos escrever
ko 9
Ey(t,€) = (Z%ojﬁo (8) (&0 + o .5//(40))) .
q=1

Definindo 3, = fjeo folo . g") =1 k% e B=(B,...,0B), obtemos

b
18]

p

s s
18

) |5‘ ) Z Iﬁp0|2DéO(t

1B]) = B Dy, (t )- (1.43)

Efo(tf) = Dfo(t7ﬂ) = Déo(t

Logo, segue das propriedades da funcao D,(t, ), de (1.43) e de (1.42) que existe uma familia
finita de conjuntos abertos V,, C T" com ¢ € {1,..., N}, ev € {1,...,p,} de modo que para

cada & € Z™\{0}, encontramos ¢ e 1 tais que

By (t,€) > aC.e D
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para cada t € Vy,,,. Com essa desigualdade obtemos o Lema 1.18 se, para ¢ € {1,..., N}, v €

{1,...,pe}, considerarmos § = min{vol(Vy,)}. A demonstragao estd completa. m

Antes de darmos nosso proximo exemplo, precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.19 Dizemos que um vetor v € R™ é nao expoencialmente Liouville, com expoente

{w}, se, para cada € > 0 dado, existir C. > 0 tal que para cadan € Z e cada § € 7Z"\{0},
In+v-€& > Ceem D, (1.44)

Exemplo 1.20 Sejaw uma fun¢ao peso satisfazendo (1.12) e, para (t,z) € T"*3, consideramos
o operador

P=-A— 22: (iaej(t)axj + Zn:bfk(t)atky

=1
sendo que aj1(t) = a(t) Z 0, a2(t) = aa(t), ai3(t) = Ba(t), axn(t) = c(t) £ 0, axn(t) =
c(t), axs(t) = 2c(t), e bex(t) como no enunciado do Teorema 1.5. Estamos asumindo que

u = (a, B) € R? € nao expoencialmente Liouville, com expoente {w}.

Logo, temos A; = {1}, B, = {2,3}, Ay = {1}, By = {2,3}; portanto, obtemos k' = k?
1d = = 2. Além disso, v} = (M2, \F) = (. 8), 07 = O, X) = (3, 2).

Mostraremos que a cole¢io vi,v? é nao simultaneamente aproximavel com expoente {w},
com respeito & colegdo de conjuntos {A;, Az, B, Ba}. Considere € > 0 e £ € Z*\{0}, com
"V = (&, &) # (0,0). Segue do fato de v} = (o, 3) ser ndo exponencialmente Liouville, com

expoente {w}, que

& + ol - €D = |6 + vl (&, 6)] > Cem 8D,

Agora, se &'V = (&, &) = (0,0), entdo
G+l €Vl =al 2 1= =m0,

A demonstragao de nossa afirmagao esta completa. Assim, por (I) do Teorema 1.5, podemos

concluir que o operador P é globalmente {w}-hipoeliptico em T?3.
Corolario 1.21 Sejam w e P como no Teorema 1.5 e defina

m

Qi=—A, - (Zagj(t)axj)z, (=1,...N.

J=1
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Se existe by € {1,...,N} tal que Qu € globalmente {w}-hipoeliptico em T"™™ entido P ¢

globalmente {w}-hipoeliptico em T™™.

A demonstracao desse resultado pode ser feita seguindo as mesmas linhas da demonstracao

do Teorema 1.1 em [HP1] junto com a préxima observagao.

Observagao 1.22 Considere uma cole¢do de vetores v, . .. 7U£g € ]Rdé, ¢ =1,...,N e uma
colecao de conjuntos A, = {jf <... < jﬁe} e By = {z{ <... < ifl[} como na Definicio 1.2.
Se existe by € {1,...,N} tal que a cole¢io de vetores vf“,...,vi@o € nao simultaneamente

aprozimdvel com expoente {w}, com relagdo a cole¢ao de conjuntos {Aqg,, By, }, entao a colegao
14 P ~ . . .
dos vetores vt ... ,vﬁg eR¥, ¢ =1,...,N ¢ ndo simultaneamente aprozimdvel com expoente

{w}, com relagdo a colecio de conjuntos { Ay, Byp,.

1.4 Demonstracao do Teorema 1.9

Suponha que v € D'(T""™) satisfaz Pu = f € £y (T""™). Aplicamos a transformada

parcial e Fourier na variavel x na igualdade Pu = f e concluimos que

N

=Y YPa(t,€) = f(t,€), vEezn, (1.45)

(=1

sendo que
n

Yo=iY ay(t)é+ > bult)dy,, &€ L™
j=1

k=1
Afirmamos que, para cada £ € Z™, o operador definido em (1.45) é eliptico com respeito a

varidvel ¢t. De fato, basta usarmos a hipdtese (i), ja4 que o simbolo principal desse operador é

N n 2
Z (Z bgk(t)Tk>
=1 \k=1

Como f(t,€) € £} (T™) e como o operador definido em (1.45) é eliptico com respeito a varidvel
t, segue que U(t,§) € Ey(T") para cada § € Z™ (usamos a versao perédica do Corolario 3.16
em [AJO2] no caso ndo-quase-analitica e do Teorema 4.8 em [AJO1] no caso quase-analitica).
Agora multiplicamos ambos os lados de (1.45) por u(t,€), integramos por partes na varidvel

t € T" e usamos a hipdtese Z@tkbgk = 0 para cada ¢ = 1,..., N para obtermos (veja 0s
k=1
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argumentos do Apéndice A)

N
S ¥ ) = [ Ft i1 )t (1.46)
(=1

Para concluirmos que u € £y (T™*"), mostraremos que existem constantes e > 0 e C' > 0 tais
que
(7, &) < CemmOD 1y (7 ¢) € Zm™, (1.47)

Gragas a hipétese (i), o operador P é eliptico em (t,z,7y,0) para cada (t,z) € T e 75 #
0. Assim, como fizemos na demonstracao do Teorema 1.5, podemos concluir que existem
constantes positivas Ly, C, € e um cone aberto I' = {(7,§) € R"™™ : |7| > Ly|¢|} contendo (79, 0)
tal que

la(r,€)| < Cem 8D "y (7€) e T Nz ™. (1.48)

Agora iremos mostrar que a estimativa (1.48) permanece vélida para (7,&) € Z"*™ tal que
(1,€) ¢ I', para novas constantes C, e > 0.
Assuma que (7,§) € Z"*™ \ I'. Usando a identidade de Parseval obtemos

nezm™

= > lamOP+ Y lam ol (1.49)
neL” nez”
In1>Lol¢| [n|<Lol¢|

= S1+ 52

Na parcela S} temos (1,&) € T', ja que |n| > Lo|¢| e também vale |7| < |n|, pois se || > |n],
entao terfamos (7,&) € T.

Usando a desigualdade (1.48), concluimos que existem € > 0,C' > 0 tais que

Sl = Z |a(77>§)|2

neL”
\77|>Lo|§\
|77\>L0|£|
S 2 —ew T Z e _264‘)(‘(7776)‘)‘
71> Lol]
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Agora usamos que w é crescente, que em S vale |[7| < |n| e que |(n,£)| > |n| para obtermos que

S; < PO Z e—<w(Im8)D)
[n|>Lol¢|

< (2O Z e—ew(nl), (1.50)

In|>Lol¢]

Mostraremos que a série Z exp (—ew(|n])) é convergente.
nezm™

De fato, como w é uma funcao peso, temos que log(t) = o(w(t)) quando ¢ — oco. Em

particular, existe A > 1 de modo que

€
n+1

log(t) < w(t), Vi> A,

sendo que n é a dimensdo do toro T". Com isso obtemos —(n + 1)log(t) > —ew(t) para todo
t > A. Segue que logt~"*Y > —cw(t) para cada t > A e portanto t~" 1) > e=¢“®) para todo

t > A. Finalmente obtemos

. 1
Ze w(\nl)g Z |77|T+1<OO'

In|>A neZ™\{0}

A demonstragao de que a série Z exp (—ew(|n|)) converge esta completa.
nezm™

Segue do que acabamos de fazer e de (1.50) que existem constantes € > 0,C > 0 tais que
Sy < CemewmaD), (1.51)

Observamos que € e C' sao independentes de 7 e €.

Agora, para S, se considerarmos a transformada de Fourier com relacdao a t e x em Yju

obtemos

Yiu(n,€) = i (Z aé + Y blknk> (. ). (152)
k=1

j=1
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Segue de (1.52) e da nossa hipdtese (ii) que para cada ¢ > 0 dado, existe C?! > 0 satisfazendo

S = % Jam o)

nEZn7
[n|<Lolé]
< 02 Y 2| Viu(y,¢)?
nGZn,
In|<Lol¢]
< 0P Y el iy, g, (1.53)
77€va
[n|<Lol€]

sendo que na tltima desigualdade usamos que w é uma fungao crescente e que |n| < Ly|¢].

Como w é uma funcao peso, segue que existe L > 0 satisfazendo
w(2t) < L(w(t) +1), Yt >0.

Considerando p € N tal que /(1 + Lg) < 2P e se aplicarmos a ultima desigualdade p vezes

podemos concluir que L' = L + L? + --- + LP é uma constante positiva que satisfaz

w1+ Lol¢|) < L'w(|g]) + L, ¥ € € Z™ (1.54)

Definindo C. = C?e>**" e usando (1.53), (1.54) e a identidade de Parseval podemos concluir

que para cada € > 0, existe Co > 0 tal que

Sy < Coe®UE N Vi, €

2
(1) |

Agora, usamos (1.46) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para concluir que para cada ¢ > 0

nez”r,
In|<Lolé]
— 2
< O 2wl ’ Yiul-, ‘
= € 1 ( f) L2(Tn)

IN

N
o (3) (Z H@(, f)‘
=1
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dado, existe uma constante C > 0 tal que

S, < Oe““'f“( it g

~

< caew () Hf L€ ] (1.55)

e T

~

2
Mzae

De (1.49), (1.51) e (1.55) concluimos que existem constantes € > 0, C' > 0 de modo que para
cada € > 0 dado, existe uma constante C. > 0 satisfazendo

~ —ew(|(T 1 e L'w £ 2
00, &) 2oy < CeeUmD 4 Sttt | f. )

L2(Tn)

[Py

Concluimos, entao, que existem constantes ¢ > 0, C' > 0 de modo que para cada ¢ > 0 dado,

existe uma constante C > 0 satisfazendo

2

(- 2 —ew(|(T,)]) Lode L'w(lE]) || £(.
[ )32y < Ce O g (1.56)
Como f € En (T™™), segue do Teorema 1.14 que existem €’ > 0 e C” > 0 tais que
1 O aiqmy < Ce 2Dy ¢ € 2™, (1.57)

Usando (1.56) e (1.57) obtemos
||a(’ 5)“%2(1‘”) < Cefew(\(f,ﬁﬂ) + CCI€4E’Llw(|§|)01167261/0_)('5').

Dessa forma, escolhendo ¢ < £

0, Cer > 0 tais que

177> podemos concluir que existem constantes € > 0, ¢ >0,C >

Ha(.,g)”;(w) < Ce w8 Ca/e—e”w(|€|)7 VeEezm. (1.58)

Como (7,€) ¢ T, temos que |7| < Lo|¢| e portanto |(7,€)| < /1 + L2|¢|. Assim, w(|(T,€)|) <

w(v/1T+ L2|¢]) < L"w(|€]) + L” (sendo que a constante L” > 0 é obtida da mesma forma como
fizemos em (1.54)). Concluimos entdo que —e"w(|¢]) < _L—iilw(\(T, €)|) + €”. Agora definimos
20 = min {6

, L,,} e Cf = maX{C’, C’eueen} e segue de (1.58) que existem 6 > 0 e Cs > 0 tais,
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que para todo (7,&) ¢ I, vale

9 2 —ew(|(T —’w
||“('75)||L2(1rn) < Ce O ¢, e«
Ce O 4 o, e Trelmohte

A

<
< 2027208, (1.59)
Note que
la(T,&)| = / e_it'Tﬁ(t,f)dt’ < colla(-, E)||L2(rm (1.60)
teTn

sendo que a constante ¢y nao depende nem de £ e nem de 7.
Definindo C} = cov/2C5 segue de (1.59) e de (1.60) que existem constantes § > 0 e C% > 0
satisfazendo

(7, €)| < Cie™*1TI 1y (7€) ¢ T
Com essa desigualdade e (1.48) a demonstragao do Teorema 1.9 estd completa. =
Exemplo 1.23 Recorde que, como mencionado anteriormente, com as devidas adaptacoes, a

versao C* do Teorema 1.9 € vdlida. Para este caso, a formula (1.11) da condi¢do (ii) € dada

por: existem C' >0 e K > 0 tais que

m n C
Zaufj + Zblka > eV (1,6) € Z7TM\{0}, (1.61)
.6

Mostraremos uma maneira de obtermos (1.61). Seja X; = Z;Hlm a;(y)0y, definido em

T, com aj(y) € C(T"™) sendo real para todo j. Assuma que 'X; é globalmente C'™-
hipoeliptico em T" ™. Segque do Teorema 1.3 em [CC] que existe um difeomorfismo T : T —

T ™ y = 7(x,t) de modo que

n+m m n
Z aj(y)ayj = Z apaacp + Z br.Ok,,,
Jj=1 p=1 k=1

sendo que a, e by sao numeros reais satisfazendo a sequinte condi¢ao Diofantina: existem
Ny >0 e Cy >0 tais que

‘Zapfp + Zbk7k| T f 7_)’) .V (1,6) € Z"T™\{0}.
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Agora basta observar que existe C > 0 tal que

‘;ap§p+;bk7k| > e 2 e ¥ (59 €20}

Observagao 1.24 Até o momento, nao temos conhecimento se existe na literatura uma versao
Gevrey ou ultradiferencidvel do Teorema 1.8 em [CC|, mas acreditamos fortemente que isto é

verdade em ambas as classes.
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Capitulo 2

Perturbacoes por Operadores

Pseudodiferenciais

2.1 Definicoes e Propriedades Basicas dos Operadores

Pseudodiferenciais

Nesta secao iremos introduzir uma nova classe de operadores pseudodiferenciais C*>° a qual
foi inspirada nos artigos: “N. Braun Rodrigues, G. Chinni, P. D. Cordaro, M. R. Jahnke,
Lower order perturbation and global analytic vectors for a class of globally analytic hypoelliptic
operators, Proc. Amer. Math. Soc. 144 (12) (2016) 5159-5170 ( [BCCJ]) e Chinni, G., Cordaro,
P. D., On Global Analytic and Gevrey Hypoellipticity on the Torus and the Métivier Inequality,
Communications in Partial Differential Equations, 42 (2017), 121-141 ( [ChC]).

Dado um operador linear e continuo A : C* (TV) — C* (TV), vamos considerar k €
D' (']TN x TN ) o seu nucleo distribuicao de Schwartz, ou seja, k € a tnica distribuicao periddica
que satisfaz

(Ap,v) = (k¥ @), ¥ ¢, € C(T).

Além disso, denotaremos por a(z,n) o simbolo discreto de A, o qual é definido por

a(z,n) = e A" € C(TV), VneZV.
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Usando séries de Fourier e denotando o operador A por a(z, D) podemos escrever

a(, Dyu(x) = Y e fa(w, &a€) = Y (Y al& —nm)aln)), (2.1)

cerN ceZN neZN

isto é a(z, D)u(§) = ZneZN a(§ —n,n)u(n).
Observe que

T 1 —i((x 1 —ilz i
k(Em) = (2m (k(z,y), e el Em)y = @) (k(z,y), e @8 @ eilum)
1 —i( —i(x 1 —ilz —ilz
- (2m)2N ((Ae v (@), e 7€>> = (27)2N (e a(x, —n), e ’§>>

1 —i(T 1 -~
= W/Ne D ae, —n)dae = G+ & ).
T

Assim,
@2m)Vk(E,n) = a(E +n,—n), ¥ &,n e ZV. (2.2)

Proposicao 2.1 Fizado o € R, as sequintes afirmacgoes sobre o simbolo discreto e o nicleo

distribuicao de um operador linear e continuo A : C* (TN) — O (’JTN) sao equivalentes:

(i) Dado o € ZY, existe uma constante C,, > 0 de modo que
|D%a(x,n)| < Co(1+1n])7, VneZN xeTV. (2.3)

(i) Dado M € Z,., existe Cypy > 0 tal que

C
a6l < e+ o), ¥ e e 2 24)

(iii) Dado M € Z., existe Cj; > 0 tal que

7 CM o N
MEen| < ey Ve ez, (25)

Demonstracao. Suponha que (2.3) seja valido e vamos verificar a validade de (2.4). Considere
M € Z,. Dado £ € ZV, existe o € ZY de modo que [¢]M < ¢{!]€?| e |a| = M, sendo que ¢
depende apenas da dimensao N. De fato, seja j € {1,..., N} tal que §; = maxj<p<n{&}. Se
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e; é o j-ésimo vetor da base canonica de RY, consideramos o = Me; e temos
M M M
€Y = (leal® + ...+ lenl?) ™ < NM g = NM e,

A afirmacao segue se extrairmos a raiz quadrada nessa desigualdade e se considerarmos ¢y =

N2 Dai, se By = max|q|=n C, €ntao

"l < @1Dgate] = ' en | [ e Daa s

< d'en ™ [ IDtatelds < dButi+ ),

de onde concluimos (2.4). Reciprocamente, suponha que (2.4) seja vélido e vamos mostrar a

validade de (2.3). Dado o € Z%, obtemos as seguintes estimativas

(D2a(z, )| = DY a€me™ < > la(g,n)| ¢

cezN cezN

CN+14la
< 2 T

£eZN\{0}

1 o N N
< Cns1+al( Z W)(“FW) s Vel xeT”,
geZN\{0}

N

e portanto obtemos a estimativa (2.3). A equivaléncia entre (2.5) e (2.4) segue imediatamente

de (2.2) e a demonstragao estéa completa. O

Definicao 2.2 Definimos o conjunto S° (TN X ZN) como sendo o conjunto dos simbolos dis-
cretos a(x,n) que satisfazem (2.3) e Dp, (TN) como sendo o espago dos operadores a(x, D)

que possuem ordem o e cujos simbolos discretos pertencem a S° (TN X ZN) .

Proposigao 2.3 Sejama € Dp, (TV) eb € Dp, (TV). Entio, a(z, D)ob(x, D) € Dp,ior (TV)

e o simbolo discreto deste operador € dado por

a#b(z,n) = Z eix'(f’")a(:c,f)l;(f —n,n) € gote’ (TN X ZN) )

cezN

Demonstragao.
Mostraremos primeiro que a#b dado acima define um elemento de S7+7' (TN x ZN ) Pela

Proposicao 2.1, conseguimos constantes positivas, C,,a € Zf , de modo que, dado M € Z,,
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existe Cyy > 0 satisfazendo

D)) < 3% ( )|s—n|'ﬂ\Dﬁ—%(as,@\ré@—n,m\

BLlatezN

< S5 (§)e—ulCuatt+ e Cn 1+l - a1+ )

BLla cezN

L+ > ( ) (1+ |e — )M, ey L IED”

BageN (1 + ’nl)a

IA

Usamos agora a desigualdade

L+ €D < L+ €=+ n))7, ¥ &n ez,

para concluirmos que

D2 (a#tb) ()] < (1+ ) S 3 CasCy (g) (1+ J¢ — ) A=2+11,

BLa gezZN

Escolhemos M = |a|+ K, com K € N de modo que —K + || < —N —1 e C! = maxg<, CoCpy

e temos

DS (a#b) ()] < (L+ )+ ) ) Ca- ﬂCM( ) (14 |¢ — p|)BI=M+lo]
BLla gezN
= 1+ |77| i Z Z Co_ ﬂOM( ) 1+ |§ n’)\ﬂ\ || — K +|o]|
BLacezN
< 2P+ )7 D (1 [E— )N
£ezN

, Como 3 . on (T4+1€—=n)) V1 =3 v (1 [€]) "Y1 < 00, 1,550 nos permite concluir que que
a#b € ST (TN x ZV).
De (2.1), sabemos que b(z, D)u(§) = >_, v b(& —n,n)a(n). Assim,

a(x, D) ob(x, D)u(z) = Z a(:U,f)b(x, )eré = Z Z (z,)b(§ — n,m)i(n)e™*

cezN ¢eZN nezN
= > (D alz, 9b& —n. )™ EMYi(n)e ™,
nezZN ¢czN
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o que conclui a demonstracao. 0

Agora vamos mostrar que se a(z,D) € Dp, (TN), entdo o transposto de a(x, D) é um
elemento de Dp, (TY).

O transposto de a(x, D) é o operador a'(z, D) que satisfaz

{a(x,D)f,g) = (f,a'(x,D)g), ¥ f,g € C=(T").

Denotamos por (-, -), o produto interno em L? (']FN). O adjunto formal em L? de a(z, D) é o

operador a*(z, D) que satisfaz
<a($7 D)f7g>0 = <f7 a*(x, D)g>0 ) V fag S C«oo (TN) .
Observe que se f,g € C* (TV), entao
(o= [ @@= (£.9)
TN
Dessa forma, como
(a(z, D)f,g) = (a(x, D) f.9)y = (f,a"(, D)(@)o = { f.*(z, D)(7) )

para todas f,g € C (TV), segue que a'(z, D)g = a*(z, D)g. Se g¢(x) = e™¢, temos que

at(:p,n) _ e—i<xm)at(w7D)ei<a:,n) _ e‘“””’")a*(m,D)e—i@»”)

= ¢@nar(z, D)e i@ = a*(x, —1).

Assim, segue que

dEn) = (@m0 / 9t (¢, )de = (27) N / ez, —m)da
TN T

N

— @n)N / ¢0)a (2, —n)de = @(—& 1)
']TN

Segue de Cordaro e Chinni [ChC], pagina 12, que

a*(&mn) = k(n,—(E+n)),
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sendo que k é o nicleo distribuigdo de a(x, D). Logo,
a'(&,n) = a* (=&, —n) = k(=n, &+ 7).

Como (2m)Nk(£,n) = a(€ + 1, —n), concluimos que se a(z,&) € S° (TY x ZN), entdo dado
L € Z., existe Cf, > 0 de modo que

7 —N |4 OL o
‘k(éﬁ)‘ = (2m) " a(€ +n,—n)| < W(l + nl)?.

Logo, dado M € Z., existe C'y; > 0 de modo que

Cum

(&l = [k(=n. &+ Ml < e

(L+[E+nl)°.

Sabemos que (1+|¢)7 < (14 |¢+7))°l(1+|7])? para todo ¢,7 € Z". Consideramos ¢ = £ 41

e T = —7 para obtermos

L+ [E+n))7 < (L+ENI A+ )7, ¥ &n ez

Assim,

~ Cuy

a'(&,n)] < (141N I(1+ In))°,

|a*(&,n)] (1_|_|§|)M( €D+ |nl)
e como M é arbitrdria, obtemos que a'(z, ) € S° (TN X ZN) e portanto o operador a'(x, D) €
Dp, (TV x ZV). O

Proposicao 2.4 Seja a(z, D) € Dp, (TN X ZN). Entao, a(x, D) define um operador linear e
continuo de H' (TY) em H'™° (T") para todo t € R.

Demonstragcao. A demonstracao segue facilmente da definicao das normas de Sobolev e da

propriedade do simbolo discreto do operador a(z, D). ([l

2.1.1 Topologias fraca e forte em D’'(T%)

Daremos aqui uma rapida recordagao sobre as topologias fraca (weak) e forte (strong) em
D'(T¥), dual do espago C°°(TV).
Na topologia fraca em D'(T%), temos que uma sequéncia Tj — 0 em D'(T") se, e somente

se, a sequéncia (T}, p) — 0 em C para qualquer ¢ € C>°(TV).
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Na topologia forte em D'(TY), uma sequéncia T; — 0 em D'(T?) se, e somente se, a
sequéncia { (T}, )} converge para zero uniformemente sobre todo conjunto limitado de C°°(TV).

Nota-se que, como todo ponto é um conjunto limitado, entao a topologia forte é mais fina
do que a topologia fraca e, portanto, se uma sequéncia convergir na topologia forte entao ela
também convergira na topologia fraca.

Como C*°(T¥) é um espaco métrico completo (logo de Baire e, portanto, tonelado) e, pelo
teorema de Ascoli, todos seus subconjuntos limitados sao relativamente compactos, temos que
C>=(TY) é de Montel. Segue do Coroldrio 1 da Proposi¢ao 34.6 em [T] que em D'(TV) toda
sequéncia que converge fracamente também converge fortemente. Assim, podemos concluir que,

em D'(TY), a convergéncia fraca e convergéncia forte sao equivalentes.

2.1.2 Continuidade e composigao

Comegamos recordando o seguinte resultado, que pode ser encontrado em [T] (Corolario

apds Proposicao 19.5):

Observacao 2.5 Sejam E e F dois espagos vetoriais topologicos e u uma aplicagao linear

continua de E em F. Entao,
tw: F' - F

¢ continua quando os duais E' e F' estao munidos da topologia fraca (respectivamente com a

topologia forte).

Proposicao 2.6 Sea(z, D) € Dp, (’]TN), entdo a(x, D) e a'(x, D) se estendem a um operador

linear e continuo de D’ (TN) sobre si mesmo.

Demonstragao. Como a'(z, D) € Dp, (TV) entdo sabemos que: a'(z,D) : C=(TV) —
C>=(TV) é continua e, portanto, segue da Obervacao 2.5 que a(z, D) se estende continuamente
de D’(T) sobre si mesmo, na topologia fraca que coincide com a topologia forte. Analogamente

mostra-se o resultado para o transposto. 0

Proposicao 2.7 Sejam a(x,§) € S? (’]TN X ZN), o : TV — TN um difeomorfismo suave e
M : ZN — ZN um isomorfismo dado pela multiplicacio de uma matriz inversivel de ordem N
com coeficientes inteiros. Entdo, b(z,§) = a(p(x), ME) € S7 (TN x ZN).

Demonstracao. A matriz M define um isomorfismo linear de RY sobre si mesmo e entao

existe C' > 1 tal que
CHEl < Mg < Clel, v € e 2V
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Dai, se o > 0, entdo
(1+[ME])7 < (14 CKENT = (C(1/C+ [€]))” = C7(1/C + [€])” < C7 (L +[£])7 .
Para o < 0, temos
(14 [ME)7 < (L+C7HET = (CTHO+[ED)" = C7 (CH[E)” <O (1 + €))7

Recordamos agora a férmula de Faa di Bruno (ver [CS]): se f: RY — Reg=(g1,...,9n) :

RY — R sao funcoes de classe C°°, entao para todo o € Zf vale

la lal

(0% g(x
« _ 3 |
0%(f o g)(x) Z@f Z Z O‘H o ||aj|

18]=1 =1 Py(a,8) =1
sendo que o conjunto Py(«, ) é o conjunto formado pelos elementos (o1, ...,00,71,...,7%) €
(Zf)% que satisfazem |o;| > 0 para todo j = 1,...,¢, Z§:1 g, = B, 25:1 loj|A; = a e
0 <7 < ... <. Esta dltima notagao possui o seguinte significado: se o = (aq,...,an), =
(B1s...,Bn) € ZY, entdo o < B se vale uma das seguintes condigoes:

(1) | <1815
(2) [af =8| e an < B
(3) |a] = 18| e existe jo € {1,..., N —1} tal que a; = §; paratodo j = 1,...,jo € ay < Bj,.

Pela formula de Faa di Bruno, dado o € Zf , temos

|D0(z,8)] = |Dia(p(x), M)
o] |ov| lo ]
8% J
< Y [Paleta gy Y a[l e
18l=1 =1 P =1 03T

|67]§0($ |\ ol
o1, N
constante B, > 0 que depende apenas de ¢ e a. Como a(z,§) € S (']I‘N X ZN), segue que,

Como ¢ € C*> (TV), podemos majorar o termo Z 1 22 Py(af) 'H] 1 por uma

48



para uma nova constante C,, > 0, vale
|D%b(x, )| < Ca (14 [Me])” < CL(1+[€])7, V2 e TV, § € Z7,

o que completa a demonstracao. O]

2.2 Hipoelipticidade global com Perda de Derivadas

Nesta secao, iremos estudar a regularidade global de operadores pseudodiferenciais. Para o

caso nao periédico sugerimos o leitor ver [Pa].

Definigao 2.8 Dizemos que um operador pseudodiferencial a(x, D) € Dp, (']FN) ¢ globalmente
hipoeliptico com perda de r derivadas (0 <r < +00) se

vt € R, Yu € D'(TV), a(x, D)u € H/(TV) = u € H™""(T"). (2.6)

Quando 0 < r < o, escrevemos € = o — r e, neste caso, dizemos que o operador a(x, D) €

globalmente hipoeliptico com ganho de € derivadas, e (2.6) toma a segquinte forma
vt € R, Yu € D'(TV), a(x, D)u € H(TY) = u € H"™(TY). (2.7)

Para o estudo de classes de operadores com ganho de derivadas sugerimos os artigos [BCCJ]
e [ChC].

Proposicao 2.9 Sejaa(x, D) € Dp, (’]TN) um operador pseudodiferencial que é globalmente hi-
poeliptico com perda de r derivadas. Entao, a(x, D) € um operador globalmente C* hipoeliptico
em TV, ou seja, se u € D' (']FN) ea(x,D)u e C*® (TN), entdo u € C (TN).

Demonstracao. Seja a(z, D) € Dp, (']TN ) um operador pseudodiferencial que é globalmente
hipoeliptico com perda de r derivadas e u € D’ (’]TN) tal que a(z, D)u € C* (TN). Para
verificarmos que u € C*® (TN) vamos mostrar que u € H' (TN) para todo t € R fixado.
Como a(z, D)u € C* (TY), entdo a(x, D)u € H'=°" (TV). Segue da hipétese de a(z, D) ser
globalmente hipoeliptico com perda de r derivadas que u € Ht=o+r+to—r (']P N ) = H! (TN ) A

demonstracao esta completa. ([l
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Proposicao 2.10 Seja a(z, D) € Dp, (TN) um operador pseudodiferencial que € globalmente
hipoeliptico com perda de r derivadas. Se b(x, D) € Dp, (']TN) com o' < o—r, entio c(x, D) =
a(x, D)+ b(z, D) € Dp, (TN) e € um operador pseudodiferencial globalmente hipoeliptico com

perda de r derivadas.

Demonstragao. Sejam a(x, D), b(z, D), c(x, D) como no enunciado acima, seja u € D’ (TN)
tal que ¢(x, D)u € H* (']I‘N) e seja § € R tal que v € H? (']I‘N). E fécil de ver que a ordem de

c(z, D) também ¢ igual a o e, portanto, devemos mostrar que u € H*™7~" (T"). Note que
a(z, D)u = c(z, D)u — b(z, D)u € H* (T"), (2.8)

com sp = min{t,§ — o'}, j& que ¢(z,D)u € H' (TV) por hipétese e b(z, D)u € H~ (TV)
pela Proposigao 2.4. Se sy = t, entdao como a(x, D) é globalmente hipoeliptico com perda de r
derivadas e possui ordem o, temos que u € HTo~" (’]I‘N ), o que conclui a demonstracao. Se so =
§ — o', entdo a(z, D)u € H*= (TV) nos garante que u € H*~7 o= (TV) = Hoto—r=o" (TN).
Segue de (2.8) que a(z, D)u € H** (TY), sendo que s; = min{t, 6+o—r—20"}. Se s; = ¢, entdo
pelo mesmo argumento utilizado acima, garantimos que u € H " (’IFN ) e a demonstragao
acabou. Caso contrério, a(z, D)u € Hoto—r=2 (']PN) e, portanto, u € Hot20—2r—20' (TN).
Como por hipdtese o/ < o —r, obtemos que 0 —r — ¢’ > 0; portanto, repetindo o argumento
acima, apds um ntimero finito de passos, iremos concluir que v € H =" (TN ) e a demonstracao

esta completa. 0

Lema 2.11 Sejam a(x, D) € Dp, (TN) um operador pseudodiferencial que é globalmente hi-
poeliptico com perda de r derivadas e seja o' < o—r. Entdo, para todot € R, existe C = Cy; > 0

de modo que
lull oy < C (lalz, D)ull, + llull 1), ¥ we C(TY). (2.9)

Demonstragao. Sejam ¢ € R e u € C* (T") dados. Definimos o conjunto F,(TV) =
{ve H* (TV) : a(z,D)v € H' (TV)}. Definimos ainda a seguinte norma em J;(T™):

Holll= l[ollsor + llalz, D)oll,, ¥V u e Fi.
Mostraremos agora que (F(TY),||| - |||) é um espago de Banach.
Suponha que {u;}; seja um sequéncia de Cauchy em F,(TV). Entdo {u;} e {a(z, D)u;}

sao sequéncias de Cauchy em H'*+' (TN ) e em H' (TN ) respectivamente. Logo, existem u €
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H* " (TN) ev € H' (TV) tais que u; — wem H' (TV) e a(z, D)u; — vem H' (TV). Em
particular, u; — u e a(z, D)u; — vem D' (TV) e, como a(z, D)u; — a(x, D)u em D' (TV)
(Proposi¢ao 2.6), segue da unicidade do limite em D'(T") que a(z, D)u = v € H* (T"). Assim,

u € F(TY) e como as sequéncias ||u; , e |la(x, D)uj — a(x, D)ul|, convergem a zero em

o th o
C entao |||u; — ul|| — 0 e temos que a ;equéncia {u;}; converge para u em Fy(TV). Isso
demonstra que F;(TY) é um espaco de Banach.

Como a(x, D) é globalmente hipoeliptico com perda de r derivadas, segue que se u € F;(TV),
entao a(z, D)u € H' (TV) e, portanto, u € H™~" (TV). Ou seja, F(TV) c H*~ (TV).

Mostraremos agora que a inclusdao i : F;(TY) — Ho"(TV) é continua utilizando o
Teorema do Grafico Fechado. Suponha que u; — u em F,(TV) e i(u;) = u; — v em
Hto= (TV). Assim, u € F(TV) e a convergéncia u; — u em F(TV) implica que u; — u
em Hto' (TN). Logo, u; — u e i(uj) — v em D’ (’]TN). Segue da unicidade do limite que
v =u, ou seja, i(u) = v. A demonstragao que o grafico de i é fechado estd completa; portanto,
1 ¢ uma aplicagao continua.

A desigualdade do enunciado é consequéncia imediata da continuidade da aplicacao ¢ defi-

nida acima, e a demonstracao do lema esta completa. ([l

No que segue, mostraremos um resultado importante para a sequéncia. Primeiro, recorda-
mos que se a(x, D) € Dp,, (T N ) é um operador pseudodiferencial que é globalmente hipoeliptico
com perda de r derivadas entdo a(x, D) é globalmente C* hipoeliptico em T e, portanto, ker
a(z, D) C C>=(T¥). Denotaremos por V' o ortogonal de Ker a(x, D) em H™°"(TN) com t € R.

Proposicao 2.12 Seja a(x, D) como no Lema 2.11 et € R fizado. Entao, existe C; > 0 tal
que

lull, o, < Crlla(z, D)ull,, VuecVNC> (TN) .

Demonstracao. Suponha que a conclusao da proposicao seja falsa. Entao dado ¢ =/, ¢ €
{1,2,...}, existe up € V.N C*> (TV) tal que [Jugl|,.,_, > ¢|la(z, D)ug|,. Normalizando u, €
Hito-r (TN ) e continuando a chamar a nova sequéncia por {u}¢, concluimos que existe uma

sequéncia {u¢}, C VN C® (TV), ||wl|t+0—r = 1 de modo que

1
lla(z, D)u|, < 7 VieN. (2.10)

Em particular, a(z, D)ug — 0 em D’ (TV). Além disso, para o’ < o —r temos H*7"(TV) —

/ ~ A . 7.
H'""(TV) e ||lugll,,,_, = 1 paratodo £ € N. Entéo, passando a uma subsequéncia se necessario,
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o Lema de Rellich nos garante que existe uy € H**' (TN ) tal que wy — ug em HHo' (TN ) Em
particular, u, — ug em D’ (TN), o que nos dé a(z, D)uy — a(x, D)ug em D’ (']TN). Portanto,
segue da unicidade do limite em D'(TY) que a(x, D)uy = 0, ou seja, ug € ker a(x, D).

Por outro lado, usando (2.9), temos

||u€||t+a—r <C (”a(xv D)WHt + ||u€||t+a’) :

Fazendo / — 400 e usando (2.10), segue que 1 < C'||ugl|,,,., 0 que nos garante que ug 7#
0. Porém, como uy € V para todo £ e V C Ho—T (TN) é fechado, segue que ug € V =
(ker a(z, D))" em H™o-" (TY). Assim teremos que ug € kera(z, D) N (kera(z, D))+ = {0},

portanto, obtemos uma contradicao visto que ug # 0. A demonstracao estd completa. 0

2.2.1 Resolubilidade global

Iremos considerar um operador peseudodiferencial a(x, D) € Dp, (TN ) e vamos definir
quando este operador ¢ globalmente resolivel em D'(TY). Nosso objetivo é encontrar condigoes
para a tal resolubilidade global de a(x, D), i.é., considerando a(x, D) : D'(TY) — D'(TV),
dada f € C(TY) procuramos u € D'(TV) tal que a(x,D)u = f. E fdcil ver que existem

condicoes naturais de compatibilidade sobre f para a solugao u existir, mais precisamente

Lema 2.13 Seja f € C°(TY). Se existir u € D'(TY) tal que a(x, D)u = f entdo devemos ter

[wi=o

para toda w € C*(TY) satisfazendo ‘a(z, D)w = 0 onde ‘a(x, D) : C>(TY) — C°°(TY).
Em vista do lema acima usaremos a seguinte notagao:

Definicao 2.14 Seja

E(a(z, D)) = {g € C>(T"): / w.g = 0 para toda
TN

w € C®(TY) tal que ‘a(z, D)w = 0}.

Definigao 2.15 Dizemos que a(x, D) é globalmente resolivel em D'(TY), se para toda
f € &(a(x, D)) existe u € D'(TVN) tal que a(z, D)u = f.
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Teorema 2.16 Seja a(z, D) € Dp, (TN) tal que ta(x, D) € globalmente hipoeliptico com perda

de r derivadas. Entdo, a(x, D) é globalmente resolivel em D'(TY).

Demonstracao. Seja f € E(a(z, D)). Definimos

@) = [ ooy, ¥ o e C™ (1Y),

Observe que se p € C*°(T") entao para s € R definimos t = —o +r — s e obtemos

[Ty, )| < /TN [f (@) |p(@)[de < [[fll, llell—s = Cllelror

sendo que C' = ||f]|,. Usando a Proposigao 2.12 com ‘a(z, D) no lugar de a(x, D) podemos

concluir que
(Tr, )| < Cllelliyor < Cr|falz, D)gl|,, ¢ €V NC™(TY). (2.11)

com Cy = Cy(||fl]s,o,r) > 0.

Consideramos o espaco {‘a(x,D)p : o € VNC™ (']I‘N) }, sendo V' dado antes da Proposigao
2.12, munido da topologia induzida por H'(T") e definimos a forma linear ® sobre {*a(z, D)y :
¢ € VNC>(TY)} dada por

®(‘a(z, D)p) = (T},¢), ¢ € VN C>®(TV).

E f4cil ver que ¢ estd bem definida e segue de (2.11) que ® é continua.
Pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos estender ® a um funcional linear continuo u :
H' (TY) — C e, portanto, u € (H'(TV)) = H-(T"N) c D'(TV).

Notemos que como V @ ker ‘a(z, D) = H*o~"(TV) entdao podemos escrever

C®(TV) = C=(T)n B (TV) = (COO(TN) N v) ® (COO(TN) A ker ta(z, D)>
= <C°°(']TN) N V) ® ker ‘a(z, D),
pois ta(z, D) é globalmente C* hipoeliptico em TV.
Mostraremos, agora, que u € D’ (TN) satisfaz a(x, D)u = f. Se ¢ € C®(TY), entdo

)
segue da observacio acima que podemos escrever ¢ = ¢y + @1 com @y € C®(TY) NV e
t

¢1 € ker ta(z, D). Usando os fatos de que *a(z, D)p1 = 0 ¢ (T, 1) = 0, pois ¢, € ker ‘a(x, D)
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e f € &(a(x, D)), obtemos

<CL({E,D)U, 90> = <u7 ta<an)90> = <u> ta(xv D)(SOO + 901)> - <u’ ta<an)900>
= ®(‘a(z, D)po) = (Ty,0) = (Ty, oo + 1) = (T, ) = {f, )

portanto, concluimos que a(x, D)u = f. A demonstracao do Teorema 2.16 estd completa. [

2.3 Perturbacoes de Ordem Negativa

Nosso objetivo aqui é considerar a classe dos operadores diferenciais parciais lineares com
coeficientes constantes em T?, da forma P(D) = D laj<m @D, a0 € Cea € ZY, e estudar
a resolubilidade e hipoelipticidade global de perturbacoes destes operadores por operadores

pseudodiferenciais de ordem negativa.

2.3.1 Perturbagoes dos operadores P(D)

Iniciamos esta secao com as seguintes

Definicao 2.17 Seja a(z, D) € Dp, (TV) com z € TV e a(z, D) : C=(TV) — C>=(T").
Dizemos que a(z, D) é globalmente C™ resolivel, se dada f € (ker 'a(x, D))", existe u €
Ok (TN) de modo que a(x, D)u = f. Aqui, o conjunto

(ker ‘a(z, D))l ={f € C™(T") : (w, f) =0, para toda w € D' (T") tal que ‘a(z, D)w = 0}.

Definicao 2.18 Seja a(x,D) € Dp, (TV). Dizemos que a(z,D) : D'(TV) — D'(TV) ¢
globalmente C™ hipoeliptico, em TV se, para toda v € D’ (TN) tal que a(x,D)u € C* (']I‘N),
temos u € C'*° (TN).

Seja
P(D)= ) a.D" an €C, a € ZY (2.12)
la|<m
um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes em TV. Seu simbolo é dado
por

PE)= > a.t”, ez,

|| <m
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Segue de Greenfield-Wallach [GW] que o operador P(D) é globalmente C* hipoeliptico em TV

se e somente se existem constantes positivas L, M e C' tais que
[P(E)] = L™, [¢] = C. (2.13)
Como ‘P(D) = Z‘Mgm(—l)‘“'aaDa entao |"P(§)| = |P(—£)| e se assumirmos que o conjunto

S ={¢eZN : P =0} é finito concluimos que vale o seguinte resultado, cuja demonstracao

serd omitida por ser standard.

Proposicao 2.19 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) O operador P(D) é globalmente C™ resolivel.
(2) O operador P(D) € globalmente C™ hipoeliptico em TV ;
(3) O operador 'P € globalmente C™ resolivel.
(4) O operador 'P € globalmente C*> hipoeliptico em TV ;

(5) existem L > 0, M > 0 tais que |P(£)| > LI¢|™, € & S (“Greenfield-Wallach” [GW]).
O Préximo resultado nos permitird concluir que o operador P(D) perde m + M derivadas.

Proposicao 2.20 Suponha que P(D) seja globalmente C™ resolivel. Entdo, existe uma cons-

tante ¢ > 0 tal que, dado s € R, existe uma constante A = A(s) > 0 satisfazendo
lull,_ys < IP(DYull, + A ull_, . ¥ k € Zy, ¥ ue D (TV), (2.14)

sendo M > 0 dada no item (5) da Proposi¢ao 2.19. Além disso,

L

1flls—r < cIP(D)f,, ¥V s €R, f € (ker 'P(D)) (2.15)

Demonstragao. Seja u € D'(TV) tal que P(D)u € H*(TV). Como P(D) é globalmente C*
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resolivel, segue da Proposicao 2.19 que, existem constantes L, M > 0 tais que

lalZp = D (L+1ED* T Jace))?

£eZN

= DM GO + 3 (1 M fa(e)
&¢s ces

. Z<1+rs\>2<s—M; ﬂ?’“ 7 (1 ) fage)?
£¢s £es

= S e PR + 3 4+ 6% )P
£¢s ces

< 1D LAPDEOR + 3 (14 €D ae)?
£¢s ces

< L2PDlE + 3 (1 + )% [P

£es

Neste ponto notamos que se u € (ker tPO)L, entao temos que u(§) = 0 para todo £ € S e,
portanto, segue de (2.16) que ||u||s_a < L72||P(D)ul|s. Logo, (2.15) estd demonstrada
Definindo A = maxges{(1 + |¢])2¢=) (1 + |£])?} temos

lull}_y < L2IPD)ull+ D (1+ )~ fa(e))?

es
= L |[PD)ul2 + D (1 + €D (1 + €)™ (1 + €D a(e))
£es
< L7 P(D)ully + ARy (14 (€)M a(e) )
es
< L P(D)ullf+AM Y (14 ) a(e) )
gezN
= L7||P(D)ull + A" lullZ,,
o que completa a demonstracao. O

Corolario 2.21 Se o operador P(D) é globalmente C* resolivel, entao P(D) e *P(D) sao
globalmente C*° hipoelipticos com perda de M + m derivadas, sendo M dado no item (5) da
Proposi¢ao 2.19 e m € a ordem do operador P(D).

Demonstragao. Seja v € D' (TV) de modo que P(D)u € H* (TV). Como u € D' (TY),
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existe kg € Z, de modo que u € H~* (TN). Pela Proposicao 2.20, segue que
ulls—ar < cIP(DYull; + A" Jluf|_y, < oo.

Isso garante que u € H*™™ (TV) e, como s — M = s+ m — (M + m) e a ordem de P(D) é
igual a m, segue que P(D) é globalmente hipoeliptico com perda de M + m derivadas.

Para a afirmagao sobre ‘P(D) basta observar que |'P(§)| = |P(—¢§)| e que a condigao:
existem L > 0,M > 0 e C > 0 tais que |P(¢)| > L|¢§|™, € ¢ S é equivalente a seguinte
condigao: existem L > 0,M > 0e C > 0 tais que |P(=¢)| > L|¢§|™, —£ ¢ S.

Podemos usar entao a Proposi¢ao 2.20 com *P(D) no lugar de P(D) e o argumento acima
nos permite concluir que *P(D) é globalmente hipoeliptico com perda de M + m derivadas. A

demonstracao esta completa. 0]

Coroldrio 2.22 Suponha que o operador P(D) seja globalmente C™ resolivel e que a(x, D)
seja um operador pseudodiferencial de ordem o < —M, sendo M dado no item (5) da Pro-
posicdo 2.19. Entao, Q = P(D) + a(z, D) é globalmente hipoeliptico com perda de M + m

derivadas. O mesmo vale para *Q).

Demonstracao. Segue do Corolério 2.21 e da Proposicao 2.10. U

Teorema 2.23 Sejam P(D) como em (2.12) e a(z, D) € Dp, (TV). Se P(D) € globalmente
C* resolivel e 0 < —M entdo o operador Q) = P(D)+ a(x, D) é um operador globalmente C*>

hipoeliptico em TV e globalmente C™ resolivel.

Demonstracao. Como por hipétese o operador P(D) é globalmente C'* resoluvel e a ordem
do operador pseudodiferencial a(x, D) é 0 < —M entao segue do Corolério 2.22 que @ e 'Q sao
operadores globalmente hipoelipticos com perda de M + m derivadas.

Mostremos agora que ) é globalmente C*° resoltivel em TV. Para f € (kert Q)l veé-se
facilmente que f € £(*Q). Como '@Q é um operador globalmente hipoeliptico com perda de
M + m derivadas entao segue do Teorema 2.16 que o operador () é globalmente resolivel em
D'(TY) e portanto existe u € D' (TV) tal que Qu = f. Para concluirmos que v € C*°(T")
basta lembrarmos que segue da Proposigao 2.9 e do fato que o operador @) ¢é globalmente C'*
hipoeliptico com perda de M + m derivadas que @ é globalmente C'* hipoeliptico e portanto

podemos concluir que u € C* (’JPN ) e a demonstracao esta completa. 0
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2.3.2 Perturbacgoes do campo vetorial L = c;D,, + c2D,,

Ao longo desta secao, vamos considerar um campo vetorial L da forma
L=c¢D,, +cyD,,, © = (x1,5) € T?, (2.16)
sendo que ¢y, ¢y € R. Para o estudo da resolubilidade de L consideramos o seguinte conjunto

[={{=(&,&) €2%: (w,§) =0}, (2.17)

sendo que w = (c1,¢y) € R% Note que como Z? é um médulo livre, a dimensdao de T' é no
méximo igual a 2. Além disso, se a dimensao de I for igual a 2, entdao I' = Z2 e, em particular,
(1,0),(0,1) € T'. Isso nos garante que ¢; = ¢3 = 0 e, portanto, L = 0. Sendo assim, vamos
analisar apenas os casos em que a dimensao de I' é igual a 0 ou 1.

O estudo da resolubilidade e hipoelipticidade global do operador L definido em (2.16), assim
como perturbagoes da forma L + b(z), com b € C* (T?; C) foi realizado em [PZ].

Observacao 2.24 Nesta subsecdo sempre iremos considerar L globalmente C'°° resoluvel.

Recordemos a notagao usada em [PZ]: Seja
C(T?) = Cp*(T*) & CRe(T?),

com

~

CRe(T?) = {f € C=(T?) : f(§) =0, £ €T}

CRE(T?) = {f € C=(T*) : f(§) =0, £ €T}
Para f € C*(T?) escrevemos f = fr + fre, com fr € C2(T?) e fre € CR(T?). Do mesmo
modo, definimos
D'(T?) = Dp(T?) @ Dy.(T?).
Reducao
Sejam L como dado em (2.16) e b € C*°(T? C). Como o operador L é globalmente C'™®

resoltivel e bre € (ker 'L)* (ver Lema 2.5 em [PZ]), segue que existe h € C*° (T?) de modo que
Lh - bFC.

58



Proposigao 2.25 Para x € T? o operador P = L + b(x) + a(x, D), com a(x, D) € Dp, (T?),
o < 0, é globalmente C* resolivel se, e somente se, o operador P, = L + br(z) + ay(z, D) €
globalmente C> resolivel, sendo que a\(z, D) = e"a(z, D)e™" € Dp, (TV).

Demonstracao. Suponha inicialmente que P; seja globalmente C'* resoltuvel e vamos mostrar
que P é globalmente C* resoliivel. Seja f € (ker P)+. Definimos g = e f € C* (T?) e vamos
mostrar que g € (ker P;)t. Se w € D’ (T?), entao

<w7g> = <ehw7f> )

portanto, é suficiente mostrarmos que e"w € ker ‘P se w € ker 'P;. Primeiro, se ¢ € C™ (T?)

entao

{ 'P(e"w), ) = ("w, PY) = (w,e"Py). (2.18)

Observe que

Pi(e"p) = (L+bp(x)+ ai(z, D)) ey
= bre() + "(Ly) + br(x)e"y + ai (z, D)(e")
= "(L+0(x))y + e a(z, D)y
= e"Py. (2.19)

Observe ainda que as igualdades acima permanecem vélidas se trocarmos 1 por uma distri-

buigao v € D’ (T?) qualquer. Segue de (2.18), de (2.19) e do fato que w € ker ‘P; que
< tP(ehw),w> = <w,P1(ehw)> = < tle,ehw> =0,

isto é, e"w € ker P e, portanto, g € (ker ‘Py)*.
Como P, é globalmente resolivel, existe v € C* (TN ) tal que Piv = g. Definimos u =

e~ v € 0% (T?) e temos

Pu = (L+b(x)+a(x,D))(e ™)
= e " (=bre(z)) v+ e "Lo +b(z)e v + e "eMa(x, D)e v
= e "(L+4bp(z) 4+ ay(z,D))v
= e "Pu=clg=F,
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o que demonstra que P é globalmente resoliavel.

A demonstragao da reciproca é analoga. ([l

Observacao 2.26 A mesma ideia usada na proposicao anterior nos permite concluir que P €

globalmente C*° hipoeliptico em T? se, e somente se, P, é globalmente C*° hipoeliptico em T2.

2.3.3 0O Caso I' = {0}

Segue da subsecao anterior que no caso em que I' = {0} temos que estudar o operador
P1 = L+b0—|—a1(x,D),

pois no caso I' = {0} temos que br(z) = E(O) = by € C é uma constante.

Nesta subsecao aplicaremos a teoria desenvolvida na subsecao 2.3.1 para o operador com
coeficientes constantes dado por Py(D) = L+ by = ¢1 Dy, + 2Dy, + bo.

O conjunto S = {¢ € ZN : P(£) = 0} usado no item (5) da proposicao 2.19, neste caso é dado
por S ={£€Z*: (w, &) + by =0}. Observe que se by = 0 entdao S =T = {0}. Se by # 0 entao
0¢S.SeS # @, entao S = {&} para algum &, € Z*\{0}, pois se (w, &) + by = (w, &) +by = 0,
para certos &, & € 7%, entao (w,& — &) = 0 e, portanto, £ — & € ' = {0}; isto 6, £ = &. A
partir de agora iremos denotar S = {{,} quando S # @.

Observagao 2.27 Seja f € O (T?) e suponha que S # @. Entdo, f € (ker' Py(D))* se, e

somente se, f(fo) =0.
Observacao 2.28 Se by = 0 entao temos & = 0.

Proposicao 2.29 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) O operador L + b(x) € globalmente C'™ resolivel.
(2) O operador L + b(x) € globalmente C™ hipoeliptico em T?;

(8) O operador Py = L + by € globalmente C* resolivel.
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(4) O operador Py = L + by € globalmente C™ hipoeliptico em T?;

(5) Existem C > 0 e M > 0 tais que |{w,&) + by| > W para todo & ¢ S (Greenfield-
Wallach [GW]).

Demonstragao. A equivaléncia entre as condigbes (1) e (3) e as condigdes (2) e (4) seguem
da Proposicao 2.25 e da Observagao 2.26, ja que naquele momento a dimensao de I' nao foi
relevante.

A equivaléncia entre as condigoes (3) e (5) e entre (4) e (5) seguem da Proposigao 2.19. [

Teorema 2.30 Sejam L como em (2.16), b(z) € C* (T?% C) e a(z, D) € Dp, (T?). Se o campo
vetorial L e o operador L + b(x) sao globalmente C* resoliveis e 0 < —M entdo o operador
P = L+ b(x) + a(x, D) é um operador globalmente C* hipoeliptico em T? e globalmente C>

resolivel.

Demonstracao. Como L é globalmente C'™ resoltivel entao o operador L+ b(z) é globalmente
C* resolivel se somente se Py(D) = L + by é globalmente C'* resolivel, ver Proposi¢ao 2.25
para o caso particular em que a1(x, D) = 0. Assim, segue do Teorema 2.23 que vale o resultado
para o operador L+ bg+ai(x, D). Pela Proposicao 2.25 e Observagao 2.26 vale o Teorema para
o operador P = L + b(z) + a(x, D). O

2.3.4 O CasodimIlI'=1

Nesta secao, estamos assumindo que br # 0 e iremos estudar o operador
P1 =L+ bp(l’) + al(x, D),

supondo que dimT" = 1. Neste caso, conseguimos uma base de Z? da forma {k',v*}, sendo k!
um gerador de I'. Considere a mudanca de varidveis ¢ : T2 — ’]I‘g, y = ¢(x) = M'x, sendo
que M é a matriz quadrada de ordem 2 cujas colunas sao os vetores k' e v? nesta ordem. J4

sabemos (ver [PZ]) que se v = v(y) € C™ (T?) e u(x) = v o p(x), entao
(L + br(z))u(r) = Ro(p(z)),

sendo que R é o operador dado por (cD,, + d(y1)), com ¢ € R\ {0}, d € C(T;C). Vamos

ver agora o que ocorre com ay(x, D)u(z). Primeiro observe que, como a matriz Jacobiana de ¢
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possui determinante constante igual a 1 ou —1, entao fazendo a mudanca de varidveis y = ¢(x),

obtemos

i6) = Cm)? [ e 9o = m) 2 [ u((p(@)e D

= (27T)_2/ v(y)e‘i< dy— (2m)~ / v(y e~ H(MY)™ 1y£>dy
T2 T2

= @0 [ e OOy
T2

= d(MLE).

Dai, se fizermos a mudanca n = M1, temos

ai(w, DpJu(z) = Y ai(w,Qa€)e’™ =y " ar(z, E)o(M1E)e! ™

£ez? £ez?

= Z a1 (z, Mn)@(n)e“"”’(M”” = Z ai(x, .M'r])13(fr])ei<(Mt”5)”7>

nEZ? nEZ?

= > ailp (@), My)d(n)e

neZ?

Se a(y, D) é o operador pseudodiferencial cujo simbolo discreto é a(y,n) = ai(¢~(y), Mn),

entao a igualdade acima nos mostra que
ar(z, D)u(z) = aly, D)v(e(z)).
Assim, se Q = R+ a(y, D), entao

P(voy)(x) = (L+br+a(x,D))(vop)(x)=(L+br)u(z)+ a(z,D)ulz) (2.20)
= (Rv)(p(x)) + (aly, D)v)(p(r)) = (Qu)(p(2)), ¥ v e C=(T?).

Analogamente mostra-se que
"Pi(vop)(z) = ("Qu)(p(x)), ¥ v e C™(T?). (2.21)
Como u(z) = (v o ¢)(x) segue de (2.21) que

[("Prw) o™ ](y) = [Quow™)(y), ¥ ue C™(T?). (2.22)
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Agora considerando v € D'(T?) e ¢ € C*(T?) segue de (2.22), com u = 1), que

(Pivop),¥) = (voy, Pi)=(v,("Pipp)oyp™)
= (v, Qo) =(Qu,pop™)
= ((Qu)op,¥),

ou seja, (2.20) também vale para v € D' (T?) e concluimos que
Pilvog) = (@u)op, ¥ve D (T).

Proposicao 2.31 O operador P, é globalmente C™ resolivel se, e somente se, o operador Q)

é globalmente C'*° resolivel.

Demonstracao. Suponha que @ seja globalmente C'*° resolivel e vamos mostrar que o ope-
rador P, é globalmente C™ resoltivel. Seja f € (ker 'P;)". Definimos g = f o o' € C™ (T?)
e vamos mostrar que g € (ker tQ)L Seja w € ker Q e observe que, como a matriz Jacobiana
de ¢ possui determinante constante igual a 1 ou —1, temos que (w, g) = (wo ¢, f). Assim, é
suficiente mostrarmos que w o ¢ € ker ‘P;. Por (2.20), se ¢ € C* (T?), vale

(Pip)op = (Pi(oplop))op ' =Q(op™). (2:23)

Assim, usando (2.23), se » € C*° (T?) obtemos

(Pi(wo ), ) = (wop, Piy)
< Pﬂ/) o 90 >
( th @/) 0@~ >
0,

pois w € ker Q. Logo, existe v € C* (T?) de modo que Qv = g. Definimos u = vop € C* (T?)

e segue de (2.20) que
Pu=Pvop)=(Qujop=gop=/

o que completa a demonstracao da primeira parte.
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A demonstracao da reciproca é analoga. O

2.3.5 Hipoelipticidade C* global de P,

Nesta sub-segdo vamos supor que Py = L + bp(x) é globalmente C'* hipoeliptico.
Aqui iremos analisar a hipoelipticidade C'* global do operador P; e recordamos que R =
cD Y2 + d(yl)

Proposigao 2.32 O operador Py = L + bp(x) é globalmente C™ hipoeliptico em T? se, e
somente, o operador R = c¢D,, + d(y1) € globalmente C* hipoeliptico em T?. Além disso, o
operador Py = Py + ai(x, D) € globamente C™ hipoeliptico em T? se, e somente se, o operador
Q = cDy, + d(y1) + aly, D) € globalmente C™ hipoeliptico em T?.

Demonstracao. A demonstracao desse fato é consequéncia do seguinte resultado mais geral:
suponha que a(x, D) € Dp, (T?) e seja ¢ : T? — T? definido como na secio anterior. Se
b(x, D) é um operador pseudodiferencial de modo que a(z, D)(v o ¢) = (b(y, D)v) o ¢ para
toda v € D' (T?), entao a(x, D) é globamente C* hipoeliptico em T? se, e somente se, b(y, D)
¢ globamente C* hipoeliptico em T?. De fato, suponha que a(z, D) seja globalmente C'*
hipoeliptico e que b(y, D)v = f € C® (T?), com v € D’ (T?). Seja u = v o . Entao

a(z, D)u = a(z, D)(vo ) = (b(y,D)v) o p = fop e C®(T?).

A hipoelipticidade C* global de a(x, D) nos garante que v o p € C* (T?), e o que nos da que
v=(voyp)op e C®(T?), e portanto b(y, D) é globalmente C*° hipoeliptico em T2

A demonstracao da reciproca é analoga. ([l
A hipoelipticidade C* global do operador R é dada pela

Proposicao 2.33 O operador R € globalmente C* hipoeliptico se, e somente se, cn+d(y;) # 0
para todon € Z ey, € T.

A demonstracao desta proposicao pode ser vista em [PZ], Teorema 3.11.

A proposigao a seguir estd demonstrada em [PZ], ver Teorema 5.2, com a hipitese que
u € C*(T?). Aqui precisamos que u € D'(T?).
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Proposicao 2.34 Se R ¢ globalmente C*° hipoeliptico, entao para cada s € R, existe c¢g > 0
tal que
lull, < e |Rully, ¥ ue D (T?),

sendo que ||-||, denota a norma usual em H* (T?).

Demonstragao. Para demonstrarmos essa proposicao faremos uso do lema abaixo (cuja de-

monstragao estd em [PZ], Lema 5.1).

Lema 2.35 Para cadat € R en € Z, existe Cy > 0 tal que
lgnll, < Ct, ¥V 1 € Z,

sendo que g,(y1) = chll(yl)'

Se £ € Z2, entao
(L+1€))? = 14 20E] + 1€ < 2(1+ [¢]).

Além disso,
(L+[€P) < 1+ g™

Assim,
(L) < X+ €2 <21+ €%, ¥V ez

Em particular, existe ¢, > 0 de modo que
L+ €D < a(1+(EP), VEEZP t R, (2.24)

onde ¢, = 2 parat >0e ¢, =1 parat < 0.

Da mesma forma obtemos
A+ EP) <a(l+]6)*, VEeZ t R, (2.25)

onde ¢; =1 parat>0ec =2 parat <D0.
Se f = Ru com u € D'(T?), entao aplicando a transformada parcial de Fourier na varidvel
12, usando o fato de que R é globalmente C°° hipoelitico em T? e a Proposicao 2.33, concluimos

que

~

f(y1,m)

— f v T,neZ
n + d(y1> gn(yl)f(ybn)a U1 € » 1 € )

a(yla 77) =
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sendo que g(y;) =

CTH‘d Y1)

€ C*(T) para cada n € Z.

Assim, usando (2.24), obtemos

2
lull

IN

IN

> (gD fa, )

(&mez?

ce > (14 +) a0

(&m)ez?
(i, m), e )|

cs Yy (1+&+7) (@2m)

(&m)ez?

e Y0 (4 ey @n (omd . )|

(&m)ez?
— 2
& 3 (1+e1) g, f e
(&m)ez?
2
s Y. (L+E+7)" D (€ —0)f0,n)
(&m)ez? ocz
2
. Y (1+§2+772)8< gnw)f(s—e,n))) .
(&m)ez? oez

Utilizando a desigualdade de Holder e o Lema 2.35, obtemos

Wll? < e Yo (1+E+0)"> 1+ 5,0 (146"
(&m)ez? 0 0eZ
N 2
< el ) D (1+E+0) 1+ f(E—6,n)
(¢.m)€n? OEL

= O NN (00 ) (16D

0€Z 0'€Z nel

Usando a desigualdade (1

obtemos

2
[lull

IN

cCPY D D (1+(0+0)+7) (1+6°)"

2

£ n)

£ n)

0€Z §'€Z neeZ?

2GS+ ) SN (102 ) [ F0 )|

0eZ 0'€Z ez

66

fe—-0.n)

’2

+ (0402 +n?)° <261+ (1 + 6% + 1) paracada 0,6 ,n € Z,



e basta escolhermos t de modo que |s| — ¢ < —2 e agora usarmos (2.25) para concluirmos a

demonstracao da desigualdade desejada. 0

Corolério 2.36 Os operadores R, 'R, Q = R+ a(y,D) e 'Q, com a(x,D) € Dp, (T?) e

o' <0, sao globalmente C* hipoelipticos com perda de 1 derivada.

Demonstracao. A afirmagao sobre R é imediata da Proposi¢ao 2.34, ja que a ordem de R
¢ igual a 1. Como 'R = —cD,, + d(y1), a hipoelipticidade C* de R e 'R sdo equivalentes
pela Proposigao 2.33, ja que cn + d(y;) = 0 se, e somente se, —c(—n) + d(y;) = 0. Assim ‘R ¢é
globalmente C* hipoeliptico e podemos usar a Proposicao 2.34 com ‘R no lugar de R.

As afirmacoes sobre @ e Q) seguem da Proposi¢ao (2.10) como =1,r=1ed <0=0—r.
O

Podemos concluir desta sub-secao que vale o seguinte

Teorema 2.37 Suponha que a dimensao de I seja igual a 1. Se o campo vetorial L € global-
mente C™ resolivel e o operador L+b(z) € globalmente C™ hipoeliptico em T? (em particular,
br # 0), entao o operador P = L + b(x) + a(x, D), com a(x, D) € Dp, (T?), com o < 0, € um

operador globalmente C™ hipoeliptico em T? e globalmente C* resolivel.

Demonstracao. Segue da Observagao 2.26, com o operador a(z, D) = 0, que o operador
L + b(x) é globalmente C* hipoeliptico em T? se e somente se L + bp(x) é globalmente C'™
hipoeliptico em T2. Agora segue da Proposiciao 2.32 que Py = L + br é globalmente C™
hipoeliptico em T? se e somente se R = cD,, +d(y;) é globalmente C*™ hipoeliptico em T?, que
por sua vez implica (ver Coroldrio 2.36) que Q = R + a(y, D) e 'Q, com a(z, D) € Dp, (T?) e
o < 0, sao globalmente hipoelipticos com perda de 1 derivada. Agora, como ‘@) é globalmente
hipoeliptico com perda de 1 derivada, segue do Teorema 2.16 que @ é globalmente D’ resolivel.
Também temos que o fato de Q@ = R + a(y, D) ser globalmente hipoelitico com perda de 1
derivada (ver Proposi¢ao 2.9) que @ é globalmente C'™ hipoeliptico em T? e portanto segue
que @ é globalmente C'* resoluvel. Finalmente a Proposicao 2.31 implica que P; é globalmente
C® resoliuvel que por sua vez, usando a Proposicao 2.25, garante que P é globalmente C'*°
resoliivel. Por outro lado temos que @ é globalmente C™ hipoeliptico em T? e portanto isto
implica (ver Proposigao 2.32) que P, é globalmente C°° hipoeliptico em T? e da Observacao

2.26 segue que P é globalmente C'*° hipoeliptico em T2. 0
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2.4 O Caso Gevrey

Nesta se¢ao, introduzimos uma outra classe de operadores pseudodiferenciais, agora no
contexto Gevrey a qual generaliza a classe de operadores pseudodiferenciais analitica que foi
introduzida nos trabalhos [BCCJ] e [ChC]. Iremos usé-la no estudo da s-resolubilidade global
e da s-hipoelipticidade global de perturbacoes de certas classes de operadores com coeficientes

constantes.

2.4.1 Propriedades Basicas de Operadores Pseudodiferenciais (Ge-

vrey

Proposicao 2.38 Sejam a(x,D) : C* (’]TN) — C*° (TN) um operador linear e continuo,
k€ D' (TN x TV) seu nicleo distribui¢do e a(z,n) = e~ *"a(x, D)™ seu simbolo discreto.

Fizados s > 1 e 0 € R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) Existe uma constante C > 0 tal que
|D%a(z,n)| < ClH s 1+ n))7, Ve e TV, n e ZV, a € Z7.
(2) Existem constantes C',b > 0 tais que
Rem)| < CetE I (L )7, v (€ m) € 22,
Em particular,
(e —n.m)| = @m)Y [k, —m)| < e (W o), v (€m) € 227,
para uma constante C" > 0.

Demonstracao. Suponha que (1) seja valido e vamos demonstrar a validade de (2). Mostra-

remos primeiro que existe uma constante Cy > 0 de modo que

& + |/

REm)| < el + ), V& ez n ez,

Dado n € Z,, seja m = [n/s], ou seja, m é o menor inteiro maior ou igual do que n/s. Para

cada &,m € Z" fixados, escolhemos j € {1,..., N} de modo que |&; +1;| = maxj<p<n |& + Mil-
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Se e; denota o j-ésimo vetor da base canonica de RY e 8 = me;, entao

&+

(I +mP+...+ & +an)"
< N™[& + ™"
m 2
N™[(E )]

Se £ +n#0, entdo 1 < |¢ + 1| e obtemos que |€ + "/ < |¢+n|™ < N™/2|(€ +n)?|. Observe
ainda que esta desigualdade é trivialmente satisfeita quando £ + 7 = 0. Agora, usamos a

igualdade (2.2) e observamos que || = m para obtermos

€+l [kE ) = (2m)V|¢+ (@ +n, —n)|

< (2m)"NN™2|(€ +n)?l|al¢ +n,—n)]

— (27?)_2]\[]\77”/2 / (§—i—T])ﬂe_m(&”)a(x,—n)dx‘
TN

— (27?)_2N]\7m/2 / (Dfe_ix'(§+"))a(x, —n)d:z:‘
TN

= (2m) 2N N™/2 / e~ &M DBa(x, —n)dx‘
']TN

< (n) N [ |Dla(o, ~p)lds
TN

< (@2m) NNTRRmNCPT BRI+ |n)”

< (2m) NNTROPHY BIEIR(1 4 (p))

< (2m) NN™2CmH  mEm (1 4 |n))°. (2.26)

A definicao de m nos mostra que m — 1 < n/s, e portanto sm < n + s. Além disso, m <
n/s+1<n+ 1. Logo,

msm S mn+s S (n+ 1>n+s‘

Isso nos mostra que

m® < (2n)"T° = 2"t < 2" pfe™n!, Vin = 1,2,3,. ... (2.27)
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Para tratarmos o caso n = 0, observamos que

@@mn:=< 271) " Na(€ + 1, — >|

_ 2N’ / z(&+n) n)dx‘

(o) Awmmfmwm
< Oy, Ve ez (2.28)

IN

Concluimos entao, de (2.26), (2.27) e (2.28) que existe C; > 0 de modo que
€+l < [R(Em)| < CEHnl(L+[nl), ¥ n € Zy & € 2. (2.29)
Segue de (2.29) que

((2C1)7HE 4 n|=)"

n!

R(Em| < CLL/2)" L+ |nl)7, ¥ n € Z & € ZV.
Somando em n € Z, na desigualdade a acima e escolhendo b = (2C)~!, segue que
b|§+77|1/$| (5 77)| < 201(1 + |77|> Vn € Z+7€77] € ZN;

e a condicao (2) estd demonstrada.

Reciprocamente, suponha que (2) seja vélido e vamos demonstrar a validade de (1). Obser-

vamos primeiro que, de (2.2) e realizando a mudanca £ = 7 + 6, obtemos a seguinte igualdade

a(e,n) = 3 Ea(0,n)

0czZN
= > EaE —n,n)
£ezN
= @r)N ) e (g, —p). (2.30)

cezN
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Segue de (2.30) e da condigao (2) que

|D¢a(z,n)| = (2m)"] Z = n)aeix'(f—n)k\(g’ —n)| (2.31)
£ezN
< @m0 1€ mkE —n)l
gezN
< @ONOL+ ) Y (l€ — plleletrHenl )b eal
ez

Utilizamos agora a desigualdade tre=at'* < cPpls para todo t > 0,p € Zy, com ¢ = (s/a)® e

obtemos de (2.31) que, para uma certa constante C’ > 0, vale

« « - 1/s o s
|DSa(a,n)| < CPH(Y T e PRI (14 n))7 el
cezN

o0 que termina a demonstracdo do item (1), j& que |a|! < Nlela!. O

Definicao 2.39 O espaco dos operadores a(x, D) que satisfazem uma das condi¢ées da Pro-
posi¢ao 2.38 serd denotado por Dp: (TN). Definimos ainda

p° (TV) = [ Dp3 (TV).
oceR
Para o préximo lema, lembramos que se s > 1 e h > 0, entdao G*" (’]TN) ={feC> (TN) :

SUPgeTN SUPqez |0°f(x)] a!=*h7lol < o0} e

£l = sup |0°f ()|t *n710 f e G (TV).

aEZf
Além disso, G* (TN) = U0 G (TN). Mostra-se que se h < I/, entdo a inclusao G*" (TN) C

Gl (TN ) é compacta e consideramos a topologia do limite indutivo em G* (TN ) a partir de

uma escolha de uma sequéncia {h;}; estritamente crescente e que tende a infinito.

Lema 2.40 1) Seja {f;}jen uma sequéncia em G*" (T™) tal que || f;||sn — 0. Entdo existe
¢ > 0 dependendo somente de h e N = dim TV e uma sequéncia de nimeros positivos {c;}; de

modo que

156 < e ¥ veezN jeN,
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sendo que c; — 0.
2) Seja {g;} C G*(TN) tal que existe uma sequéncia de nimeros positivos {d;}; tal que
d; =0 ee >0 tal que
95(&) < dje ™" v eezV jeN.

Entao existe £ € R tal que ||gj||se — 0.
Demonstragao. 1) Seja {f;}; uma sequéncia em G=" (T") tal que || f;|[s, — 0. Entao temos

1fill,, = sup sup [Df;(z)] h7l*lal=* = 0, quando j — +oo.

zeTN aEZf

Seja n € Zy e considere m = [n/s]. Entao, como feito na demonstragdo da Proposicao 2.38,
para cada & € ZV, existe 8 € Z¥ tal que |8] =m e ||V < N™2|¢P|. Dali,
N2 DA f5(8)]
Nm/Z(ZW)_N/ |D° f;(x)| dx
TN
N™2Rmml || fil - (2.32)

€| £3(6))

IN A

IN

Se n > 1, entdao segue de (2.27) e do fato de e™™* < 1 que m!® < 2""pfe™n!l, e portanto

concluimos que existe Cy > 0 satisfazendo
€10 < Gttt fill,y,, V€€ ZY,n €N, j €N, (2.33)

Além disso, por (2.32), obtemos (2.33) também para n = 0. Segue que

((2Co) " 1¢]'*)"

n!

51 <27Collfll,,, YECZY n €L, jEN

e, somando em n € Zy, obtemos que, se € = 5z, entao ()] < Cy 1£ills e~<kI"* - Agora
basta escolhermos ¢; = Cy || fjl|, - A demonstragao do item 1) estd completa. O
2) Seja {g;} C G*(TY) tal que existe uma sequéncia de niimeros positivos {d;};, com d; — 0
e €; > 0 satisfazendo
95(&) < dje ™" v ez jeN,
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Entao, existem constantes positivas C, Cy tais que

Dogi(@)] < Y el g )] < 3 dy(fgelem T e T

£ezN £ezZN
< Z de’{aHla! e~ Tl < de"Qa'Ha!s.
gezN

A desigualdade acima nos mostra que
195lls.0, < Codj, V jEN,

o que demonstra que g; € G**(TV), com £ = Cy, e ||gj||s. — 0. O
Proposicao 2.41 Se a(z, D) € Dp? (’]TN) e feG® (']TN), entio a(x,D)f € G* (']TN). Além
disso, a aplicagdo a(x, D) : G* (TN) — G* (']FN) € continua.

Demonstragao. Como G*(TV) estd munido da topologia limite indutivo dos espacos de Ba-

nach G*"(TY), entdo, para demonstrarmos a continuidade do operador
a(z,D) : G* (TV) — G* (TV),

¢ suficiente mostrarmos que dado h existe £ tal que
a(z,D) : G (TV) — G** (TV)

¢ continua.

Para isto, seja {f;} C G*"(T") tal que f; — 0, isto é || fj||sn — 0 em R. Assim segue do
item 1) do Lema 2.40 que existe € > 0 e uma sequéncia de nimeros positivos {c;}; de modo
que

(&) < e~ veezV jeN,

sendo que ¢; — 0.
Agora definimos ¢;(z)=a(x, D) f;(x) e analisemos a(z, D) f;(§). Para isto iremos precisar do

seguinte resultado obtido na Proposicao 2.38, isto é, existem C,e; > 0 tais que

[a(g,m)| < Ce = " (1 |nl)7, ¥ (&,m) € 27N
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Temos

(alz, D)) < > [al& —nm)llfimn)
nezZN
< Z Cefﬁllﬁfﬁll/s(l + ‘m)acjefelﬁ\l/s
nezZN
= O 3 e 1y e
5l <n|
+ Y el g |n|)”e—f\nl”s>:(0cj)(1 +I1). (2.34)
5>l
Para estimar a parcela I, observamos que se % < In|, entdao —§[n"/* < —5r55r[€]'/%, e portanto
I< ( >+ |77|)"6—%In|”5>6—i21/2+1\5|1/s7 (2.35)
nezZN

pois usamos o fato que e—eile—nl'’* <1
Para estimar a parcela II, observamos que se |§—‘ > |n|, entao |&] < |E—n|+n] < |€—n| -I—@,
e portanto 5 < |€ —5|. Logo, —e 1€ —n|'/* < — 55 [€[M5. Assim,

IT < ( > 1+ Inl)“e‘ﬁ‘"'”s)e’z%‘g'l/s. (2.36)

nezZN

Utilizando (2.34), (2.35) e (2.36), concluimos que

€1

€ /s _ /s
Cc;[Ci(o, s)e sl + Cy(a, 8)e 175 €l ]
< djefeoléwl/s

|(a(z, D) £5) ()]

IN

com €y = min{ 557, 5775 1> dj = Coc; — 0 e Cp > depende somente de o e s.

Assim, do item 2) do Lema 2.40, segue que existe £ tal que ||g;|| = ||a(x, D) fil|s; — 0 e a

demonstracao da continuidade esta agora completa. [

Para mostrar que se f € G* (TN) entao a(z,D)f € G* (']PN), basta reproduzir a demons-
tracao acima trocando f; por f e lembrar que se f € G* (TN ), entao existem ¢y > 0 e Cy > 0
tais que

FE) < Coemo", v € e ZV.

74



O

Observagao 2.42 O mesmo resultado da Proposicao 2.41 € verdadeiro para o transposto do
operador a(x, D), isto é o operador ‘a(x, D) aplica continuamente o espaco G*(TY) sobre si

mesmo.

Proposigao 2.43 Seja a(z, D) € Dps (TY). Entdo, a(z,D) e 'a(x,D) se estendem a um

operador linear e continuo de D, (TN) sobre si mesmo.

Demonstracao. Como G*(T) é um limite indutivo de espagos de Banach por aplicagdes
compactas e portanto Montel (ver Komatsu [K1]), a demonstracao segue como a demonstracao

da Proposigao 2.6. U

Proposigao 2.44 Sejam a(z, D) € Dpg (TV) e b € Dps, (TY). Entao, a(z, D) o b(z,D) €
Op:.. (TY) e o simbolo de a(z, D) o b(z, D) € dado por

a#b(x,n) = Zemén (2, )b(E — 1, 7).

ez

Demonstracao. Ja sabemos (Proposigao 2.3) que o simbolo discreto do operador a(x, D) o
b(x, D) é dado por
atb(z,n) =Y e a(x, )b(E —n.1).

ez
Para concluir a demonstracgao ¢é suficiente mostrarmos que a#b dado acima satisfaz a condicao
(1) da Proposicao 2.38 para ¢ + ¢’ no lugar de 0. Segue da Proposigao 2.38 que existem

constantes positivas C' > 0 e b > 0 de modo que

ID“(a#b:vn|<ZZ<)l€ e Dla(x, €)| [b(€ — n,n)]

B<agezN
<> ( )|f | AICIIFBI (1 [¢])7Ce 1 (1 + [
BlagerN
<O+ )7 Y0 Y ( )ms e 'WE |' B Ce el
B<agezN
04'5 ~allel LE1EDT _pjeprro
2(1 4 ||y Z Z & — pllePloIPl i TS oble—nl'®
22 T+ Inl)7
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Usamos agora a desigualdade
(L+[ED” < @ +1g=n) @ +1[u)7, VE&n ez

para concluirmos que

, g1t s
D% (a#tb) (2, m)| < 02(1 + ‘/r”)0'+0' Z Z %(1 + |6 — 77|>|a7ﬁ|+\a\0|ﬁ|€fb|§*77|1/ . (2.37)
BLa gezN @ '
Sabemos que existe C’ > 1 tal que
(14 [€ — p|)leBle=b2e=nl> < crle=bl+t(q — g)1 ¥ B < a,a € ZV. (2.38)
Além disso,
alpls—1 1 1 1
m(a — 5)'8 = Oé!ﬁ!sj (a — 5)!87 S alal®’ ™ = (Oé!)s. (239)

Aumentando a constante C' > 0 se necessario, segue de (2.37), (2.38) e (2.39) que

De(a#b) (@) < CA1+ ) S0 S %<1+\g_n|>a—ﬁlﬂvlcﬁle—blﬁ—m“s

BLa tezZN
< Ol )7 D0 Y T (L [€ — nl) et
BlageZN
o ol — 1/s o s o+o’
< 20U 3T (1 [gl) e Sl a1 4 )t

cezN

e concluimos que existe constante positiva C tal que
D2 (a#b) (z,m)| < Il (14 n)7+, Ve e TV, ne ZV,a e ZY,

o que conclui a demonstragao. 0

2.4.2 Hipoelipticidade global Gevrey

Fixados s > 1, 9,0 € R, consideramos (DG);;J (TN ) o espaco de todos os elementos u €
D! (TY) tais que

. 1/s o |~
lull?5, = > @7 (1 + g > [a(e)]? < +oo.
cezN
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Segue da definicao acima e do item 3 da proposicao abaixo que para todo o € R temos
Dy (TN) - ﬂ5<o(DG)fs,a (TN)'

A menos que seja dito o contrario, as constantes B e B; que aparecerao nesta se¢ao serao

constantes que nao dependem de §.

Proposigao 2.45 Seja u € D'.(TY). Entdo as sequintes afirmagoes sio vdlidas:
(1) ue G*(TV) se, e somente se, existe § > 0 tal que u € (DG);,(TY) para todo o € R;
(2) u € G5(TN) se, e somente se, existem § >0 e 0 € R tais que u € (DG); ,(TV);

(3) u € (DG); ,(TN) para todo § <0 e o € R.
Demonstracao. Iniciamos observando que, para demonstrarmos (1) e (2), basta mostrarmos
que a condi¢ao em (1) é necessaria e que a condi¢do em (2) é suficiente.

Necessidade da condigao em (1): Suponha que u € G*(TV). Entao existem C,e > 0 de

modo que
[@(€)] < Ce™ ™" v ¢ e ZV.

Se 0 € R, entao

elg|t/s o —elg]t/s o
[l o =D M@+ @A) < € > e (1 4 [¢))*7 < oo,

&eZN ceZN

portanto basta considerarmos § = 3.

Suficiéncia da condigdao em (2): Agora suponha que existam § > 0 e 0 € R de modo que
u € (DG);,(TY). Como a série Y . ,~ 201" (1 4 1) 2 [@(€)|? 6 convergente, segue que existe
uma constante C' > 0 tal que e20€I"* (1 4 |¢))2[a(£)|? < C para todo ¢ € ZV. Assim,

A < Y21+ [el) e = OVA(1 4 [gl) e A eI < o

o que demonstra que u € G*(T%). Assim, a demonstracio dos itens (1) e (2) estd completa.

Demonstragao do item (3): Dado u € D.(TV), fixamos § < 0 e o € R e vamos mostrar que
u € (DG); ,(TV). Como u € Di(TV), existe C' > 0 de modo que [u(¢)| < Ce= 315" para todo
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¢ € ZN. Dai, como § < 0, temos

Z 625|§|1/s(1+ |€|)20|a(§)|2 < 02 Z €5|§|1/5(1+ |§|)20 < 400,

ceZN cerN

e a demonstragao do item (3) esta completa. O

Proposigao 2.46 Seja f € G°(TY). Entdo existem dy > 0 e uma constante B > 0 tais que
1l < BERE, ¥ k€ 2,

para todo d < dg.

~

Demonstragao. Seja f € G*(TV). Entao existem e; > 0,B; > 0 satisfazendo |f(£)| <
Bye—aldl para todo ¢ € ZY. Definimos &, = 5 >0 e para 6 < dp temos

2 1/s n
I35, = D e®f @+ )£
cezN

< B Mol (1 fg) ezl
£ezN

< B el (1 g el
cezN

= B2 (L gl (2.40)
£ezN

Usando o fato de que tPe=a"" < (2)°Pp!® obtemos

2k

2k

__f1 g1/ 2k __ €1 ¢11/s Qk s

(1+ [¢])*e 31 = Z(ﬂ)We Hlel SZ(%)C@!
=0

=0
< 22RCPR(2k)1F < BIRTZEI% (2.41)

com CY, By dependendo somente de s, €, e podemos assumir sem perda de generalidade que
C1>1,By> 1.
Segue de (2.40) e (2.41) que

2 2 P2k+27.12 —Lg|t/s 2 22k+27.125 2 2(k+1)7.12
1550 < BiBy R Z e 21T < BIBIFPRIPCE < BHTURI

gezN
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Portanto, obtemos que || f]|, s, < B*k!*, e assim a demonstragao estd completa. O

A préxima desigualdade generaliza a estimativa || f||s < 6]|f]|; + 07 ||f||., f € H'(TN),

a qual é valida para todo 6 > 0 er,s et € R tais que r < s < t, para ultradistribuicoes.

Lema 2.47 Dadose >0,0<0,s>1ep<o<T, vale

a—p
T—0O

||U |s,570' S € ||u||s,5,’r +e ||u’||s,6,p7 Vue D; (TN) :
Demonstracao. Observe que
1/s o1~

ull2s, = > e (14 g > (@)

cezN
D D i A R 1) 13 [ S S R C R ) e (3

(L+lg)2r 20 €221 (1+g)> 27 e<1

= (I)+ (II).

Iremos estimar agora os termos (I) e (II). Comegamos observando que

2
8,0, °

(< > KT e EaE)) < € lu

(1+[g])?m—27e2>1

Para estimar (II), observe que se (1 + |£])*""%¢* < 1e p < o < T, entao

a—p

< (1 Je)Po(e )=,

a—p
T—0

(14 €)% = (14 €))% (1 + |)¥ % = (1 + [)* ((1 + [¢])>%)

Logo,

an< 3 P A (e @) < () lullZ,, -

(1+gh?m 27 e<1

Concluimos que, se p < o < 7, entao

2
5,0,0

2 —g=p 2
<& fullggr + ()7 [lul

||U|| $,0,T $,0,p 7

e basta extrairmos a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade para concluirmos a

demonstracao. ([l
Proposicao 2.48 Suponha que a(z, D) € Dpg (TY). Seja eg > 0 de modo que [a(§,n)] <
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Coe= 206" (1 4 |n|)? para todo £,n € ZN e alguma constante Cy > 0. Entdo
n

la(z, D)ull,sx < Blul + B [lul)

s,0,k+o $,0,0 )

para toda u € D, (TN), todo nimero k € Z e todo nimero 6 < 0 satisfazendo —e¢y/2 < 6 < 0.

Além disso, B > 0 é uma constante que nao depende de 6 e nem de k € Z, .

Demonstragao. Durante a demonstracao abaixo, B denotara uma constante positiva que nao
depende de § < 0 e nem de k e ela serda modificada um ntumero finito de vezes. Se u € D’, (TN ),

entao

1/s 2 X 1/2
la(e, Dyullg = (2 e (1 + 1)) |a(z, Dyu(e)|)

cezN

< [0 (3 A0 rle—al + ) fate — monl ) ) ]
cezZN nezZnN
= (%)

Utilizando a Desigualdade de Minkowisky para integrais, obtemos

<[ () S

€~ nl'(1 + )t —m.ol i) )]

gezN = neZN
k
e . . /
= ; (4) [ > < D IE =l @+ ) 1@ = nom)lla(n)| )2]1 y (2.42)
= geN neZN

Usando a desigualdade de Holder, segue de (2.42) que

< i (lz) | e (3 e - it ~ nom)l)

gezZN nezN

<( 3 0 0 e ol )]
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e usando a estimativa satisfeita pelo simbolo discreto a(§,n), obtemos

)< z (3) [ e (X le = nPCoe o™ (1 1oly)

gezN nezN

(Z (1 4+ ) fate — mon)l [ )] (2.43)

Analisamos agora a parcela Y5 ;v [§ — |2 Cye2e0le =" (1 4 |p|)°
Segue da desigualdade e < (2)°Pp!* que

(|6 — n|)Xecolénl"" < BAEVR2 v g p e ZV 0 € Zy,

e portanto, usando a desigualdade (1 + |n])7 < (14 [ — n])?!(1 + [£])?, podemos concluir que

D 16— n¥Coe I (W )7 < 37 BV Coem I (1 )

neZN nezZN
< Y B ARG I (14 g — ) (1 + f¢])°
nezZN
=GB DAL+ [e)” 3 eI L+ fg =)
nezZN
< B (1 [g))” (2.44)

pois temos que Y ;v e—eole=nl* (1 4 |¢ —p|)lel < €%, com €} uma constante positiva.

Agora usamos (2.43) e (2.44) e concluimos que

0 < 3 ()Eeree] S e e ate - vl o]

EnerN

k
k IARWIY 26|¢|1/ ¢ 2k—20+0
< 0(€>B e![ze (1+|n]) x

EnezN

<1+ I — ) fal — mo)l iG]
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Utilizando novamente as estimativas para o simbolo discreto de a(z, D), segue que

(*) S (?)B“_lf's[ Z 626|§|1/S(1+ ’77|)2(k—f)+20’ %

k
£=0 EnerN

1/2

x(1+ [€ — ) Tle 2ok )] (2.45)

Note que |n|'/* < |€ — n|'/* + |€|Y/*, j4 que s > 1. Logo, como § < 0 temos 2d|n|'/* >
20]¢ — n|'/* 4 26|€|'/%, e portanto

201¢["* — 2€0l€ — | < 26[n|"* — 2(6 + €0)[€ — n|"/".

Lembre ainda que estamos supondo que —°* < ¢ < 0. Dessa forma, temos que ¢ — € < 9, 0

que nos dé €/2 < 6 + €. Logo, —2(J + €9) < —¢p e obtemos entao
20(¢1* — 2¢0|¢ — n|"* < 26|n|"* — €ol€ — |0
Assim,

Z 625|§|1/s_260|§_n|1/s(1 Ty - 77|)|cr| < 20|/ Z e—eols—nl”s(l + |6 — 77|)|cr|
cezN cezN

o200n|M/® Z e @lE* (1 4 |¢))lel

cezN

= ByeXh” (2.46)
Obtemos de (2.45) e (2.46) que

1/2

0 < 3 (§) B (3 S 0w

neZN

k s
= (6) BE+1€! HuHs,é,kferO' ’

=0

IA

e portanto
k

k s
la(z, Dyull, 5, < :(E)B“lﬂ [lls55—e10 = (FH).
(=0

Fixado 1 < ¢ < k—1,como o < k—{+ 0 < k+ o, podemos aplicar o Lema 2.47 com
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€ = (;)_15!’3(23)"] e temos

E\ . _ kY s
() B s < B2 g+ ()05

_ EN s
= B2 €||u||5357k+0+ (ﬁ)gl Bt*le, €€||u||857(,

_k
= B2 ||U||5,5,k+o— + B2_€e€ Al

$,0,0 °

Usando as desigualdades < ke 0! < 0* obtemos

k: e)v

o = ((IE)E!S(QB)Z)IZ B ((k ﬁ'g) (' (2B)" >’;

< (k£€£(8_1)<23)€)% _ M (2B)E.

Agora usando o fato que k* < kle*, concluimos que

IS SEal

e, < (2Be)FKI(KM)!
< MmN (2Be)REL.

Segue de (2.47) e (2.48) que

(k) = Bllullspp + B R Jull, 50 +

k—1

k
e X () Bl
/=1
< Bllullyspro + B*EE Jlull 50 +
k—1 !
+ BY 2 ull,sprg + BN eB)HE Y 27 ul
= /=1

Usando o fato que Z’Z;l <3 0(3)F = 2, podemos concluir que

la(z, D)ullys, < Bllu] + BERE [lul]

5,0,k+0 $,0,0

e a demonstragao esta completa.
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Definicao 2.49 Seja a(z, D) € Dp (TY). Dizemos que a(z, D) € globalmente s-hipoeliptico

com perda de r derivadas, com 0 < r < 400, se existem B >0, dg < 0 e kg € R satisfazendo

lully g por < B llale, Dyull, sy, + B ull g4, » ¥k € Ziyu € D (TT),

para todo O tal que oy < 6 < 0.

Proposicao 2.50 Seja s > 1. Se a(x, D) € Dps (']PN) é globalmente s-hipoeliptico com perda
de r derivadas, entao a(x, D) € globalmente s-hipoeliptico, ou seja, se u € D, (TN) ea(z,D)u €
G* (TN), entio u € G* (TV).

Demonstracao. Suponha que u € D/ (']I‘N) e a(x,D)u € G* (TN) e mostraremos que u €
G* (TN ) Como a(z, D) é globalmente s-hipoeliptico com perda de r derivadas, existem B > 0,
0o < 0 e ko € R tais que

[l < Blla(z, D)ull, 5 + B* 'k ull 54, » ¥ & € Zs., (2.49)

s,0,k+o—r —

para todo ¢ que satisfaz dy < o < 0, sendo que a constante B nao depende de 9. Pela Proposicao

2.46, como a(z, D)u € G* (TN), aumentando B se necessario, segue que existe 6; > 0 tal que
la(z, D)ull, 5, < Bk, V k€ Zy, V6 < 6.
Aumentando novamente B se necessério, concluimos de (2.49) que
el spror < BFFRL (1 v ||u|\s,57k0) NEEZy, ¥ <d<0. (2.50)
Além disso, como § < 0 existe Cs > 0 (que depende também de o,r e s que estao fixos), de

modo que

S g~ < o5, v € € ZV\{0}. (2.51)

84



Segue de (2.50) e (2.51) que, para cada & € ZN\{0} e k € Z, temos

626|f‘1/s €|k |’1/Z(€)| — <65|g|1/s €|—(o'—r)> 6§|§‘1/s €|k+a—r|a(€)|
< Gyl e [a(e)|
_ C(S (626|§\1/5 €|2k+2(0—7’) |a(€)|2> 1/2
S 05 Hu||s,5,k+0'77‘
< BFR1Cy <1 + ||u||8757k0> ,

de onde concluimos, aumentando a constante Cs > 0, que

o(26/9)l€l'/

1/s
O < BERC (1 ullg,) ¥ €2,

pois esta desigualdade trivialmente vale para & = 0. Assim,

1 s 1/s
(26/s)¢M/# (( / ) €1 ) 1/s 1/so—k s N
e o @ < BY27Cy (14 ulyg,) > ¥ EEZY R EZy.

Somando em k € Z, na ultima desigualdade, concluimos que
(@8/9)+ =7 )€1 |~ o1/ 1seyl/s 1/s N
e 281/ |u(£)| <B 205 (1 + ||U||5757k0> s i § SN/
Elevando os termos a s, obtemos

<25+ 1/s)|f\ ‘ (5)| < B2°C (1 =+ HuHs,ﬁ,ko>’ VEe 7N

Como B nao depende de § < 0, podemos diminuir ¢, em mddulo e supor que 20 + 5777z > 0.
Note ainda que ||u < 400 pela Proposicao 2.45. Assim, a estimativa
q 5.6k p posig :
A 1/s
a(6)| < B2°Cs (14 ||u e~ (BrFR)IE e g
3,0,ko
nos mostra que u € G* (TN ), o que completa a demonstracao. ([l

Proposicao 2.51 Seja s > 1. Se a(z,D) € Dp; (TV) e é globalmente s-hipoeliptico com
perda de r derivadas e ag(x,D) € Dy} (TN), sendo oy < o — r, entao o operador P =

a(x, D) + ap(z, D) € globalmente s-hipoeliptico.
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Demonstracao. Ao longo da demonstragao, B denotarda uma constante positiva que nao
depende de ¢ e que serda modificada um nimero finito de vezes. Além disso, a constante Cs > 0
pode depender de 9, e também sera modificada um ntmero finito de vezes. Suponha que Pu €
G* (TV), com u € D/, (TY), e vamos mostrar que u € G* (T"). Como a(z, D) € Dp3 (TV) e é
globalmente s-hipoeliptico com perda de r derivadas, pela desigualdade triangular, temos que

existem constantes B > 0, §p < 0 e ky € R de modo que se §p < d <0e k € Z,, entao

Hu”s,(g,kJrUfr < B HCL((L’, D)uHs,é,k + Bk+1k!3 HuHs,é,ko
< B H‘Pu||s,§,k + B ||CLO((L’, D>u||s,5,k + Bk+1k!5 ||u||s,6,ko :

Como ag(x, D) € Dpg, (TV), existe o > 0 e uma constante positiva Cy tais que [@o(&, n)| <
C’oe*QEOlg'l/s(l + |n])°° para todo &,n € ZN. Note que, diminuindo ¢, se necessirio, podemos

supor que &y < —€9/2. Se —¢p/2 < 6 < 0, entdao a Proposi¢ao 2.48 nos garante que

||u||s,5,k+a—r < B ||PU||5,6,1<; + B |lao(z, D)“Hm,k + B"E ||u||s,5,k0 (2.52)
< BllPullysp + B* ull, 55109 + B 2R ([l 550 + BRE |ull, g,
< B Hpu”s,é,k + B ”UHs,a,k+a0 + BMEL HUHs,a,oO + BMHEL HuHs,(S,ko :

Como oy < o — r, podemos considerar Ny € N de modo que 0y < ¢ —r — =. Observe que

No
op—1<k+og<k+o-—r.

1

55, para obtermos

Podemos usar o Lema 2.47, com € =

k+1

1 1 70'77"70'0
Blulssoen < 5 llssaor + B (55) T Nilasirs (2.53)

Afirmamos que % < Np (k +1). De fato, como 0 —r — oy > 0, essa desigualdade equivale a
1

No
sem perda de generalidade que B > 1, obtemos

< o0 —r —0j e esta ultima desigualdade é valida pela escolha de Ny. Dessa forma, supondo

k+1

1 T o—r—0 1
(ﬁ) "= @By < 2B Yk ez, (2.54)

Segue de (2.53) e (2.54) que

Bl oo < 5 I0llspnse + BEBYED full i VEEZ  (25))
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Aumentando ko de modo que og < kqy (e portanto também temos que og — 1 < kg), obtemos de
(2.52) e (2.55) que

i < B||Pull, 50+ B R ull 5, Vb E Zs (2.56)

s,0,k+o—r

Como § < 0, existe uma constante Cs > 0, que também depende de o, (0s quais estao fixos),

de modo que

S gm0 < ¢, v € € ZN\{0). (2.57)
Usando (2.57) obtemos, para £ € ZV\{0}, que

1/s
22006

g fa(e)]

~ 1/s —(o—r 1/s
graE) = (Mg e
< G g age)|

= (B e ) P)

< 05 ||u||s,6,k+of7" '

1/2

Agora segue desta desigualdade e de (2.56) que

1/s
L200¢]

Ef[a©)l < BCs|\Pullysy, + CoB R [lull g, » & € ZV\{0}.
Finalmente, como Pu € G* (TN ), segue da Proposicao 2.46 que
1/s ~ s
e ()] < B (14 ul 5, ) - ¥ € € ZVV{0).

Usando esta tltima desigualdade podemos mostrar que u € G*(T) e isto é feito exatamente
como fizemos para mostrar que a desigualdade (2.50) implica que u € G*(T") na demonstracao
da Proposicao 2.50. O

Observacao 2.52 No resultado anterior podemos supor que o9 < 0 —1 a0 1nvés de og < o0 —1r
e assim mostramos que o operador P é globalmente s-hipoeliptico com perda de r — € derivadas

no lugar de r deriwadas, para qualquer ¢ > 0.

Inspirados no Teorema 2.2 de [ChC] apresentaremos abaixo uma aplicacao da teoria que
desenvolvemos acima. Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado o qual generaliza

este teorema para a classe das fungoes Gevrey e seu dual, o espago das ultradistribuigoes.
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Teorema 2.53 Seja P(x, D) = Py(D) + >_7%, aj(x) Py(D) um operador diferencial parcial li-
near, sendo que a; € G° (TN) para todo 7 =1,...,m e os operadores com coeficientes constan-

tes Po(D) e P;(D) satisfazem as sequintes condigoes:

(1) Ezistem R,C >0 e M >0 tais que

C

At g vV [£] > R.

[ Po(§)] =

(2) Para cada j =1,...,m, existem €; > 0 e ¢; > 0 de modo que |P;(§)| < ¢;(1+|£])~9|Po(§)].
Seja og a ordem do operador Py. Entao, P(xz, D) é globalmente s-hipoeliptico com perda de

r = o0y + M derivadas e, portanto, é globalmente s-hipoeliptico em TV .
Note que sob tais condi¢oes o operador P(z, D) acima é de forga constante (ver [Hol]).

Demonstragao.
De fato, seja u € D’(TV). Observe primeiro que da condigao (1), se k € Z, e § < 0, entao

2 1/s _ ~ 1/s _ ~
[ull2 5 n = D @+ )M P + D @B+ )M a(g) )
lEI>R |€|<R

_ asjep/s (1 + DM =~ 25(¢|1/ 2—2M [ ~( ¢ |2
E[>R 0 €l<R

<2 Z 626|£\1/S(1 + yafﬂﬁ@(g)\? + Z 626|§‘1/S(1 + €))7 Ma(e))?
l§I>R lEI<R

<O T (1 ) Bu(©)F + (L R)* DT e (14 Jel) M () [

€=k l€l<R

Concluimos assim que
||U||5,5,k—M <D ||P0U||s,5,k + D ||U||s,5,—Mv (2.58)

sendo D? = max {C72, (1 + R)?}.

88



Segue da condi¢ao (2) que existem constantes ¢; > 0 e €; > 0 tais que

1Pl = Y e (1 )™ Py Place) ]

£eZN
1/s — 9. ~
< @Y (L g je) 2 | Ry Plae)
cezN

2
= 032' HPOUHS,(s,kfej :

Como a; € G*(TN), existem € > 0 e C; > 0 tais que |@;(€)] < Cje~9E"" para todo ¢ €
ZN. Assim, segue da desigualdade triangular e da Proposi¢ao 2.48 para cada a;(z) que é, em

particular, um operador pseudodiferencial de ordem 0, que existem constantes positivas B; tais

que
[Poullyp, < 1P, D)ully sy, + i la; (@) Pyull, 5,
j=1
< 1P Dyl g+ 3 (B Pl gy + BEVRE [Pl ) (259)
j=1
< [Pz, D)ull, 5, + i (Bici | Poully s e, + B R e || Poull -, )
j=1
para todo d tal que —eg < § < 0, onde —¢p = max{—%,j =1,...,m}.

Sejam B = max{l, B;,¢;B;,j =1,...,m}, —e; = max{—¢;,j = 1....,m}. Segue de (2.59)

que

1Poull, s < 1P D)ull, s+ Y (BlIPoull, 4, + B R | Poull 5, )
j=1

< |[P(z, D)ull, 55 + Bl Poully s, + BR[| Pou]

(2.60)

$,0,—€1 7

para todo —ey < 0 < 0.
Seja ¢ € R de modo que € < —e;. Utilizamos agora o Lema 2.47 com € = % e <k—e <k

para obtermos

k—el—e,

1 1 €1
BlRul o < 5 WPl B (55) " WPl (2.61)
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Como € < —¢; segue de (2.60) e (2.61) que

|Poul, g < 211P(e, Dyl 55+ BH R | Py (2.62)

$,0,—€1

Obtemos de (2.58) e (2.62), e supondo, sem perda de generalidade, que as constantes envolvidas

sao maiores que 1, a seguinte desigualdade
lullysse-as < BIUPG, Dyull gy + B4R (|Poulys, + ullys ) - (263)

Como a ordem de P, é o, entao

1/s —2¢, |5 2
1PullZsoe = D2 M @+ 1e) 7 |Bou()
cezN
/s 9 ~
= 3 P ey Ry(©) a(e)
£ezN
< €Y (L )2t (e (2.64)
cezN
= C ||u||s7(57—51+o'0 .

Se ko = max{—e; + 09, —M} ¢ aumentando B > 0 se necessario, entao segue de (2.63) e (2.64)
que
lullgshns < BlIP(@, D)ull, s, + B gL [ull g » PATE — €0 <6 <0

e a demonstragao esta completa. 0

2.4.3 Sobre a Resolubilidade em D’ (T")

Teorema 2.54 Seja s > 1. Se a(x, D) € Dp? (TN) e € globalmente s-hipoeliptico com perda
de r derivadas, ag(x, D) € Dps, (TY) com o9 < o —r e P = a(x, D) + ag(z, D), entio 'P ¢é

globalmente D’ resolivel, ou seja, dada
fe&lP)= {g € G (TY) : / g(x)h(x)dz =0, se Ph =0, com h € G° (TN)} ,
TN

existe u € D), (T™) tal que 'Pu= f.

Para demonstrarmos esse resultado, basta utilizarmos a Proposicao 2.51 e o
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Teorema 2.55 Sejab(x, D) € Dpg (T). Seb(x, D) € globalmente s-hipoeliptico, entio 'b(x, D)

¢ globalmente D’ resolivel.

Observagao 2.56 O Teorema 2.55 pode ser demonstrado como o Teorema 2.1 de [AZ] foi

demonstrado.

2.4.4 Perturbacoes dos operadores P(D) - caso Gevrey

Iniciamos esta se¢ao com a seguinte

Definicao 2.57 Seja a(z,D) € Dp; (TY) com v € TV e a(z,D) : G(TN) — G*(T").
Dizemos que a(x, D) € globalmente s-resolivel, se dada f € (ker ‘a(z, D))j, eviste u € G* (T™)

de modo que a(x, D)u = f. Aqui, o conjunto
(ker ‘a(z, D))SL ={f € G*(T") : (w, f) =0, para toda w € D, (T") tal que ‘a(x, D)w = 0}.

Seja
P(D)= ) a.D" an €C, a € ZY (2.65)
|a|<m
um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes em TV. Seu sfmbolo é dado
por

PE) =) a.t”, ez,

|| <m

Segue de Greenfield-Wallach [GW] que o operador P(D) é globalmente C* hipoeliptico em TV

se e somente se existem constantes positivas L, M e C' tais que
PO = LIg™, [¢] = C. (2.66)

Também, ¢ facil mostrar que o operador P(D) é globalmente s-hipoeliptico em T? se e somente

se para cada € > 0 existe C. > 0 tal que
[P(E)] = e e > ¢ (2.67)

Como (2.66) implica (2.67) concluimos que se P(D) é globalmente C* hipoeliptico em TV
entdo P é globalmente s-hipoeliptico em T%.

O Préximo resultado nos permitird concluir que o operador P(D) perde m + M derivadas.
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Proposicao 2.58 Suponha que o operador P(D) seja globalmente C* resolivel, entio se § <
0,k € Z, eu € D.(T?) eristem constantes positivas L, M e A tais que

2 —
lullysnar < L2NPD)ully s, + Al 26— ar11); (2.68)

isto €, ver Defini¢io 2.49, o operador P(D) e 'P(D) sao globalmente s-hipoelipticos com perda
de M + m derivadas (lembre que a ordem de P(D) € igual a m).

Demonstragao. Como P(D) é globalmente C'* resoluvel segue da Proposigao 2.19, que
existem L > 0, M > 0 tais que |P(€)| > L|¢|™, v € ¢ S, Sfinito.

Assim, se § < 0,k € Z, e u € D, (T?), temos

2 1/s _ ~
lull? spmns = D e (14 (g2 M i) |

£ez2
= D A YRR + Y T (1 e M ()
£¢s ¢es
_ 25|5|1/S 2%k— 2M|P(§)‘ 2 26|¢|1/¢ 2k—2M |/ ¢\ |2
=P L jg) S[EEP + >0 (14 el M )|
o P(9) &
= 3 e (1 e e PO + 3 (1 )2 a)
£¢S €es
< 1727 P (14 ) PDYu(©) + D e (1 + [l aa(e)
£¢S ¢es
< L7 [P(D)ul 5+ A Y P (14 ) a(e)
es

< L2P(D)ull, s + A HlullZ5 - argy-

onde A = maxees{(1+ |£])*} e também usamos o fato que |P(€)|2 < L72IEPM < D21+ g

Note que da mesma forma mostra-se que o mesmo vale para *P(D). ([l

Corolario 2.59 Suponha que o operador P(D) seja globalmente C* resolivel e que a(x, D)
seja um operador pseudodiferencial Gevrey de ordem o < —M, sendo M dado no item (5) da
Proposi¢ao 2.19. Entao, Q = P(D)+a(z, D) € globalmente s-hipoeliptico com perda de M +m

derivadas. O mesmo vale para 'Q.
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Demonstragao. Segue da Proposicao 2.51 e da Proposigao 2.58. 0

Teorema 2.60 Sejam P(D) como em (2.65) e a(z, D) € Dps (TV). Se P(D) € globalmente
C> resolivel e 0 < —M entao o operador Q = P(D) + a(z, D) é um operador globalmente

s-hipoeliptico em TN e globalmente s-resolivel.

Demonstracao. Como por hipétese o operador P(D) é globalmente C'* resolivel e a ordem
do operador pseudodiferencial Gevrey a(x, D) é 0 < —M entao segue do Corolario 2.59 que @
e () sao operadores globalmente s-hipoelipticos com perda de M + m derivadas.

Mostremos agora que @ é globalmente s-resolivel em TV. Para f € (kert Q)SL ve-se fa-
cilmente que f € £('Q),. Como '@ é um operador globalmente s-hipoeliptico com perda de
M + m derivadas entdao segue da Proposicao 2.50 que ‘@ é globalmente s-hipoeliptico em TV
e segue do Teorema 2.55 que o operador @@ é globalmente resolivel em D’(T%) e portanto
existe u € D’ (']FN ) tal que Qu = f. Para concluirmos que u € G*(TY) basta lembrarmos que
segue da Proposicao 2.50 e do fato que o operador () é globalmente s-hipoeliptico com perda
de M + m derivadas que @ é globalmente s-hipoeliptico em T? e portanto podemos concluir

que u € G* (TN ) e a demonstragao esta completa. ([l

2.4.5 Perturbacoes do campo vetorial L = ¢, D,, +c2D,, - caso Gevrey
Iniciamos com uma reducao do problema.
Reducao

Para b € G*(T?), escrevemos o operador L + b(x) como L + br(z) + bre(z) e se o campo
vetorial L é globalmente s-resoltivel e como bre € (ker ‘L)* (veja Lema 2.5 em [PZ]), existe
h € G*(T?) de modo que Lh = bre.

Proposicao 2.61 Se o campo vetorial L € globalmente s-resolivel entdo o operador P = L +
b(z)+a(z, D), coma(z, D) € Dps (T?), 0 < 0, € globalmente s-resolivel se, e somente se, 0 ope-
rador P, = L+br(z)+a1(x, D,) € globalmente s-resoliivel, sendo que a,(x, D,) = e*a(z, D,)e™" €
Dp; (T?).

Demonstracao. Suponha inicialmente que P; seja globalmente s-resolivel e vamos mostrar

que P é globalmente s-resolivel. Seja f € (ker 'P)L. Definimos g = e"f € G*(T?) e vamos
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mostrar que g € (ker 'P))L. Se w € D, (T?), entao

<U),g> = <6hwa f>7

e portanto é suficiente mostrarmos que e"w € ker 'P se w € ker 'P,. Primeiro, se ¢ € G* (T?),

entao
< tP(ehw),¢> = <ehw,Pw> = <w,ehP@Z)>. (2.69)

Agora observe que

Pi(e")) = (L+br(z) +ai(w, Dy)) "
= e"bre(z)) + €"(L) + br(z)e"p + ai(x, D,) ("))
= (L +b(2))¢ + e"a(x, D )i
= Py (2.70)

Observe ainda que as igualdades acima permanecem validas se trocarmos ¢ por uma ultradis-
tribuigao v € D’ (T?) qualquer. Segue de (2.69), (2.70) e do fato que w € ker ‘P, que

< tP(th>,1/J> = <w,P1(eh¢)> = < tle,ehl/z> =0,

isto é, e"w € ker P e portanto g € (ker ‘P)+.
Como P, é globalmente s-resoliivel, existe v € G* (T?) tal que Piv = g. Definimos u =
e " € G* (T?) e temos

Pu = (L+b(x)+a(z,D,))(e"v)
= e " (—=bpe(2))v+e Lo+ b(x)e v+ e "ea(x, Dy)e M
= ¢ "(L+br(2) +az, D)) v
= e"Puv=elg=1,

o que demonstra que P é globalmente s-resolivel.
Reciprocamente, vamos supor que P é globalmente s-resolivel e vamos mostrar que P; é

globalmente s-resolivel. Seja f € (ker 'P))t e defina g = e™"f € G*(T?). Como antes, para

€1

L, ¢é suficiente mostrarmos que se w € D, (T?) e w € ker 'P,

mostrarmos que g € (ker P)

entdo e "w € ker 'P;. Isso segue das seguintes igualdades: se ¢ € G* (T?), usamos (2.70) com
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1 = e " e obtemos

< tPl(e_hw), 90> = <w, e_hP1g0>
= <w, P(e_hgo)>
= < ‘P, e’hgo> = 0.

Como estamos supondo P globalmente s-resolivel, segue existe v € G*(T?) de modo que
Pv = g. Definimos u = e"v € G* (T?) e temos

Pu = (L+bp(x) +ay(x, D)) e
= e"bre(x)v + "L + bp(z)e"v + e"a(x, D)v
= e"Pv=elg=f

e a demonstragao esta completa. 0

Observagao 2.62 A mesma ideia usada na proposicao anterior nos permite concluir que se o
campo vetorial L é globalmente G* resolivel entao P é globalmente s-hipoeliptico em T? se, e
somente se, P; é globalmente s-hipoeliptico em T?. De fato, suponha que P; seja globalmente
s-hipoeliptico em T? e que Pu = f € G*(T?), com u € D’ (T?). Se v = e"u, entdo segue
de (2.70) que Piv = e"Pu = e¢'f € G*(T?). Logo v = e"u € G*(T?), o que nos garante que
u € G*(T?).

Reciprocamente, suponha que P seja globalmente s-hipoeliptico em T? e que Piu = f €
G* (T?), com u € D, (T?). Se v = e "u, entdo segue de (2.70) que Pv = P(e™"u) = e "Piu =
e "f € G*(T?). Logo, v € G*(T?), e portanto u € G* (T?). O

2.4.6 O Caso I' = {0}

Segue da subsecao anterior que no caso em que I' = {0} temos que estudar o operador
Py =L+b+ai(z,D),

pois no caso I' = {0} temos que bp(z) = b(0) = by € C é uma constante.
Nesta subsecao aplicaremos a teoria desenvolvida na subsegao 2.4.4 para o operador com
coeficientes constantes dado por Py(D) = L+ by = ¢1 Dy, + 2Dy, + bo.

Nosso principal resultado é o seguinte
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Teorema 2.63 Sejam L = 25:1 ¢;Dy;, ¢; € R, b(x) € G*(T*C), a(z, D) € Dps (T?)
como < —M el = {0}, onde M ¢é dado em (2.66). Suponha que o campo vetorial L e o
operador L+ b(x) sejam globalmente C™ resoliveis. Entao o operador P = L+ by +a(x, D) =

Py(D) + a(z, D) € globalmente s-hipoeliptico em T? e globalmente s-resolivel.

Demonstracao. Como o campo vetorial L é globalmente C'*° resolivel entao, como visto
anteriormente, temos que L é globalmente s- resoluvel e portanto segue da Proposicao 2.61 e
Observagao 2.62 que ¢é suficiente mostrarmos que Py = L + bp(z) + a1(x, D) é globalmente s-
hipoeliptico em T? e globalmente s-resoltivel. Lembre que no caso em que I' = {0}, o operador
P, é dado por P, = L + by + ai(z, D) = Py(D) + ay(z, D), sendo by = b(0) € C uma constante
e Py(D) = L+ b.

Como o operador L + b(z) é globalmente C* resoluvel entao segue da Proposi¢ao 2.29 que
Py(D) = L + by é globalmente C* resoluvel e como o < —M entao segue do Teorema 2.60
que P = L+by+a(z,D) = By(D)+a(zx, D) é globalmente s-hipoeliptico em T? e globalmente

s-resoluvel. ]
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Capitulo 3

Resolubilidade Global no Toro T

3.1 Motivacao

No trabalho “Global s-solvability and global s-hypoellipticity for certain perturbations of
zero order of systems of constant real vector fields”escrito por Petronilho-Zani, [PZ], é conside-

rado um sistema de campos vetorias com coeficientes reais, dado por por

2
Lj :Z(Ijkak, ]: 1,...,77?,,
k=1

onde (z1,25) € T?eaj, €R, j=1,...,m, k =1,2,. Assumindo que este sistema é globalmente
resoltivel no espaco de Gevrey G*(T?), s > 1, eles procuram condigoes para que o sistema

perturbado
Pj = Lj +bj(x),

onde b; € G*(T?% C), também seja globalmente resolivel em G*(T?).
Motivados por este trabalho procuramos estender os resultados de [PZ] para o toro com
dimensao maior do que dois.

Iniciaremos considerando o seguinte operador:
X=di+a(t)NDy, z€TteT"

sendo que a(t) = 37 a;(t)dt; é uma forma fechada, isto é, 9, ax(t) = Oya,(t), j,k=1,...,n

e a; € G*(T™;R). A familia correspondente de n campos vetoriais reais, que comutam entre si,
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associados ao operador X é dada por
Mj :atj+a,j(t)8w,j: 1,...,’)’L (3]_)

(ver [BCM]). E fdcil ver que a familia {M;}} é transformada simultaneamente na familia
{05, + o0, }7 se definirmos um difeomorfismo de T"*! em T"*! dado por y = x — h(t),s = t,
sendo que h satisfaz 0y h(t) = a;(t) — ajo, com ajo = ﬁ Jpn a;(t)dt. Verifica-se que a funcao
h(t) = fotl ai(s,to, ... tpy)ds — ajoty + -+ + fot" a,(0,...,0,8)ds — ayot, satisfaz as condigdes
exigidas sobre a funcao h(t).

Por simplicidade vamos nos referir aos campos vetoriais reais constantes asj + ajo0, por
Mjo = 0y, + a;jo0,.

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a resolubilidade global Gevrey do sistema
M={M;}} e de suas perturbacoes por termos de ordem zero.

Nao é dificil ver que dadas f; € G*(T™ x S') tais que existe u € G5(T™ x S') satisfazendo
Mu = f;,j = 1,...,n, entdo devemos ter M;f, = Myf;, j,k € {1,...,n}, e, para todo
Jj€{L,...,n}, tem-se (w, f;) =0 para toda w € (,_, ker "M,.

Assim, para o estudo da resolubilidade global Gevrey vamos nos restringir as fungoes Gevrey

fi,--., fn satisfazendo as condig¢oes acima. Mais precisamente, definimos o seguinte conjunto
G(M)={(f1,..., fa): f; € G°(T" x SY, Myfi = M;fy,Vj,k=1,...,ne

fi € (ﬂzzl ker th)L NVi=1,... ,n} .

Definicao 3.1 Dizemos que o sistema M € globalmente s-resolivel se para quaisquer (f1, ..., fn) €
G*(M) existe u € G5(T™ x S*) tal que Myu= f;, j=1,...,n.

Observagao 3.2 O sistema M € globalmente s-resoluvel se e somente se o sistema Mo={M,o}}

é globalmente s-resolivel.
De fato, definimos
S GHT™ x S — G5(T™ x SY),

por

Su=uv= Z@(t, ke,

kEZ

com 0(t, k) = e*"Oy(t, k), k € Z.
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Entdo S define um automorfismo de S : G*(T" x S') — G*(T" x S') e S é também um

isomorfismo entre G*(M) e G*(M,) . Além disso, vale a seguinte relagdo de conjugacao
SMjS_l = ]\43'07 j = 1, ey n.

Utilizando estas informacgoes pode se provar que o sistema M é globalmente s-resolivel se e
somente se o sistema M, é globalmente s-resolivel. "

Associamos ao sistema de campos vetoriais My dado por Mo = 0y, + a;o0,, onde ajo =
W Jpn aj(t)dt, j =1,...,n, os seguintes vetores em R

w’ =(0,...,0, 1 0,..., 0 Laj), j=1,...,n
J n

Também definimos os seguintes conjuntos que desempenharao um papel importante em nosso

estudo:
L(Mp) ={(1,) € Z" (W (1,€)) =T+ ajo§ =0,7=1,...,n} e

(M) = Z"\ T (My).
Uma andlise mais cuidadosa do conjunto I'(M,)

Comegamos com o seguinte
Lema 3.3 Se existe j* € {1,...,n} tal que aj-o € R\ Q, entdo I'(M,) = {0}.

Demonstracao. De fato, a igualdade 7;+ + a;+o§ = 0 nos dé que £ = 0, de onde obtemos que

7+ = 0. Como £ = 0 segue da definigdo de I'(M,) que 7, = 0 para todo j =1,...,n. O

Assim, para termos a dimensao de I'(M) diferente de zero, devemos ter que os coeficientes

ajo sa0 numeros racionais, isto ¢é,

J

com mdc(p;, ¢;) = 1 para cada j = 1,...,n, sendo que mdc denota o maximo divisor comum.

Proposicao 3.4 Quando os coeficientes ajo sao racionais entao existe ¢ € Z" tal que

I'(M,) = (Z.
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Em particular, a dimensdo de I'(M,) € 1.

Demonstracao. Como os coeficientes a;, sao racionais, podemos escrever

Pj .
an=2.p; € Loy € N{0}j = L...m,
J

com mdc(pj,q;) =1 paracada j =1,...,n.
Caso 1: p; # 0 para todo j =1,...,n.

Seja qo = mmc(q, ..., qn), sendo que mme denota o minimo multiplo comum. Assim,
podemos escrever

q():ijj7j:17"'7n7

com m; € N para todo j = 1,...,n. Definimos

C = <p1m17 e 7pnmn, _q0> G Zn+1.
Se (1,€) = (14,...,Ta, &) = N para algum N € Z, entao

p.
7 +ajpl = Npym; — jNQO
J

p.

= Npjm; — = Nmyqg;
qj

= 0

paratodoj =1,...,n. Logo, (Z C I'(My). Reciprocamente, suponha que (7,§) = (11, ..., 70, &) €
['(M,). Entao
=0, vi=1,...n
4d;

ou seja, 7;¢; = —p;& para todo j = 1,...,n. Como mdc(p;,q;) = 1 e ¢; divide 7;¢; = —p;&,
segue que ¢; divide £ para todo j. Em particular, como ¢y = mmc(qi,...,¢g,), segue que

& = Nqo para algum N € Z e

75 = —pi§=—-piNq
= (=N)pym;q;
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para todo j = 1,...,n. Entao podemos concluir que 7; = (—N)m;p;. Portanto,

(7—1’ <oy Ty g) = (_N>(m1(ha <oy MpQn, (_QO)) = <_N)Cv

e obtemos que (Z D T'(M,).
Caso 2: existe j € {1,...,n} tal que p; = 0.
Se p; = 0 para todo j = 1,...,n, entdao podemos definir ¢ = (0,...,0,1) € Z""'. Suponha,

entao, p; # 0 para algum j. Os conjuntos

A={je{l,....,n}:p;=0} e B={ie{l,....,n}:p; #0}

sao diferentes do conjunto do vazio e AN B = &. Seguindo as mesmas linhas do que fizemos
no Caso 1, obtemos o seguinte: definimos ¢o = mmc (gj,,...,q;, ), sendo B = {j1 < ... < ji}
e escrevemos

qo = myq;,, L =1,... k.

Agora definimos ¢ = ((y, ...,y —qo) colocando ¢; =0se i € A e (; = p;,mye se i = jy e temos

que (Z =I'(My). A demonstracdo estd completa. 0J
Lema 3.5 Se a = (aqy,...,a0,) € Q" entdo os conjuntos
G; = {m+aynmnecZ},j=1,...,n (3.3)

sao discretos em R, ou seja, existem constantes c; € R tais que G; C ¢;Z.

Demonstracao. De fato, note que

By

m+agin = m-+
d;
= @m + &n
4; d;

1

= (gjm+pjn) —.
qj

Segue que G; C %Z. Isso nos mostra que G ¢ discreto. O
J

Com base nestas informagoes, iremos estudar uma classe mais geral de sistemas que incluira

o nosso exemplo My, a saber, para s > 1 definimos o seguinte sistema de campos vetoriais com
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coeficientes constantes reais

N
Li=> apDs, j=1,....m (3.4)
k=1
agindo em G*(TY), com a;;, € R. Denotaremos o sistema L;, j = 1,...,m por L.
Como antes diremos que £ é globalmente s-resolivel se para qualquer (fi,..., fn) € G*(L)

existe u € G*(TV) tal que Lyu= f;, j=1,...,m.

Associamos, ao sistema de campos vetoriais £ dado por (3.4), os seguintes vetores em RY
Jj — S
W —(aﬂ,...,ajN),j—l,...,m.

Também definimos os seguintes subconjuntos de Z~

r={¢ecZ": (W, & =0,j=1,...,m} el =27Z"\I. (3.5)
Sejam
G*(T) = GH(TY) @ Gpe(TY),
onde
GH(TY) ={f € G*(TV) : f(§) = 0,6 €T}
€

Gi(TV) = {f € G*(TV) : f(€) = 0,6 € T}.

Para f € G*(T") escrevemos f = fr + fre, com fr € G3(TV) e fre € G (TV).

Da mesma forma, introduzimos
D(TY) = D p(TY) ® Dy e (T).

Segue da definicao da s-resolubilidade global que o estudo do ntcleo do transposto dos
campos vetoriais L; serd tutil no que segue. Usando séries de Fourier, podemos facilmente

provar o seguinte

Lema 3.6 Seja w € D,(TV). Entio w € N}, ker 'L; se e somente se

w(e) = Y @)

ger
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3.2 Perturbacoes por Termos de Ordem Zero

Agora estamos interessados em estudar o seguinte sistema perturbado P dado por:
f’J:LJ+b](:p), jzl,...,m

com b; € G*(TV;C).

3.2.1 Resolubilidade Global Gevrey

Nesta sub-secao iremos sempre assumir que o sistema £ é globalmente s-resolavel.

Para o caso de um tnico campo L = Zévzl arD,,, a s-resolubilidade global do campo
perturbado P = L + b(z) é equivalente a s-resolubilidade global do operador @ = L + br(z),
pois segue do Lema 3.6 que bre € (ker !L)* e como L é globalmente s-resoltivel entdo existe

g € G*(T") tal que Lg = bre (veja [PZ]).

Assim, a partir de agora iremos supor que o sistema £ é globalmente s-resoltvel, b; € G*(TV)
€ (bcha Ce ,bmpc) € gs(ﬁ)

Como em [PZ], mostra-se que o sistema P={P; = L; + b;(z)} é globalmente s-resoluvel se

e somente se o sistema Q={Q; = L, + b;r(x)} é globalmente s-resolivel.

Observacao: Nas condigoes acima o sistema dado por P; = L; +b;,5 = 1,...,m satisfaz
PP, = P,P; para todo j,{ =1,...,m.

De fato, observe que se u € D/, (TN ), entao

Pi(Pu) = (Lj +bj)(Leu + beu)
= Lngu + (ijg)u + b((Lju) + bj (Lgu) + bjbgu.

Analogamente,
Pg(P]u) = Lng’LL + (Lgbj)u + bj (L[LL) + bg(LjU) + bgbju.

Comparando as expressoes acima, como L;Ly = L,L; para todo j,{ = 1,...,m, para concluir-

mos que P; P, = P, P; basta mostrarmos que

ijg = Lgbj, v j,g = 1, ..., M. (36)
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A hipétese (bire, ..., byre) € G°(L) nos garante que L;bgre = Lebjpe para todo j, £ =1,...,m.
Além disso, aplicando a transformada de Fourier, obtemos que L;b,r = 0 para todo j,{ =
1,...,m, ja que b/l;(f) =0sel¢le(wf =0seel. Assim,

ijg - ijgp + ijgpc = ijgpc
== Lgbﬂ"c == Lgbj[‘ + Lgbﬂ"c
= Lbj,

o que demonstra (3.6). O

3.2.2 O caso I'={0}

Neste caso temos que bjr(x) = b/j\(O)ic com ¢ € C. Assim, neste caso, o estudo da s-
resolubilidade global é simples e a conclusao é dada pelo préximo resultado cuja demonstracao

¢ analoga a demonstracao da Proposigao 2.29.

Teorema 3.7 Suponha que I' = {0}. Entao, o sistema Q € globalmente s-resolivel se, e
somente se, para cada € > 0 dado, existe uma constante C. > 0 tal que, para cada & # 0 em

ZN | eriste j € {1,...,m} satisfazendo
(0,6) ] 2 Cue e

Observagao 3.8 Para o exemplo do sistema Mg o caso I' = {0} corresponde ao caso em que
eziste j* € {1,...,m} tal que aj.o € R\ Q.

3.2.3 O caso(0<dmlI < N.

Usaremos a notacao d = dim I para a dimensao de ' e r = N — d. Seja B = {kl, e kd}
uma base de I', com k/ = (k;{, cee k:gv),j =1,...,d. Como estamos em Z, podemos completar
B a uma base B’ = B U {v*™,... v~} de ZV (ver [P1], [DGY]). Iremos denotar v’ =
(Wi, v%),i=d+1,...,N.

Seja M a matriz de ordem N cujas colunas sao formadas pelos vetores

1 d ,d+1 N
kX, ... k% 0" v
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nesta ordem. Segue que M' induz um automorfismo de TV dado por y = M’z (veja [P1],
pagina 85).
Agora iremos escrever (); nas novas variaveis. Para isto, notamos que se v(y) = v(M'z) =

u(z), entao

N N

S apdnulz) = Z%k(i@w“” (V).

k=1 k=1

: i(z% )

=1

= Z cji0, (3.7)

=1

—_ N t
com ¢ji =3 oy @i (M),
Observe que c¢j; = E aje (M") . ¢ o produto interno de w’ com o i-ésimo vetor coluna da

matriz M. Pela deﬁnlcao de I' e de M, segue que c;; = O para j=1,.... mei=1,...d.
Podemos mostrar, como foi feito em [PZ], que para cada j = 1,...,m, as funcoes b;r((M*) ™" (y))

s6 dependem das variaveis yq, ..., yq4. Denotando

di(yr, .- ya) = bir((MY) ™ (y))

e (yi,--,yn) = (Y1, Yay21,---,2) = (y,2), podemos reescrever, nas novas variaveis, os

operadores (); da seguinte forma

Rj :chkDZk+dj(y)7j: 1,...,m

k=1
E fécil provar a seguinte

Proposicao 3.9 O sistema Q € globalmente s-resolivel se, e somente se, o sistema R={R;}

¢ globalmente s-resolivel.

Recordando que para o nosso exemplo inicial, o sistema M, quando todos os coeficientes

sado racionais temos dim I'(Mj) = 1 entdo nos concentraremos no caso em que dim I' = 1.
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3.3 0O Casodiml' =1

Segue da teoria desenvolvida na segao anterior que, para dim [I' = 1, podemos escrever o

nosso sistema R da seguinte forma:

N-1
Rj = Z Cjszk —|— d](y),j = 1, o.My
k=1
sendo d;(y) € G*(T).
Também motivados pelo fato que os conjuntos G;={m + agjn,m,n € Z} ,j = 1,...,n as-

sociados ao sistema M sao discretos, ver Lema 3.5, trabalheremos aqui com a hipdtese que

para cada j € {1,...,m} o conjunto
N-1
Gj = {Z CikTk = My -+ -5 1IN-1 € Z}
k=1

¢ discreto, isto €, existe constante real c¢; tais que
Gj C CjZ. (38)

Note, por exemplo, que quando os coeficientes a;, dos campos vetoriais L; sao racionais,

5 _ N t : ,
entdo segue do fato que ¢j; = >, a;, (M), que os coeficientes c;; dos operadores R; também
sao racionais e portanto podemos encontrar as constantes ¢; acima descritas. De fato, se temos

Cjk = %, pik € Z,q;, € N\{0} entao temos

N-1 L N1 N
Z CikMk = 37 <ijk H Qjeﬁk) C dZ
k=1 k=1 =104k

H 4je 7

=1

/ 1
onde ¢, = =N—-1
J He:11 q;5e

Sob as hipdéteses acima, estudaremos agora a s-resolubilidade global do sistema R.

e, portanto, G; ¢ discreto.

Iremos denotar a imagem da funcao d; por R(d;) e teremos que analisar alguns casos sepa-
rados.
Caso 1: Existe jo € {1,...,m} tal que R(d;,) N G;, = @.
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Neste caso, dada f = (f1,..., fm) € G*(R), podemos definir
a(Th, N 777N—17y) — {\_[] 11717 e 717N—17y)‘

CiokTk + djo <y>
k=1

~
jo

Como R(d,,) é um compacto e G;, é um fechado e eles sdo disjuntos, entao existe a > 0 tal que
a = d(Gjoa R(djo)) > 0.

Portanto, temos que

N-1

> i+ diy (y)

k=1

>a, VyeT,n=(n,....nn-1) € Z"7".

Para mostrar que u(z,y) = Y, cpv1 (1, y)e'*" € G*(TV) precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.10 Sejam s > 1 um nimero real, A um subconjunto de Z", U C R e f,,n € A, uma

familia de funcoes suaves em U, nao necessariamente periodicas, satisfazendo
[fP ()| < CoFRre I Ve Ak eZyy e,

para certas constantes Cy,e > 0. Se g,,n € A, também € uma familia de funcoes suaves em U

de modo que existe B > 0 satisfazendo

B <|g,(y), ¥YneAyelU

19 (y)| < DRI, Ve Ay eUk=1,2,3,...,

para alguma constante D > 0, entao

(*)
‘(?) @ﬂSCﬁﬂﬁémwivneA%eZﬁyea
n

para uma constante Cy > 0 dependendo apenas de Cy, D e B.

Demonstracao. A demonstracao é simplesmente usar o Lema 3.7 de [PZ] e a regra de Leibniz.
O
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N-1

Como as derivadas de <Z ciknk + dj()(y)) nao dependem de 7, e d; € G*(T), podemos
k=1

usar o Lema 3.10 para concluirmos que u € G*(T"). Aplicando a transformada de Fourier nas

igualdades R;f;, = R;,f; podemos concluir que R;u = f; para cada j = 1,...,m. Assim a

demonstracao deste caso esta completa. 0

Caso 2: R(d;) NG, # @ paratodo j=1,...,m

Iremos dividir este caso em dois sub-casos:

Caso 2.1: Para todo j € {1,...,m}, a fungao d; é constante. Pela definicao de G, neste
caso temos que existem n{, . ,775\,71 € 7 tais que
N-1
d;j(y) = e, Vi=1,...,myeT.

B
Il

1

Logo, os operadores I?; tornam-se

N-1 N-1
R] = CjkDZk =+ E C]knk;? v J= - M.
k=1 k=1

Para cada j € {1,...,m}, definimos

N-—1 N-1

k=1 k=1

Agora podemos definir u: seja n € ZN¥~! e suponha que exista j” tal que n ¢ A;s. Entdo

definimos R
~ Sin(m, - mn-1,9) s
u(m, - MN—1,Y) = 575 N_1 € G*(T). (3.9)
Cjnknk =+ Z Cjnk"?iﬂv
k=1 k=1
Caso contrario, se n € A; para todo j = 1,...,m, entao definimos u(n,y) = 0 para cada y € T.

Assim, temos @(n, ) € G*(T) para cada n € Z¥~! e devemos mostrar que

u(z,y) = Y G(n,y)e* € GX(TY)

nezN-1

e Rju = f; para todo j = 1,...,m. Primeiro vamos verificar que u € G*(T%), ou seja, existem
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constantes € > 0, C' > 0 tais que
|DEa(n, )| < CFHplse= "y e ZV 1y e Tk € Z,. (3.10)

Da definigao de @(n, y), precisamos verificar (3.10) apenas para n € ZV~! tal que n ¢ A;» para

algum j7 € {1,...,m}. Observe que como ¢;; = (w’,v"), parai € {2,..., N} e os vetores v, i =
2,..., N nao pertencem a I' entdo ¢;; # 0 para algum ¢ € {2,..., N}; isto garante que ¢; (ver
(3.8)) sao diferentes de zero. Portanto, temos que existe a tal que 0 < a < min{|cy|, ..., |cn|}
e vale

N-1 . N-1 N-1 ,
Z ity + Z CinkMk| = Z cioe (1 + 1) | > a,
k=1 k=1 k=1

pois Sn g (77?’ + ) € Gjn\{0}.
Como f; € G*(TY) para todo j =1,...,m, segue do Lema 3.10 e de (3.9) que vale (3.10).

Agora iremos provar que Rju = f; para todo 7 = 1,...,m. Aplicando a transformada
parcial de Fourier na varidvel z podemos concluir que R;u = f; para cada j = 1,...,m se, e
somente se,

N—-1
(Z CikTk + d]<y>> ﬁ<777y) = fj(nay)a v] - 17 cee, M, v n € ZN_l'
k=1

Para n € A; para todo j = 1,...,m, devemos provar que fj(n, ) =0 paratodo j=1,...,m.

Para vermos isso definimos, para yg € T,

w=c" @35, € DTY)

N-1
e observamos que w € NJ; ker 'R;. De fato, uma vez que Z ¢k + dj(yo) = 0 para todo
k=1
7 =1,...,m, obtemos
N-1
("Rjw,¢) = (w,Rjp) = (2m)V! (Z CikTk + dj(yo)) ¢(n,y0) = 0.
k=1

Logo, para yy € T arbritrario, temos

O i, y0) = (w, f;) =0, ¥ j=1,...,m.
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Para terminarmos a demonstracao deste caso devemos ver que para n ¢ A temos Rju(n,y) =

]?j(n,y) para todo j # j7 e para isto basta usarmos as condicoes de compatibilidade R;fn =
Rijn fj-

Caso 2.2: Existe jo € {1,...,m}, o qual iremos supor ser igual a 1, tal que d;, é nao

constante.

Como cada d; ¢ uma fun¢ao continua e G; ¢ um subconjunto discreto de R, podemos escrever
R(d;)NG,; = {—n{cj, ce —nfvjcj} ,

sendo que 'r]Z € Z para cada j € {1,...,m} e ¢ € {1,...,N;}. Considere (denotamos n =
(M-, Mv-1))

N-1
A= {77 ezZN 1.V = 1,...,m,chknk :ng;cj, para algum p € {1,...,Nj}}.
k=1

Observacao 3.11 Quando N > 2 e os nimeros c;, sao todos racionais, cada ponto da forma
7]ng em G; pode ser escrito de uma infinidade de maneiras diferentes como uma soma da forma
ZkN:_ll ciknk paran € A. Isso torna o problema da resolubilidade do sistema R mais dificil de
ser estudada do que feito em [PZ], onde N = 2, jd que ao excluirmos os indices em A, ficamos

com apenas uma quantidade finita de n € Z para analisarmos.
Sen € ZN71\ A, entdo existe j = j, € {1,...,m} satisfazendo
N-1
> ik +dj, (y) #0, Yy € T.
k=1
Estudaremos o caso em que 1 € A. Definimos
N-1
Z, = {yET:chknk—l—dj(y) =0, ‘v’j—l,...,m}.
k=1

e,paracada j € {1,....m} ek e {1,...,N,;},
rik(y) = me; + d;(y),y € T.
Seja L o conjunto de todos os J = (ki,...,ky) € N, com 1 <k; < N, paracadaj=1,...,m
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de modo que existe n € A tal que Ziv:_ll CikMk = nij ¢; para todo j = 1,...,m. Definimos, para
JeL,
Fr={yeT:ry, éflatemy, Vj=1,...,m}.

Com essas notagoes estabelecidas podemos enunciar nosso resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.12 O sistema R € globalmente s-resolivel se, e somente se, F; = & para todo
Je L.

Demonstracgao. Suficiéncia:

Se n ¢ A, entao a funcao Z,]:;ll cixMk + di(y) ndo possui zeros para algum j, € {1,...,m}.
Note que como d;(T) é um compacto, G, \ d;(T) é fechado e eles sao disjuntos, entao a; =
d(d;(T),G;\d;(T)) > 0. Em particular, a;, < ‘Zg:_ll i, kM + dj, (y)| paratodon & Aey e T.

Definimos ainda

fin(n,y)

ﬂ1(777y): 7y€T7T’¢A' (311>

=

-1

i kM + dj, (y)
1

e
Il

Além disso, consideramos

a= min d(R(d;),G;\ R(d;)) > 0,

Jj=1,....m

e, entdo, temos que para n € ZN "1\ A existe j, € {1,...,m} tal que

a < , VyeT.

N-1
> i+ dj, ()
o

Logo, podemos usar o Lema 3.10 para concluirmos que

u(zy) = Y d(ny)e™ € GH(TY).
ne(zN=1\4)

Iremos definir 4(n, y), quando n € A, de modo que @(n,-) € G*(T) e, entdo, iremos verificar
que
up(z,y) = Y ii(n,y)e™” € G*(TV),

neA

Uma vez feito isso, vamos verificar que u = uy + uy € G*(TY) resolve Rju = f; para cada

j=1,...,m, sendo u; a funcdo definida em (3.11).
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Fixamos, entao, n € A. Se y € T\ Z,, entao é possivel encontrar j = j,, tal que

=z

-1

Cjn,yknk + djn,y (y) # O
1

>
Il

Neste caso, definimos

’&(77, y) _ — fjn,y (n’ y> . (312)

Cjn,yknk + djn,y <y)
1

i

Agora vamos definir u(n,y) para y € Z,. Afirmamos primeiro que o conjunto Z, é finito.
De fato, sejam kq,...,k,, € N de modo que Z,]fv;ll CikMk = nijcj para cada j = 1,...,m e
defina J = (kq,...,kn), o qual pertence ao conjunto L. Nossa hipdtese garante que F; = &
e, portanto, se y € Z, entao existe j € {1,...,m} tal que y é um zero de ordem finita de 7, .

Isso garante que Z, ¢ finito. Escrevemos

ZW: {y?7’y;]77}

Observe que se mudarmos 77 € A, entao o conjunto Z, também pode mudar. No entanto,
N-1

para cada n € A, temos que a fungao Z cikk + dj(x) coincide com uma das fungoes 7,7 €

k=1
{1,...,m}epe{l,...,N;} . Como existe um nimero finito de funcoes r;,, segue que U Zn
neA
¢ finito.
Fixamos agora y € Z,. Como fizemos acima, para cada j = 1,...,m existe um tnico
kj € {1,...,N;} tal que
N-1
CikTk = 41T}, (3.13)
k=1

e definimos J = (ky,...,ky,) € L. Como, por hipdtese, F; = & para todo J € L, segue que
existe j € {1,...,m} tal que 7j;, nao é flat em y. Assim, se M; (y) denota a ordem do zero
y da funcdo rj,, para cada j € {1,...,m}, entao

0 < My = Mok, (y) = min M, (y) < +oo.

1<j<m

Recorde ainda que, por (3.13), M, depende também de 7. Seja Tjok;, uma das funcoes, dentre
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as fungoes rj,, tal que a ordem do zero y da fungao Tjoks, € Mo. Definimos

N aMOfA'o (777 y)
a(n,y) = e (3.14)
Tjokj, (v)

Tendo definido @(n,y) para cada n € A, iremos provar que u(n,y) é uma funcdo em G?*.

Afirmamos que se y € T'\ Z,, e se j/ € {1,..., m} satisfazem

N-1
e + dy (y) # 0,
k=1
entao .
X fir(n,y
an,y) = v my) (3.15)
ik + djr(y)

k=1

Em outras palavras estamos provando que (3.12) nao depende do indice j = j,, desde que

chnk + d;(y) # 0. De fato, ja que (fi,...,fm) € G*(R), segue que R; fir = Rjfj .

A_plicando a transformada parcial de Fourier, obtemos

N-1
(Z Cinyklk + djn,y( )> f] m, y (Z Ci'kMk + d )) fjn,y (777 y)a

k=1

de onde concluimos nossa afirmacao. Segue que se y € T \ Z,, entdo podemos usar o mesmo
indice jy, , na definigao de 4(n, y') para todo ¢’ proximo de y. Assim, u(7n, -) é, em uma vizinhanca
de y, o quociente de duas fungoes em G*, sendo que o denominador nao se anula. Segue que
a(n, -) pertence a G° em uma vizinhanca de y € T \ Z,,.

Vamos provar agora que (1, -) pertence ao espaco G° em uma vizinhanca de yy € Z,. Sejam
Jo, kj, e My como em (3.14). Como M, ¢ finito, segue que existe uma vizinhanca Uy de y em
T tal que o tnico zero de o, em Up é yo. Assim, se y € Uy \ {yo}, entdo y € T\ Z,. Em

particular, por (3.15), podemos concluir que

() =4 e 0 (3.16)
Y) = 9y fi (myo) ’

7, S€ Y = Yo.
§0,§’ (vo)
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Precisaremos agora de alguns resultados auxiliares. O primeiro é dado pelo

Lema 3.13 O ponto yo € Z,, n € A, é um zero de ordem no minimo My da funcao f;(n,-)

para todo j =1,...,m.
Demonstracao. Dado 0 < M < M, seja

wy = e @ (5%”) € DI(TY), e TNt nezZV .
Observe que para cada 7 =1,..., m temos,

('Rjwn, p) =

—~

wy, Rjp)

53%‘/1)’ RJSD(% )>

S i, e(n, )

[
O N

Y

sendo que usamos que M < M, e que M, é a menor ordem de anulamento do ponto y, entre

. L
as fungoes rjy,. Portanto, wy € N7, ker 'Ry e como f; € (N7, ker *R,)™ entao

(QW)N_laéV[fj(na yO) = <wM7 f]> = Oa j = 17 s
e a demonstragao esta completa. ([l

O segundo resultado é dado por

Lema 3.14 Sejam I C R um intervalo e F € G*(I), l € N e yy € I tais que FY) (o) = 0 para

cada j =0,...,l —1 (em outras palavras, yo € um zero de ordem no minimo | de F). Entao

F(y) = (y — vo)' Fi(y),

sendo que
1 1
Fl(y):/ / ty-t2 RO (4 (bt y)) d . dl
0 0

e U [0,1]™ x R — R € definida indutivamente por

Ui(t,y) =ty + (1 —t1)yo
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Uty oty Y) = tWm—1(t1, .o b1, y) + (1 — t)yo, m > 1.

Em particular,

Demonstragao. ( ver Apéndice C) O

Voltamos para a demonstracao do teorema principal. Utilizando as notacoes do lema ante-

rior e escrevendo (fj(n, N, (y)= <fjo> (n,vy), podemos escrever (3.16) como
My

fin)  (mw)
ﬁ(n,y)g >M”ny

Y € UO- (317)
Tjoij)MO (y)

Como My é a ordem de yo como zero de 7, , segue que (Tjoky ),y (Y0) # 0 pelo Lema 3.14.
Assim, novamente temos o quociente de duas fungoes em G* e, portanto, u(n, ) pertence ao
espaco G° em uma vizinhanca de y,. Da compacidade de T podemos concluir que, para cada
neA u(n,-)eG(T).

Para terminarmos a demonstracao devemos exibir constantes C' > 0 e ¢ > 0 de modo que
|8§ﬂ(n,y)‘ < CFHglse "y | € Zy,me AyeT. (3.18)

Para realizar essas estimativas vamos usar as notagoes do Lema 3.14 e iremos encontrar uma
expressao para as derivadas das fungoes Fj. Pela defini¢ao de ¢ (¢1,...,%;,y), o tnico termo de

1 em que aparece a variavel y é da forma ¢y -...-t; - y. Logo,

Fl(”(y):/ / T T RO (g (.t y)) iy d.
0 0

Como existem constantes Cy > 0 e € > 0 satisfazendo

8§ﬂ(n,y)’ < Cg+1j!56_6|’7|1/s, VyeT,j>0,neZ¥ 1 ji=1,...,m
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segue que

1 1
35 (f]b) (%y)‘ < / / tjl . tg—w e t%g:i—wtg\/[o %
My 0 0
DM F (i, (nsy (1, -+ s tatgs ) |t - dtag,

S 08+MO+1(j + MO)!Seff"’ﬂl/S X

1 1
(/O /0 t{.t?ﬂ...-tﬁg}*thwodtl...dtM(J)

i ; s —elnlt/s
C«éJrMoJrle(jJrMo)Mo!s]!se €ln|

X

X

IN

< Ottt
sendo que a constante C7 > 0 nao depende de j, mas depende da ordem M,. Agora escrevemos

UZn:{yly---ayq}-

neA

Lembremos (ver (3.17)) quese 1 </ < gemn € A étal que y, € Z,, entao existe um intervalo

Uy centrado em g, tal que para cada y € U, vale

(fje) M, (n,y)
(T jeku> W)

sendo que o denominador nunca se anula em U, e tendo js, k;, e M, os papéis de jo, kj, e

u(n,y) =

Y

My respectivamente. Note que apesar de termos infinitos 7 € A, existe apenas um ntimero

finito de funcoes 7, e estamos analisando apenas um ntmero finito de pontos y € U Zy.
neA
Logo, as ordens M, usadas em (3.14) formam um subconjunto finito de N quando variamos

n € A. Usando o Lema 3.14, concluimos que (rjékj» (ye) # 0, e entdo podemos encontrar
M,

uma constante a; > 0 (apés mudarmos Uy se necessario) tal que

7vy€U57€:17"'7Q'

o < ‘(mkz)Me (y)

Ainda para £ € {1, ..., ¢} fixado, temos que se € A é tal que y, ¢ Z,, entdo existe j = j,, de

modo que

fi(n,y)
St e + dj(y)

a(n,y) = (3.19)
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para todo y em uma vizinhanca U, de y,. Como y, € Z,, para algum 7y € A, segue que

N-1

> e+ dj(ye)

k=1

0 < min{|cy], ..., |en|} < , V€ Atal que y, ¢ Z,.

Dessa forma, diminuindo Uy se necessério, podemos supor que existe a; > 0 de modo que

N-1

> ciwme+ di(y)

k=1

o) < , Ve Atal quey ¢ Z,,y € U,

Em outras palavras, encontramos uma vizinhanga U, de cada y, de modo que (7, -) é escrito
como um quociente de duas fungoes de classe G*, sendo que os denominadores sao limitados
por baixo (uniformemente em 7 € A). Para podermos usar o Lema 3.10, precisamos garantir
que as derivadas do denominador possuem estimativas do tipo G° uniformemente em 7. Note
que no caso em que y; € Z,, para ) € A, o denominador é dado por (Tjeka) M, A expressao
de (szkje) v, dada pelo Lema 3.14, junto com a finitude das ordens M, nos garante que as
derivadas de (r,1;, )1, independem de 7. J& no caso em que y, ¢ 7, a expressao dada em (3.19)
nos garante que as derivadas do denominador também nao dependem de 7. Segue do Lema

3.10 que podemos encontrar constantes C; > 0 e A; > 0 satisfazendo

0% a(n,y)| < CF e Y ke Zy ne Ay eUnl=1,...q. (3.20)

q
Agora, para cada yo € T \ (U Ug), temos (veja (3.12))
=1

Finwo (1Y)

a(n,y) = 5
D gkl + iy (U)

k=1

para y em uma vizinhanca V,, de yy. Além disso, como ja feito anteriormente, diminuindo Vj,

se necessario, existe uma constante as > 0 tal que

N-1

ay < | ey ort + dj 0 ()
k=1

para todon € Aey € V,. Do Lema 3.10 segue que existem constantes Cy > 0 e Ay > 0 tais
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que
O, y)| < CEHRe M ke Zine Ay eV, =1, q (3.21)

q
Da compacidade de T\ (U Ug), de (3.20) e (3.21) concluimos que vale (3.18). Portanto,
=1

u(z,y) = Y dn,y)e”* € GH(TY).

nezZN-1

— ~

As equacoes de compatibilidade R;f; = Ry f; nos mostram que R;u(n,y) = f;(n,vy) para

cada n € Zf ey e T tais que que existe j satisfazendo

N-1

CiokMk + d]o ) 7& 0.
k=1

Quando tal jy nao existe, entdo n € A e yy € Z,. Pelo Lema 3.13, concluimos fj(n, yo) = 0 para

cada j = 1,...,m e neste caso a igualdade Eﬁ(n, y) = fj(n,y) também ¢é valida. Em outras
palavras, u € G*(TV) e Rju = f; para cada j = 1,...,m. Isso completa a demonstragao da
suficiéncia.

Necessidade: Vamos provar que se F; # & para algum J = (ky,...,k,) € L, entdo
R nao é globalmente s-resoluvel. Se F; # & para algum J € L, entao s > 1 e existem

"’ =n,....,n%) € Aeyy € Zp tais que as fungdes

D e+ di(y) = e, + di(y) =, (y)
k=1

sao flat em yy para cada 57 = 1,...,m. Observe que F; ¢ um subconjunto fechado e préprio de
T, uma vez que d; é nao constante. Como T é conexo, segue que F; nao é um subconjunto
aberto de T. Assim, garantimos a existéncia de 3y’ € dF;. Como F; é fechado, temos que
y € Fj.

Afirmamos que existem y; € (y' —1,y' +1)NF5eji € {1,...,m} de modo que 7,1, (y1) #
0. De fato, se essa afirmagao fosse falsa, entdo para todo y € (y — 1,4’ + 1) N FS e todo
J €{1,...,m}, terfamos rj,(y) = 0. Note que como y' € 0F;, existe 7 € (' — 1,5 + 1) N Fg
e este conjunto é aberto. Assim, existe d > 0 de modo que (¥ —4,7+0) C (v — 1,9 + 1) N F§
e, em particular, a nossa hipétese nos garante que 7, (y) = 0 para todo y € (¥ — 6,y +0). Isso

mostra que 73, ¢ flat em 7 para todo j = 1,...,m, o que garante que y € F, o que nos da uma
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contradigao, ja que ¥ € F§. Assim, a existéncia de tais y; e j1 € {1,...,m} estdo garantidas.
Considere §; = min (d(y1,Fs)/2,1/2). Repetindo o argumento acima, conseguimos encontrar
Y2 € (V' — 01,y +01) NFC, ya # 1, e jo € {1,...,m} de modo que 7,4, (y2) # 0.

Prosseguindo com esse argumento, obtemos uma sequéncia {y,}, que converge a y' de
modo que y, # yy se p # p' e rjpkjp(yp) # 0. Como os indices j, percorrem o conjunto
finito {1,..., m}, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que existe jo €
{1,...,m} de modo que 7, (y,) # 0 para todo p € N.

Como 7, ¢ flat em ¢/, segue que

ik, (Y) = g(Wh;(y), Vi=1,...,m,

sendo que g(y) = 1 —cos(y — ') e hy,...,hy, € G*(T) sao flat em y = 3 (veja Lema 3.6
de [PZ]). Como rjy, (yp) # 0 para cada p € N, segue que

hjo(y,) #0, Vp=1,2,3,....

Agora, definimos
Fi(z.y) = hi(n)e' ™ € G(TY),j = 1,....m.

Afirmamos que (fi,..., fm) € G(R). Observamos primeiro que
N-1
(0
szj(z,y) = (Z CZiDzi + dg(y)) <hj(y)el<" ,z))
i=1

— <Z_: conl + dz(@/)) (hj(y)e“"O’Z))
= T, (y)hj(y)eiwo’Z)

() he(y) by (y)e’
(y)hi (y)he(y)e™

n°,z)

i(n°,2)

g
=9

= ijg(z, y).

Seja w € Ny, ker 'R, e vamos mostrar que (w, f;) = 0 para cada j = 1,...,m. Aplicando a
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transformada de Fourier em ‘Rjw = 0, obtemos

N-1
<— > e + dj(y)> w(n,y) =0, VnezZ" "
k=1
Considerando n = —n°, temos

rjkj(y)w(—no,y) =0,Vj=1,....,m.

Assim, temos

w f) = oM S (i(-n.y), finy)

Se verificarmos que h;(y)w(—n°,y) = 0 para cada j = 1,...,m, entao poderemos concluir que

(w, f;) = 0 para cada j = 1,...,m. Observe que

g)h;()w(—n",y) = rj, ()0 (-, y) =0, Vj=1,...,m,

e como g(y) = 1 — cos(y — ¢/'), segue que o suporte da ultradistribuicao h;(y)w(—n°,y) estd
contido em {y'}. Para completarmos a nossa demonstragao, comegamos recordando o seguinte

resultado (veja [D], pagina 7).
Proposigao 3.15 Seja u € DL(T) de modo que suppu = {zo}. Entdo

u = Z an(SQ(:z),

nEZy

para certas constantes a,, € C.

Como no nosso caso a ultradistribui¢ao h;(y)w(—n", y) estd multiplicada por g, usando a Pro-
posigao 3.16 abaixo (para a demonstragao, veja Proposi¢ao D.3 no Apéndice D), segue que

existem Ay;, A;; € C tais que
hi(y)w(—n",y) = Agjdy + Alj%,, Vi=1...,m. (3.22)
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Proposicao 3.16 Seja T € D.(T). Se g(xz) = 1 — cos(z — xo) para algum zo € T e gT = 0,
entao
T = (106350 + alélmo

para certos ag, a1 € C. Aqui, 0, denota a ultradistribui¢io Delta de Dirac periédica em D.(T)

centrada em xg.

Lembrando que h; é flat em y' e (3.22), se algum dos coeficientes A;; # 0, entao estarfamos
dividindo 6,/ (ou combinacao linear de suas derivadas) por uma funcao flat em y’, o que nao

pode ocorrer pelo

Teorema 3.17 Seja f € G*(T) uma fungdo flat em xo € T. Se fT = agdy, + 10, , com
T € D.(T), entao ag = a; = 0.

Como na literatura sé encontramos este resultado para o caso em que zy é um zero isolado
de f (Teorema 2.3 de [D]), resolvemos incluir a demonstragao do Teorema 3.17 no Apéndice D
(Teorema D.5).

Segue entao do Teorema 3.17 que Ay; = Ay; = 0 para todo j = 1,...,m, o que nos permite
concluir que h;(y)w(—n",y) = 0 para todo j = 1,...,m e a demonstragao que (fy,..., fm) €
G°(R) esta completa.

Se R fosse globalmente s-resolivel, entdo existiria u € G*(TY) tal que Rju = f; para todo
j=1,...,m. Tomando a transformada de Fourier em R;u = f; nos pontos n =1’ e y = y,,

para j = jg, obtemos

Tjoksq (?Jp)ﬂ(noa Yp) = fio (7707 Yp)-

Como 7;x;(y) = g(y)h;(y), £, y) = h;(y) e hj,(y,) # 0 para todo p € Ne todo j =1,...,m,
entao

g(y)a(n’ y,) =1V peN.

Fazendo p — o0, temos que g(y,) — 0 e isso gera uma contradi¢do com o fato u € G*(TV).

Portanto, R nao é globalmente s-resoltivel e a demonstracao esta completa. ([l
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Apeéendice A

A Igualdade (1.28)

Para demonstrar (1.28) comegamos calculando Y} :

= (i Z ag; ()& + Z bk (£)9y, ) (4 Z ag ()& + Z big(D)D1,) = =Y Y &ipar;(t)ag(t)

7j=1 p=1
n

+ i Z &janj (t)bey(t atq + i Z Z [€pber () (O aeq) () + Epaaey(t)bar (1) 0y, ]
1 ¢=1

q= k=1 p=1
n

Z bere(t) (Orbeg(t)) Or, + ber(£)beg ()0, 01, ] -
1

Jj=
n
k=1 q=

+

Dessa forma, segue que

/n (Yfﬁ(t,g)) a(t,&)dt = szfp/na@ Jaey(t) |a(t, 5)’ dt +

=1 p=1 T

+ 2

& [ anObult) (0,,0.9) Tt

q=1

> {51? /Tn ber (1) (Op aeq) (D)a(t, S)a(t, §)dt+ +

1 p=1

+ fp/w ag(t)ber () (9y,a(t, §)) alt, )dt}
bS][ o0 @0 (000,60 T e

k=1 gq=1

H'Mg
(-5

—_

J

+ 2

NE

b
Il

+ /n bfk(t)bffI(t) (atkatqﬁ’a:’g)) ﬁ(t, )dt] .
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Agora usamos integracao por partes nos termos ZZ / b (t

ZZ/ bui (t) (D beg (1)) (

k=1 g=1
1,..., N, obtemos

[ (v2ate.) e

Por outro lado,

2
M2y

X

tqﬁ’(tv 5))

) (Ou.beg) (R)alt, E)at, €)dt e

k=1 g=1

a(t,&)dt e, usando que Z@tkbgk = 0 para todo ¢ =
k=1

- ii@fp | as0anlac o a (1)
+ ziz_:é/ apj(t)bey(1) atq f)) a(t, §)dt

Ly igp/ ber (£, (t (atk @, )) dt +

- SN [ bal0abue) (24i0.9) (0,70.9) a

/T Yealt, et )t (1.2)

ii@fp [ atrantlate. o a
Ziiﬁj/n%( Vbeg(t) (0r,a(t, €)) alt, €)dt
@é ilfp / ba(t)ag (t)alt, €) (atka<t,5)) dt

;:1 ”1 /T b ()91, beg (1) (91, 2(1,€)) (&:kﬁ(t—,g)) dt

123



Segue de (1.1) e (1.2) que

| (72(6,9) Gt = — Vi )y

Usando integracao por partes novamente, obtemos

/ (At ) alt, )dt = = 3 195 8(€) [ 2o, -
k=1

As duas ultimas igualdades fornecem (1.28).
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Apéendice B
Elipticidade no Toro

Proposicao B.1 Seja P = Z ao(z)D* um operador diferencial parcial linear com a, €

laf<m

Erp (T x T™). Suponha que u € D’{w}(T” x T™) satisfaz Pu = f € Ey(T" x T™) e que
pm(t,x,7,0) # 0 para todo T # 0, isto € o operador P € eliptico nestes pontos. Entdo existe um
cone em R™™ T = {(1,€) : |7| > c[{|}, para algum ¢ > 0 e constantes positivas Cy e €y tais
que

[a(T,€)| < Coe~ UMD "y (7€) e T N ZM™.

Demonstracgao. Definimos
A= {(T,f) ER"xR™: |7]* = 1,520}.

Usando o fato que f € Ey (T x T™), a elipticidade de P em pontos de A e a compacidade de
A, obtemos cones abertos em R"™™ T',..., 'y de modo que A C 'y U...UT'y e constantes

Co, €9 > 0 de modo que
(T, €)| < Coe™ @Dy (7. 6) e T, NZ™™, j=1,...,N.
Como A é um subconjunto compacto disjunto do conjunto fechado I'{ N ... NT'S, segue que
0<a=dATI{N...nTY).

Em particular, se d((7,£), A) < «, entao (7,£) € T'1U...UT'y. Agora afirmamos que existe ¢ > 0
suficientemente grande de modo que se (1,€) € S"™™ ! e |7| > c[¢], entdo d((7,£), A) < a. De

fato, vamos supor aqui que & # 0, pois caso contrario teriamos (7,£) € A pela definigdo de A e,
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portanto, d((7,£), A) = 0 < a. Note que se (7,£) € S"™™ e |7| > c[¢], entdo |[T]* + [ =1e
et <7l =1 ¢

1
14+c2°

Logo, |¢[* < Além disso,

1 c?
=1 —EP>1— = .
] € —E T e

Em particular, |7| > \/%7 Podemos encontrar ¢ > 0 tal que

2 2
=1- <1- < —. 2.1
=1l <1- 15 <% (2.)
Usaremos o fato que
2
L=|r)? <1=|rf < 5 (2.2)
o qual segue do fato que £ # 0 e, portanto, |7| < 1.
Consideramos agora 7o = 7 e temos que (70,0) € A. Usando a desigualdade (2.1) obtemos

d((7,6), 4 < |(1,6) = (10, 0)" = |7 = 7o|* + ¢

T |? 1 22
= T——‘+|§|2< (1——)7’ + .
7] 7] 2
E agora usando a desigualdade (2.2) podemos concluir que
1\ | o
d(r, A7 < |(1-—= )7 +5
7] 2
1 2 g2 a?
= — 1 — = (1- 24 =
()i % -0-3

< a?.

A afirmacao estd demonstrada. Fixe agora (1,¢) € Z"™™ de modo que |7| > ¢[¢|. Definimos
A= m e (7',&) = A\(1,€). Segue que (7,¢') € S"™™ 1 e || > ¢|¢'|. Isso nos mostra que
(17',¢&") € A, e portanto existe j € {1,..., N} de modo que (7/,¢) € I';. Como I'; é um cone,

segue que (7,€) € I'; NZ"™, o que nos dé

‘fb(T, £)| S Ooefeow(|(7'7§)|).
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Apéndice C
Fatoracao de funcoes com zeros

Lema C.1 Sejam I C R um intervalo, F € G°(I), | € N e yo € I tais que FU)(yy) = 0 para

cada j =0,...,1—1 (em outras palavras, yo € um zero de ordem no minimo | de F ). Entao

Fy) = (y — ) Fi(y),
sendo que
1 1
Fl(y):/ / ty-t2 O (4 (b, .t y)) d . dl
0 0

e 1 [0,1]" x R — R € definida indutivamente por

Ui(t,y) =ty + (1 —t1)yo

wm(tlv s 7tmay) = zfmq/}mfl(tla s 7tm717y) + (1 - tm)y(bm > 1.

Em particular,
FO (%0)

Fi(yo) = T

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao em [. O caso [ = 1 é consequéncia
imediata do Teorema Fundamental do Célculo. Agora vamos supor que o resultado é valido
para [ > 1 e iremos mostrar que ele permanece valido para [+ 1. Usando o caso [ = 1 podemos

escrever

F(y) = (y — w) /0 F' (tyy 4 (1 —t1)yo) dt;.
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Definindo
Gy (y) = F' (tiy + (1 — t1)yo)

temos
Gg)(y) _ tJIF(jJrl) (tyy + (1 —t1)yo) -

Assim, podemos aplicar a hipdtese de indugao na fungao Gy, para obtermos

1 1
th(y):(y—yo)l/ / 51-33-...-35:%6’,5? (U (s1,-..,81,y))dsy ... ds;.
0 0

1
Fy) = (y—yo)/ Gy, (y)dty
0
1 p1 1 z
= (y—yo)lH/ / / 51'83---'Séngl)(wz(sl,...,sl,y))dsl...dsldtl.
0o Jo 0
Observe que

Gi(ii) <¢l (Sh ce ey S y)) = tllF(H_l) (t1¢l (Sl7 - S y) + (]' - tl)yO)
_ tllF(l+1) (V11 (81558, t1,Y)) -

Logo,
1 1
F(y) = (y — yo)“l / .. / slsg . sﬁjth““) (Ves1(S1,- -+, 80, t1,y)) dsy . .. dsedty
0 0

e a demonstragao da primeira parte estd feita.

Agora, para concluirmos que

afirmamos que para [ > 1 vale

' ' 2 -1 1
\/0'...\/07 tl't2...'tl:1dt1...dtl:ﬁ.
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De fato, primeiro definimos I; = fol o f01 ty-t3...-ti-ldt,...dt;. Paral =1 temos

1
]1:/ dtlz]_
0

Usando indugao novamente, vamos supor que o resultado vale para [ — 1 > 0 e entao

1
B[
0
1
ty -ty o tiydty ... dt,

1 1 1
= // tl-tg...-tﬁ_gdtl...dtl2-/ ttdt;
0 0 0

1
/tl-tg...-tf‘}dtl...dtl
0
1

1

= ty-ta. - tT2dty L dt - | HTEdE
1

= I, 7

1

S

A igualdade Fi(yo) = % segue entdao da expressao obtida para Fi(y) e da igualdade

U (t1, - tm, Yo) = Yo A demonstragao estd completa. O
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Apeéendice D
Divisao

A demonstracao da proposigao abaixo no caso nao periédico esta feita em Droste [D].

Proposigao D.1 Seja u € DL(T) de modo que suppu = {0}. Entdo

u = Z a0,

neEZy

para certas constantes a,, € C.

Lema D.2 Para todon > 1 e todo 1 < k <n, vale

n—+ 2 < (M\ (" +2
k+2) = \k 2
Demonstracao. A desigualdade acima é equivalente a seguinte desigualdade:

(n+2)! < nl (n+2)!
kt20n—F = (n—kWK 2l

ou seja,
1 1
< -.
(k+2)(k+1) — 2
Esta tdltima desigualdade ¢é valida, ja que k > 1. 0

Proposigao D.3 Sejam s > 1 e T € Di(T). Se g(z) =1 — cos(xz — x¢) para algum zo € T e
gl' =0, entao
T = a05x0 + (11(;;;0
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para certos ag,aq € C. Aqui, 0., denota a ultradistribui¢io Delta de Dirac periédica em D.(T)

centrada em xg.

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o = 0. Como ¢7T" = 0, segue

que supp 7' = {0}. Obtemos, da proposicao D.1, que

para certas constantes a, € C, sendo que aqui estamos denotando por § a ultradistribuicao
periddica Delta de Dirac centrada em 0. Iremos mostrar que para todo N > 1, é possivel
encontrarmos fy € G*(T) satisfazendo (gfn)™(0) = 0se n # N e (gfx)?™(0) # 0. Com isso

a demonstracao fica completa, ja que teremos
0= (4T, fv) = <Z a0 ,ng> = (=)Nan(g/n)"™(0).

Se N > 2, entao podemos escolher f](\?)(()) = 0 para todon = 0,1,...,N — 3, ja que g(0) =
g'(0) =0 e, para n > 2, tem-se

00" 0) =3 (?>g<j><o> (=9 (0) (4.1

e, portanto, ay = 0 para todo N > 2. Logo T = ayd + a1¢'.

Para N > 1 arbitrario, usamos (4.1) com n = N para obtermos

(o1)" i (T)ar0s 0 = (5)d20i 2 0.

Logo, podemos considerar f](VN_2)(0) = 1. Agora temos que definir f](\?) (0) paran > N —2e¢
faremos isto indutivamente em n. Vamos supor que f ](Vj) (0) jé foi definido para todo 0 < j < n—1

e observamos que

(9f3) "2 (0) =Y (” " 2) gD ) f50).

=2 N )
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Como ¢ (0) = 1 e queremos que (gfx)"*2(0) = 0sen > N — 2, devemos ter

vo=-("1") S (" P)woseo. (12

=3 \ 7

Para garantirmos a existéncia de uma tal fy em G*(T), devemos mostrar que existe uma
constante C' > 0 satisfazendo (veja [HHP])

‘f](\?)(o)‘ <Ol Ve, (4.3)
Sabemos que existe uma constante A > 1 tal que
g 2(0)| < ATk, Vi =0,1,2,...
Afirmamos que, para N > 1 fixado, existe uma constante B > 1 de tal modo que
‘f](\?)(())‘ < (AB)"™ 'V, ¥ n =0,1,2, ..., (4.4)

A desigualdade (4.4) serd demonstrada por indugdo em n > N —2 pois a estimativa é claramente
valida se n < N — 2 se AB > 1. Portanto, iremos supor que B > %. Agora, supondo que a
desigualdade (4.4) é vélida para 0 < j < n — 1, mostraremos que ela permanece valida para n.

Pelo Lema D.2 segue que, para B > 1,

ol < (55 (1wl

j=3

= (M) ool

k=1
n

> (Z) AR (AB)™ R (n — k)1e

k=1

Zn!sAn+1ABn—k+l

k=1

(AB)"*'nl’AY " B7*

k=1

IN

IN

IN
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Como Y 2, B™% =32 B™% — 1, obtemos que

’f(n) ‘ S (AB n+1n|s

f(Zee)
= (AB)"n 'SA(1—11/B )
— (AB)"*'n 'SA(B >

(

Aumentando B se necessario, podemos supor que A ﬁ) < 1 e a demonstragao esta completa.

O

Lema D.4 (Lema de Ramis-Sibuya) Sejam s > 1 e f € G*(R) flat em 0. Entao ezistem

constantes C,c > 0 tais que
|79 (2)] < CFte T T j2| < 1,5 € Zy. (4.5)

Demonstracao. Como f é flat em 0 e pertence ao espago G*(R), segue do Teorema de Taylor

que existe uma constante A > 0 tal que
|f9(z)| < ATPNTLENE 2N Y (2] < 1,4, N € Zy. (4.6)

No que segue, [s] denota o menor inteiro maior que s. Seja M € N dado. Consideramos N € N
tal que 2L < N < 2 4+ 1. Entdo (s — 1)N < M + s — 1 e temos

S R

(5= DV0t DM ML
(S 1)M+S—1 — (S _ 1)M+8—1 — (S _ ]_)M—i—s—l

M+[ }2M+[5]M|[ ]

(5 — 1M+

M+s—1
N!S_l‘l"N < N(s_l)N’.QZ‘N < NM-l—s—l’m‘N < (M+—‘31_1) |$|N

2N < CMFIN ||

s— 1

sendo Cp = max {21¥elI[s]l(s — 1)!7, 221, Usando as tltimas desigualdades e (4.6), con-

cluimos que
|f9 ()| < AT M 2| MY 2] < 1,5, M € Zy.
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Logo, y
1
<200\x|1/(3—1)> Co

‘f(j)(:p)} i < 2_MAj+1j!s’ VMeZ,,|x| <1
Portanto, )
|f(j)(x)] €200l T < 90, A1 Y || < 1,5 € Z..
A demonstracao esta completa. O

Teorema D.5 Sejam s > 1 e f € G°(T) uma fungao flat em xog € T. Se fT = agdy, + a1,
com T € DI(T), entdao ag = a; = 0.

Demonstracao. Podemos supor que xy = 0. Pelo Lema D .4, existem C, ¢ > 0 tais que
[fO(@)| < CIFLe T (2] < 1,5 € Zs.

Seja Yo(x) = e T se x>0 e YPo(z) = 0 se z < 0. Sabemos que ¥y € G*(R). Se definirmos
P(x) = o ((4/c)*'z), com ¢ > 0 entdo ¥ € G*(R) e ¢ é dada por

—c/4

P(x) =e76"0 sex > 0ep(r) =0sex <0.

Agora definimos ¢, () = ¥ (x+1/n)ip(—x+1/n). Segue que 1, € G*(R) esupp ) C [—1/n,1/n]
para todo n € N. Além disso, existe A > 0 tal que

W(j)(x)‘ <A Y el x e [0, 2].

Se x € supp vy, entdo |r| < 1/n. Logo, —1/n < x < 1/nesegue que 0 < x+1/n < 2 e
0<—z+1/n<2. Assim,
J

@] < 3 (1) e+ /)] [Pt 1)

k=0

J .
Z (?{) Ak+1k!sAj_k+1(j _ k))'s
k=0

J
Zj!sAj+2

k=0

(2A)7 A%§!%, ¥ x € supp ¥,.

IA

IA

IN
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Portanto, conseguimos uma constante C; > 0 satisfazendo

Wﬁg)(@‘ <CItYE VjieZ,,xeRneN.

—c/2

Agora definimos A,, = 1,(0) = e/ e p,(z) = A 14, (z) para todo v € Ren € N.
Entao ¢,(0) =1 para cada n € N,

|g0£f)(a:)} < AJ'CItYjl Y jeZi, s eRnEN
e supp ¢, C [—1/n,1/n]. Estendemos ¢,, periodicamente para obtermos uma fun¢ao em G*(T)
que coincide com ¢,, em [—m, 7|. Essa fun¢ao também serda denotada por ¢,,.

Caso 1: a; =0.

Se ag # 0, entao
|ao| = laolen(0) = [(aod, o) | = [T’ feon) |

Mostraremos que fp, converge a 0 em G*(T) e teremos uma contradigao, ja que T' é continua

e 0 < |ag|. Observe que para |z| < 1/n vale

—C —C
211/(s—1) mi/=1) __ A2
e el < e/n) =A;.

Podemos supor ainda que C7/C < 1. Observando que a desigualdade abaixo deve ser feita em

supp ¢n, podemos supor que |z| < 1/n. Assim,

J . e
‘(fwn)(j)(fl?ﬂ < Z (2> AR o 176D A;lcj*kJrl(j e
k=0

J —cC
j!sZC«{c—&—lemAgloj—k—f—l
k=0
J
s E+1 A2 A—1,vj—k+1
Jry oAz AT C

k=0

IN

IA

A, JPC TN (G C)F

k=0

IA

IN

A jrCith,
sendo Cp = max {C, AY 7 (A/C)*}. Logo, fe, € G¥°(T) para cadan e || fon||gaco < Cody.
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Como lim A,, = 0, a demonstracao deste caso esta completa.
Caso 2: a; # 0.

Neste caso redefinimos ¢, utilizando z¢,(x) no lugar de ¥,(x). Sendo assim, teremos
©,(0) = 0 para cada n e ¢/, (x) = ¥, (x) + 29 (x). Segue que ¢, (0) = A, e o resultado segue

como no primeiro caso, uma vez que fp, — 0 quando n — oo em G*(T). O
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