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Resumo

Seja Q um tubo periddico em R3, denote por —A% e —AL os operadores
Laplacianos de Dirichlet e Neumann em €2, respectivamente. Neste trabalho,
estudamos o espectro absolutamente continuo de —A%, j € {D, N}, sob a con-
dicao de que o didametro da secao transversal de €2 é suficientemente pequeno.
Além disso, investigamos a existéncia e a localizacao de lacunas no espectro
0(—A?2), j € {D, N}. Por outro lado, também consideramos o caso em que €2 é
apenas um tubo torcido (limitado ou ilimitado), ndo necessariamente periddico.
Nesta situagao, considerando o Laplaciano de Neumann —AY em ©, nosso obje-
tivo é encontrar o operador efetivo quando €2 é “espremido”. No entanto, ja que
neste processo existam autovalores divergentes, consideramos —AY atuando em
subespagos especificos do espaco de Hilbert inicial. A estratégia é interessante
porque encontramos operadores efetivos diferentes em cada situacao. No caso
em que () é periodicamente torcido e suficientemente fino, obtemos também
informagoes sobre o espectro absolutamente continuo de —AX (restrito a tais
subespacos) e a existéncia e a localizagdo de lacunas na sua estrutura do seu

espectro.

Palavras chaves: Tubos periodicos, Laplaciano de Dirichlet, Laplaciano de

Neumann, espectro absolutamente continuo, Lacunas espectrais.
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Abstract

Let © be a periodic waveguide in R3 we denote by —AL and —AY the
Dirichlet and Neumann Laplacian operators in €2, respectively. In this work we
study the absolutely continuous spectrum of —A{], j € {D, N}, on the condi-
tion that the diameter of the cross section of €2 is thin enough. Furthermore, we
investigate the existence and location of band gaps in the spectrum a(—Aé),
j € {D, N}. On the other hand, we also consider the case where  is a twisting
waveguide (bounded or unbounded) and not necessarily periodic. In this situa-
tion, by considering the Neumann Laplacian operator —AY in €, our goal is to
find the effective operator when €2 is “squeezed”. However, since in this process
there are divergent eigenvalues, we consider —AJ acting in specific subspaces
of the initial Hilbert space. The strategy is interesting because we find different
effective operators in each situation. In the case where (2 is periodically twisted
and thin enough, we obtain information on the absolutely continuous spectrum
of —AY (restricted to that subspaces) and existence and location of band gaps

in its structure.

Keywords: Periodic waveguide, Dirichlet Laplacian, Neumann Laplacian, ab-

solutely continuos spectrum, band gaps.
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Introducao

Seja A uma faixa (em R?) ou um tubo (em R3). Denote por —A, o operador
Laplaciano restrito a A. Na fronteira OA, considere a condicao de Dirichlet ou a
de Neumman. Durante os tltimos anos, o operador —A, tem sido estudado sob
varios aspectos [3, b, 18, 20, 22, 29, 31, 32, 34|. Ressaltamos o caso particular
em que A é uma faixa peridédica ou um tubo periodico [3, 5, 26, 27, 33, 34]|.
Nesse contexto, um assunto interessante é saber sob quais condigoes o espectro
o(—Aj) é puramente absolutamente continuo. Por outro lado, ja que o(—A,) é
uma uniao de bandas, outra questao ¢é sobre a existéncia e localizacao de lacunas
em sua estrutura.

No caso de uma faixa encurvada periodicamente, a continuidade absoluta
foi demonstrada por Sobolev em [33]; os resultados desse trabalho se aplicam
considerando a condicao de Dirichlet ou a de Neumann na fronteira da faixa.

Em [34] o autor estudou o problema de existéncia e localizagao de lacunas
no espectro do Laplaciano de Dirichlet em uma faixa periédica em R2. Numa
situagao mais particular, em [20] os autores encontraram uma estimativa para os
comprimentos das bandas do espectro quando o didmetro da faixa se aproxima
de zero.

No caso de um tubo periodico, a continuidade absoluta foi estudada em
|3, 18]. Em [3], foi considerada apenas a condi¢do de Dirichlet na fronteira e
além disso, a segao transversal do tubo era um disco B, := {y € R? : |y| < }.
Em [18], as condigdes na fronteira sdo mais gerais, no entanto uma condicao de
simetria na construcao do tubo é assumida.

Em [28], o autor mostrou a existéncia de lacunas no espectro essencial do

Laplaciano de Neumann em um tubo periédico.



Neste trabalho, 2 ¢ um tubo periédico em R? e denotaremos por —Af e
—AX os Laplacianos de Dirichlet e Neumann em 2, respectivamente. A ge-
ometria de ) é apresentada na Secao 2.1 do Capitulo 2. Nessa mesma secao
introduzimos os conceitos de tubo encurvado, tubo torcido e tubo deformado.
Na Secao 2.2 deste mesmo capitulo definimos de forma mais precisa os ope-
radores —A§ e —AJ. Um dos objetivos deste trabalho ¢ estudar o espectro
absolutamente continuo de —A{), j € {D,N}, sob a condicao de que o di-
ametro da secao transversal do tubo () é suficientemente pequeno. Como ja
comentado, para o operador —AL, esse assunto foi estudado em [3] mas apenas
para o caso em que a secao transversal de 2 é um disco (este fato exclui o
caso em que 2 é torcido); nossa principal contribui¢ao neste assunto é cobrir o
caso em que ) é simultaneamente encurvado e torcido [26]. Para isto, a se¢ao
transversal de 2 serd um subconjunto aberto, limitado, conexo, com fronteira
suave e nao vazio de R2,

Neste trabalho, estudamos também o espectro absolutamente continuo do
Laplaciano de Neumann —AJ em um tubo deformado por uma fungao perio-
dica (veja Secdo 2.1 para detalhes da construcdo deste tipo de tubo). Com
relacao a este assunto, encontramos na literatura apenas resultados envolvendo
condicoes de simetria na construcao do tubo. Nao impor essa condicao é a nossa
contribuicao ao tema.

A outra parte do trabalho ¢ destinada a estudar a existéncia e a localizagao
de lacunas no espectro a(—A?Z), j € {D,N}. Temos resultados afirmativos
para ambos os operadores; o caso Dirichlet é discutido em [26]. Para o caso
j = N, este assunto foi demonstrado em [28] de uma forma mais abstrata.
No entanto, apresentamos uma demonstracao alternativa baseada nas ideias de
Yoshitomi [34]. Além disso, nossa andlise mostra explicitamente como a geome-
tria do tubo influencia no resultado final. Destacamos que nossos resultados sao
demonstrados mediante uma analise do comportamento assintotico das bandas
de 0(—A?2), j € {D, N}, desde que o tubo seja suficientemente fino.

Seja agora () um tubo reto torcido, limitado ou ilimitado e nao necessa-
riamente periédico. Neste trabalho, estudamos também o comportamento do

operador —A} quando o diametro da se¢do transversal de € se aproxima de



zero. Uma questao interessante é conhecer o operador limite neste processo,
também chamado de operador efetivo. Embora este assunto ja seja bem conhe-
cido, abordamos o problema de uma forma diferente da usual. De fato, quando
o tubo Q é “espremido”, existem autovalores divergentes devidos as oscilacoes
transversais em €). Assim, consideramos —AJX restrito a subespagos especificos
do espago de Hilbert inicial. O ponto interessante é que, quando o diametro
da secao transversal de €2 se aproxima de zero, encontramos operadores efeti-
vos diferentes em cada situacao. Os operadores efetivos que encontramos sao
novos na literatura. A estratégia usada neste problema é baseada nas ideias de
[11]. Nesse trabalho o autor considera o operador Laplaciano com a condicdo
de Dirichlet na fronteira do tubo.

Ainda no contexto do paragrafo anterior, assuma que €2 é periddico no sen-
tido de que o efeito de torcao varia periodicamente. No caso em que €2 é
suficientemente fino, encontramos informagcoes sobre o espectro absolutamente
continuo de —AJ (restrito a tais subespagos) e a existéncia e localizagao de
lacunas na estrutura do seu espectro, os resultados se encontram em [27].

Este trabalho é dividido em cinco capitulos. No Capitulo 1, apresentamos
as principais defini¢oes e resultados usados ao longo do trabalho. O Capitulo
2 é divido em trés secoes; na Secao 2.1, apresentamos a geometria de €2 e os
conceitos de tubo encurvado, tubo torcido e tubo deformado. Na Secao 2.2,
fazemos uma tradicional mudanca de variaveis a fim de trabalharmos sempre
com um tubo reto. Na Secdo 2.3, mencionamos algumas caracteristicas do
espectro dos operadores Laplaciano de Dirichlet e de Neumann restritos a secao
transversal do tubo.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo do operador Laplaciano de Dirichlet
—Af em tubos periodicos e este capitulo é divido em quatro segoes; na Segao
3.1 estudamos o seu espectro absolutamente continuo, na Secao 3.2 realizamos
a decomposicao de Floquet-Bloch, na Secao 3.3, estudamos o comportamento
assintotico dos seus autovalores e as Secoes 3.4 e 3.5 sao dedicadas ao estudo
da existéncia e localizagao de lacunas em o(—AR).

No Capitulo 4, estudamos o operador Laplaciano de Neumann —A% em

tubos periddicos. Este capitulo é divido em seis se¢oes; a Secao 4.1 é dedicada



ao estudo do seu espectro absolutamente continuo, as Segoes 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5
sao dedicadas as demonstragoes de resultados preliminares e a Secao 4.6 trata
a existéncia de lacunas no especto o(—AY).

No Capitulo 5, estudamos o operador Laplaciano de Neumann em um tubo
reto e torcido (limitado ou ilimitado). Na Se¢do 5.1, apresentamos a geometria
do tubo e na Secao 5.2, apresentamos a estratégia de estudo e os resultados
principais do capitulo. A Secao 5.4 é dedicada as demonstracoes de resultados
preliminares e de alguns dos resultados principais. A Secao 5.4 ¢ dedicada
ao estudo de propriedades espectrais no caso em que 2 é ilimitado e torcido
periodicamente.

No final o texto apresentamos um apéndice com resultados que foram usados

ao longo do trabalho.



Capitulo 1
Resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados que serao usa-

dos ao longo do trabalho.

1.1 Familia analitica de vetores e operadores num

espaco de Hilbert

Comecamos com algumas definicoes. Seja D um subconjunto aberto do
plano complexo. Dizemos que uma funcao f : D — C é analitica em x € D se
existir uma vizinhanca V,, C D de = de forma que f admita uma representacao
em séries de poténcias em V,; dizemos que f € analitica em D se é analitica em
cada x € D.

Seja J um intervalo aberto de R. Dizemos que uma funcao f : J — R é
analitica em x € J se existir uma vizinhanca V,, C J de x de forma que f admita
uma representacao em série de poténcias em V. Dizemos que f ¢ analitica em
J se ¢ analitica em cada x € J.

Agora, seja H um espaco de Hilbert, em que denotamos por (-, -) o produto
interno em H. Novamente, seja J um intervalo aberto de R. Uma familia de
vetores {u(x) € H : x € J} é chamada de famdlia analitica em J se (u(z),n) é
uma funcao analitica em J, para cada n € H.

Seja {T'(x) € B(H) : x € J} uma familia de operadores limitados em .



Dizemos que {T'(z) € B(H) : x € J} ¢ uma familia analitica de operadores
limitados se a funcdo (T'(x)1,n) é analitica em J, para cada ¢, n € H.

Uma vez que este trabalho ¢ dedicado ao estudo de operadores autoadjuntos
nao necessariamente limitados, é preciso introduzir alguns conceitos de analiti-
cidade para esta classe de operadores.

Seja {T'(z) : * € J} uma familia de operadores autoadjuntos em H (nao
necessariamente limitados). Dizemos que {T'(z) : = € J} é uma familia analitica
de operadores autoadjuntos se {(T(x) —il)™' € B(H) : x € J} é uma familia

analitica de operadores limitados; em que 1 denota o operador identidade.

1.2 Familia analitica do tipo (A)

Uma familia {T'(z) : x € J} de operadores autoadjuntos atuando num
espaco de Hilbert H é chamada de familia analitica do tipo (A) se sdo satisfeitas

as seguintes condicgoes:
i) dom T'(z) = D, ou seja, os dominios dos operadores nao dependem de z;
ii) (T'(z)v,n) é uma func¢ao analitica em J, para cada ¢, n € D.

Teorema 1.1. Toda familia {T(x) : x € J} analitica do tipo (A) é uma familia

analitica de operadores autoadjuntos.

A demonstracao do Teorema 1.1 pode ser encontrada em [23].
Sejam T : dom T CE H — H e B :dom B C— H — H operadores lineares.

Dizemos que B é T-limitado se dom 7' C dom B e existem a,b > 0 tais que
1BS| < allT€| +bll¢]], V€ € dom T

O T-limite de B é o infimo dos a’s admissivel na desigualdade.

Teorema 1.2. Sejam T(0),Ty e Ty operadores atuando num espaco de Hilbert

H. Para x € (—a,a), considere a familia de operadores

T(x) =T(0) + 2T} + 2*Ty.



Suponha que T'(0) € autoadjunto, que para cada x € (—a,a), o operador V(x) =
2Ty + 22Ty € simétrico e V(x) é T(0)-limitado com T(0)-limite de V (z) igual a
0 (zero). Entao, {T(x):x € (—a,a)} é uma familia analitica do tipo (A).

Para detalhes da demonstragao do Teorema 1.2, veja Teorema 2.6 do Capi-
tulo VII em [23].

Teorema 1.3. Seja {T'(x) : x € J} uma familia analitica do tipo (A) e suponha
que para algum x € J, T(x) possui resolvente compacto. Entao, T(x) possui

resolvente compacto para todo x € J.

Para a demonstracao do Teorema 1.3, veja o Teorema 2.4 do Capitulo VII
em [23].

Teorema 1.4. Seja {T'(z) : x € J} uma familia de operadores autoadjuntos do
tipo (A). Além disso, suponha que para algum x € J, T(x) possui resolvente
compacto. Entdo, todos os autovalores de T'(x) podem ser representados por
funcoes analiticas em J. Mais precisamente, existem uma sequéncia de fungoes
reais ,(x) e uma sequéncia de fungoes o, (x) em H, todas analiticas em J, de
forma que para cada x € J, p,(x) representa todos os autovalores de T(x) e

a sequéncia @, (x) forma uma familia ortonormal completa de autovetores de
T(x).

A demonstracao do Teorema 1.4 também pode ser encontrada no Capitulo
VII em [23].

Observacao 1.1. No Teorema 1.4 os autovalores podem ser organizados de
forma que py(z) < po(x) < -+ < pp(x) < -+, para todo x € J; neste caso para
cada n € N, p,(x) é uma funcdo continua e analitica por partes em J, para
mais detalhes veja Se¢ao 3 do Capitulo VII em [23].



1.3 Familia analitica de formas do tipo (a) e fami-
lia analitica de operadores autoadjuntos do

tipo (B)

Como na secao anterior, seja J um intervalo aberto de R. Consideremos uma
familia b(z) de formas quadraticas (nao necessariamente limitadas) definidas em
J. Dizemos que {b(z) : © € J} é uma familia analitica de formas do tipo (a) se

sao satisfeitas as seguintes condigoes:
i) cada b(z) é fechada e limitada inferiormente;
ii) dom b(x) = d, ou seja, nao depende de z;
iii) d é denso em H;
iv) b(x)(n) é uma fungao analitica em x € J, para cada n € d.
O seguinte resultado pode ser encontrado no Capitulo VII em [23].

Teorema 1.5. Seja {b(z) : x € J} uma familia analitica de formas do tipo
(a). Para cada x € J, seja T'(x) = Ty o seu operador autoadjunto associado.

Entao, {T(x):x € J} € uma familia analitica de operadores autoadjuntos.

Uma familia analitica de operadores autoadjuntos associado a uma familia
de analitica de formas do tipo (a) (de acordo com o Teorema 1.5) sera chamada
de familia analitica de operadores autoadjuntos do tipo (B).

Sejam by e by formas quadréaticas densamente definidas, hermitianas e limi-
tadas inferiormente em H . Dizemos que by é bi-limitado se dom by C dom by e

existem a, c > 0 tais que
b2(6)] < alby(E)| + cl|€]]?, V€ € dom by.

O infimo dos a’s admissiveis é chamado de b;-limite de bs.

Teorema 1.6. Sejam b(0), by e by formas quadrdticas densamente definidas

num espaco de Hilbert H. Para v € (—a,a), considere a familia de formas

8



quadrdticas
b(x) = b(0) + xby + 2°bs.

Suponha que b(0) é fechada e limitada inferiormente e que, para cada x €
(—a,a) a forma quadrdtica q(z) = by + x*by € b(0)-limitada com b(0)-limite
igual a zero. Entao, {b(x) : x € (—a,a)} € uma familia analitica de formas do
tipo (a).

O Teorema 1.6 é um caso particular do Teorema 4.8 do Capitulo VII em
[23].

Teorema 1.7. Seja {T'(z) : © € J} uma familia analitica de operadores auto-
adjuntos do tipo (B), suponha que para algum x € J, T(x) possui resolvente

compacto. Entao, T(x) possui resolvente compacto para todo x € J.

A demostracao do Teorema 1.7 pode ser encontrado no Capitulo VII em
[23].

Observacao 1.2. As conclusoes do Teorema 1.4 sao vdlidas também para uma
familia de operadores autoadjuntos {T(x) : x € J} do tipo (B) com resolvente

compacto. Para mais detalhes sobre esta observagao, veja Capitulo VII em [23].

A Observacao 1.1 também vale para uma familia analitica do tipo (B); veja

Secao 2 do Capitulo VII em |23| para mais detalhes.

1.4 Decomposicao de Floquet-Bloch

Nesta secao apresentamos algumas notacoes e resultados a respeito da de-
composicao de Floquet-Bloch, os quais podem ser encontrados na Secao XII.16
de [30] com mais detalhes.

Sejam ‘H' um espaco de Hilbert e (M, 1) um espago mensurével com p sendo
uma medida o-finita. Seja H := L*(M,du,H') o conjunto das fungbes mensu-

raveis f : M — H' de forma que

/M 1£(m) 2udpa(m) < oo.



O conjunto L*(M,du,H') ¢ um espago de Hilbert com o produto interno
dado por

mw@:[Jﬂmymmwwww

O espago L*(M,du,H') é também conhecido como a integral direta com

fibras constantes e também ¢é usada a notacgao

} ®
H = H du.

M

A norma em H é denotada por || - |-
Uma fun¢do A : M — B(H') é dita mensuravel se, para cada ¢, € H', a
fungao m — (¢, A(m)y)y é mensurével. Denotamos por L>(M,du, B(H')) o

espaco das fungdes mensuraveis de M em B(H') com
| Al|oo := esssup ||[A(m)]|| sy < 0.

Um operador limitado A em H = f]i H'dp é dito ser decomposto pela
integral direta se existe uma fungao A(-) em L*°(M,du, B(H')) de forma que,
para cada ¢ € A,

(A¢)(m) = A(m)y(m).

Neste caso também dizemos que A é decomponivel e escrevemos

D
A=/iﬂmmwm%

M

os operadores A(m) sdo chamados de operadores fibras de A.

Teorema 1.8. Se A(-) € L>®(M,du, B(H')), entao existe um unico operador

decomponivel A € B(H) de forma que

(A9)(m) = A(m)(m).
Atém disso, || A5ty = IAC) e

A demonstracao do Teorema 1.8 pode ser encontrada em [30].
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Uma fun¢do A(-) de um espago mensuravel (M, ) no conjunto dos opera-
dores autoadjuntos em H' (ndo necessariamente limitados) é chamada de men-
surdvel se, e somente se, a funcdo (A(-) +41)' é mensurdvel. Nestas condigoes,
dada uma fun¢do mensuravel A(-), definimos um operador A em H = f]i H'dpu,

com dominio

domA::{wE";'—N[:w( ) € dom A(m qtpm/HA m) |3, du(m )<oo},
por

(Ap)(m) = A(m)y(m).
Usamos a notaciao A = [, A(m)dpu.

Teorema 1.9. Seja A = fM m)du, em que A(-) é mensurdvel e A(m) é um

operador autoadjunto para cada m. Entao:

a) O operador A € autoadjunto.

b) A€ o(A) se, e somente se, para todo € > 0,
im0 (Am) N (A=, A —2) £ 0}) > 0
c) A € um autovalor de A se, e somente se,

pw({m: X € um autovalor de A(m)}) >0

Teorema 1.10. Seja (M,du), em que M = [a,b] (um intervalo fechado e li-
mitado) e p a medida de Lebesgue. Sejam H' wm espago de Hilbert separdvel
de dimensao infinita e A = fﬁ A(m)du(m), em que cada A(m) é um operador
autoadjunto em H'. Suponha que sao dadas funcgoes {1, (-)}22, definidas em
[a,b] com valores em H' e continuas em [a,b]. Suponha também que sio dadas
fungoes {E, ()}, com valores reais, analiticas numa vizinhanga de [a,b], de

forma que:

i) E.(-) € nao-constante para cada n =1,2,---;
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ii) A(m)yn(m) = E,(m)Y,(m) para todo m € [a,b], n=1,2,---;

iii) Para cada m, o conjunto {1,(m)}>, € uma base ortonormal completa

para H'.
Entao, A tem espectro puramente absolutamente continuo.

As demostracoes dos Teoremas 1.9 e 1.10 podem ser encontrados na Se-
¢ao XIII.16 em [30]. Também ressaltamos que o teorema continua sendo va-
lido se existir uma parti¢do P finita do intervalo [a.b] de forma que as fun¢oes

{E,(-)}22, sejam analiticas e nao-constantes em cada subintervalo de P.

1.5 Laplaciano unidimensional com potencial pe-
ri6dico

Seja V : R — R uma func¢ao periddica, ou seja, existe L > 0 de forma que

V(s+ L) = V(s), para todo s € R. Considere o operador unidimensional

T =——+V
ds2+

Agora, para cada 0 € [—7/L, /L], considere o operador autoadjunto

2
T(0) := (—zdi +9) +V, em L*0,L),
S

em que dom T'(0) = {w € H?*(0,L),w(0) = w(L),w' (0) = w'(L)}. O espectro
de T'(0) é puramente discreto (veja Segao XIII.16 de [30]). Denotamos por v,(6)
0 seu n-ésimo autovalor contando com a sua multiplicidade. Com estas notacoes

temos o seguinte resultado:

Teorema 1.11. Suponha que V' € uma fun¢ao continua por partes. Entao,

a) o(T) = U2 vp([—7/L,7/L]), em que v,([-7/L,7/L]) = {v,(0),0 €
[_W/L7 71-/L]};

b) {T(0),0 € [—m/L,n/L]} é uma familia analitica do tipo (A);
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¢) vn(0) = v, (—0), para todo 6 € [—xw/L,7/L];

d) Para cadan =1,2,---, v,(0) é analitica em (0,7/L) e continua em 6 =0

e =n/L;

e) Para n impar (respectivamente, par), v,(0) € estritamente crescente (res-

pectivamente, decrescente) quando 0 estd entre 0 e w/L. Em particular,
1/1(0) < 1/1(’/T/L) < 1/2(7T/L) < VQ(O) <... < Vgnfl(O) < I/anl(ﬂ'/L)
< wvon(m/L) < v9,(0) < - -+

Para detalhes da demonstracao do Teorema 1.11 veja a Secao XIII.16 em
[30].
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Capitulo 2
Geometria do tubo

Na parte inicial deste capitulo apresentamos a construcao do tubo  em R?
ao qual vamos restringir o operador Laplaciano —A, com condic¢oes de Dirichlet
ou Neumann na fronteira 0f).

Dado €2, um parametro ¢ é acrescentado em suas secoes transversais. Assim,
obtemos uma sequéncia de tubos {Q.}.~0, que no limite ¢ — 0, se aproxima de
uma curva em R3. Por exemplo, se Q = {(z,y,2) € R? : y?> + 2% < 1} ¢ um
tubo cilindrico em R3, a sequéncia Q. = {(z,ey,e2) € R : (z,y,2) € Q} se
aproxima de uma reta em R? (eixo z) quando € — 0. Um ponto interessante é
analisar o comportamento do operador Laplaciano nesse limite, ou seja, conhe-
cer o operador limite (também chamado de operador efetivo) nesse processo.
Outra questao é obter informacoes espectrais do operador Laplaciano restrito a
Q.

Na primeira secao deste capitulo construimos detalhadamente a regiao ().
De fato, as regidoes podem ser bem mais gerais do que tubos cilindricos. Intro-
duzimos também a defini¢ao de tubo deformado, tubo encurvado, tubo torcido
e tubo periodico. Na segunda secao trabalhamos com o operador Laplaciano
restrito a tais tubos. Definimos o Laplaciano de Dirichlet e o de Neumann. E
nessa secao que também realizamos uma tradicional mudanca de variaveis a fim
de trabalharmos com um “tubo reto”. A dltima secao é destinada a algumas

propriedades do operador Laplaciano restrito apenas as secoes transversais de
Q.
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2.1 Construcao do tubo

Seja I =R ou I = [a,b] um intervalo limitado de R. Considere r : I C R —

R3 uma curva simples de classe C? em R3 e parametrizada pelo comprimento

de arco s. A curvatura de r na posigao s é k(s) := ||7”(s)||. Os vetores
1 .
T(s) =7(s), N(s)= W) )T(S% B(s) = T(s) x N(s), (2.1)
s

denotam os vetores tangente, normal e binormal & curva no ponto r(s), respec-
tivamente. O conjunto {T'(s), N(s), B(s)} ¢ chamado de referencial de Frenet.

Para justificar a construcao (2.1), assumimos k > 0. Por outro lado, se uma
parte de 7 ¢ um pedago de uma linha reta (ou seja, a curvatura k é identicamente
nula nesse pedago), a construgao de um referencial de Frenet de classe C? &
descrito na Secao 2.1 de [17]. Como uma outra alternativa podemos assumir a
Condicao 1 de [8]. Assim, ¢ possivel combinar referencial de Frenet constantes
com (2.1) e obter um referencial de Frenet global de classe C?.

Em cada uma das situagoes acima, quando um referencial de Frenet global
existe, dizemos que a curva possui um referencial de Frenet apropriado. Este,
por sua vez, se desenvolve ao logo da curva satisfazendo as equacgoes de Serret-

Frenet:

T 0 0 T
N |=]-% 0o r N |, (2:2)
B 0 —7 0 B

em que 7($) é a tor¢do da curva no ponto s, a qual é definida por (2.2).

Ao longo deste trabalho, vamos assumir que a curva r possui um referencial
de Frenet apropriado.

Seja S um subconjunto aberto, limitado, conexo, com fronteira suave e nao

vazio de R?. O conjunto
Q:={reR®: 2=r(s)+yN(s) +1B(s),s €I,(y,y2) € S}
é obtido transladando-se S ao longo de r. KEste movimento é com relagao a
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(2.2).

Agora, seja o : I — R uma fungao de classe C? e de forma que «(0) = 0
se I =R oua(a) =0sel = [ab]. A medida que S se move ao longo de r,
podemos exigir que, na posi¢ao r(s), S apresente uma rotagao de angulo «a(s).

Assim, obtemos uma nova regiao
Q:={2 e R*: 2 =7(s) + 11 Nu(8) + 12Ba(s), s € I, (y1,12) € S},

em que
No(s) = cosa(s)N(s)+sena(s)B(s),

(2.3)
B.(s) = —sena(s)N(s)+ cosa(s)B(s).

Podemos ainda considerar a seguinte construcao. Seja h : I — R uma funcao

de classe C? satisfazendo

0<c <h(s)<cy, Vsel, (2.4)
em que cq,cy € R. De uma forma mais geral, definimos a regiao
QoM = {x € R®: 2 =r(s) + h(s)y1Na(s) + h(s)y2Ba(s), s € I, (y1,12) € S},

em que N,(s) e B,(s) sdo definidos em (2.3).

Grosso modo, o tubo Q%" & obtido transladando-se a regiao S ao longo da
curva r(s) e, simultaneamente, realizando uma rota¢ao de angulo a(s) e uma
deformacao h(s) na posicao r(s). Se h nao é uma fungao constante, chamamos
Q> de tubo deformado.

Dizemos que o tubo Q" & encurvado (ou possui um efeito encurvado) se
a curva r nao ¢ uma reta, ou seja, k # 0. Dizemos que o tubo Q" & torcido
(ou possui um efeito torcido) se S nao é invariante por rotagdo com respeito a
origem e 7+ o’ # 0.

Consideremos agora o caso particular em que I = R e r é uma curva perio-

dica, ou seja, existem L > 0 e um vetor nao nulo v € R? de forma que

r(s+L)=u+r(s), VseR.
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Além disso, suponha que a e h sao funcgoes peridédicas e também com periodo
L, ou seja, a(s + L) = «(s) e h(s + L) = h(s), para todo s € R. Neste caso,
chamamos a regiao Q%" de tubo periddico.

Independente das caracteristicas geométricas de Q*", adicionamos um pa-

rametro € > 0 em S e definimos a regiao
Q= {r € R®: o =r(s) + eh(s)y1 Nu(s) + h(s)y2Ba(s), s € I, (y1,y2) € S}.

Obtemos assim uma sequéncia de tubos Q%" que se aproxima da curva 7(s)

quando € — 0.

2.2 Formas quadraticas e mudanca de variaveis

Dado £ > 0, consideremos as formas quadraticas

(o) = [ IVePds, je{D.N} (25)
com dominios dom ¢ = H(Q*") e dom ¢V = HY(Q®h), respetivamente.
Em (2.5), V denota o gradiente de ¢ nas coordenadas usuais de R3. Para
j € {D, N}, denotamos por —Ag?,h o operador autoadjunto associado a forma
quadrética ¢’; —Agg,h e —Ag?,h sdo chamados de Laplaciano de Dirichlet e
Laplaciano de Neumann em Q2" respectivamente.

Ao longo de todo este trabalho, as técnicas sao voltadas ao estudo da sequén-
cia de formas quadraticas (¢?).so, j € {D,N}.

Como em (2.5), a regiao de integracao depende de €; o0 objetivo agora é fazer
uma mudanca de variaveis de modo que tal regiao nao dependa deste parametro
e também se transforme em uma regido mais simples. De fato, passaremos a
trabalhar no tubo reto I x S.

Consideremos a aplicagao

F.:. IxS — Q?’h
(s,y1,y2) +— 1(s) + eh(s)y1 No(s) + ch(s)yaBa(s)
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Assumimos que k é uma func¢ao limitada. Essa condigao ird garantir que,
para ¢ suficientemente pequeno, F. seja um difeomorfismo.

De acordo com a mudanca de coordenadas acima, passamos a trabalhar num
dominio fixo para todo € > 0. Por outro lado, o preco a pagar é uma métrica

Riemanniana G = G®" nao-trivial a qual é induzida pelo difeomorfismo F., ou

seja,
G = (Gij), Gij = <6iaej>7 1<14,5<3,
em que
OF OF, OF
e = ey = €3 = .
1 95’ 2 8y1’ 3 9y,

A matriz Jacobiana é dada por

€1 ﬂa O¢ 5&
J=1]le| =10 chcosa ehsena |,
es 0 —chsena chcosa
em que

Bs(say> = 1—8h(8)]€(8)<2a(8)7 >7
oc(s,y) = —eh(s)(T + a')(s)(z5 (5),y) + el (s)(2a(5), ¥),
0:(s,y) = eh(s)(T+ a')(s)(za(s),y) +eh'(s)(z(5), 1),
24(8) = (cosa(s), —sina(s)),
z2(s) = (sina(s),cosa(s)).

S

ey O
J =1 0 (eh)tcosa —(eh)'sena |,

(eh)tsena (gh) 'cosa

3

em que

i& (T+a)(s)y2 — ]]1,((5; yi|
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!/
Sisci) =~ | @)s m+
Note que JJ! = G e detJ = |det G|*/? = £2h%(s)B.(s,y). Ja que k e
h sao func¢oes limitadas, para e suficientemente pequeno, . nao se anula em
I x S. Assim, F. é um difeomorfismo local. Assumindo que o tubo nao possui
autointerseccao (para isso basta tomarmos ¢ suficientemente pequeno), obtemos
um difeomorfismo global.

Introduzimos agora a notacao
0l = [ ol 0) PR ()5 (s, p)dsdy
IxS

e consideremos também o operador unitario

U, L2(Q2h) — L2(R x S, h?B.dsdy)
() — gypolkF, '

A partir de (2.5) e do operador unitario acima, obtemos uma nova sequéncia

de formas quadraticas
bL(¥) = ¢(¥) = |T'VeE,  dom bl = W.(dom ¢!),j € {D, N},

em que Vip = (050, V), Ot := 09 /0s e Vi := (00 /Dy, 0p [ Oya).
Assumindo também que 7 e o sao funcgdes limitadas, alguns calculos mos-

tram que

=[5

em que dom bP = H}(I x S) e dom b = HY(I x S). Aqui, y := (y1,2) € S,

ol + %IV, ) dsdy, € (D)

OB ) (s,y) = '(s,y) + (Vy(s,y), R (s,v)),

Ris) = (Ry) (+)(6) = v
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0
' = 0, e R é a matriz de rotagao (

1 .
0). Observe que dom b, j € {D, N},

& um subespaco do espago de Hilbert L*(I x S, h?(s)B.(s,y)dsdy).

Denotamos por T¢ o operador autoadjunto associado a forma quadratica
b (1), j € {D,N}. De fato, \pg(—Ag‘)g,h)xp;w — T4, dom T/ = ¥_(dom (-Ag’z?,h)),
para j € {D,N}.

2.3 Sobre a secao transversal do tubo

Nesta segao vamos apresentar algumas caracteristicas do operador Laplaci-
ano restrito a secao transversal S.
Comegamos com o Laplaciano de Dirichlet —AL em S. Especificamente,

denotamos por —AZL o operador autoadjunto associado a forma quadratica
q°(u) == / IV,ul*dy, dom ¢” := Hj(S).
s
O espectro de —Af) é puramente discreto e escrevemos

o(=Ap) = {\. € N},
—AGu) = Nuy,wy) € Hy(S),
0< AP <M< AP <

As caracteristicas geométricas de S garantem que o primeiro autovalor A\ é

simples. O Principio Minimax também garante que

/]Vyu\z > )\1D/ \u|2, Vu € Hy(S).
s s

Os detalhes sobre estas afirmagoes podem ser encontrados em [25].

Definimos a constante

o(8) = / (P, Ry)Pdy > 0, (2.6)
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em que u; ¢ a autofuncdo associada ao autovalor AP. Lembremos que R é a

matriz de rotagao ol Observe que C(S) depende somente das caracte-

risticas geométricas de S. Mais, se S contém a origem, argumentando como na
demonstragao da Proposicao 2.2 de [7], tem-se C(S) = 0 se, e somente se, S &
um disco.

Agora, consideremos a seguinte forma quadrética

¢~ (u) ::/|Vyu|2dy, dom ¢V := H'(S9).
S

Chamamos de Laplaciano de Neumann restrito a S, e denotamos por —A¥Y, o
operador autoadjunto associado a ¢". Desde que —A% tem resolvente compacto
(veja Segao XII1.14 de [30]), o seu espectro o(—AX) é discreto. Denotemos por
AV 0 n-ésimo autovalor de —AY | contando com a sua multiplicidade, e u) a
correspondente autofuncao normalizada, ou seja,

—ANuY = NNl e HY(S),

0=AV <A<\ <.

Neste caso, a longo de todo o texto, vamos assumir que cada autovalor A

é simples; note que ujlv é uma funcao constante.
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Capitulo 3

Laplaciano de Dirichlet em tubos

periddicos

Durante os tltimos anos o operador Laplaciano de Dirichlet —AP restrito
a faixas (em R?) ou a tubos (em R?) tem sido estudado sobre varios aspectos.
Chamamos a atengao para o caso particular em que a geometria dessas regioes
é periodica [3, 5, 18, 20, 33, 34]. Nessas situagdes, um ponto interessante é
conhecer sob quais condigoes o espectro o(—AP) é puramente absolutamente
continuo. Por outro lado, uma vez que o(—AP) é uma uniao de bandas, outra
questao é sobre a existéncia e localizacao de lacunas em sua estrutura.

No caso de uma faixa plana encurvada periodicamente, um estudo sobre o
espectro o(—AP) foi feito por Sobolev em [33]. Em seu trabalho, Sobolev mostra
que o(—AP) é puramente absolutamente continuo. A existéncia e localizagao
de lacunas foi analisada por Yoshitomi em [34]. Nossas principais contribui¢oes
sobre o tema sao demonstrar resultados similares para o operador Laplaciano
de Dirichlet restrito a tubos perioédicos em R3.

Na Secao 3.1 apresentamos os resultados relacionados ao espectro absolu-
tamente continuo de —AP”. Demonstracoes e mais detalhes serdo apresentados
nas Secoes 3.2 e 3.3.

Nas Secoes 3.4 e 3.5 apresentamos e demonstramos os resultados relaciona-

dos & existéncia e a localizacdo de lacunas em o(—APL, ,), respectivamente.

Qb

Ao longo deste capitulo, consideramos o tubo periddico Q%" definido na
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Se¢do 2.1 com [ = R e h(s) = 1, para todo s € R. Por simplicidade, vamos

denotar essa regiao por §2..

3.1 Espectro absolutamente continuo de —Agg

Seja 2. o tubo perioddico descrito acima. Consideremos o Laplaciano de
Dirichlet —A§ em Q., ou seja, —A{ é o operador autoadjunto associado a

forma quadratica

Plp) = / Vel2dz, dom q” = HLQL).
Qe

Nesta secao vamos estudar o espectro absolutamente continuo do operador
—Agg no caso em que ¢ é suficientemente pequeno. Mais precisamente, seja
AP > 0 o primeiro autovalor do Laplaciano de Dirichlet —AL em S (devido as

caracteristicas geométricas de S, AP é simples). Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Para cada E > 0, existe e > 0 de modo que o espectro de
—Af € puramente absolutamente continuo no intervalo [0, A7 /e* + E|, para

todo € € (0,eg).

A demonstracao do Teorema 3.1 é um dos resultados principais deste capi-
tulo. Em [3], os autores mostraram o resultado considerando o caso particular
em que a segao transversal de ). é uma bola B, := {y € R? : |y| < &} (este
fato elimina o efeito de tubo torcido). Considerar o caso em que €). pode ser
simultaneamente encurvado e torcido ¢ a nossa principal contribuicao ao as-
sunto. Observamos também que em [18] foi provada que o(—AY ) é puramente
absolutamente continuo, mas sob a condicao de simetria s — —s na construcao
do tubo.

A seguir, resumimos os principais passos para demonstrar o Teorema 3.1.
Em particular, chamamos atengao para o Teorema 3.2 e o Corolario 3.1 os
quais sdo as principais ferramentas para generalizar o resultado de [3]. Muitos
detalhes serao omitidos nesta secao, mas serao apresentados nas proximas.

Fixemos um nimero ¢ > ||k%/4]|. Denote por 1 o operador identidade.

Por razoes técnicas, vamos estudar o operador —Agg +c1.
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De acordo com a mudanca de varidveis da Secao 2.2, a sequéncia de formas

quadraticas (¢”).-o se torna (b?).~o, em que

2w = [ (53|afyw<s,y>|2+5—;|vyw<s,y>|2+c|¢<s,y>|2ﬁa)dsdy,
RxS € €

dom bP = H}(R x S),
66(87 y) = 1= €k<8) <Za, y>7 (31)
(92/ = '+ (V,, Ry)(T + a')(s), (3.2)

) N 1
2a(8) = (cosa(s), —sena(s)) e R é a matriz de rotagao ( O> . Observe que

a forma quadratica b atua no espago de Hilbert L*(R x S, S.dsdy).
Alguns calculos mostram que o operador autoajunto associado a forma qua-

drética bP ¢ dado por

TP = (0000 — S div(AT,) + o (3.3)
em que dom T” C dom bP e 9%t possui agdo dada por (3.2). Os operadores
—Af +c1 e TP sao unitariamente equivalentes.

Desde que os coeficientes de TP sdo todos periddicos com respeito a variavel
s, usamos a decomposi¢do de Floquet-Bloch em C := [—7/L, 7 /L]. Mais preci-
samente, o Lema 3.2 da Secdo 3.2 mostra que TP ¢ unitariamente equivalente

ao operador féB T? df, em que

1
&2

T = l(—iaﬁ/ +0)5- 1 (—i0f + 0)yp —

; div(B.V,0) +cv.  (34)

O dominio dom T? é um subespaco de L?((0, L) x S, B.dsdy) e, em particular,

as fungoes em dom T satisfazem as condigoes de contorno 1(0,y) = (L, y) e

V' (0,y) = ¢'(L,y) em L*(S). Além disso, cada operador T ¢ autoadjunto.
Observemos que cada T? tem resolvente compacto e ¢ limitado inferiormente.

Assim, o espectro o(T?) é discreto. Denote por E, (¢, ) o n-ésimo autovalor de
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TY, contando com a sua multiplicidade, e 1, (¢, 0) a correspondente autofungao

normalizada, ou seja,
T, (e,0) = En(e,0)0,(c,0), n=1,2,3,---, #€cC.
Além disso, podemos organizar os autovalores de forma que
Ei(e,0) < Ey(e,0) <--- < E,(e,0)<---, HeC.
Nestas condicgoes, temos
o(=Ag, +cl) = U, {Ea(e,C)} (3.5)

em que E,(¢,C) := Upec {En(e, 0)}; cada E,(e,C) é chamado de n-ésima banda
de o(—A§ +cl).

Agora temos o seguinte resultado:
Lema 3.1. {T? : 0 € C} ¢ uma familia analitica do tipo A.

Este lema garante que as fun¢oes E,(e,6) sdo continuas em C e analiticas
por partes em C; consequentemente, cada FE,(¢,C) ou é um intervalo fechado
ou ¢ um conjunto com apenas um ponto. A prova do Lema 3.1 é apresentada
na Secao 3.2.

Outro ponto importante para provar o Teorema 3.1 é conhecer o comporta-
mento assintotico dos autovalores E, (¢, ), quando ¢ — 0. Para esta caracteri-

zagao, para cada 0 € C, considere o operador autoadjunto unidimensional

2
k is) .

Tw := (—ids + 0)*w + |C(S) (1 + /)*(5) + ¢ — (3.6)
atuando em L?(0, L), em que, dom T? = {w € H?(0,L) : w(0) = w(L),w'(0) =
w'(L)}. A constante C(S) é definida por (2.6) no Capitulo 2 e depende apenas
da secao transversal S.

Por simplicidade, escrevemos @ := (0,L) x S. Lembre-se que AP > 0

denota o primeiro autovalor do Laplaciano de Dirichlet —AL em S e uP a
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autofungao correspondente. Considere o subespaco fechado £ := {w(s)u® (y) :
w € L*0,L)} € L*(Q) e o operador unitario V. definido por (3.10) na Segao
3.3. Um passo importante na determinacao do comportamento assintotico de

E,(g,0) & dado pelo seguinte resultado:

Teorema 3.2. Eziste um numero K > 0 de forma que, para todo € > 0 sufici-

}SKa

O espectro de T? é puramente discreto (veja Secdo 1.5); denotamos por ki, (6)

entemente pequeno,

sup
oeC

em que 0 denota o operador nulo sobre o subespaco L.

-1
v (10-21) ve- (@) e o

0 n-ésimo autovalor contando com a sua multiplicidade. Como consequéncia

direta do Teorema 3.2 temos:

Corolario 3.1. Para cada ng € N, eziste ¢,, > 0 de modo que, para todo
e € (0,en,),
A
Eu(£,0) = 55 + 5a(0) + O(c), (37)

para cadan =1,2,--- ng, uniformemente em C.

Em [3], os autores encontraram uma aproximagao similar a do Corolario 3.1.
No entanto, o resultado foi provado com a hipo6tese de que a secao transversal era
uma bola B.. Em suas demonstragoes, foram usados resultados de [16] os quais
nao podem ser usados para generalizar para o caso de outras secoes transversais.
Por outro lado, em |6, 13, 24], resultados similares foram provados para outras
secoes transversais, mas apenas para o caso em que # = 0. Enfatizamos que em
[24], a convergéncia é estabelecida sem assumir a existéncia de um referencial
de Frenet na curva de referéncia r.

Com todas estas ferramentas em maos, temos

Demonstracao do Teorema 3.1: Seja £ > 0. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que, para todo € C, o espectro de T? abaixo de E + \P /&2

consiste exatamente de ny autovalores {F,(g,0)}°,. O Lema 3.1 garante que
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E,(g,0) sao fungoes continuas e analiticas por partes. Assim, podemos assumir
que existe uma particao finita de C, a qual denotamos por P, de forma que cada
E.(0,¢),n=1,2,---  ng, é analitica em cada subintervalo dessa parti¢ao. Para
concluir o teorema, resta mostrar que cada E,(s,0) é nao-constante em cada
intervalo em que E,(e,0) é analitica.

Considere as fungoes k,(0), 8 € C. Pelo Teorema 1.11 da Se¢ao 1.4 do
Capitulo 1, as fungdes r,(f) sao estritamente monétonas em (—7n/L,0) e em
(0,m/L). Pelo Corolario 3.1, existe eg > 0 de forma que (3.7) vale para n =
1,2, ,ng, uniformemente em 6 € C, para todo € € (0,eg). Note que eg > 0
depende de ng, ou seja, a espessura do tubo depende do comprimento das
energias a serem cobertas. Assim, tomando eg > 0 suficientemente pequeno,
E,(e,0) é nao-constante em cada subintervalo da particdo P para todo £ €
(0,egp) en=1,2,--- ,ng. Pelo Teorema 1.10 da Se¢ao 1.4 do Capitulo 1, segue

a conclusao do teorema. O

A longo das proximas segoes, o simbolo K é usado para denotar constantes
diferentes e nunca depende de 6.

Como ja comentado, as Secoes 3.2 e 3.3 sao dedicadas as demonstracoes dos
resultados desta segao. Nas Secoes 3.4 e 3.5, vamos apresentar e demostrar os

resultados relacionados a existéncia e a localiza¢do de lacunas em o(—Af).

3.2 Decomposicao de Floquet-Bloch

Ja que os coeficientes de T, sao periédicos com respeito a variavel s, nesta
secao apresentamos a decomposicao de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin

C = [-n/L,w/L]. Para simplificar as notagoes, escrevemos  := R x S,
H. = L*(Q, fodsdy), H.:=L*(Q,B.dsdy).

Lembre-se que Q) = (0, L) x S.
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Lema 3.2. Ezxiste um operador unitdrio U, : H. — fc@ H.db de forma que

52}
uaTEuj:/ 17 dp,
C

em que

1
0. . *( :9R -1/ _:9R .
Taw_ﬂ( 205y+0)65 ( Zasy—i_e)w €2ﬁs

! div(B.Vy) + ¢,

dom T = {v& H(Q): b(s,y) = 0 em 0Q\ ({0, 1} x 9),
T/}(L» ) - ¢(0> ')a ¢/(La ) = W(Oa ) em LQ(S)} :
Além disso, para cada 6 € C, T? ¢ autoadjunto.
Demonstracao. Baseado em [3], para (0, s,y) € C x @, definimos
L —inLO—i0s
U-£)(0,5,9) =) 3¢ f(s+ Ln,y). (3.8)
nez

Seja S(R x S) o espago de Schwarts. Para cada f € S(R x S) a série em (3.8) é
convergente e U, f € fc@ H. df. Vamos mostrar que U. é um operador unitario.

Pelo Teorema de Fubini e pelo Teorema de Plancherel,

sl = [eene.
C

L —inLO—1i0s
= /Qﬁs(say)/c ;Z\/;e Lo Of(S—I—nL,y)

= /Qlﬁa (Z f(s+nL,y)f(s+jL,y)>/ce_i(”‘j)”)%del ds dy

n,j€Z

- /Q(ZU’(S+nL,y)\2ﬁE(s+nL,y)> dsdy

ne’

2
df dsdy

- / (s, 9) 28 (s, ) dsdy
= IR
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Desde que S(Rx S) é denso em H., o operador U. possui uma tinica extensao
isométrica.

Agora, vamos encontrar o seu adjunto . Para cada g € H, definimos

L . ,
(Uzg)(s+nL,y) = \/2—/6’%9“599(9, s,y)dd, 0<s<L,ye€ S neZ.
T Jc
(3.9)

Um calculo direto mostra que U é o adjunto de U.. Além disso,

gl = / (U2 9) (s, ) 2B (5, ) dsdly
RxS

- /Q ST @2 g) (s + nLyy)PBe(s + Ln,y) dsdy

nez
L inLO-+1s0
o in 18 0
/c\/%e 9(0,s,v)

= /Qﬁe(s,y)z

_ /Q ( / |g<9,sjy>|2d9) Bu(s, ) dsdy

2
= lglle-

2
dfdsdy

Segue que U é também uma isometria. Assim, U, é sobrejetor. Portanto,
U. & um operador unitario.

O operador U. é uma modificagao do operador do Teorema XII1.88 em [30].
Como consequéncia, os dominios dos operadores 7Y nao dependem de 6.

As demonstracoes das outras afirmacoes serdao omitidas neste texto. De fato,
uma prova detalhada no caso de faixas peridédicas planas pode ser encontrada

em [34]. O argumento para tubos periodicos em R? ¢ anélogo. O

Observacao 3.1. Na demonstracao acima, usamos o fato de que, para cada
s € (0,L), o conjunto {/L/2me""L0=% + n ¢ 7Z} & uma base ortonormal
completa de L*(C).

Observagao 3.2. Apesar de T atuar no espago de Hilbert H., o operador Qf;
tem acao dada por (3.2) e f. ¢ dado por (3.1) (veja Secao 3.1). Por simplicidade,

mantemos a mesma notacao .
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Agora, apresentamos a demonstracao do Lema 3.1 que foi enunciada na
Secao 3.1.

Demonstragido do Lema 3.1: Para cada 0 € C, escrevemos TY = TP + V7,
em que, para ¢ € dom T2,
Vi = (T] = T2)0
= (~2i0/82)044 + [~i0(058")/B- + 6%/ BZ] .
Afirmamos que V¢ é T?-limitado com TP-limite de V¢ igual zero. De fato,

denotamos por R, = R,(T°) = (T° — 21)~!. Escolhemos z € C com img z # 0.

Desde que todos os coeficientes de V.Y sdo limitados, existe K > 0 de modo que

VIO, = [ ey

K ({0, + 1, )

K ((RAT? = 200, T, + 10113, )

K ((RI20, 00, + 214, RT00) 5, + 1011,

K (BTl TN, + 1204, (1 + 2R, + 1,

K (IR ITO1Z, + (2] + [Pl Rell, + 1) 012, ]

IANIN N IA

IA

para todo ¢ € dom T? e todo § € C. Na primeira estimativa usamos a desi-
gualdade de Minkovski e a propriedade ab < (a? + b%)/2, para todo a,b € R.
Na terceira estimativa, usamos que R;T° = 1 + ZR,.

Ja que ||R.[|z. — 0, quando img z — oo, a afirmacdo esta provada. Logo o

resultado segue pelo Teorema 1.2 do Capitulo 1. O

3.3 Comportamento assintético dos autovalores

Esta secao é dedicada em apresentar os detalhes da demonstragao do Teo-
rema 3.2. Alguns passos sdo muito semelhantes aos de [13| e sdo necessarias

apenas algumas adaptacoes.
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Ja que T? > 0 é autoadjunto, existe uma forma sesquilinear fechada t? > 0

de forma que dom T? C dom t? (ou seja, dom T? é um cerne de dom t?) e
t2(6,0) = (6, T0¢), V¢ € dom 1, ¥ € dom T7;

para mais detalhes veja Teorema 4.3.1 em [10].

Para ¢ € dom T?, a forma quadratica t?(p) := t%(¢, ) atua da forma
1 . 2 65
() = / — }(—Zaﬁ, +6) go‘ dsdy + —2|Vy90|2dsdy + c/ Belp|*dsdy.
Q e QF¢ Q

Estamos interessados no estudo da sequéncia t?(¢) para ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno. Sendo assim, é necessério controlar o termo (1/£?) fQ B.|V ,p|*dsdy,
no limite ¢ — 0. J& que este fato esta relacionado com as oscilagoes na secao
transversal do tubo, procedemos da seguinte forma. Como ja comentado na Se-
¢ao 3.1, seja u? a autofuncao associada ao primeiro autovalor AP do Laplaciano

de Dirichlet —AL em S, ou seja,
CADYP Z APyD P > / WPPdy =1, AP > 0.
s

Devido as caracterfsticas geométricas de S, AP é um autovalor simples. A

estratégia é considerar a sequéncia de formas quadréticas

0 A2 1 IR 2
o) - Sl = [ 5 10k + ) o dscy
€ Qﬁs

Be
+ /Q;(IVWIQ—A?WIQ) deerC/Qﬂe|g0|2dsdy,

¢ € dom T?, a fim de controlar as energias divergentes da se¢do transversal
do tubo, quando ¢ — 0; uma discussao detalhada sobre este assunto pode ser
encontrada na Secao 1 de [14].

Um ponto importante é que, para cada ¢ € dom T?,

/Sﬁe (IVy? = A lel?) dy > e (s) /S lo2dy,  q.t.p.,
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em que 7v.(s) — —k?(s)/4 uniformemente, quando € — 0. A prova desta estima-
tiva pode ser encontrada em [6]. Como consequéncia, desde que ||k?/4|« < ¢,
zero pertence ao resolvente p (T2 — (AP /e?)1), para todo ¢ > 0 suficientemente
pequeno.

Agora, definimos o operador unitéario

V.: L*(Q) — H.

o (3.10)

Com esta transformagao, passamos a trabalhar em L?(Q) com a medida usual

de R3. Mais precisamente, vamos estudar a sequéncia de formas quadraticas

)\D
b() = tZ(V2Y) - 5—12||Vf¢||§15,

em que dom b? := V! (dom T?) C L*(Q). E possivel mostrar que

) = [ i ok 08 )+ 0uf dsay

1 k(s
- / 2 (|Vy¢|2 - )‘?WP) dsdy —/ <2)|1M2dsdy+c/ [)*dsdy.
Q € Q 465 Q

Os detalhes dos calculos desta mudanca de coordenadas pode ser encontrados
no Apéndice A de [13].

Denotamos por BY o operador autoadjunto associado ao fecho da foma qua-
drética b(¢)). De fato, dom B? = dom b e

)\D
v! (Tf — 6—121) V. =B

Substituindo o fator 1/3? por 1 na primeira e terceira integral na expressao

de b%(1)), obtemos a forma quadrética

) = | |0l + 8@l ] + ouf dsdy

1 k(s
+ /—Q(WWP—A?WIZ) dey—/LWFdsdy—l—c/ o |2dsdy,
Qg Q 4 Q
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dom d? = dom b¢. Denotamos por D? o operador autoadjunto associado ao
fecho de d’(v)). Temos dom D? = dom BY e 0 € p(B?) N p(D?), para todo & > 0
suficientemente pequeno.

Afim de simplificar os calculos adiante, temos o seguinte resultado

Teorema 3.3. Eziste um numero K > 0 de forma que, para todo € > 0 sufici-

entemente pequeno,
sup {[|(B2)™" — (D) 'lI} < Ke.

O ponto principal deste teorema é que S. — 1 uniformemente quando ¢ —
0. Sua demonstracao ¢ muito similar & do Teorema 3.1 em [15] e ndo sera
apresentada neste texto.

Consideremos o subespago fechado £ := {w(s)uP(y) : w € L*(0,L)} do
espago de Hilbert L?(Q). Temos a decomposigao ortogonal

L*(Q)=L L (3.11)

Para ¢ € dom DY, podemos escrever (s, y) = w(s)u?(y) +n(s,y), em que
w e H*0,L) ene D!N LE. Além disso, w(0) = w(L).

Lembremos que
c(s) = [ Vb, Ry)Pdy = .
S

Por simplicidade, denotamos V (s) := C(S)(7 + &/)*(s) + ¢ — k*(s) /4 e lem-

bremos também o operador unidimensional
Tw = (—ids + 0)*w + V (s)w,
mencionado na Secdo 3.1. Temos que dom T? = {w € H%*(0,L) : w(0) =

w(L),w'(0) = w'(L)}. Com este dominio, T? ¢ autoadjunto e, desde que
142 /4]l < c, 0 € p(T?).
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Denotamos por t/(w) a forma quadratica associada a T?. Para w € dom T?,

#(w) = /OL [|<—¢as 0wl + V(s)|w|2] ds.

Demonstracao do Teorema 3.2: A demonstragao é dividida em dois passos.

Passo I. Definimos a forma quadratica unidimensional
L
sP(w) == d (wul’) = / [[(—i@s + O w|? + (V(s) + g-(s)) |w|*|ds,
0
dom s? = dom T, em que

g=(s) = /s {56(85 5_1/2)2 _ [551/2(651 5_1/2)}/} [uP|2dy € L*(0, L).

0

9 & a restrigao de d’ ao subespago dom T? =

De uma forma mais simples, s
dom DY N L.

Denotamos por SY o operador autoadjunto associado ao fecho de s’(w).
Temos dom S? = dom T°.

De acordo com a defini¢do de 5. em (3.1) na Se¢do 3.1, alguns calculos

mostram que existe K > 0 de forma que
lg-(s)| < Ke, Vse(0,L). (3.12)

Este fato e a condigao ||k?/4]|. < ¢ garantem que 0 € p(S?), para todo € > 0
suficientemente pequeno.
Denote por 0 o operador nulo no subespaco £. Neste passo, vamos mostrar

que existe K > 0 de forma que, para todo € > 0 suficientemente pequeno,

sup {IDH™" = (SH 8 0)||} < Ke. (3.13)

Devido & decomposigao em (3.11), para ¢ € dom DY,

(s, y) = w(s)uP(y) +n(s,y), w € dom T% 1 e dom Dg NLE.
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Assim,
d2(¢) = si(w) + d2(wuy’,n) + d2(n, wuy’) + d2(n).

Vamos mostrar que existem c¢q > 0 e fungoes 0 < ¢(£),0 < p(e) e ¢(e), de

forma que s?(w), d?(n) e d’(wu?, n) satisfazem as seguintes condigoes:

s?(w) > c(e)||wu?||iz(Q), Vw € dom T?,  ¢(e) > ¢y > 0; (3.14)
d2(n) > p(e)|nllfz(q), Yn € dom DIN LY (3.15)
|2 (wuy’, n)|* < q(e)* si(w) dZ(n), Y € dom DZ; (3.16)
e
p(e) = oo, c¢(e) =0(p(e)), q(e) >0 quando & — 0. (3.17)

Assim, a Proposi¢do 3.1 em [19] garante que, para ¢ > 0 suficientemente pe-

queno,

Sup {IDH™ = (S @ 0)lI} < ple)™ + K qle) c(e) ™,

para algum K > 0.
Chamamos a atencao que o ponto principal nesta prova é garantir que as
fungoes c(e), p(e) e q() ndo dependam de 6.

Ja que ||k? /4]l < c e g-(s) — 0 uniformemente, existe ¢; > 0 de forma que,

£

L
s (w) > 01/ lw|*ds = cleu?Hig(Q), Vw € dom TY,
0

para todo £ > 0 suficientemente pequeno. Definimos, c¢(¢) := ¢;.
Seja A2 > AP o segundo autovalor do operador Laplaciano de Dirichlet em

S. O Principio do Minmax garante que
/ (IVyn? = A7 n)?) dy > ()\QD—)\?)/ Inl’dy, qt.p. s, Vn&dom D'NLt.
s S

Assim,

d@ > (AQD_)\?> 2d d d D9 EJ_
5(77)_—52 Q|77’ sdy, Vnpedom D;NL.
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Definimos, p(e) := (\Y — AP) /2.
A prova da estimativa (3.16) é muito semelhante aquela do Apéndice B em

[13]. Seguindo os mesmos passos, é possivel mostrar que
|d?(wuP n)|* < Kes?(w)d’(n), Vi € dom DY,

para algum K > 0. Definimos, ¢(¢) := VK . Uma vez que as condicoes (3.14),
(3.15), (3.16) e (3.17) sao satisfeitas, vale (3.13) .

Passo II. Por (3.12), para todo € > 0 suficientemente pequeno,

3

L L
12 (w) — #(w)] < Hgguoo/ lw[2ds < Ka/ w2ds, Vw € dom T?,V8 € C.
0 0
Pelo Teorema 3 em [2], para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno,
sup {[|(S2) 7 — (%) 7|} < Ke.
peC

Levando em conta o Teorema 3.3 e os passos I e II, concluimos a prova do
Teorema 3.2. ]

Observacgao 3.3. Sejam (h.)., (m.). duas sequéncias de formas sesquilineares
fechadas e positivas num espaco de Hilbert A com dom h. = dom m. = D,
para todo € > 0. Denote por H. e M, os operadores autoadjuntos associados a
h. e m., respetivamente. Suponha que exista ( > 0 de forma que h.,m. > (,

para todo € > 0, e

|he(@) — mo(p)] < jle) me(p), Vo €D, (3.18)

em que j(¢) — 0, quando ¢ — 0. O Teorema 3 de [2] implica que existe um

numero K > 0 de forma que, para todo € > 0 suficientemente pequeno,
[HZ = M7 < K j(e). (3.19)

Suponha que dom H. = dom M. =: D e que a condiciio (3.18) seja satis-

feita para todo ¢ € D. Aplicando a mesma demonstragao de [2], ainda vale a
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estimativa (3.19).

A ideia da observagao acima pode ser aplicada na Proposi¢ao 3.1 em [19].
Por isso, nesta secao, quando trabalhamos com formas quadraticas, restringi-
mos o estudo as suas agoes apenas no dominio do seus respectivos operadores

autoadjuntos associados.

Demonstragido do Corolario 3.1: Escrevemos \,(g,0) := E,(g,0)—(\g/?).

O Teorema 3.2 e o Corolario 2.3 de |21] implicam

1 1
— <K 0 .2
el | S e, vneN,Vlel, (3.20)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Entao,
[An(e,0) = kn(0)] < Ke|Au(e,0)] [kn(0)], VneN,VoeC,

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Uma demonstragio semelhante & do Lema 3.1 mostra que {T° : § € C} é
uma familia analitica do tipo A. Assim, as funcdes k,(6) sdo continuas em C
e consequentemente limitadas. Este fato e a estimativa (3.20) garantem que,

para cada ng € N, existe K, > 0, de forma que,
Nio(e,0)| < Kz, VO EC,

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Finalmente, para cada ng € N, existe K,,, > 0 de forma que
IAn(e,0) — k()| < Kpye, m=1,2--+ ,n,V0 €C,

para todo € > 0 suficientemente pequeno. O

3.4 Existéncia de lacunas

Sabemos que o espectro de —Agg coincide com uma uniao de bandas; veja

(3.5) na Secdo 3.1. E natural a questdo sobre a existéncia de lacunas em sua
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estrutura. Esse assunto foi estudado em [34]. No entanto, nesse trabalho foi
considerada uma faixa encurvada periodicamente no plano R2. O autor garante
a existéncia de pelo menos uma lacuna no espectro do operador do Laplaciano de
Dirichlet e encontra sua localizacao. O objetivo desta secao é provar resultados
similares para o operador —A§ .

Lembremos que V(s) = C(S)(7 + o/)*(s) + ¢ — kiis). Temos o seguinte

resultado:

Teorema 3.4. Suponha que V(s) nao seja uma fun¢ao constante. Entéo, exis-

temny €N, g,,11 >0 e C,, >0 de forma que, para todo € € (0,e,,11),

min Ey 1(e,0) — max E, (g,0) = C,, + O(e). (3.21)

O Teorema 3.4 garante a existéncia de pelo menos uma lacuna no espectro
a(—Ags), desde que € > 0 seja suficientemente pequeno. Sua demonstracao é
baseada em argumentos de |4, 34| e serao apresentados nesta se¢ao.

Consideremos o operador unidimensional
Tw=—w"+V(s)w, dom T = H*(R).

Denotamos por k,(#) o n-ésimo autovalor (contando a multiplicidade) do ope-
rador T%; relembremos a defini¢ao de T% por (3.6) na Secio 3.1. Cada r,(0) é
uma funcao continua em C. Pela Secao 1.5 do Capitulo 1, temos as seguintes

propriedades:
(a) k,(0) = kp(—0), para todo # € C, n=1,2,3,---.

(b) Para cada n impar (respetivamente par), k,(f) é estritamente crescente

(respectivamente, decrescente) quando 6 esta entre 0 e /L. Em particular,
k1(0) < ky(m/L) < ko(m/L) < k2(0) < -+ < Kop_1(0) < Kop_1(m/L)

< Kop(m/L) < K2,(0) < -
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Paran =1,2,3,---, definimos

B ::{ [Kn(())?"in(ﬂ'/-[/)], para n impar,
' [kn(m/L),k,(0)], para n par,

Kn(m/L), kpy1(m/L)), paran impar tais que k,(w/L) # Kpy1(m/L),
G” = (Iin(o)u "in—l—l(O))a para n par tais que /{n(o) 7£ "in—i-l(o)a

(), caso contrario.

Pelo Teorema 1.11 do Capitulo 1, temos o(T) = UX B, em que B, ¢é
chamado de j-ésima banda de o(T"). Dizemos que G, é uma lacuna de o(T) se
G, # 0.

Pelo Corolério 3.1, para cada ny € N existe ,, > 0 de forma que, para todo

£ €(0,en,),
Xo/e% + kn(m/L) + O(e), para n impar,
max F,(e,0) =
beC No/€? + £, (0) + O(e), para n par,
e
, Xo/e% + kn(0) + O(g), para n impar,
min F,(e,0) =
beC Xo/€? + kn(m/L) + O(g), para n par,
vale para cadan =1,2,--- ,ng. Assim, temos

Corolario 3.2. Para cada ny € N, eziste €,y41 > 0 de forma que, para todo

€€ (075n0+1)7
rgnelélEn+1(879) - rgeag(En<579) = ‘Gn‘ + 0(8)7

vale para cadan =1,2,--- ,ng, em que | - | denota a medida de Lebesgue.

Demonstracao do Teorema 3.4: Para cada 0 € C, definimos a transforma-
cdo unitaria (upw)(s) = e w(s). Em particular, consideremos os operado-
res T0 := ugTOugt e T™/F = uﬂ/LT”/Lu;}L cujos autovalores sao dados por

{kn(0) }nen € {Kn(m/L)}nen, respectivamente. Além disso, o dominio desses
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operadores sao dados por (A.1) (veja Apéndice A); T° e T™/* sio chamados
de operadores com condicao periodica e antiperiddica na fronteira, respectiva-
mente.
Ja que V(s) nao é constante em [0, L], pelo Teorema de Borg (veja Se¢ao A.1
do Apéndice A), sem perda de generalidade, podemos afirmar que exite n; € N
de forma que Kk, (0) # Kn,+1(0). Agora, pelo Corolario 3.2 segue a conclusao
do Teorema 3.4.
0

3.5 Localizagao de lacunas

Com o resultado que apresentaremos nesta secao serd possivel determinar
ny para o qual (3.21) vale. No entanto, alguns ajustes serdo necessarios.

Para v > 0, usamos a escala
k(s) = vk(s), (T+a)(s)=y(T+a)(s) e c—7’c (3.22)

Assim, obtemos uma nova regiao (), . e passamos a considerar —Agwe em vez
de —A§ . Denote por T, . e T os operadores obtidos substituindo (3.22) em
(3.3) e (3.4), respectivamente. Denote por E,(7v,e,6) o n-ésimo autovalor de
Tg,g, contando com a sua multiplicidade.

Escrevemos a fun¢ao V(s) como uma série de Fourier, ou seja,

+o0o
1 .
V(s) = Z ﬁune%ms/L em L*(0, L),

em que a sequéncia {v, },;/>° ¢ chamada de sequéncia de coeficientes de Fourier
de V(s). Ja que V(s) é uma funcao real, v, = 7_,,, para todo n € Z. Temos o

seguinte resultado:

Teorema 3.5. Suponha que V(s) nao é uma fungio constante e sejany € N de

forma que v,, # 0. Entao, existem v > 0 suficientemente pequeno, €,,+1 > 0 e
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Cyny > 0 de modo que, para todo € € (0,€,,41),
rglelél En2+1(ﬁ)/> g, 9) - néleaCX Eng (77 €, 9) - C’y,ng + O<€)

A demonstracao do Teorema 3.5 é baseada na demonstracao do Teorema
1.3 em [34]. Por este motivo, apenas apresentamos os passos mais importantes.
Mais detalhes desta demonstracao podem ser encontrados na Secdo A.2 do
Apéndice A.

Lembremos a definicdo de 7% na Secdo 3.1. Para cada 6 € C, definimos
0, . — 2 0 _ 0
TJw:=—w"+v*V(s)w, dom T = dom T°.

Denotamos k,(7,#) o n-ésimo autovalor de Tf contando com a sua multiplici-

dade. Como na Secao 3.4, consideremos as bandas

para n impar de forma que

kn(V, T/ L), kg1 (v, /L)),
( (’Y /) +(7 /)) { /{n('y77r/L)7é/€n+1('7>7T/L)>

Gn(y) = para n par de forma que
(Hn(f% O)a 'Lin+1<ﬁ)/7 O)) ’ o (7 O) 7& o (’y 0)
n ) n+1 ) )
0, caso contrario.

\

Temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3. Para cada n3 € N, existem v > 0 suficientemente pequeno e

Enst1 > 0 de forma que, para todo € € (0,e,,11),

%16%1 En+1 (77 & 6) o Igeag{ En<ry7 & 6) = |Gn<7>| + 0(5)7 (323)
vale para cada n =1,2,--- ,n3, em que | - | denota a medida de Lebesgue.

Demonstracao do Teorema 3.5: De acordo com a notacao da Secao A.2 do
Apéndice A, temos |G, (7)| = 6,(7?), para todo € N, se considerarmos p = 7% e
W(s) = V(s). Lembremos que {v, }1=% denotam os coeficientes de Fourier de

—00

V(s). Ja que V(s) ndo é constante, existe ny € N de forma que v,, # 0. Pelo
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Teorema A.3 da Segao A.2,

9
Gy (7)] = ﬁvz\%! +0("), v—o.

Por outro lado, pelo Corolario 3.3, existe €,,41 > 0 de forma que, para todo
e € (0,en,41), vale (3.23). Entao, tomando C., ., := |Gp,(7)| > 0, concluimos o
teorema.

]
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Capitulo 4

Laplaciano de Neumann em tubos
periddicos
Consideremos o Laplaciano de Neumann —Ag?,h restrito a um tubo perio6-

dico Q" em R3; relembre a defini¢ao de Q%" na Se¢ao 2.1 do Capitulo 2. Este

capitulo tem dois objetivos. O primeiro é obter informacoes sobre o espec-

tro absolutamente continuo aac(—Aga,h) de —Aga,h. O segundo é demonstrar
a existéncia de gaps no espectro 0(—Aga,h). Este resultado foi provado de

uma forma mais abstrata em [28], no entanto, apresentamos neste texto uma
demonstracao alternativa. Comparando com [28], nossa estratégia mostra ex-
plicitamente como a geometria do tubo pode interferir no resultado. Todos os
resultados sao obtidos sob a condicao de que ¢ é suficientemente pequeno.

Por simplicidade de notagdo, escrevemos €. := Q®". Diferente do Capitulo
3, destacamos que aqui h(s) ndo é necessariamente uma fungao constante.

Dividimos o capitulo da seguinte forma. A Secao 4.1 é dedicada ao estudo
do espectro absolutamente continuo de —Agg. Apresentamos nessa secao 0s
principais resultados relacionados. As demonstracoes aparecem nas Secoes 4.2,
4.3, 4.4 e 4.5. Na Sec¢ao 4.6, assumindo determinadas condig¢oes, garantimos a

existéncia de lacunas no especto o(—AY).
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4.1 Espectro absolutamente continuo de —Agg

Seja —Agﬁ o Laplaciano de Neumann em ()., ou seja, o operador autoadjunto

associado a forma quadratica

(W)= [ |Vy]*de, ¢ e H'(Q). (4.1)

Qe
Nesta secao vamos estudar o espectro absolutamente continuo do operador
—Agg, para ¢ suficientemente pequeno. Um dos nossos principais resultados é

o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Para cada E > 0, existe e > 0 de forma que o espectro de —Ags

¢ puramente absolutamente continuo no intervalo [0, E, para todo € € (0,eg).

Observamos que em [18] os autores mostraram que o espectro o(—A{) ) é pu-
ramente absolutamente continuo, mas assumindo uma condicao de invariancia
sob a reflexao s — —s na construcao do tubo €2,

Nesta secao apresentamos as principais ferramentas que serao usadas para
demonstrar o Teorema 4.1; os detalhes e as demonstracoes serao apresentados
nas proximas secoes.

Fixemos um namero ¢ > 0. Por razoes técnicas, vamos estudar o operador
—Agz + c1; veja Secao 4.5.

A mudanca de variaveis apresentada na Secao 2.2 do Capitulo 2 mostra que

—Aga + c1 é unitariamente equivalente ao operador

1 , h? 1 .
Taq/) = _hQ_ﬁa {(65 + leth> Eaf;]w + 6—2le31 (ﬁavy¢>:| + C¢7
dom T := H*(R S-aRhw—o OR xS
om 8,_{1/J€ ( X ) aN— em ( X )},

atuando no espago de Hilbert L?*(R x S,h%B.dsdy). Lembremos que, y =
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(y1,y2) € S, divy denota o divergente de um campo vetorial em S,

Be(s,y) = 1—ch(s)k(s)(y1cosa(s) — yasina(s)),

(@50 (s, ) = O(s,y) + (Vyt(s,y), R"(s,y)), (4.2)
Ri) = (R)(r+a)(s) o) (43)

em que 0stp = 0Y/0s, Vb = (0¢/0y1,0¢/0ys) e R & a matriz de rotagao

0 1 .
. Além disso,
-1 0

0y _ hz( ) /ph h
+ 5 (52 y)< Vyib(s,y), N(y)); (4.4)

N denota um vetor normal (unitario) em 05S.
Desde que todos os coeficientes de T, sao peridodicos com respeito a varidvel
s, usamos a decomposicao de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin C :=

[-7/L,m/L]. Mais precisamente, T. é unitariamente equivalente ao operador
fc@ T df, em que

1 h?
TYy = "
Yip 1A (05 + div,R" +i0) — 5

1
_ G 2dlvy(ﬁE JU) + ¢, (4.5)

(O 1 i6)

com dominio

dom T? = {w e H2((0,L) x S) :
8Rh¢ _ h

Gy = 0 (RN em 12((0,1) x 35)}.

Embora atuando no espago de Hilbert L*((0,L) x S,h*f.dsdy), 0f e
OFhp /ON tem agoes dadas por (4.2), (4.3) e (4.4), respectivamente. Além
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disso, para cada 0 € C, T? & autoadjunto; veja Lema 4.1 na Segdo 4.2 para
detalhes desta decomposicao.

Cada T? tem resolvente compacto e ¢ limitado inferiormente. Assim, o(77)
¢ discreto. Denotamos por E,(g,0) o n-ésimo autovalor de T? | contando com

a sua multiplicidade, e 1, (e, 0) a correspondente autofungao, ou seja,
T, (g,0) = En(e,0),(c,0), n=1,2,3,---, 60€cC. (4.6)
Nestas condigoes, temos
o(=Ag, +c1) = U2y {Eu(e,0)}, (4.7)

em que E,(g,C) := Upee { En(e,0)}.
Assim, para estudar o espectro o(—Af} +c1), vamos analisar cada E,(e,C)
o qual é chamado n-ésima banda de o(—Ag + c1). Além disso, organizamos

os autovalores de forma que
Ei(e,0) < Ey(e,0) < --- < Ey(e,0)<---, 0O€eC. (4.8)

Para cada 0 € C, considere o operador unitario Wy dado por (4.12) na Segao
4.3. Definimos T? := WyT'W, !, dom T? = Wp(dom T?). Devido a definigao
de W, cada dominio dom Tf é independente de 6. Assim, naquela mesma
secdo, demonstramos que {Tf, 0 € C} é uma familia analitica do tipo A. Este
fato garante que as fungoes E,(g,0), n = 1,2,3,---, sdo fun¢des continuas
em C e analiticas por partes em C. Consequentemente, cada F,(e,C) ou é um
intervalo fechado ou um conjunto com apenas um ponto.

Outro fato importante para a demonstracao do Teorema 4.1 é conhecer um
comportamento assintotico dos autovalores E, (¢, ), para € > 0 suficientemente

pequeno. Para cada 0 € C, considere o operador autoadjunto unidimensional

) h//(s)
o, . (_ 2
T w := (—i0s + 0)“w + ns) w + cw, (4.9)

agindo em L?(0,L), em que dom 7Y% = {w € H%*(0,L) : w(0) = w(L),w'(0) =
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w'(L)}. Por simplicidade de notagdo, escrevemos @ := (0, L) x S. Definimos
o subespago fechado £ := {w(s)1: w € L*(0,L)} C L?(Q). Observe que este
subespaco estd diretamente relacionado ao fato de que o primeiro autovalor
do operador Laplaciano de Neumann numa regiao limitada é zero e a funcao
constante é a autofuncao correspondente.

Considere os operadores unitarios X e II. definidos por (4.14) e (4.25) na
Secao 4.5, respectivamente. Nossa principal ferramenta para encontrar um com-

portamento assintotico para E,(s,0) é dado por pelo seguinte teorema:

Teorema 4.2. Ezriste um numero K > 0 de forma que, para todo € > 0 sufici-

entemente pequeno,

sup {HX{l (Tag)_l X. — (1'[6—1(T0)—11'LE &® 0) H} < Ke,
eC

em que 0 denota o operador nulo no subespaco L.

Observe que o operador efetivo 7% depende apenas de um potencial induzido
pela deformagao h(s). Os efeitos encurvado e torcido do tubo nao influenciam
T?. Esta situacdo muda se considerarmos a condicdo de Dirichlet na fronteira
0€).; veja Capitulo 3 para uma comparacao dos resultados.

O espectro de TY ¢ puramente discreto (veja Se¢ao 1.5 do Capitulo 1), de-
notamos por v,(0) seu n-ésimo autovalor, contando com a sua multiplicidade.

Como consequéncia do Teorema 4.2, temos:

Corolario 4.1. Para cada ny € N, existe €,, > 0 de forma que, para todo
e € (0,en,),
Eo(e,0) = val6) + O(e), (4.10)

paran =1,2,--- ,ng, uniformemente em C.
Finalizamos esta secao apresentando a demonstracao do Teorema 4.1.

Demonstracao do Teorema 4.1: Dado E > 0, suponhamos que, para todo
0 € C, o espectro de T? abaixo de E consista exatamente de ny autovalores
{E.(g,0)}n2,. Como ja comentado, as consideragoes da Se¢ao 4.3 garantem

que E,(g,0), n = 1,2,--- ,ng, sdo fungdes continuas e analiticas por partes.
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Ainda mais, podemos assumir que existe uma particao finita de C, a qual deno-
tamos por P, de forma que cada E,(6,¢),n =1,2,--- ng, é analitica em cada
subintervalo dessa particao.

O proximo passo é mostrar que cada E,(e,0),n = 1,2, -+ ,ng é ndo-constante
em cada subintervalo da parti¢ao P. Considere as fungoes v,(6), 0 € C. Pelo
Teorema 1.11 da Secao 1.4, elas sao estritamente monotonas em (—m/L,0) e em
(0,7/L). Pelo Corolario 4.1, existe eg > 0 de forma que E, (¢, 0) satisfaz (4.10)
paran = 1,2,---  ng e uniformemente em 6 € C, para todo € € (0,eg). Observe
que €g > 0 depende de ng, ou seja, a espessura do tubo depende do compri-
mento dos autovalores a serem cobertos. Tomando e > 0 suficientemente
pequeno, podemos garantir que F,(¢,60) é nao-constante em cada subintervalo
da particao P, para todo ¢ € (0,eg) e n=1,2,---  ng. Pela Secdo 1.4, segue a

conclusao do teorema. O

4.2 Decomposicao de Floquet-Bloch

Ja que os coeficientes de T, sao periddicos com respeito a variavel s, usamos
a decomposicdo de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin C = [-n/L,7/L].

Para simplificar as notagoes, escrevemos {2 := R x S,
H. = L*(Q,h*B.dsdy) e H.:= L*(Q,h*B.dsdy).

Lembre-se que Q = (0,L) x S e, para cada § € C, o operador 7Y é dado por
(4.5) na Segdo 4.1.

Lema 4.1. Ezxiste um operador unitdrio U. : H. — féB HLAO de forma que,
®
UTU T = / 7% d6. (4.11)
c

Além disso, para cada 0 € C, T? é autoadjunto.

Demonstracao. Para (0,s,y) € C x (0,L) x S e f € H. considere o operador
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unitario
L —inLO—ifs
u€f<9757y) :Z \/ %6 f(S+Ln7y)
nez
Calculos semelhantes aos da demonstracao do Lema 3.2, os quais serao omitidos
neste texto, conduzem a formula (4.11). Para a justificativa de que cada T? ¢

autoadjunto, veja Apéndice B. O

Observagao 4.1. Para cada 6 € C, a forma quadrética t/(¢) associada ao

operador T? é dada por
t6‘ _ h2 aRh i 6 2 65 \V4 2 h2 2 dsd
6(77Z)> - 0 E| s,yw—i_z ¢| +§| y¢| +c 56|¢| say,

dom t = {¢ € H'(Q) : (0, ) = ¢(L,-) em L*(S)},

Novamente, veja Apéndice B deste trabalho para uma discussao sobre este as-

sunto.

4.3 Propriedades de analiticidade

O objetivo desta secao é garantir que, para cada n = 1,2,---, as funcoes
E,.(g,0) e ¢¥n(e,0), definidas por (4.6) na Secao 4.1, sao fungdes analiticas por
partes em C.

O primeiro passo ¢é fazer uma mudanca de variaveis de forma que o dominio
dom T? seja independente do parametro 6.

Lembre-se das definigoes de " /ON e R" dadas por (4.4) e (4.3), respecti-
vamente. Baseados em 18|, consideremos p : @ — R uma fun¢ao real, suave

no conjunto fechado @ e satisfazendo:

(1) u é L-periodica com respeito a variavel s, ou seja, u(0,y) = p(L,y), para

todo y € S;
aRhlu h2 N
(2) N _E<R ,N) em 0Q).
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Agora, considere o operador unitario

ng /H; — H/s

, , (4.12)
n eifn n

e o operador autoadjunto
T =W,T'W; ',  dom T? = Wp(dom T?).

Lembre-se que a acao de 8551# é dado por (4.2). Uma substitui¢io direta

mostra que

~ h2
oy = _h216€ (85 + divy, R" +i6(1 — O 1)) 5 (05 +i6(1 — 0% ) v
2
1 : :
_52h25 Z(ayj - Zgayjﬂ)ﬁs(ayj - Zeﬁyjﬂ)d} +cp,
£ =1

dom 7% = {@D € H(Q) :
¢(0» ) = w(L’ ) e 855 (Ov ) = 855 <L7 ) €I LQ(S)v
aRhw
ON

~—0 em L?((o,L)an)}.

Ja que dom Tf nao depende de 6, temos
Lema 4.2. {T? : 0 € C} é uma familia analitica do tipo A.

A demonstracao do Lema 4.2 segue os mesmos passos da demonstracao do
Lema 3.1 na Secao 3.2 do Capitulo 3. Por essa razao, nao a repetiremos aqui.
Ja que os operadores T? e T ¥ sdo unitariamente equivalentes, eles possuem
0 mesmo espectro. Assim, os autovalores de Tf sdo dados por E,(g,0), n =

1,2,3,---. Paracadan=1,2,3,---, a autofuncao correspondente é dada por
Un(e,0) = e, (e, 0).

O Lema 4.2 garante que as fungoes E, (¢, 0), (e, 0), n=1,2,3,--- sio con-
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tinuas e analiticas por partes em C. Consequentemente, 1, (g,0), n =1,2,3,---

sao continuas e analiticas por partes em C .

4.4 O problema restrito a secao transversal

Nesta secao, investigamos um problema de Neumann na secao transversal
S. Este estudo é necessario para auxiliar a demonstragao do Teorema 4.2.

Para cada s € (0, L) e ¢ > 0, considere o espago de Hilbert H? := L?(S, 8.dy)
o qual é equipado com o produto interno (u,v)ys := fs uvf.dy. Definimos a

forma quadratica
¢ (u) == / |Vyu|2ﬁ6dy, dom ¢} = HI(S),
s

e denotamos por ()2 seu operador autoadjunto associado. As caracteristicas
geométricas de S garantem que ()¢ tem resolvente compacto. Denotamos por
AZ(s) o n-ésimo autovalor de ¢ contando com a sua multiplicidade e u”(s) a

correspondente autofuncao normalizada, ou seja,

0=X(s) <A2(s) < AX(s) < -+,

ul(s) = Al(s)ul(s), n=1,23,---.

ge

Observe que, para cada s € (0,L) e ¢ > 0, Al(s) = 0 e sua autofungao
correspondente u!(s) é uma fungao constante.

Introduzimos o operador unitério

Vi LX(S) — M

S
712’
U |—>ﬁa/u

e definimos
¢ (u) == q2(VZu), dom @ := H'(S).
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Alguns calculos mostram que
2w = [ [Ty 9,0.26) "y, dom @ = H(S).
5

Seja —AY o operador Laplaciano de Neumann em S, ou seja, o operador

autoadjunto associado a forma quadratica
() = [ 19,0y, dom g = H'(S).
5

Lembremos que AY denota o n-ésimo autovalor de —A% contando com a sua

N

. a correspondente autofun¢ao normalizada, ou seja,

multiplicidade e u

0=AY <A <A\ <.

N, N _ \N, N —
—Aguy =\, u,, n=123---.

Teorema 4.3. Fizemos um numero ¢; > 0. FExiste K > 0 de forma que, para

todo € > 0 suficientemente pequeno,

sup {[|(V)THQI+ )TV — (A +al) M} < Ke.
s€[0,L)

Demonstracao. Adicionamos a constante ¢; > 0 apenas por detalhes técnicos.
Alguns calculos mostram que existe um niumero K > 0 de forma que, para todo

e > 0 suficientemente pequeno,

|(2(w) + eallullz2gs)) — () + erllullzas)| < eK (q(w) + ellullzzs)).

para todo u € H'(S), para todo s € (0,L). Agora, o resultado segue pelo

Teorema 3 em |[2]. O

Como consequéncia do Teorema 4.3, para todo € > 0 suficientemente pe-

queno,
1

A2(s) + ¢ B AY + ¢

<eK, Vse(0,L).
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Entao,
0 <7(e) < Ai(s), Vs € (0,L),

em que y(g) := (AY —ec; K(A? +¢1))/(1 + eK(\Y +¢1)) = AY > 0, quando
g — 0. Assim, existe ¥ > 0 de forma que, para todo ¢ > 0 suficientemente
pequeno,

0<7 <) <A(s), Vse(0,L). (4.13)

4.5 Comportamento assintético dos autovalores

Lembremos que H. = L*(Q, h*B.dsdy). Consideremos agora o espago de
Hilbert H. := L*(Q, B-dsdy) equipado com o produto interno (v, @)y =
fQ of.dsdy. Vamos fazer uma mudanca de varidveis e passar a trabalhar em

H.. Esta mudanca ¢ dada pelo operador unitario

X.: H. /
fe = e (4.14)
Voo

h=1)
Sendo assim, vamos estudar a forma quadratica

s2(Y) = t9(A(¥)), dom s/ := X' (dom ¢%).

€

Alguns célculos mostram que

s'(y) = /h2 |0F (h~ 1/))+z’0h‘1¢]2dsdy
+ /52 |V, (h"4)|" ds dy+c/Q\h‘1¢|2h265dsdy
_ /5 1074 + hy(s)| dsdy
Q
+ |Vyw\ dsdy—irc/ W! B.dsdy,

2h2

em que hy(s) := 10 — (K'(s)/h(s)).
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Ja que h é uma funcao limitada e peridédica com periodo L,

dom 8! = { € H'(Q) : ¥(0,-) = ¥(L,-) em L*(S)}.

Observe que aqui H'(Q) é um subespago do espago de Hilbert H..
Denotamos por S o operador autoadjunto associado & forma quadratica
s2(1). De fato, dom S? C dom s? e

Por outro lado, definimos

mi(w) = [ 510w + ho(s)of” dsdy
Q

b [ vty + o / [ Bedsdy,
Qe h Q
dom m? := dom s?. Denotamos por M? o operador autoadjunto associado a
mZ ().

Proposicao 4.1. Eziste um numero K > 0 de forma que, para todo € > 0

suficientemente pequeno,
sup {[(52)™" — (M)} < Ke.

O ponto principal na demonstracao desta proposicao é que . — 1 unifor-
memente quando € — 0. A demonstragao ¢ muito parecida com a demonstragao
do Teorema 3.1 em [12] e por esse motivo serd omitida aqui. Passamos a estudar
a sequéncia de operadores M?.

Consideremos o subespago fechado £ = {w(s) 1 : w € L*(0, L)} do espago de
Hilbert H. e a decomposicao ortogonal H, = L& L+, Assim, para ¢ € dom m?,

podemos escrever

U(s,y) =w(s) 1 +n(s,y), we HY0,L),necdomm?nLt (4.15)
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Além disso, w(0) = w(L).
Definimos a.(s) := [ B8.(s,y)dy e introduzimos o espago de Hilbert H,, =
L*((0,L), a.ds) equipado com o produto interno (wy,ws)y, = fOL Wiwsa.ds.

Atuando em H,_, considere a forma quadratica unidimensional
l(w) = ml(w1) = [ 5.((0,+ hayul + cluf) dsdy,
Q
L
— / (a=(3)|(0s + ho)w]* + cac(s)|w]?) ds,
0

dom n? = {w € HY(0,L);w(0) = w(L)}. Denotamos por N? o operador

autoadjunto associado a n?(w).

Demonstracao do Teorema 4.2: Comecamos com algumas observagoes. Se

n € dom m? N LL,

/Q w(s)n(s,y)Bdsdy = 0, Vu € L. (4.16)
Consequentemente,
/S 05, 9)Bo(s, )y = 0 qtupus, (4.17)
e
/S B, )0n(s,y)dy = — / 0,B-(5, y)n(s,y)dy  a.t.p.s. (1.18)

Além disso, para cada s € (0, L), o Principio do Minimax garante que

/ V(s 9)2Bdy > A2(s) / in[B.dy: (4.19)
S S

veja Secao 4.4.
Denotamos por m? (1)1, 1) a forma sesquilinear associada & forma quadratica

m?(1). Para ¢ € dom m?, consideramos a decomposigao (4.15) e escrevemos

ml(y) = n(w) +ml(w1,n) +m(n,wl) +ml(n).
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Vamos verificar que existem fungoes c(e), 0 < p(e) e 0 < ¢(e), as quais
0 0

v Y(n) satisfazem as

nao dependem de 6 € C, de forma que n’(w), m?(w1,n) e m

seguintes condicoes:

n?(w) > c(a)HwH?HaE, Vw € dom n?,  c(e) > co; (4.20)
ml(n) = p(e)nll%., Vne€dommln Lt (4.21)
M0t )P < gePnl(w)ml(n), Vewedomml  (122)
em que
p(e) = 00, ¢(e) =O0(p(e)), q(e) = 0 quando ¢ — 0. (4.23)

Assim, a Proposicao 3.1 de [19], garante que, para todo € > 0 suficientemente

pequeno,

sup {97! = (V) @ 0} <p0) + Ka(@)ele) ", (420
para algun nimero K > 0. Lembre-se que 0 denota o operador nulo no subes-
paco L+

Claramente,

0

n?(w) > c||w||§{%, Vw € dom ng.

Definimos ¢(¢) := ¢ e segue a condicdo (4.20).

Lembre-se da condigao (2.4) na Se¢do 2.1. Note que

m

1 [ B 1

ml(n) > — —2|Vyn|2dsdy > W/ B.|V,nPdsdy, V¥n € dom m?n Lt
e Jo h e%cs Jg

Pelas estimativas (4.13) e (4.19), para todo € > 0 suficientemente pequeno,

m?(n) > %/ In|?B.dsdy, ¥y € dom mf N L*.
2 Ja

Agora, definimos p(g) := 7/e%c3 e a condigao (4.21) é satisfeita.
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Pela identidade de polarizacao,

B

wl ,M) /ﬁg 8Rh+h (8Rh+h9)77d8dy+ QW

(V,w, V,yn)dsdy,
a qual, por (4.16) e (4.17), a expressao ¢ simplificada a
m? (w 1,77):/Qﬁamﬁsndsdy+/cgﬁgm<vyn,]%h) dsdy.
Por (4.18), temos
m?(wl,n) / D4(B:) (05w + how)n dsdy + / B (0w + how)(V,n, R") dsdy.
Observe que existe K > 0 de forma que |0(5.)(s,y)] < €K, para todo

(s,) € Q e para todo € > 0 suficientemente pequeno. Desde que R" tem

coordenadas limitadas, pela desigualdade de Holder,

il < K (s [ 1020 howl nfasay + [ Oua+ a9l dscy

1/2 1/2
< eK (/ |Osw + h9w|2dsdy) (/ |n|2dsdy)
Q Q
1/2 1/2
+ K (/ 65|85w+h9w|2dsdy> (/ 58|Vy77|2dsdy)
Q Q

1/2 3 1/2
e (ml(n)) +< Qh—‘;]vymzdsdy) ] ,

IN

K (ng(w)) 12

para todo w € dom n?, para todo n € dom m? N L+, para algum K > 0 e para
todo € > 0 suficientemente pequeno.

Agora, podemos ver que
Im?(w1,m)| < Ken(w)”?(m’(n)"?, VYw e dom n?,Vn € dom m? N L,

para algum K > 0, para todo € > 0 suficientemente pequeno.
Entao, considerando-se ¢(¢) := K¢, verifica-se que as condicoes (4.22) e

(4.23) sao satisfeitas. Portanto, terminamos a demonstracao de (4.24) em que
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o limite superior dessa desigualdade é K ¢ (para algum nimero K > 0).

O proximo passo é estudar a sequéncia de operadores unidimensionais NY.
Para trabalhar em L?(0, L) com a medida usual, definimos o operador unitério
II,: L?(0,L) — H,

—~1/2 )
w r—>a5/w

e a forma quadratica

oe(w) = nf(Hew)
L

/ (105w + how — (2a.) " 0,(az)w]? + c|w?) ds,
0

dom 0o = {w € H*(0, L);w(0) = w(L)}. Denotamos por OY o operador auto-
adjunto associado a 0o?(w). Temos OY = TIZINYI...

Finalmente, definimos

L
t(w) = / (|0sw + how|* + clw[?) ds, dom ¢’ := dom 0.
0

O operador autoadjunto associado & t(w) ¢ dado por T?; veja (4.9) na Secio

4.1.
E possivel mostrar que existe K > 0 de forma que, para todo ¢ > 0 sufici-

entemente pequeno,

10?(w) — t?(w)| < Ket?(w), Yw e dom t’,V0 € C.

Assim, o Teorema 3 de [2| garante que, para todo € > 0 suficientemente pequeno,

sup {[1(00) " = (1)} < Ke. (4.26)

E importante observarmos que todas as constantes K’s que aparecem nesta

demonstracao nao dependem de 0 € C.
Pela Proposicao 4.1, estimativas (4.24) e (4.26), segue-se o Teorema 4.2. [

Demonstracao do Corolario 4.1: O Teorema 4.2 na Se¢ao 4.1 e o Corolario
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2.3 de [21] implicam que

1 1
— <K 0
e 0 ()| S e, VneN,VoeC,

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Entao,
|En(e,0) —v,(0)] < KelE,(e,0)] |[va(0)], VYneN,VoeC, (4.27)

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

As funcgoes v,(f) sao continuas em C e consequentemente limitadas (veja
Teorema XIII.89 em [30]).

Este fato junto com a estimativa (4.27) garantem que, para cada 7y € N,

existe K, > 0 de forma que,
|Eny (g,0)] < Ki,, VO €C,

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Finalmente, para cada ng € N, existe K,,, > 0 de forma que
|En(e,0) —v,(0)] < Kpye, n=1,2--+ ,n9,V0 €C,

para todo € > 0 suficientemente pequeno. O

4.6 Existéncia de lacunas

Da Secio 4.1 observamos que o(—Agy +cl) = o(T.) = U2, {E,(e,C)} (veja
(4.7) e (4.8) para mais detalhes). Assim, o espectro de —A{} + ¢I é uma unido
de bandas. E natural questionar a existéncia de lacunas em sua estrutura. Este
assunto foi estudado em [28]. Nesse trabalho, o autor garante a existéncia de
lacunas. No entanto, nesta secao apresentamos uma demonstracao alternativa

para o resultado. Vamos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Existem ny € N, ¢,,,41 > 0 e C,,, > 0 de forma que, para todo
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€€ (07€n1+1)7
min By, 11(e, 0) — max Ey, (¢,0) = Gy, + O(e).

O Teorema 4.4 garante que pelo menos uma lacuna aparece no espectro
a(—AgE), para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno. Chamamos atencao que a
deformacao na fronteira 0€2. causada por h(s) gera este efeito. A demonstragao
do Teorema 4.4 é baseada nos argumentos de [4, 34] e é muito semelhante a
demonstracao do Teorema 3.4. da Secao 3.4 do Capitulo 3.

Antes de apresentar a demonstracao do Teorema 4.4, consideramos o ope-

rador
hl/ (S)

T — " N7
w w +h(s)

w+ cw, dom T = H*(R).

Lembre-se que denotamos por v,(#) o n-ésimo autovalor de T (veja, (4.9)
na Se¢ao 4.1). Pelo Teorema XIII.89 em [30], cada v, (f) é uma fung¢ao continua

em C. Além disso,
(a) v, (0) = vp(—0), para todo 6 € C, n =1,2,3,---.

(b) Para n impar (respectivamente, par), v,(f) é estritamente crescente (res-

pectivamente, decrescente) quando € esté entre 0 e 7/L. Em particular,
11(0) <wv(n/L) <wo(m/L) < e(0) <+ < vy, 1(0) < vop_1(m/L)

< von(m/L) < v,(0) < - -+

Agora, par cadan =1,2,3,---, definimos

n -

{ [n(0), v (m/L)], para n impar,
[Vn(m/L),v,(0)], para n par,

Vn(7/L), Vpi1(m/L)), para n fmpar tal que v, (7/L) # vpia(7/L),
G” = (Vn(o)a Vn—l—l(o))v para n par tal que Vn(()) 7& Vn+1(0),

(), caso contrério.
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Pelo Teorema XIIT.90 em [30], temos o(7T) = U, B,; B, é chamado de
n-ésima banda de o(T) e G,, é chamado de lacuna de o(T") se B,, # 0.
O Corolario 4.1 implica que para qualquer ny € N, existe €,, > 0 de forma

que, para todo € € (0,&,,),

vo(m/L) 4+ O(e), para n impar,
max FE,(g,0) =
% vn(0) + O(e), para n par,

e
vn(0) + O(e), para n impar,
min F,(¢,0) = (0) (), p P
oec vn(m/L) + O(e), para n par,
vale para cadan =1,2,--- ,ng9. Assim, temos

Corolério 4.2. Para cada ny € N, existe €,,4.1 > 0 de forma que, para todo

S E (:7§TL2 1)7

vale paran =1,2,--+ ,ny, em que | -| é a medida de Lebesgue.

Observacao 4.2. Devido as caracteristicas de h, se h nao é uma funcao cons-
tante, entdao h”/h nao é constante. De fato, suponhamos que h”/h = C. Sem
perda de generalidade, assumimos que C' > 0. Pela condi¢do (2.4), temos
h" >0, ou seja, h' é estritamente crescente. Mas isso contradiz ao fato de que

h' é periodica.

Demonstracao do Teorema 4.4: Para cada 0 € C, definimos a transforma-
cdo unitaria (upw)(s) = e w(s). Em particular, consideremos os operado-
res T0 := ugTOugt e T™/F = uw/LT"/Lu;/lL cujos autovalores sao dados por
{vn(0) }ren € {vn(7m/L)}nen, respectivamente. Além disso, os dominios destes
operadores sao dados por (A.1) no Apéndice A; T° e T™'L 30 chamados de ope-
radores com condicao periddica e antiperiddica na fronteira, respectivamente.
Desde que h”(s)/h(s) ndo é uma fungio constante em [0, L], pelo Teorema
de Borg, sem perda de generalidade, podemos dizer que existe n; € N de forma

que, vy, (0) # v,,,4+1(0). Agora, o resultado segue pelo Corolario 4.2. O

61



Observacao 4.3. Sobre as condigoes dos Teoremas 4.1 e 4.4, temos garantida
a existéncia de pelos menos uma lacuna no espectro absolutamente continuo
de —Ags, para ¢ suficientemente pequeno. De fato, é suficiente escolher ¢

suficientemente pequeno e um nimero £ > 0 apropriado.
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Capitulo 5

Influéncia dos estados limitados no
Laplaciano de Neumann em um

tubo torcido

Seja (2¢).s0 uma sequéncia de tubos torcidos. Neste capitulo estudamos o
operador Laplaciano de Neumann —Agg e 0 nosso primeiro objetivo é estudar
o seu comportamento quando € — 0, mais precisamente, encontrar o opera-
dor efetivo no limite ¢ — 0. No entanto, quando () é “espremido”, existem
autovalores divergentes devido as oscilagoes transversais. Entao, nos conside-
ramos —Agg restrito & subespacos especificos do espaco de Hilbert inicial. O
ponto interessante é que, quando o didmetro da secao transversal de ) tende
a zero, encontramos operadores efetivos diferentes em cada situacao. A saber,
o efeito de rotacao de angulo influencia diretamente a acao desses operadores;
veja (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) na Secao 5.2. O segundo objetivo deste capitulo
é considerar o caso em que cada Q% é um tubo periédico no sentido que seu
efeito torcido varia periodicamente. Considerando o operador —Agg restrito
aos subespacos escolhidos, encontramos informagoes sobre o seu espectro ab-
solutamente continuo e a existéncia e localizacao de lacunas em sua estrutura.
Nas préximas se¢oes, explicamos o modelo e fornecemos detalhes dos nossos

principais resultados.
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5.1 Geometria do tubo e mudanca de variaveis

Nesta se¢ao, apresentamos a construcao de um tubo torcido a partir de um
curva que é uma reta (ou um pedago de uma reta). Embora essa construgao
possa ser feita de acordo com as consideragoes da Secao 2.1 do Capitulo 2,
preferimos detalhé-la neste momento.

Seja I = R ou I = [a,b], um intervalo limitado em R. Seja S # () um
subconjunto aberto, limitado, conexo e com fronteira suave de R?; denote por
y := (y1,y2) um elemento de S. Seja o : I — R uma fungao de classe C?
suponhamos que a(0) =0se I =R, ou a(a) =0 se I = [a,b]. Para cada ¢ > 0

suficientemente pequeno, definimos o tubo torcido
Q% = {T%(s)x",x = (s,y) € [ x S},

em que
1 0 0
I'?(s):=| 0 ecosa(s) —esina(s) |. (5.1)

0 esina(s) ecosals)

Seja —Ad. o Laplaciano de Neumann em L*(Q2), ou seja, o operador auto-

adjunto associado a forma quadratica
b.() = / IV|?dz, dom b, = H'(Q2). (5.2)
Qg

J& que vamos usar a técnica de I'-convergéncia (veja Apéndice C.2 e |9]),
nossa analise é baseada no estudo da sequéncia (b.)..
Agora, realizamos a usual mudanca de variaveis de forma que dom b, se

torne independente de . Considere a aplicacao

F.: IxS — Q.
(SvylayQ) = F?(S)(S>ylyy2)t

Y

em que ['?(s) é dado por (5.1); F. serd uma difeomorfismo (global ) para ¢ > 0

suficientemente pequeno.
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Nas novas variaveis, dom b, passa a ser H L(I x8). Por outro lado, passamos
a trabalhar com uma métrica Riemannian G = G2 a qual é induzida por F..
Mais precisamente, G = (G;;), Gij = (e, €5), 1 < 1,7 <3, em que e; = 9F./0s,
es = OF. /0y, e e3 = OF./0ys. Alguns calculos mostram que

e 1 —ea'(s){z(s),y) ed/(s)(zals),y),

J=1le| =10 £ cos a($)

—

esina(s) ,
es 0 —esina(s) e cos o)
em que

L(s) := (sina(s), cos a(s)).

2o

2a(8) = (cos a(s), —sin a(s)),

A matriz inversa de J é

L a(s)y —a(s)y
J =10 (cosa(s))/e —(sina(s))/e
0

(sina(s))/e  (cosal(s))/e

Observe que JJ! = G e detJ = |detG|Y/2 = €2 > 0. Assim, F. é um

difeomorfismo local.
Assim, obtemos um difeomorfismo global.

Introduzindo a transformacao unitaria

J4 que o tubo nao tem autointerseccoes, F. é injetora.

U.: L*Q2) — L*Q) (5.3)

€

¢ = epoF.

obtemos a forma quadratica

b-(v) = b(UZ'Y) = [TV 320
v 2
= /Q (|¢/+<Vy¢7Ry>a’(s)|2+|€y—2w> dsdy,

dom b, = HY(Q), em que Q := I xS, ¢/ := 0 /ds, V,1b := (O /Dy, O/ Dya) e
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0 -1 .
R é a matriz de rotacao ( L0 ) . Denotamos por —A°® o operador associado

A~

a be.
Alguns calculos mostram que —A 1) = UE(—Agg)Uglq/J, em que dom (—A,) =
U-(dom (—=Ag.)).

5.2 Estados limitados e o operador efetivo

Consideremos a sequéncia de formas quadraticas atuando em L?(Q)

b () = /Q (W (0, Ryl (s)] + ‘W'Q) dsdy,  (5.4)

c2

dom b, = HY(Q).

Nesta secao, apresentamos a estratégia para estudar a sequéncia (38)8 quando
e — 0.

Quando o tubo é “espremido”, ou seja, ¢ — 0, —Agg apresenta autovalores
divergentes devido as oscilagoes na secao transversal de 2%; podemos observar
isso pela presenca do termo (1/¢?) [, [V,¢|*dsdy em (5.4). Para controlar essa
divergéncia, vamos tomar a seguinte estratégia: como ja comentado na Secao
2.3 do Capitulo 2, seja —AY o operador Laplaciano de Neumann restrito a 9,
ou seja, o operador autoadjunto associado a forma quadratica u +— fs |V, ul?dy,

u € H'(S). Lembre-se que denotamos por A\Y o n-é¢simo autovalor de —A% e

por u a correspondente autofungio normalizada, ou seja,
0=V <A <\ <., AN =\ o n=1,2,3,---.

Assumimos que cada autovalor A\ é simples; note que vl ¢ uma fungdo cons-

tante.

Para cada n € N fixado, nossa estratégia é estudar a sequéncia

1€ 7 )‘7127 2
bo(¥) = be(¢) — 8_2”¢HL2(Q)7
dom l;fl := H'(Q). Denotamos por Tj o operador autoadjunto associado a l;fl;
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isso pode ser feito desde que cada forma quadratica I;fl seja fechada e limitada
inferiormente em L2(Q). De fato, 7¢ = —A° — (AN /&2)1; 1 denota o operador
identidade.

Na literatura, é usual considerar apenas o caso em que n = 1, ou seja, ja
que AV = 0, estuda-se direitamente a sequéncia de formas quadraticas ISE(@D).
A ideia de considerar o caso n # 1 é baseada em [11]; o autor considera o
operador Laplaciano de Dirichlet restrito a um tubo com o objetivo de encontrar
o operador efetivo. Naquele caso, a acao do operador efetivo é o mesmo para
n=1en # 1 e depende da geometria do tubo.

Agora, para cada n € N, consideremos os subespagos fechados

L, = {ws)ul (y):we LX)} e K,:={ws)u(y): we H ()}

de L*(Q) e H'(Q), respectivamente. Temos as decomposigdes
PQ=Li0L®Ls®---, HQ =KioKy®KsD---,

e cada KC,, é um subespaco denso de L,,.

Seja Tyw := —w" o operador Laplaciano unidimensional com dominio dom 7T} =

H?(R)se [ =R, e dom Ty = {w € H*(I) : w'(a) = w'(b) = 0} se I = [a,b].
Denotamos por 0 o operador nulo no subespaco £i. No caso particular em
que n = 1, é conhecido que Tf ~ T) ® 0, quando ¢ — 0; veja [32]. Como ja
comentado anteriormente, podemos notar que o operador efetivo nessa situacao
nao depende da geometria do tubo.

Um dos objetivos deste capitulo é estudar a sequéncia (T,f)E (para cada
n > 1 fixado) e caraterizar o operator efetivo quando ¢ — 0. No entanto,
alguns ajustes serao necessarios para que esse limite exista em algum sentido.
O fato interessante nessa situagao ¢ que encontramos um operador efetivo (para
cada n) que depende da geometria do tubo.

Para estudar a sequéncia (Tﬁ)e, serao necessarias algumas consideragoes.

N

Seja v(s,y) = w(s)u; (y), com w € H'(I). Uma simples substituicao mostra
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que

R 1

bi(v) = /Q ]w’uj-v + (Vyuj-v, Ry)d/(s)w|*dsdy + ;/Q (\Vyuj-v]Q — )\n|u§V\2) lw|*dyds
— 1, N \V4 N R ! 2d d ( ;V - ’£LV> 2
=/ Wi + (Vyuy', Ry)a/(s)wldsdy + ————lwlz2),

ou seja, para j < n,

lim b (v) = —oc. (5.5)

e—0

Assim, a sequéncia (b5 (v)). ndo é limitada inferiormente. Portanto, para estudar
(b)e, € necessario excluir alguns vetores do dominio dom b5. Baseado em (5.5),

o procedimento para este problema é o seguinte. Definimos os espacos de Hilbert

H, = { L), n=1 (5.6)

(L1 @Ly® B Lyr)t, n=2,3-,

todos equipados com a norma (induzida) de L?(Q). Consideramos a sequéncia

de formas quadraticas atuando em H,,;

€

Bw) = [ (104 o R+ ZI90 dsdy, (67)

dom Bi = H'(Q) N H,. Denotamos por —A¢ o operador autoadjunto em H,

. N A . .
associado a b,. Finalmente, definimos

€

_ AN
by, () == b, (¢) — g—ZHl/JH%n,

dom b := H*(Q) N H,. Denotamos por T¢ o operador autoadjunto associado
a b, a qual é um forma quadratica positiva e fechada; 7', atua no espago de
Hilbert H,,. Mais, T = —A° — (AN /e?)1.

Portanto, vamos estudar a sequéncia (7¢). em vez de (T%).. Como uma
nota, seja U. o operador unitario definido em (5.3) na Se¢ao 5.1. O operador
—AS =T¢ + (\,/e*)1 é unitariamente equivalente ao operador Laplaciano com
dominio U.(dom T¢) no espago de Hilbert U-'(#,). Neste sentido, dizemos

que trabalhamos com o operador Laplaciano de Neumann restrito a subespacos
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especificos do espago de Hilbert L?(022).
No caso particular em que n = 1, Tf =TT é unitariamente equivalente ao
operador Laplaciano de Neumann no tubo torcido.

Seja b, a forma quadratica unidimensional
bo(w) = b5 (wul ) = [ Jwul +(V,ul), Ry)d(s)w|*dsdy,

dom b, = H(I). De fato, b, é a restricao de b5 ao subespago K,,. Denotamos
por T}, o operador autoadjunto associado a b,,.

Para cada n € N, definimos as constantes
$)i= [ 1V Ro)Pay, C2S) = [Tl Ry (53)
S
e o potencial real

Va(s) = C,(9)(e/(s))* = Cy

n

(S)a"(s). (5.9)
Pelas consideracoes no Apéndice C.1,
Tow = —w" 4+ V,(s)w, (5.10)

em que dom T, = H?(R)se [ =R e
dom T, = {w ey VW= ~Gal(S)e’(ajuwla) } (5.11)
w'(b) = —CR(S)a’ (b)w(b)

se I = [a,b]. No ultimo caso, para n > 1 temos a condigao Robin em dom T,,.
Por outro lado, para n = 1, C}(S) = C?(S) = 0 e dom T} = {w € H*(I) :
w'(a) = w'(b) = 0}, ou seja, 11 é o operador Laplaciano de Neumann unidimen-
sional.

Enfatizamos que, para n > 1, em ambos os casos, I = R ou I = (a,b), as
constantes C}(S) e C2(S) controlam os efeitos de « em T,,.

Agora, apresentamos o primeiro resultado deste capitulo.
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Teorema 5.1. (A) Para cada n € N fizado, a sequéncia de operadores auto-
adjuntos T converge no sentido forte dos resolventes para T, em L,, quando

e — 0. Isto é,
lin% R \(T:)¢ = R_\(T,)P.C, V(€ HyVA>0,
e—

em que P, € a projecao ortogonal em L,,.
(B) Além disso, suponha que I = [a,b] é um intervalo limitado. Denotamos
por pi(e) (respectivamente, p;) o j-ésimo autovalor de —AS (respectivamente.

T,) contando com sua multiplicidade. Entao, para cada j € N,
)\N
=ty (i) - 5. (512

A demonstra¢ao do Teorema 5.1 ¢ baseada nos argumentos de [6, 11]. Nes-
ses trabalhos, os autores consideraram o Laplaciano de Dirichlet em um tubo
fino. Nos realizamos os ajustes necessarios para trabalhar no espaco de Sobolev
HY(Q).

No caso particular em que n = 1, ’ff = T} é unitariamente equivalente ao
operador Laplaciano de Neumann —Ag? em L?(Q%). Teorema 5.1 mostra que o
operador efetivo neste caso é o operador Laplaciano de Neumann unidimensio-
nal. Este problema foi estudado em [32]. Portanto, nossa principal contribuigao
no assunto é o caso n > 1.

A demonstragao do Teorema 5.1 é apresentada na Secao 5.3 a seguir.

5.3 Resultados preliminares e demonstracao do

Teorema 5.1

Esta secao é dedicada a demonstracao do Teorema 5.1. A estratégia é ba-
seada no estudo da sequéncia de formas quadraticas (%), e alguns resultados

preliminares serao necessarios. Comegamos com algumas consideracoes. Denote

por [ul¥ ul ... ul'] o subespago de L*(S) gerado por {ul,ud, ..., u)}. Desde
que Uy = [ul¥ ud ... ul']*t & invariante sobre o operador —A%, a restri¢ao
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—AY |y, esta bem definida e seu primeiro autovalor é AjY ;. Denotamos por gx

a forma quadratica associada & —AY |y, . Temos que
@ (v) = M llvllZ2s), Yo € U HY(S). (5.13)

Para estudar a sequéncia (b%)., vamos usar a técnica de I'-convergéncia,
veja Apéndice C.2. Entao, precisamos estender b a todo o espaco H,, definindo

(usamos a mesma notagao)

b (v), sev € dom bt
400, caso contrario

De forma semelhante, estendemos b,, em todo o espaco H,;

bo(w), sewv=wuy, com w € domb,
bu(v) =

+00, caso contrario

Lema 5.1. Sev. = v em H, e (b5(v.))e € uma sequéncia limitada, entdo (v.)-
e (Vyve)e sao sequéncias limitadas em H,,. Além disso, v. = v', V,v. = Vv

eve HY(Q).

Demonstra¢ao. Uma vez que (v.). e (b5(v:)). sdo sequéncias limitadas, existe

um numero K > 0 de forma que,

lim sup/ vl + (V,v., Ry)a/(s)]2dsdy < limsup b5 (v,.) < K,
Q

e—0 e—0

limsup/ |V, v.|*dsdy
Q

e—0

= limsup (/ (V> = A lv:?) dsdy —|—/ )\n]v€]2dsdy)
e—0 Q Q

< limsup K¢” +limsup/ AnvePdsdy < K. (5.14)
e—0 e—0 Q

Essas estimativas, junto com o fato de que o/(s) e Ry sao fungoes limitadas,
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mostram que (vl). e (V,v.). sao sequéncias limitadas em L?*(Q). Portanto,

(v.). ¢ uma sequéncia limitada em H'(Q). Assim, existe v € H'(Q) e uma
subsequéncia de (v.)., também denotado por (v.)., de forma que v, — ¥ em
H'(Q) (lembre-se que este espaco de Hilbert é reflexivo). Como v, — v em H,,,
segue que v = 1, v. = v/, Vyu. = V., em H, e v € H(Q). ]

Lema 5.2. Seja v. — v em H,, de forma que exista o limite lim b5 (v.) < +00
e—0

. Entao, v(s,y) = w(s)ul (y), com w € HY(I) (ou seja, v € K,).
Demonstragdo. De fato, pelo Lema 5.1, V,u. — V, v fracamente em L*(Q).
Pela semicontinuidade fraca (inferior) da norma em L?  da estimativa (5.14) e

da convergéncia forte de (v.)., temos
/ |V, v*dsdy < limionf/ |V, v 2dsdy < hmsup )\n/ [ve|*dsdy = / [v[*dsdy.
Q =0 Je

Agora, definimos a funcao f,(s) :== [o (|Vy0(s,y)]? = Aulv(s,y)]?) dy. A es-
timativa acima mostra que f,(s) < O. Entretanto, (5.13) garante que f,(s) > 0.
Logo, fn = 0 q.t.p.. Concluimos que v(s,-) € U,_1 N H'(S) e também ¢ uma
autofungao do operador —A¥ |y, | cujo autovalor associado ¢ AY. Desde que Y
& simples, v(s,-) & proporcional a u. Assim, escrevemos v(s,y) = w(s)ul (y)

n

com w € HY(I), ja que v € HY(Q). O

Proposicao 5.1. Para cada n € N, a sequéncia de formas quadrdticas b;, I'-

converge fortemente a b,, quando € — 0.

Demonstragao. Temos que verificar os itens (i) e (i) de acordo com a defini¢ao
de T'-convergéncia forte apresentada no Apéndice C.2.

Seja v € Hy, e v. — v em H,. Se ligl)iglfb‘;(vg) = 400, entao b,(v) <
lirgljglf bs (ve). Suponhamos ligiglf b (ve) < 4+00. Passando a uma subsequéncia,
se necessario, podemos supor que ligiglf b (ve) = lli% b (ve) < +o0.

O Lema 5.1 garante que v, — v/, V,u. = V, v fracamente em L*(Q), e

v e HY Q). Ja que o ¢ uma fungao limitada,

+ (V,ve, Ry)a' — v' + (V, v, Ry)a’
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fracamente em L%(Q). Logo,

/\U’+<Vyv,Ry>o/(s)]2dsdy < hmmf/ vl + (Ve Ry)a/(s)Pdsdy

Q

< liminf b (v,). (5.15)
e—0

Pelo Lema 5.2, podemos escrever v(s,y) = w(s)ul (y), com w € H(I).
Assim,

by (v) < liminf b (v.).

e—0
Portanto, verificamos o item (1).
Agora, vamos mostrar que para cada v € H,, existe uma sequéncia (v.).
em H, de forma que v. — v em H, e hm b: (ve) = by(v). Primeiramente,
consideramos o caso particular em que v(s,y) w(s)ul (y), com w € H(I).

Seja v, := v, para todo € > 0. Note que b5 (v) = b,(w) e

lim b5 (ve) = by (v).

e—0

Por outro lado, se v € H,, \ {w(s)ul(y) : w € H'(I)}, temos que b,(v) =
+o00. Seja (ve). uma sequéncia de forma que, v. — v em H,. Neste caso,

liII(l) b (ve) = +00. De fato, suponhamos que hII(l] b (ve) < 400. Pelos Lemas 5.1
E— e—

N

N com w € HY(I), o que nao ocorre. Portanto,

e 5.2 deveriamos ter v = wu

lin% b (ve) = 400 = b,(v). Logo, o item (ii) ¢é verificado. O
e—

Proposicao 5.2. Para cada n € N, a sequéncia de formas quadrdticas b;, I'-

converge fracamente a b,, quando ¢ — 0.

Demonstracao. A principio, vamos verificar a condigao (i) da definicdo de I'-
convergéncia, ou seja, by, (v) < hIgIl_}glf b, (ve), para toda sequéncia v. — v em H,,.
Assim, assumimos a convergéncia fraca v. — v. Inicialmente, consideramos o
caso em que (v.). nao pertence a H, N H'(Q). Entao, b5(v.) = +o0, para
todo € > 0, e a estimativa é verificada. Agora, assumimos que (v.). C H, N
H'(Q). Suponhamos que v = wu), com w € H'(I). Por definigao b,(v) <

+00. Se lim iglf b (ve) = 400 a estimativa é verificada. Agora, suponhamos que
e—

lim iglf bs (ve) < +oo. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos
E—>
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supor
e N e
hlgl_}glf b (ve) = lim b5 (ve) < +o0.

Como na demonstracao da proposicao anterior,

limbof (v.) > /|v’+<VyU,Ry>o/(s)|2d3dy
Q

e—0

= by(w).

Agora, suponhamos que v ndo pertenga ao subespago {wu, : w € H'(I)}.
Vamos mostrar que necessariamente lixen_> iélf b5 (v) = +oo. De fato, seja P,
a projecao ortogonal sobre H,yi. Temos ||[Pf,v]| > 0. J& que v. — v em
H, N H(Q), temos Py v, — P ve

lim inf [ B 0. > [ B o] > 0. (5.16)
E—>

Notemos também que

. 1
h(0) > /Q (IV02[2 = Ao ?) dsdly. (5.17)

A estratégia é estimar o termo do lado direito desta desigualdade.

Para v € H*(S) N [ud,ud, ... ul ]+, denotamos por 1™ a componente de
Noud oo uNE em HY(S).

¥ em [u)] e por Q41 a projegao ortogonal sobre [ul ud' ... ul
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Assim,

Essas desigualdades, (5.16), (5.17) e o fato de que A, 1 > \,, implicam que

1

e2

hrsn_}glf b (ve) =

Finalmente, a condigao (i) da definicio de I'-convergéncia pode ser com-

(’vyvsP - An‘UE|2) dey
Q

1
=3 (Hvs(s,.)\ﬁﬂ( — (A 4 DJva(s, )”LQ )ds
e2 ; (“Qn-f—lv.s( )HHl + ||1}:‘<S7 )H?{l(S)

= O+ Dlles(s, Zags) ) ds
=55 [ (I90Qurve(o, s+ 1 Qurvels Mg
HITw0 6, o)+ 125, s

= O+ (s, >||L2<s)ds
> 55 [ (st @uirvels, Mgy + Al 5. s
= Aallve(s, )3 ) ds

= 8_2 /O‘n+1 - )\n)|Qn+1UE|2d8dy

(A1 — An)
= = ”P +1v6”2
8
(An n)
> —H 1Pyl

+o0.

provada de uma forma semelhante & demonstracao da Proposicao 5.1.

Agora temos condicoes de demonstrar o Teorema 5.1.

Demonstragao do Teorema 5.1: (A) Este item segue das Proposi¢oes 5.1 e

5.2 acima e da Proposi¢ao C.1 do Apéndice C.2.

(B) Temos que verificar os itens a), b), e ¢) da Proposi¢do C.2 do Apéndice C.2.

O item a) segue das Proposi¢oes 5.1 e 5.2. Ja que o operador 7, tem resolvente
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compacto, o item b) é satisfeito. Resta mostrar que o item c¢) é satisfeito.
Consideremos o subespago K := {K; ® -+ ® K,_1}*. Pelo Teorema Rellich-
Kondrachov [25], K pode ser compactamente mergulhado em #,. Assim, se
(ve)e & uma sequéncia limitada em H,, e (b5(v.)). é também limitada, uma
demonstracado semelhante a do Lema 5.1 mostra que (v.). é um subconjunto
limitado de K. Logo, o item ¢) é satisfeito. Pela Proposi¢ao C.2 do Apéndice
C.2, (T%). converge no sentido da norma dos resolventes a 7,, em L,. Pelo
Corolério 2.3 em [21], temos o comportamento assintotico dos autovalores dado
por (5.12). O

5.4 Propriedades espectrais no caso em que o
tubo é periédico

Nesta se¢ao consideramos a regiao )¢ no caso particular em que [ = R e
a: R — R é uma funcio periodica de classe C?, ou seja, existe L > 0 de forma
que, a(s + L) = a(s), para todo s € R. Neste contexto, o objetivo desta se¢ao
¢ encontrar informacoes sobre o espectro do operador —Af, para cada n € N.
Mais precisamente, estudamos o espectro absolutamente continuo o,.(—A%) e

a existéncia e localizagdo de lacunas em o(—A%).

5.4.1 Resultados preliminares

Devido as caracteristicas periddicas de —A% . podemos usar a decomposicao
de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin C = [—n/L,n/L]. Mais precisa-
mente, definimos Qr := (0,L) x S, LL := {w(s)ull (y) : w € L*(0,L)}, n € N,

€

HE =

n

LQ(QL)? n=1
(‘Cf@ﬁg@"'@ﬁﬁfl)lﬂ n=23,---

Considere a familia de formas quadraticas atuando em HL:

G0 = [ (19+ 0+ e i + T Y dsay a9
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para cada 0 € C, dom b, (0) = {¢ € H'(Qr) N HL: p(0,-) = p(L,-)em L2(S)}.

Denotamos por —A£ (6) o operador autoadjunto associado a b, (6).

Lema 5.3. Para cada n € N, {—A5(0),0 € C} é uma famdlia analitica do tipo
(B).

Demonstragcao. Primeiramente, observemos que dom 52(9) nao depende de 6.

Para cada 6 € C, escrevemos b, (8) = b, (0)+¢ (), em que, para ¢ € dom b, (0),

(0)(0) = b,(0)(v) — b,(0)()
= 2Re (/Q (¢ + (Ve Ry>a’(s))(i9gp)dsdy> +02/ p[2dsdy.

L

Afirmamos que ¢ () é b, (0)-limitado com indice limite igual zero. De fato,

dado ¢ > 0,

o
3™
—~
<
N~—
—~
S
-
IN

2 / &+ (V. Ry)ad(s)] lifpldsdy + 07 / p[2dsdy
QL QL

< / ¢+ (W, Ry (s)Pdsdy + 62(1/6 + 1) / pdsdy

< ST,(0)(9) + (7/L2(1/5 + Dllole.

para todo ¢ € dom E;(O), para todo # € C. Desde que 6 > 0 é arbitrario,
a afirmacio é verificada. Pelo Teorema 1.6 do Capitulo 1, {b, (6) : 6§ € C} &
uma familia analitica do tipo (a). Consequentemente, {—A(0),6 € C} é uma

familia analitica do tipo (B). O

Lema 5.4. Ezxiste um operador unitdrio U, : H, — fc@ HEAO de forma que,
®
(-2, = [ -aie)@.
c

Demonstragao. Para (0,s,y) € C X Qr, definimos

L . )
U f)0,s,y) = Z \/ %e_mw_mf(s + Lk,y), dom U, =H,,

kEZ
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o qual é um operador bijetivo em fc@ HE dY; a defini¢do de U, é baseada em
|3, 30] (veja também a demonstragao do Lema 3.2).

Recordemos a forma quadratica b,; veja (5.7) na Secio 5.2. Definimos
() == b, U p),  dom g := Uy, (dom b,,).

Observe que ¢, ¢ uma forma quadratica fechada e limitada inferiormente no
espaco de Hilbert [ HL df e U,(—A5)U, " é o seu operador autoadjunto asso-
ciado.

Para (s,y) € Qp e k € Z,

L . )
U+ Lhg) = [\ e 706, 5.1) 00,

L
U ) (s + Lk,y) = / \/2—6“‘“”“59«0’(9,8,3/) +1i0p(0, s,y)) do,
I T
_ L 7 18
VLU )5+ L) = [ |3 0, 5.) do.

J& que o/ é uma funcao periodica, pela Identidade de Parseval, e pelo Teorema

de Fubini, temos
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¢ () = b, (U, ")
= /Q (Wnl@)' + (VU 0), Ryyo/(s)]” + M) dsdy

e2

= 30 L@ s+ L) + (D) + Tk, R (6 sy

kEZ

- Z/ = [ Vo 0)(s + Lk, y)|* dsdy

kEZ
2

/ / sz9+zse &0, 5,y) +i0p(0, 5, y) + <Vyg0(0,s,y),Ry>o/(5))d9 dsdy

/ [ sz9+zs€)vygp 9 s y)d9
QL kEZ

- /Q (/CKSD/(Q’S"U)HHW(Q’S’?J)*<Vy90(9,S,y),Ry>a’(s))l2d0) dsdy

1
+ / (/;|Vygo(9,s,y)d9]2d9)dsdy
L C

- (] (6 0.5.9) + 8200.5.0) + (7,506, s.9). o) (5) sy )

1
+ / </ 2 V(8 S,y)d9|2dsdy> de
c L€

- / 5 (0)((0)) 0.

QL keZ

dsdy

82

Entéo, ¢ € dom ¢ se, e somente se, p(#) € dom b, (0), q.t.p.0, e ¢ € fc@ HEAS.

Agora, consideremos o operador autoadjunto

(&)
€ . ~AS
Q /C - (0) do,

em que
dom @7, := {¢ : () € dom (—A7(0)),q.t.p. 0 / = A5(0)(0) 13,0 < +o0}.

Para cada ¢ € dom ¢, e para cada n € dom @5, pela identidade de polari-
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zaGgao, temos

Clon) = / B(6) (o(6). 1(0)) db.
= [ (0, ~50)0(6)) 4y 0

C
- /C (06, (Q51) (0))y .
= {p,Qm).

Portanto, ()5, ¢ o operador autoadjunto associado & ¢ e, por unicidade,
Q5 = U, (— AU m

n

5.4.2 Comportamento assintotico dos autovalores de —A° (0)

quando ¢ — 0
Desde que —A¢ () tem resolvente compacto e é limitado inferiormente, seu
espectro é discreto. Denotamos por E, (c,6) o j-ésimo autovalor de —A?(6),

contando com a sua multiplicidade, e por ¢, ;(¢, #) a correspondente autofungao

normalizada, ou seja,
—AL (O)n j(e,0) = B, j(e,0)0n (e,0), 7=1,2,3,---, 60eC.
Além disso, podemos organizar os autovalores de forma que
Eo1(e,0) < E,2(,0)<---<E,;(e,0)<---, 0eC,

(=A%) = U {E;(e,C)}, emque E,;(e,C):={E,;(0):0€C}

cada E, ;(e,C) é chamado de j-ésima banda de o(—A?).

O Lema 5.3 garante que as funcoes E,, ;(e,6) sdo fungdes continuas em C e
analiticas por partes em C; consequentemente, cada E,, ;(e,C) ou é um intervalo
fechado ou um conjunto formado por apenas um elemento.

O objetivo desta secao é encontrar um comportamento assintético para os

autovalores E, ;(e,6), quando € — 0.
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Com base na discussao da Secao 5.2, comecamos a estudar a sequéncia

—e An

DL(0)(¥) =, (0)(¥) — ¥z (5.19)
dom b5 (#) := dom b, (#). O operador autoadjunto associado a b2 () & T=(0) :=
—AL(0) — (A /)L

Definimos a forma quadratica unidimensional

ba(0)(w) = b, (0)(wuy)
= / [w'(s)un (y) + ibw(s)uy (y) + (Vyuy', Ry)a/ (s)w(s)[*dsdy,

L

dom b, (0) := {w € H'(0,L) : w(0) = w(L)}. Denotamos por T,(6) seu opera-

dor autoadjunto associado. De fato,
T,(0)w := (—i0s + 0)*w + V,w,

dom T,(0) = {w € H?*0,L) : w(0) = w(L),w'(0) = w'(L)}, em que V, é
definido por (5.9) na Secao 5.2.
Denotamos por k, ;(f) o j-ésimo autovalor de 7,,(f) contando com a sua

multiplicidade. Com estas notacoes temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2. Para cadan € N e cada 6 € C fizrado, a sequéncia de operadores
autoadjuntos T<(0) converge no sentido uniforme dos resolventes a T, (6) em

LL quando € — 0. Além disso, paran €N, j €N e 0 € C fizado, temos

E—

)\N
1111% (En,j<€7 9) — _n) = ]{Zn,J(Q)

A demonstragao do Teorema 5.2 é semelhante a demonstragao do Teorema
5.1 e por este motivo sera omitida aqui.

Como consequéncia do Teorema 5.2, temos o seguinte resultado:

Coroléario 5.1. Para cadan € N e cada j € N, temos

lim ( B,(e,0) — 2% ) =k, (0), (5.20)
() <k

e—0
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uniformemente em 6 € C.

Demonstragao. O Teorema 5.2 e o Corolario 2.3 de [21] implicam que (5.20) vale
para cada j € N e cada § € C. Por outro lado, se €1 < €y, entdo b52(6)(¢)) <
b:1(0)(v), para todo ¢ € dom b5 (0) e para todo 6 € C. Assim, para cada j € N
e cada 0 € C, a sequéncia (E, ;(g,0) — A /e?) é decrescente em . Agora, o

resultado segue pelo Teorema de Dini. O

5.4.3 Espectro absolutamente continuo do operador —A’,

O objetivo desta secdao é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Para cada n € N e para cada E > 0, existe eg > 0 de forma
que o espectro de —AS é puramente absolutamente continuo no intervalo [0, B+

AV /€], para todo € € (0,eg).

A demonstragao do Terema 5.3 é uma consequéncia dos resultados apresen-

tados nas Secoes 5.4.1 e 5.4.2.

Demonstracao do Teorema 5.3: Dado E > 0, sem perda de generalidade,
podemos supor que, para cada § € C, o espectro de —A¢ () abaixo de E+ ), /?
consiste exatamente de j, autovalores {E, ;(e, ) ;011. O Lema 5.3 garante que
E, (e,0) e ¢, j(e,0) sao funcbes continuas e analiticas por partes em C.

O Teorema 1.11 da Se¢ao 1.4 garante que as fungdes k,, j(#) sdo estritamente
mondtonas em (—m/L,0) e em (0,7/L), respectivamente. Pelo Corolério 5.1,
existem e > 0 e K(¢) > 0 de forma que, |E, ;(g,0) — (A /e?) — Kk, ;(0)] < K(¢),
para todo 6 € C, para todo € € (0,eg), para todo j =1,2,--- | jo, e K(g) — 0,
quando ¢ — 0. Consequentemente a funcao E, ;(e,6) ndo é constante em
cada intervalo em que é analitica, para todo ¢ € (0,eg) e j = 1,2,--+, jo.
Observamos que € > 0 depende de jy, ou seja, a espessura do tubo depende
do comprimento das energias a serem cobertas. Agora, pela Secao 1.4, segue a

conclusao do teorema. ]
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5.4.4 Existéncia de lacunas

€Y — | |o© : s =z

Lembremos que o(—A;) = U2, {E, ;(c,C)}, ou seja, o espectro de —A;, é
uma uniao de bandas. Sendo assim, é natural estudar a existéncia de lacunas
em sua estrutura. Nesta secao tratamos deste assunto. Mais precisamente

demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 5.4. Suponha que V,(s) nao seja uma fungio constante. Para cada
n € N\{1}, existe j € N ec; > 0, de forma que, para todo € € (0,¢;), o espectro

do operador —AS tem pelo menos uma lacuna.

Considere o operador unidimensional

Tow := —w" + Vyw, dom T, = H*(R). (5.21)

Denotamos por k, ;j(#) o j-ésimo autovalor (contando com a sua multipli-
cidade) do operador 7,(f). Para cada j € N, k, () é funcdo analitica em
(0,7/L) e continua em §# = 0 e § = w/L. Pelo Teorema 1.11 da Secao 1.5,

temos as seguintes propriedades:
(a) kn;(0) = kyj(—0) paratodo# € C, 7 =1,2,3,--- .

(b) Para j impar (respectivamente, par), k, ;(0) é estritamente crescente (res-

pectivamente, decrescente) quando 6 esté entre 0 e 7/L. Em particular,
kn,l(o) < ]anl(’ﬂ'/L) < kng(ﬂ'/L) < kmg(O) <. < kn,2j—1(0) < k?mgj_l(?T/L)

< knoj(m/L) < knoj(0) < -

Para cada 5 € N, definimos

| [kay(0), kny(n/L)], para j impar,
Y\ ey (n/L), ke y(0)],  para j par,
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para 7 impar tal que,

knj(m/L) # knj1(m/L),
para j par tal que,

ki (0) # kinj11(0),

0, caso contrario.

(Fnj(/ L), knjia (/L))

G, =
’ (K03 (0), kn j11(0)),

\

Entdo, pelo Teorema XII1.90 em [30], temos o(T},) = U2, By j, em que By,
¢ chamado de j-ésima banda de o(T},), e G, ; ¢ um gap de o(T},) se G, ; # 0.

Pelo pelo argumento exposto na demonstracao do Corolério 5.1, desde que
E, j(e,0) é¢ uma sequéncia decrescente em ¢, para cada j € N e para cada ¢ > 0

suficientemente pequeno, temos

PN k, : L), ara j fmpar,
max £, ;(e,0) < n /€ + knj(m/L), para j impar
oeC ANV /e? + k, 5(0), para j par

Se G, ; # 0, novamente pelo Corolario 5.1, existe £; > 0 de forma que, para

todo € € (0,¢;),

min En,j+1 (8, 6) Z

{ AN /6% + ki jaa (/L) = |Goj|/2, para j impar,
oeC

Ay /€% 4 knj1(0) = [Gnjl/2,  para j par,
em que |- | denota a medida de Lebesgue. Assim, temos

Coroléario 5.2. Se G, ; # 0, existe ; > 0 de forma que, para todo € € (0,¢;),

|G

N | —

%16151 Ejyi(e,0) — max E, ;(,0) >

Com este resultado estamos prontos para demonstrar o Teorema 5.4.

Demonstracao do Teorema 5.4: Considere W(s) = V,(s) no Teorema de
Borg. O operador T,(0) (respectivamente, T,,(w/L) ) é unitariamente equi-
valente ao operador T" (resp. T7) da Secao A.1 do Apéndice A; de fato,
basta considerar o operador unitario (upw)(s) := e “w(s) em que § = 0
(respectivamente, § = 7/L). Lembre-se que {k,;(0)};en (respectivamente.

{kn;(m/L)} en) sdo os autovalores de T,,(0) (respectivamente, de T,,(7/L)).
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Desde que V,(s) ndo é uma funcdo constante em [0, L], pelo Teorema de
Borg, sem perda de generalidade, podemos afirmar que exite 7 € N de forma
que ky, ;(0) # ky j+1(0). Agora, a afirmacao do Teorema 5.4 se segue Corolario
5.2. [

5.4.5 Localizacao de lacunas

Nesta se¢ao, vamos encontrar a localiza¢do no o(—A%) em que o Teorema

5.4 vale. Para este proposito, usamos a escala
a = o, (5.22)

em que v > 0 é uma parametro suficientemente pequeno. Assim, obtemos
o tubo Q2 = * Consideremos —Aggﬁ em vez de —Af. na Segdo 5.2.
Denotamos por b, e b, (0) as formas quadraticas obtidas substituindo (5.22)
em (5.7) e (5.18), respectivamente. Os operadores autoadjuntos associados a
estas formas quadraticas sdo denotados por —A5" e —AZ57(6), respectivamente.
Denotamos por E, j(7,¢,6) o j-ésimo autovalor de —AZ%7(6), contando com a
sua multiplicidade.

Definimos

Wa(s) = Co(S)()*(s)

e escrevemos esta funcao como uma série de Fourier, ou seja,

Wn<5) = Z

j=—o0

¥/l e L2(0,L).

1
—w
VL

o0

A sequéncia {w’ 52 oo 880 0s coeficientes de Fourier de W),. Sendo W, uma

fungdo real, w) = w,”’, para todo j € Z. Temos

Teorema 5.5. Suponha que V,,(s) ndo seja uma funcao constante e que W, (s)
seja nao nula. Seja j € N de forma que, w) # 0. Entdo, ezistem v > 0

suficientemente pequeno, €, 11 > 0 e Cy,(y) > 0, de forma que para todo
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€€ (Oagn,j+l);
i , — , > (~).
min Enji1(v,¢€,0) max By, ; (7,€,0) > Cy 5(7)

Para demonstrar o Teorema 5.5 usaremos uma estratégia adotada em [34].
Apresentamos aqui apenas os passos mais importantes; para uma explicacao
mais detalhada veja Apéndice A.2. No entanto, nosso problema requer alguns

ajustes os quais sao explicados nos proximos paragrafos.

Problema auxiliar. Para cada v > 0 e 6 € C, considere a forma quadratica

unidimensional
L
S(0)(w) == / (0 + i0w[? + W (s)[w]?) ds,
0

dom s7(0) := {w € H0,L) : w(0) = w(L)}. O operador autoadjunto associ-
ado a s7(0) é dado por
ST w = (—ids + 0)*w + VW, (s)w,

dom S)(0) := {w € H*(0,L) : w(0) = w(L),w'(0) = w'(L)}. Denotamos por
Un,j(77,0) o j-ésimo autovalor de S (6) contando com a sua multiplicidade.

Agora, consideremos
L
0 (w) = O ) = [ (Bl + V() ) ds,
0

dom b7 (0) := {w € HY0,L) : w(0) = w(L)}, em que V)(s) := v*W,(s) —
vC2%(8)a"(s). O operador autoadjunto associado a b} (6) é

T (0)w := (—ids + 0)*w + V) (s)w,
dom T7(0) := {w € H*(0,L) : w(0) = w(L),w'(0) = w'(L)}. Denotamos por

kn ;j(7,0) o j-ésimo autovalor de 77)(#) contando com a sua multiplicidade.

Seja ¢ > max{||V,|loo, |[Walleo }. Alguns célculos mostram que existe K > 0
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de forma que,
| (03(0) + ¢) (w) = (s3(0) + ¢) (w)| < K| (b(0) + ¢) (w)], (5.23)

para todo w € dom b7 (0), para todo 6 € C, e v > 0 suficientemente pequeno.
A estimativa (5.23), o Teorema 2 em [2], e o Corolario 2.3 em [21] implicam

o seguinte resultado:

Corolario 5.3. Para cada j € N, eziste v; > 0 de forma que, para todo v €
(077])7
kn,j(/ya 0) = ij(/yv 0) + 0(7)a

uniformemente em C.

Algumas estimativas. I. Definimos

( .
para j impar tal que,

knJ(f% W/L) 7& kn,j—i—l (7? 7T/L)v
Gnji(v) = para j par tal que,
’ (kn,j (77 0)7 kn7j+1<% O)),

kn,j (77 0) ?é kn,j+1 (77 0)7

0, caso contrario.

(Fng (v, 7/ L), K ja (7, 7/ L)),

\

Se G, ;(v) #0, G, ;(7) ¢ chamado de um gap no espectro o(7))), em que
Thw = —w" +V7(s)w, dom T = H*(R).

De forma similar as consideragoes da Secao 5.4.4 e Corolario 5.2, temos:

Coroléario 5.4. Se G, ;(v) # 0, existe v; > 0 e e; > 0 de forma que, para todo
v € (0,7;) e para todo € € (0,¢;),

. 1
min By ji1(7,€,0) — max By j(7,¢,0) 2 S|Ga; ()] (5.24)

0e
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II. Agora, considere

(
para j impar tal que,

Un,j (77 W/L) 7£ Vn7j+1(7’ 7.‘-/L>a
ni(Y) = para j par tal que,
(Vn,j (77 0)7 Vn,j—&-l(’ya 0))7

Un,j (77 0) 7é Vn,j+1 (77 0)7

0, caso contrario.

(Vi (v, 0/ L)s Vi (7, /L)),

\

Se Gy;(v) #0, G, ;(7) é chamado de um gap no espectro o(S)), em que
Slw = —w" +y*W,(s)w, dom S) = H*(R).

Como na demonstragao do Teorema 5.4, consideramos o operador unita-
rio (upw)(s) = e w(s). Definimos os operadores autoadjuntos S7(0) :=
uS?(0)ugt e S¥(w/L) = uﬂ/LS,Z(W/L)u;/lL, cujos autovalores sdo dados por
{Vn.;(7,0) }jen € {vn (7, 7/L)}jen, respectivamente. Além disso, os dominios
destes operadores sao dados por (A.2) e (A.3) no Apeéndice A.2, respectiva-
mente. Assim, podemos observar que |G, ;(7)| = 6;(7), para todo j € N, se
considerarmos p = v* e W(s) = W,(s) no Teorema A.3 do Apéndice B.

Com as notas dos paragrafos anteriores, temos condicoes para demonstrar o

teorema principal desta secao.

—+00

Demonstrac¢ido do Teorema 5.5: Lembre-se que denotamos por {w’ RN

os coeficientes de Fourier de W,,. Desde que W, nao é uma funcao constante,

existe j € N de forma que w’ # 0. Pelo Teorema A.3,

- 2 .
G (V)| = —=7|wll + O(v*), v —0.

VL

Esta estimativa junto com o Corolario 5.3 implicam que |G, ;(y)| > 0,
para todo v > 0 suficientemente pequeno. Pelo Corolério 5.4, considerando

Chnj(7) :=1Gn;(7)|/2 > 0 temos o resultado do teorema. O

Observagao 5.1. Ji4 que assumimos que V,,(s) ndo é uma fungdo nula, se
W,(s) = 0, para todo s € R, podemos considerar W, (s) := C2(S)a’(s) em
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vez de W, (s) nesta se¢ao. Todos os resultados apresentados acima valem neste

caso; as demonstragoes sao muito semelhantes e nao serao apresentadas aqui.
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Apéndice A

Neste apéndice, reunimos os principais resultados que usamos ao longo do
texto relacionados a existéncia e localizacao de lacunas no espectro dos opera-

dores estudados.

A.1 Teorema de Borg

O teorema abaixo ¢ devido & Borg [4]. Com ele, ¢ possivel garantir a exis-
téncia de lacunas no espectro de determinados operadores lineares. Veja, por

exemplo Teorema 3.4 deste trabalho.

Teorema A.1. (Borg) Suponha que W seja uma funcdo real e continua por par-
tes em [0, L]. Seja A\X o n-ésimo autovalor, contando com a sua multiplicidade,

do operador dado, respectivamente, por

d?
+ . 2
T = —E + ”/ (S), em L (O, L),
com dominio
dom T* := {w € H*(0,L); w(0) = +w(L),w'(0) = +w'(L)}. (A.1)

Suponha que

A= /\:H, para todo n par,

A, = A1, para todo n impar.
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Entao, W é constante em [0, L.

A.2 Comportamento assintotico dos autovalores

de uma pertubacao analitica

Garantida a existéncia de uma lacuna, o proximo passo é tentar descobrir

a sua localizacao. Para isso serao necessarios algumas definicoes e resultados

preliminares.
Seja W € L*(0, L) uma fungao real. Definimos os operadores

Tfw:=—w", em L*Q0,L),

Y

com dominio

dom Ty = {w € H*(0,L) : w(0) = w(L),w'(0) = w' (L)}, (A.2)
e
Tyw:=—w", em L*0,L),
com dominio
dom Ty = {w € H*(0,L) : w(0) = —w(L),w' (0) = —w'(L)} (A.3)
Para cada pu € C, consideremos os operadores
THuww = Thw+pW(s)w
= —w'+pW(s)w, (A.4)
em que dom T (u) := dom T e
T (pw = Tyw+pW(s)w
(A.5)

= —w' +puW(s)w,
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em que dom 7'~ (u) := dom T} .

Dizemos que T, e T, sio operadores nao perturbados e uV é uma pertu-
bagao. Para p € R, denotamos por {I;} (1) }nen € {I, (1) }nen 0s autovalores de
TH () e T~ (p), contando com as suas multiplicidades, respectivamente. Abaixo
descrevemos os autovalores e autofungoes dos operadores niao perturbados T,
e Ty .

Para cada n € N, consideramos as fungoes

1 1 izens 1 _izens

NiA Una(s) = ﬁeT, Una(s) = Vil L (A.6)

Tem-se que {Yo, ¥n 1, Yna}nen € uma base ortonormal completa de L?*(0, L) e

Yo(s) =

ainda

2mn\ 2 2mn\ 2
Tio =0, Ti i, = (T) Vo, Ty Yna(s) = (T) Yno, (A7)

para cada n € N. Portanto, temos

2mn

2
FO =0 GO=ha0= (7)) nen @y
Em seguida, para cada n € N, consideramos

n—3)s

Pna(s) = ﬁei L% pnals) = ﬁe_

Entao, {¢n.1, n2}nen € uma base ortonormal completa de L*(0, L) e

1 ( 1)27r ]_

i(n—

N[
—
1§
w
—~
=
<o
~—

~ 42 1\° - 42 1\?
Ty Pn1 = I (n - 5) On1, Ty Ona(s) = 573 (n - 5) Yn2,  (A.10)

para cada n € N. Logo,

_ _ 4 1\?
l2n(0) = l2n+1(0> - ? n-— 5 , nE N. (Al]')
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Para cada u € R e cada n € N, definimos

O (1) = lgg (1) = 1y (1) (A.12)

O (1) 1= Loy (1) — lgy—1 (1) (A.13)

Finalmente definimos

Oon—1(p) =0, (1) € don(p) = 0, (1).

Vamos analisar o comportamento assintético de 6, () quando p — 0. Para
isso, enunciamos um teorema sobre pertubacao analitica devido a Kato e Rellich.
Tal teorema é reescrito adequadamente para a nossa situacao (veja Capitulo VII
e Teorema 2.6 no Capitulo XIII em [23]).

Teorema A.2. (Kato e Rellich) Seja Ty um operator autoadjunto num espago
de Hilbert H. Suponha que Ey é um autovalor de Ty com multiplicidade m e que
existe € > 0 de forma que, o(Ty) N (Ey — €, By + €) = {Eo}. Seja {Py,--- Py}

um sistema ortonormal de autovetores de Ty assoctados ao autovalor Ey:
®; € dom Ty, To®; = Ey®;, para 1 <j<m,

(D, @)y = 0i; para 1 <14, j<m.

Seja V' um operator simétrico e Ty-limitado. Para p € C, definimos
T(u) =Ty + uV  atuando em H com dominio dom T'(u) = dom Tj.

Sejam A, -+, Ay todos os autovalores da matriz (V®;, ®;)x) contados

1<i,j<m
com a sua multiplicidade. Entao, existem m fungoes analiticas A (p), -+, Am (1)
em pu € C numa vizinhanca de 0, de forma que, A\i(p), -+ , A (1) sao todos os

autovalores de T'(i), contados com a sua multiplicidade, em {FE € C : |E—Ey| <
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e/2}, para p € C numa vizinhanga de 0. Ainda mais,
Nj(p) = Bo+ A+ O(?), 1= 0, (A.14)

para 1 < 5 <m.

Como uma consequéncia deste teorema, no caso particular em que m = 2

temos o seguinte resultado.

Corolario A.1. Seja m = 2 no enunciado do teorema acima. Entao, temos

(M) = Aa(1)” = {L(V @1, @1)3 — (VP ®o)se] + 4|(V 1, Do)’} 1 +O(|uf?).

Demonstragdo. De acordo com (A.14), é suficiente calcular (A; — A\9)?. Desde

que A1 e Ay sejam autovalores da matriz

(VO 1)y (VO Og)y
(V®g, )y (Vs By)p )

A1 e X\ sao as raizes da seguinte equacao quadratica em t:

22— (VO @)y — (VPg, Po)y) t
+(V(I)17 @1)7{(‘/@27 CI)2)7-[ — (Vq)h CI)2)H<V(I)2, (I)I)H = 0. (A-15)

Temos

M= VO, 1)y + (VOq, @y)y

)\1)\2 = (V(I)l, (I)l)H(Vq)Qu q)Q)’H - (Vq)lu q)Q)H(V(I)Qu q)l)'H
= (V®y, &) (VDo o)y — (V1 Po)pl*.
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Portanto, obtemos

AL —=X2)? = AL+ )2 =4\
= [V, 1)y + (VBy, @1)3)°
—A[(V 1, D1)3(V s, Do)y — [(V D1, Po)y”]
= [(VOy,Py)y — (VDo (I)Q)H]Z + 4[(Vdq, @2)7{‘2.

Assim, demonstramos o Corolario A.1. n

Com o Coroléario A.1, é possivel obter um comportamento assintotico para
6, (1) quando p — 0. A principio, seja {w, }n="% os coeficientes de Fourier de
W (s). Mais precisamente, podemos escrever
o0 1

W(s) = Z ﬁwneznms/’: em L*(0,L). (A.16)

n=—oo

Desde que W(s) é uma funcao real, temos
Wy, =Ww_,, paracada n€Z. (A.17)

Segue o seguinte resultado.

Teorema A.3. Para cadan € N,
On (1) _2[| 4 (1 ’2) 0 (A.18)
n - Wn ’ ) . .
0 N3 w4+ O(|p p—0,pelR A

Demonstra¢ao. Primeiramente, demonstramos (A.18) para o caso em que o
indice ¢ par. Lembre-se de (A.6), (A.7) e (A.8). Aplicamos o Teorema de Kato

e Rellich e o Corolario A.1 considerando

H=L*0,L), To=T,, V=W m=2,
Eo = 13,(0) = If,,,(0) = (Z2)*, (A.19)

2mns i2Tns

<I>157%,1:%6 L, ¢2E¢n,2:%6 L, paracada n € N.

95



Sejam A1 (p) e Ao(p) como no teorema anterior sob a situacio (A.19). Entdo,

On(1)* = (s (p) = 13, (1))*
(A(p) = Aa(p))?
= (W1, ¥n1)r — (Wihn2, Yn2)]?
FA (Wi, Y 2) 1 +O(|f’), n— 0,p€R.

Alguns céalculos mostram que

[(an 17wn1 H (an271/}n2)] +4‘(an 1;wn2

LQ(/W ds—/W s> +4‘ /W

|W2N|2

4|7

usamos (A.16) na terceira linha e (A.17) na quarta passagem. Assim, temos

(020 (10))* = (67 (n))?
= %!wznﬁf +0(uP), n—0,peR (A.20)

Observe que A\j (1) —A2(1) é uma fungao analitica em p € C numa vizinhanga

da origem e
65 (p) = | A () — Ao(p)], para p € R,numa vizinhanga de 0.
Entao, (A.20) implica
Sonl1) = 65 8) = =l Jal + 0P, o= O, € R
VL

Agora, vamos a demostrar (A.18) para o caso em que o indice é impar.
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Lembre-se de (A.9),(A.10), (A.11) e (A.13). Como no caso anterior, temos

(0, (1))* = (g (p) = L1 ())?
= {[Wen1, on1)u — (Wena, ona)ul”
+4|(W o1, ono)ul’3u® + O(lp?), w— 0,ueR.

Para cada n € R,

[(W()Onlagonl H — W¢n2a<pn2) ] +4|<W@n1 Qpn2) ’2

2
(/ Wi(s ds—/ Wi(s s) +4‘Z/ W(s)e =0T sqs
0

—4‘ —(2n—1) |W2n 12

Portanto,

Oon-1(p) = 0, (p)
2
- _’W2n—1||ﬂ| + O(l:u|2)7 N 07M e R.

VL

para cada n € N. Assim, completamos a demonstragao do Teorema A.3.
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Apéndice B

B.1 Formas quadraticas

Seja J um espaco de Hilbert e b : dom b x dom b — C uma forma ses-
quilinear em J. Denotamos por b(¢)) = b(1, 1) a sua forma quadratica asso-
ciada. Dizemos que b(¢)) é limitada inferiormente se existe § € R de forma
que, b(v)) > B||v]|?, para todo ¢ € dom b. Se 8 > 0, b é chamada de positiva.
Uma forma sesquilinear b é chamada hermitiana se b(v, 1) = b(n, ), para todo
Y, n € dom b.

Seja b uma forma hermitiana e (¢,,) C dom b (aqui b ndo é necessariamente
positiva). Esta sequéncia é chamada de sequéncia de Cauchy com respeito a b
(ou em (dom b, b)) se b(1h, — y,) — 0, quando n,m — oco. Dizemos que (1,)
converge & 1) com respeito & b (ou em (dom b, b)) se ¢ € dom b e b(1, — 1)) — 0,
quando n — oo.

Uma forma sesquilinear b é fechada se para cada sequéncia de Cauchy (1,,)
em (dom b,b) com v, — 1 em J, tem-se 1) € dom b e ¥, — ¥ em (dom b, b).

Dada uma forma sesquilinear b, com dom b denso em J, o operador T,

associado a b é definido por

dom 7T, = {¢Y €domb:3( e J com b(n,)=(n,(),¥n € dom b},
Ty = (¢, 1 &dom Ty

Assim, b(n, ) = (n, Ty)), para todo n € dom b, para todo ¢ € dom T},. Esse

operador estd bem definido ja que dom b é denso em 7.
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Lembre-se da forma quadratica t?(1) e do operador T definidos na Segao
4.2. O objetivo é justificar que T? é o operador autoadjunto associado a t%()).
A demonstracao é separada em dois passos. Primeiro, vamos demonstrar que
t%(¢)) ¢ uma forma quadratica fechada. Assim, pelo Teorema 4.2.6 em [10],

existe um operador autoadjunto, denotado por Tjs, de forma que,
tf = 0
", ) = (0, Toevp), Vn € dom t?,V4) € dom Tip.

Em seguida, vamos demonstrar que Tyo = Te.

Proposicao B.1. Para cada § € C, a forma quadrdtica t(1)) é fechada.

Demonstra¢ao. Vamos considerar o caso particular em que § = 0 e k(s) = 0,
ou seja, f.(s,y) = 1. O caso geral é similar.
Seja (1) uma sequéncia de Cauchy em (dom #,¢%) tal que 1, — ¥ em

L*(Q, h*dsdy). Em particular, sendo h uma fungao limitada, (1/,,) € uma sequén-

cia de Cauchy em L?*(Q). Notemos também que

/ 1V, (e — )Py < 22 (0 — ),

1
/\a ) Pdsdy < W/h?\as(wn—wm)msdy

2 2 Rh 2

+ / } wm), Rh>| dsdy

< K(t2<wn,¢m>+ /Q (1Y (o — )2 + [t0n — ) dsdy),

para algum K > 0.

Com estas estimativas, podemos observar que (1,) é uma sequéncia de Cau-
chy no espacgo de Hilbert H!(Q). Assim, existe n € H!(Q) de forma que ¢, — 71
em H'(Q). Concluimos que n = ¢ em L3(Q). Além disso, 91, — 910,
Vi = Vo em L*(Q).
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Agora, vamos mostrar que ¥(0,y) = ¢ (L, y) em L*(S). Definimos

Vi(y) = / Oatn(s,y)ds, V(y) = / O (s, y)ds,

€ notemos que
/S Valy) — V)ldy < /Q Outbn — Dol dsdy
1/2
< QM ( / |8s¢n—as¢|2dsdy) L0, no o
Q

Assim, V,, — V em L'(S). Portanto, existe uma subsequeéncia (V,,,) de (V;,)
de forma que, V,,, (y) = V(y), q.t.p.. Mais exatamente,

L L
lim/ 5’¢nk(s,y)d5—/ s (s,y)ds, q.t.p.v.
0 0

k—o0

Ja que ¢, (L,y) = 1, (0,y), pelo Teorema Fundamental do Célculo,

0= kh_glo(@/}nk (L7y) - ¢nk (Ovy)) = w(La y) - ¢(Oa y)7 q't'p' em y.

Assim, ¢ € dom ¢?.

Finalmente, podemos observar que existe K > 0 de forma que,

tg(wn - 77[]) < K||¢n - 7vZJHg-Ll(Q) —0, n— oo,

ou seja, ¥, — ¢ em (dom 2, ¢Y). O

gr”e
Proposicao B.2. Para cada § € C, T? = Tti.
Demonstracao. De novo, consideramos o caso particular em que 6 = 0 e k(s) =
0. Escrevemos R" = (R}, R}), denotamos por N = (Ny, N3) o campo vectorial

normal & S e dA a medida em 05S.

Pela identidade de polarizagio, obtemos a forma sesquilinear t2(n, ) asso-
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ciada a forma quadrética t2(¢). De fato,

B0 = [ (om0t v+ 5V,0.V,0) ) dsdy
— / RO ol pdsdy + / h*(V,77, R")O pdsdy
Q

1
+ /5< yTl; yw>dsdy—|—c/ h*m) dsdy.
Q

Para cada n € dom t? e ¢ € dom t2 N H*(Q), o Teorema de Fubini e uma

integracao por partes mostra que
/@ h*9,m Ol pdsdy = — /Q 705 (K010 ¢) dsdy + /S (mh*ofv) |§ dy =
= [ non Gt vy asay+ [ 70,9 0) () ~ 0L5v(0.0) dy
Além disso,
/Q h*(V,7, R@@fg Ydsdy =
/ (0, M RYA*OI pdsdy + / (0, RER*OI pdsdy =
/ (RYR*O ) dsdy + / /8 ) 7 RO YNy dAds

AL

/ ndiv, (R"h*0%) ) dsdy + / / (R", N)R*0l ) dAds,
oS

dl

(RER01 ) dsdy + / [ w0 N aaas =
oS

1 1 L 1
/Q€< s, Vo) dsdy = — /Qg_2ﬁAy¢dey+/0 /as ;ﬁ(Vy@D,N} dAds.
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t9(n, ) = —/ [(8 +d1vth) h28 L, Ut Aydz} dsdy
Q

+ /_(0 y)h*(0) (L) — 0500, )) dy

h*(R" Rh dAd h2mpdsdy.
+//BS( Ri Ny 4 L <y¢,N>) s+c/Q mpdsdy

Para cada 1 € dom t2 N H%(Q), definimos

1 .
7o) = —13 {(as + div, R") h*9f% o + Ayw} + 1.

Portanto,

) = (0, 2%)n + / 700, 9)2(0) (954 (L. ) — 074(0,)) dy

+ / /85 6”%dAds, (B.1)

para todo n € dom t?, para todo v € dom t2 N H?(Q).

Passo 1: Dado ¢ € dom T2, temos (07" /ON) =0 em (0, L) x 9S e

t2(n,¥) = (0, T )., Vn € dom 2.

Assim, ¢ € dom Ty e Tyotp = T4

Passo 2: Agora, seja ¢ € dom T C dom t2. Entao, existe ¢ € H de forma
que
t2(n, ) = (1, C)az, ¥ € dom ¢,

Como consequéncia, tem-se ¢ € H*(Q) (veja Capitulo 7 em [1]). Por (B.1),

ohh
¥ dAds.

I WA 2 Rh __ ARh
(0, C~Z0%)n; /S 70, )h2(0) (97 (L. ) — 874(0,y)) dy+ / /8S
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Em particular,
(0,¢ = Z), =0, Vi€ C(Q) C dom ¢,

Portanto, ¢ = Z%1. Resta mostrar que 1) € dom TP.
J& sabemos que ¥(0,y) = ¥(L,y) em L?(S). Por outro lado, desde que

¢ =220,

L aRhw
[ 0,010 @0 (Ly) - 0wi0.) dy+ [ [ 7% dads =0,
S Y Y o Jos ON

para todo n € dom tY. Em particular, para n(s,y) = w(s)u(y), de forma que
w € C(0,L) eu € H(S), tem-se

L HRhy) B
/0 w(s)/@su(y) N dAds = 0.

Como esta igualdade vale para todo w € C§°(0, L) e para todo u € H'(9),

temos entao 8Rh¢
ON

0, em L*((0.L) x dS). (B.2)

Consequentemente,
/Sﬁ((),y)hQ(O) (5’55 (L,y) — 855@/1(0, y)) dy =0, Vn € dom ..
Escolhendo n de forma adequada, é possivel mostrar que
Rh 7 2
as,y (Lay) - as,y (07 y)7 em L (S) (B?))

O fato de que ¥(0,y) = ¥(L,y) em L*(S) junto com as condigoes (B.2) e
(B.3) garantem que ) € dom T?. O

Observagao B.1. Lembre-se da forma quadratica bY (1), definida na Segao
2.2 e do operador T, definida na Secao 4.1. Analogamente, é possivel mostra
que bY(¢)) ¢ uma forma quadrética fechada e T, é seu operador autoadjunto

associado.
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Apéndice C

C.1 Forma quadratica

Lembremos da forma quadratica
balw) = [ 0'(5)u¥ ) + (7,0 (0), Byl (5) () Py,
Q

dom b, = H'(I), definida na Secao 5.2 deste trabalho. O objetivo desta se¢ao é
mostrar que o operador 7}, definido por (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) é o operador
autoadjunto associado a b,,.

Consideremos o caso particular em que I = [a,b] é um intervalo limitado.

Alguns célculos mostram que
b
bn(w) = / (Jw'(s)? 4+ V() |lw(s)]?) ds+Cr(S)a! (b)|w(b) P —C2(S)d (a) |w(a)?,
em que V,,(s) = C}(S)(/(s))? — C?(S)a’(s); as constantes C}(S) e C?(S) sao
definidas em (5.8).
Seja b, (w,u) a forma sesquilinear associada a b, (w). Temos

by (w,u) = (w, Tu), Yw € dom b,,Vv € dom T,,.

Sendo assim, T;, é o operador autoadjunto associado a b,,. O caso I = R pode

ser demonstrado de forma semelhante.
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C.2 TI'-convergéncia

Neste apéndice definimos o conceito de I'-convergéncia e mostramos sua
relacao com a convergéncia de operadores no sentido dos resolventes.

Sejam H um espaco de Hilbert (real or complexo), R = RU {+o0} e f. :
H — R uma sequéncia de funcionais. Dizemos que a sequéncia f. I'-converge
fortemente a f : H — R (denotamos, f. LN f) se, as seguintes condigbes sao

satisfeitas:

i) Para cada v € H e toda sequéncia v. — v em H, tem-se
lim inf £.(v.) > f(0).
e—0
i1) Para cada v € H, existe uma sequéncia v, — v em H de forma que

lim f.(v.) = f(v).

lim /.(v.) = f(v)
Observacao C.1. Se em vez da convergéncia forte v. — v for considerada
a convergéncia fraca v. — v em i) e ii), entdo dizemos que f. I'-converge

fracamente a f e denotamos f. W, f.

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [9], onde é demonstrada
a versao para espacos de Hilbert reais; a generalizagao para espacos de Hilbert

complexos é apresentada em [11].

Proposicao C.1. Sejam d.,d formas sesquilineares fechadas e positivas em um
espaco de Hilbert H, e D., D o0s respectivos operadores autoadjuntos associados.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) d. LN e, para cada ¢ € H, tem-se d(() < limiglfdg(g;), para toda
E—r

sequéncia (. — ( em H;

b) d. 25 ded X5 d;
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¢) D. converge a D no sentido forte dos resolvente em Hy = dom D C H,

ou seja,
11_1}1(1) R_\(D:)¢ = R_\(D)Py, V(¢ e H,VA >0,

em que Py € a projetor ortogonal em H,.
O seguinte resultado é apresentado em [11].

Proposicao C.2. Sejam d.,d > [ > —oo formas sesquilinear fechadas e
D.,D > (3 os respetivos operadores autoadjuntos associados. Seja dom D =

Ho C H. Assuma que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
a) d. 25 ded. 25 d;

b) O operador resolvente Ry(D) é compacto em Hy para algum nimero real

A > [B];

c¢) Eriste um espago de Hilbert K, compactamente mergulhado em H, de
forma que se a sequéncia () € limitada em H e (d-(1:)) e também limi-

tada, entao (1) € uma sequéncia limitada em K.

Entao, D. converge no senlido da norma dos resolvente a D em Hy quando

e — 0.

Observacao C.2. Em ambas proposicoes acima, o dominio de D nao é as-
sumido denso em H mas é necessario que img D C Hy; dizemos que D é

autoadjunto em H,.
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